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EX PO N EN TIA L FUNCTIO N FITTIN G  TO TL GROWTH  
DATA A N D  SIMILAR APPLICATIONS

S u m m a r y .  T h is work brings about a very effective and  fast a lgorithm  for fitting 
exponen tia l function  y ( x)  = a t + a 2 ■ eayT to  resu lts  of m easurem en ts. T his function 
m ay be  applied  to  a num ber of cases w here one q u a n tity  depends exponentially  on 
an o ther. P a rticu la r exam ples are a build  up of a  therm olum inescence signal w ith an 
abso rbed  dose of ionizing rad iation  or an ac tiv ity  of a  single decaying radioisotope. 
E s tim a to rs  of th e  th ree  param eters are o b ta ined  by th e  leas t square m ethod  assum
ing th e  no rm al p robab ility  d is tribu tion  of m easu rem en t e rro rs w hile th e  h igh effec
tiveness an d  speed of th e  algorithm  is secured by  th e  red u c tio n  to  a  one-dim ension 
(or one free p a ram eter) problem  w ithout th e  loss o f accuracy  or generality.

D O P A S O W A N I E  F U N K C J I  W Y K Ł A D N I C Z E J  D O  W Z R O S T U  T L  I  

P O D O B N E  Z A S T O S O W A N IA

S tr e s z c z e n ie .  W  pracy przedstaw iono bardzo  efektyw ny i szybki a lgorytm  dopa
sow ania krzywej w ykładniczej y(x)  = a i +  a j - e “3'* do w yników eksperym entalnych. 
F unkcja  m oże być w ykorzystana w wielu przypadkach , gdy jed n a  wielkość zależy 
w ykładniczo od drugiej. Szczególnymi p rzyk ładam i są  w zrost term olum inescencji z 
daw ką poch łon ię tą  prom ieniowania jonizującego lub  zan ik  aktyw ności pojedynczego 
radioizotopu.
E sty m ato ry  trzech param etrów  otrzym yw ane są m e to d ą  najm niejszych  kwadratów 
p rzy  założeniu norm alnego rozkładu błędów pom iarow ych , a  wysoką skuteczność 
i szybkość algorytm u zapew nia redukcja prob lem u do jednego  w ym iaru (jednego 
sw obodnego p a ram etru ) bez u tra ty  dokładności lub  ogólności.
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1. In tr o d u c t io n

T h e  p resen ted  w ork con tribu tes to  th e  series of papers (R endel, 1985; Berger, Hunter, 
1986; F rank lin , 1986; B erger e t ah , 1987; Bluszcz, 1988; G riin, M cD onald, 1989; Brumby, 
1992a) regard ing  th e  problem  of fitting  th e  sa tu ra tin g  exponen t function  to  a growth of 
therm olum inescence  (T L ) w ith  an abso rbed  dose of ionizing rad ia tio n  in  th e  TL dating 
m e th o d . T h is  also concerns o th er sim ilar d a tin g  m ethods, such as OSL (optically  stimu
la ted  lum inescence) o r E SR  (electron sp in  resonance). T he sam e algorithm  m ay be also 
app lied  to  o th e r p rob lem s w here an exponen tia l function  is fitted  to  resu lts of measure
m ents.

U nlike th e  o th er p roposed algo rithm s th is  one takes advantage of th e  transform ation  of 
an  in d ep en d en t variab le , ra th e r  th an  a  dependen t one, thus accelerating  th e  com putation 
p rocedu re  b u t no t d is tu rb in g  th e  co rrect value of th e  x 2 (S um -of-S quares) function.

I t  shou ld  be  also em phesized th a t  th e  weighing values, o r errors, m ay  b e  arbitrary 
set to  follow any assum ptions m ade  ab o u t th e  dependence of errors on m easured  signal 
values so a, so called (B erger e t ah , 1987) quasi-likelihood  m ethod  m ay im plem ent th e  pre
sen ted  a lg o rith m  as well. T he  prob lem  of choosing th e  global m inim um  of th e  x 2 function 
am ong m u ltip le  local m in im a is also significantly  sim plified w ith  th is approach because a 
one-d im ensional space of one free p a ram e te r can  be  easily searched in a reasonable range 
for all local m inim a.

2. F it t in g  sa tu r a te d  e x p o n e n t  to  d a ta  p o in ts

T h e  p rocedu re  described  below applies to  a  case w hen th e  re la tion  betw een th e  mea

sured  signal (for exam ple: T L , OSL or E SR ) and th e  abso rbed  dose is given by a  sa tu ra ted  
ex p o n en tia l function  (rew ritten  here  in a form m ore su itab le  for th e  above m entioned pur
pose):

y ( x )  =  a] -  a 2 • e - “3'1, ( 1 )

where: y  —  th e  m easured  signal (T L , for exam ple); x  —  independen t variable (e.g., the 

ab so rbed  dose); a j ,  a 2, <13 —  ad ju s tab le  p a ram ete rs  (for TL  m easurem ents: Oi —  signal 
sa tu ra tio n  level specific to  th e  da ted  m ate ria l; a j  — a 2 — in itia l signal level dependent 

on its  age; 0 3 - 0 3  —  th e  in itia l T L  grow th ra te ). In a  case w hen th e  function  describes a 
sa tu ra te d  exponen tia l grow th a l5  a 2 and  a3 a re  positive and  Oj >  a 2.

x  is assum ed to  be  an independen t variable and  known w ithou t error. Signal in tensity  

y is a  dep en d en t variab le , m easured w ith a  known erro r which, generally, m ay  depend on
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an x value or follow an  a rb itra ry  assum ption. I t is only assum ed th a t  th e  erro r assigned 
to each y  value obeys a  norm al d is tribu tion .

T hen , th e  best fit (in view of a  m axim um -likelihood m ethod) of th e  function  (1) to  
the set of experim en ta l d a ta  x ;, y,-, i =  1 , . . .  , n ,  m ay be defined as one m inim izing th e  
Sum -of-Squares function :

n r... _ « _L « . „-a3-r,l2
x2 = £

i=i

yt -  a i +  a 2 • e
cr,

(2)

where: a t , . . .  , a n a re  erro rs assigned to  ¡/¡’s.
P a ram e te rs  values m u s t satisfy th e  set of differential equations:

£  - •

T -  -  0 <4>oa  2

t ,  -° <5>
I t  is possible to  reduce  th e  num ber of equations by subsequent su b s titu tio n s , leaving 

only one ’’free” p a ra m e te r  a3 and  two others dependent on it  and  d a ta  po in t values. 
C alcu la ting  th e  th ree  p a rtia l derivatives one can ob ta in  th e  equivalen t se t of equations

— 2 • (a 2  ■ S xyax +  aj • C • S Xax +  «2 ' ^xaxx) ~  0 (6)

—2 • (S Vax ~  C  ■ Sax +  a2 ’ S axx) =  0 (7)

- 2  • (S ,  -  C  ■ S w +  a2 • 5 « )  =  0, (8)

where:

w x =
1

s w = X>
Sy = X>

1 = 1
•y>

Sax =
n

¿ 1Vi 
1 = 1

x > .

• e- “3'1'

Sxax = ■ x, • e~

q‘-'yax = ± W i
1 = 1

■ Vi ■ e"
qOxyax = x>,

¡ = 1

• x, • yi
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S axx  — ^  ) V>i
-2 -a3 -r ,

S x a x x  =  ^ 2  U>i ' Xi, .  -r ,  . e - 2  a3 -Xi

i= l

L ast tw o equa tions in  th e  set (7 k. 8 ) are linear in  ai  and  a 2 giving:

Ay ’ Aaxx S a x  ' Ayax
a > =  c  . e ---- I T «   (9 )‘-’tu ‘-’a n  u ax

S w * S ya x  Ay • Aar
“ 2 =  q q-------- — qi  (10)' ^ a x x  V a r

T h is  is equ iva len t to  th e  transfo rm ation  of th e  in d ep en d en t variab le  m ade in the 
following way. H aving  set th e  param ete r <23 value one can tran sfo rm  x ’s in to  i ’s:

U =  e- “3'1' ( 1 1 )

T h e  (9) an d  (10) form ulae m ay be a lternatively  derived from  a  linear m odel

y = a i - a 2 t (12)

T h e  x 2 m ay  be  tre a te d  now as a function of one p a ra m e te r  only (nam ely  a3) and 

m in im iza tion  is m uch  sim pler. However, instead of m in im izing  th e  x 2 function  one can 
p u t back  (9) and  (10) in to  (6 - 8 ) and  solve the  num erically  s im p ler p rob lem  of finding the 
root o f th e  equation :

Q ^ 2 2
— 2 • ( f l2 * S Xyar  T  U2 ‘ Uj • S xax  -f- fl2 * Axaxx) =  0  (13)

T h e  left side o f (6 ) is a function of only one p a ram e te r a3 (w hile ai  and  a 2 are given 

by (9) a n d  (10)) an d  excluding the  triv ial case a 2 =  0 one can tran sfo rm  th e  problem  into 
finding th e  zero of th e  function:

n ° 3) — S x ya x  +  <2l S Xax  +  0-2 S x a x x  (14)

T h e  zero  of th e  function  (14) can be num erically found to  an a rb itra ry  p reset accuracy 
w ith an  a id  of a  sim ple  a lgorithm  (a  N ew ton’s a lgorithm  for exam ple). A fter th e  param eter 

a3 is found , th e  o th e r  tw o (i.e., a j and a 2) are ca lcu lated  accord ing  to  (9) an d  (10). These 
values define th e  m in im um  of th e  x 2 function and  a re  th e  e s tim a to rs  of p a ram eters  of the 
function  ( 1 ) fittin g  experim en ta l data .
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3. A sse ssm e n t o f  varian ces an d  co v a r ia n ces o f  p aram 
e te r s

V ariances of param eters  estim ators can be  found th rough  a  cu rvatu re  m a trix  ()Bev-
ington, R obinson, 1992) a  and its inverse e rro r m a trix  e. T h e  cu rvatu re  m atrix  a  is

sym m etrica l and defined as follows:

1  d 2 x 2 , ,
2  da,da,  '  )

T h e  inverse m a trix  e (called th e  erro r or covariance m a trix ) contains e s tim a to r’s vari
ances as d iagonal elem ents and the ir covariances as o ff-d iagonal elem ents.
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S tr e sz c z e n ie

P ra c a  je s t uzupełn ien iem  szeregu a rtuku łów  (R endel, 1985; B erger, H un ter, 1986; 
F rank lin , 1986; B erger e t a l., 1987; B luszcz, 1988; G riin , M cD onald, 1989; B rum by, 1992a) 
dotyczących zagadn ien ia  dopasow ania funkcji w ykładniczej y{x )  =  cq +  a 2 • e“3 '1  do 
pom iarów  w zrostu term olum inescencji (T L ) z daw ką pochłon iętą  prom ieniow ania jon izu 

jącego w m etodzie  da tow an ia  T L . D otyczy to  również innych podobnych m etod  takich, 

jak  OSL (optycznie stym ulow ana lum inescencja) lub E P R  (elektronow y rezonans p a ra 

m agnetyczny). Tę sam ą funkcję m ożna w ykorzystać i w innych przypadkach  w ykładniczej 
zależności m iędzy m ierzonym i w ielkościam i, n a  p rzykład  przy  pom iarach  zaniku aktyw 
ności p rep a ra tu  prom ieniotw órczego w obecności tła .

W  pracy  przedstaw iono bardzo  efektyw ny i szybki a lgorytm  dopasow ania takiej k rzy
wej w ykładniczej do wyników eksperym en ta lnych .
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E stym ato ry  trzech  param etrów  otrzym yw ane są m e to d ą  najm niejszych kw adratów , 
przy założeniu  norm alnego  rozk ładu  błędów pom iarow ych, a  w ysoką skuteczność i szyb
kość algo ry tm u  zapew n ia  redukcja  problem u do jednego w ym iaru  (jednego swobodnego 
param etru) bez u tr a ty  dokładności lub  ogólności.

A lgorytm  w ykorzystu je  transfo rm ację  zm iennej niezależnej, a  nie zm iennej zależnej, 
jak wiele d o tąd  proponow anych, co da je  przyspieszenie obliczeń bez zniekształcen ia  w ła
ściwej w artości funkcji x 2 (sum y kw adratów ).

N ależy podk reś lić , że w artości wag lub błędów  m ogą być a rb itra ln ie  dobierane tak , by 
odpow iadać dow olnej h ipo tez ie  o zależności błędów  od w artości m ierzonej. W  ten  sposób 
proponow any a lg o ry tm  m oże być również w ykorzystany przez tzw . m etodę „quasi-likelihood” , 
proponow aną w (B erger e t a l., 1987) W ykorzystanie a lgo ry tm u  upraszcza też w znaczny 
sposób rozw iązan ie  p rob lem u w ielokrotnych m inim ów lokalnych. Jednow ym iarow ą prze
strzeń jednego  sw obodnego p a ram e tru  m ożna łatwo przeszukać w rozsądnym  zakresie na 

obecność lokalnych m inim ów .


