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STABILITY OF SOME ORDINARY DIFFERENTIAL
EQUATION’S SYSTEM

Summary. In this paper we fix our attention to research of stability of systems
of ordinary differential equations, which have practical applications. Our main re-
sult describes domains of asymptotic stability (and of course non-stability) of the
system. We used the second Lapunov method, which simplifies the proof. Our main
result may found applications to research of stability of the systems with constant
cooficients. We give an example of the applications.

STABILNOSC PEWNEGO UKELADU ROWNAN ROZNICZKOWYCH
ZWYCZAJINYCH

Streszczenie. W pracy skoncentrowaliSmy sie na badaniu stabilno$ci uktadu
réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktéry znajduje praktyczne zastosowania w nie-
ktérych zagadnieniach zwigzanych z sieciami elektroenergetycznymi. W tym celu
udowodnilismy twierdzenia, ktore dajg nam obszary asymptotycznej stabilnosci oraz
oczywiscie niestabilnosci tego uktadu. Z celéw praktycznych zastosowalismy druga
metode Lapunowa, ktdra znacznie uproscita ponizsze dowody. Gtownym rezulta-
tem tej pracy jest Twierdzenie 1, ktore moze znalezé praktyczne zastosowanie przy
badaniu stabilnosci uktadéw rownan rdézniczkowych ze statymi wspotczynnikami.
Nastepnie pokazemy zastosowania powyzszych twierdzen na przyktadzie.
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I.M ain result

Theorem 1. The ordinary differential equation’% system:

i« =ax\ + bxZ
% = -ex? + dx\,

where: z,w- both odd integers, z > w and c,b” 0 is:
(a) stable if either: a,d <0 or (d= 0 anda <0) or (a= 0 and d <Q),

(b) nonstable if either: a,d >0 or (d= 0 anda> QJ or (a= 0 and d > 0).

Proof. If z and w are odd integers:
z = 2k—1Ato= 2n —1wheren,k € N and k > n.

Then the condition z > w is satisfied.
In this case our system (1) has a form:

dt =ax?-"+bx*r\
df = -cxr'+ dx?-\

Take the Lapunov function V (t,x\,x2), in the form
V[t,xux2) =" [cxIn+ bxlnj.

It is easy to see, that this function is positively defined.
Now we count the first derivative from V {t,xu xi), and obtain:

Noo= + bxf-1d* = acx"n+k)-1]+ bdxfn~1].
at at at

@

®

From the condition (a), that eithera,d <0or (d=0and a <0)or (a=0and d <0)
we have, that ~ < 0 since the Lapunov function V (t,xi,x2) is positively defined, by one

of the well known theorems from ordinary differential equations (see [2] p.41, [1], [3], [4])

we obtain, that the ordinary differential system is asymtoticaly stable.

From the condition (b),that eithera,d >0or (d=0and a> 0) or (a=0and d > 0) we
have ~ >0,and by the above reasons the system is nonstable.The proof of Theorem 1

is complete..
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Theorem 2. The ordinary differential equation’% system:

Tu = ax\ + /-N
0 = -ex? + d*2,

where: z,w - both even integers, z > w and c,b * 0, xItX2 > 0, is:
(a) stable if either: a,d <0 or (d- O anda< 0Jor (a=0andd <0),
(b) nonstable if either: a,d >0 or (a=0andd > 0) or (d=0 and a > 0).

Proof. If z and w are even,
z =2k Aw = 2n, wheren,k £ N, and k > n,
then the condition z > w is satisfied. In this case our system (1) has a form:
= ax\k + bx\n,

4 U, (5)

We take the Lapunov function V (t,xI,x2), in the form:
V(t, XUX2) = [cxf+l + bxIn+I] . (6)

This function is positively defined.
The first derivative of V (t,xi,x2) is:

Ogt = CX?%t_ +b Xat = acx”™ + bdx](n+k).
By the condition (a), we have, that —m< 0. Since the LapunovfunctionV{t,xi,x2) is
positively defined, by one of well known theorems from ordinarydifferential equations
(see [2] p.41, [1].[3].[4])we obtain, thatthe system is assymptoticaly stable.

Similarly bythe condition (b),”~ > 0 and the system isassymptoticaly stable. This
complete the proof of Theorem 2.,
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Example 1. Consider the system:

lit ~ —7*1+ 272,
A= -x, + exf.

In this case n = 1, A= 2, a ——7, 6 = 2, d = e then the Lapunov function V(t,x 1,22

V(X X2) = A H +

and is positive defined.
The first derivative of function V (t,Xi,x2) is:

— - x,—1 + 2x0— - —Ix44 2ex4
dt ~ dt + 2dt ~ 1+ 2

So the system (7) is stable when e < 0,
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Streszczenie

W pracy skoncentrowaliS$my sie na badaniu stabilno$ci uktadu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, ktéry znajduje praktyczne zastosowania w niektérych zagadnieniach zwia-
zanych z sieciami elektroenergetycznymi.

W tym celu udowodniliSmy twierdzenia, ktére dajg nam obszary asymptotycznej sta-
bilnosci oraz oczywiscie niestabilnosci uktadu. Dla celéw praktycznych zastosowalismy
drugg metode Lapunowa, ktora znacznie upro$cita dowody. Gtéwnym rezultatem tej pracy
jest Twierdzenie 1, ktére moze znalez¢ praktyczne zastosowanie przy badaniu stabilnosci
uktadow rownan rézniczkowych ze statymi wspotczynnikami.

Twierdzenie 1. Uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

(8)
gdzie: z, w-liczby nieparzyste, z > w ic,b” 0 jest:
a) stabilny, gdy: a,d <O lub (@a=0id<0)Ilub(d=0ia<0Q,
b) niestabilny, gdy: a,d > O lub (@a=0id>0) lub (d=0ia>0).
Twierdzenie 2. Uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:
(9)

gdzie: z, w - liczby parzyste, z > w ic, b Jz 0 jest:
a) stabilny, gdy: a,d < Olub (@a=0id < Qllub (d=0ia<0),
b) niestabilny, gdy: a,d > 01lub (@a—0id>0)Ilub (d=0ia>O0).

Nastepnie pokazaliémy zastosowania powyzszych twierdzen na przyktadzie.



