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STABILITY OF SOME ORDINARY DIFFERENTIAL  
EQUATION’S SYSTEM

S u m m ary . In this paper we fix our attention to  research of stability of systems 
of ordinary differential equations, which have practical applications. Our main re­
sult describes domains of asym ptotic stability (and of course non-stability) of the 
system . We used the second Lapunov m ethod, which simplifies the proof. Our main 
result may found applications to  research of stability of the systems with constant 
cooficients. We give an example of the applications.

ST A B IL N O ŚĆ  P E W N E G O  U K Ł A D U  R Ó W N A Ń  R Ó Ż N IC Z K O W Y C H  
Z W Y C Z A JN Y C H

S treszczen ie . W pracy skoncentrowaliśmy się na badaniu stabilności układu 
równań różniczkowych zwyczajnych, który znajduje praktyczne zastosowania w nie­
których zagadnieniach związanych z sieciami elektroenergetycznymi. W tym  celu 
udowodniliśmy twierdzenia, które dają  nam  obszary asymptotycznej stabilności oraz 
oczywiście niestabilności tego układu. Z celów praktycznych zastosowaliśmy drugą 
m etodę Lapunowa, która znacznie uprościła poniższe dowody. Głównym rezulta­
tem  tej pracy jest Twierdzenie 1, które może znaleźć praktyczne zastosowanie przy 
badaniu stabilności układów równań różniczkowych ze stałym i współczynnikami. 
Następnie pokażemy zastosowania powyższych twierdzeń na przykładzie.

M athem atics Subject Classification: 34D20. Key words and phrases: second Lapunov m ethod, stab i­
lity, asym to tic  stab ility
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l .M a i n  r e su lt

T h eo rem  1. The ordinary differential equation’s system:

i« = a x \  +  bx'Z,

%  = - e x ?  +  dx \ , 1 >

where: z , w -  both odd integers, z > w and  c, b ^  0 is:
(a) stable i f  either: a ,d  < 0 or (d =  0 and a < 0) or (a =  0 and d <Q),
(b) nonstable i f  either: a ,d  > 0 or (d =  0 and a > OJ or (a =  0 and d > 0).

P roof. If z  and w are odd integers:

z = 2k — 1 A to =  2n — 1 where n , k  € N  and k > n.

Then the condition z  >  w  is satisfied.
In th is case our system  (1) has a form:

di t  = ax ? - ' + b x * r \
di f  = - c x ir ' + d x ? - \  (2)

Take the  Lapunov function V ( t , x \ , x 2), in the form

V [ t , x u x 2) =  ^  [cxln +  bxlnj . (3)

It is easy to  see, th a t th is function is positively defined.
Now we count the  first derivative from V { t , x u x i ) ,  and obtain:

^  =  +  b x f - ld^  =  a c x ^ n+k)- l] +  b d x f n~1].
at at at

From the condition (a), th a t either a, d < 0 or (d =  0 and a < 0) or (a =  0 and d < 0) 
we have, th a t ^  <  0 since the Lapunov function V ( t , x i , x 2) is positively defined, by one 
of the well known theorem s from ordinary differential equations (see [2] p .41, [1], [3], [4]) 
we obtain, th a t the ordinary differential system is asym toticaly stable.
From the  condition (b), th a t either a, d > 0 or (d =  0 and a > 0) or (a =  0 and d >  0) we
have ^  >  0, and by the above reasons the system is nonstable. The proof of Theorem 1
is com plete..
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T h eo rem  2. The ordinary differential equation’s system:

Tu =  ax\  +  /-N
■% = - e x ?  + dx*2,

where: z,w -  both even integers, z > w and c,b ^  0, x l t X2 >  0, is:
(a) stable i f  either: a ,d  < 0 or (d -  0 and a < 0J or (a =  0 and d < 0),
(b) nonstable if  either: a ,d  > 0 or (a = 0 and d > 0) or (d =  0 and a > 0).

P roof. If z  and w are even,

z =  2k A w =  2n, where n , k  £ N, and k  > n, 

then the condition z >  w is satisfied. In this case our system (1) has a form:

= a x \k +  bx\n,

4 U ,  ( 5 )

We take the Lapunov function V ( t , x l , x 2), in the form:

V (t ,  XU X2) =  [ c x f +1 +  bxln+l] . (6)

This function is positively defined.
The first derivative of V ( t , x i , x 2) is:

%  =  c x ? ^ -  +  b x =  a c x ^  +  bdx](n+k). 
at at at

By the condition (a), we have, tha t —■ <  0. Since the Lapunov function V { t , x i , x 2) is
positively defined, by one of well known theorems from ordinary differential equations
(see [2] p.41, [1],[3],[4]) we obtain, th a t the system is assym ptoticaly stable.

Similarly by the condition (b), ^  >  0 and the system is assym ptoticaly stable. This
com plete the proof of Theorem  2.,
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E x a m p le  1. Consider the system:

lit ~  —7*1 +  2^2,
^  =  - x ,  +  exf.

In this case n =  1, A: =  2, a — —7, 6 =  2, d = e then the Lapunov function V ( t , x  1, 2:2)
is:

V ( t ,X i,X 2) =  ^  H  +  .

and is positive defined.
T he first derivative of function V ( t ,X i , x 2) is:

—  -  x , —1 +  2xo—  -  —7x4 4- 2ex4 
dt ~  1 dt +  2 dt ~  1 +  2

So the system  (7) is stable when e <  0.,
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S tr e sz c z e n ie

W pracy skoncentrowaliśmy się na badaniu stabilności układu równań różniczkowych 
zwyczajnych, który znajduje praktyczne zastosowania w niektórych zagadnieniach zwią­
zanych z sieciami elektroenergetycznymi.

W tym  celu udowodniliśmy twierdzenia, które dają  nam  obszary asymptotycznej sta­
bilności oraz oczywiście niestabilności układu. Dla celów praktycznych zastosowaliśmy 
drugą m etodę Lapunowa, k tóra znacznie uprościła dowody. Głównym rezultatem  tej pracy 
jest Twierdzenie 1, które może znaleźć praktyczne zastosowanie przy badaniu stabilności 
układów równań różniczkowych ze stałym i współczynnikami.

T w ierd zen ie  1. Układ równań różniczkowych zwyczajnych:

(8)

gdzie: z, w-liczby nieparzyste, z  >  w i c, b ^  0 jest:
a) stabilny, gdy: a ,d  < 0 lub (a = 0 i d < 0) lub (d = 0 i a < OJ,
b) niestabilny, gdy: a ,d  >  0 lub (a = 0 i d > 0) lub (d =  0 i a > 0).

T w ierd zen ie  2. Układ równań różniczkowych zwyczajnych:

(9)

gdzie: z, w -  liczby parzyste, z > w i c, b Jz 0 jest:
a) stabilny, gdy: a ,d  <  0 lub (a =  0 i d  <  OJ lub (d =  0 i a < 0),
b) niestabilny, gdy: a ,d  > 0 lub (a — 0 i d > 0) lub (d = 0 i a > O).

Następnie pokazaliśmy zastosowania powyższych twierdzeń na przykładzie.


