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POROWNANIE MODELOWANIA SYSTEMOW
GOSPODARCZYCH METODA DYNAMIKI SYSTEMOWEJ
| METODA TRANSFORMATY LAPLACE’A

Streszczenie. Na przyktadzie pewnych prostych systeméw gospodarczych doko-
nuje sie analizy poréwnawczej doktadnosci rozwigzan probleméw zarzgdzania, po-
stugujac sie metodg Dynamiki Systemowej i rozwigzaniem réwnan rézniczkowych
metodg transformaty Laptace’a.

COMPUTER MODELLING OF ECONOMIC SYSTEMS BY SYSTEM
DYNAMICS METHOD COMPARE WITH METHOD OF LAPLACE
TRANSFORM

Summary. Some simply economic systems are the base for compare the pre-
cission of solutions of the management problems making use of method of System
Dynamics and method of Laplace Transform.

1. Wprowadzenie do modelowania systemoéw
gospodarczych metodg Dynamiki Systemowej

Dynamika Systemowa (System Dynamics) wyrosta na gruncie préb zastosowania idei
sterowania w systemach ze sprzezeniem zwrotnym, znanej i stosowanej w naukach tech-
nicznych, w odniesieniu do systemow spoteczno-ekonomicznych. Metoda ta skupia uwage
na dynamice systemu, bedacej wynikiem oddzialywania otoczenia (tzw. wejsScia egzo-
geniczne) oraz dziataniach mechanizméw regulujacych prace systemu, majacych postac
sprzezen zwrotnych. Znajduje ona zastosowanie w duzych, nieliniowych systemach, gdzie
bada sie strukture regut podejmowania decyzji, sterujgcych pracg tych systeméw. Koncen-
truje uwage na cztowieku, na przeptywie informacji i decyzji w systemie zarzagdzania. Ana-
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logie i ré6znice miedzy $cis$le matematycznym odwzorowaniem petli sprzezenia zwrotnego
(i jego konsekwencjami w postaci réwnan rézniczkowych) a jego modelowaniem w kon-
wencji Dynamiki Systemowej pokazemy na przyktadzie prostego obiektu typu produkcja
- magazyn. Rysunek 1 przedstawia petle sprzezenia miedzy strumieniem produkcji a za-
pasem w magazynie. Zatozona jest pozadana wielkos¢ zapasu (D). Produkcja (p) jest
tak regulowana, ze stanowi utamek (4) réznicy miedzy pozadang wielkosScig zapasu (D)
a aktualng wielkoScig zapasu (/).

Pozadana wielkos$¢

Strumien i Zapas
produkcji (p) w magazynie (/)

Rys. 1. Petla sprzezenia zwrotnego miedzy produkcjg i magazynem
Fig. 1. Feedback between production and magazine

Tak wiec otrzymujemy nastepujgce zaleznosci:

(1)
co daje:
ql'+1 = D. (2)
Przyjmujac warto$¢ poczatkowa:
70)=0 3)

oraz stosujgc przeksztatcenie Laplacc a (patrz [6]) do obu stron réwnania (2) otrzymujemy:

gsC(l) + C(l) = £(£>),

4)



Poréwnanie modelowania systemow gospodarczych. 43

Powyzsze rownanie rozwigzemy stosujac rézne charakterystyki wielkosci D, a miano-
wicie:

(a) impulsjednostkowy (delta Diraca); mozna fatwo wykazaé, ze transformatg Laplace’a
tego impulsu jest funkcja:

1 dla 57 0,

1(3) =
@) 0 dla s=0,

bowiem:
6!1%{]/ \ée -st dt — 1,
(6) skok o wielkosci A; transformata Laplace’a tej funkcji wynosi vy,

(c) wzrost liniowy D{t) = i; transformata Laplace’a w tym przypadku wynosi y-.

Tak wiec w przypadku (a) z réwnania (4) otrzymamy:

[(*>- (rrg) - (ir?) -c~m * (rri) -
=s(t)*kc-1(777j =¢(0 *ke-"=~ |s™~ Te~"'dl =
dla t —0,
1 (5)
-e i dla t > 0.
9

W przypadku (b) otrzymamy:

1
/(i) =£-1 —i— = AC
W + qs) \s(l + gs)
9 U(s+;)
A w przypadku (c):
I(<)=-£ 1i 1l ~9+90me « @

9 Uu2(-+1J)

Réwnania (5)-(7) przedstawiajg charakterystyki wielkosci zapasu przy réznych warto-
Sciach charakterystyk wielkosci pozadanej zapasu (co, jak pokazano na rysunku 1, daje
petle sprzezenia zwrotnego regulujaca strumien produkcji wysytany do magazynu).

Ten sam problem widziany w konwencji Dynamiki Systemowej (patrz [1, 2, 8j), stosujac
graficzne symbole tukaszewicza, przedstawiono na rysunku 2.
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Rys. 2. Petla sprzezenia zwrotnego miedzy produkcjg i magazynem w konwencji Dynamiki
Systemowej
Fig. 2. Feedback between production and magazine by System Dynamics

W konwencji Dynamiki Systemowej (uzywajac skali czasu: j —k - 1) otrzymamy na-
stepujgce réwnania modelu matematycznego:

Ik = 1.j+dt*p.jk,
pkl = (D.k—1.k)/q. (8)

Przyjmujemy warto$¢ poczatRowg poziomu /(O) = 0 jak poprzednio. Przez dt ozna-
czamy obliczeniowy przyrost czasu, tzw. krok symulacji.

Wykorzystujac jezyk symulacyjny Dynamo na PC przeprowadzono trzy podstawowe
symulacje zachowania sie wielko$ci poziomu /(i) w zaleznosci od wymienionych uprzednio
charakterystyk (a)-(c). Rysunki 3-6 przedstawiajg charakterystyki /(i) w zatozonym ho-
ryzoncie symulacji 20 h, przy kroku obliczen dt = 0.01 oraz q= 5i A = 1. Na rysunkach
zaznaczono tez przebieg obliczonych (przy uzyciu transformaty Laplace’a) doktadnych
charakterystyk I(t) w zatozonych trzech przypadkach. Daje sie zauwazy¢ duzg zgodnos$¢
przebiegu symulacji. Ich poréwnania dokonamy w rozdziatach nastepnych dla prostych
modeli matematycznych obiektéw gospodarczych.
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Rys. 3. Dynamika poziomu zapasu w magazynie /(i) w odpowiedzi na impuls jednost-

Fig. 3.

kowy D (przypadek (a), linia ciagta - charakterystyka doktadna, linia kropko-
wana - charakterystyka otrzymana w czasie symulacji przy pierwszym przyblize-
niu delty Diraca)

Dynamics of supply level in magazine I(t) by reaction on unit impulse D (case (a),
solid line - exact characteristic, dot line - characteristic taken in the simulation
time in the first approximation of Dirac delta function)

Rys. 4. Dynamika poziomu zapasu w magazynie /(i) w odpowiedzi na impuls jednost-

Fig. 4.

kowy D (przypadek (a), linia ciggta - charakterystyka doktadna, linia kropko-
wana - charakterystyka otrzymana w czasie symulacji przy drugim przyblizeniu
delty Diraca)

Dynamics of supply level in magazine /(f) by reaction on unit impulse D (case (a),
solid line - exact characteristic, dot line - characteristic taken in the simulation
time in the second approximation of Dirac delta function)
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Rys. 5.

Fig. 5.

Rys. 6

Fig. 6.

E. Kasperska, D. Stota

Dynamika poziomu zapasu w magazynie J(t) w odpowiedzi na skok (przypadek (6),
A = 1 liniaciagta - charakterystyka doktadna, linia kropkowana- charakterystyka
otrzymana w czasie symulacji)

Dynamics of supply level in magazine I(t) by reaction on jump (case (b), A = 1,
solid line - exact characteristic, dot line - characteristic taken in the simulation
time)

. Dynamika poziomu zapasu w magazynie /(i) w odpowiedzi na wzrost liniowy

D(t) = t (przypadek (c), linia ciagta - charakterystyka doktadna, linia kropko-
wana - charakterystyka otrzymana w czasie symulacji)

Dynamics of supply level in magazine 7(f) by reaction on line growth D(t) = t
(case (c), solid line - exact characteristic, dot line - characteristic taken in the
simulation time)
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2. Opis prostych systemow gospodarczych
w konwencji rownan rozniczkowych.
Ich rozwigzanie metodg transformaty Laptace’a

Rozwazmy prosty system produkcja-popyt z jednym sprzezeniem zwrotnym ujemnym.

Stata Pozadany poziom Strumieh
czasowa (q) zapasu (D) popytu (c)
L +
Strumien Zapas
produkcji (p) w magazynie (I)

Rys. 7. System produkcja-popyt z jednym sprzezeniem zwrotnym
Fig. 7. Production-demand system with one feedback

Przyjmijmy D jako parametr, /(O) = D i sformutujmy réwnania:

VvV = c,

p-
D -1 ©)

A wiec
P+edr=D ¢
9

Stosujac przeksztatcenie Laplace’a



48 E. Kasperska, D. Stota

Poniewaz /(O) = D, to mamy:

sl(s)-D+"1 = i--c(s),
q qs

Iw(*\) =
I(»> * o + D 'W
5+°?2 TS(s+ i) s+ |

Biorac transformate odwrotng, otrzymujemy:

(<) = E£~1(JL .+ D c(5).
B+ ; 5 {s+ ") s+I

I[t)y = £“i 4D (l- Ci) - £g"* 7 .
s+

iy = p-c-1 °©
S+r
Uwzgledniajac trzy przypadki charakterystyk c(t), otrzymamy:
(@) w przypadku impulsu jednostkowego:
r,.\ i D dla t —0,
(* H 0 _e-i dl, ,>0, <10)
(6) w przypadku skoku o wielkosci A:

It) =D- gA (I - e ~ =D - gA + gAe~i, (11)

(c) w przypadku przyrostu liniowego c(t) = t:

it)=D-c-1 =D-q{t-q + qe-')- (12)

Rozwazany system w konwencji Coyle’a (metoda Dynamiki Systemowej) przyjmie na-
stepujaca prostg postac:
Lk = Lj+dt* (pjk —c.jk),
p.kI = (D-1.k)/q, (13)
gdzie: /(O) = D, dt - krok symulacji, D —parametr, c - wejScie o zatozonej charakterystyce

(trzy przypadki), realizowanej w jezyku symulacyjnym Dynamo przez funkcje standardowe
(lub ich kombinacje), co zostanie oméwione w rozdziale 3.
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Rys. 8. Dynamika poziomu zapasu I(t), w systemie produkcja-popyt z jednym sprzeze-

niem zwrotnym, w odpowiedzi na impuls jednostkowy ¢ (przypadek (a), linia cia-
gta - charakterystyka doktadna, linia kropkowana - charakterystyka otrzymana
w czasie symulacji)

Fig. 8. Dynamics of supply level /(i) in production-demand system with one feedback by

Rys. 9.

Fig. 9.

reaction on unit impulse c (case (a), solid line - exact characteristic, dot line -
characteristic taken in the simulation time)

Dynamika poziomu zapasu /(i), w systemie produkcja-popyt z jednym sprzeze-
niem zwrotnym, w odpowiedzi na skok jednostkowy (przypadek (h), A = 1, linia
ciggta - charakterystyka doktadna, linia kropkowana - charakterystyka otrzy-
mana w czasie symulacji)

Dynamics of supply level /(i) in production-demand system with one feedback
by reaction on unit jump (case (6), -4 = 1, solid line - exact characteristic, dot
line - characteristic taken in the simulation time)
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Rys. 10. Dynamika poziomu zapasu /(i), w systemie produkcja-popyt z jednym sprzeze-
niem zwrotnym, w odpowiedzi na wzrost liniowy c(t) = t (przypadek (c), linia
ciggta - charakterystyka doktadna, linia kropkowana - charakterystyka otrzy-
mana w czasie symulacji)

Fig. 10. Dynamics of supply level /(i) in production-demand system with one feedback
by reaction on line growth c(t) = t (case (c), solid line - exact characteristic,
dot line - characteristic taken in the simulation time)

Rozwazmy teraz przypadek systemu produkcja-popyt z dwoma sprzezeniami zwrotnymi
i dwoma miejscami akumulacji. Zmienna B reprezentuje op6znienie w procesie produkciji,

natomiast | - zapas, ktéry jest regulowany do pozadanej wartosci D.
Pozadany
Stata poziom Stata Strumien
czasowa (g2) zapasu (D) czasowa (et) popytu (c)
Strumien Strumien A
poczatkowy Opbdznienie. koncowy .Zapas
produkcji (d) (B) produkcji 0

9

Rys. 11. System produkcja-popyt z dwoma sprzezeniami zwrotnymi
Fig. 11. Production-demand system with two feedback
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Odpowiedni model matematyczny systemu przedstawionego na rysunku 11 bedzie miat
postac:

O
Ri = »
(&)
B' T d—R\y
(14)
r = —
D —I
d
92
Otrzymujemy stad:
/ = d-B'-c,
R[ = I"+¢,
B' = qglR1=qL(I"+ d).

Eliminujagc B', mamy:
qi (/" +¢)=d-1"-c.

Poniewaz / = D —q2d, wiec mamy:
/' = ~g2d',
1" = -qg2d".
A wiec
9i92<N + N + d = ¢+ glcl.

Stosujac przeksztatcenie Laplace’a:
C(qig2d") + C(q2d') + C(d) = C(c) + C(gi¢),

qig2p£(d) - sd(0) - d\0)] + g2[aE(d) - ¢(0)1 + £(d) =
= C(c) + qi [sE(c) - c(0)]. (15)

Przyjmujgc warunki poczatkowe 1(0) — D i B(0) = 0 oraz okreslajac popyt c(i) = 1,
z uktadu (14) znajdujemy, ze:
d(o)
¢'(0) =

Wykorzystujgc to mozemy roéwnanie (15) zapisa¢ w postaci:

0,

g1g2s2C(d) - 9i + g2sC(d) + C(d) = C(c) + qgisC(c) - qi.
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Skad dostajemy:
£(<0 (919252 + <& + 1) = £(c) (1 + ?),
czyli
= _£(c)(I + gld)
919252 + <75+ 1
Biorgc transformate odwrotng, dostajemy:

R S e

Poniewaz dla skoku jednostkowego cjest £(c) = i, to mamy:

d(t)=c~|(-— Irra ,u
5(<?19252+925+1)

Przeksztatcajgc ostatnie rownanie, otrzymujemy:

9iR2

v 91 9192//

Niech pi i P2 beda pierwiastkami rownania

3.5, 1
91 9i92
czyli
_JL+ .A A~ 3T
— 9% VvV 92
Pl2 = 2
a wiec
2,

dla 2 < 4<p pierwiastki bedg zespolone, a dla g2 4<! rzeczywiste.
Korzystajagc z tego mozemy réwnanie (16) zapisa¢ w postaci:

99 = Gt Q/(s - lP-'i-)f{sS- pZS.]V v

Stad wykorzystujgc metode rozktadu na utamki proste, otrzymujemy:
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Zauwazmy, ze w przypadku gdy pi = p2= P, to wtedy g2 = 4gx, i mamy:

dm ,JL 1 1
4qf \'s s—p (s—p)2Jd \s s —p 4qi(s —p)2

= 1- ept- Z1AqTeptt' (19)

W rozdziale trzecim zostang zaprezentowane wyniki symulacji dla przyktadowych i,
<Rdla przypadkow: dwu pierwiastkéw zespolonych, dwu pierwiastkéw rzeczywistych ijed-
nego podwodjnego pierwiastka rzeczywistego.

9i

Rys. 12. System z dwoma sprzezeniami zwrotnymi w konwencji tukaszewicza
Fig. 12. Two feedback system by tukaszewicz

Rozwazany powyzej system z dwoma sprzezeniami zwrotnymi, w konwencji Dyna-
miki Systemowej, przyjmie postaé graficzng jak na rysunku 12 oraz nastepujgcg postac
matematyczna:

R\.kI — B.k/qi,
Ik = I.j+dt* [R\.jk —c.jk),
Bk = B.j+dt*(d.jk—Ri.jk),

dkl = (D —1.k) /g2
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z warunkami poczatkowymi:
i m = d 3
\' B(0) 0.

Parametrami modelu sg gi: g2 i D. StrumieA c.kl obrazuje charakterystyke wejsciowg
(skok) realizowang w jezyku symulacyjnym Dynamo przez funkcje standardowa.

Przyktadowe wartosci parametréw oraz wejscia modelu beda podane w rozdziale trze-
cim, gdzie oméwiona zostanie symulacja zachowan systemu z dwoma sprzezeniami zwrot-
nymi, przy wykorzystaniu modelu uzyskanego przy uzyciu transformaty Laplace’a i mo-
delu w konwencji Dynamiki Systemowe;j.

Rys. 13. Dynamika strumienia produkcji d(t), w systemie produkcja-popyt z dwoma sprze-
zeniami zwrotnymi, dlac(t) = 1,2 = 21iq\ = 1 (dwa pierwiastki zespolone, linia
ciggta - charakterystyka doktadna, linia kropkowana - charakterystyka otrzy-
mana w czasie symulacji)

Fig. 13. Dynamics of production rate d(t) in production-demand system with two feed-
backs, for c(t) = 1, 2 =2 and qgi = 1 (two complex roots, solid line - exact
characteristic, dot line - characteristic taken in the simulation time)



Poréwnanie modelowania systemoéw gospodarczych. 55

Rys. 14. Dynamika strumienia produkcji d(t), w systemie produkcja-popyt z dwoma sprze-
zeniami zwrotnymi, dla ¢(f) = 1. e2= 4 i < = 1 (jeden podwdjny pierwiastek
rzeczywisty, linia ciggta - charakterystyka doktadna, linia kropkowana - charak-
terystyka otrzymana w czasie symulacji)

Fig. 14. Dynamics of production rate d(t) in production-demand system with two feed-
backs, for c(t) = 1, 92 = 4 and g\ = 1 (one double real root, solid line - exact
characteristic, dot line - characteristic taken in the simulation time)

3. Symulacja zachowan modelowanych systeméw przy
uzyciu modelu doktadnego i uproszczonego

W literaturze przedmiotu wystepuje szereg okre$len ,,symulacji komputerowej”. Jedng
z popularnych definicji daje Naylor w [9] mowiac: ,,symulacje zdefiniujemy jako tech-
nike numeryczng stuzgca do dokonywania eksperymentéw na modelach matematycznych,
ktore opisujg, przy pomocy komputera, zachowanie ztozonego systemu w diugim prze-
dziale czasu”. Inni autorzy, m.in. Kochenburger [7], podkreslaja, ze symulacja dotyczy
tylko modeli dynamicznych, czyli takich, ktére uwzgledniajg zardbwno opdznienia cza-
sowe, jak i whasciwosci akumulacyjne systemow. Takie wiasciwosci odwzorowuje wiasnie
metoda Dynamiki Systemowej. Poziomy, jako jedne z podstawowych elementéw modeli
dynamicznych, to witasnie miejsca akumulacji czy to dobr materialnych, czy to ludzi,
pieniedzy itd., w zaleznosci od modelowanych obszaréw.
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Rys. 15. Dynamika strumienia produkcji d(t), w systemie produkcja-popyt z dwoma sprze-
zeniami zwrotnymi, dlac(i) = 1,e2= 2i | (dwa rézne pierwiastki rzeczywi-
ste, linia ciggta - charakterystyka doktadna, linia kropkowana - charakterystyka
otrzymana w czasie symulacji)

Fig. 15. Dynamics of production rate d(t) in production-demand system with two feed-
backs, for c(i) = 1, 2= 2 and <4 = j (two different real roots, solid line - exact
characteristic, dot line - characteristic taken in the simulation time)

Symulacjaw metodzie Dynamiki Systemowej realizowana jest wedtug schematu przed-
stawionego na rysunku 16. Schemat ten odtwarza jezyk symulacyjny Dynamo, stworzony
dla potrzeb tej metody.

Symulacje modelu doktadnego zrealizowano uzywajac pakietu Mathematica, przy po-
mocy ktérego wykonano wykresy wczesniej obliczonych rozwigzahn doktadnych. Symulacje
modelu Dynamiki Systemowej oprogramowano w jezyku Dynamo. Nastepnie wyniki tej
symulacji przeniesiono do programu Mathematica i przedstawiono w celu pordwnania na
wspllnym wykresie z wynikami doktadnymi.

Jako horyzont symulacji w obu modelach przyjeto h = 20 dni, a krok symula-
cji dt = 0.01. W modelu pierwszym (z jednym sprzezeniem zwrotnym) wprowadzono,
opisane w rozdziale drugim, trzy zaburzenia w pracy systemu (odwzorowujgce tendencje
popytu c(t)), na rysunkach 8-10 przedstawiono wyjSciowe charakterystyki zapasu /(f)
w tych trzech przypadkach dla modelu dokfadnego (linia ciggta)’oraz modelu Dynamiki
Systemowej (linia kropkowana).

W modelu drugim (z dwoma sprzezeniami zwrotnymi) wprowadzono jak poprzednio
charakterystyke popytu c(t), typu skoku o wartosci A = 1! Zatozono dodatkowo trzy
mozliwosci relacji miedzy qi i e2.
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Start Pozioméw w chwili k
(biezacy czas symulacji)

Obliczenie Zmiennych Pomocniczych w chwili k
i Przeptywéw dla przedziatu ki

Przyrost czasu o dt

Przemianowanie k jako j,
| jako k i kI jako jk

Obliczenie Pozioméw dla nowego czasu k

Rys. 16. Schemat symulacji w metodzie Dynamiki Systemowej
Fig. 16. Scheme of symulation by System Dynamics method

Krok n: t-

Krok n+1:

Rys. 17. lJplyw czasusymulacji wmetodzie Dynamiki Systemowej
Fig. 17. Time shift insimulation by System Dynamics method

57

W przypadku pierwszym (rysunek 13) przyjeto gi < 4<ji, co daje dwa pierwiastki

zespolone wielomianu charakterystycznego. Tak wiec dla qi = 1i g2 = 2 otrzymano:

1 i

N
!
N =N
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Podstawiajgc otrzymane wartosci do rownania (18), uzyskamy:
d(t) = 1 —e-2cos (20)

Charakterystyka ta jest typu oscylacyjnego.
W przypadku drugim (rysunek 14) przyjeto g2 = 4q1} co daje przy q\ = | pierwiastek
rzeczywisty (podwdjny)

1
Charakterystyka d(t) ma wtedy postac:
aft) = 1- - Me~U. (21)
W przypadku ostatnim (rysunek 15) przyjeto qi —| i g2 —2, co daje dwa pierwiastki
rzeczywiste:
Pi = —2+ V2,
p2 = -2 - \/2.

Charakterystyka d(t) przyjmuje wowczas postac:
d(t) = 1- ie-(2+/3)! ((4 + 3V2)e2sAt + 4 - 3v™) . (22)

Na rysunkach 13-15 przedstawiono charakterystyki strumienia produkcji w odpowiedzi
na skokowg zmiane wielko$ci popytu w trzech opisanych powyzej przypadkach. Otrzymano
rézne w charakterze typy odpowiedzi, ale zarbwno oscylacyjny, jak i wyktadnicze dgzg do
charakterystyki popytu (oscylacyjny z przeregutowaniami - w sposéb ttumiony, a przy
pierwiastkach rzeczywistych bez ttumienia, przy czym ,graniczny”, najbardziej zblizony
do charakterystyki popytu otrzymuje sie przy pierwiastku rzeczywistym podwdjnym).

Analize poréwnawczag wynikéw symulacji na modelu doktadnym oraz w Dynamice
Systemowej wykonamy w rozdziale nastepnym.

4. Analiza wynikow symulacji

Juz w rozdziale pierwszym, przy analizie prostego obiektu produkcja-magazyn, mozna
zauwazy¢ duzg zgodnos$¢ wynikéw symulacji na modelu doktadnym oraz w konwencji Dy-
namiki Systemowej. Przyjrzyjmy sie rysunkom 3-6, gdzie obie charakterystyki zaznaczono
wspolnie. Na rysunkach 3 i 4 zaprezentowano wyniki symulacji dla dwoch przyblizen delty
Diraca. W pierwszej symulacji przyblizong delte Diraca okre$lono wzorem:



Porownanie modelowania systeméw gospodarczych. 59

natomiast w drugiej symulacji - wzorem:

1
o = ¢ g W LEQ®
0 dla i~ dt

Znaczne roznice pierwszych kilku wartosci obu symulacji wynikaja stad, ze w pierw-
szym przypadku (rysunek 3) wartosci niezerowe funkcji D(t) byty wykorzystywane dwu-
krotnie (dlat = 0it = dt), natomiast w drugim (rysunek 4) tylko raz (dla t = 0). Wynika
to z istoty symulacji dyskretnej, jakg jest symulacja w metodzie Dynamiki Systemowej, to
znaczy po kazdym kroku obliczen czas t jest zwiekszany o krok symulacji dt (rysunek 16).

W pozostatych przypadkach mozna zauwazy¢ bardzo dobre przyblizenie charaktery-
styk dynamiki poziomu zapasu zaréwno przy odpowiedzi na skok,jak i na wzrostliniowy.

Ocene btedu uzyskiwanego przy symulacji na modelu Dynamiki Systemowej,w sto-
sunku do modelu doktadnego, dokonamy dla przedstawionych w rozdziale drugim modeli:

e produkcja-popyt z jednym sprzezeniem zwrotnym,

e produkcja-popyt z dwoma sprzezeniami zwrotnymi.

Na podstawie charakterystyki wielkosci zapasu 1(t) w odpowiedzi na zmiany popytu
(patrz rysunki 8-10) w modelu pierwszym zbudowano tabele 1 stuzgca do oceny biedu
wynikéw uzyskiwanych w trakcie symulacji, w zatozonym horyzoncie symulacji.

Mozna zauwazy¢ duzg zgodno$¢ wynikéw symulacji na modelach Dynamiki Systemo-
wej w stosunku do modeli doktadnych, przy czym zgodno$¢ ta jest idealna w przypadku
odpowiedzi systemu na impuls jednostkowy (przy drugim przyblizeniu opisanym powy-
zej).

Ocene btedu dla modelu drugiego z dwoma sprzezeniami zwrotnymi przedstawiono
w tabeli 2. Tu rowniez wystepuje duza zgodno$¢ wynikow, szczegélnie w przypadku pier-
wiastka podwojnego.

Oceny btedow zawarte w tabelach 1i 2 potwierdzaja, w przypadkach tych prostych
systemow, przydatno$¢ metody Dynamiki Systemowej ijej duzg doktadno$é numeryczna.
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Tabela 1
Wyniki symulacji systemu produkcja-popyt z jednym sprzeze-
niem zwrotnym

Czas (a) (©
t Isym(t) hok{t) (t) 1dok(t) hym(t) hok(t)
0 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
1 99.18 99.18 99.09 99.09 99.54  99.53
2 9933  99.33 98.35 98.35 98.25 98.24
3 9945 9945 97.74 97.74 96.29  96.28
4 99.55  99.55 97.24 97.25 93.78  93.77
5 99.63 99.63 96.84 96.84 90.81  90.80
6 99.70 99.70 96.50 96.51 87.48  87.47
7 99.75  99.75 96.23 96.23 83.84 83.84
8 99.80 99.80 96.01 96.01 79.96  79.95
9 99.83  99.83 95.83 95.83 75.87  75.87

10 99.86  99.86 95.68 95.68 71.62  71.62
11 99.89  99.89 95.55 95.55 67.24  67.23
12 99.91 99.91 95.45 95.45 62.74  62.73
13 99.93  99.93 95.37 95.37 58.15 58.14
14 99.94  99.94 95.30 95.30 53.48  53.48
15 99.95 99.95 95.25 95.25 48.76  48.76
16 99.96  99.96 95.20 95.20 43.98  43.98
17 99.97  99.97 95.17 95.17 39.17  39.17
18 99.97  99.97 95.14 95.14 3432 3432
19 99.98  99.98 95.11 95.11 29.44  29.44
20 99.98  99.98 95.09 95.09 2454  24.54

Obliczone btedy

AVe 0 9.52381 «10~4 4.761905 «10~3
A max 0 0.01 0.01
&t 0 9.83067 +10~6 5.91648 «10“5
&mnax 0 1.02828 +10-4 1.71999 «10-4
a 0 1.4142136 «10“2 5.916484 +10~3

(@) - popyt c(i) zadany deltg Diraca, (6) - popyt c(i) = 1, (c) - popyt c(t) — i,

- wyniki przyblizone, Idok{t) ~ wyniki doktadne, Aae - $redni btad bezwzgledny,
Amax - maksymalny btagd bezwzgledny, Sin - $redni btad wzgledny, Smax - maksymalny
btad wzgledny, a - btgd $redniokwadratowy
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Tabela 2
Wyniki symulacji systemu produkcja-popyt z dwoma sprzezeniami
zwrotnymi
Czas (a) (b) (©)

i dsym(t) ddok(t) dSym(t) ddok{t) dym(t)

0 0.0000 0.0000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

1 0.4684 0.4677 0.24202 0.24184 0.43707 0.42745

2 0.8028 0.8012 0.44864 0.44818 0.69193 0.68076

3 09859 0.9842 0.61015 0.60952 0.83154 0.82227

4 10575 1.0563 0.73002 0.72933 0.90788 0.90106

5 1.0664 1.0658 0.81596 0.81531 0.94963 0.94492

6 1.0494 1.0493 0.87610 0.87553 0.97246 0.96934

7 1.0281 1.0283 0.91742 0.91696 0.98494 0.98293

8 1.0117 1.0120 0.94542 0.94505 0.99177 0.99050

9 1.0021 1.0023 0.96418 0.96390 0.99549 0.99471

10 0.9979 0.9981 0.97663 0.97642 0.99753 0.99706

11 0.9970 0.9971 0.98483 0.98467 0.99865 0.99836

12 0.9976 0.9976 0.99020 0.99008 0.99926 0.99909

13 0.9985 0.9985 0.99369 0.99361 0.99959 0.99949

14 0.9993 0.9993 0.99595 0.99590 0.99978 0.99972

15 0.9998 0.9998 0.99741 0.99737 0.99988 0.99984

16  1.0001 1.0000 0.99834 0.99832 0.99993 0.99991

17 1.0001 1.0001 0.99896 0.99893 0.99997 0.99995

18 1.0001 1.0001 0.99935 0.99932 0.999.97 0.99997

19 1.0001 1.0001 0.99956 0.99957 0.99997 0.99998

20 1.0001 1.0000 0.99975 0.99973 0.99997 0.99999

Obliczone biedy

A 3.38095 «10~3 2.40952 m10-4 2.379524 «10~3
A nax 1.6 «10~3 6.9 m10- 4 1.117 m10"2
8art 3.90783 +10- 4 3.35803 «10-4 3.390609 «10“3
8max  1.1997004 m10~3 1.0336 +10-3  2.2505556 m10~2
g 2.826659 «10"3 1.54551 «10“3  1.9705048 m10~2

(a) - dwa pierwiastki zespolone, (6) - pierwiastek podwadjny, (c) - dwa pierwiastki rze-
czywiste, d3ym(t) - wyniki przyblizone, diOk(t) - wyniki doktadne, A/*, - $redni bigd bez-
wzgledny, Amal - maksymalny btad bezwzgledny, 5 - $redni btagd wzgledny, 8max - mak-
symalny btad wzgledny, a - btad $redniokwadratowy
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5. Wnioski

Prezentowane systemy gospodarcze ulegty znacznym uproszczeniom, nie spotykanym
w systemach rzeczywistych. Opisane zostaty na duzym poziomie zagregowania, przy zato-
zeniu o liniowosci zwigzkéw zachodzgcych miedzy wybranymi do opisu zmiennymi modelu.
Literatura przedmiotu wskazuje, ze uzyskiwanie doktadnych rozwiazan juz przy syste-
mach niskiego rzedu (np. z piecioma zmiennymi stanu — poziomami) nie jest mozliwe
(patrz [1]). Stad znaczenie i rola metody Dynamiki Systemowej umozliwiajgcej modelo-
wanie w sposéb przyblizony systeméw o wielu poziomach i sprzezeniach zwrotnych.

Doswiadczenia wiasne autoréw (patrz [3, 4, 5]) pokazuja, ze modele rzeczywistych
obiektéw gospodarczych zawiera¢ mogg kilkadziesigt powigzanych ze sobg pozioméw. Me-
toda Dynamiki Systemowej pozwala uzyskiwaé w takich przypadkach wyniki zadowalajgce
uzytkownikéw (kadre zarzadzajgcg systemem).

Kilkuprocentowy btgd odwzorowania dynamiki zachowania sie wybranych zmiennych
modelu, budowanego w konwencji Dynamiki Systemowej, w stosunku do odwzorowan do-
ktadnych (transformata Laplace’a) w przypadku prostych systemow jest zadowalajgcy.
Moze on by¢ jeszcze bardziej zmniejszony przy zastosowaniu nowszego (niedostepnego
dla autoréw) kompilatora jezyka symulacyjnego Dynamo (doktadniejsze procedury catko-
wania). Natomiast w przypadku duzych, ztozonych systeméw gospodarczych Dynamika
Systemowa pozostaje stosunkowo tatwym i prostym w uzyciu narzedziem. Jego zarekla-
mowanie byto ubocznym celem niniejszego artykutu.
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Abstract

Some simple economic systems are the base for comparing the exactness of the so-
lutions of the management problems making use of a method of System Dynamics and
a method of Laplace Transform. Chapter one contains basic notions, which are applied to
the method of System Dynamics. In Chapter two some economic models, solved by using
Laplace Transform, are presented. In Chapter three the simulation of dynamics behaviour
of system, using the model of System Dynamics and the method of Laplace Transform, is
carried out. The typical disturbance of work of the simple economic models: unit impals,
step input, unit ramp are given for simulation. Chapter four contains the comparing anal-
ysis of the results of the simulation of models which are constructed by System Dynamics
method and by the method of Laplace Transform. The error of simplectness of the first
method is estimated.
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