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|l METODAMI DOKEADNYMI

Streszczenie. Na przyktadzie op6znien pierwszego, drugiego i trzeciego rzedu
dokonuje sie poréwnania sposob6w modelowania elementdw opdzniajagcych metoda
Dynamiki Systemowej oraz metodami doktadnymi. Przedstawia sie rowniez pewien
prosty przyktad systemu ze sprzezeniem zwrotnym dodatnim. Przeprowadza sie dys-
kusje, kiedy system ten wzrasta, a kiedy upada.

COMPUTER MODELLING OF DELAYS AND SOME SYSTEM WITH
POSITIVE FEEDBACK BY SYSTEM DYNAMICS METHOD COMPARE
WITH PRECISE METHOD

Summary. The first, second and third order delays are the base for compare the
way of moddeling the delay elements by System Dynamics method and some math-
ematically precise method. Some example with positive feedback is presented. The
discussion about conditions of growing and decaying of this system is demonstrated.

1. Wstep

Artykut nawigzuje do poprzedniej pracy autoréw [6], w ktorej na przyktadzie pew-
nych prostych systeméw gospodarczych dokonano analizy poréwnawczej doktadnosci roz-
wigzan probleméw zarzadzania postugujac sie metodg Dynamiki Systemowej i metoda
transformaty Laplace’a. Jednym z podstawowych elementéw, odwzorowujacych system
dynamiczny w metodzie Dynamiki Systemowej, jest op6znienie (delay). W literaturze
przedmiotu nie podaje sie $cisle matematycznych charakterystyk podstawowych opdznien
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(pierwszego, drugiego i trzeciego rzedu) spotykanych w systemach gospodarczych oraz
nie dokonuje sie ich poréwnan z charakterystykami otrzymanymi w metodzie Dynamiki
Systemowej. Niektdrzy autorzy (np. [9]) wspominajg jedynie, ze majg one charakter ,,wy-
ktadniczy”, co dla matematyka jest pojeciem dos$¢ szerokim.

W tej pracy podjeto zatem prébe otrzymania doktadnych charakterystyk op6znien
pierwszego, drugiego i trzeciego rzedu przy zastosowaniu, na wejsciu do tych elementéw,
impulsu jednostkowego.

W pracy dokonuje sie réwniez poréwnania modelowania pewnego systemu ze sprzeze-
niem zwrotnym dodatnim, metoda doktadng (rozwigzanie rdwnania rézniczkowego dru-
giego rzedu o statych wspotczynnikach) i metodg Forrestera (Dynamiki Systemowej).
Przeprowadza sie rdwniez dyskusje: kiedy system wzrasta (wyktadniczo), a kiedy upada
lub jest w stagnacji, w zaleznos$ci od relacji pewnych parametréw modelu (systemu).

2. Opobznienie pierwszego rzedu

Uktad réwnan opisujacy op6znienie pierwszego rzedu wyglada nastepujaco:

L= y-x,

L
X = —
T

Rys. 1. Op6zZnienie pierwszego rzedu
Fig. 1. The first level delay

Przeksztatcajagc powyzszy uktad mamy:

y —L+x —tx +X.
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Otrzymali$my wiec rownanie rdzniczkowe pierwszego rzedu o statych wspotczynnikach:
rx 4-x =y.

Stosujac transformate Laplace’a przy warunkach poczatkowych

i(0) = 0
.10 = o,
otrzymujemy
rsC(x) + C(x) = C(y),
TS+ 1
Niech y{t) bedzie skokiem jednostkowym, czyli C(y) = i, woéwczas:
r(¢ ,_ 1 _ 1_
U s[rs + 1) rs(s+1ty
Stad

x(t) =C-+ ( fL. | 1
jsis+ Mj T \s(s+=+)J'

Korzystajac z rozktadu na utamki proste mozemy zapisac:

x(t) = -C -1
r Vs s+ 7

=7 G-ty =

Wykres powyzszego rozwigzania przedstawiono na rysunku 2*
W metodzie Dynamiki Systemowej element opdzniajacy pierwszego rzedu opisujemy,
uzywajac konwencji Coyle’a, nastepujgco:

Lk — L.j+dt*(y.jk —x.jk),
x.kl = L.k/T.

Na rysunku 3 przedstawiono wyniki symulacji wjezyku Dynamo (ktéremu poswigcamy
uwage osobno, w innym rozdziale) dla przyktadowego r = 10 dni.



68

E. Kasperska, D. Siota

Rys. 2. Wyjscie z elementu opdzniajacego pierwszego rzedu przy skoku jednostkowym na
wejsciu (metoda doktadna)

Fig. 2. Output from the first level delay in unit jump on the input (exact method)

Rys. 3. Wyjsécie z elementu op6Zniajgcego pierwszego rzedu przy skoku jednostkowym na
wejsciu (linia kropkowana - metoda Dynamiki Systemowej, linia ciggta - metoda
doktadna)

Fig. 3.

Output from the first level delay in unit jump on the input (dot line - System
Dynamics method, solid line - exact method)
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3. Opbznienie drugiego rzedu

69

Opoznienie drugiego rzedu (schematycznie przedstawione na rysunku 4) mozemy opi-

sa¢ nastepujacym uktadem réwnan:
i

L2

Ri

Rys. 4. Op06znienie drugiego rzedu
Fig. 4. The second level delay

y —Ri,

R\ —x,

u_
il

2

712

Przeksztatcajac powyzsze rownania dostajemy kolejno:

= i

y = 2+ i)r+in+ X,
(T AT .T

Y 5 [Xo #X) 2 #X2 +X

y = X"0 +TX+X

Otrzymalismy réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu o statych wspoétczynnikach:

x (0 +tx+x

, 4 . 4
X+ -X +—X

T

W przypadku skoku jednostkowego (y(z)) rdwnanie przyjmie postac:

.4

T

4

4

Y,
4y

T1
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Wielomian charakterystyczny réwnania jednorodnego ma postac:
4. 4
A2 H— AH—- —O,
T T
2n2
(™~ 1) =
f12— 2,
T
czyli rozwigzanie 0g6lne naszego réwnania niejednorodnego jest postaci:
Xx(t) = Cie~? + Cate~" + xlz(1),

gdzie xaz(t) jest dowolnym rozwigzaniem szczeg6lnym réwnania niejednorodnego np.
Xsz{t) = 1- Mamy wowczas:

x(t) = Cje~~ + Cate~~ + 1.

State Ci i C2 wyznaczone z warunkéw poczatkowych:

i(0) = 0,
x(0) = 0
przyjmuja nastepujace wartosci:
ci - -1,
a - -1

Ostatecznie rozwigzanie naszego réwnania przy zadanych warunkach poczatkowych ma
postac:
x(t) = —e *H fte 71

Na rysunku 5 przedstawiono przyktadowe wyjscie z op6zniacza drugiego rzedu dla
r = 10 dni.

Charakterystyke wyjscia x(t) z op6zniacza drugiego rzedu, otrzymang z rozwigzania
réwnania rézniczkowego drugiego rzedu, poréwnamy z charakterystyka otrzymang przy
uzyciu metody Dynamiki Systemowej.

3.1. Opébznienie drugiego rzedu wg Forrestera
W konwencji Coyle’a rownania poziomdw i strumieni maja nastepujacg postac:
Li-k = Li.j+ dt*(y.jk-Ri.jk),
L2k — L2j+ dt*(Ri-jk —x.jk),
Ri.kl = Li.k/(rl2),
x.kl = L2.k/(T/2).

Na rysunku 6 przedstawiono przyktadowe wyjscie x(t) z op6zniacza drugiego rzedu
dlat = 10 dni.
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Rys. 5. Wyjscie z elementu opdzniajagcego drugiego rzedu przy skoku jednostkowym na
wejsciu (metoda doktadna)

Fig. 5. Output from the second level delay in unit jump on the input (exact method)

Rys. 6. Wyjscie z elementu op6zniajacego drugiego rzedu przy skoku jednostkowym na
wejsciu (linia kropkowana - metoda Dynamiki Systemowej, linia ciggta - metoda
doktadna)

Fig. 6. Output from the second level delay in unit jump on the input (dot line - System

Dynamics method, solid line - exact method)
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Opoznienie trzeciego rzedu, ktdrego schemat przestawiono na rysunku 7, mozna opisa¢

nastepujacym uktadem réwnan:

Li — y — R\,
(2 = Ri —RI,
L3 — R2 — X,
Li
- T
3
L2
Ri — T 1
3
.3
X = —_ .
3
y ", Ri T R J>3
Rys. 7. Op06zZnienie trzeciego rzedu
Fig. 7. The third level delay
Z réwnan (1)-(3) otrzymujemy:
y — Li + (2 + ¢3 + x.

Natomiast z rownan (4)-(6) mamy:

y=R.\J[ +#-2rg+i-r + X.

Podstawiajgc réwnania (2) i (3), otrzymujemy:

y = (¢2 +Ri) M+ (3 +¢)
Wykorzystujac réwnania (3), (5) i (6) dostajemy:
2y =("N +L3+i)N + (4 +i)N + 4

Z czego po podstawieniu réwnan (3) i (6) uzyskujemy rownanie postaci:

V- ((4', +i)j +ir +i)i

+i(r),+2ir +1.

(€D)
(2)

)

(4)

(5)

(6)
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Kolejny raz wykorzystujgc réwnanie (6) dostajemy:

o . T LT

(5)) 3 3 3/
v3 i

s e (i) +3iGD* T F

Otrzymalismy wiec réwnanie rozniczkowe trzeciego rzedu o statych wspoétczynnikach:

06) +76) %

Rozwigzmy rownanie jednorodne:

e + 3z rz + x = 0.

(i)’
Po podzieleniu przez otrzymujemy:

@ 9. 27, 27
Xu +-X+ —X+—x =0.
r r* to

Roéwnanie charakterystyczne powyzszego réwnania jest postaci:

9
A3A— A2\— -A H— - = 0,
t r t

H )=

x(t) = C\e r £C e r -fCst2e r.

czyli:

Wracajac do rownania niejednorodnego:

f3 9. 27. 27 27u
z13+ X + —x+ —x = —f,
T T To rl

widzimy, ze x(t) = 1jest rozwigzaniem szczeg6lnym, gdy y(t) jest skokiem jednostkowym,
czyli dlay[t) = 1. Tak wiec wyjscie zopo6zniacza rzedu trzeciego przy skoku jednostkowym

na wejsciu jest dane réwnaniem:
x(t) = Cie r + Cite r + Cst2e j + 1

Dla wyznaczenia statych Ci, Ci i Cs wykorzystamy warunki poczatkowe w chwili
t=20:

*(0) =

¢(0)

«(0) =

0,
0,
0.
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Wykorzystujgc te warunki dostajemy uktad trzech réwnan jednorodnych:

0 = Ci+1

0 = -Ci.+c2

o = Ci-~-—C2- - Cj—+ 2C3,
T T T

rozwigzaniem ktérego sg liczby:

ct = -1,
_ 3
= S
9
=]
« 2r2

Rozwigzanie naszego réwnania rdzniczkowego, przy zadanych warunkach poczatko-
wych, ma wiec postac:
¢ 3t 3t 3t 9 ¢ _3i .1
—_ | - .
xw —e ) e 275 e r
Na rysunku 8 przedstawiono przyktadowg charakterystyke wyjscia a:(i) z elementu
opbzniajgcego trzeciego rzedu dla r = 10 dni.

Rys. 8. Wyjscie z elementu op6zniajgcego trzeciego rzedu przy skoku jednostkowym na
wejsciu (metoda doktadna)
Fig. 8. Output from the third level delay in unit jump on the input (exact method)
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-92 “g 1.

Rys. 9. Op6znienie trzeciego rzedu w konwencji Forrestera
Fig. 9. The third level delay by Forrester

4.1. Opdznienie trzeciego rzedu wg Forrestera

ii Li +dt *(y - Ri),

02 Li + dt * (Ri —R2),
.3 Ls + dt * (Ri —x),
. Li
Ri T
3
i2
5
&3

W konwencji Coyle’a uktad ten bedzie wygladat nastepujaco:

Li.kk = Li]+dt* (y.jk - Ri.jk),

Li.k = Li.j+dt* (Ri.jk —Rj.jk),
L3k = L3.j+dt* (Ri.jk —x.jk),
Ri.kl = Li.k/(r/3),
R2kl = Lz2.k/{t/3),
x.kl = La.k/ (t/3).

Symulacje przeprowadzono dla przyktadowego r = 10 dni i wejscia y(t) rownego sko-
kowi jednostkowemu. Wynik tej symulacji przedstawiono na rysunku 10.

W systemach ekonomicznych spotykamy elementy op6zniajgce (zwane tez elementami
przepustowosci, patrz [9]) réznych rzeddw (najczesciej pierwszego, drugiego i trzeciego
rzedu).

Uogo6lniajac przypadek opdznienia na n-ty rzad otrzymamy przy n —» 00 charakte-
rystyki coraz bardziej zblizone do skoku jednostkowego, przesunietego wzgledem wejscia
oczast—t.
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Rys. 10. Wyjscie z elementu opb6zniajagcego trzeciego rzedu przy skoku jednostkowym na
wejsciu (linia kropkowana - metoda Dynamiki Systemowej, linia ciagta - metoda
doktadna)

Fig. 10. Output from the third level delay in unit jump on the input (dot line - System
Dynamics method, solid line - exact method)

5. Przyktad modelu ekonomicznego ze sprzezeniem
zwrotnym dodatnim

Strukture dodatniego sprzezenia zwrotnego (w notacji £ukaszewicza, [9] str. 77) przed-
stawia rysunek 11.

Przytoczymy za Coylem (patrz [1], str. 379) przyktad systemu z dodatnim sprzezeniem
zwrotnym. Jego strukture w konwencji sprzezeh Coyle’a przedstawia rysunek 12.

Réwnania systemu sg nastepujace:

r, @)
n—a
e’ ®)
m
o (©)
m (] ;m (10)
(o] aee. (11)

Poniewaz z (9) i (8) mamy:
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Wielko$é
poczatkowa
. Akcja
r > 0 (strumien)

Poziom (aktualny
wynik akcji)

Rys. 11. Struktura dodatniego sprzezenia zwrotnego (notacja tukaszewicza)
Fig. 11. Structure of positive feedback (by tukaszewicz)

n = Timr+a,

to otrzymujemy:

m =p(Ti or +a) =p(tima+a).
Stad

m=p(Ti ma+9).

Dlatego wykorzystujac réwnania (11) i (10) mozemy napisac:
ae*e=0=r2mm+m=r2m(tica+ ) +p( M|+ a),
czyli

ae "
— = TXT2a + (Tj + t2)a + a.

Stad

nr2a+ (ti +t2a+a(l- -)=0.
PJ

Rownanie charakterystyczne dla powyzszego réwnania rézniczkowego wyglada naste-
pujaco:

tit2A + (rk+ r2) A+ —-J =0.

(12)
Jego pierwiastkami sg:

-(n +r2)x yi(Ti +r2)2-4nrj(l- )
2tit2
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Stata
czasowa (ti)

Szybkos¢
zatrudniania —
sprzedawcow (r)

9

Efektywnos¢
sprzedazy (e)

] —+
Zespo’r 1 Szybkosé
_tsprzedajacych_  _ rezerwowania-
) zamoéwien (0)

9

. Pozadany zespét,,
sprzedajacych (n)

Wspotczynnik
budzetu (p)

E. Kasperska, D. Stota

Stata
czasowa (r2)

.Srednia szybkos¢
zamowien (m)

Rys. 12. Przyktad Coyle’a systemu ze sprzezeniem zwrotnym (r - [cztowiek/miesigc],
a - [cztowiek], e - [zt/miesigc/cztowiek], o - [zHmiesigc], m - [zHmiesiac], n -
[cztowiek], Tj, t2 - [miesiac])

Fig. 12.

Coyle’s example of system with feedback (r - [man/month], a -

[man], e -

[zHman/month], o - [zt/month], m - [zt/month], n - [man], rlt r2 - [month])

Wezmy

a(t) = eMt + e Aji,

gdy Ai i A2 sg rzeczywiste i rozne.
Zachodzg trzy przypadki:

I. e>p wtedy

a wiec —4r!T2(I —*) > 0 oraz

Dlatego

(n + ©2)2- 4tie21- -) >

~(n +r2)+ J{n + 2)2- 4t1t2(1 -

S vV —

A2 < 0

Il. dlae—p mamy:

(n +1t2)2- 4rir2(l - -) = (r, +r2).

(n +r2).
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Dlatego
Al = 0,
A < 0
I1l. dlae<p mamy:
A < 0,
A2 < 0

Charakterystyka a{t) ma w tych trzech przypadkach przebieg jak na rysunku 13.

Rys. 13. Charakterystyka systemu z dodatnim sprzezeniem zwrotnym (ri = 1, r2 = 2,
(@) e = 1000, p = 500, (b) e = 1000, p = 1000, (c) e = 500, p = 1000, metoda
doktadna)

Fig. 13. Characteristic of system with positive feedback (ri = 1, r2= 2, (a) e = 1000,
p = 500, (b) e = 1000, p = 1000, (c) e = 500, p = 1000, exact method)

Analiza trzech przypadkow pozwala na wysuniecie nastepujacych wnioskow:

e« gdy e > p, to znaczy sprzedawcy sg bardziej efektywni, niz wynika to z budzetu
(wspotczynnik p), to system bedzie kontynuowat wzrost od momentu startu,

e gdy e = p, to znaczy budzet jest prawidtowy (na poziomie efektywnosci), ale nie ma
potencjatu rozwoju,

e gdy e < p, to znaczy gdy efektywnos$¢ sprzedazy jest nizsza, niz zaktada budzet, to
system bedzie upadat. Wida¢ to wyraznie na rysunku 13.
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Réwnania systemu ze sprzezeniem zwrotnym dodatnim w konwencji Coyle’a maja
nastepujaca postac:

a.k = a.j+dt*r.jk,

rkl = (n.k—a.k)/ri,

nk = m.k/p,

mk — m.jdt *ml.jk,
ml.kl = (o.k —m.k)/rz2,

ok = ak*e

Charakterystyke a(t) dla trzech przypadkoéw relacji miedzy p oraz e (dane jak dla
rozwigzan doktadnych) przedstawia rysunek 14.

Rys. 14. Charakterystyka systemu z dodatnim sprzezeniem zwrotnym (Ti = 1, t? = 2, (a)
e = 1000, p = 500, (b) e = 1000, p — 1000, (c) e = 500, p = 1000, linia ciggta -
metoda doktadna, linia kropkowana - metoda Dynamiki Systemowej)

Fig. 14. Characteristic of system with positive feedback (ti = 1, r2= 2, (a) e = 1000,
p = 500, (b) e = 1000, p — 1000, (c) e = 500, p = 1000, solid line - exact
method, dot line - System Dynamics method)
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Tabela 1
Wyniki symulacji op6znien

Czas (a) (b) (0)

t *Eaym(™)  'Edokity  Zsym(t) (t)  zdok(t)
0.00000 0.00000 0.00000 0 00000 0.00000 0.00000
0.18209 0.18127 0.05990 0.06155 0.02101 0.02312
0.33103 0.32968 0.19046 0.19121 0.11783 0.12051
0.45284 0.45119 0.33810 0.33737 0.26853 0.26938
0.55248 0.55067 0.47703 0.47507 0.43188 0.43029
10 0.63397 0.63212 0.59673 0.59399 0.58022 0.57681
12 0.70062 0.69881 0.69463 0.69156 0.70156 0.69725
14 0.75513 0.75340 0.77201 0.76892 0.79418 0.78976
16 0.79972 0.79810 0.83169 0.82880 0.86147 0.85746
18 0.83619 0.83470 0.87688 0.87431 0.90861 0.90524
20 0.86602 0.86467 0.91062 0.90842 0.94071 0.93803
22 0.89042 0.88920 0.93554 0.93370 0.96207 0.96003
24 0.91037 0.90928 0.95377 0.95227 0.97602 0.97453
26 0.92669 0.92573 0.96700 0.96580 0.98500 0.98393
28 0.94004 0.93919 0.97654 0.97559 0.99070 0.98995
30 0.95096 0.95021 0.98339 0.98265 0.99428 0.99377

o o ~ N O

Obliczone btedy

A-re 1.341905 +10-3 2.091429 =10-~3 2.589048 «10“3
A max 1.85+10-3 3.11 =lO“3 . 4.45 m10-3
&re 1.672874 m10-3 2.581042 +10“3 3.184226 «10-3
&max 4.833964 «10~3  7.6484018 «10°2 2.333333 «10“1
a 6.371405 wlO"3 1.0291356 «10“2  1.3445315 «10“2

(a) - opbznienie pierwszego rzedu, (6) - opO6znienie drugiego rzedu, (c) - opOznienie
trzeciego rzedu, xsym{t) - wyniki przyblizone, xdok(t) - wyniki doktadne, A/, - $redni
btad bezwzgledny, Amal - maksymalny bigd bezwzgledny, 5ire - $redni bitad wzgledny,
¢mar - maksymalny btad wzgledny, a - btagd $redniokwadratowy
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Tabela 2
Wyniki symulacji systemu ze sprzezeniem zwrotnym dodatnim

Czas (a) W (©)
i nsym(0 “cfofc@ asym{t) ddok{t) naym(z) adck{t)
0.0 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
0.2 1.7558 1.7581 1.7391 1.7408 1.7308 1.7322
0.6 15235 1.5270 1.4038 1.4066 1.3452 1.3477
0.8 14890 1.4924 1.2985 1.3012 1.2067 1.2092
1.0 1.4895 1.4927 12206 1.2231 1.0938 1.0962
12 15157 15187 1.1631 1.1653 1.0007 1.0031
16 16226 1.6250 1.0891 1.0907 0.8579 0.8598
18 1.6959 1.6982 1.0658 1.0672 0.8022 0.8039
20 17795 1.7818 1.0487 1.0498 0.7540 0.7555
22 18723 1.8746 1.0360 1.0369 0.7118 0.7131
2.6 2.0824 20849 1.0197 1.0202 0.6409 0.6419
28 21991 22018 1.0145 1.0150 0.6105 0.6114
3.0 23236 2.3266 1.0107 1.0111 0.5827 0.5836
3.2 24560 2.4592 1.0079 1.0082 0.5572 0.5579
3.6 27454 27494 1.0043 1.0045 0.5112 0.5118
3.8 29032 29077 1.0032 1.0033 0.4903 0.4909
40 3.0703 3.0752 1.0024 1.0025 0.4706 0.4712
4.2 32471 3.2525 1.0018 1.0018 0.4520 0.4525
46 3.6322 3.6388 1.0010 1.0010 0.4174 0.4178
48 3.8416 3.8489 1.0007 1.0007 0.4013 0.4017
5.0 4.0631 4.0711 1.0005 1.0006 0.3859 0.3863

Obliczone btedy
AJn  3.3266667 m10~3 2.47619 +10"4 5.71429 «10-4

Amai o oSO 2.5- 103 2.5 +10“3
o 1131344 +10'3  2.41437 «10"4  1.012189 +10"3
finax ~ 2.292076 +10-3  2.075008 +10"3  2.392583 +10"3
a 1.8651541 mlO"2  1.838478 +10"3  3.274141 « 103

(a) - przypadek e > p (e — 1000, p = 500), (6) - przypadek e = p (e = 1000, p = 1000),
(c) - przypadek e < p (e = 500, p = 500), asym{t) - wyniki przyblizone, a i) - wy-
niki doktadne, A - $redni btad bezwzgledny, A max - maksymalny btgd bezwzgledny,
ein - Sredni bigd wzgledny, Smax - maksymalny btgd wzgledny, a - btgd $redniokwadra-
towy
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6. Podsumowanie

We wszystkich omawianych przypadkach symulacje modelu doktadnego zrealizowano
uzywajac pakietu Mathematica, przy pomocy ktérego wykonano wykresy obliczonych roz-
wigzan doktadnych. Natomiast symulacje modeléw Dynamiki Systemowej oprogramowano
w jezyku Dynamo. Nastepnie wyniki tej symulacji przeniesiono do programu Mathematica
i przedstawiono w celu poréwnania na wspélnych wykresach z wynikami doktadnymi.

Jako horyzont symulacji dla wszystkich op6znieA przyjeto h = 30 dni, a krok symu-
lacji dt = 0.1. Na rysunkach 3, 6 i 10 zestawiono charakterystyki wyjscia z opdznienia
odpowiednio pierwszego, drugiego i trzeciego rzedu, w odpowiedzi na skok jednostkowy,
uzyskane w modelu doktadnym (linia ciggta) i w modelu Dynamiki Systemowej (linia
kropkowana).

Natomiast przy badaniu systemu ze sprzezeniem zwrotnym dodatnim horyzont symu-
lacji przyjeto rowny h - 5 lat, a krok symulacji dt = 0.1. Na rysunku 13 przedstawiono
zachowanie sie systemu dla trzech roznych relacji miedzy parametrami e i p. W kaz-
dym przypadku parametry systemu dobrano tak, aby pierwiastki otrzymanego réwnania
charakterystycznego (12) byty rzeczywiste. W pierwszym przypadku, gdy e > p, jak juz
zaznaczono, system wzrasta. W drugim przypadku (e = p) system jest w stagnacji. Na-
tomiast w ostatnim (e < p) system upada. Na rysunku 14 zestawiono charakterystyki
wyjscia z systemu ze sprzezeniem zwrotnym dodatnim, dla wszystkich trzech przypad-
kéw, uzyskane w modelu doktadnym (linia ciggfa) i w modelu Dynamiki Systemowej
(linia kropkowana).

W tabelach 1i 2 zaprezentowano wyniki numeryczne symulacji modelu doktadnego
i modelu Dynamiki Systemowej dla omawianych w pracy systeméw. Analiza btedéw (po-
dobnie jak to byto w artykule [6]) podkre$la duzg doktadnos¢, a co.za tym idzie, przydat-
no$¢ metody Dynamiki Systemowej do symulacji réznorodnych systeméw gospodarczych.
Przydaje sie ona jeszcze bardziej w przypadku rzeczywistych systemdw, ktore swoim roz-
miarem i skomplikowaniem wrecz uniemozliwiajg stosowanie metod doktadnych.
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Abstract

This article refers to work [6] by authors, where the simple economic systems were
the base for compare the exactness of solution of the management problems making use
of method of Laplace Transform. In this paper the way of modelling delay elements of
dynamic systems by System Dynamics method and some mathematically precise method
are compared.

In Chapter II-1V the delays of: first, second and fourth orders are presented. The
characteristic of delayed rates replay to unit impals are compared in graphical and tabeled
form.
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In Chapter V the modelling of some system with positive feedback, by System Dy-
namics method and mathematically precise method (system of linear differential equations
with constant coefficients) is compared. The discussion about conditions of growing and
decaying of system, depended on some relations of parameters, is demonstrated.



