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O ZBIORACH POTEGOWO ZGODNYCH

ON

Streszczenie. W pracy badamy szczeg6lny przypadek przestrzeni typu fCM,
mianowicie przestrzenie Szytowa typu S. Dowodzimy, ze warunek zgodnosci zbioréw
wzgledem rodzin {M ,Mi,M i) mozna w przypadku przestrzeni typu S zastgpic
warunkiem zgodnos$ci potegowej. Podajemy réwniez dowod twierdzenia odwrotnego:
jezeli dla dowolnych par dystrybucji typu (SQ' o no$nikach zawartych w ustalonych
dwoéch zbiorach istnieje splot w przestrzeni (Sa/r)', to zbiory te sg zgodne w pote-
dze r.

Przedstawiamy takze uogélnienie powyzszych wynikéw na przypadek splotu wielu
dystrybucji typu (Sa)' oraz badamy problem tgcznosci splotu, gdy wszystkie nosniki
sgq zgodne potegowo.

COMPATIBLE POWER SETS

Summary. In the paper, we study a particular case of the space of functions
of type ICM, namely the Shilov spaces of type S. We prove that the condition of
compatibility of sets with respect to the families (M, M i, M 2) in the case of the
spaces of type S can be replaced by the condition of compatibility in power. We also
give a proof of the converse: if for any pair of distributions of type (Sa)' with the
supports contained in two fixed sets their convolution exists in the space (Sa/r)',
then these sets are compatible in power r.

Moreover, we present generalizations of the above results for the convolution of
several distributions of type (Sa)' and discuss the problem of the associativity of the
convolution in case all the supports are compatible in power.
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1. Przestrzenie Szytowa typu S

Ze wzgledu na ztozono$¢ opisu bedziemy rozwazali jedynie, tak jak w [1], przestrzenie
Szytowa w przypadku jednowymiarowym (d = 1).

Przez pojecie przestrzeni typu S rozumiemy, wprowadzone w rozdziale IV pracy [1],
przestrzenie Sa, S S B, a takze Sa,A SB,B, SB% Jednak tylko w przypadku przestrzeni Sa
i Sa,A przestrzenie dualne sg podprzestrzeniami przestrzeni dystrybucji V(R). Przestrze-
nie Saa sg przyktadem przestrzeni typu K{M P}, natomiast Sa to szczeg6lny przypadek
przestrzeni KM . Elementy (Sa)' nazywa¢ bedziemy dystrybucjami Szylowa typu S.

Definicja 1. Niech a > 0. Przestrze Sa okre$la sie nastepujaco: funkcja gtadka
(klasy C°°(R)) (p nalezy do Sa, jesli istnieje stata A > 0, taka ze dla dowolnego q £ NO
mozna znalez¢ stata Cq > 0, dla ktorej

sup lz*«e?”(ir)] < CagmAk mkha
Z6R
dla wszystkich fe g Ng,

Twierdzenie 1. (zob. [1], str. 172). Jezeli a - 0, to Sa = X>(R). Jezeli a > 0, to
funkcja £ C°°(R) nalezy do przestrzeni Sa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje a > 0, takie
ze do dowolnego g € No mozna dobrac statg C\ > 0, dla ktorej

sup eexp (amz|*) < Cqg.

*eR
Rownosé a = a/(e-Aa) okresla zwigzek miedzy statymi A oraza wystepujacymi w definicji
1 iw powyzszej nierownosci.

Definicja 2. Niech a > 0, A > 0 beda dowolnymi liczbami. Symbolem Sa,A bedziemy
oznaczac¢ przestrzen funkcji gtadkich p na R, takich ze dla dowolnej pary liczb B,q(B > A,
g 6 NO) istnieje stata CB,q > 0, dla ktdrej

sup R < GCs,
zeR. 1eNO Bk d

Uwaga 1. Jezeli {dn}jest dowolnym ciggiem liczb dodatnich, rozbieznym do nieskon-
czonosci, to Sa = SaA,m

Twierdzenie 2. (zob. [1]). Niech a, A > 0 bedg dowolnymi liczbami dodatnimi oraz
niecha a/(e *A°). Funkcja gtadka < nalezy do klasy sa,A wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnej pary liczb b,q (b < a, g 6 NO) istnieje stata Ch,q > 0, taka ze

sup V() (X)) eexp (6-[x|°) < Chg. )
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W niosek 1. Jezeli liczby a, A, a sag takie jak w twierdzeniu 2, to = K{MP},
gdzie
M, (X) = ex ~ ~ umlx]i 2
(x) P ( 51 Ix]i ) 2
dlapf Norazif I,

Wniosek 2. Jezeli a jest dowolng liczbg dodatnig, to Sa = tCM, gdzie M — {MHA,,}
jest rodzing funkcji zdefiniowanych nastepujaco:

MPin(x) := exp (nJ +1ly N° ) ®3)
dlap,n £ N orazx £ R.

Definicja 3. Zhiezno$¢ w przestrzeni SaA okre$lamy jako zbiezno$¢ w przestrzeni
K{M P}, zdefiniowanej przez cigg {Mp} dany wzorem (2). Wobec tego ciag {ipn} funk-
cji Pn € Sa,a jest zhiezny do zera w Sa,A, jezeli dla dowolnych p £ N, q £ Na zachodzi

fim sup {exp ( x|" ) m :zZ€R} =0

gdzie a = a/(e mA”°).

Definicja 4. Zbiezno$¢ w przestrzeni Sa definiujemy jako zbiezno$¢ w przestrzeni
K , okreSlonej przez rodzine M = {Mp<n} funkcji okreslonych wzorem (3). Oznacza to,
ze cigg {gn} funkcji pn £ Sa jest zbiezny do zera w Sa, jezeli istnieje liczba dodatnia
A > 0, taka ze

(@) 9n £ SOia dlan £ N;

(6) sm —0w 5Qa, gdyn 00.

Lemat 1. Ciag (2), bazowy dla przestrzeni Sa,A spetnia warunki: (P), (M), (N), (N,
M. (R).

Dowéd. (P) Dlap £ N przyjmijmy q := p+ 1oraz dlae £ (0,1) niech

T = max L (P+1)(P+ 2) .log (1/e)
a

Jezeli Mp(x) > T, to z (2) wynika, ze
b1 [x[» > log T > log (Ep(i+2)) = p (p+ 2) log (I/e)

i stad

> (p+ Dfp+ 2)-iog(ilf). 4
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Z definicji liczby T wnioskujemy, ze nieréwnos$¢ (4) zachodzi takze przy zatozeniu \x\> T.
Poniewaz, na mocy (2), mamy

log mpp+l(x) = -
(p+1)(p + 2)

wiec z nierébwnosci (4) wynika, ze
log mPtPH(x) < - ¢(p+1‘{p+2) m- £})aP + 2) mlog (1/*) = I°g
tzn. MPiP+1(x) < £, jesli Mp(x) > T lub |x| > T.
(M) Jezeli x,y € R sg liczbami, takimi ze |x| < |y|, to

Mp(x) = exp ( lar* ) < exp ( lyli ) = Mp(y).
p+ i p+1

(N) Jezeli dla p € N przyjmiemy q :=p -f 1 oraz

b := y
ENCEENCER R

to
mpAXx) = exP (~b-M*“ )e

Dobierzmy liczbe ¢0 6 No, taka ze ;0 > 2a. Poniewaz

@1 1
exp (bmlx|?) = ¢ -1 -6-[x|« > — «6%-|x|",
t=01" IQ°

wiec

TATTu < o !leb~" mx|2-» -> 0,
exp (0 *x<>)

gdy |x| —¥ 0o0. Wobec tego istnieje liczba xo > 0, taka ze
exp (—6-|x|°) < |x|—2 dla |x] > xO0.
Stad, poniewaz mP9 < 1, mamy

© i
MPi?2(x) dx < 2ex0+ 2¢/ exp (—bm°® )dx <

£()) Jx 0
roo
< 2+ex0+2¢/ x_ dx = 2moH ~ < o0.
Jxn X0

Réwnos¢ lim~i“oo mPi,(x) = 0 wynika g tego, ze spetniony jest warunek (P).
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Poniewaz d = 1, wigc warunek (N’) jest spetniony automatycznie.

(T) Dlap£ Noraz h> 0 przyjmijmy q :=p -f 1 oraz

~ ap N
Chh := exp (—— <(x0+/i)Q),
p+1

gdzie
h
do =
(sssr-i
Ustalmy x,y £ R, |y| < h. Poniewaz
Mp(x +y) , P A
~ M /\) w
oraz
p i:+‘y|° P+_1.'i|@ 2 |x|’>!/ pZ,, M7 p+1
P+1 p+2 \pd-1I\ I~ p+2

wiec dla |x| > x0 zachodzi

<A+ ) < exp ("LWi(-£ T+ f(izif£j”-1U ? + 1
M P+i{x) \% \P + 1\ Vp(p + 2)/ J P+ 2

(t (P (p+hH2 p+ 1\ 1\
Zatézmy teraz, ze |x| < x0. Wtedy zachodzi
Nmp)fi%x;\ < mp(x +y) = exP (’;Irl e(X°+ h)*) = Cm-
Poniewaz Mp(—x) = Mp(x), wiec spetniony jest rowniez warunek (R).B

W niosek 3. Rodzina (3), bazowa dla przestrzeni Sa, spetnia warunki: (P), (M), (N),
(N, (T), (R).

Ponizsze twierdzenia charakteryzujg elementy przestrzeni (SQit)' oraz (Sa)".

Twierdzenie 3. (zob. [1], str. 110). Jezeli f £ (Sa,AV, to istnieja p £ N oraz zespo-

lone miary borelowskie p0,... ,pp, skupione na nos$niku supp / dystrybucji f, takie ze

<!, ¥>= 52 f exP (( “XT "IxI° )e«®(,(a;) <tpg{x) (5)
9=0 00 P+1

dla ip £ Sa,A gdzie a = a/(eA°).
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Twierdzenie 4. Jezeli f jestfunkcjonatem liniowym ciggtym na Sa, to dla wszystkich
liczb dodatnich A istniejg p € N oraz zespolone miary borelowskie pO0, ..., pp, skupione na
supp /, takie ze

</,*>= J;:ij_ao exP ( g;r{ w1 ) «¥’(,)(a;) dpqg(x) (6)

dla ip € Sa,a, gdzie a = a/(eA°).

Twierdzenie 5. (zob. [4]). Jezeli f 6 (Saiyt)', to istniejg p e N, g G NO oraz funkcja
F £ L°°(R), taka ze

f = (MvaeF)I'\

gdzie funkcje Mp sa okreslone wzorem (2).

2. Zbiory zgodne w potedze r

W tej czeSci bedziemy czesto korzystali ze znanych nieréwnosci:
k 1m(aj + ... + ak) < (aj + ... + aY < kcm@@\ + ... + af), @)
ktore zachodzg dla wszystkich liczb rzeczywistych, nieujemnych ai,... ,a*, c.

Definicja 5. Zatdézmy, zeX,Y C R orazr 6 [l,00). Zbiory X ,Y nazywamy zgodnymi
w potedze r, jezeli istnieje stata C > 0, taka ze

kl + il < C m(1+ \x+ pl)r (8)
dla wszystkich x € X orazy GY .

Pokazemy, ze ta prosta definicja jest rownowazna do$¢ ztozonej definicji zgodnosci
wzgledem rodzin funkcji M a/r, M a, M a.

Lemat 2. Zatézmy, ze X,Y C R, r G [l,00) oraz dla dowolnego j > O =
{Mp,,}*n=1 jest dowolng rodzing funkcji, takg ze {CM+ = Sy, np.
M; (z ex - o|* |t
(2) P s, )
dla p,n £ N oraz x € R. Wdwczas dla dowolnie ustalonej liczby a > 0 nastepujace
warunki sg rownowazne:
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(a) zbiory X,Y sag zgodne w potedze r;
@) zbiory X, Y sg zgodne wzgledem (M a/r, M a,M a) (zob. [7], definicja 25);

(c) istnieje stata C > 0, taka ze
L+ \y\ < C+ C mx + y|°, 9)
dla wszystkich x GX,y €Y.

Dowéd. (6) =4 (c) Na mocy uwagi o warunku zgodnosci wzgledem rodzin
(M, Mi, Mi) (zob. [7], uwaga 8) ze zgodnosci wzgledem (M a/r, M a, M a) w szcze-
gélnosci wynika, ze dla n — 1 istnieje liczba naturalna m > 1 oraz dla p — | istnieje
g€ N, g> 1loraz stata C\ > 0, takie ze zachodzi nierowno$¢

< C,mM;{\x +vy)
dlax € X,y EY oraz rownowazna jej nierownos¢
m(ardo + W\) < C2+ ~ " -\x +y\-
dlax £ X,y 6 Y,gdzie C2 log C\. Przyjmujac
C := 2m max{C2,<?/(?+1)},
otrzymujemy nieréwnos¢ (9).

(c) =% (a) Zaktadajac, ze warunek (c) jest spetniony dla statej C > 0, oraz wyko-
rzystujac nieréwnosci (7), otrzymujemy:

W+ M = (M+M)°r < (2°«(x]° + |yl°))a <
< 2-{C +C-\x +yfi)a < 2-2°-(Ca+Ca-\x +y\r) =

= 2a+tlmCac<(l+ [x+ y\r) < 2°42mC° (1 + \x + y\r.

(a) =4 (b) Niech C > 0 bedzie stalg wystepujacg w definicji 5. Wowczas dla x G X,
y € Y na mocy (7) i (8) mamy

log (M°m(x)M °m(y)) = .

—.C° m(l + \x+y|)= — C° e2«e(1+ |x+ jll«).
< —.CTmltwHy)E < - et x+ i1
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Jezeli liczbe naturalng m dobierzemy tak, aby m > 4m =C =m2° , to dla dowolnego g > 1
zachodzg nieréwnosci

WCE2%-(1 +[i+yP) < 7, (1 +[+y1) <

_ 2n+n‘q+7'/\+ym~ I%AA +/\/\
a to razem z poprzednig nierdbwnoscig oznacza, ze
M“m(x) mM“m(y) < e”-M “/r(x + j/)

dla x GX, y GY, czyli spetniony jest warunek (h).
Jak wida¢, liczbe naturalng ¢ > p mozna dobra¢ dowolnie, np. przyjmujac q := p+ |.B

Wobec powyzszego lematu oraz wniosku 3 mozemy twierdzenie o splocie w przestrze-
niach (KM)' (zob. [7], twierdzenie 20) zastosowac do przestrzeni (Sa)".

Twierdzenie 6. Jezelia > 0, r G [1,co) oraz f,g G (Sa)' sa dystrybucjami, ktérych
nosniki supp f, supp g sa zgodne w potedze r, to istnieje splot f *g w (Sa/r)".

Okazuje sie, ze w przypadku przestrzeni (Sa)' powyzsze twierdzenie mozna odwrocic,
podobnie jak w przypadku przestrzeni: V (R d), (PfR™*) oraz K{MP}'. Zanim jednak to
uczynimy, udowodnimy cztery lematy.

Lemat 3. Niech a > 0, r G [l,00). Jezeli zbiory X,Y C R sa zgodne, ale nie s3
zgodne w potedze r, to istniejg ciagi {z,}, {y.} liczb £; G X, yi G Y, takie ze zachodzg
nieréwnosci:

Nl > « kil > >ki+y;)| > i (10)
oraz

KJ®+1y]* > te@+ [zj +yil*) (1)
dla wszystkich i G N.

Dowdd. Z lematu 2 wynika, ze istniejg ciagi {x,}, {y.,} liczb X{ G X, y, G Y, dla
ktorych spetniona jest nieréwnos¢ (11).

Zauwazmy, ze nierébwnos$¢ (11) jest zachowana takze wtedy, gdy w miejsce ciggéw {z,},
{yi} podstawimyich podciagi{z*,}, {y/t;}- Z nieréwnosci (I1) wynika,ze |x,-la + |y,ji -4
00. Poniewaz|x;|° + |y;|“ < 2<(x,-| + |yi])“, wiec |x,j - |ly,j — 00,cowobeczgodnosci
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zbiordw X, Y oznacza, ze |x,-+j/,j —>00. Mozna dobrac¢ Scisle rosngcy ciag liczb naturalnych
{fc;}, taki ze

Iz*, +yk<| > i dla ie N. (12)

Gdyby zaden z ciggéw {|xfc,|}, {|yt,|} nie zawierat podciggu rozbieznego do nieskonczo-
nosci, to oba ciggi bytyby ograniczone, co przeczytoby jednak temu, ze |xfc(|+ | | —moo.
Bez zmniejszenia ogoélnosci mozemy zatozy¢, ze istnieje podciag {!;} < {/c}, takize

[xj-»00, gdy i -4 oo. (13)

Udowodnimy, ze wowczas |yi;| -+ oo. Gdyby tak nie byto, to istniatby podciag {m,} < {/.},
dla ktorego ciag {ym,} bytby ograniczony, tzn.

V A luj <M- (14)
M>0 i£N

Poniewaz, na mocy nieréwnosci (7) oraz (11), mamy
i1+ |xm +JmJ)° < 2« i (1+ [xm+JmD* < 2» (|xm,.|]i + [j/m,]*),
wiec stad na mocy (7) i (14) mielibySmy

I-M + |[xm] < 1+ |[xmJ- |ymj| < 1+ |[xmi+ ymi| <

czyli

1 M+ |xm| < 2 (15)

Mr + |Im.

Oczywiscie (2/¢)t°/r) -> O, gdy i -> 00, a z drugiej strony

—_ + i =
hm 1 i_M..---l_)_(_r_];'J!_i hn’ﬁ X,, 111— I_ _ \7( 1 gdy r I
“too Mt + [xm,[r > ~ o0 gdy r > 1.

Otrzymana sprzeczno$¢ z nierownoscig (15) dowodzi, ze |j/;] — o0o. Stad i z (13)
wynika, ze istnieje podciag {n,} < {/;}, taki ze |xn.| > i oraz |¢nj| > i dla i€ N.

Na mocy ostatnich nierébwnosci oraz nieréwnosci (12) ciagi {xn.}&1, {j/n,}Si spetniajg
nierownosci (10), co dowodzi tezy lematu..
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Kolejny lemat wyraza zupetno$é przestrzeni (Sa)'.

Lemat 4. Jezeli {/n} jest ciggiem dystrybucji fn € (Sa)' oraz dla wszystkich funkcji
ifil € Sa istnieje granica

<f.V>'mjjm </, ¥?2>,
tofe (Sa)'.

Dowdéd powyzszego lematu opiera sie na twierdzeniu Banacha-Steinhausa (zob. [10])
oraz na tym, ze przestrzen Sa jest przeliczalng sumg przestrzeni typu SaA, ktdére sa
zupetnymi przestrzeniami przeliczalnie unormowanymi (zob. [1]).B

Lemat 5. Jezeli {x,}, {yn}, {An} {"n} sa ciggami liczb xn € R, yn GR, A, € C,
Pn € C oraz |a;,|] — 00, |j/n| =00, to

(@) szeregi f := Xn m5Xn, g := An m <53 zbiezne w V(R);
(b) szereg ££°=1E “=i e Am < £(*,»».) jest zbiezny w V (R 2);
(c) I ®g = Z)m=| ‘Mm'

Dowdd. Niech g\<» 6 D(R) oraz A'i:= supp <¢,A2 := supp ip2- Dobierzmy liczbe
no € N, takg ze xn£ R\ A'i oraz yn £R\ K?dla n >n0. Wéwczas zachodzi

°0 np
1< oI  Lil> 1 = E|JA,- <PlR) < OO
oraz
E I< AmmSym , 32> | = £ |/im mVv>j(i/m)] < 00-
m=1 m=1

Podobnie dowodzimy, ze

@ @®
53 53 I~ 5 | A oo
n=l m=I

dla yp G X>(K2).

Poniewaz

o
</®9,wrow>=</ w1 >e<g V2>= (53 M(™n))’

53 *A(j/lm)) —< 53 53 *nym) 5 ®~2 >5
m=I

n=1 r7i=|
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wiec

</ ®9, %> = >V > (16)

n=Im=l

dla fi g X>(R) ® i?(R).
Przestrzen 2?(R) ®E>(R) jest gesta w P (R 2), wiec rownos¢ (16) zachodzi dla wszystkich
fi g X>(R2)..

Lemat 6. Dla dowolnego a > 0 istnieje funkcja fi g Sa, taka ze fi > 0 oraz
fi(x) = exp (Harl- )
dla wszystkich x € R, takich ze |x| > 1

Dowdod. Niech h g X>(R) bedzie funkcja, takg ze 0 < h < 1, supp h C [1,1] oraz
h(x) = 1dlax g [, j] (zob. [8], twierdzenie X1X.1.3, str. 331).

Przyjmijmy fi(x) := (1 —h(x)) mexp (—x|°) dlaig R . Oczywiscie h g C°°(R) oraz
fi(x) = exp (x|°) dla |x| > 1. Pozostaje wykaza¢, ze fi g Sa.

Najpierw udowodnimy, ze dla dowolnego g g No istniejg wielomiany Wq, £/, : R =R,
takie ze

fir(x) = x~qmWq (x°) mexp (—x°) dla x> 1
oraz
fi(hx) = (—)~qmUg ((—x)°) mxp (((—x)°) dla x < —L

Dla g = 0 wystarczy przyja¢é Wq(t) = Uq(t) — 1 dla igR . Zatézmy, ze odpowiednie
wielomiany W,, Uqistniejg dla pewnego q g NO. Wowczas dla x > 1 zachodzi

ICES
¢ Thwlards

+  x~qmWq (x;

= *'(*+!> W

gdzie

dlaigR. Podobnie dowodzimy, ze

P+ = (-x) - {otD) mUgH ((-x)°)-exp (-(-x)°),
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dla x < —1, gdzie
UQH (t) == (9+ - i) m/ () - - «ieW' (i)
a a

dlai £1.
Dla g g No przyjmijmy statg C, jako najwiekszg sposréd ponizszych trzech liczb:

sup {\Wq (<)l -exp (-*) = O I},
sup {|Ug (i)| -exp (-") : t< -1},

exp (%) esup {lyj()(0I=-t<<<I}e

Jezelix > 1, to

[ = lar-" «Wq (x°)| mexp (—x°) <

< |W,(a:x)|-exp(-i-:rt)-exp(-i-a:«) <

Jezeli x < —1, to

() (X)] = K-x)-9 mUg ((-x)°)| -exp (-(-x)i) <

< g ((-x)»)] -exp (-0 *(-x)i) -exp (-1 *(—x)°) <

< C, exp (-i.(-x)i).

Jezeli natomiast x 6 [—1,1], to

[9,)(X)| < sup {v?()(OI : t £ [-1.1]} -exp  elar|«)e

mexp { -+ ¢|x|i) < C,-exp(-i-|ar]i).
Zatem
sup exp x[°) :igl} < e

i z twierdzenia 1 wnioskujemy, ze <p£ Sa, co koriczy dowdd..
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Udowodnimy teraz zapowiadane twierdzenie odwrotne do twierdzenia 6.

Twierdzenie 7. Zatézmy,zea >0, r £ [l,00) orazX,Y C R sg podzbiorami, takimi
ze dla dowolnych funkcji uogélnionych f,g £ (Sa)' o nosnikach supp / C X ,suppgC Y
istnieje splot f *g w (Sa/r)'. Wowczas zbiory X, Y sg zgodne w potedze r.

Dowo6d. W szczegdlnosci z zatozen wynika, ze dla dowolnych dystrybucji temperowa-
nych /, g o no$nikach zawartych w X iY istnieje splot f *g w T?(R). Zatem zbiory X, Y
muszg by¢ zgodne (zob. [5]).

Przypusémy, ze zbiory X ,Y nie sg zgodne w potedze r.

Namocy lematu 3, istniejg ciagi {ar,-}, {y;} liczb x- £ X, yi £ Y speiniajgce nierdwnosci

(a), (6) (wystepujace w tym lemacie). Przyjmijmy  := Xx,-t-y,- oraz okre$lmy dystrybucje
@ 1 @ |
/ = E _exP (-"W “)"'5* 1 9 m= E exP(--|y.l“"Wv,-
i=i 1 i=i *

Niech ip £ Sa. Wowczas istniejg a > 0, C > 0, takie ze
lip(z)] < C mexp (—amx|*)

dla x £ R. Dobierzmy i0 £ N tak, by b:=a—" > 0. Poniewaz

< c mE exp(— ¢ - E exp(-6-H < °°>
i—io I=to

wiec z lematu 4 wynika, ze f £ (Sa)'. Podobnie dowodzimy, ze g £ (Sa)m Oczywiscie supp
/ C X, supp g C Y, wiec istnieje splot f *g w (Sa/r)".

Zgodnie z lematem 6 dobierzmy funkcje ¢ £ SQfr, takg ze tp > 0 oraz <p{x) —
exp (—1*“) dla |x| > 1.

Niech g £ D(K2) bedzie funkcja, taka ze

1* g(xyy) > 0 dla (x,y)€RZ

22 T{xy) - 1 dla |x] < 1, ]y] <1

Wéwczas ciag {??,.}, taki ze gn(x,y) := g(*, J) dla (x,y) £ R2jest ciggiem jedynkowym
w £>(R2), a wiec istnieje granica

lim <f®g , gngA > . an
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Wobec lematéw 5 i 3 mamy:

</ ®9 » > =
0 1 1 -
= H I ]exP (7 I*<la+ - ly;!*)'P(— . -)-R{ +Vj >
00 1
> eXP(J (W s M) ey ) w9 >

> £>xp (iZil°)-7] (-- , -r)-exp (-[z,]°) = £»?2(— ,-).
=1 « « tri n n

Dla n 6 N przyjmijmy oznaczenie
Aj, = {ieN: |xj <n,lyil < n}

Mamy

@
AnC Antl dla nGN; [j Kn = N, (18)
=1

n=
a zatem
< /<83y, y« [ > > £*?2(->-)= £ 1= Il
;gk,, n n ieKn
gdzie |Kn| oznacza moc zbioru A',,.
Na podstawie (18) mamy \Kn\-y 00, co przeczy istnieniu granicy (17), a wiec przeczy
rowniez istnieniu splotu / *g w przestrzeni (Sa/r)'.m

3. lloczyn tensorowy

lloczynem tensorowym funkcji /j : Rdl Rdt >m C nazywamy funkcje
fi ® ® fk mRil+- +li* -y C okre$long wzorem

(1i®...®/*) [xu...,xk) := fi{xi) m... sfk{xk)

dlaxi € Rdl,...,xt G Md".

Zatézmy, ze fli C Rdl,..., fi* C R'k sg podzbiorami otwartymi. Symbolem X>(Oi) ®
... ®V (flk) oznaczamy przestrzen funkcji $€ D(f21x ... x fifY), dla ktérych istniejen G N
oraz funkcje ipij 6 T>(Qj), dlai= 1,...,norazj = 1,..., k, takie ze

n

= £ ¥l®
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Lemat 7. Przestrzen V (fI® ... ® D(fit) jest ffesta podprzestrzenig przestrzeni
X>(ili x ... x fi*).

Jezeli /i € L}oc(Rd"), fi £ ) oraz £ Z>(Rdl+d|!), to na podstawie twierdzenia
Fubiniego fi 0 fi £ Lbc(Rdl+d:!) oraz

<li®2,®>- |, ,/i(iCi) /2(®s) ©(si.ia) dx2 dxi =

= Jr<i A& XIAL<h h (X1)€(X X1 dx2)dXI = < /I(XI):< f2{x2),4>(XUX2) »

Powyzszy wzor stanowi podstawe do uogoélnienia pojecia iloczynu tensorowego na przy-
padek dystrybucji.

Twierdzenie 8. (zob. [2]). Jezel« Lii C Rd‘, il2 C Rdj sa podzbiorami otwartymi oraz
fi £ V(ili), f2£ V{eii) i $€ P(Oi x n2), to funkcja ip : Rdl -> C okreslona wzorem
ip(xi) := < fi(xi),<j> (xi,x2) > nalezy do klasy V (fii), a wz6r

<fi® fi,<t>> m= < fi{xi),< fi(x7),(t>{xixi) > >

definiuje dystrybucje fi® fi € V(eii x il2), ktérg nazywamy iloczynem tensorowym dys-
trybucji fi if2.

J. Uryga przenidst powyzsze twierdzenie na przestrzenie Gelfanda-Szytowa typu
K{Mpy.

Do korica tej czeSci bedziemy zaktadali, ze {Mp}, {Mp Mp} sa ciggami bazo-
wymi (zob. [7], definicja 1) funkcji MB : Rdf — >[l,00) dlaj i=1,...,fc, spetniajagcymi
warunek (P). Woéwczas ciag {Mp 0 ... 0 réwniez jest ciggiem bazowym oraz

spetnia warunek (P).

Twierdzenie 9. (zob. [12]). Jezeli fi £ K{Mp}', f2€ K{Mp} oraz &£ K{Mp®
Mp), to funkcja p : Rd -> € dana wzorem

ip(xi) = < fi[x2), r/>{xixi) >
nalezy do klasy K{Mp}, a wzér

<fi ® h . > m= < fl{xi) » < fI{X2),<t>(XuX2) > >

okres$la funkcje uogdlniong fi ® fi £ K{Mp ® Mp}'.
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Twierdzenie 10. (zob. [12]). Niech /, g K{M}}, p, £ N i dla dowolnych ¢, g Ng’,
|| < p, dane sa zespolone miary borelowskie p'gc skupione na zbiorach supp takie ze
zachodzi réwnos¢

<fi,P>= E idMp,x9¥i)*) dg{x)

|9, 1<P. R’

dla wszystkich g gdzie i = 1,2. Wowczas iloczyn tensorowy fi ® /2 wyraza sie
wzorem:

<fi®h ><t>=

= E E [d# MA@E)MROROEL)(2LI2) (i, x fir)(x1,X2)
121I<PI [«I<P2 ¢

dla &g K{MI| ® Mg}

Jezeli fj g dla wszystkich j = 1,23, to /i ® /2 g K{M} ® Mp} oraz
(/i®f*} ®fs d K{Ap® Mp <OMp}' na mocy twierdzenia 9. Podobnie przekonujemy sie,
ze fi ®(20/3) € {M} O ME®Mg}.

Ponadto dla g K{M} ® Mp ® Mp} zachodzi réwnos¢:

< {fl®/i)®/3, > = < {fl 0 fi)(xi,X2) ,< h{x3),4>{Xi,X2,X3) > > =
= < [I(zi) ,< [la(as2), < f3{x3),<t>{xi,X2,x3) » > =

< fi(xi) ,< (/20 /3(22,X3),<j>{xU X2,X3) > > = < fl ® (/2®/3) , +>,

a wiec iloczyn tensorowy funkcji uog6lnionych typu /("{Mp}' jest dziataniem tacznym.
Korzystajac z zasady indukcji matematycznej mozna udowodni¢ nastepujace

Twierdzenie 11. Jezeli zatozenia twierdzenia 10 sg spetnione dla i = 1 to
iloczyn tensorowy /i ® ... ® fk wyraza si¢ wzorem:

</[i®...®/*, >= E e E |/ AN<(*0e...o<(**)m
kd I<pi ki<

ofc)(a:l, ..., afg) X ... x fik )(xu ...,xk)

da<g K{Mp 0 ... 0 Mp}.
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4. Splot wielu dystrybucji typu S

Podobnie do splotu dwdch dystrybucji mozna rozwazaé sploty wielu funkcji uogélnio-
nych.

W tej czesci a bedzie oznaczac liczbe dodatnig, k pewng liczbe naturalng (k > 2),
ar liczbe z przedziatu [l,00).

Definicja 6. Niech fi, -mm fk € iy(R). Méwimy, ze splot fi * mm*fk istnieje w (Sa
jezeli dla dowolnego ciagu jedynkowego {iln} w TXRk) oraz dowolnejfunkcji € Sa istnieje
granica po prawej stronie réwnosci

<fi *mm*fk , 9> = Jijn < fi ®... ®fk , 7h ®A*>, (19)
gdzie Ak  Rf— >C, 9A*(xi, ...,xk) = <p(xi + ... + xk).

Uwaga 2.Warto$¢ granicy wystepujacej po prawej stronie wzoru (L9) nie zalezy od
wyboru ciggu jedynkowego {r/,}. Jezeli warunek podany w powyzszym twierdzeniu jest
spetniony, to fi * ... *fk jest funkcja uogdlniong klasy (Sa)'.

Definicja 7. Niech , Xk C R. Méwimy, ze zbioryX\,.. .,Xk sg zgodnew po-
tedze r, jezeli istnieje stata C > 0, taka ze

cfcl < C-(l + IE*il)r (20)
1=1 3=1

dla wszystkich X\ € Xi,.m., Xk G XK.

Twierdzenie 12. Jezeli/i,..., /jt safunkcjami uog6lnionymi z przestrzeni (Sa)', kt6-
rych nos$niki Xi := supp fi,...,Xk 'ssupp fk sg zbioramizgodnymi w potedze r, to
istnieje splot f\ * mmw* fk w (Sa/r)' oraz

supp (fi* =mw*fk) C Xi + ... + Xk.

Dowo6d. Niech {pn} bedzie ustalonym ciggiem jedynkowym w X>(Rfc) oraz p 6 Sa/r.
Niech C bedzie statg dobrang do zbioréw X\,...,Xk zgodnie z definicjg 7 i dla ktorej
zachodzi nieréwno$¢ (20). Niech A > 0 bedzie stata, dla ktérej £ Sa/rh (zob. uwaga 1
na str. 106), z kolei niech
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i wreszcie B > 0, takie ze b = a/(e *fll). Nastepnie (na mocy wniosku 1 ze str. 107
i definicji przestrzeni K{M P}, zob. [1]) dlap € N oraz g € NO dobierzmy statg Dpg> 0?
dla ktorej zachodzi nier6wnos¢

I<P(,)(*)I < Dp,e mexP ( — (21)

p+1'M" )

dla x € R, ktéra jest odpowiednikiem nieréwnosci (1) ze str. 106.

Na podstawie twierdzenia 4 (str. 110) mozemy dobrac liczbe p £ N oraz zespolone
miary borelowskie pj,, mmpkk dla gj € {0,1,... ,p} (j = 1,...,k) skupione odpowiednio
na A i, ,XKk, takie ze

< J2 JMexP W =) "Vvi(h) dpaj{xj)

dlaip € saBorazj = 1,..., k.
Wobec tego z twierdzenia 11 (str. 120) wynika w szczeg6lnosci, ze

g Ak){x1,...,Xk) d{pt x ... x pgk)(xu ...,xk)

dla S V(KKk) i stad na mocy wzoru Leibniza otrzymujemy
Y vl Kk (n\
Vv Seee |_ i | ' -
9=0 7k=0ri=0 ri=0\ ¥V

j’rkexP £l + oo+ 1**]-)) N % -1t )(N, mem F)m

p -
eip(ri+- +r*)(x1+ ... + 2*) d(pd X ... x pgk){xu ... ,xk).

Ustalmy wskazniki qi;..., ok, (n < qi <p,...,rk <gk < p) i oznaczmy
g~{gk,...,qk),r:={rl,..., rk), r0:=n + ... + rkoraz pg:=p?1 Xx... X
Niech E > 0 bedzie statg, taka ze

sup sup [Pi5"rHa)l < E
e e | )

i niech gn(x) = gn(zi,..., z*) oznacza funkcje podcatkowa po prawej stronie ostatniej
réwnosci. Wtedy na mocy nieréwnosci (7), (20) i (21) dla wszystkich x € X ... X Xk
zachodzi

I0n(z)] < £Uexp (b o+ i kK (IXi] + ... + [z%])°) «[9M (xA)] <
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< E mDpjo m(x),
gdzie
g(x) :=exp (—77 kC° (L+ |xi+...+1*)" - — [Xi + o.. + x*|*)
p+1 P+1

dla x e R*1
Poniewaz gn(x) = 0 dlai 6 Rk\ Xi X ... X Xk wiec

Bn(®)| < E mDvn mg{x)

dla wszystkich x € R*.
Na mocy nieréwnosci (7) ze str. 110 mamy

g(x) < exp(b—7-7kC° 2» (1 + |Xi+...+2z2*|°)-
p+1

P . <IE)
-a p_+_1 ﬂx| + ...+ X f«),
a wiec z réwnosci a —b k C* 2» otrzymujemy oszacowanie
P
g(x) < exp(a ——m).
p+ 1

Wobec tego E mDpn mg jest catkowalng majoranta ciggu funkcji gn.
Z powyzszego oszacowania i twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanej zbieznosci (zob.
[9]) wynika, ze istnieje granica

lim </1® ... &/* , Thay A*>

<[i*- o[> ¥>>= E * E JVexP (6 ITT (Nil*+ o +

91=0  gk=0JX P+

m(gi+ +,K){Xi + mmm+ Xk) X x/4)(xi,...,x/t),

gdzie X := Xi x ... x Xk, a wiec istnieje splot fi *... *fk w {Sa/r)".
Jezeli € V(R\(Xi+...+X¥*)), to (X,1+- +?*)(xi+ ...+x*) = Odla (xi,... ,x*) € X.
Wobec tego

< fi * mam* fk , P> = 0
dla € 72(R\ X\ #'... "+Jf*)) 1stad

supp (/i * wmw*fk) C Xi + ... + Xkm
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Powyzszy dowod jest wzorowany na dowodach analogicznych twierdzen, poda-
nych przez A. Kaminskiego w pracach [3] i [5] o splocie dystrybucji temperowanych
oraz twierdzenia J. Urygi (zob. [12], [11]), dotyczacego splotu funkcji uogdlnionych
Gelfanda-Szylowa typu K{MP}'. Jednak powyzsze twierdzenie nie jest bezposrednim
wnioskiem z rozwazanych wcze$niej twierdzen.

Warto wspomnie¢, ze podobnie jak w przypadku k = 2 mozna udowodni¢ nastepujace
twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 13. Jezeli X\,...,Xk C IR sg podzbiorami, takimi ze dla dowolnych
funkcji uog6lnionych /i,..., € (Sa)' o nosnikach zawartych odpowiednio w X i,..., Xk
istnieje splot fi *... *fk w (Sa/r)', to zbiory X%,..., Xk sg zgodne w potedze r.

Na zakonczenie rozwazymy problem fgcznosci splotu funkcji uogolnionych klasy (5a)".
Bedziemy zaktadali, ze | GN, | < k oraz {Zj}‘=i jest partycjg zbioru Z := {1,..., k}.

Twierdzenie 14. Jezeli zbiory X\,..., Xk CKse zgodne w potedze r, to

(a) dla dowolnie ustalonego j G {1,...,/} zbiory X, (i G Zf) sa zgodne w potedze r;

(6) zbiory

Yj = £ K Xi: Xif Xi dla i G zf}
tEZj iEZj

sg zgodne w potedze r (j = 1

Dowdéd, (a) Zatézmy, ze zbiory X\,...,Xk s3g zgodne w potedze r i niech C > 0
bedzie stata, takg ze

LW < c-(i +it)§i>i)r

dla G , Xk G Xk-
Niech x° G X{ dlai G Z \ Zj beda ustalonymi elementami i przyjmijmy
@Q=1£ *}
i€Z\z,

Woweczas dla x, G X, (i G Zj) mamy
EW<EM + £ Bl <c-(i+1£ z-+ £ xPr<

idzj i£Z) ie-2\Zj i£2] i£2\Z]

< c m(l+ Co+ 1f Xx,-ir < c m(1+cOy m(1 + 1£ Xily.
iez, ieZj
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(6) Dlajii £ Yu...,yi £ Ytistniejg Xj £ Xu...,xk £ Xk, takie ze yj = E,eZjxi
dlaj = 1,..., |i stad
¢ ni < ¢ ni < c-(i+A"Ax,ir = Ne(i+liyyir..
1=i i=i =i 1=1

Twierdzenie 15. Jezeli dla zbioréw X \,... ,Xk C R sa spetnione warunki (a), (6)
twierdzenia 14, to zbiory te sg zgodne w potedze r2.

Dow6d. Niech Cj > 0 bedzie statg, taka ze

E NI < Ciml+ 1Ezjz.ir (22)

dla Xi £ Xi,j =1 Przyjmijmy C max {C\,..., C/}.
Niech D > 0 bedzie stalg, taka ze

ENI < ~A-(i +1Ewir 23
1=1 ( 1=1 @)
dlajli GYu ...,y, £ V).

Dla Xi £ Xi,...,xk £ Xkorazj £ {1,...,/} przyjmijmy y, := E.eA z'- Wdwczas
na mocy (22) i (23) mamy

ENI = EENI < cw®(l+Nir< ce2rme (i +ND <
*=] ieZj j=1 j=I

< /C2r-(l+ENI)r < /C2'-(1 + D-(1 + |[f|,j)T <
1=1 1=1

<ic2r(D+ir-ii +iE"™ir2.
t=I

Definicja 8. Niech fi,...,fk beda dystrybucjami na R. Méwimy, ze istnieje splot
fi *...*fk wV(R), jezeli dla dowolnego ciggu jedynkowego {pn} funkcji fjn £ 2>(R*) oraz
dowolnej funkcji p £ V(R) istnieje granica

< fi * mmm* fk , 9> tnlgyo < fi 0 ...®fk, rjn mipAk > .

Definicja 9. Méwimy, ze zbiory Xi,...,Xk C IR sg zgodne, jezeli dla dowolnych
ciggow ..., {XE} , takich ze x\ £ Xi ,..., xh£ X k dlan £ N, zachodzi implikacja
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Oczywiscie warunek zgodnos$ci w potedze r jest mocniejszy od warunku zgodnosci.
Jezeli Z0 = {¢i,... ,im} jest podzbioremzbioruz={ 1 , . przyczymii <i2<
...< im, to splot fil * ... * fim bedziemy oznacza¢symbolami: *;€z(fioraz*™=| ftj.

Twierdzenie 16. (zob. [6]). Jezeli fi, mmfk € 1Z(R), przy czym noS$niki
supp fi , ... , supp fk sg zbiorami zgodnymi, to istniejg sploty.

(@) fi*...*fk]

*> *ez, fidlaj =1,..../;

(c) *'=1 (*iezj fi )

w Zy(R) oraz

fi* mmw* fk = *y=i (*iez, fi )

Twierdzenie 17. Jezeli fi,...,fk sg funkcjami uogélnionymi klasy {Sa)’, ktérych
nosniki supp /i,..., supp fk sg zbiorami zgodnymi w potedze r, to istniejg sploty:

(«)

W /i

© =1~
oraz

fi* % fk = *'=1 (*ezj /; )

Dowdd. Istnienie splotdw wystepujacych w punktach (a) i (6) wynika z twierdzen 12
oraz 14. Poniewaz *,ez, fi € (5a/r)' ijednoczesnie

supp (*i€zj /, )C J2 X' = Vi
i£.Z]
dla wszystkich j € {1,...,/} oraz zbiory Yj sg zgodne w potedze r, wigc istnieje splot
*>=j {*iez, fi) w (5a/rj)".

Ze zgodnosci zbioréw Aj, .. w potedze r wynika zgodno$¢ tych zbioréw, wiec na
podstawie twierdzenia 16 mamy

< fi ~mmmfk | fi > = < *j=i (%ezj fi) , fi> (24)

dla (p € 2>(R). Poniewaz przestrzen Z>(R) jest gesta w SQr2, wiec rownos$¢ (24) zachodzi
dla wszystkich fi € Sa/rz.m
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W niosek 4. Jezelifi, /2,/36 (Sa)' oraz nosniki supp flt supp /2 isupp /3 se zgodne
otedze r, to istniejg sploty:

(@ h* h=* h w {Salr’;
{b) fl* h W {Sc/r)\

(o fi *fz W{sa.n;

{d)y {fl *h) *hw {Sc/ry

(e) fI *{fz *fs) W {sa/rry

oraz
fi* fz*h = {fi *h) *h = fi* {fi */a).
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Abstract

In [7], results concerning the existence of the convolution in spaces of type (tCM)' are
obtained.

In this paper a particular case of spaces of type KM is studied, namely the Shilov
spaces of type S.

We prove that the family M = {Mpn} of functions which is basic for the space Sa,
i. e. 1M — Sa, fulfills the conditions (P), (M), (N), (N"), (T), (R). Therefore all the results
concerning the convolution in the spaces (KM)' remain true for the space (Sa)'.

It is proved that the condition of compatibility of sets in the case of spaces of type S
can be equivalently replaced by compatibility in power. As a consequence, we show that
the condition of compatibility in the power r, where r € [l,00), of the supports of the
distributions t,g & {sa)' implies the existence of the convolution in the space (sa/r).

We also prove the converse: if for any pair of distributions of type (Sa)' with sup-
ports contained in a two given sets their convolution exists in (Sa/r)', then the sets are
compatible in the power r.

Moreover, we present generalizations of the above results for the convolution of several
distributions of type (Sa)' and discuss the problem of the associativity of the convolution
in case all the supports are compatible in power.



