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DELUGOSC KOLEJKI W SYSTEMIE E/G/I/N

Streszczenie. Rozpatrywany jest system obstugi E/G/I/N
z ograniczang kolejkg. Nas interesujg doktadne wzory dla rozktadu
dtugosci kolejki w okresie nasilenia oraz w kazdej chwili czasu. Podany
zostat takze stacjonarny rozktad diugosci kolejki.

QUEUE LENGTH IN THE SYSTEM E/G/I/N

Summary. The paper deals with the system E/G/I/N with the
limited queue. We are interested in the explicite formulae for the dis-
tribution of the number of the customers in the system on the busy
period and at any moment of time. The stationary distribution of the
qgueue length is stated as well.

1. System E/G/I/N. Rdéwnanie podstawowe

Niech bedzie dany system obstugi typu E/G/I/N. To znaczy, ze zgto-
szenia wptywaja zgodnie ze strumieniem Poissona z parametrem A Czas
obstugi ma rozktad F(x), a dyscyplina obstugi nastepujgca: pierwsze zgto-
szenie jako pierwsze obstugiwane. Nie obstuzone zgtoszenia tworzg kolejke,
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ktora nie przekracza N —1 i je$li kolejne zgtoszenie wptyneto w chwili gdy
N —1 zgtoszen czeka w kolejce, to ono zostanie nie obstuzone, albo inaczej -
stracone. Do obstugi mamy jedno miejsce, obstuzone zgtoszenie opuszcza
system i zaczyna sie niezwitocznie obstuga kolejnego zgtoszenia. Nas bedg
interesowaty nastepujace charakterystyki takich systemow': rozktad diugo-
Sci kolejki w okresie nasilenia i w dowolnej chwili i, okres nasilenia systemu
oraz Srednia dtugos¢ okresu nasilenia. Takie funkcjonatly sa dobrze zbadane
dla N = oo, tzn. kiedy kolejka jest nieograniczona. Sytuacja, gdy N < oo
jest bardziej skomplikowana, poniewaz wtedy mamy do czynienia z zagad-
nieniami na przedziale z warunkami brzegowymi na obu koncach.

Niech £(t) oznacza ilo$é zgtoszen w systemie w chwili t, a v(t) bedzie
odlegtoscia od t do pierwszej chwili, kiedy kolejne zgtoszenie zostanie obstu-
zone. Je$li t pokrywa sie z zakonczeniem obstugi zgtoszenia, to uwazamy, ze
v(t) = 0.

Na poczatku pracy system moze zawiera¢ 2~ n ~ N zgtoszen. W sytu-
acji, kiedy system zaczyna pracowac¢ w chwili wptywu pierwszego zgtoszenia,
bedziemy mowili, ze mamy do czynienia ze standardowym systemem.

Niech + = inf{i : £(t) = 0} bedzie okresem nasilenia danego systemu
obstugi.

Oznaczmy dlat ~ O:

V2i(n, k, t, X) = P{£(i) = k,t < t/£(0) = n,i/(0) = x}, 0<n~ N, x >0,

ip2{n,k,t) = P{£(t) = k,t <r/E(0) = n,v(0) = 0}, n™ 0.
Zdarzenie {£(0) = n,i/(0) = 0} oznacza, ze system zaczyna pracowac
w chwili i = 0zn zgtoszeniami, a pierwsze zgtoszenie wyjdzie z systemu po

czasie o rozkladzie F(-).

Zdarzenie {£(0) = n,i/(0) = x), dla x > 0 oznacza to samo z rdznicg, ze
zaktadamy, ze pierwsze zgtoszenie wyjdzie z systemu po czasie x.

Dla ipi(n,k,t,x), gdzie 0 < n~ N mamy:

<pi(n,k,t,x) = I{t < x}ipi(n,k,t,x) + I{t A~ x}(pi(n,k,t,x).
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Poniewaz strumien wejsciowy jest Poissona, to po czasie x do systemu wpty-
nie rj(x) zgtoszen i P{tAx) = k} = exp(—Xx)(Xx)k/k\ dla k = 0,1, — Wiec
mamy:

N-n-i
f(n, k,t, x) = I{t > z}e-Al| ——ip2(n +i —1,fc, t —x) +
=0 i
+ £ - 0Lt - +f{i<.,» 0 <~ 0 "~ +
i=N-n il OprHi<.» {k-ny.
+ I{t <x,k = N}e~x" £ @)

i=N-n *

Analogicznie dla 0 < n < N mamy:

tp2(n,k,t) =

= A\] e~)<u\] P{E(t—u)=k,t—u<T/e(0)=n+I1,v(0)=v—u}dF(v)du-\-
0 u

. e~XwP{e(t—v) =Kk, t—v<T£(0)=n—,i/(0)=0}dF(v)+

0
t +00
+/{/c=n}e_Ai(l (1)) = A\] e~)<u_| y>i(n+l, k, t—u, v—u)dF(v)duA-
0 u
+1 e"A/ 2(n-1, k,t-v)dF{v)+I{k = n}e~Xt{l-F (1)), 2
0
z warunkiem brzegowym:
<2(0, k,t) = 0, (©)

= J P{at-v)=k,t-v < r/C(0)=W-1,i/(0)=0})rfF (t:)+
0
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+ I{k = N}(1 - F(t)). (4)

Dla Re s > 0 oznaczmy:

e = JE SiDI( KA,
g =T esipdn k)t

Mamy:
<fi(ra,s,x) = e (s+tA)l ¢ ’\J—<p2(n+ I-1,s)+
1=0
+o (SHA) ( 13N - 15)+
i=N-—
-(s+A)x\fc-n co (V5 1 A)x)
+/{nO<JV}( M;_ ||n+|
+{k = N}fZ F I t (M {(ix A)'- 7" _ 1}, (5)

5 i=N-n+1 *e

00 00
ﬂras)—ﬁj e (x+*)uj OLn+1,5,v—u)dF (v)du—f(X+s)<f2(n—I,s)
0

0]

Hfc = nY(I-/(A+s))
A+ s 6)

gdzie f(S): 10° exp(—5x)dF (x). Niech:

WHNY & es@nsx., x~o0

02(n) =7 £2(n,s)
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(poniewaz dalej s bedzie ustalone, to dla skrétu w oznaczeniach dla  nie
bedzimy pisali argument s), wtedy z (3), (5), (6) wynika nastepujgce zagad-
nienie brzegowe:

00

?/)2(n)—A\] e AIJ e svipl(n+1iV—u)dF(v)du—(\+s)ip2(n—) =

0 u
=1{k:n}g1+A I<n<iV-1, )
"2(0) = 0, ©)
gdzie:
;=0 1. i=N-— I -
-(sHX)xXk-n - » ((s + A)Xx)’
= )
S =R+
a z (4) wynika:
(yv) = f(s)MK -1) + I{k = (10)

2. Przedstawienie dla charakterystyk

Celem tego paragrafu jest znalezienie rozwigzania zagadnienia brzego-
wego (7)—9), co pozwoli odzyska¢ przedstawienia dla interesujgcych nas
cech.
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Twierdzenie 2.1. Rozwiazanie zagadnienia (7), (8) ma postac:

IW + (i-/W )"E"«iW

() = o 7
Iwo (i IC) £ 11
N-1
- N Ri_n(s)gi(s,k), I"n~N-1, (11)
[=n+l

gdzie:
gn(s,k) =f{" ~ KivV} E (" ) " ‘+i+'p,W +

Mo B« (m)((x),) - 4 42>

a wartosci pt(s), R{(s) sa okre$lone odpowiednie wzorami (13), (20) poda-
nymi nizej.

Dowdéd. Po podstawieniu wzoru (9) do (7) otrzymamy:

N —n—2 +“ > (A(U-U)V
~A2(n)-A ~na(n+t) | | e~GHANV '3 dF(v)du - A02(W - 1)x
1=0 0 u

00} 400 400 77 e\\ 7
x 53 [ [ e (s+A)"-9t---:---)-)-dF(t;)du-/(A+s)’\2(n- 1) = g*{s,k),

i=NA-L 0« *
gdzie:

>+

(i + I\

i—k—n

x 0 7 e-(+A)i;r0INdF (t)dM+ 7Ife= WKL z/( 2+

!
Nen i+ ! 5+ a
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Oznaczmy:
Bt /-(1) j i>-1.
Poniewaz jak tatwo sprawdzié:

p.(s) > 0, £Pi,(S) =1, p-i(s) = 5> B

/(s)

to p,-(s) zs > 0 mozna traktowac jako prawdopodobienstwa skokéw niekto-
rego przypadkowego btgdzenia £n(s) ciagtego z dotu, dla ktdrego:

EzM.)-«»-i(.) = lii+ AILI-fH, o< \2A\ " 1
zf(s)
Teraz mamy:
AJ J e-"A — J - dF(v)du = f(s)pi(s) (14)
0 u

g.{Stk) =M IlhEk< N} £ "~ +>ly - » Ms)+
i=k—n
+Hs)i{k =Ni g p,()){(i+Ay-«+"«_ i} =/(s)jn(Sit)i
S i=N-— A
gdzie gn(s,k) okreslono w (12).
Wiec mamy takie rownanie:

—n —2

M nN)~f(S) z ~(~ + 0p«(s) - /(*s)V'2An - I)p-i(s)-
t=0

/(s) z pi(s) = fis)9In{s k). (15)

i—N —n —I

(13



50 M. Bratiychuk, B. Borowska

Teraz z (8), (15) wynika takie zagadnienie brzegowe:

0o

02(n) - /(s) A(n +i)pi(s) = f(s)gn(s,k), 1~ n"™ N - 1,

020=0 ! RO

1), n>N-1.

Osobliwo$é tego zagadnienia polega na tym, ze warto$¢ 02(/V —1) jest nie-
wiadoma.

Przeksztatémy (16) w nastepujacy sposob:

a) 02(n) ¢ O2() - O2W~ 1), n=0,1,..

b) md& N —1—n,

c) 02(/c) &= O2(A”- 1- *0,

po czym uzyskamy takie réwnanie:

0o

1(5) J_21A2{k-i)Pi(s)-rh{k) =
= 02(iV—L)(1—(fi))—(s)<7N_i_fc(s, A), 17)
0~ AN N—2,z warunkami brzegowymi:

02(fc) = 0, kA0,
02(V- 1) = —02(V- 1).

Do rozwigzania tego zagadnienia mozemy stosowa¢ metode z [1,2]. Niech
teraz Rk(g,s) bedzie rezolwenta, ktéra odpowiada btgdzeniu £n(s). To zna-
czy, ze ciag Rk(g, s), k = 0,1,... jest jednoznacznie okre$lony dla g > 0 za
pomocg takiej rownosci:

= f(3+Aaa-. K 1~ /7w (18>
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gdzie ) jest jedynym rozwigzaniem réwnania:
/(a+ Al -z)) = (@ +fi)f(s)z,

na odcinku [0,1].
Z (18) wynika, ze Rq(h,s) = 0, R\(n,s) = f(s)/f(s + A).
Teraz ogOllne rozwigzanie réwnania (17) ma posta¢ [2, s. 197]:

k=
9N2(fc) = C(s)Rk+i(u, s) - YI: Rk-i(u, s)gN-i-i(s, k)+
=)
H/-m () « (%), (1>
=
gdzie u = —1. Dla takich szczeg6lnych g mamy A (/_1(s) —1,5) =

Ri(s) i rownanie (18) przybiera postac:

=ls+\(I-2)) - 7 4 <ZA) @
gdzie z\(s) Jest jedynym rozwigzaniem réwnania:
f(s + AQl- 2)) = z, (21)

na odcinku [0,1]. Dla tego w (19) zamiast Rk(g,s) bedzimypisa¢ RK][s),
ktore sg okreslone rownosciami (20), (21). Wiec ogblne rozwigzanieréwnania
(17) ma postac:

kA
02{k) = C(s)#h-i(5) - Y jRk-t&)gN-i-i(s,k)+
1=0
F W 1MW -1 B < e (22)

Poniewaz t/>2(0) = 0, to z (22) dla k = 0 dostajemy 0 = C(s)Ri(s), co
daje 0 = C(s). Dlatego:
k-1
&(*) = “ £ i2fc-HB)M i /(s,A0)+

1=0
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k
+ | (23)
Z tego przedstawienia dla k = N —1 mamy:
~M N - 1) = (/-15)-)V>2(iV - 1) E Ri(s) - J2 M s)9i(s, k).
i= i=i
Skad:
J2 Ri{s)gi(s,k)
UN -p=.
1+(/-‘W-1) E
Mamy:
N-i
V™M =MN - 1-n)+MN - 1)=- Ri-n{s)gi(s, fc)+
/=n4*|
i +(/'m(*)-1) E W,
—E Ri(s)si(s,k)
1+ -DE -
dla1~ n” N —1, co jest rownowazne (11).
Zapiszemy (11) w takiej postaci:
00 W—'i
j e'stP{£(t) = k,r >t/g(0) = n}dt =- £ A_n(9)i?(s, o+
l=n+1
N-I-n
IW + (1-/(9) £ «m(»),,.,
+ flL E (24)

/(i) + 1 - /() £ fi(a) =1

1=1
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dla\*n”™ N —1,adlan=N z (10) mamy:

AT-1
@ 1 2(5) 2 Ri{s)gi{s,k)
| esP{£(*) = k,r >t/a0) = N}dt = H s +

W+ (-1 () Eqftw

+ /ifc = (25)

N
Zeby znalezé rozktad okresu nasilenia, trzeba znalezé . w obu stronach

rownosci (24) (albo (25)), a potem skorzysta¢ z oczywistej tozsamosci:

E{e-ST/E(0) = n} = 1- sJ e-stP{r > i/£(0) = n}dt.
0

Mamy:

S g)" HW

Teraz z (24) dostajemy:

Wynik 2.1. Dla okresu nasilenia sprawiedliwe przedstawienie:

(i-17(?) E *<(»
E{e-"/«0) =n} = 01— (26)
m + (i-/w) 7:| a «

dla | n~N—Ii:

(I - 1(s)) (i(s) +  A(s))

E{e-STE(0) = jv} = 1 —mmmmmmmmmmmm . (27)

/(s) + (1-/00) . . M
(s) + ( )I:l s)
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W szczegélnosci dla standardowego systemu mamy:

Ee-r=1-—- 1~ (28)
IW + (i-/(«)) EiRiM

Niech rj bedzie czasem miedzy dwoma kolejnymi wptywami zgtoszenia do
pustego systemu. Poniewaz strumien wejsciowy jest Poissona, to oczywiscie,
ze g = t + 7, gdzie zmienna losowa v jest niezalezna od r i ma rozkiad
wyktadniczy z parametrem A Zgodnie z (28) mamy:

Eedn = — (1 (+ ~ I. (29)
s A
IW + (i-/1W ):|E w

Jesli <i>(X) jest funkcjg odnowy, ktéra odpowiada zmiennej losowej t + u,
to dla standardowego systemu mamy:

t
P{f(i) = k} = \ P{E(t —u) = k,r ~ t—u}d$(u), 1~ k< N  (30)

P{£(t) = 0} = \ P{r<t—uT+v " t—u}d$(u). (31)
0]

Poniewaz jak tatwo sprawdzié:
J e~siP{r <t,t + u” t}dt = (s + A)_lEe_4T,
0

to z (30), (31) wynika:

j e-siP{£(f) = k,r > t}dt

J e"stP {£(*) = k}dt =
e"stP {£(*) = k} 1- Eesp
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Q(N,s)  Ri(s)gi(s,k) ~  fil(s)"-i(s,fc)

i=i 1=1 S
-\ (s +\)-"Q(N,s,k) (32)

Ee~ST

7
ée S@ﬁe\sl) = O}dt = ----_A_G__:Ee S’I‘S -
IM+ (i-/(»)) }l)l

*(J(*)+ (1- IW)E fI'M) + AL- M )R n-m()

(33)

gdzie:

IM + (i-IM)EftW
W i,i) = -gzi ]

1) +( -1() E Tt(s)
Z (29) dostajemy:

Et? - lim - -= A + mRN_,

gdzie m — JxdF(x), a Rk, k 0 jest potencjatem bigdzenia £,(0). To

0
znaczy, ze cigg RE jest taki, ze [1]:

°0
w<2i’

gdzie z* jest najmniejszym pierwiastkiem roéwnania:
/(A(l - 2))- Z= 0,

na odcinku (0,1]. Teraz z (32) i twierdzenia Taubera tatwo wynika:

co

Jim PLEC) = A3 = iy s fe~siPLE(t) = kidt =
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Rigi(k) - Rigi-t(k)
171 e L IAKAN,
A l+ mRN
gdzie:
© ©
gi(k) =\-2{1{n"k"N} pi+1{k =N} £ (i-N +n)Pi},
=k-n t=N-n

P*_(!

Analogicznie z (33) wynika:

i *) = = N S
AP LEC) = O =y Kin -
Otrzymane wyniki zapiszemy w postaci takiego twierdzenia:

Twierdzenie 2.2. Warto$¢ oczekiwania okresu nasilenia standardo-
wego systemy wyraza sie wzorem:

Er = mRN-\.

Twierdzenie 2.3. Dla ergodycznego rozktadu dtugosci kolejki sg praw-
dziwe nastepujgce wzory:
N-1 N-2
£ RmW - £ A«»-u(*)
UmP{«i) = *} =

IT™MP«« =0> = i+d,,,, -

gdzie:

fiff) = A 1{/{n » t< N} J2 Pr+1{k =N} Y1 ~-N +n)P\.
i=k—n t=N—n
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Uwaga 2.1. Ze wzoru (9) mozna znalezé przedstawienia dla wszystkich
wymienionych wyzej cech, jesli poczatek pracy systemu nie pokrywa sie
z chwilg wptywu zgtoszenia do systemu, a pierwsze zgtoszenie opusci system
po czasie x. Odpowiednie wzory sg bardzo skomplikowane i dla tego nie sg
tu przytoczone.
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Abstract

The paper deals with the standard queueing system E/G/I/N with
limited queue. We are interested in the explicit formulae for distributions
of the queue length on the busy period and at any moment of time. The
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studying is based on the boundary problems for random walks with two
boundaries. In the case we deal with the specific feature consists in the fact
that the boundary condition on the one boundary is connected with the
value of unknown function on the half axis and this value itself is unknown.
As it turned out the potential method, proposed by V. Korolyk, can be
applied to such a case. The all formulae are expressed in terms of rezolvent
of some random walk and can by basis for the future asymptotical analysis.



