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P O S Z U K IW A N IE  W A R T O ŚC I W Ł A S N Y C H  
R Ó W N A N IA  H E L M H O L T Z A  ZA P O M O C Ą  
W IE L O K R O T N E J  Z A S A D Y  W Z A J E M N O Ś C I

Streszczenie. W pracy zaprezentowano metodę obliczania warto
ści własnych w równaniu Helmholtza. Wykorzystuje ona wielokrotną 
zasadę wzajemności, która prowadzi do równania całkowego zawie
rającego całki tylko po brzegu ciała. Przedstawiono postać równania 
całkowego z funkcją Henkela jako rozwiązaniem podstawowym, oraz 
z rozwiązaniem podstawowym równania Laplace’a. Zaprezentowano 
również sposób przekształcenia całki objętościowej w całkę po brzegu 
ciała, a także sposób obliczania wartości własnych, co zilustrowano 
przykładem.

A P P L IC A T IO N  OF TH E  M U LTIPLE R E C IP R O C IT Y  
M E T H O D  TO  E IG E N V A L U E  A N A LY SIS OF TH E  
HELM HOLTZ E Q U A TIO N

Sum m ary. The paper presents a method for calculation of the 
eigenvalues in the Helmholtz’s equation. It applies the multiple reci
procity method, which leads to the integral equation consisting of the 
boundary integrals only. In the obtained integral equation utilization 
of either Henkel function or classical fundamental solution of Laplace



144 K. Komorowska, A. J. Nowak

equation is discussed. Also, the dissertation discusses in detail a man
ner of transform ation of the volume integral into a boundary integral 
as well as the way of calculation of eigenvalues. Simple example has 
been chosen to illustrate the mentioned above aspects.

1. W stęp

Obliczanie różnych pól fizycznych, jak np. pól tem peratury, koncentracji, 
prędkości, ciśnienia itp., prowadzi się dzisiaj zwykle tzw. metodami nume
rycznymi. Uważa się powszechnie, że ugruntowana pozycja metody 
różnic skończonych (MRS) [12], elementów skończonych (MES) [13] czy też 
elementów brzegowych (MEB) [2,3], pozwala na rozwiązywanie zagadnień 
brzegowych praktycznie w obszarach o dowolnych kształtach przy dowolnej 
kombinacji warunków brzegowych. Tymczasem numeryczne modelowanie 
jedynie ustalonych zagadnień brzegowych rzeczywiście nie nastręcza poważ
niejszych trudności ani merytorycznych, ani obliczeniowych. Wszystkie wy
mienione wyżej techniki numeryczne zapewniają podobny stopień dokład
ności rozwiązania oraz porównywalną efektywność algorytmów.

Z punktu widzenia użytkownika komercyjnych pakietów komputerowych 
szczególnie atrakcyjną metodą rozwiązywania zagadnień stacjonarnych jest 
m etoda elementów brzegowych. Jej atrakcyjność wynika przede wszystkim 
z faktu, że do rozwiązania problemu wymagana jest dyskretyzacja jedynie 
brzegu obszaru. Tym samym siatka numeryczna w metodzie elementów brze
gowych jest nieporównywalnie prostsza niż w metodzie różnic skończonych 
czy elementów skończonych.

Stopień komplikacji rozwiązań zagadnień niestacjonarnych jest niepo
równanie większy niż problemów ustalonych i zależy w znacznym stopniu 
od zastosowanej metody numerycznej [12]. Problemy obliczeniowe pojawiają 
się zwykle wraz z koniecznością kroczenia w czasie oraz wraz z tzw. szokiem
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termicznym, na ogół wywołanym przez warunki brzegowe lub warunek po
czątkowy. Na uwagę zasługuje także różny charakter zależności temperatury 
od czasu w pobliżu warunku początkowego oraz w późniejszych stadiach 
procesu.

Powyższe zjawiska powodują, że atrakcyjna możliwość obliczania nie
ustalonych pól fizycznych (np. pola tem peratury) drogą dyskretyzacji jedy
nie brzegu obszaru nie może być łatwo zrealizowana [9,12], Tym samym 
metoda elementów brzegowych wymaga wciąż istotnych usprawnień.

Alternatywą dla metod numerycznych są, oczywiście, metody anali
tyczne, oparte na metodzie rozdzielenia zmiennych czy metodzie skończo
nych transformacji całkowych [8,11]. Traktują one zarówno zmienną prze
strzenną jak i czas w sposób ciągły. Niestety, w swej obecnej formie techniki 
te m ają wiele ograniczeń związanych z poszukiwaniem funkcji analitycz
nych zwanych funkcjami własnymi. W praktyce udaje się to zrobić tylko w 
układach współrzędnych umożliwiających tzw. rozdzielenie zmiennych prze
strzennych. W tedy też funkcje własne m ają od dawna znaną i opublikowaną 
postać i spełniają tzw. zagadnienie Sturma-Liouville’a, czyli jednowymia
rowe równanie Helmholtza.

Jednocześnie należy zwrócić uwagę na bardzo pożądaną cechę metod 
analitycznych, a mianowicie na fakt, że pozwalają one uzyskać ogólną po
stać rozwiązania zagadnienia brzegowego. Ponadto analiza funkcjonalna do
starcza dowodów na istnienie i jednoznaczność rozwiązań oraz zbieżność 
uzyskanych szeregów [8].

W niniejszym artykule podjęto próbę połączenia zalet obu metod, tj. nu
merycznych oraz analitycznych i zbudowania rozwiązania, w którym współ
rzędna przestrzenna jest wielkością dyskretną, podczas gdy czas pozostaje 
ciągły. W ykorzystano też tym samym główne cechy ogólnych rozwiązań ana
litycznych niestacjonarnego pola temperatury. Postępowanie odnoszące się 
do zmiennej przestrzennej wykorzystuje techniki typowe dla metody ele
mentów brzegowych.
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N ajtrudniejszym  etapem  budowania rozwiązania jest znajdywanie war
tości własnych, które w prosty sposób prowadzą do numerycznych wartości 
funkcji własnych. Tym też problemom poświęcony jest przede wszystkim 
niniejszy artykuł. Otwiera on też cykl publikacji, który kolejno omówi po
szczególne etapy znajdowania niestacjonarnych pól tem peratury oraz zapre
zentuje uzyskane rezultaty.

2. S form ułow anie problem u

2 .1 . O gó ln e rozw iązan ie  rów nania  p rzew o d n ictw a

Rozważmy równanie Fouriera:

v^(x,t) = Ł ^ l  ( i )

gdzie: T (x ,  t ) jest tem peraturą w punkcie x  w chwili t, a dyfuzyjność cieplna 
ciała (współczynnik wyrównywania tem peratury) oznaczona została przez
a. Przyjmijmy teraz, że potrafimy wyznaczyć funkcję u(kn,x ) ,  za pomocą 
której zdefiniujmy transform atę tem peratury v(kn, t ) [11]:

v(kn, t ) =  i  T (x , t) u(kn, x) dii (2)

gdzie: Q -  rozważany obszar, kn -  wartości własne.
Mnożąc obustronnie równanie (1) przez u(kn, x ) i całkując po całym 

obszarze otrzymamy [6]:

/  u(kn ix)  V 2T (x ,t)d f i  =  
Jn 

+  /  T(x, t) V 2 u(kn, x) dii =  
Jęi

dr +
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1 d  1
f  T (x ,t)u (k n,x ) dft =  -

CL Ot J  Cl CL

1 dv(kn,t)
dt ( 3)

gdzie: ^  -  różniczkowanie wzdłuż normalnej zewnętrznej do brzegu ciała, 
T -  brzeg obszaru Cl. Żądając teraz, aby funkcja u(kn, x ) spełniała równanie 
Helmholtza, t j .:

V 2u(fcn,x )  +  k 2n u(kn,x )  =  0 (4)

zależność (3) przyjmie formę:

J  u(*n,x)
d T (x , t )  _  T ^  du(kn,x )

dn dn  

1 dv(kn,t)

d f  -  k 2n v(kn, t ) =

(5)a dt
Aby funkcja u(kn,x )  spełniała jednorodne warunki na brzegu ciała, powyż- 
sza całka powinna przyjąć następującą postać:

du(kn, x ) 
dn

d T (x , t )
dn

' I r T(-x ' t '<

J^u (kn,x )

i  — u(kn, x) T f(x , t) d r  dla w.b. III rodz. 
. J r  a

d r  dla w.b. I rodz.

d r  dla w.b. II rodz. (6)

gdzie: a  -  współczynnik wnikania ciepła, Tj -  tem peratura otoczenia, A - 
współczynnik przewodzenia ciepła. Aby uprościć sytuację, założymy jeszcze, 
że warunki brzegowe nie zależą od czasu, wówczas cała funkcja C (kn,t ,x )  
również nie zależy od czasu:
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C (kn,x )  =

du(kn, x) 
dn

dT (x)

d r  dla w.b. I rodz.

dT dla w.b. II rodz.J  u(kn,x )  

f  \ ( k n, x ) T f {x )dT  dla w.b. III rodz.
J F A

( 7)

Przy takich założeniach równanie (5) przyjmie następującą, ostateczną 
formę:

2 ^  _  1 dv(kn,t)C (kn,x )  -  kn v(kn,t)  = -
Cl ot (8)

Rozwiązanie powyższego równania różniczkowego można łatwo uzyskać me
todą uzmienniania stałej [6]. Ostatecznie otrzymuje się:

n  j.\ C (k n,x )
v (kn, t) = k2 + Vo ~

C{k n ,x) 
kl

exp ( - k l a t )

gdzie: Vo jest transform atą warunku początkowego:

[  T (x ,  0) u(kn, x) d ii =  [  T0(x )u {k n,x ) d f l  
J n Jov0

(9 )

(10)

Transformacja odwrotna do całki (2) pozwala obliczyć tem peraturę 
T (x ,f)  za pomocą następującej formuły [8,11]:

r r f  S T '  v ( k n , t )  n  \

r ( x , i )  =  S i T M “ ( ” ’ x)
(11)

gdzie: N ( k n) jest tzw. kwadratem normy przekształcenia całkowego. Ko
rzystając z warunku ortogonalności funkcji własnych, łatwo wykazać, że 
obowiązuje następująca zależność [8,11]:

N (kn) =  f  u2(kn, x) dfl 
Jo.

(12)
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Jak już wspomniano wcześniej, najtrudniejszym etapem  przedstawionej 
metody jest etap rozwiązywania równania Helmholtza (4), a właściwie po
szukiwanie wartości własnych kn. Ten problem będzie dokładniej przedys
kutowany w dalszej części niniejszego artykułu. Pozostałe szczegóły uzyski
wania rozwiązania (11) będą przedstawione w kolejnych publikacjach przy
gotowywanych do druku.

2.2. R ó w n a n ie  H e lm h o ltza

Dla uproszczenia notacji równaniu Helmholtza nadano postać:

V 2u + k 2u = 0 (13)

gdzie: V 2 jest operatorem Laplace’a, u -  poszukiwane pole, k -  wartości wła
sne. Problem znalezienia wartości własnych zagadnienia brzegowego polega 
na poszukiwaniu takich wartości (zazwyczaj nieskończonego ciągu warto
ści) współczynnika k, które pozwalają otrzymać nietrywialne rozwiązania 
równania (13) spełniające jednorodne warunki brzegowe:

u =  0 na Ti

1  =  0  n a  r ’  ( 1 4 )

\  d u  r—A —  =  au  na i 3
On

gdzie: Ti, T2 , r 3 -  są odpowiednio brzegami obszaru ii, na których sformu
łowane są warunki brzegowe odpowiednio I, II, III rodzaju.

2.3 . C ałkow a p o sta ć  rozw iązan ia  rów nania  H elm h oltza

Równanie całkowe można wyprowadzić z równań metody ważonej re- 
sidualnej (MWR) [2,3], przyjmując jako funkcje wagowe tzw. rozwiązanie 
podstawowe oraz jego pochodną wzdłuż normalnej do brzegu ciała.
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Alternatywnie, równanie całkowe można uzyskać także poprzez wykorzy
stanie tzw. zasady wzajemności [6,7], czyli symetrycznej tożsamości Greena. 
Z matematycznego punktu widzenia zasada wzajemności jest formułą dwu
krotnego całkowania przez części i stanowi związek między całką po obszarze 
i po jego brzegu. Zasada wzajemności jest spełniona przez dwa dowolne pola, 
np. u i u*:

j a (u W  -  u- V 2u) dfi =  / r  (u  Ź L  -  u- £ )  d r  (15)

Jako pole u przyjmiemy poszukiwane pole, zaś za u* przyjmiemy tzw. 
rozwiązanie podstawowe. W stawiając do równania (15) zależność:

V 2u =  - k 2u (16)

otrzymamy:

ja {u w  +  «• k \ )  a n  =  / r  -  f  dr (17)

Podstawiając dalej mamy:

J (u V V  +  ifcVu) dii =  (u*qu — uq*) dT (18)

gdzie: qu -  jest to analog strumienia ciepła. Ostatecznie otrzymujemy:

J  (u V 2u* +  k 2u*u) + uq*dT = j f r  u*qudT (19)

W zależności od wyboru rozwiązania podstawowego otrzymamy różne po
staci równania całkowego.
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2.4. R ó w n a n ie  ca łkow e z funkcją H enk ela  jako  
ro zw ią za n iem  p o d sta w o w y m

Weźmy pod uwagę rozwiązanie podstawowe z funkcją Henkela, następu
jącej postaci:

i - j  H0W(kr)  2 - w y m
u*(£,x) =  j  (20)

1 i ^ exP ( ~ ^ r ) 3 - w y m  
które spełnia następujące równanie różniczkowe:

V V +  k2u* =  S

gdzie 5 -  delta Diraca. Podstawiając powyższą zależność do (19) otrzymamy 
następującą postać równania całkowego:

C( 0 U( 0  +  \  Jr <ł*{Lx )u {x W  -  J  f r U*(t,x)qu(x)dT = 0 (21)

gdzie c to współczynnik zależny od położenia punktu £.
W adą tego sformułowania jest zależność rozwiązania podstawowego od 

wartości własnych, które są przez nas poszukiwane, co wiąże się ze znacznym 
utrudnieniem obliczeń.

2.5 . R ó w n a n ie  ca łkow e z rozw iązan iem  p od staw ow ym  
rów n an ia  L a p la ce’a

Weźmy pod uwagę rozwiązanie podstawowe równania Laplace’a, które 
ma postać:

¿ I n  r 2 — wym 

« • ( { .* ) = ]  (22) 
. Ł  3 -  wym

W ykorzystując fakt, że powyższe rozwiązanie podstawowe spełnia następu
jące równanie różniczkowe:

V V  =  <5 (23)
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otrzymamy rozwiązanie równania Helmholtza w postaci:

c ( £ M O  +  J  J r  < !*(£, x ) u i x W  +

- i  [  u*(£,x)qu(x)d r  + k 2 [  u*(£,x)u(z)di] =  0 (24)
A Jr Jęi

Ponieważ otrzym ane równanie rozwiązywane jest numerycznie, co wymaga 
dyskretyzacji, główną trudnością jest występowanie całki objętościowej. 
W dalszym ciągu zostanie zastosowana metoda wielokrotnej zasady wzajem
ności przekształcającą tę całkę w całkę powierzchniową, znacznie prostszą 
do dyskretyzacji.

2.6 . W ie lo k r o tn a  zasad a  w za jem n o śc i

W tym  rozdziale przedstawiono ideę wielokrotnej zasady wzajemno
ści (WZW). Technika ta  pozwala przekształcić całkę po obszarze D wy
stępującą w równaniu całkowym (24) w równoważne jej całki po brzegu
ciała.

Oznaczmy indeksem „0” rozwiązanie podstawowe zdefiniowane równa
niem (22). W tedy całkę po obszarze zapiszemy w postaci:

Do = f  u*{0)udQ (25)
Jn

Zacznijmy od wprowadzenia rozwiązania podstawowego pierwszego rzędu, 
czyli funkcji u * ^  związanej z klasycznym rozwiązaniem podstawowym:

V V (1) =  u*(0) (26)

Jednocześnie mamy:

<?*(1) =  - A ^  (27)

W ykorzystując symetryczną tożsamość Greena, przedstawimy całkę D0
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w następującej postaci:

D0 =  f  u*{0)udD =  /  V V (1)udfi =
Jn J n

=  a /  (U*(1)9u -  ? {1)u) dT + Jn u*{1)V 2ud n  =  (28)

-  J  Jr ( U * ( 1 ) 9 u  ~  <7*( 1 ) u )  d r  +  £ > !

Zatem całkę D0 możemy zapisać:

D0 =  j  j r { u {1)qu -  9*(1)ix)dr +  D 1 (29)

Różnica między całkami Di i D0 sprowadza się do innego mnożnika i nnego 
rzędu rozwiązania podstawowego:

Di =  - k2 /  ii*(1)udil (30)
Jn

Przeprowadzając dalej proces całkowania przez części całka D0 będzfe spro
wadzona do następującego szeregu całek po brzegu T [10]:

1 00 r
D0 = -  £ ( - 1  Y k 2j /  ( u ^ q u -  q*(j+1K ) d r  (31)

A j=o Jr

Po przekształceniach algebraicznych, uwzględniając równania (24) i (31), 
otrzymuje się następującą reprezentację brzegową rozwiąznia róvnania 
Helmholtza [9]:

oo „ oo »
Ac,u, +  ^ ( - i y k 2j /  g ^ W r  =  5 ^ (—i y k 2j / u* ^q ud r  (32)

1=0  J r  1=0  J r

Dzieląc brzeg V na elementy brzegowe i wprowadzając tzw. macierze wpływu 
[9] przeprowadza się dyskretyzację równania (32). W ten sposób równanie 
całkowe (32) przekształca się w układ równań algebraicznych:
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„Zbierając” odpowiednio macierze wpływu H; i G j ,  można równanie (33) 
zapisać w postaci:

H U  =  G Q U (34)

W praktyce występujące szeregi obcina się, dbając o to, aby odrzucona 
reszta była niewielka, dlatego współczynniki macierzy są wyrażone jako:

[H] =  [H°] -  /c2[H1] +  . . .  +  ( - P ) m[Hm]
(35)

[G] =  [G°] -  fc2[G1] +  . . .  +  (-fc2)m[Gm]

3. P oszu k iw an ie  w artości w łasnych

Jak już wspomniano wcześniej, obliczanie wartości własnych zagadnie
nia brzegowego polega na poszukiwaniu takich wartości współczynnika k, 
dla których istnieją nietrywialne rozwiązania równania Helmholtza spełnia
jące jednorodne warunki brzegowe. Uwzględniając warunki brzegowe (14) 
w równaniu (34) otrzymamy:

(36)
0 Qn '

[H! H 2 H 3] U n — [Gi G 2 G 3] 0
.  u n . . <*un _

Przekształcając ten układ równań mamy:

[ - G j  H 2 (H 3 - a G 3)]
Qn
U n
u„

=  o (37)

czyli:
A X  =  0 (38)
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gdzie A  =  {—G x H 2 (H 3 — q G 3)}:

X  =
Qn
U n
u„

(39)

Warunkiem otrzymania nietrywiałnych rozwiązań układu (38) jest zerowa
nie się wyznacznika głównego macierzy A:

det A =  0

To pozwala nam wyznaczyć wartości własne.

(40)

4. P rzy k ła d  ob liczen iow y

Zagadnienie obliczania wartości własnych zilustrowano następującym 
przykładem. Jest rozpatrywane przewodzenie ciepła w prostokącie, o dłu
gościach boków Lx =  lm , Ly — lm , z uwzględnieniem różnych warunków 
brzegowych. Bierzemy pod uwagę cztery przypadki, a mianowicie:

• przypadek 1 -  ustalamy na całym brzegu warunek drugiego rodzaju

r  =  ° ’On
• przypadek 2 -  na prawym brzegu ustalamy warunek pierwszego ro

du
dzaju u =  0, na pozostałym —  =  0,

on
• przypadek 3 -  na prawym brzegu ustalamy jednorodny warunek trze-

Ou
ciego rodzaju, na pozostałym —  =  0,

On

• przypadek 4 -  na prawym brzegu ustalamy jednorodny warunek trze
ciego rodzaju, na lewym brzegu jednorodny warunek pierwszego ro-
i • i du ndzaju, na pozostałym —  =  0.

On
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Dla każdego z tych przypadków znane jest rozwiązanie analityczne. Pole 
tem peratury w prostokącie można łatwo przedstawić jako szereg nieskoń-

snych [4], Dla przypadku 1 wartości własne m ają następującą postać:

gdzie at- - to kolejne wartości własne dla symetrycznej płyty, przy warunku 
brzegowym trzeciego rodzaju.

Dla przypadku 4 rozwiązanie analityczne ma postać:

gdzie bi -  to kolejne wartości własne dla płyty, przy warunku brzegowym 
pierwszego i trzeciego rodzaju.

Ponieważ w przypadku WZW o dokładności metody decyduje odpo
wiedni dobór liczby wyrazów szeregu, początkowo przetestowano, jak za
chowują się rozwiązania dla 5, 10, 15, 30 wyrazów w szeregu. Porównanie 
wartości wyznacznika, dla trzech wartości k , znajduje się w tabeli 1, dla 
większej ilości wartości jest przedstawione na wykresie 1.

Uznano, że dostateczną liczbą wyrazów w szeregu jest 15, przy tej war
tości wyniki dość dobrze odpowiadają rozwiązaniom analitycznym. Zwięk
szenie tej liczby nie powodowało zmian wyników.

Sprawdzono również, jaki wpływ na rozwiązanie ma dyskretyzacja. Zo
stały określone trzy dyskretyzacje:

czony funkcji własnych. Sumowanie przebiega po kolejnych wartościach wła-

2

*,j  =  0 ,1 , . . . (41)

W przypadku 2 wartości własne są następujące:

2

Dla przypadku 3 rozwiązanie analityczne zagadnienia na wartości własne 
ma postać:

(44)
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Tabela 1
Porównanie wartości wyznacznika dla różnych ilości wyrazów szeregu

k
Ilość wyrazów w szeregu

5 10 15 30

4.4476 2.4410E-32 1.1735E-34 1.0078E-34 1.0078E-34
4.4428 2.0429E-32 1.3907E-33 1.3743E-33 1.3743E-33
4.4487 2.5394E-32 -1.7367E-34 -1.9028E-34 -1.9028E-34

Tabela 2
Porównanie wartości własnych dla różnych dyskretyzacji

Rozw. analityczne 1 dyskretyzacja 2 dyskretyzacja 3 dyskretyzacja

3.1415 3.1419 3.1423 3.1427
6.2831 6.2837 6.2840 6.2853
7.0428 7.0180 7.0420 7.0361

• 1 dyskretyzacja -  to 100 elementów brzegowych rozmieszczonych nie
równomiernie, tzn. na lewym i prawym brzegu jest po 10 elementów 
brzegowych, na górnym i dolnym brzegu jest po 40 elementów brze
gowych,

• 2 dyskretyzacja -  to 100 elementów brzegowych rozmieszczonych rów
nomiernie,

• 3 dyskretyzacja -  to 80 elementów brzegowych rozmieszczonych rów
nomiernie.

Porównanie wartości własnych dla tych dyskretyzacji znajduje się w ta
beli 2.

Najlepsza okazała się dyskretyzacja pierwsza, dla której wyniki były naj
bliższe rozwiązaniom analitycznym. W rozważanym przykładzie wyznaczono
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Tabela 3
Zestawienie wyników

Przypadek 1 Przypadek 2 Przypadek 3 Przypadek 4
Roz w. Rozw. Rozw. Rozw. Rozw. Rozw. Rozw. Rozw.
anali. WZW anali. WZW anali. WZW anali. WZW

0 0 1.5708 1.5715 0.791 0.7911 1.9585 1.9613
- 2.1358 - 2.1370 - 2.1358 - 2.1350

3.1415 3.1423 3.5124 3.5133 3.2396 3.2403 3.7030
4.4428 4.4444 4.7128 4.7142 3.3743 3.3751 4.875 4.8775

- 5.2450 - 5.2457 4.6103 4.6120 - 5.2473
6.2831 6.2846 5.6636 5.6654 - 5.2450 5.799 5.8021
7.0248 7.0429 6.4766 6.4783 6.3327 6.3342 6.581 6.5827

- 7.0465 6.4073 6.4091 - 7.0463
7.854 7.8563 - 7.0430 7.9542 7.9565

7.136 7.1350

rozwiązania analityczne dla każdego z rozpatrywanych przypadków, co po
zwoliło ocenić dokładność obliczeń.

Otrzym ane wartości własne obliczane za pomocą WZW są przedstawione 
w tabeli 3, wraz z wartościami obliczonymi w sposób analityczny.

Otrzym ane wyniki obliczone numerycznie dość dobrze odpowiadają wy
nikom otrzym anym  w sposób analityczny. Niezależnie od warunków brzego
wych, pojawiły się wartości, których nie ma w rozwiązaniu analitycznym.

Te „obce pierwiastki” m ają w przybliżeniu tę samą wartość dla każdego 
rozpatrywanego przypadku. Świadczyć to może, że ich występowanie zwią
zane jest z postacią równania. Próby wyjaśnienia tego, skąd biorą się te 
obce pierwiastki, są przedmiotem dalszej analizy. Otrzymane wyniki będą 
przedstawione w następnych publikacjach.
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5. P od su m ow an ie

Celem tej publikacji jest przedstawienie metody pozwalającej na zna
lezienie wartości własnych. Zastosowana została metoda WZW. Metodę tę 
przedstawiono w rozdziale 2.6. Z matematycznego punktu widzenia WZW 
polega na wykonaniu całkowania przez części nieskończoną liczbę razy, przy 
wykorzystaniu tzw. rozwiązań podstawowych wyższych rzędów. WZW wy
korzystująca klasyczne rozwiązanie podstawowe pozwala na otrzymanie ma
cierzy, która bezpośrednio zależy od wartości własnych. Prowadzi to do 
znacznego uproszczenia analizy i oszczędności czasu obliczeń. Oprócz głów
nej metody, która pozwala znaleźć wartości własne, porównano w przy
kładzie rozwiązania analityczne z rozwiązaniami numerycznymi. Mimo że 
wystąpiły różnice wyników, ich dokładność jest wystarczająca. Procedury 
wykorzystane w metodzie są efektywne, zbieżne, charakteryzują się dużą 
wydajnością. Opracowana metoda znajduje wartości własne, co jest zilu
strowane przykładem, ale oprócz tego pojawiają się obce pierwiastki, które 
będą przedmiotem dalszej analizy. Otrzymane wyniki w przykładzie opisa
nym wcześniej odpowiadają w przybliżeniu wynikom otrzymanym w sposób 
analityczny. Można więc powiedzieć, że daje ona dobre efekty.
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A b stract

The paper presents a method for calculation of the eigenvalues in the 
Helmholtz’s equation. It applies the multiple reciprocity method, which 
leads to the integral equation consisting of the boundary integrals only. 
In the obtained integral equation utilization of either Henkel function or 
classical fundamental solution of Laplace equation is discussed. Also, the 
dissertation discusses in detail a manner of transformation of the volume 
integral into a boundary integral as well as the way of calculation of eigen
values. Simple example has been chosen to illustrate the mentioned above 
aspects.
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