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WYZNACZANIE POLACZEN W SIECIACH KOMUNIKACYJNYCH
O ZMIENNYCH WAGACH

Streszczenie. Problem wyznaczania potagczen w sieciach komunikacyjnych jest
przyktadem optymalizacji wielokryterialnej. Rozwigzaniem problemu optymalizacji
wielokryterialnej jest zbiér rozwigzan niezdominowanych. Wyznaczenie potaczen
polega na rozwiazaniu dwukryterialnego problemu najkrétszych $ciezek w grafie
wazonym o zmiennych wagach. W pracy przedstawiono algorytm umozliwiajacy
wyznaczenie wszystkich potgczen nalezacych do zbioru rozwigzan niezdominowanych.
Zaprezentowano takze przykladowe wyniki dziatania algorytmu. Oprécz tego
przedstawiono dwa algorytmy rozwigzujace dwukryterialny problem najkrotszych
Sciezek w grafie wazonym o statych wagach.

SOLVING THE ROUTING PROBLEM IN COMMUNICATION
NETWORKS WITH NON-CONSTANT WEIGHTS

Summary. The communication networks routing problem is an example of
mulitcriteria optimization. The solution to a multicriteria optimization problem is the
set of non-dominated solutions. Establishing routes consists in solving the bicriterion
shortest path problem in the weighted graph with non-constant weights. In the paper
an algorithm which determines all routes which belong to the set of non-dominated
solutions is shown. The result of the tests are also presented. In addition, two
algorithms for solving the bicriterion shortest path problem in a weighted graph with
constant weights are presented.

1. Wstep

Wiek XX charakteryzowat sie gwattownym rozwojem przemystu, co doprowadzito do

powstania duzych aglomeracji miejskich. Potrzebg chwili stato sie stworzenie odpowiedniej
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sieci drogowej i komunikacyjnej. Pojawity sie pewne problemy. Jednym z nich jest dobor trasy
przejazdu. O doborze trasy przejazdu decyduje wiele czynnikéw, takich jak czas i koszt
przejazdu, komfort podrézy, atrakcyjnos¢ terenu, przez ktéry mamy podrézowaé. O sposobie
dojazdu w okre$lone miejsce decydujg tez inne czynniki, na ktére nie mamy wptywu. Do
takich czynnikéw nalezy zaliczy¢ awaryjno$¢ Srodkéw transportu, roboty drogowe, czy tez
korki uliczne, ktore w wielkich aglomeracjach nie sg rzadkoscig. Wybierajgc trase przejazdu
mozna uwzgledni¢ tylko jeden z wymienionych czynnikéw lub uwzgledni¢ wiekszg ich liczbe.

W wielu przypadkach przy projektowaniu i analizie systemow komunikacyjnych korzysta
sie z modeli sieciowych. Sieci te sg zwykle tak duze, Ze ich analiza bez pomocy komputera jest
ucigzliwa, a niekiedy praktycznie niemozliwa. Z tego powodu tworzone sg komputerowe
systemy wspomagania decyzji dotyczacych wyboru tras podrézy. Jako przyktad mozna podac
system HAFAS, umozliwiajacy wyznaczenie potaczen kolejowych w Europie. System jest
dostepny w postaci aplikacji lub w sieci Internet pod adresem http://bahn.hafas.de.

W niniejszej pracy zostat przedstawiony algorytm umozliwiajacy wyznaczenie potagczen w
sieci komunikacyjnej ze wzgledu na dwa kryteria jednoczesnie: czas i koszt podrézy. Problem,
w ktérym o wyborze rozwigzania decyduje wiele kryteriow jednoczesnie, nalezy do klasy
probleméw optymalizacji wielokryterialnej. Rozwigzaniem problemu optymalizacji
wielokryterialnej jest w og6lnym przypadku zbiér rozwigzan niezdominowanych.
Przedstawiony algorytm umozliwia wyznaczenie wszystkich potgczen komunikacyjnych

nalezacych do tego zbioru.

2. Sformulowanie problemu

Dana jest sie¢ komunikacyjna opisana za pomocg grafu skierowanego (rys. 1). W sieci
kursujg pojazdy czterech linii komunikacyjnych: A, B, C i D. Wierzchotki grafu o numerach
1-16 reprezentujg przystanki lub stacje koncowe pojazdéw komunikacyjnych. Stacje koricowe
oznaczone sg etykietami linii komunikacyjnych. Krawedzie grafu reprezentujg trasy przejazdu
pojazdéw komunikacyjnych pomiedzy przystankami. Poniewaz pojazdy danej linii kursujg w
obydwu kierunkach, dlatego kazdg krawedz nieskierowang nalezy traktowac¢ jako pare
krawedzi przeciwnie skierowanych. Trasy przejazdu pomiedzy stacjami koricowymi moga sie
rézni¢. Pojazd linii B (rys. 1) przejezdza z przystanku 9 do 11 inng trasg niz z przystanku 11
do 9, co zostato zaznaczone na rysunku za pomocg krawedzi skierowanych.

Pojazdy poszczeg6lnych linii komunikacyjnych kursujag z okreslong czestotliwoscia
okreslong rozktadem jazdy. Czestotliwo$¢ kursowania pojazdéw moze sie zmienia¢ w réznych

porach dnia. Godziny rozpoczecia kursu ze stacji poczatkowej, trasa przejazdu, tj. sekwencja
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przystankow, przez ktére przejezdza pojazd danej linii oraz czasy przejazdu pomiedzy
poszczegblnymi przystankami sg dane. Czasy przejazdu pomiedzy przystankami sg state i nie
zmieniajg sie w réznych porach dnia. Zaktadamy idealny model sieci komunikacyjnej, tzn. sie¢
komunikacyjna, w ktérej pojazdy kursujg zgodnie z rozktadem jazdy oraz pomijamy czas
oczekiwania pojazdu na przystanku, tzn. godzina wyjazdu z przystanku jest rdGwna godzinie
przyjazdu na przystanek. Dodatkowo sie¢ komunikacyjna podzielona jest na strefy.
Przyktadowa sie¢ komunikacyjna przedstawiona na rys. 1 podzielona jest na 4 strefy

oznaczone symbolami I, n, HIi IV.

Rys. 1. Przyktadowa sie¢ komunikacyjna
Fig. 1. A sample communication network

Dla zadanej sieci komunikacyjnej i rozktadu jazdy dany jest przystanek poczatkowy pp
oraz przystanek koncowy pk, pomiedzy ktérymi chcemy odby¢ podréz. Dana jest takze
godzina rozpoczecia podrézy na przystanku pp. Nalezy wyznaczy¢ linie komunikacyjne oraz
przystanki ewentualnych przesiadek tak, aby czas i koszt podrézy pomiedzy przystankami pp i
Pk byty minimalne.

Czas podrézy wynika z przyjetej trasy przejazdu. Jest sumg czaséw przejazdu pomiedzy
przystankami zdefiniowanych rozktadem jazdy, ewentualnego czasu oczekiwania na
przystanku poczatkowym oraz ewentualnych czasow oczekiwania na potgczenie w przypadku
przesiadki.

Koszt podrézy wyznaczany jest w nastepujacy sposéb. Koszt przejazdu bez przesiadki w
granicach jednej strefy wynosi 2.0 jednostki, w granicach dwdch stref 2.3 jednostki, a w
granicach trzech lub wiecej stref 2.6 jednostki. W przypadku wystgpienia przesiadek tgczny
koszt przejazdu z przystanku pp do przystanku pk jest suma kosztéw przejazdu na
poszczegolnych odcinkach. Niektore linie komunikacyjne oznaczone sg jako po$pieszne.
Przejazd pojazdem takiej Unii odbywa sie szybciej, co jest uwzglednione w rozktadzie jazdy,

natomiast koszt przejazdu jest dwa razy wiekszy niz koszt przejazdu pojazdem linii zwykiej.
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3. Optymalizacja wielokryterialna

Problem wyznaczania potagczen w sieciach komunikacyjnych jest przyktadem optymalizacji
wielokryterialnej, a dokfadniej optymalizacji dwukryterialnej [1], O wyborze rozwigzania
zadania optymalizacji wielokryterialnej decyduje jednocze$nie wiecej niz jedno kryterium
jakosci. W omawianym problemie kryteriami jakoSci sg czas i koszt podrézy. Obydwa kryteria
sg kryteriami minimalizowanymi [1], W przypadku kryteriéw minimalizowanych rozwigzanie
X jest lepsze od rozwigzania Y, jezeli warto$¢ funkcji kryterialnej rozwigzania X jest mniejsza

od wartosci funkcji kryterialnej rozwigzania Y.
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Rys. 2. Przykfadowy zbidr rozwigzan niezdominowanych
Fig. 2. A sample set ofnon-dominated Solutions

Rozwigzaniem zadania optymalizacji wielokryterialnej nie jest jedno konkretne
rozwigzanie, ale zbidr rozwigzan, zwany zbiorem rozwigzan niezdominowanych (zbiorem
kompromiséw, zbiorem rozwiazan Pareto-optymalnych [2]). Rozwigzanie X nalezy do zbioru
rozwigzan niezdominowanych, jezeli nie istnieje rozwigzanie Y, ktére je dominuje. Woéwczas
rozwigzanie X nazywamy rozwigzaniem niezdominowanym (Pareto-optymalnym), [3].
Zalézmy, ze danych jest n minimalizowanych funkcji kryterialnych Rozwigzanie Y
dominuje rozwigzanie X, jezeli: V; e {1,..., n}f(Y) <f(X) orazji(Y) <fj(X) dla przynajmniej
jednej wartosci je {1, .., n}. Przykfadowy zbiér rozwigzah niezdominowanych zostat
przedstawiony na rys. 2. Funkcjami kryterialnymi sa czas i koszt podrozy. Obydwa kryteria sg
kryteriami minimalizowanymi. Zbior wszystkich mozliwych rozwigzan sktada sie z siedmiu
rozwigzan ponumerowanych od 1 do 7. Jednak do zbioru rozwigzan niezdominowanych
nalezg tylko rozwigzania 1, 2, 3 i 4. Pozostate rozwigzania sg rozwigzaniami zdominowanymi.
Rozwigzanie 5 jest zdominowane przez rozwigzania 1 i 2, rozwigzanie 6 jest zdominowane
przez rozwigzanie 2, natomiast rozwigzania 2, 3 i 6 dominujg rozwigzanie 7. Inne przykiady
zadan optymalizacji wielokryterialnej oraz zbioréw rozwigzan niezdominowanych mozna
znalez¢ w pracy [1].
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4. Dwukryterialny problem wyznaczania najkrotszej Sciezki w grafie
wazonym o statych wagach

Przyjmijmy, ze dany jest skierowany graf wazony, tj. z kazda krawedzig grafu jest
zwigzana jedna, okre$lona waga (np. odlegto$é, czas lub koszt przejazdu). Wyznaczenie
najkrotszej Sciezki pomiedzy dwoma wierzchotkami polega na znalezieniu $ciezki, ktérej waga
jest minimalna [5], Waga $ciezkip = <vQ, V/,..., v,,>jest suma wag krawedzi jg tworzacych [5]
[9l:

n
W(P) =2>(v_,.v.) -
W grafie moze istnie¢ jedna lub wiele najkrotszych sciezek, wtedy jednak wszystkie one majg
taka samg wage.

W przypadku grafu skierowanego, w ktérym z kazdg krawedzig sg zwigzane dwie wagi W
i W2 rozwigzaniem problemu wyznaczania najkrotszej $ciezki w og6lnym przypadku nie jest
jedna Sciezka, ale zbi6r Sciezek stanowiacy zbior rozwigzan niezdominowanych. Kazda
Sciezkap = <vQ vt, ..., v,,> ma dwie wagi:

n n
(P)=Z WI(WISM), 20 ) =Z W2(WI>V)-

W odréznieniu od poprzedniego przypadku Sciezki /;,, pj (i * /), bedace rozwigzaniem
problemu, moga mie¢ rézne obydwie wagi, tzn. wi(pi) * Wi(pJ) i w2p,) * w2(pj) lub obydwie
wagi takie same. Algorytmy rozwigzujace dwukryterialny problem najkrétszej Sciezki w grafie
wazonym o statych wagach zostaty zaprezentowane w pracach [6] i [7].

W pracy [6] zaprezentowano algorytm rozwigzujacy dwukryterialny problem najkrotszej
Sciezki w skierowanym grafie wazonym. Kazda krawedz grafu ma dwie wagi: czas i koszt
przejazdu. Z kazdym wierzchotkiem v, jest zwigzany zbi6r rozwiazan niezdominowanych
-D(v,). Pojedyncze rozwiazanie jest parg etykiet okreslajacych czas i koszt dojazdu z
wierzchotka poczatkowego vp do wierzchotka vt. Z tego powodu zbior 7)(v,) bedzie nazywany
zbiorem par etykiet. Pary etykiet w zbiorze D(v,) sg rézne i sg uporzadkowane rosngco
wzgledem kosztu przejazdu. Poniewaz D(vf) jest zbiorem rozwigzan niezdominowanych,
dlatego uporzadkowanie etykiet rosngco wzgledem kosztu przejazdu spowoduje
automatyczne uporzadkowane etykiet malejagco wzgledem czasu przejazdu. Zanim zostanie
zaprezentowany algorytm, zdefiniujmy dwie funkcje: scal i waga.

Funkcja scal(A, B) zwraca jako wynik zbiér bedacy suma zbioréw A = {al3a2 ..., ap} i
B - {bj, 2 ..., bg, gdzie a, = (/*, ¢*), bj = (i/, c/) sa parami etykiet oznaczajacymi
odpowiednio czas i koszt przejazdu. Zbiory A, B i wynikowy S = scal(A, B) zawieraja

rozwigzania niezdominowane, zbiér S wynikowy nie zawiera takich samych rozwigzan.
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Operacja scalania zbioréw jest wykonywana w czasie 0(\A\ + |5]). Funkcje mozna przedstawi¢

za pomocg pseudokodu [6]:

1. /:=1;j :=1; scalone :=false;
2. S$:=0; {scalony zbior par etykiet}
3: while not scalone do
4: if/ >p then
{nie ma juz rozwigzan w A, dotacz na koniec zbioru S pozostate rozwigzania z B)
5: S =S+ {bh ..., bg}\scalone :=true;

6: else ify > g then
{nie majuz rozwiazan w B, dotgcz na koniec zhioru S pozostate rozwiazania z A)
S :=S+ {ah ..., ap);scalone :=true;

8: else ifcf <cf then

9: whilet Si/ doj :=j+ 1, end while {pomin rozw. zdominowane ze zhioru B}
10: S:=S+ {ai)\i:=; + 1 {dotgcz na koniec zbioru S rozwigzanie a,)
11: else ifc/ < ¢,° then
12: while i/ <tado/:=/+ 1, end while {pomin rozw. zdominowane ze zbioru A}
13: S:=S+{bj}-,j:=j+1; {dotacz na koniec zbioru S rozwigzanie bj)
14: else if ta<tf then
15: while if <// doj :5 + 1; end while {pomin rozw. zdominowane ze zbioru B}
16: S =S+ {a}5/:=/+!; {dotgcz na koniec zbioru S rozwigzanie a,}
17:  else
18: while if <if doi:=i+ 1; end while {pomin rozw. zdominowane ze zbioru A}
19: S:=S+{bj}-j-.=j+1; {dotacz na koniec zbioru S rozwigzanie bj)
20: end if
21: end while

22: scal(A,B) :=S;

Funkcja waga(viy w) zwraca jako wynik pare wartosci (Te, Q ) bedacych wagami krawedzi
(czas i koszt przejazdu) prowadzgcej z wierzchotka v, do wierzchotka w
Dodatkowo zdefiniujmy nastepujaca operacje:
A® Ch={(/l+T,c°+Cjn, (h°+Ty,c2+Q ), (4°+ Thcka+Q)},
gdzie:
A={(T,c/), (/l,c!l), (1K, cks.
Zhiér A jest zbiorem rozwigzan niezdominowanych, a wartosci (Ty, C{) sg state, dlatego zbidr

bedacy wynikiem wykonania powyzszej operacji jest takze zbiorem rozwigzan
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niezdominowanych. Pary etykiet w zbiorze wynikowym sg uporzadkowane rosngco wzgledem
kosztu (malejgco wzgledem czasu) przejazdu.

Algorytm, w dalszej czesci pracy nazywany algorytmem 1, mozna opisa¢ za pomocg
pseudokodu [6]:

1 forv,e Fdo

2 Dy =0;

3 end for

4 DB = {0, 0)};

5 kolejka := {wp};

6 while kolejka &0 do

7 pobierz i usun z kolejki wierzchotek v,;

8 for all \j e adj[v,] do

9 Dnmy(vj) := scal(D(Vj), D(yf) © waga(vh

10 if Dnmy(Vj) * D(Vj) then

n D(yi)  Dnovrykyj)

iV if Vj £ kolejka then

13 kolejka := kolejka + {+};
14 end if

15 end if

16 end for

17 end while

W algorytmie zastosowano metode przeszukiwania grafu wszerz [5], Ideg algorytmu jest
odwiedzanie wszystkich wierzchotkéw vh do ktérych prowadza krawedzie z danego
wierzchotka v, (krok 8) i wyznaczanie nowego zbioru etykiet dla wierzchotka y, (krok 9). W
przypadku uzyskania nowego, réznego od poprzedniego, zbioru par etykiet (krok 10) zbior
ten jest zapamietywany (krok 11) a wierzchotek v;, jezeli nie znajduje sie w kolejce (krok 12),
to jest do niej wstawiany (krok 13). W algorytmie zostata zastosowana kolejka FIFO [5],
Dziatanie algorytmu konczy sie w momencie, kiedy kolejka jest pusta (krok 6). W czesci
inicjalizacyjnej algorytmu kazdemu wierzchotkowi grafu przyporzadkowany jest pusty zbiér
par etykiet (kroki 1-3), natomiast z wierzchotkiem poczatkowym wp (krok 4) zbiér
jednoelementowy zawierajacy pare etykiet (0, 0).

W pracy [7] zostaly zaprezentowane dwie modyfikacje algorytmu 1. Oméwimy w dalszym

ciggu tylko jedng z nich, gdyz byta ona podstawg do opracowania algorytmu rozwigzujgcego
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problem bedacy tematem niniejszej pracy. W dalszej czeSci modyfikacja algorytmu 1 bedzie

nazywana algorytmem 2. Algorytm 2 jest opisany nastepujacym pseudokodem:

D(vp) = {(0, O}
wyznacz rozwigzania o minimalnym koszcie z wierzchotka vp do wszystkich pozostatych;
wyznacz rozwigzania o minimalnym czasie z wierzchotka vp do wszystkich pozostatych;

forv, s Fdo

1
2
3
4
5: jezeli identyczne pary etykiet to usun jedna z nich;
6: end for

7. kolejka \={v,,v2 ...,vny,

8. whilc kolejka~ 0 do

9 pobierz iusun z kolejka wierzchotek

10: for \j € adj[v(\ do

11 if zbior D(vj) © waga(vh vj) niezdominowany then
12: Drony(Vj) := scal(D(vj), D(v,) © waga(v,, v,));
13: if Dnwjyj) * D(vj) then

14: D(vj) := Dnmy(vj);

15: if j £ kolejka then

16: kolejka := kolejka + {v,};

17: end if

18: end if

19: end if

20: end for

21: end while

Modyfikacja algorytmu 1 polega na cze$ciowym eliminowaniu rozwigzan zdominowanych
w momencie tworzenia nowego zbioru etykiet (krok 9 algorytmu 1). Poniewaz pary etykiet w
zbiorze D dla kazdego wierzchotka sg uporzgdkowane rosngco wzgledem kosztu (oraz
malejgco wzgledem czasu) przejazdu, umozliwia to sprawdzenie czy caty zbior par etykiet
przekazywany funkcji scal w drugim parametrze (krok 9 algorytmu 1) jest zdominowany
przez wczesniej wyznaczone dla wierzchotka v, rozwiazanie o minimalnym czasie lub koszcie
przejazdu. Jezeli zbior jest zdominowany, to nie jest on tworzony, co oznacza pominiecie
krawedzi prowadzacej z wierzchotka vtdo vy,
Przyjmijmy, ze dane sg zbiory etykiet:
D(v,) = {(/l, c), (1;",C)), (&', ck},
D{vj) = {(1, ci), (li,ci), (ii, ci)}.
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Poniewaz pary etykiet w zbiorach sg posortowane, wiec spetnione sg zaleznosci:
t/>t21>...>tk,Ci, <C3 <... <CKk;
ti>*/>...>tl ej <ci<.. <cl
Zbiér par etykiet D(y,) © waga(vh vj) jest zdominowany przez istniejace dla wierzchotka vy,
rozwigzanie 0 minimalnym czasie przejazdu, jezeli zachodzg zaleznosci:
ci +Cij>ci oraz ti + Tv>td
lub jest zdominowany przez rozwigzanie o minimalnym czasie przejazdu w przypadku gdy:
ti + Tij>ii orazci + Ctla c/.
Sprawdzenie, czy caly zbiér Z)(v,) © waga(vt, y,) jest zdominowany (krok 11), nie wymaga
tworzenia tego zbioru. Jest to mozliwe dzieki uporzadkowaniu par etykiet w zbiorach D(v,) i
D(vj). Operacja ta odbywa sie bez koniecznos$ci przegladania catej zawarto$ci wymienionych
zbioréw [7].

Druga istotna modyfikacja algorytmu 1 dotyczy czesci inicjalizacyjnej. Za pomocg
algorytmu Dijkstry [5] wyznaczane sg rozwigzania o minimalnym koszcie (krok 2) i czasie
(krok 3) przejazdu z wierzchotka poczatkowego v do wszystkich pozostatych wierzchotkdw
grafu. Rozwigzania te sg umieszczane w zbiorach etykiet dla kazdego z wierzchotkdw.
Rozwigzania o minimalnym koszcie i czasie przejazdu moga by¢ identyczne dla danego
wierzchotka. W takim przypadku usuwane jest jedno z rozwigzan (kroki 4-6). Po wykonaniu
czesci inicjalizacyjnej zbior par etykiet kazdego wierzchotka zawiera jedng lub dwie pary

etykiet, dlatego do kolejki wstawiane sg wszystkie wierzchotki grafu (krok 7).

5. Reprezentacja sieci komunikacyjnej

Sie¢ komunikacyjna jest reprezentowana przez skierowany graf wazony [4], Wierzchofki
grafu reprezentujg przystanki, natomiast krawedzie grafu - trasy przejazdu pojazdow
komunikacyjnych pomiedzy przystankami. Graf reprezentujacy sie¢ zawiera krawedzie
rownolegte. Kazda krawedZ prowadzgaca z wierzchotka i do wierzchotkaj (i #j) odpowiada
danej linii komunikacyjnej, ktérej pojazdy kursujg z przystanku i do przystankuj, i ma dwie
wagi: czas i koszt przejazdu z przystanku i do przystankuj.

Wagi krawedzi sg wagami zmiennymi, tzn. ich wartosci nie sg state, tylko sg ustalane w
momencie wyznaczania potaczenia. Rozpatrzmy potgczenie z przystanku x do przystanku y
(rys. 3). Zatézmy, ze trasa potgczenia przebiega przez przystanki i orazj. Waga krawedzi

okre$lajaca czas przejazdu z przystanku i doj (wf) ma nastepujaca wasnosc:
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gdzie r, jest czasem przybycia na przystanek a Tjjest czasem przybycia na przystanek j.
Warto$¢ wagi wy mozna okresli¢ dopiero wtedy, kiedy jest znany czas r,. Jest ona okre$lona
zaleznoscia:

wo=r9+ Lrt,

gdzie rj jest czasem przejazdu z przystanku ; do przystanku j, ktory jest zdefiniowany
rozktadem jazdy, a Ar, jest czasem oczekiwania na przystanku i. W przypadku gdy na
przystanku i nie dokonujemy przesiadki, czas oczekiwania Ar, jest rowny zero i warto$¢ wagi
jest rowna czasowi przejazdu z przystanku i doj. W przeciwnym przypadku, tzn. gdy na
przystanku i konieczna jest przesiadka, czas oczekiwania Ar, moze mie¢ warto$¢ wieksza od

zera, poniewaz czas wyjazdu moze by¢ rozny od czasu przyjazdu na przystanek /.

ru

wy L]
Rys. 3. Fragment potgczenia z przystanku x do przystankuy
Fig. 3. A part ofroute from stop x to stopy

O wartosci wagi okre$lajacej czas przejazdu praktycznie decyduje to, czy nastepuje
przesiadka na przystanku i. W przypadku wagi okres$lajacej koszt przejazdu, wptyw na jej
warto$¢ ma wiecej czynnikéw. W sytuacji kiedy na przystanku / nie dokonujemy przesiadki,
koszt przejazdu z przystanku i doj moze wynosi¢ zero lub 0.3 jednostki. Koszt przejazdu
wynosi zero w przypadku, gdy przystanki i orazj znajdujg sie w tej samej strefie lub gdy
znajdujg sie w roznych strefach, ale dojezdzajac do przystanku i od ostatniej przesiadki
przekroczono co najmniej dwie strefy. Natomiast koszt wynosi 0.3 jednostki, jezeli przystanki
i orazj znajdujg sie w réznych strefach i od ostatniej przesiadki przekroczono mniej niz dwie
strefy. W przypadku gdy na przystanku / konieczna jest przesiadka, koszt przejazdu z
przystanku i doj wynosi 2.0 lub 2.3 jednostki. Koszt przejazdu wynosi 2.0, jezeli przystanki i
orazj znajdujg sie w tej samej strefie. W przeciwnym przypadku koszt przejazdu jest réwny
2.3 jednostki.

Powyzsza analiza kosztoéw przejazdu dotyczyta sytuacji, w ktérej z przystanku i do
przystanku j dojezdzamy pojazdem linii zwyktej. W przypadku linii pos$piesznej powyzsze
koszty przejazdu nalezy pomnozy¢ przez dwa.

Wyznaczenie potaczen w sieci komunikacyjnej pomiedzy dwoma zadanymi przystankami

grafie pomiedzy dwoma wierzchotkami (ang. bicriterion shortest-path problem).
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6. Algorytm wyznaczania poigczehn w sieci komunikacyjnej

Algorytm, w dalszej cze$ci pracy nazywany algorytmem 3, zostat opracowany na
podstawie algorytmu 2 omoéwionego w punkcie 4. Algorytm 2 zostat opracowany dla grafu
wazonego o statych wagach, natomiast wagi grafu opisujgcego sie¢ komunikacyjng nie maja
statych wartosci. Z tego powodu nie jest mozliwe bezposrednie zastosowanie algorytmu 2 do
wyznaczenia potgczen w sieci komunikacyjnej i zachodzi konieczno$¢ wprowadzenia pewnych
modyfikacji.

W algorytmie 2 wyznaczane sg same etykiety oznaczajace czas i koszt dojazdu, natomiast
pomijana jest trasa dojazdu do danego wierzchotka. W przypadku problemu bedgcego
tematem niniejszej pracy wyznaczenie samych etykiet nie jest wystarczajace, gdyz konieczna
jest takze znajomo$¢ trasy przejazdu pomiedzy przystankiem poczatkowym i koncowym.
Dlatego w algorytmie 3 pojedyncze rozwigzanie dla wierzchotka reprezentujgcego przystanek
vi zawiera:

« etykiety okreslajace czas i koszt dojazdu,

e numer wierzchotka v,, ktory poprzedza w trasie wierzchotek v

e numer rozwigzania dla wierzchotka v,, z ktérego utworzono aktualne rozwigzanie,

« numer linii komunikacyjnej, jakg dojezdza sie z wierzchotka v, do v
Pamietanie wymienionych danych umozliwia odtworzenie trasy dojazdu z przystanku

poczatkowego do przystanku v

potgczenie 1: 38 ~ "N W2 — 24
potgczenie 2: 38 »17 N -m24
. wy L23_ ., LI /TN L 25 L 23
potaczenie 3: 37 2 *x(24) > 125 - »214
- L 30 L7 /C7\ L 25 L 23
polaczenie'4: 38 — - »17 »(24) » 125 » 214

Rys. 4. Potgczenia z przystanku 38 do 24 i z przystanku 38 do 214
Fig. 4. A routes from stop 38 to 24 and from stop 38 to 214

W algorytmie 2 dla kazdego wierzchotka v, pamietany jest zbioér rozwigzan
niezdominowanych D(v,). W przypadku wyznaczania potaczeri komunikacyjnych pamietanie
dla kazdego wierzchotka zbioru rozwigzan niezdominowanych jest niewystarczajace i nie
zapewnia wyznaczenia wszystkich rozwiazad niezdominowanych dla wierzchotka
reprezentujgcego przystanek koncowy podrozy. Niech bedzie dany przystanek poczatkowy

reprezentowany przez wierzchotek x, przystanek koncowy reprezentowany przez wierzchotek
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y oraz zbiér rozwigzan dla wierzchotka i, bedacych potaczeniami z przystanku x do przystanku

/. Przyjmijmy, ze trasajednego z potaczen przebiega przez przystanek / (rys. 3).

Twierdzenie 1
Z rozwigzania zdominowanego dla wierzchotka i mozna uzyska¢ rozwigzanie

niezdominowane dla wierzchotka.y.

Dowod

Dowdd twierdzenia zostanie przedstawiony na przyktadzie. Niech bedzie dany przystanek
poczatkowy 38 i przystanek koncowy 214 (rys. 4). Zbiér rozwigzan niezdominowanych sktada
sie z dwoch polgczen: potaczenia 3 i 4. W obydwu polgczeniach czas przejazdu jest réwny
127 minut, natomiast koszt przejazdu wynosi 8.00 jednostek. Potgczenia te nie sg identyczne,
poniewaz réznig sie trasg przejazdu, a doktadniej trasa dojazdu z przystanku 38 do przystanku
24. Z przystanku 38 do 24 mozna dojecha¢ na dwa sposoby: polgczenia 1i 2 na rys. 4. W
obydwu potaczeniach koszt przejazdu jest réwny 4.00 jednostki. W polaczeniu 1 czas
przejazdu wynosi 76 minut, natomiast w polaczeniu 2 jest on réwny 77 minut. Zatem
potaczenie 2 jest zdominowane przez potaczenie 1.

W potaczeniach 3 i 4 trasa dojazdu z przystanku 24 do 214 jest taka sama oraz w obydwu
przypadkach przejazd odbywa sie pojazdami tej samej linii komunikacyjnej, dlatego czas i
koszt przejazdu w obydwu przypadkach sg identyczne. Poniewaz w obydwu potgczeniach
godzina wyjazdu z przystanku 24 jest taka sama, dlatego réznica jednej minuty w czasie
dojazdu do przystanku 24 w potaczeniach 1i 2 jest kompensowana przez czas oczekiwania na
przesiadke na przystanku 24. Z tego powodu z poigczenia 2, bedacego rozwigzaniem

zdominowanym, uzyskano rozwigzanie niezdominowane, tj. potgczenie 4.

Z twierdzenia 1 wynika, ze pamietanie dla kazdego wierzchotka zbioru rozwigzan
niezdominowanych nie jest wystarczajagce. Dla kazdego wierzchotka nalezy pamieta¢ wiec
wszystkie rozwigzania, ktére nie sa zdominowane przez rozwigzania o minimalnym czasie i
koszcie przejazdu dla wierzchotka kofncowego. Wyjatkiem jest wierzchotek koncowy, dla
ktérego pamietane sg tylko rozwigzania niezdominowane. Jezeli dla dowolnego wierzchotka
rozwigzanie jest zdominowane przez rozwigzanie o minimalnym czasie lub koszcie przejazdu
dla wierzchotka kofAcowego, to takiego rozwigzania nie trzeba pamieta¢ i mozna je pominag,
poniewaz uzyska sie z niego zdominowane rozwigzanie dla wierzchotka koficowego.

W kroku 12 algorytmu 2 tworzony jest nowy zbidr par etykiet. Powstaje on z dwdch
zbioréw: D(v;) i D(v,) © waga(v,, W). Zbiory D(v;), D(v,) sa zbiorami rozwigzan
niezdominowanych. Poniewaz wagi krawedzi majg state wartosci, dlatego zhiér
D(v,) © waga(vf, v,) jest takze zbiorem rozwigzan niezdominowanych. W przypadku grafit

reprezentujgcego sie¢ komunikacyjng wagi krawedzi nie maja statych wartosci, a zatem zhiér
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D(y,) © waga(yb vj) moze zawiera¢ rozwigzania zdominowane. Z tego powodu zbiér ten nie
jest tworzony. Préba utworzenia nowego zbioru rozwigzar dla wierzchotka y, odbywa sie w k
iteracjach (kroki 6-16 algorytmu 3), gdzie k jest réwne liczbie rozwigzan w zbiorze D(v,). W
kazdej iteracji na podstawie kolejnych rozwigzah ze zbioru D(y,) jest tworzone nowe
rozwigzanie dla wierzchotka v, (krok 7). Nowe rozwiazanie jest dotgczane do zbioru D{vj),
jezeli nie nalezy ono do tego zbioru i nie jest ono zdominowane przez rozwigzanie o
minimalnym koszcie lub czasie przejazdu dla wierzchotka vikoniec (krok 9). W przypadku gdy
wierzchotkiem v, jest wierzchotek koncowy vkaile, przy dotgczeniu rozwiazania do zbioru
D(Vj) nastepuje usuniecie rozwigzan zdominowanych (krok 13). W przeciwnym razie
nastepuje ustawienie znacznika nowe_rozw (krok 11), ktdéry informuje, ze do zbioru D(vj)
zostalo dotgczone nowe rozwiazanie i po jego utworzeniu nalezy wstawi¢ do kolejki
wierzchotek Vj (kroki 17-19).

Algorytm wyznaczania potgczen w sieciach komunikacyjnych mozna przedstawié¢ za

pomoca nastepujgcego pseudokodu:

1 MinCzasQ; MinKoszto;

2. while kolejka ~ 0 do

3 pobierz i usun z kolejki wierzchotek v,;

4 for \je adj[v\ do

5: nowerozw := false;

6: for rozwmM e D(v,) do

7 rozwyj := roowM + waga(yh vj);

if rozwoj niezdominowane i rozwy <€D(vj) then

o D(vj) := D(vj) + {rozwy};
10 if v, vioctlien
11: Nnowe_rozw := true;
12: else
13: usun rozwigzania zdominowane;
14: end if
15: end if
16: end for
12: if nowej-ozw iy, g kolejka then

18: kolejka :=kolejka + {ty};

19: end if
20: end for

21: end while
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W czesci inicjalizacyjnej algorytmu wyznaczane sg za pomocg algorytmu Dijkstry
rozwigzania o minimalnym czasie i koszcie przejazdu. Aby wyznaczy¢é rozwigzanie o
minimalnym koszcie przejazdu konieczne jest dodanie dodatkowych krawedzi w grafie
reprezentujagcym sie¢ komunikacyjng. Dla kazdej pary wierzchotkéw oprécz krawedzi juz
istniejagcych dodawanych jest tyle krawedzi, ile linii komunikacyjnych taczy je bezposrednio,
tzn. bez koniecznosci przesiadki [8]. Algorytm Dijkstry umozliwia wyznaczenie rozwigzan o
minimalnym czasie i koszcie przejazdu z wierzchotka poczatkowego do pozostatych
wierzchotkéw w sieci. Jednak w omawianym przypadku poszukiwania sg przerywane w
momencie znalezienia rozwigzania dla wierzchotka koricowego. Wierzchotki, dla ktérych
zostaly wyznaczone rozwigzania o minimalnym czasie lub koszcie przejazdu, sg umieszczane
w kolejce. Wyjatkiem jest wierzchotek koAcowy, ktory nie jest umieszczany w kolejce. W
trakcie wyznaczania rozwigzania o minimalnym koszcie przejazdu sprawdza sie czy
rozwigzania o minimalnym czasie i koszcie przejazdu nie sg identyczne. W takim przypadku w
zbiorze rozwigzar pamietane jest tylko jedno z nich.

W sieci komunikacyjnej moze istnie¢ wiele potaczed o takim samym koszcie i czasie
przejazdu, lecz réznigcych sie trasg przejazdu lub liniami komunikacyjnymi, jakimi przejezdza
sie pomiedzy poszczegblnymi przystankami. Takie potaczenia nie sa traktowane jako

identyczne. Sg one wyznaczane i umieszczane w zbhiorze rozwigzan.

7. Ztozono$¢ czasowa algorytmu

Algorytm wyznaczania potgczen komunikacyjnych sktada sie z dwoch etapéw. W czesci
inicjalizacyjnej wyznaczane sg potgczenia 0 minimalnym czasie i koszcie przejazdu. W drugim
etapie wyznaczane sg pozostate potgczenia nalezace do zbioru rozwigzan niezdominowanych.

Do wyznaczenia potgczen o minimalnym czasie i koszcie przejazdu zostat zastosowany
algorytm Dijkstry, ktérego ztozono$¢ czasowa jest O(rf*), gdzie n jest réwne liczbie
wierzchotkow w grafie reprezentujgcym sie¢ komunikacyjna [5],

Pozostate potaczenia komunikacyjne nalezace do zbioru rozwigzan niezdominowanych
wyznaczane sg za pomocg metody przeszukiwania grafu wszerz [5], Etap ten ma ztozonos$¢
wyktadniczg wzgledem liczby wierzchotkow w grafie. Rozpatrzmy sie¢ komunikacyjng
reprezentowang przez grafz rys. 5a. Na krawedziach grafu zaznaczono, jaka linia (oznaczana
przez Li) kursuje pomiedzy przystankami oraz czas (pierwsza warto$¢) i koszt przejazdu
(druga warto$¢). Przyjmijmy, ze pojazdy komunikacyjne kursuja co 1 minute. Niech
przystankiem poczatkowym bedzie przystanek 1, a przystankiem koncowym przystanek 3.

Wszystkie  mozliwe potaczenia pomiedzy tymi przystankami sg rozwigzaniami
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niezdominowanymi. Trasa kazdego z potgczen jest identyczna. Potaczenia réznia sie liniami
komunikacyjnymi, jakimi przejezdza sie pomiedzy przystankami. Istniejag nastepujace
potaczenia:

4 polgczenia o czasie rownym 4 minuty i koszcie przejazdu réwnym 8jednostek,

e 4 polaczenia o czasie rownym 6 minut i koszcie przejazdu wynoszacym 6 jednostek,

e 1potaczenie o czasie rGwnym 8 minut i koszcie przejazdu 4 jednostki.

tacznie istnieje 9 potgczen bedgcych rozwigzaniami niezdominowanymi. Liczbe
wszystkich mozliwych potaczen mozna opisa¢ zaleznoscig mnA gdzie w jest rowne stopniowi

wyjsciowemu wierzchotka.

a)

b)

Rys. 5. Przyktadowe sieci komunikacyjne
Fig. 5. A sample communication networks

Rozpatrzmy teraz sie¢ sktadajgca sie z n = 4 przystankéw, w ktérej kursujg pojazdy k =9
linii komunikacyjnych (rys. 5b). Podobnie jak w poprzednim przypadku zatozymy, ze pojazdy
komunikacyjne kursujg co 1 minute. Przystankiem poczatkowym niech bedzie przystanek nr 1,
a przystankiem koncowym przystanek nr 4. Zbidr rozwigzan niezdominowanych sktada sie z:

» 8 polaczen o czasie rownym 6 minut i koszcie przejazdu rownym 12 jednostek,

e 12 potaczen o czasie rGwnym 8 minut i koszcie przejazdu wynoszacym 10 jednostek,

» 6 potaczen o czasie rownym 10 minut i koszcie przejazdu 8jednostek,

» 1 potaczenia o czasie rownym 12 minut i koszcie przejazdu wynoszacym 6 jednostek.
tacznie zbior rozwigzan niezdominowanych zawiera m”1 = 27 potaczen. Podobnie jak w
poprzednim przypadku sg to wszystkie mozliwe polgczenia pomiedzy przystankiem
poczatkowym i koAcowym.

Liczba wszystkich mozliwych potaczen pomiedzy przystankiem poczatkowym i
koricowym jest réwna ni"l W omawianych dwdéch przyktadach m < k. Jednak maksymalna

warto$¢ stopnia wyjéciowego wierzchotka (m) jest réwna liczbie linii komunikacyjnych (k) w
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sieci. Wobec tego ztozono$¢ czasowa wyznaczania pozostatych potaczen nalezacych do zbioru
rozwigzan niezdominowanych jest 0(/r").

O ztozonosci czasowej algorytmu decyduje drugi etap wyznaczania potaczen, ktéry ma
ztozonos$¢ -wykladnicza. Zatem ztozono$¢ czasowa algorytmu wyznaczania potgczen w sieci

komunikacyjnej jest 0(kr).

8. Ztozonos$¢ pamieciowa algorytmu

Dla kazdego wierzchotka grafu pamietany jest zbior rozwigzan. Rozpatrzmy sie¢
komunikacyjng opisang grafem z rys. 5b. Zbidr rozwigzan dla wierzchotka startowego zawiera
jedno rozwigzanie, w ktérym czas i koszt dojazdu sg réwne 0. W zbiorze rozwigzan
wierzchotka 2 znajdujg sie 3 rozwigzania:

e 2rozwigzania o czasie rownym 2 minuty i koszcie przejazdu réwnym 4 jednostki,

e 1rozwigzanie o czasie rownym 4 minuty i koszcie przejazdu 2 jednostki.

Zbior rozwigzan wierzchotka 3 zawiera 9 rozwigzan:

e 4 rozwigzania o czasie rownym 4 minuty i koszcie przejazdu réownym 8 jednostek,

e 4rozwigzania o czasie rownym 6 minut i koszcie przejazdu wynoszacym 6 jednostek,

» 1rozwiazanie o czasie rownym 8 minut i koszcie przejazdu 4 jednostki.

Natomiast zbioér rozwigzan wierzchotka konicowego sklada sie z 27 rozwigzan
niezdominowanych. tacznie pamietanychjest 1 +3 +9 + 27 = 40 rozwigzan. Wartosci 1, 3,
9, 27 tworza cigg geometryczny o ilorazie g = m = 3 i pierwszym wyrazie at ~\. Zatem liczba
wszystkich pamietanych rozwigzan jest réwna sumie N poczatkowych wyrazédw ciggu, ktéra

jest okres$lona wzorem:

W naszym przypadku N jest réwne liczbie wierzchotkow w grafie reprezentujagcym sie¢
komunikacyjng. Zatem ztozono$¢ pamieciowa algorytmu, podobnie jak ztozono$¢ czasowa
jest wyktadnicza wzgledem liczby wierzchotkdéw w grafie.

Odlegto$¢ pomiedzy przystankiem poczatkowym i koncowym ma wplyw na liczbe
pamietanych rozwigzan. Im przystanki poczatkowy i koAcowy sg blizej siebie, tym minimalny
czas i koszt dojazdu jest mniejszy, Dzieki temu znaczna liczba rozwigzan nie jest pamietang
poniewaz sg one zdominowane przez rozwigzanie o minimalnym czasie i koszcie dla
przystanku koncowego. W przypadku znacznej odlegtosci pomiedzy przystankiem
poczatkowym i koAcowym czas i koszt przejazdu sa odpowiednio wieksze. Z tego powodu

znacznie mniejsza liczba rozwigzali jest zdominowana przez rozwigzania 0 minimalnym czasie
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i koszcie przejazdu, czyli musza one by¢ pamietane. W takim przypadku moze pojawic sie
problem z brakiem pamieci mogacej pomiesci¢ tak znaczng liczbe rozwigzan. Obawy te

zostaty potwierdzone w trakcie badan eksperymentalnych.

9. Wyniki badan eksperymentalnych

Badania eksperymentalne algorytmu wyznaczania potgczen w sieci komunikacyjnej zostaty
przeprowadzone dla sieci komunikacyjnej skladajacej sie z 1211 przystankow. Siec jest
podzielona na 26 stref, kursujg w niej pojazdy 500 linii komunikacyjnych. Zostata ona
stworzona wylgcznie dla potrzeb testéw i nie reprezentowata zadnej rzeczywistej sieci
komunikacyjnej. Wyniki badan zostaty przedstawione w tab. 1i 2.

W tabeli 1 przedstawiono liczbe wyznaczonych rozwigzan dla przyktadowych par
przystankéw. Kolumna 5 tabeli zawiera liczbe rozwigzan niezdominowanych dla przystanku

koncowego. Natomiast w kolumnach 3 i 4 przedstawiono odpowiednio minimalng i

Tabela 1
Wyznaczone rozwigzania
Przystanek Dtugosé trasy Liczba rozwigzan Liczba wszystkich
poczatkowy koncowy minimalna maksymalna niezdominowanych rozwigzan
1211 672 21 25 3 184598
703 1095 23 28 6 799572
337 667 27 32 12 478851
484 1074 32 34 2 201564
1155 512 22 25 9 217485
750 1108 18 20 7 39296
648 675 36 36 1 108963
296 353 18 25 6 104567
602 738 20 24 7 498502
574 741 19 28 6 662223

maksymalng dtugos¢ trasy potgczenia nalezacego do zbioru rozwigzan niezdominowanych
przystanku kofncowego. Przez diugos¢ trasy nalezy rozumie¢ liczbe przystankéw w trasie. W
kolumnie 6 przedstawiono liczbe wszystkich rozwigzan, jakie byly pamietane podczas
wyznaczania potgczen z przystanku poczatkowego do korcowego. Sg to pofaczenia z
przystanku poczatkowego do innych przystankéw w sieci. Mimo ze maksymalna dtugos$¢ trasy
nie przekracza 40, liczba pamietanych rozwiazan jest rzedu 105. W przypadku sieci
komunikacyjnej skladajacej sie z 1211 przystankéw odlegto$é nie przekraczajaca 40 nalezy

uzna¢ za niewielka. Przeprowadzenie eksperymentu dla przystankéw znajdujagcych sie w
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wiekszej odlegtosci okazato sie niemozliwe ze wzgledu na brak pamieci mogacej pomiescic¢
wszystkie rozwigzania.

W tabeli 2 zaprezentowano poroéwnanie czasu wyszukiwania polgczen za pomocy
algorytmu zaprezentowanego w niniejszej pracy, oznaczonego jako algorytm BFS, oraz
algorytmu przedstawionego w pracy [8], w ktérym do wyznaczania potaczen zastosowano
metode powrotéw. Czas wyszukiwania za pomoca algorytmu BFS jest gorszy od czasu
wyszukiwania za pomoca metody powrotéw. Wplyw na to majg nastepujace czynniki.
Rozwigzanie dla wierzchotka v, zawiera m.in. numer wierzchotka, ktéry go poprzedza w
trasie, ale nie zawiera informacji o wszystkich wierzchotkach nalezgcych do trasy przejazdu z

wierzchotka poczatkowego do wierzchotka v,. Poniewaz rozwigzania nie mogg zawierac cykli,

Tabela 2
Czas wyszukiwania potaczen
Przystanek Czas wyszukiwania
poczatkowy koncowy Metoda powrotow Algorytm BFS
1211 672 0:00.04 0:01.00
703 1095 0:00.05 0:13.08
337 667 0:00.03 0:02.59
484 1074 0:00.05 0:01.11
1155 512 0:00.06 0:01.28
750 1108 0:00.02 0:00.24
648 675 0:00.04 0:00.29
296 353 0:00.06 0:00.38
602 738 0:00.04 0:03.20
574 741 0:00.05 0:04.42

dlatego w czasie préby utworzenia nowego rozwigzania dla wierzchotka y, nalezy sprawdzi¢,
czy nie znajduje sie on juz w trasie. W tym celu nalezy kazdorazowo odtworzy¢ trase
przejazdu z wierzchotka poczatkowego do wierzchotka v,. W przypadku metody powrotow
zastosowana zostata tablica o rozmiarze n, w ktorej dla kazdego wierzchotka pamietane jest
czy nalezy on juz do trasy. Sprawdzenie, czy wierzchotek y, nalezy do trasy, odbywa sie w

czasie statym bez koniecznosci odtwarzania trasy przejazdu.

10. Podsumowanie

W niniejszej pracy zostat zaprezentowany algorytm wyznaczajacy potaczenia w Ssieci
komunikacyjnej ze wzgledu na dwa kryteria jednocze$nie: czas i koszt podrozy. Wyznaczone
potaczenia nalezg do zbioru rozwigzan niezdominowanych. Polgczenia sg wyznaczane w

dwoch etapach. W pierwszym etapie wyznaczane sg potgczenia o minimalnym czasie i koszcie



Wyznaczanie potaczen w sieciach komunikacyjnych o zmiennych wagach 103

przejazdu. W drugim etapie za pomocg metody przeszukiwania grafu wszerz (ang. breadth
first search) wyznaczane sa pozostate rozwigzania niezdominowane.

Rozwigzanie problemu wyznaczania potgczen w sieci komunikacyjnej sprowadza sie do
rozwigzania dwukryterialnego problemu najkrétszej $ciezki w grafie wazonym o wagach
dynamicznych. Podstawg do opracowania algorytmu zaprezentowanego w niniejszej pracy byt
algorytm zaprezentowany w pracy [7], Wymieniony algorytm rozwigzuje dwukryterialny
problem najkrétszej Sciezki w grafie wazonym o stalych wagach. Algorytm ten zostat
zaprezentowany w niniejszej pracy.

Przedstawiony algorytm wyznaczania polagczen w sieciach komunikacyjnych ma
wyktadniczg ztozono$¢ zaréwno czasowa, jak i pamieciowg. Decydujacy wplyw na czas
wyznaczania potaczen ma drugi etap algorytmu o ztozonosci wyktadniczej. Do wyznaczenia
potaczern o minimalnym czasie i koszcie przejazdu zastosowano algorytm Dijkstry o
ztozonosci kwadratowej. Czas wyznaczania potgczen o minimalnym czasie lub koszcie
przejazdu nie przekracza 1 sekundy.

Ze wzgledu na wyktadniczg ztozono$¢ pamieciowa algorytmu wyznaczenie potgczen w
niektorych przypadkach moze okazaé sie niemozliwe. Sytuacja taka ma miejsce w przypadku
duzych sieci lub gdy przystanek poczatkowy i koncowy znajdujg sie w duzej odlegtosci od
siebie. W takim przypadku konieczne jest zapamietanie znacznej liczby rozwigzan, ktére moga
nie zmiesci¢ sie w pamieci. Potwierdzity to wyniki badan eksperymentalnych.

Algorytm zaprezentowany w niniejszej pracy mozna stosowa¢ do wyznaczania potgczen w
niewielkich sieciach komunikacyjnych lub w przypadku, gdy przystanek poczgtkowy i

koncowy znajduja sie w bliskiej odlegtosci od siebie.
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Abstract

The communication networks routing problem (CNRP) is an example of multictriteria
optimization. We have two optimization criteria: time and cost of travel. The paper presents
the algorithm to find routes between two stops. The routes belong to the set of non-dominated
solutions.

Establishing routes consists in solving the bicriterion shortest path problem in the weighted
graph with non-constant weights. The algorithm solving CNRP is based on the algorithm
presented in paper [7], This algorithm solves the bicriterion shortest path problem in the
weighted graph with constant weights.

The presented algorithm was tested on the communication network which consisted of
1211 stops and 500 communication lines. The communication network was created only for
tests and it did not represent any real communication-system.

The time and memory complexities of the algorithm are exponential. Because the memory
complexity is exponential it is not possible sometimes to use the presented algorithm to find
the routes. If the start and end stops are far from each other it is necessary to store a
considerable numer of solutions what is not always possible. The tests confirmed it. The
presented algorithm can be used for finding the routes in small communication networks or for

finding the routes between two stops which are not far from each other.



