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TEORETYCZNE PODSTAWY ZASTOSOWAN UKRYTEGO MODELU
MARKOWA DO ROZPOZNAWANIA WZORCOW

Streszczenie. W ostatnim czasie w dziedzinie rozpoznawania wzorcéw bardzo
rozpowszechnity sie metody, w ktérych wykorzystuje sie tzw. ukryty model
Markowa. Méwiac najogélniej, ukryty model Markowa jest modelem
probabilistycznym wykorzystywanym do analizy przebiegéw czasowych o losowym
charakterze. W niniejszym opracowaniu zaprezentowano podstawy teoretyczne
ukrytego modelu Markowa. Rozwazania ograniczono do modeli jednowymiarowych
z czasem dyskretnym, z dyskretnymi i ciggtymi obserwacjami. Przedstawiona
charakterystyka oprocz podstawowych definicji zawiera réwniez obszerne omoéwienie
zagadnien bezposrednio zwiazanych z zastosowaniami ukrytego modelu Markowa.
W koncowej czesci pracy zawarto krotki opis przyktadowych zastosowan ukrytego
modelu Markowa w dziedzinie rozpoznawania wzorcow.

THEORETICAL BASES OF THE USE OF HIDDEN MARKOV MODELS
PATTERN RECOGNITION

Summary. Methods that use Hidden Markov Models (HMM) became recently
very popular in the domain of pattern recognition. Generally, a HMM is a
probabilistic model used in analysis of random sequences. This article presents
theoretical bases of HMMs. Only one-dimensional models with discrete time and
continuos observation space have been analyzed. Besides of basic definitions, other
problems directly related to applications of HMMs have been discussed. The last part
of the article presents some examples of pattern recognition problems, which are
solved with HMMs.
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1. Wprowadzenie

Prace badawcze z zakresu nauk S$cistych koncentruja sie¢ czesto na opracowaniu modeli
matematycznych dla rozwazanych zagadnieA. Sg one bowiem najbardziej warto$ciowym,
z naukowego punktu widzenia, opisem zjawisk iuktadéw fizycznych. Odpowiednio
opracowany model matematyczny pozwala przewidzie¢ przebieg zjawiska lub zachowanie
sie ukladu fizycznego w rdéznych warunkach, bez koniecznosci przeprowadzania
eksperymentéw praktycznych. Przydatno$¢ modeli matematycznych znacznie wzrosta wraz
zrozwojem cyfrowych technik obliczeniowych, poniewaz, mozna je stosunkowo fatwo
zapisa¢ w postaci programu komputerowego, a znaczna moc obliczeniowa wspoétczesnych
komputeréw pozwala na szybkie uzyskanie wynikéw, nawet w przypadku bardzo ztozonych
zagadnien.

Zastosowanie modeli matematycznych jest szczeg6lnie pomocne w przypadku analizy
sygnatow. Odpowiednie modele przebiegéw czasowych i uktadéw generujacych te przebiegi
stanowig podstawe teoretyczng wielu systeméw przetwarzajgcych. Dosyé powszechne sa
réwniez zastosowania modeli matematycznych w dziedzinie rozpoznawania wzorcow.
Zastosowania te dotyczg czesto zagadnien, w ktorych wzorce klasyfikowane sg na podstawie
przebiegébw czasowych o zmiennym i losowym charakterze. W tym zakresie bardzo
popularne w ostatniej dekadzie staly sie zastosowania tzw. ukrytego modelu Markowa (w
skrécie HMM od ang. Hidden Markov Model).

Ukryty model Markowa [1,2] jest modelem probabilistycznym stosowanym do
modelowania niestacjonarnych przebiegéw czasowych. W modelu tym przyjmuje sie, ze
generowaniu sygnatéw towarzyszg procesy, majace swe odbicie w zmianach stanu ukfadu,
ktory sygnaly te generuje. Zaréwno wartosci sygnatow, jak i stan uktadu w danej chwili sg
losowe. Zakiada sie¢ przy tym, ze zmiany stanéw ukiadu, jak réwniez sygnaly przezen
generowane, mozna opisa¢ za pomocg proceséw stochastycznych Markowa.

Zanim przedstawiona zostanie charakterystyka ukrytego modelu Markowa oraz problemy
zwigzane z jego zastosowaniami, konieczne jest omowienie, lezacych u podstaw modelu,
najistotniejszych zagadnien teorii proceséw stochastycznych Markowa.

1.1. tancuchy Markowa i procesy stochastyczne Markowa

Duza czes¢ teorii rachunku prawdopodobienstwa dotyczy analizy zdarzeh niezaleznych
lub niezaleznych zmiennych losowych. W praktyce zatozenie niezaleznosci przewaznie nie
jest spetnione. Z kolei rezygnacja z tego zalozenia powoduje znaczne skomplikowanie
rozwazan i obliczen. Istotne znaczenie w rozwoju metod analizy zaleznych zdarzen losowych
majg badania Markowa. W swoich pracach Markéw wyodrebnit pewien schemat
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doswiadczen, zwany schematem doswiadczen powigzanych w tancuch Markowa.
Rozwazania te staly sie podstawa teorii proceséw stochastycznych Markowa, stanowigcej
wazny dziat nowoczesnego rachunku prawdopodobieristwa.

Znacznym rozszerzeniem zagadnien analizy schematoéw zdarzen losowych lub tez ciggow
zmiennych losowych jest teoria procesow stochastycznych. Rozszerzenie to polega na
rozpatrywaniu nie tylko skonczonych lub przeliczalnych zbioréw zmiennych losowych, ale
takze zbioréw nieprzeliczalnych. Umozliwia to badanie wiasnosci statystycznych ciggtych
funkcji losowych, takich jak np. przebiegi czasowe o charakterze losowym.

1.1.1. Ciag zdarzen powigzanych w tancuch Markowa

Niech E oznacza skonfczony lub przeliczalny zbiér zdarzen losowych, ktére wykluczaja
sie wzajemnie parami. Rozwazmy cigg N doswiadczen. Zatézmy, ze w wyniku kazdego
doswiadczenia moze zaistnie¢ jedno ze zdarzen nalezacych do zbioru E. Niech Zs/ , I<n<N
oznacza, ze wynikiem n-tego doswiadczenia jest zdarzenie Ej. Niech p-jn) oznacza
prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze wynikiem n-tego doswiadczenia jest zdarzenie §-
pod warunkiem, ze w wyniku do$wiadczenia (n-1)-go otrzymano E,.

(1

Ciag doswiadczen Eij0z Eifll, ... E~N) jest powigzany w taficuch Markowa, jezeli dla
dowolnych i,j=1, 2, .... lisi oraz dla dowolnego «=/, 2,..., N réwnosci:

Pi.r)= P(EjM IE ~'n) =P(EjM IE {1 1),E A <n_2)£i(<0,E" Q) 9)

zachodzg przy dowolnych Ef"~2),..., Zdl)),E.°}.

Cigg doswiadczen EiJox EMIN .., jest powigzany w jednorodny tancuch Markowa,
jezeli dla dowolnych i,j=1, 2,..., lisi prawdopodobienstwo py(n) nie zalezy od n, tj.:
Pijin ~ Pa  (n=1,2,...,N). 3)

W ujeciu bardziej pogladowym zbior zdarzenn E odpowiadaé moze zbiorowi stanow
fazowych pewnego uktadu fizycznego, a ciag zdarzen EjJC Ejl(> ..., E-"N>ewolucje tegoz
uktadu w kolejnych chwilach t-1, 2, .., N. W takim rozumieniu pjr> oznacza
prawdopodobieAstwo warunkowe tego, ze w chwili r uktad znajdzie sie w stanie E, pod
warunkiem, ze w chwili t-1 znajdowat sie w stanie ~ Prawdopodobienstwo to nazywane jest
prawdopodobiefAstwem przejScia pomiedzy stanami E, i Ej. Ze wzoréw (1) oraz (2) wynika
spos6b wyznaczenia dla jednorodnego fancucha Markowa prawdopodobiefAstwa wystgpienia
danej sekwencji stanéw Eig, E,r ..., £,; dla n zdarzen:

4)
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gdzie P(Eig) oznacza prawdopodobienstwo tego, ze w chwili t=0 ukfad znajdowat sie

w stanie £,.
Macierz, ktorej elementami sa prawdopodobienstwa przejscia p,j, okre$la sie mianem
macierzy przejscia:

Pil P2 PU -
P2l P2 Pl
Pm P12 Pm

Rozwazania podane dla ciggéw zdarzen losowych przenie$¢ mozna na ciagi zmiennych
losowych.

1.1.2. Proces stochastyczny

Procesem stochastycznym (losowym) (X,, te}) jest zbior zmiennych losowych X
zaleznych od pewnego parametru t, nalezgcego do pewnego zbioru liczb rzeczywistych I.

W mysl takiej definicji procesem stochastycznym moze by¢ cigg zmiennych losowych Xb
k-1, 2, woweczas / jest zbiorem liczb naturalnych, lub tez ;-wymiarowa zmienna losowa
i wowczas 1={1,2,....k}. W obu przyktadach parametr t jest naturalny, apodane procesy
stochastyczne sa procesami z czasem dyskretnym. Jednakze zbidr/moze by¢
réwniez zbiorem nieprzeliczalnym. Mowi sie wowczas o procesach z czasem
rzeczywistym. Warto$¢ kazdej zmiennej Xtprocesu stochastycznego pi,, tet) zalezy od
pewnego zdarzenia elementarnego. Dla ustalonego zdarzenia elementarnego warto$¢ X{jest
funkcjg losowg argumentu t. Funkcja ta nosi nazwe trajektorii lub realizacji
procesu stochastycznego. W wiekszo$ci zagadnien teorii proceséw stochastycznych
parametr t faktycznie oznacza czas. Jednakze mozliwa jest sytuacja, gdy znaczenie parametru
rjest inne lub tez nie ma on zadnego sensu fizycznego.

1.1.3. Proces stochastyczny Markowa

Podobnie jak w przypadku schematow zaleznych zdarzen losowych oraz ciggow
zaleznych zmiennych losowych powigzanych w ‘tancuch Markowa, w procesach
stochastycznych Markowa zalezno$¢ zdarzen uwzgledniana jest w ograniczonym zakresie.

Jesli dla kazdego «=1,2,... i dowolnych wartosci parametru t,,,el (m=1,2,... ,n), gdzie
ti<te<...<t,, oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b réownos¢:

P(X<a\X” =b,X," =xn!,..X,i =x,,Xk=x0)=P(X," <a\X " =b), ©)

zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych x,,2 .. ,x0, wowczas proces (X, tet) jest
procesem stochastycznym Markowa.
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Oznacza to, ze na warunkowy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X,n pod
warunkiem, ze zmienna losowa XIn =b, nie majg wpltywu zadne dodatkowe informacje
o wartosciach zmiennych losowych rozwazanego procesu w chwilach poprzedzajacych
moment t,./. Wystepujacg w réwnaniu (5) dystrybuante warunkowg dla dowolnych dwdéch

wartosci f/e/, t2e t okresli¢ mozna wzorem:
F(tl.a,t1,b) =P(XI}<a\Xh =b). (6)

Proces stochastyczny Markowa (X,, tet] jest jednorodny, jezeli dla dowolnych f/e/, t2et,
gdzie t/<t2, dystrybuanta (6) zalezy jedynie od wartosci réznicy At=t2-ti-

F(t],a,t2,b) = F(At,a,b). ©)
W zastosowaniach dosy¢ czesto spotyka sie procesy stochastyczne, w ktérych zmienne
losowe majg charakter skokowy, a punktami skokowymi tych zmiennych sg liczby catkowite.
Taki proces okresla sie mianem procesu skokowego. Dla takiego przypadku mozna
postuzy¢ sie prawdopodobienstwem warunkowym zamiast warunkowa dystrybuanta.
Proces skokowy (X,, tet} jest procesem skokowym Markowa, jesli dla kazdego «=7,2,...
i dowolnych wartos$ci parametru t,,.eJ (m=1,2, ... ,n), gdzie f/<r2<...<f,, oraz dla dowolnych
liczb rzeczywistych a i b réwnos¢:

zachodzi dla dowolnych liczb catkowitych 2 ... .jo-

Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku skokowego procesu Markowa, w ktérym parametr tm
przyjmuje wartosci catkowite, cigg zdarzen polegajacych na tym, ze zmienne losowe X0, X/,
... X,, przyjmuja okreslone wartosci, jest ciggiem zdarzen powigzanych w tafncuch Markowa.
Tak wiec tancuch Markowa jest szczeg6lnym przypadkiem procesu stochastycznego
Markowa i mozna go zdefiniowac jako skokowy proces Markowa, w ktorym parametr tm
przyjmuje wartosci catkowitoliczbowe tm=0,1,2......

Dla porzadku poda¢ nalezy jeszcze definicje jednorodnego procesu skokowego Markowa:
Skokowy proces Markowa [X,, tet} jest jednorodny, jezeli dla dowolnych i, j oraz
dowolnych f/e/, t2et, gdzie t/<t2, prawdopodobienstwa przejscia zalezg jedynie od réznicy
At=t2-t/.



306 P. Fabian, J. Szedel

2. Charakterystyka ukrytego modelu Markowa

2.1. Obszar zastosowan

O modelu Markowa mowi¢ mozna wodwczas, gdy cigg zmiennych losowych
reprezentujacy jakie$ zagadnienie jest ciggiem zmiennych losowych powigzanych w faincuch
Markowa badz tez tworzy proces stochastyczny Markowa.

Przyktadem czesto przytaczanym w literaturze jest przypadkowe bigdzenie czastki
po catkowitoliczbowych punktach prostej rzeczywistej. W kazdym kroku czastka
z prawdopodobiefnstwem p przesuwa sie o jednostke w prawo, a z prawdopodobiefAstwem
g=1-p o jednostke w lewo.

Niech S,, bedzie zmienng losowa przyjmujaca wartos¢ okreslajgcg pozycje czastki
w n-tym kroku. Ciag 57,57, 57,... jest ciagiem zmiennych losowych powigzanych w fancuch

Markowa. Réwnosé

P(Sn—a I®,,-i —b, Sn2—sn. 57 —Si) —P(S,, —a 15),., —b)

p dla a-b=-

9
g=\-p da a—b=\ ©

zachodzi dla dowolnych liczb catkowitych s,,2, s,.2,— ,si oraz a i b, gdzie dodatkowo
la-b 1=1, a<n, b<n-I.

W powyzszym przyktadzie poruszajgca sie chaotycznie czastka jest uktadem fizycznym,
ktérego stany wyznaczone saprzez punkty catkowitoliczbowe prostej. Gdy czasteczka
znajduje sie w punkcie n, uktad znajduje sie w n-tym stanie. Przyjmujac, ze pozycja czastki
S,, odczytywana jest co pewien czas (np. w chwili, gdy ukfad zmienia stan), nastepujgce po
sobie zmiany stanu generujg niejako kolejne wartosci pewnego sygnatu S(t)=S,, dla
n<t< n+1. W tym rozumieniu przedstawiony uk}ad jest zrodtem sygnatu, ktérego warto$c
zwigzana jest ze stanem ukfadu w danej chwili. Przedstawiony model matematyczny
okreslany jest mianem markowowskiego modelu Zrodta sygnatow.

Zatézmy teraz, ze z pewnych wzgledéw nie jest mozliwe bezposrednie okreslenie pozycji
czastki w przedstawionym powyzej przyktadzie. Zamiast tego, stosujgc odpowiedni przyrzad
umieszczony w punkcie xp prostej, odczyta¢ mozna pewnag wielko$¢ V, ktora jest
proporcjonalna do potozenia czastki. Niech Vnoznacza zmienng losowg przyjmujaca warto$¢
odczytang w n-tym kroku. Obserwujgc zachowanie sie czastki w kolejnych krukach
otrzymamy cigg odczytéw V), Pi. Pi, — m Cigg zmiennych losowych V7, V7, Vj,
przyjmujacych wartodci kolejnych odczytéw powigzany jest w taricuch Markowa. Réwnanie
(9) zastapi¢ mozna réwnaniem:
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(19

p dla a-b =-1
g-l-p dla a-b=1
ZaktadaJgc liniowg zalezno$¢ wielkosci V od pozycji czastki, pozycjg wyznaczy¢é mozna

ze wzoru:
(11)

gdzie c jest pewnym statym wspotczynnikiem.
Opisana sytuacja nie rozni sie zasadniczo od przypadku, w ktdrym pozycja czastki
odczytywana jest bezposrednio, chyba ze ze wzglagdu na niedoskonato$¢ zastosowanego

przyrzadu odczyty wielkos$ci V,, obarczone bedg pewnym losowym btedem  Wowczas
(12)

gdzie Vn@> oznacza doktadng warto$¢ odczytywanej wielkosci. Podstawiajgc Vn do

rownania (11) otrzymujemy:

gdzie nawiasy kwadratowe oznaczajg funkcjg zaokraglania. Pozycja czasteczki ¢',,jest zatem
funkcjg losowg odczytanej wartosci V,, W przypadku gdy wartos$¢ ilorazu e,,/c przekroczy
0.5, jednoznaczne okres$lenie pozycji czastki nie bedzie mozliwe. Pozycja czasteczki stanie
sie w pewnym sensie niejawna lub, méwiac inaczej, ukryta.

W sytuacjach podobnych do tej, ktérg przedstawiono, zastosowanie znajduje ukryty
model Markowa. W modelu tym wartosci zmiennych losowych tworzacych proces
stochastyczny Markowa (X,, tet), reprezentujgcy stany ukladu, nie sg znane. Znane sg
jedynie warto$ci zmiennych losowych innego procesu stochastycznego Markowa (Yt, tet/.
Wartosci zmiennych losowych tworzacych proces (Y, tet} safunkcja losowg wartosci
zmiennych losowych procesu (X,, tet). Postulat Markowa dla takiej sytuacji mozna zapisac¢

w formie:
(14)

A - - —M)—

= P(Ylt<b \X It=xt)
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dla kazdego n i k, gdzie n>k oraz dla dowolnej liczby rzeczywistej x i dowolnych liczb
rzeczywistych xk/, ... x/, »./,... ,yl. Inaczej modwigc rozktad zmiennej Yk procesu
stochastycznego Markowa (Y,, tet} zalezy jedynie od wartosci zmiennej losowej Xk innego
procesu stochastycznego Markowa fX,, tet}.

Ukryty model Markowa wprowadza rozgraniczenie proceséw zwigzanych z
obserwowanymi wartosciami sygnatu a faktycznym stanem uktadu. Pozwala to na
uniezaleznienie sie od losowych zmian sygnatu wynikajacych z zaktocen lub tez z losowego
charakteru jego zrédta. Powstajg zatem dogodne mozliwosci zastosowan ukrytego modelu
Markowa w rozpoznawaniu wzorcéw, gdzie podstawowa trudno$cig jest uniezaleznienie
wynikoéw klasyfikacji od losowych r6znic pomiedzy wzorcami nalezagcymi do tej samej klasy.

2.2. Podstawowe zatozenia

W zastosowaniach ukrytego modelu Markowa rozwazane zagadnienia najwygodniej
rozpatruje sie w konteksécie uktadu generujacego sygnaty. Zaktada sie, ze w kazdej chwili
uktad znajduje sie w okreslonym stanie (rys. 1). Stany definiuje sie tak, aby odpowiadaty
faktycznym wiasciwosciom uktadu. Zbiér standw uktadu oznacza sie zwykle symbolem S,

gdzie S=(S/, S, ..., a N jest liczbg mozliwych stanéw uktadu. W modelach z czasem
dyskretnym wartosci sygnatow odczytywane sg w kolejnych momentach czasu tl<t2<...<ti,
gdzie ti-h 2, 3,... . Zaklada sie, ze w chwili dokonywania odczytu nastepuje zmiana stanu

uktadu badz tez ponowne przejScie do tego samego stanu. Na podstawie odczytanych
wartosci sygnatu wyznaczane sg wielko$ci charakteryzujgce sygnat w kolejnych chwilach
i/, ... AlI-Warto$ci te noszg nazwe obserwacji.

' sekwencji* obserwacji

5,0 0 0 0
SQ 0 0 0
(= =2 =L t=

Rys. 1 Interpretacja dziatania uktadu przyjeta w ukrytym modelu Markowa
Fig. 1. An interpretation of the hidden Markov process
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2.3. Spos6b reprezentacji proceséw losowych

Niech !Q,, tetj oznacza proces stochastyczny, ktory w ukrytym modelu Markowa
zwigzany jest ze zmianami standw ukiadu - proces ten to proces standw. Zmienne
losowe Qi, Q2 ..., QI tego procesu przyjmujg wartosci dyskretne z zakresu <1,N>, gdzie N
jest liczbg mozliwych stanéw ukfadu. Ponadto parametr t przyjmuje wartosci
catkowitoliczbowe. Proces stochastyczny (Q,, te//jest zatem procesem skokowym Markowa
z czasem catkowitym, a ciag zdarzen polegajacych na tym, ze zmienne losowe Qi, Q2 ..., QI
przyjmujg wartosci g2 g2 ..., qi, jest ciaggiem zdarzen powiazanych w tancuch Markowa .
Wiasciwosci  procesu stanéw mozna zatem scharakteryzowaé¢ za pomocg macierzy
o N wierszach i N kolumnach, zawierajacej prawdopodobienstwa przejscia
pomiedzy dwoma stanami w kolejnych chwilach czasu. Macierz te oznacza sie najczesciej

symbolem A, ajej elementy symbolem ay, gdzie

alJ=P(Q,=SI\Q,_I =Sj) (15)
jest prawdopodobienstwem warunkowym tego, ze uklad znajdzie sie w chwili t w stanie Sj
pod warunkiem, ze w chwili t+1 znajdowat sie w stanie Si.

Uzupelnieniem reprezentacji procesu stanéw jest, oznaczany zwykle symbolem 17,
wektor prawdopodobienstw poczatkowych, ktérego elementami sgprawdo-
podobienstwa Kj tego, ze w chwili t=t uktad znajduje sie w stanie 5). Prawdopodobienstwa te
okresla sie mianem prawdopodobienstw poczgtkowych.

Inna jest reprezentacja procesu stochastycznego, ktérego realizacjg w ukrytym modelu
Markowa jest cigg obserwacji. Dla procesu tego przyjeto oznaczenie fO,, tet}. Proces ten
okreslany jest mianem procesu obserwacji. W zaleznosci od rozpatrywanego
zagadnienia zmienne losowe procesu obserwacji moga mie¢ charakter ciggty lub dyskretny.
Uwzgledniajac fakt, ze proces (O,, tet} jest procesem stochastycznym Markowa, dla petnego
scharakteryzowania jego wiasciwosci konieczna byfaby znajomos$¢ dystrybuant warun-
kowych

F,.(x,y) =P(On<X10,,,=y) dla n=12,..,L. (16)

Korzystajac jednak z faktu, ze obserwacja jest funkcja losowg stanu uktadu, skorzystac
mozna z dystrybuanty warunkowej wystepujacej w réwnaniu (14). Dystrybuanta ta dla stanu
Si dana jest wzorem:

FSi(x) = P(Ot <x\Qk =5].). 17)

Dla przejrzystosci dalszych rozwazan sekwencja stanéw rozpatrywana bedzie w
dziedzinie proceséw stochastycznych.
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Dystrybuanty Fs(x), FSJ[x), ... FSJx) wyznaczajg warunkowe rozktady prawdopodo-

bieAstwa zmiennych losowych procesu (O,, tet}. Warunkiem jest pozostawanie uktadu
w okreslonym stanie. Rozkiady te okre$la sie mianem rozktadéw obserwacji.
Rozktad obserwacji dla stanu 5- oznacza sie symbolem bi(O). CatoSciowg reprezentacje
procesu obserwacji w ukrytym modelu Markowa stanowi tzw. wektor rozktadow
obserwacji B={bi(0), b2(0),...,oN0)}.

2.4. Definicja modelu

Wymienione w poprzednim rozdziale elementy reprezentujgce procesy stochastyczne
standw i obserwacji w ukrytym modelu Markowa uwzglednia przyjeta w literaturze definicja
modelu.

Ukrytym modelem Markowa Ao N stanach jSt, ... ,SN} nazywamy trojke:
X=(n,A,B),

gdzie:
-n=[ith n2 ... Kn] jest wektorem prawdopodobienstw wejsciowych, a 7;jest
prawdopodobienstwem, ze poczatkowym stanem uktadu bedzie stan Su
- A =iaij}0g<"N 0§ <Njest macierzg przej$¢ zawierajagcg prawdopodobieistwa a
przejscia ze stanu 5, do stanu §;.

- B=(bi(0))0<)<=Njest wektorem rozktadéw obserwacji, gdzie b”O) jest rozktadem

prawdopodobienstwa zmiennej losowej zwigzanej z warto$cig obserwacji w stanie Sr

3. Najwazniejsze zagadnienia i problemy zwigzane z ukrytym
modelem Markowa

Do najwazniejszych zagadnien zwigzanych z ukrytym modelem Markowa i jego
zastosowaniami naleza: wyznaczanie prawdopodobiefstwa wygenerowania okreslonej
sekwencji obserwacji przez dany uklad, okres$lenie najbardziej prawdopodobnej sekwencji
stanéw uktadu dla danej sekwencji obserwacji oraz reestymacja parametrow modelu na
podstawie wzorcow uczacych. Innym problemem, istotnym z punktu widzenia
implementacji, jest tzw. skalowanie obliczen. Umozliwia ono ominigcie ograniczen
wynikajacych ze zbyt malej precyzji obliczeniowej. Omoéwienia wymaga réwniez ogélna
koncepcja klasyfikacji wzorcow z zastosowaniem ukrytego modelu Markowa.
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3.1. Prawdopodobienstwo wygenerowania sekwencji obserwacji

Aby wyznaczy¢ prawdopodobienstwo P(OIX) tego, ze sekwencja obserwacji
0=¢t,02,...,0l zostanie wygenerowana przez uktad dany modelem A nalezatoby skorzystac ze
wzoru na prawdopodobienstwo wystapienia sekwencji okreslonych wartosci wjednorodnym
procesie stochastycznym Markowa. W tym przypadku wzér ten zapisaé mozna w
nastepujacy sposéb 2

P(01A) = P(0,)P(02D,)...P{oLbL ) (18)

Nalezy jednak pamietaé, ze w ukrytym modelu Markowa zaleznosci pomiedzy kolejnymi
zmiennymi losowymi procesu obserwacji nie sg znane. Informacje o wtasciwosciach procesu
obserwacji wyrazone sg posrednio: z jednej strony poprzez zalezno$ci pomiedzy stanami
uktadu, z drugiej za$ przez rozktady obserwacji okreslone dla poszczegdlnych stanéw.

Rozwazmy nastepujagce zdarzenia losowe. Zdarzenie polegajgce na wystgpieniu
okreslonej sekwencji stanéw Q=qi, (i2,..., ai w modelu A zdarzenie polegajace na
wygenerowaniu przez model Aokre$lonej sekwencji obserwacji O=oi, 02,—, oi, dla ustalonej
trajektorii stanéw Q oraz zdarzenie polegajace na tym, ze okreslona sekwencja stanéw i
okreslona sekwencja obserwacji pojawia sie jednoczes$nie. Prawdopodobienstwo zajscia
pierwszego zdarzenia dane jest wzorem:

P(01A)=P(a.)P(q2\q.)...P{qL L ), (19)
za$ prawdopodobienistwo drugiego zdarzenia wzorem:
P (01Q.A) = P(o, \g,)P{02\q2)...P(oL lgL). (20)

Prawdopodobienstwo jednoczesnego wystapienia okreslonej sekwencji  stanéw

i okreslonej sekwencji obserwacji w modelu Adane jest iloczynem

P(0.Q\X) = />((0,, 0j,....00) a (s,,s2  sL))=P (01Q,X)P(Q 1A) (21)
Uwzgledniajac zaleznodci (20) i (21) otrzymamy:

P(0,Q\X) =P{o, Iq,)P{0212)...P(oLgL) P(q,)P(g21y,)...P(qL\qL,) =

=P(q,)P(0,\q,)P(q21q,)P(02ky2)-...P(qL kL_,)P(oL L) =

= P(a,)P(o, P{9, k,.,)P(0, g.) . (22)

2 Dla przejrzystosci, w dalszych rozwazaniach dla oznaczenia wartosci proceséw
zmiennych tworzgcych procesy losowe przyjeto nieco uproszczony zapis: na przykiad
zamiast zapisa¢ P(Qi=qi,Q2=qz2,- QL-gL) zapisano po prostu P(gi,g2 q06 Ilub zamiast
P(0/=0i\Qi=q/) zapisano P(o/\qi).
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Przyjmujac oznaczenia podane w definicji 10 wzér (22) mozna zapisa¢ w postaci:

P(0.Q\X) =k bjp.mia. »0,60,). (23)

P(0,Q\,X) jest zatem iloczynem prawdopodobieristw przej$¢ pomiedzy kolejnymi stanami
g, 92 gi oraz prawdopodobienstw tego, ze obserwacja przyjmowac bedzie dla tych
stanow wartosci o/, 02,..., Ol.

Nalezy zauwazy¢, ze dana sekwencja obserwacji moze pojawic sie w efekcie wystapienia
roznych sekwencji stanéw. Zatem, aby obliczy¢ prawdopodobiefistwo P(0\X) wystapienia
ciggu obserwacji O w modelu A nalezy uwzgledni¢ sume wszystkich mozliwych trajektorii
stanéw w chwilach t=1,2,...,L. Zdarzenia polegajace na wystgpieniu sekwencji obserwacji O
w efekcie przejscia uktadu przez dwie rézne trajektorie standw sg roztaczne, zatem

P(0\X) :oJe,rR(o.Q |A), (24)

gdzie F. oznacza zhiér wszystkich mozliwych sekwencji stanow w modelu A

Nietrudno zauwazyé, ze wyznaczenie prawdopodobiefAstwa P (014) jest zadaniem o duzej
ztozonoséci obliczeniowej. W najgorszym przypadku nalezy bowiem uwzgledni¢ NL
mozliwych sekwencji stanéw, natomiast kazdorazowe obliczenie prawdopodobienstwa
P(0.Q\X) wymaga wykonania 2L mnozen. Ztozono$¢ obliczeniowa uwzgledniajaca operacje
mnozenia i dodawania jest wiec O0(NL). Biorgc pod uwage fakt, ze w wiekszosci zastosowan
spotyka sie modele o liczbie stanéw od kilku do kilkudziesieciu, arozpatrywany ciag
obserwacji moze skiadac¢ sie kilkudziesieciu elementdw, wyznaczenie prawdopodobienstwa
P(OIX) na podstawie wzoru (26) jest praktycznie niemozliwe.

Istnieje jednak algorytm pozwalajacy w inny sposéb wyznaczyé prawdopodobiefstwo
wystgpienia ciggu obserwacji w danym modelu. Jego ztozono$¢ obliczeniowa jest znacznie
mniejsza.  Algorytm ten, znany w literaturze pod nazwg ,w przod - wtyt”
(zng.forward-backward), to w rzeczywistosci dwie procedury o podobnym dziataniu. Ich
istota sprowadza sie do sekwencyjnego wyznaczania prawdopodobienstw wystgpienia
czesciowych sekwencji obserwacji dla kolejnych chwil i zastosowania otrzymanego wyniku
w kolejnej iteracji. Pierwsza ze wspomnianych procedur, procedura ,w przéd”, korzysta
z prawdopodobienstwa a,(i) tego, ze przejsciu uktadu do stanu S w chwili t towarzyszyta

sekwencja obserwacji o/, 02,..., o,

a,(i) =P(ol,02,...,0,,q,=Si |A). (25)
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Prawdopodobienstwa a,(i) wyznaczane sg dla kolejnych chwil czasu, dla wszystkich

stanoéw ukfadu, w nastepujacy sposob:
/linicjalizacja
fori= ItoN do

a,(.i) =Kibi(ol)
end for
/lindukcja
fori= 1to L-l do

forj=1to N do

aiH(j) = [2®, (0aa]bj (0,+/)

end for
end for
/Izakonczenie

P{o \X)=1ia L(j)
i-1
Prawdopodobienstwo P (0\X) jest suma wynikéw uzyskanych dla t=L.

W procedurze ,w tyt” wyznaczane sg prawdopodobienstwa fi,(i) tego, ze po wejsciu do
stanu Si w chwili t uktad wygeneruje sekwencje obserwacji o+, o,+2. « 0;;:

1?,(/) = P(0,+/,0,%,...,0L\q, =5,,X). (26)

Zapis algorytmu wyznaczania prawdopodobiefistwa P(0\X) z uzyciem cze$ciowego
prawdopodobienstwa p,(i) podano ponizej. Ztozono$¢ obu przedstawionych procedur jest
wielomianowa.

3.2. Najbardziej prawdopodobna sekwencja stanéw

Kolejnym waznym zagadnieniem dotyczacym ukrytego modelu Markowa jest zadanie
wyznaczenia dla danej sekwencji obserwacji O i danego modelu A najbardziej
prawdopodobnej sekwencji standéw uktadu. Zagadnienie to jest typowym problemem
optymalizacji dyskretnej. Dla modelu o N stanach i sekwencji obserwacji o dtugosci L
przestrzen rozwigzan zawiera N1 mozliwych ciggéw. Rozwigzanie w duzej mierze zalezy od
zastosowanych kryteriow optymalizacyjnych. Mozna na przyktad przyja¢ kryterium
polegajace na wyborze stanéw, ktore sg indywidualnie najbardziej prawdopodobne dla
kolejnych elementéw ciggu obserwacji. Mdwigc Scislej, dla kazdego t-1,2,...L nalezy
wskaza¢ stan uktadu, dla ktérego warto$¢ prawdopodobieristwa
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jest najwieksza (a,(i) i fi,(i), sa prawdopodobiefstwami dla cze$ciowych sekwencji
zastosowanymi w procedurze ,w przdd - wtyt’). Prawdopodobienstwo y,(i) jest
prawdopodobienstwem zdarzenia polegajacego na tym, ze uktad dany modelem A znajdzie
sie w chwili t w stanie 5-dla sekwencji obserwacji O. Rozwigzanie oparte na przedstawionym
kryterium bedzie miato jednak bardzo istotng wade. Kryterium to nie uwzglednia bowiem
prawdopodobienstw przejs¢ pomiedzy stanami. Moze zatem zaistnie¢ sytuacja, w ktorej
otrzymana optymalna sekwencja stanéw qj, q2 q t nigdy w rozpatrywanym modelu nie
wystapi. Bedzie tak wowczas, gdy w sekwencji tej pojawi sie przynajmniej jedna para stanow
0,,qi+i, dla ktérych prawdopodobienstwo przejScia ag,oHI jest zerowe. Nalezatoby zatem
zmodyfikowa¢ kryterium optymalizacyjne na przykfad tak, aby uwzgledniato ono
maksymalne wartosci prawdopodobienstw dla par stanéw (q,,q,+i), dla tréjek (q,,ql+,qn.2) lub,
co jest najlepszym rozwigzaniem, dla catej sekwencji qj, 92 ..., gi- Rozwigzanie oparte na
kryterium optymalizacyjnym uwzgledniajagcym cate sekwencje standw podat J.A.Viterbi 345.
Rozwigzanie to znane jest w literaturze jako algorytm Viterbiego.

Dziatanie algorytmu Viterbiego sprowadza si¢ do wyznaczenia dla danej sekwencji
obserwacji O takiej sekwencji stanéw Q, dla ktérej warto$¢ prawdopodobienistwa P(0\Q,X)

jest najwieksza. W tym celu zastosowano funkcje 5,(i) zdefiniowang nastepujaco:
S(i) = h_rﬁgﬁ_lP(ql,qZ,...,ql =8i,0,,02,....,0l lA). (28)

Dla danego t funkcja ta przyjmuje warto$¢ maksymalnego prawdopodobienstwa
wygenerowania czesciowej sekwencji obserwacji oj, 02 o, dla ciggu stanéw qt, g2 ..., gh
gdzie q,=S;. Wartosci 8,(i) dla t=I wyznaczy¢é mozna ze wzoru

8,(1) =P(q, =S,)P(0,\S,) =nMo,). (29)

Wartosci funkcji dla pozostatych chwil czasu t=2, 3 L mozna wyznaczy¢ indukcyjnie

w nastepujacy sposob: dla kazdego stanu Sj,j=1, 2 , N nalezy wybra¢ stan 5- przy ktérym

iloczyn wartosci funkcji 8,(i) i prawdopodobienstwa przejscia pomiedzy stanem Sj i stanem Si

jest najwiekszy, a nastepnie maksymalng warto$¢ tego iloczynu pomnozy¢ przez

prawdopodobiefAstwo wystgpienia w stanie Sj okreslonej obserwacji. Opisane postepowanie
wyrazi¢ mozna nastepujagcym wzorem indukcyjnym:

s,HU) =max[5r(i)P(q,,, =Sj \q,=SI)]P(orH 15.) = max[5, (/>, }b] (ol+). (30)

Niech ‘P oznacza macierz o N wierszach i L kolumnach, ktérej elementami v/}

sg indeksy i stanow uktadu, dla ktérych warto$¢ iloczynu 5,./(7ja,; byta najwigksza
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Najbardziej prawdopodobny dla sekwencji obserwacji ot, 02,..., ot cigg stanow
g1q\, .., Qq, wyznaczany jest na podstawie wartoSci elementdbw macierzy dla

t=L-J, L-2, ..., 1zgodnie ze wzorem

= (32)

gdzie k=g*,+i. Zapis algorytmu Viterbiego podano ponizej.

/linicjalizacja

fori= 1to Ndo
5i(i)=rtjbj(ol);
Yn=0;

end for

/lindukcja

fort=2to Ldo
forj = 1to N do

5(0) = max[8l.i0)a,i]bJot);
I1SiSn

irj= arg mar/5,-i(i)aij7;
ISiSN

end for
end for
/Izakonczenie

P*(0\X) =max[8L(i)/;
I1SiSN

a 1= arg max[bL(i)];
ISiSN

/lwyznaczenie wynikowej sekwencji stanéw
fort=L-1downto 1do

k= g*tH',

1 1= VA+lLk/
end for

W wyniku zastosowania algorytmu Viterbiego, oprocz sekwencji stanéw Q\ otrzymuje
sig rowniez warto$¢ prawdopodobienstwa P"(0\ X) wystgpienia w modelu A rozpatrywanego
ciggu obserwacji O. Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu Viterbiego, podobnie jak i procedur
»W przéd” i ,w tyt”, jest 0(N2).

Nalezy zauwazy¢, ze dziatanie algorytmu Viterbiego jest podobne do dziatania opisanej
wczesniej procedury ,w przod”. lIstnieje jednak pewna roznica, ktora polega na tym,
ze w algorytmie Viterbiego sumowanie prawdopodobieAstw at(i) zastapiono wyborem

maksymalnego iloczynu 8,.i(i)ajj.
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3.3. Zagadnienie reestymacji parametréw modelu

Celem reestymacji parametrow modelu X=(n,A,B) jest wyznaczenie dla zadanej
sekwencji obserwacji O modelu A= (ll,A,5) o tak zmienionych parametrach, aby

prawdopodobienstwo P (01X) bylo jak najwieksze. Inaczej méwiac, celem reestymacji jest
rozszerzenie zbioru mogacych pojawi¢ sie w danym modelu ciggéw obserwacji' o nowg
sekwencje O. Analityczne rozwigzanie tak sformutowanego problemu jest rzeczg niezmiernie
trudng. Mozna jednak poprzesta¢ na wyznaczeniu parametrdw modelu, dla ktérych P(0\X)
jest lokalnie jak najwieksze, tzn. tylko dla jednej sekwencji stanéw. Najszerzej znanym
rozwigzaniem problemu reestymacji parametrow w ukrytym modelu Markowa jest metoda
Bauma-Welsha [6,7,8].

Niech ¢,i(i,j) oznacza prawdopodobieAstwo tego, ze uktad dany modelem X dla danej
sekwencji obserwacji O znajdowat sie w chwili t w stanie S a w chwili t+1 w stanie Sf

(hj) = P(q, =Si,q,4 =Sj 10,X). 33)

Tak jak pokazano na rys. 5, prawdopodobieAstwo Et(i,j) jest prawdopodobieristwem
kolejnego zajscia trzech zdarzen: przejscia ukiadu do stanu 5- w chwilach 1, 2,..., t dla
sekwencji obserwacji o/, 02, mmo,, zmiany stanu z S, na Sj, ze w chwilach t, t+1, ktorej
towarzyszy wygenerowanie obserwacji o,+i, wygenerowaniu sekwencji obserwacji o,+2, or+?
..., Ol po wejsciu do stanu Sj w chwili t+1. Zgodnie z tym mozna zapisac, ze

P(q,=Si,q,+=S]1,0\X
i(i,j) =P(q,=S,,q,+I=Sj\0,X) = (a Pq(01X) ] )

a,“a"bj(o,H)I3H(j) ~» a,(i)a,jbjlo,H)fi,+(j) (34)

<
gdzie a,(i) i p,+i(j) sa prawdopodobienstwami wystgpienia odpowiednich podciagow
obserwacji. Prawdopodobienstwa te zastosowano wczesniej w algorytmie ,,w przéd - w tyt”.
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a,0)
i-1
Rys. 2. llustracja sposobu wyznaczania prawdopodobienistwa E,(i,j)
Fig. 2. The illustration of calculation the probability E,(i,j)

We weczesniejszych rozwazaniach zdefiniowano réwniez prawdopodobienistwo vy, (i) jako
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze uktad dany modelem X znajdzie sie
w chwili t w stanie S, dla sekwencji obserwacji O. Warto$¢ tego prawdopodobienstwa mozna
wyznaczy¢ sumujac £,(i,j) po wszystkichj=1, 2,..., N. Poniewaz zdarzenia losowe polegajace
natym, ze uklad znajdzie sie wjakim$ stanie w chwili r, sg zdarzeniami roztgcznymi,
zachodzi rownosé

a,()P.()= Za.{aybj(o+) (). (35)
i

Podstawiajgc za a,(i) i P,(j) do wzoru (27) otrzymamy:

(36)

W metodzie Bauma-Welsha do wyznaczania reestymowanych parametrow ukrytego
modelu Markowa postuzono sie opisanymi prawdopodobienistwami £,(i,j) i y().
Zmodyfikowane parametry modelu dane sg nastepujgcymi wzorami:

L-1
u.pJ) _
T =/,(/), aa =Jyzr L (37)
Zy,(o Ir,d)
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3.4. Skalowanie

Zaréwno procedura ,,w przod - w tyt”, jak i algorytm Viterbiego wymagaja wyznaczenia
iloczynéw o duzej liczbie czynnikéw znaczaco mniejszych od 7. Og6lna posta¢ tych

iloczyndw jest nastepujgca:

tf,(0 =REK .. A(<>,). (38)

W implementacji wspomnianych algorytmow nalezy zatem uwzgledni¢ fakt, zejuz dla
stosunkowo nieduzych wartosci t (np. 100) mozliwe jest przekroczenie zakresu zapisu liczb
zmiennopozycyjnych.

W przypadku algorytmu ,w prz6d” najprostszym rozwigzaniem pozwalajgcym unikna¢
przekroczenia precyzji zapisu jest pomnozenie ai) przez niezalezny od i (tzn. zalezny
jedynie od r) wspotczynnik skalujacy c,

(39)
gdzie
7

N (40)
lec, (i)

Wartoéci a,(i) oraz a,(i) dla kolejnych t-1,2, ...,L wyznaczy¢é mozna iteracyjnie

W nastepujacy sposob:
alH(i)=1a,U)aljpj(ol), (41)
jm

N
(42)

W przypadku koniecznosci skalowania prawdopodobienistwa fi,(i) zastosowaé réwniez

mozna wspoétczynnik ch wyznaczajac zamiast prawdopodobieistwa 3(i) warto$¢

A (0=c,/?,(/). (43)
Nalezy nadmienié, ze skalowane warto$ci prawdopodobienstw a,(i) i fi,(i) moga by¢

zastosowane rowniez do wyznaczenia reestymowanych parametréw modelu (77, A,B).
W przypadku algorytmu Viterbiego w celu unikniecia przekroczenia zakresu iloczyny

zastepuje sie sumami logarytmow stosujgc zamiast funkcji <&fi) (28) funkcje:
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Wartosci funkcji <p(i) dla kolejnych t wyznaczane sa w nastepujacy sposob:
€ (i) =\ogni +\ogbj (ol) (45)
dla t=1, za$
= max[loge,_, (i)aj]+ logh/(0,) (46)

dla pozostatych t.
Sposob wyznaczenia wynikowej sekwencji stanow R* jest taki sam, jak w pierwotnej

wersji algorytmu. Maksymalna warto$¢ (5>rfi)jest logarytmem prawdopodobienistwa/3 (OIAJ:

logP'(OI/l) = wot(i). (47)

3.5. Klasyfikacja

W zastosowaniach ukrytego modelu Markowa dotyczacych rozpoznawania wzorcow
wskaza¢é mozna dwa podstawowe schematy Kklasyfikacji. NajczeSciej stosuje sie
klasyfikatory, w ktérych miarg determinujacg wynik jest prawdopodobienistwo P(0\ A).
Dziatanie takiego klasyfikatora mozna najogdlniej scharakteryzowaé w nastepujacy sposob.
Niech i2=fa>i: i=I, 2,..., K) oznacza zbi6ér rozpatrywanych klas wzorcéw, niech
Sd=fskj :j=1, 2, ..., m] bedzie zbiorem probek uczacych nalezacych do klasy ok. W fazie
uczenia dla kazdej klasy ake£2, na podstawie obserwacji uzyskanych z prébek nalezacych do
S<4ewyznaczane sg parametry osobnego modelu X<&) Podczas klasyfikacji uwzglednia sie
prawdopodobienstwo P (0,6 h@s, co w najprostszym przypadku moze sprowadza¢ sie do
wyboru klasy, dla ktérej warto$¢ tego prawdopodobienstwa jest najwieksza (rys. 3):

cou = arg max P (Ol 1A("“*). (48)

Istnieje  réwniez mozliwos¢ innego skorzystania z ukrytego modelu Markowa
w klasyfikacji wzorcow (17s. 4). Dotyczy ona sytuacji, w ktérej zachodzi konieczno$¢
przyporzadkowania kolejnym elementom ciggu obserwacji odpowiednich etykiet lub -
wyrazajac sie SciSlej - elementéow pewnego skorfczonego zbioru. Najlepszym (cho¢ nie
jedynym) przyktadem takiej sytuacji moze by¢ rozpoznawanie sygnatu mowy. Zagadnienie
to bowiem w znacznym uproszczeniu sprowadzi¢ mozna do przypisywania kolejnym

fragmentom sygnatu odpowiednich znakéw alfabetu. Niech v(t) = v(j,Vvj;,..., vl bedzie ciggiem

elementéw pewnego zbioru V. Niech oznacza skonczony zbioér takich
ciggébw. Zadanie opisane powyzej rozumie¢ mozna inaczej jako przypisanie ciggowi
obserwacji o1, 02, .., ol odpowiedniego ciggu v<ke%. Rozwigzanie sprowadza sie¢ do
zdefiniowania modelu, w ktérym kazdemu stanowi przyporzadkowuje sie jeden z elementéw
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zbioru V. Prawdopodobienstwa przejs¢ pomiedzy stanami okreslane sg na podstawie ciggow

nalezacych do zbioru %

Rys. 3. Klasyfikacja z zastosowaniem wartosci prawdopodobiefstwa P (O lest\ X(@*)
Fig. 3. Classification based on the probability P(Otet\ X@)

Parametry rozktadéw b,(0) ustalane sg na podstawie sekwencji obserwacji, ktore
uzyskano ze wzorcéw uczacych, sj, s? Klasyfikacja polega na wyznaczeniu dla
wejéciowego ciggu obserwacji najbardziej prawdopodobnej sekwencjis tan 6 w # # x -
Rozpatrywanemu ciggowi obserwacji przypisuje sie odpowiadajacy otrzymanej sekwencji

standw ciag vd) = vJ Jezeli v(ce%.

Rys. 4. Klasyfikator wykorzystujacy najbardziej prawdopodobng sekwencje standéw
Fig. 4. Classification based on the most probable sequence of states
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4. Wybrane przykitady zastosowan ukrytego modelu Markowa
W rozpoznawaniu wzorcow

Jak juz wspomniano wcze$niej, najbardziej rozpowszechnionym obszarem zastosowan
ukrytego modelu Markowa jest analiza i rozpoznawanie sygnatow mowy. W tym zakresie
modele Markowa znajdujg zastosowanie w réznych modutach funkcjonalnych
opracowywanych systemOw. Zastosowania te dotyczg m.in. analizy fonemdw,
rozpoznawania gtosek i stow, a takze analizy leksykalnej.

Jednym z obszaréw zastosowan ukrytego modelu Markowa jest rdwniez analiza pisma
odrecznego on-line. W analizie on-line stosowane sa specjalne elektroniczne rejestratory,
za pomocg ktérych odczytuje sie odpowiednie przebiegi czasowe. Pozwala to na badanie
dynamicznych cech pisma, takich jak: kolejno$¢ pociagniec, sita nacisku pisaka. Parametry
modeli wyznaczane sg na podstawie przebiegéw czasowych odczytanych z rejestratora.
Zastosowania ukrytego modelu Markowa w tym zakresie dotycza rozpoznawania pisma,
identyfikacji osob oraz weryfikacji podpisow.

Ukryty model Markowa znalazt takze zastosowanie w wizji komputerowej i w
rozpoznawaniu obrazéw. W aplikacjach dotyczacych tej dziedziny czesto pojawia sie
problem polegajacy na tym, ze obraz nie jest sam w sobie przebiegiem czasowym. Konieczne
jest zatem uzyskanie odpowiedniej reprezentacji obrazu, bedacej uporzagdkowanym ciggiem
obserwacji. W dalszej czeSci niniejszego opracowania zamieszczono krotki opis wybranych
metod rozpoznawania wzorcow, w ktérych zastosowano ukryty model Markowa.

4.1. Rozpoznawanie pisma on-line

Prace dotyczace zastosowan ukrytego modelu Markowa do rozpoznawania pisma
odrecznego metodami on-line sg przewaznie bezposrednim przeniesieniem doswiadczen
zdobytych w badaniach nad zastosowaniami z zakresu rozpoznawania sygnatéw mowy.

Janying Hu i Michael K. Brown [9], zajmujacy sie wcze$niej systemem analizy mowy,
opracowali metode rozpoznawania pisma odrecznego on-line opartg na markowowskich
modelach liter alfabetu. W metodzie tej, w fazie uczenia analizowane sg przebiegi czasowe
okreslajagce  polozenie pisaka na tabliczce rejestratora.  Przebiegi  pochodzace
z odseparowanych liter poddawane sa segmentacji. Na podstawie segmentow
wyodrebnionych z poszczeg6lnych liter tworzony jest jeden model dla catego alfabetu.
Wartosci elementéw macierzy przejs¢ A okreslane sg na podstawie kolejnosci wystepowania
segmentéw w literach. Wartosci parametrow rozktadéw obserwacji b,(0) wyznaczane sg na
podstawie odpowiednio zdefiniowanych cech charakteryzujgcych przebiegi odczytywane
z rejestratora. Przejscie ze stanu do stanu wigze sie z ,,wygenerowaniem” fragmentu sygnatu,
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ktory odpowiada kolejnemu segmentowi pisma. Na rysunku ponizej pokazano przyktadowy
model uwzgledniajacy dwie litery alfabetu: ,,U” i ,1”.

W omawianej metodzie analizuje sie jeden po drugim, kolejne fragmenty pisma.
Klasyfikator w pierwszej kolejnosci wyznacza optymalng sekwencje standw. Na podstawie
wynikowej sekwencji stanéw odtwarza sie ciagi liter, ktore nastepnie analizowane
sg odpowiednio pod wzgledem poprawnosci gramatycznej. Efektywno$¢ rozpoznawania
ustalona na podstawie badan przeprowadzonych na ok. 4000 stéw zapisanych przez 18 os6b
wyniosta 94,5%.

'Ol0 o o0o
001000
AOOO]IZOIIZ
000010
000001
100000

Rys. 5. Przyktadowy model dla dwdch liter alfabetu (wynik segmentacji, graf
przejs¢, macierz przejsc)

Fig. 5. The example of the model of two letters (the result of segmentation, the
transition graph and the transition matrix)

4.2. Rozpoznawanie pisma off-line

Kolejny przykiad dotyczy zastosowania ukrytego modelu Markowa do rozpoznawania
pisma odrecznego na podstawie obrazu [10] (analiza off-line). W przyktadzie tym kazdej
literze alfabetu przyporzadkowuje sie jeden stan modelu. Dlajezyka angielskiego model ma
26 stanow (N=26). Prawdopodobienstwa przejs¢ oraz prawdopodobienstwa poczatkowe
okreslono na podstawie stownika. Oznacza to, ze prawdopodobienstwa poczatkowe k, sg
réwne liczbie wyrazéw stownika zaczynajacych sie na litere reprezentowang przez stan S-
podzielonej przez catkowity rozmiar stownika. PrawdopodobieAstwa przejs¢ pomiedzy
stanami ay wynikajg z czestosci wystepowania w wyrazach stownika okreslonych par liter
reprezentowanych przez stany 5-1i Sj.
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|2 413 780%

Sample text
/1177 INANN

Algorytm Vitctbi'cgo

1

"s", "a", "m", "p", "1t e, "t "e", "x", "t"
Rys. 6. Rozpoznawanie znakéw pisma odrecznego ojf-line
Fig. 6. Off-line handwriting recognition

W celu zdefiniowania obserwacji autorzy okreslili wektor 15 cech. Wzieto pod uwage
takie cechy, jak: momenty geometryczne, liczbe petli, liczbe weztéw, liczbe wyizolowanych
punktéw, stosunek szerokosci do wysokosci itp. Rozktady obserwacji okreslono dla kazdego
stanu na podstawie cech wyznaczonych dla prébek uczacych..

Podczas rozpoznawania (rys. 6) wejSciowy cigg obserwacji stanowig wektory cech
opisujace kolejne litery wytupujace w rozpoznawanym fragmencie tekstu O - {Ou Oi,...,
Om/e Stosujac algorytm Viterbiego ustala sie¢ najbardziej prawdopodobng sekwencje stanow
dla wejsciowej sekwencji obserwacji. Wynikowej sekwencji stanéw odpowiada odpowiedni
ciag liter alfabetu.

Skuteczno$¢ rozpoznawania wyznaczona w eksperymencie przeprowadzonym na
probkach pisma dwudziestu 0séb oraz dla stownika zawierajgcego 90 stéw wyniosta 92,5%.

4.3. ldentyfikacja twarzy

Ciekawym przyktadem zastosowania ukrytego modelu Markowa w wizji komputerowej
jest opracowana przez F.Samarie [11] metoda automatycznego rozpoznawania twarzy. Autor
zaproponowat model o pieciu stanach (rys. 7a). Kazdy stan reprezentuje inng czes$¢ twarzy
(czoto, oczy, nos, usta, broda). Obserwacje wyznaczane sg na podstawie wartosci pozioméw
szarosci punktow zawartych w ramce obejmujacej fragment obrazu (rys. 7b). Sekwencje
obserwacji uzyskuje sie przesuwajac ramke wzdtuz analizowanego obrazu (z géry w dot). Za
kazdym razem ramka przesuwna jest o stalg liczbe punktéw. Zmiana stanu nastepuje wtedy,
gdy ramka przemies$ci sie w region zawierajacy inng czes¢ twarzy.

W systemie klasyfikujacym dla kazdej osoby, na podstawie kilku prébek uczacych,
okresla sie parametry odrebnego modelu. Klasyfikacja polega na wyznaczeniu dla sekwencji
obserwacji uzyskanej z probki testowej prawdopodobiefAstwa wygenerowania tej sekwencji
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przez wszystkie modele. Wybiera sie model, dla ktdrego warto$¢ prawdopodobienstwa jest
najwieksza.
Skuteczno$¢ rozpoznawania w omowionej metodzie oszacowano na 90%. Badania

przeprowadzono na bazie 400 obrazéw zawierajacych fotografie twarzy 40 osob.

Rys.7. Rozpoznawanie twarzy: a) topologia modelu, b) pozyskiwanie sekwencji

obserwacji
Fig. 7. Face identification: a) the proposed topology, b) obtaining the observation

sequence

4.4. Rozpoznawanie mowy

Ukryte modele Markowa sg szeroko stosowane w rozpoznawaniu mowy. Sygnat mowy
dany jest w postaci ciggu probek opisujacych odchylenie chwilowego cisnienia powietrza od
Sredniej wartosci (rys. 8). Celem rozpoznania jest uzyskanie transkrypcji ortograficznej tak

zapisanej wypowiedzi.

Ap

100 200 300 400  t [nisj

Rys. 8. Przyktadowy przebieg sygnatu mowy (stowo ,,jeden”)
Fig. 8. An example of a speech waveform (the Polish word ,,jeden”)

Obserwacjami nie sg bezposrednio wartosci prébek, ale wyznaczone na podstawie
krétkich fragmentow sygnatu mowy parametry, ktérymi najczesciej sg tzw. wspotczynniki
mel-cepstrum. Stosowane sg tez banki filtrow, czestotliwosci formantéw i inne cechy.
Parametry opisujgce jeden fragment sygnatu, nazywany tez okienkiem, tworza wektor o
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liczbie wymiaréw zaleznej od liczby wyznaczanych cech, zwykle od kilkunastu do
kilkudziesieciu.

Stany modelu reprezentujg fonemy z wybranego zbioru, zaleznego od jezyka. Kazdy stan
generuje pewne wektory cech. W niektorych rozwigzaniach przeprowadzanajest kwantyzacja
w przestrzeni cech przeksztatcajgca wektory cech w symbole ze skofczonego zbioru.
W innych rozwigzaniach z kazdym stanem wigze sie pewng wielowymiarowg funkcje
gestosci  prawdopodobienstwa generowania  wektorbw cech, np. sume kilku
wielowymiarowych rozktadow Gaussa i przeprowadza obliczenia bez dokonywania jawne;j
kwantyzacji. Podobnie jak w przypadku rozpoznawania wzorcéw o innym charakterze, takze
tutaj zachodzi mozliwo$¢ generowania tych samych wartosci przez rézne stany jak
i generowania r6znych wartosci przez ten sam stan.

W bardziej rozbudowanych modelach zbiér foneméw jest uzupetniany o wersje fonemoéw
zalezne od kontekstu (sasiedztwa), w jakim wystepuja. Méwi sie o bifonach, trifonach
i ogolnie polifonach. Liczba stanéw jest wtedy znacznie wigksza niz dla modelu z fonemami
bezkontekstowymi.

Zaleznie od przeznaczenia systemu modele moga opisywac artykulacje pojedynczych
stéw lub sekwencji stow, np. catych zdan. W drugim przypadku jest mozliwe wigczenie do
modelu informacji o skladni jezyka, ograniczajgcej dopuszczalne sekwencje stéw do
zgodnych z jego sktadnig i gramatyka. Poniewaz tutaj rowniez mozliwe jest stosowanie
modeli Markowa ze stanami bedacymi catymi stowami lub klasami stow (np. liczebnik,
dzieA_tygodnia itp.), mozna rozwaza¢ budowe modelu na wielu poziomach abstrakcji,
z najnizszym poziomem odpowiadajgcym fonemom lub ich elementom.

Ze wzgledu na popularno$¢ problemu rozpoznawania mowy powstato wiele narzedzi
wspomagajacych tworzenie modeli oraz rozpoznawanie mowy. Jednym z popularniejszych,
stosowanych w badaniach, jest zestaw Hidden Markov Model Toolkit (HTK), opracowany
na Wydziale Technicznym Uniwersytetu Cambridge [12], potem przejety przez firme
Entropie i Microsoft. Pozwala on m.in. na definiowanie modelu wypowiedzi na wielu
poziomach (subfonemoéw, stéw, zdan) i rozpoznawanie wypowiedzi.

Rysunek 9 przedstawia ogo6lny schemat blokowy systemu tworzacego modele
i rozpoznajgcego mowe. Wspditczesne systemy rozpoznawania mowy osiggajg 98% trafnosci
rozpoznawania.
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Tworzenie modelu Rozpoznawanie

Rys. 9. Schemat blokowy systemu tworzgcego modele i rozpoznajgcego mowe
Fig. 9. Block diagram of a speech modeling and recognition system

5. Podsumowanie

Jak juz wspomniano, cechg decydujacg o mozliwosci zastosowania ukrytego modelu
Markowa w rozpoznawaniu wzorcow jest oddzielenie sygnatu reprezentujgcego wzorzec od
proceséw faktycznie zachodzacych w uktadzie generujagcym sygnat. Parametry modelu
zawierajg informacje o zachowaniu sie ukladu i wiasciwosciach statystycznych wzorcow
uczacych. Podczas klasyfikacji nie dokonuje sie bezposredniego poréwnania wzorcow
testowych z wzorcami uczacymi, a jedynie wyznacza sie prawdopodobiefstwo
wygenerowania wzorca testowego przez model, ktérego parametry okreslono na podstawie
wzorcOw uczacych. W przypadku zastosowania algorytmu Viterbiego prowadzi to do
odtworzenia proceséw losowych zwigzanych z zachowaniem sie ukiadu (najbardziej
prawdopodobna sekwencja stanéw uktadu dla danej sekwencji obserwacji).

Obszar zastosowan ukrytych modeli Markowa w zakresie rozpoznawania wzorcow caty
czas sie rozszerza - od najbardziej rozpowszechnionych systeméw rozpoznawania mowy, do
wizji komputerowej i analizy statycznych obrazéw komputerowych. Nalezy jednak
podkresli¢, ze mozliwosci zastosowania metod opartych na ukrytym modelu Markowa
podlegajg pewnym istotnym ograniczeniom. Podstawowe ograniczenie zwigzane jest
z zalozeniem, iz poszczeg6lne elementy ciggu obserwacji sg od siebie niezalezne. Kolejne
ograniczenie wynika z zatozen Markowa, ze prawdopodobieristwo przej$cia do danego stanu
w chwili t zalezy jedynie od stanu uktadu w chwili t-1. Innym istotnym faktem, na ktory
nalezy zwréci¢ uwage, jest ograniczona dokfadno$¢ opisu cech statystycznych sygnatu
w przypadku obserwacji o ciggtym charakterze (rozktad obserwacji w postaci funkcji Gaussa,
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autoregresja). W przypadku wiekszosci zastosowan catkowite spetnienie wymienionych

ograniczen moze podlega¢ kwestii (np. zaleznosci pomiedzy kolejnymi fragmentami sygnatu

mowy rozciggaja sie z pewnoscig na wiekszy fragment tegoz sygnatu), jakkolwiek

niedoktadnosci wynikajace z czeSciowego tylko spetnienia zatozen ukrytego modelu

Markowa usprawiedliwi¢ mozna znacznym uproszczeniem rozwazan i obliczen zwigzanych

z analizg proceséw losowych, tym bardziej, ze opracowane systemy dziatajg poprawnie,

a skutecznosc¢ klasyfikacji jest zadowalajaca.
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Abstract

As mentioned before, the feature making possible recognizing patterns with Hidden
Markov Models is the separation of the signal describing a pattern from the process occurring
in the system that generates the signal. The parameters of the model contain information
about the behavior of the system and statistical properties of the training patterns. The
classification process does not compare directly the training data with patterns to be
recognized, but only evaluates the probability of generation of such patterns by a model with
parameters estimated during a training phase. The Viterbi algorithm reconstructs random
processes related to the behavior of the system (the most probable sequence of states for
a given sequence of observations).

The scope of HMM applications in pattern recognition is still growing. From the most
popular speech recognition to computer vision and analyses of static computer images.
However, possible adaptations of methods based on HMMs have some restrictions. The basic
limitation is the assumption, that individual elements of the observation sequence are
independent. Another limitation is a result of Markov’s assumption, that the probability of a
transition to a given state at the time t depends only on the state at the time f-1. Finally,
statistical properties of the signal are described with a limited precision in case of continuos
observations (distribution of observation given as Gaussian distribution, autoregression). In
most applications these conditions are not satisfied. For example, dependencies in speech
signal cover more than only two adjacent frames of the signal. But all these simplifications
and inaccuracies make the models and calculations less complex or even possible, and
systems based on them satisfy the classification’s accuracy requirements.



