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ASYMPTOTYCZNA OPTYMALNOSC
W ALGORYTMACH UCZENIA ROZPOZNAWANIA OBRAZOW

Streszczenie. W artykule przedstawiono decyzyjny problem Bayesa w sytuacji
braku danych o rozktadach prawdopodobienstwa, szczegdtowo opisano algorytm
uczenia rozpoznawania oparty na nieparametrycznej metodzie Loftsgaar-
dena/Quesenberry’ego oszacowania gestosci prawdopodobienstwa i wykazano jego
asymptotyczng optymalnos$¢é. Pokazano rowniez zastosowanie tego algorytmu dla
rozwiazania praktycznego zagadnienia klasyfikacji os6b chorych na jaskre na podsta-

wie obrazéw dna oka.
Stowa kluczowe: rozpoznawanie obrazéw, decyzyjny problem Bayesa.

ASYMPTOTIC OPTIMALITY IN PATTERN RECOGNITION
LEARNING ALGORITHMS

Summary. The article presents the Bayes’ decision problem in which probability

distributions of features are unknown, describes the pattern recognition learning

algo-

rithm based on nonparametric Loftsgaarden/Quesenberry method of estimating prob-
ability density function and proves its asymptotic optimality. The application of the
algorithm to solve practical problem of digital fundus eye images classification into

normal and glaucomatous ones is also shown.
Keywords: image recognition, Bayes’ decision problem.
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1. Model statystyczny zadania rozpoznawania

Zadanie rozpoznawania obiektu mozna przedstawi¢ jako szczegdlny przypadek og6lnego
problemu decyzyjnego Bayesa. Statystycznym problemem podejmowania decyzji jest gra
{©, D, L), gdzie poszczeg6lne symbole oznaczaja:

<9- zbiér mozliwych stanéw natury, zwany przestrzenig parametrow,

D - zbidr decyzji dostepnych statystykowi,

L(d,8) - funkcja rzeczywista okreslona na produkcie kartezjanskim Dx&, zwana funkcja
straty.

Kazda grajest interpretowana nastepujgco. Natura wybiera stan 6e 0, natomiast statystyk,
ktory nie jest poinformowany o wyborze dokonanym przez nature, wybiera decyzje deD.
W konsekwencji tych dwoch wyborow statystyk ponosi strate o wartosci L(d,8), w wyniku
podjecia decyzji deD, gdy 6jest ,prawdziwym stanem natury”. Gra jest powigzana z ekspe-
rymentem, bedagcym procesem zbierania informacji przez statystyka. Statystyk, nim podejmie
decyzje, moze obserwowacé wartosci skalarne lub wektorowe zmiennej losowej X, ktorej roz-
klad zalezy od prawdziwego stanu natury 6. Przestrzen obserwacji (zbior wszystkich moz-
liwych wynikdéw prob «-elementowych), oznaczana przez E, jest skofczenie wymiarowg
przestrzenia euklidesowa, a rozktady prawdopodobiefstwa zmiennej losowej X sg okre$lone
na podzbiorach borelowskich B ¢ £. Dla kazdego de®© istnieje miara prawdopodobienstwa
po okres$lona na B oraz odpowiednia dystrybuanta Fg(x) (lub gesto$¢ prawdopodobienstwa
fg(x))> ktora przedstawia rozktad zmiennej losowej X, gdy ¢?jest prawdziwg wartos$cig para-
metru. Jes$li X jest wektorem p-wymiarowym, to nalezy traktowaé X jako skrécony zapis
(X/, ..., Xp), a Fe W jako taki zapis dla dystrybuanty wielowymiarowej Fg(xi, ..., Xp).

Reguta decyzyjng (algorytmem rozpoznawania) nazywamy funkcje:

¥ . £ >f, 1)
ktéra odwzorowuje przestrzen obserwacji E w przestrzen decyzji D.

Na podstawie wyniku eksperymentu X -x (xjest obserwowang wartoscig zmiennej X) sta-
tystyk podejmuje decyzje d= '"H\x)eD.

Warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej L('fix), 8), wyznaczong przy zatozeniu, ze #jest

prawdziwym stanem natury, nazywamy funkcjg ryzyka reguty decyzyjnej 'F
RC¥,d) =EaL('¥(x),R)= "LC¥(x),e)dp9(x)= [LQf{x),8)fg{x)dx. 2)

Niech .Efjest wyr6znionym, najmniejszym cr-ciatem podzbioréw zbioru ©, zawierajgcym
jako swoje elementy wszystkie jednoelementowe podzbiory zbioru 0, wzgledem ktérego sg
mierzalne funkcje R(d,.) dla kazdego deD. Miara probabilistyczna p, okre$lona na przestrzeni

mierzalnej (©,0), nazywa sie rozktadem a priori parametru 8. Zbi6r wszystkich rozktadéw
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apriori na (0O,Z) bedziemy oznacza¢ 0*. Kazdy rozktad p e &* pozwala wprowadzi¢ porza-
dek w klasie regut decyzyjnych D.
Ryzykiem bayesowskim reguly decyzyjnej TeD wzgledem rozktadu a priori p€0* na-
zywamy catke:
rC¥,p) =Ep(RV¥,0)) = £ R(W,0)dp(0). @)
Reguta decyzyjna iP"eD jest regutg bayesowsky ze wzgledu na rozkiad a priori p, jezeli
rCP7.p) = igdr(F.p). 4)
r('K*,p) nazywamy minimalnym ryzykiem bayesowskim wzgledem rozktadu a priori p.
Jako szczegOlny przypadek przedstawionego wyzej decyzyjnego problemu Bayesa zosta-
nie przedstawione teraz zadanie rozpoznawania (klasyfikacji). W zadaniach rozpoznawania
skonczong przestrzen parametrow 0={0i, ... On) nazywa sie przestrzenigklas, ajej elementy
klasami. Wygodnie przy tym przyja¢ &={1, M). Obserwacja nazywa sie obrazem. Prze-
strzenig decyzyjng jest D=0={1, M1} L(d='Ax), 0) jest stratg spowodowang przez zali-
czenie do klasy d - 0\x) obrazu nalezgcego do klasy 6. Problem rozpoznawania mozna przed-

stawi¢ tak jak narys. 1.

Rys. 1. Blokowa interpretacja decyzyjnego problemu rozpoznawania
Fig. 1. Btock scheme of the pattem recognition decision problem

Wektor wartosci cech x={xi, Xp) opisujacych rozpoznawany obiekt oraz wynik rozpo-
znawania - numer klasy j do ktérej on nalezy stanowig realizacje pary zmiennych losowych
(0,X). Zmienna losowa (9est typu dyskretnego i przyjmuje wartosci ze zbioru numeréw klas

M }. Rozktad tej zmiennej losowej jest scharakteryzowany prawdopodobieristwami
apriori klas pj (tj. prawdopodobienstwami pojawiania sie klas):
Pr(0=j)=pj. je 0. ®)

Zmienna losowa X to p-wymiarowa zmienna losowa o ciggtym charakterze. Rozktad tej
zmiennej losowej dla kazdej wartoscije O jest okreSlony poprzez funkcje gestosci prawdo-

podobienstwafj(x) —tzw. warunkowag gesto$¢ prawdopodobienstwa cech w klasie j:
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AX\))=fj(X). (6)
Niech teraz funkcja straty ma postac:
iL@,j i*j
Lid, =t .
A) [0 i=13J

Bayesowski algorytm rozpoznawania, czyli algorytm z wykorzystaniem bayesowskich,

ij-1, M

a wiec optymalnych regut decyzyjnych, zwany réwniez regutg minimalizacji ryzyka $red-

niego, ma nastepujacg postac [5]:
=i gdy YjL@id)pjfj(x)=minYIL(iJ)Pjfj(x) ¢=1,...,Af. (7)
>1 M

W przypadku L(iJ)=1 (tak zwana prosta funkcja straty) otrzymujemy nastepujaca regu-

te decyzyjna:
F*(x) =i gdy plfi(x) = B P J(x) i=1.M ®)
Reguta ta zwana jest regutg najwiekszego prawdopodobienstwa a posteriori. Sens tej

reguty jest intuicyjnie oczywisty: rozpatrywany obiekt nalezy zaliczy¢ do tej klasy, ktora dla
zaobserwowanych wartosci cech x jest najbardziej prawdopodobna.

2. Rozpoznawanie ze zbiorem uczacym

2.1. Empiryczna klasyfikacja bayesowska

Opisany powyzej bayeso\vski algorytm rozpoznawania wyznacza sie na podstawie peinej
informacji probabilistycznej, tzn. na podstawie prawdopodobieistw a priori pj poszczegol-
nych klas oraz warunkowych gestosci cech w klasach fj(x)=f[x\j). Zagadnienie takie nie jest
jednak szczegOlnie interesujgce z praktycznego punktu widzenia, poniewaz w wielu technicz-
nych zadaniach nie dysponuje sie niestety petng informacja probabilistyczng. Brak tej wstep-
nej informacji rekompensuje sie przez «-elementowy zbidr obiektéw uczacych, tzw. ciag
uczacy:

E = {«?«* ) (« ) }. )
tzn. cigg « niezaleznych obserwacji par} zmiennych losowych (6,X), ktore sg wynikiem wy-
konanego eksperymentu, polegajacego na wielokrotnym mierzeniu wejscia i wyjscia bloku
generatora obserwacji (rys. 1).

Empiryczng regutg decyzyjng (empirycznym algorytmem rozpoznawania), czyli re-
guta opartg na zbiorze uczacym, nazywamy funkcje, ktéra odwzorowuje przestrzen (OxEfxE
w przestrzeA decyzji D (zbior klas), lub inaczej, ktéra kazdej realizacji ciggu uczacego V,

oraz elementu .ve E przyporzagdkowuje decyzje ieD:
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W‘ = = (10)
Prawdopodobienstwo a priori pin klas ze zbioru uczacego szacuje sie poprzez udziat po-

szczeg6lnych klas w zbiorze uczacym ilorazem:

Pin=ﬁ i=1 M. (11)
gdzie m jest zaobserwowang w ciggu uczacym liczbg obrazéw z klasy i, oraz oczywiscie za-
M
chodzi n = iij . Jest to nieobcigzony i zgodny estymator prawdopodobieAstwa [2],
Val

Jesli chodzi o empiryczne szacowanie warunkowych gestosci w klasach, to wyroznia sie 2
przypadki: parametryczny i nieparametryczny. W pierwszym rozktady prawdopodobien-
stwa w klasach znane sg z doktadnoscig do skonfczonej i znanej liczby parametréw. W przy-
padku nieparametrycznym, ktéry oznacza brak jakichkolwiek zatozer co do postaci funkcyj-

nej warunkowych gestosci cech w klasach, f. szacuje sie za pomocga nieparametrycznego es-
tymatora gestoSci prawdopodobienistwa fn, ktéry kazdej realizacji ciggu uczacego
V,={#.,j a ) ,.xn)} ipunktowixeE przyporzadkowuje liczbe:
it
fin(&>xi,...,.8n,xn,x) — (X).
Niech 0* oznacza zbiér wszystkich optymalnych regut decyzyjnych (8). Niech ponadto
oznacza zbior wszystkich klas, dla ktérych spetniona jest rownosc (8).
Wprowadzone zostanie obecnie pojecie empirycznego algorytmu bayesowskiego,
tzn. optymalnej, empiryczej reguty decyzyjnej, ktéra bedzie oznaczona ¥,*:
M M
¥CAVR'X) =i gdy 1=1 M (12)
lub dla przypadku prostej funkcji strat:
%(V,,>x)=i gdy PmfinM =rnwipjJ jn{x),i=I,....M = (13)

Niech T bedzie klasg wszystkich empirycznych regut rozpoznawania dziatajacych wedtug
(13). Problem podejmowania decyzji na podstawie uprzednich obserwacji xj, ..., xn, przy nie-
znajomosci rozktaddw, tzw. empiryczny problem Bayesa przedstawia rys. 2.

Podjecie decyzji poprzedzone jest tzw. uczeniem z nauczycielem, tzn. obserwacja ciggu
uczacego, ktorej wyniki sg zapamietywane. Dopiero po zakonczeniu cyklu uczenia nastepuje
proces podejmowania decyzji.

W sytuacji gdy prawdopodobienstwa klas i rozktady w klasach nie sg znane, pojawia sie
tzw. zadanie uczenia rozpoznawania.
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Algorytmem uczenia rozpoznawania (regutg uczenia rozpoznawania) nazywa sie cigg

empirycznych regut decyzyjnych [2]:
{'¥,,) = OF,, (*,Vn)). (14)

Rys. 2. Empiryczny problem decyzyjny Bayesa: a) uczenie, b) podejmowanie decyzji
Fig. 2. Empirical pattem recognition decision problem: a) leaming, b) decision making

2.2. Asymptotyczna optymalno$¢ algorytméw uczenia rozpoznawania
Algorytm uczenia rozpoznawania {IF) nazywa sie asymptotycznie optymalnym, jesli:

gdy n
Pi*zedstawione ponizej twierdzenie podaje warunki, w ktoérych ciag regut decyzyjnych

{'F,,)e Tjest w ustalonym punkcie xeE zbiezny wedtug prawdopodobienstwa do optymalnej

reguty Bayesa lub do zbioru optymalnych regut Bayesa, czyli jest asymptotycznie optymalny.
Twierdzenie 1

Jezeli estymator gestosci fjn jest zgodny w punkcie xe E do funkcji gestosci /vy,
tzn. fjn——>/y, gdy n-*°° dla je {l,2,..,M}, to dla dowolnego ciggu {F,}eT:
. A .
rI)lL[;,gPrf We 9 =1.

Dowdd
Na przyktad w [2],
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3. Metody nieparametryczne

3.1. Estymator Loftsgaardena/Quesenberry’ego

Niech xj, Xp sg niezaleznymi obserwacjami p-wymiarowej zmiennej losowej
X=(Xi, ..., Xp) o ciagtej dystrybuancie F(xj, xp). Obserwacja x-zmiennej X to (X ;, -, xpi).
Niech k(n) bedzie niemalejgcym ciggiem liczb catkowitych dodatnich, spetniajgcym nastepu-

jace warunki:

H’_r)g{:(n)z”, Jimk(n)/n =0. (15)
Dla wyznaczenia estymatora funkcji,/*/, Xp) w punkcie z=(zi, .... ZP) nalezy utworzy¢
cigg obszaréw S , Z ktorych kazdy jest hiperkulg o srodku w punkcie z i promieniu rny

Promien r?,,) hiperkuli réwny jest odlegtosci punktu z, srodka hiperkuli, od ¢(n)-tej najbliz-
szej probki Xi (obiektu ciggu uczacego), Vi{ oznacza objeto$¢ hiperkuli. Tak wiec kazda
hiperkulg obejmuje wyspecyfikowang liczbe k(n) probek. Nastepujaca funkcja jest estymato-
rem gestos$ci/ dla rozktadu zmiennej losowej elementow proby [2]:

fAz) =~ ~ =mn)-1)/n}{pr(p/2)/2rk n}, (16)

n\.,<
(gdzie f oznacza funkcje gamma). Jako cigg liczbowy k{n) mozna przyja¢ np. k(n)=(cn"),
przy czym ¢ > 0, 0< fi<l. Podane zostang teraz pomocnicze lematy wykorzystywane w do-
wodzie zgodnosci estymatora (16).
Lemat 1

Dla dowolnych zdarzen Al,A2,...,Ak prawdziwa jest nieréownos¢:

. s s .
prigAgp > (A)-"+1
Lemat 2
Niech {X,} oraz {/,} beda dowolnymi ciggami zmiennych losowych. Jeze-
i Xn— i Yn——>Y, gdy n— oraz istnieje takie M, ze Pr(|X|<M) =1
i Pr(lyl] < AJ)=1,t0 XnYn—  >XY , gdy

Lemat 3
Dla dowolnej nieujemnej, parzystej i niemalejacej dla x >0 funkcji / oraz dowolnej

zmiennej losowej X zachodzi nierdwnos¢:
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Twierdzenie 2
Estymator gestosci /,, okreslony wzorem (16) jest zgodny w punktach ciagtosci gestosci
/, tzn. /,, — >/ ,gdy n->co.

Dowdd

W pierwszej czesci dowodu zostanie pokazane, ze zmienna losowa Uk® =P ) ma
rozktad beta B(ft(n),n-&(n) +1).
Niech Y =|X - z\, gdzie z jest punktem ciggtosci f w ktérym sprawdzana jest zgodnos$¢

estymatora, natomiast X zmienng losowg o funkcji gestosci/. Mozna zauwazy¢, ze z okresle-

nia promienia ik wynika, ze jest on fc(n)-tg statystyka pozycyjng n-elementowej proby z
rozktadu zmiennej losowej Y, tzn. k® = YK* n. Zatem:
=Pr({Xe )= Pr(\X - 2A <nt{n)) = Pr(|X - z|< YKn).n) = Fr(vkMn) .

Korzystajac z faktu, ze dla n-elementowej proby z rozktadu zmiennej losowej Y k-ta sta-

tystyka pozycyjna ma rozkiad o dystrybuancie [1]:

F ,» .p,(n,i*- fw'*f_,l

otrzymuje sie:
F{/(«)=Pr(fA(n)< M=PrH5w jNr«)=
=Pr(» )* «)=Prfo" Fy[YkMn)<Fy-' (u)}

gdzie  Fr~'(u) jest  uogodlniong  dystrybuanta odwrotng okreslong wzorem

Fr~(u)=inf<x: Fr(x) >u>dla ue (0,l). Natomiast:

Pr(F,-‘F,(yt(n)J < Fj,"l(w))= Pr(ytfl),, < Fy~'(u)),
gdyz warto$ci przyjmowane przez zmienng losowg Yk(n)n zawierajg sie w zbiorze wartosci
zmiennej losowej Y (wykorzystuje sie tu bowiem nieréwnos$é F “1(F(x)) <x spetniong dla
dowolnej dystrybuanty F).
Korzystajac z przytoczonego wyzej wzoru opisujacego posta¢ dystrybuanty statystyki po-

zycyjnej otrzymujemy:

3

«» |

ptoé.

= (k-I)!(n-jk) i, (I 1) 4dif
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gdzie ostatnia rownosc jest konsekwencja faktu, ze dla ciagtej dystrybuanty Fr zachodzi
réwnos¢ Fy(FY~I(u)) =u (jest to szczegdlny przypadek nierownosci F(F~\t))>t spetnionej
dla dowolnej dystrybuanty), co koriczy pierwsza cze$¢ dowodu.

R

- - . .U .
W dalszej czeSci dowodu zostanie pokazane, ze 4 ->/(z), gdy n—00. Mozna

stwierdzi¢, ze Uk{n)— »0, gdy Jest to konsekwencjg zastosowania lematu 3 dla

funkcji /(a)=|x| oraz faktu, ze zmienna losowa o rozkiadzie B(«,/?) przyjmuje tylko nie-

. AT x - .oa
ujemne wartosci i jej warto$¢ oczekiwana wynosi i [1], tzn. dla dowolnego s >0:
a +/

ElUxn) EU t(n) k(n)

pr(K>M " £(n +1)
Korzystajac ponadto z zatozenia, ze lim ;0, otrzymuje sie:
lim Pr(|t/4(n)| > e) < =0« Um -*-><), gdy ,, -» co.

Poniewaz z jest punktem ciagtosci funkcji gestosci/ rozktadu zmiennej losowej X, mozna
stwierdzié rowniez, ze:

Um -*->0 <> 0« rdl)-*->0,gdy n->-.
Pierwsza rGwnowazno$¢ jest prawdziwa w przypadku, gdy nie istnieje hiperkula wokét punk-
tu z, dla ktérej gesto$c/jest tozsamoSciowo rowna zero. Jednak to zatozenie nie jest istotne,
k{n)-1
nv.

gdyz w przeciwnym przypadku fn(z): ->0=/(z), gdzie Vjest obje-

nVv

toscig tej hiperkuli.

Z faktu, ze gestosé/jest ciggta w punkcie z, wynika réwniez (na podstawie definicji):

. M O
f(z) :I)|.>%—V <VE>0 3R Vr r<R . /(z)- <E.

Jezeli wiec ik —— >0, to dla wybranych powyzej e iR otrzymuje sie:

yS>0 3N Wrc n>N =Pr(rf(n) <R) >1- S,

zatem zgodnie z powyzszymi zatozeniami:

Pr
Prr' m - <f >1~8S,
V.
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czyli
Pr 7
limPr /(z)-- %O <£ :1¢>(k(n) i
Vo).
Mozna zauwazyc, ze — —>f{z) o — —t— gdy n —co. Za-
V.

tem, gdy zostanie wykazane, ze «ilk{n)R 1, gdy n—m», bedzie to réwnoznaczne ze

stwierdzeniem, ze ———-——>/(z), gdy n—<*> co stanowi teze twierdzenia. Tak wiec
nv.

ostatnia cze$¢ dowodu bedzie pokazywata, ze k_( )-1 ii-M tgdy n—
n -~
Korzystajgc z lematu 1 oraz 3 dla funkcji f(x) =x2 oraz z faktu, ze dla zmiennej losowej

fee(Corghi]

Z o rozkladzie B(a,/3) jej drugi moment wynosi EZ2= ----———— [1], otrzymujemy

dla dowolnego e > 0:

or ni/*(«) ot ni/*(.)
SAE
1 U 2n
Wy -1 a1 EWHE
>

Mem@&m+l)  In k(n) )
x()-1 (DM +2) ¢ (n)-1(n +1)
n2 &(n)(&(n) + 1) 2n fe(n)
(n+NhH(n+2) (k(n)-DN2 n+D’*(n)-1 +

Korzystajac z zatozenia, ze lim&(n) = , mamy:
f \
fimpr NUM 1 ¢
Kk k(n) -1 )
< i n2 k{n)(k{n) + 1) 2n (I

m
£' @ (n+1)(«+2) (fem-1)2  (n+1) "k(n) -1 +
. nuy, S .
€0 0znacza, Z e A —>1, gdy n—<>i kornczy dow6d.D
*(«) -
Asymptotycznie optymalny algorytm uczenia gwarantuje, ze dla wzrastajgcej liczby
obiektdw ciggu uczacego prawdopodobienstwo tego, ze jego ryzyko bedzie dostatecznie bli-
skie ryzyku bayesowskiemu, staje sie dowolnie bliskie 1. Intuicyjnie oznacza to, ze dla algo-
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rytmu uczenia prawdopodobienstwo faktu, ze nauczy sie on na podstawie licznego zbioru

uczacego rozpoznawac tak dobrze jak algorytm bayesowski, jest bliskie 1.

3.2. Algorytm rozpoznawania

Stosowanie oszacowania Loftsgaardena/Quesenberry’ego prowadzi do reguty decyzyjnej
zwanej algorytmem k-tego najblizszego sgsiada. Dla prostej funkcji strat empiryczny algo-
rytm bayesowski, po uwzglednieniu oszacowania gestosci (18) oraz prawdopodobienstwa

a priori klas (11), ma postac:

\ kin,)-1 n, kin,)—1 kin,)-1
Pif, W = Pif* (2)=P,z7r— = an
hv MYem1 "Vemz
Poniewaz:
2r?,.Jtpn
0s,
nalezy maksymalizowa¢ wyrazenie:
fe(n,)-1  _ pT{A)k{nt) -\
n2<n,)x pn 2rpv npnn
pni)
Ze wzgledu na to, zZe 2P—-_|r UL nie zalezy od i otrzymuje sie funkcje klasyfikujgcg postaci:
np
(20)
hidh)
Zatem bayesowska reguta decyzyjna ma ostatecznie nastepujaca postac:
% (K'X)=i>dy - I- = max - I- . 21
( ) 7y rw *e rHnt) @1

Przyktad 1

Dziatanie reguly decyzyjnej (21) zostanie zilustrowane na przykfadzie, ktory zostat za-
czerpniety z wykonanego w ramach pracy eksperymentu opisanego w nastepnym punkcie.
Dla uczenia klasyfikatora wybrano 5 prébek zdrowych (klasa 0) oraz 5 chorych (klasa 1),
z ktérych kazda charakteryzowana jest przez wektor cech ztozony z dwoch wspotczynnikdw
ksztattu: stosunek pole/obwdd oraz wspotczynnik Haralicka. W tabeli 1 zamieszczono warto-
sci wektoréw cech dla tychze prdébek, a takze wektora cech dla prébki, na podstawie ktorej
zilustrowana zostanie procedura klasyfikacji nieparametrycznej. Probka ta pochodzi z klasy

chorych. Natomiast rys. 3 pokazuje rozmieszczenie probek w przestrzeni cech.
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Obliczone wedtug wzoru (20) wartosci funkcji klasyfikujagcych odpowiednio: dla klasy
zdrowych(klasa 0) i chorych(klasa 1) wynosza:
Pofo(x) = 1.406781,

pif,(x) =2.860297.
Zatem, przy zastosowaniu reguty decyzyjnej (21) probka zostata poprawnie zaklasyfiko-

wana jako chora.

Tabela 1
Wartosci wektora cech dla probek z klas zdrowych i chorych
Prébki chore Probki zdrowe
stosunek wspotczynnik stosunek wspotczynnik
pole/obwad Haralicka pole/obwad Haralicka
13.33472 0.032191 14.9403 0.046176
18.23172 0.037139 6.52437 0.040996
15.46161 0.030787 6.950128 0.03576
16.37466 0.037113 11.84396 0.036835
10.19214 0.032582 16.52475 0.044499
15.78338 0.038519
Klasyfikacja
wsp_h
0,05 4
0,045
m ©proébki chore
0,04 3 " .
0 El © O prébki zdrowe
0,035
© © A klasyfikowana prébka
0,03 - ©
0,025

10 15 20stos-P-°

Rys. 3. Probki uczace z dwdch klas: zdrowych i chorych wraz z probkado klasyfikacji
Fig. 3. Learning samples from two classes: healthy and ill with sample for classifying
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4. Opis eksperymentu

W ramach pracy zostat zbudowany system komputerowy wspomagajacy diagnostyke oku-
listyczng u oséb z podejrzeniem jaskry, oparty na analizie cyfrowych obrazéw tarczy nerwu
wzrokowego na obrazach dna oka uzyskiwanych z funduskamery typu Canon
CF-60Uvi. System ma umozliwia¢ automatyczng klasyfikacje uzyskanych obrazéw jako pra-
widtowe lub jaskrowe.

Prawidtowa tarcza nerwu wzrokowego (np. rys. 4) ma: 1) pierscieA nerwowo-
siatkowkowy o r6zowym zabarwieniu potozony na obwodzie tarczy, 2) zagtebienie fizjolo-
giczne, tj. obszar catkowicie pozbawiony wikokien nerwowych, zétawy (na rysunku jest to

obszar najjasniejszy), potozony centralnie.

Rys. 4. Obraz prawidtowej tarczy nerwu wzrokowego na obrazie dna oka
Fig. 4. The image of correct disc of optical nerve on the image of eye’s fundus

Jaskra to grupa schorzen charakteryzujacych sie postepujgca neuropatia nerwu wzroko-
wego, ktora prowadzi do powstania ubytkow w polu widzenia, konczacych sie ostatecznie
Slepota. Jaskrowe zmiany w wygladzie tarczy nerwu wzrokowego obejmujg réznorodne
zmiany ksztattu piers$cienia nerwowo-siatkbwkowego (a co za tym idzie - zagtebienia) wsku-
tek uszkodzen widkien nerwowych. Przyktadowe zmiany ksztattu to: zlokalizowane, wkleste
ubytki, rozlegte zwezenia i zaniki pierScienia nerwowo-siatkbwkowego, pionowa owalizacja

zagtebienia (np. rys. 5).
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Rys. 5. Przyktady zmian jaskrowych w wygladzie tarczy nerwu wzrokowego
Fig. 5. Examples of glaucoma changes in disc of optical nerve

Zatem opis ksztattu zagtebienia za pomocg odpowiednio dobranych wspétczynnikéw
ksztattu moze pozwoli¢ na odroznienie zdrowych i chorych (jaskrowych) tarcz.

Pozyskane obrazy dna oka, po przetwarzaniu wstepnym, ktére obejmowato odszumianie
oraz operacje poprawy kontrastu obrazu, zostaty poddane algorytmom segmentacji obszaro-
wej, w wyniku ktdrej uzyskano obszary: tarczy nerwu wzrokowego oraz zagtebienia.

Dane z tych dwoch automatycznie rozpoznawanych obszaréw tarczy sa przeksztatcane w
ilosciowe wspotczynniki charakteryzujgce ich ksztatty. Sposéréd istniejacych w literaturze
wytypowano do badan nastepujace wspotczynniki ksztattu [3]: cyrkulamos$ci, Malinowkiej,
Blaira-Blissa, Danielssona, Haralicka, L pt, stosunek pole/obwdd.

Obliczone wspotczynniki dla zagtebienia na obrazach dna oka w grupie 0s6b zdrowych
(28 o0sdb) i w grupie chorych na jaskre (35 oséb) zostaty poddane analizie statystycznej [10],
na ktora sktadata sie:

1. analiza zgodnosci rozktadéw (test Manna-Whitneya),
2. analiza normalnosci rozktadow (test Shapiro-Wilka),
3. analiza niezaleznosci cech (test Spearmana).

W wyniku tej analizy dokonano wyboru nastepujgcych dwoch wspoétczynnikéw sposréd
wymienionych wyzej:
stosunek pole/obwod:

stos p 0- 3 (22)
p

oraz wspotczynnik Haralicka:
(23)

gdzie S oznacza pole obiektu, P - obwod obiektu, d - odlegto$¢ pikseli konturu obiektu od
jego srodka ciezkosci, n jest liczbg punktéw konturu.
Wspdtczynniki te utworzyty wektor cech zastosowany nastepnie do opisanej, nieparame-

trycznej procedury klasyfikacyjnej. Po realizacji procedury uczenia klasyfikatoréw dokonano
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testowania obu klasyfikatorbw metodg usuwania [7]. Wyniki testbw powyzszg metodg sg

nastepujace (0 oznacza klase zdrowych, 1zas klase chorych):

3.

P(0\0) = 97,7% (prawdopodobieAstwo poprawnej klasyfikacji probki zdrowej),
P{1\1) = 98.8% (prawdopodobienstwo poprawnej klasyfikacji prébki chorej),
P{1\0) = 2.3% (prawdopodobienstwo btednej klasyfikacji prébki zdrowej),
P(O\1) =1.2% (prawdopodobienstwo btednej klasyfikacji probki chorej).
Whnioski

Klasyfikator nieparametryczny jest bardziej uniwersalny w poréwnaniu z klasyfikato-
rem parametrycznym, gdyz nie jest wymagana w przypadku jego konstrukcji znajomos$¢
postaci funkcyjnej rozktadu cech w klasach - sytuacja najczesciej wystepujagca w prak-
tyce. Natomiast wyniki przeprowadzonego eksperymentu wskazuja na jego duzg sku-
tecznosc.

Wyraznie wieksza warto$¢ prawdopodobienstwa biednej klasyfikacji prébki zdrowej w
stosunku do wartosci prawdopodobienstwa btednej klasyfikacji probki chorej (prawie
dwukrotnie wieksza) nie stanowi duzego zagrozenia, gdyz sytuacja zaklasyfikowania
osoby zdrowej jako chorej nie pocigga za sobg tak negatywnych skutkéw jak sytuacja

odwrotna.

Zastosowanie bardziej precyzyjnych metod segmentacji obszarowej prawdopodobnie

pozwolitoby uzyska¢ nieco lepsze rezultaty.
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Abstract

In this article the general Bayes’ decision problem is presented. It is examined the case
which is most frequently met in practice, namely the lack of data concerning probability dis-
tributions and the pattern recognition learning problems are discussed. In the presented case
the unknown probability density function is replaced by its estimate and it is given the theo-
rem (Theorem 1) in the paper, which guarantees that if the estimate is consistent, the recogni-
tion rule based on the estimate is also consistent, i.e. convergent in probability.

In the paper the pattern recognition learning algorithm based on the nonparametric Lofts-
gaarden/Quesenberry method for probability density function estimation is described and its
asymptotic optimality (Theorem 3) is proved. In the last part of the article the application of
the presented algorithm in solving practical problem of digital fundus eye images classifica-
tion into normal and glaucomatous ones is given. On the basis of statistical tests performed
on data calculated on images obtained from funduscamera and appropriately processed, the
feature vector is selected and next the recognition rules are created. The results of testing the

classification rule by “leave-one-out” method are given.
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