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DYFRAKCYJNE STALE SPREZYSTOSCI
MATERIALOW POLIKRYSTALICZNYCH

Streszczenie. W pomiarach makronaprezen metodami rentgenograficznymi stosuje
sie tzw. dyfrakcyjne state sprezystosci, ktére mozna obliczyé wedtug réznych modeli
ciat sprezystych lub zmierzy¢ metodami rentgenograficznymi. Stosowane sg r6zne mo-
dele ciat sprezystych:Voigta, Reussa, Hilla, Hubera i Schmida, Boasa, Bruggemana,
Shibuya, Kneera i Kronera, Hashina i Shtrikmana, Krénera i Kocha, Laurenta i Eudiera,
Aleksandrova, Ledbettera i Naimona. W pracy opisano zasady i warunki pomiaréw sta-
tych sprezystosci materiatow polikrystalicznych i uzyskane rezultaty pomiaréw.

X-RAY ELASTIC CONSTANTS OF POLYCRYSTALLINE MATERIALS

Summary. X-ray elastic constants are used in macrostress measurement by X-ray
methods. They can be calculated according to various models or measured by X-ray
methods. There are presented possibilities to calculate X-ray elastic constants for va-
rious polycrystalline models of solid state with use of computer software. The models
that were elaborated by Voigt, Reuss, Hill, Huber and Schmid, Boas, Bruggeman, Shi-
buya, Kneer and Kroner, Hashin and Shtrikman, Kroner and Koch, Laurent and Eudier,
Kasprzak, Aleksandrov, Ledbetter and Naimon are taken into account. Calculation of
shear modulus for copper is presented as an example. X-ray elastic constants for
polycrystalline materials can be also measured by X-ray methods. There are described
measurement method and original devices for bending or stretching of flat probes in co-
unter goniometer. The special attention is paid to computer-aided calculations. Measu-
red values of elastic constants for some polycrystalline materials are given.
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1. Wprowadzenie

W pomiarach makronaprezenn metodami rentgenograficznymi stosuje sie tzw. dyfrakcyjne
state sprezystosci. Mozna je obliczy¢ wedtug réznych modeli polikrystalicznych ciat sprezy-
stych lub tez zmierzy¢ metodami rentgenograficznymi. W zwigzku z tym rozpatrzono obie
mozliwosci.

Metody dyfraktometrii rentgenowskiej mogg by¢ wykorzystane do pomiaru statych sprezy-
stos$ci faz wystepujacych w materiatach polikrystalicznych. Nalezy przy tym pamietac, ze:

1) w przypadku wielofazowych materiatdéw polikrystalicznych czesto dla wartosci statej
sprezystosci catego materiatu przyjmuje sie warto$¢ statej sprezystosci danej fazy; postepo-
wanie takie moze by¢ uzasadnione tylko woéwczas, gdy faza ta wystepuje w iloSci co najmniej
80-90%, a wartosci statych sprezystosci pozostatych faz nie réznig sie istotnie od wartosci
tych statych dla fazy dominujacej w badanym wielofazowym materiale polikrystalicznym,

2) wartosci statych sprezystosci dowolnych faz sg w okreslony spos6b usrednione po zbio-
rze krystalitow nawet w przypadku materiatéw polikrystalicznych, ktére pod wzgledem wia-
snos$ci mechanicznych sg w skali makroskopowej izotropowe.

2. Obliczanie statych sprezystosci wedtug ré6znych modeli ciat sprezystych

Zagadnienie obliczenia statych sprezystosci ciat polikrystalicznych na podstawie wtasnosci
sprezystych monokrysztatéw jest ztozone pod wzgledem eksperymentalnym i teoretycznym.
Trudno otrzymaé rzeczywisécie izotropowe prébki, poniewaz wiekszo$¢ sposobéw ich przy-
gotowania pozostawia pewng teksture, ktéra moze by¢ tylko cze$ciowo usunieta. Nalezy réow-
niez liczy¢ sie z duzymi znieksztatceniami sieci krystalicznej przynajmniej w obrebie tzw.
warstwy wierzchniej materiatu.

Stosowane sg rozne sposoby usredniania wielkosci fizycznych lub ich odwrotnosci,
wszystkie one przyjmujgjednak nastepujgce zatozenia:

- ziarna sa zorientowane przypadkowo i mate w stosunku do wielkosci prébki, lecz na tyle
duze, ze przestrzenie miedzy nimi sa nieistotne,

- spdjnos¢ krystalitow istnieje poprzez bardzo cienkie granice ziam, ktére odksztatcajg sie
podobnie jak wnetrze krysztatu.

Stosowane sg rézne modele ciat sprezystych [1, 2]: Voigta, Reussa, Hilla, Hubera i Schmi-
da, Boasa, Bruggemana, Shibuya, Kneera i Kronera, Hashina i Shtrikmana, Kronera i Kocha,
Laurenta i Eudiera, Kasprzaka, Aleksandrova, Ledbettera i Naimona.

Voigt przyjat zatozenie statego odksztatcenia w ciele polikrystalicznym. Jest ono spetnione
dla prébki sktadajgcej sie z monokrystalicznych warstw utozonych réwnolegle do kierunku
dziatania naprezenia, gdy wszystkie warstwy podlegaja temu samemu odksztatceniu.

State sprezystosci s, i s2sg wedtug modelu Voigta wyrazone wzorami:

a) dla uktadu regularnego:

_ s,i(2S], + S|2) + s|2(su —2512) —s44(su + 3s,2)
2sM + 6(sn - s12)

1§ 5544(an —s12)

2 2s44 + 6(sn - s]2)



Dyfrakcyjne state sprezystosci. 117

b) dla uktadu heksagonalnego:

3\c4-cn - Css - 5Ciz - 8cI3)
(2C,, +Ca +2C.2 +4C13)(7C,, +2Cs3 -5C12-4Cus +2044) ’

1 15
—S2 = ]
2 7cn +2cB. 5R- 4cI3+ 12c 4

State s, i s nie zalezg wiec od kierunku, co jest mato prawdopodobne dla rzeczywistych
ciat polikrystalicznych.

Reuss przyjat zatozenie ciggtosci wszystkich sktadowych naprezenia na granicy ziam o
réznej orientacji. Jest ono jednak stuszne tylko dla sktadowych naprezen normalnych do gra-
nicy styku ziam. Model Reussa jest stuszny dlajednoosiowego rozciggania probki sktadajacej
sie z monokrystalicznych warstw prostopadtych do dziatajgcego naprezenia, poniewaz w tym
przypadku naprezenie bedzie state.

State sprezystosci s, i s2 sg wedtug modelu Reussa wyrazone wzorami:

a) dla uktadu regularnego:

Si=Sike +7r(28,] - 2s12- s44),

—S2 =8, - Sj2 ~-r (25N — S - S44),

gdzie:

r hakz + K212 + l2h2
(hz +ko+12)2

b) dla uktadu heksagonalnego:

Si = A 1Sl +si3)+(sn -S33 -S|3 -S12 —s44)c0S2(p (s, -S33 -5 44 - 2si3)cosd<pj

Ns2="NiNs"1~5si2 _si3)—"sii+s33-3544-5S5|3)cos2(p+ 3(sn +s33-5 44 -2513)cos4ip]

gdzie gjest katem zawartym miedzy osig sze$ciokrotng i normalng do danej ptaszczyzny sie-
ciowej .

Hill przyjmuje, ze state sprezystosci s, i s. dla realnych ciat sg zwigzane ze statymi wyzna-
czonymi wedtug modelu Voigta i Reussa nastepujacymi zalezno$ciami:
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przy czym: kR + kv = 1, gdzie indeks odnosi dang wielko$¢ do okreslonego modelu (Reussa
lub Voigta). Niektérzy dla czynnikéw k przyjmuja wartosci: kR=kv =1/2, a inni:
kR =1/3, kv =2/3. State sprezystosci wedtug modelu Eshelby'ego-Krénera majg wartosci

bliskie warto$ciom dla przypadku kR= kv =1/2.

Inne wyzej wymienione modele ciat sprezystych prowadzg do bardzo skomplikowanych
wyrazen i zapewniajg tylko nieco lepszg zgodno$¢ z doSwiadczeniem.

W charakterze przyktadu obliczono modut G dla miedzi (tablica 1). Jest to typowy metal,
dla ktérego czynnik anizotropii wynosi 3,19 i znane sg wartosci statych sprezystosci.

Tablica 1
Wartosci modutu sprezystosci poprzecznej dla miedzi
obliczone réznymi metodami ijego warto$¢ doswiadczalna

Metoda G [GPa]
Voigta 54,68
Hashina-Shtrikmana (gérna granica) 49,51
Krénera (gorna granica) 48,62
Hersheya-KrOnera-Eshelby'ego 48,25
Krénera (dolna granica) 47,70
Hilla ($rednia arytmetyczna) 47,41
Hilla (Srednia geometryczna) 47,38
Aleksandrova 46,82
Hashina-Shtrikmana (dolna granica) 46,06
Hubera-Schmida-Boasa 44,13
Reussa 40,15
Doswiadczenie 47,90

Z danych tych wynika, ze do dobrej zgodnos$ci z wynikami pomiaréw prowadzi metoda
Hersheya-Krénera-Eshelby’ego oraz dolne oszacowanie metodg Krénera. Do jeszcze lepszej
zgodnosci z wynikami pomiaréw prowadzi $rednia arytmetyczna dolnego i gérnego oszaco-
wania metodg Hashina-Shtrikmana. Nieco gorszg zgodnos$¢ z doSwiadczeniem daje Srednia
arytmetyczna dolnego i gérnego oszacowania metoda Krénera. Nieztg zgodno$¢ daje réwniez
oszacowanie metoda Hilla.

3. Zasada pomiaru statych sprezystosci materiatow polikrystalicznych
metodami dyfraktometrii rentgenowskiej

Podstawowe réwnanie metody sinfy pomiaru naprezen ma posta¢ [1-3]:

="s2%sin2'k+s,(0,+02), 1)

eww - odksztakcenie sieci krystalicznej badanego materiatu zmierzone w kierunku wyzna-
czonym przez katy i \j/,

s,, S2- state sprezysto$ci materiatu, ktére mozna wyrazi¢ przez modut Younga E i wspét-
czynnik Poissonav: s, =-v/E, s2/2 =(1+V)/E,

<P - kat zawarty w ptaszczyznie e,0e2miedzy kierunkami e, i no
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i - katzawarty miedzy kierunkiem osi e3i kierunkiem pomiaru odksztatcenia ew,

£| - odksztatcenia gtdwne, £, = (s, 52 e3,

a, - naprezenia gtéwne, c, = (a,, a2 a3,

a - naprezenie dziatajace w ptaszczyznie e,0e2 w kierunku wyznaczonymprzez rzut
kierunku pomiaru na te ptaszczyzne, =er,sin2gp+a2cos2q

Jezeli réwnanie to napiszemy dla liniowego stanu naprezenia i kolejno zrézniczkujemy
wzgledem a,, a2i sin2)/, to otrzymujemy:

3e S e
<pv=0 1 ,
)

3a, dsin i|/3a,

Roéwnania te zawierajg zasade pomiaru statych s, i s2 Wyznaczenie tych statych sktada sie
z nastepujacych czynnosci:

1) Dla kilku réznych wartosci jednoosiowego naprezeniaa,(i = 1, 2, 3..., n) dokonuje sie
pomiaru odksztatcenia sieci krystalicznej dla ustalonych wartosci kata y, co prowadzi do za-
leznosci e = fVinZ ull)C ; zaleznosci tych bedzie tyle, ile jest r6znych wartoséci naprezenia

j =cons
0,, czyli n. Nachylenie prostej, bedacej obrazem graficznym tej zalezno$ci, mozna zapisa¢
w postaci:

de 1
. —_S-,0,. 3)
3sin2\[/ 2

2) Nachylenia prostych (5) przedstawiamy jako funkcje a,, co prowadzi do réwnania:

de @
3sin2y
skad nachylenie tej prostej
de
=-5s,. 5
da. dsin W ®)
3) Wartosci e dla zaleznosci £ = f(sin2\\i) - przedstawiamy z kolei jako

funkcje er,: V,0= h(0,), przy czym nachylenie tej prostej

(6)

a,. 1 8**-«lmet

W badaniach tych wygodne jest stosowanie urzadzen umozliwiajacych odksztatcanie pta-
skich probek materiatéw polikrystalicznych bezpos$rednio w goniometrze licznikowym, lecz
urzadzenia takie nie stanowig wyposazenia dyfraktometréw rentgenowskich. W zwigzku z
tym opracowano specjalne urzadzenia do zginania i do rozciggania takich probek.
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4. Warunki pomiaru statych sprezystosci materiatow polikrystalicznych
metodg dyfraktometryczng

Pomiar statych sprezysto$ci materiatdw polikrystalicznych lub ich faz moze by¢ zrealizo-
wany z wykorzystaniem metody sinfy [1-3]. Program, opracowany w jezyku C+; wymaga
wprowadzenia nastepujgcych danych wejsciowych:

- liczby r naprezen i ich wartosci, przy czym i= 1,2, 3,...,rdlar< 10,

- liczby N katéw i|/j i ich wartosci, przy czym j = 1,2, 3,...,N dlaN < 10,

- potozenia katowego 0 Oustalonej linii dyfrakcyjnej badanego materiatu polikrystalicznego
lub fazy w stanie pozbawionym naprezen.

Po podaniu tych danych na ekranie monitora pokazuje si¢ tablica, do ktérej wpisuje sie

wartosci potozen katowych tej samej linii dyfrakcyjnej badanego materiatu lub

fazy dla ustalonych wartosci katéw g/j i ustalonych wartosci naprezenia a,. Na podstawie tych
danych oblicza sie warto$ci odksztatcenia sieci krystalicznej:

sin®©,,

— 1 7
sin© o

t|/j,0j=const

Stosujac do obliczonych wartosci odksztatcenia sieci metode najmniejszej sumy kwadra-
tow uzyskuje sie rownania normalne w postaci:

* Vioi=cosl ~ " sin2\j/ + B (8)
gdzie:
W
’ E 1
=— , B 9
w W )
N N
sin2y —I Byi.oiﬂn, Isin2v|/j, (10)
i H
N N N
= ]T sind tg I Eyj.o'i:um —5 sin2 v/ Z eyj.o;-(m! sinZWJ‘ (11)
= j=l j=i i1
N N 2
nE sin4V}/j~ isin’ (12)

j=i

Obliczenia wedtug wzoréw (7)-~(12) wykonuje sie dla wszystkich wartosci o,. Na podsta-
wie tych wspdtczynnikow A i B wyznacza sie state sprezysto$ci. Stosuje sie metode najmniej-
szej sumy kwadratéw odpowiednio do wielkosci A ido B
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ZKani]
*ji=~t , (13)
2>.2
r
JERx = — . (14>
2 5>7

Na podstawie wyznaczonych wartosci statych sprezystosci mozna obliczy¢ modut Younga:

E = (15)

oraz wspétczynnik Poissona:

(16)

S1t 25,

5. Przykiad zastosowania opracowanego programu i uzyskane rezultaty
pomiardw

Opracowany program komputerowy do pomiaru statych sprezystosci materiatow polikry-
stalicznych metoda rentgenograficzng na wstepie poddano testowaniu, ktére wykazato po-
prawnos$¢ jego dziatania, a nastepnie zastosowano do wyznaczenia statych sprezystosci réz-
nych materiatéw i faz polikrystalicznych.

Do badan wybrano nastepujgce materialy:

- stale konstrukcyjne wyzszej jakosci: 15, 25, 35, 45, 55, 65,

- stale konstrukcyjne do ulepszania cieplnego: chromowg 45H, chromowo-molibdenowg
35HM,

- stal tozyskowg £ H15,

- stal narzedziowg chromowo-wanadowo-molibdenowgNC7VL,

- mosigdz CuzZn30.

Dokonano réwniez pomiaru statych sprezystosSci niektdorych faz w stalach lub staliwie: au-
stenitu w staliwie LH17N36S w stanie surowym i naweglonym oraz weglika Me23C6i weglika
Me7C3.

Spos6b postepowania zostanie pokazany przykiadowo dla pomiaru statych sprezystosci
ferrytu stali 55 wyzarzonej normalizujagco w temperaturze 1073 K. Ptaskie prébki tej stali o
wymiarach 110 x 15 x 0,4 mm zamocowane byly w specjalnym przyrzadzie wiasnej kon-
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strukcji do ich rozciggania. Za pomocg tego urzadzenia wytwarzano w nich jednoosiowy stan
naprezenia zdefiniowany przez naprezenie a, o kolejnych wartosciach: 100, 200, 300, 400,
500 MPa. Do okre$lania potozenia katowego linii dyfrakcyjnej 211 ferrytu w stali 55 stoso-
wano dyfraktometr rentgenowski typu PSF-1M firmy Rigaku-Japonia, wyposazony w lampe
rentgenowska o anodzie chromowej (napiecie pracy 30 kV, natezenie pradu anodowego
10 mA, filtr V). Korzystano wiec z promieniowania CrKa. Potozenia tej linii dyfrakcyjnej
okre$lano dla r6znych, wyzej podanych, wartosci naprezen, przy czym dla kazdej z tych war-
tosci kat ip wynosit: 0°, +15°, +30°, +45°. Doswiadczalnie wyznaczone potozenia ustalonej
linii dyfrakcyjnej zestawiono w tablicy 2.

Tablica 2

Potozenia katowe linii dyfrakcyjnej 211 ferrytu w stali 55
wyznaczone dla r6znych warto$ci naprezen rozciggajacych

a [MPa] [l
0 15 30 45
100 78,194 78,184 78,155 78,115
200 78,228 78,207 78,149 78,071
300 78,262 78,231 78,144 78,026
400 78,297 78,254 78,139 77,981
500 78,331 78,278 78,134 77,937

Na podstawie danych zestawionych w tablicy 2, za pomocg opracowanego programu kom-
puterowego obliczono warto$ci statych sprezystosci ferrytu w stali 55 oraz warto$ci jego mo-
dutu Younga i wspdtczynnika Poissona (tablica 3). Eksperymentalne warto$ci zmierzonych
statych sprezystosci r6znych materiatéw polikrystalicznych i faz w wielofazowych materia-
tach polikrystalicznych podano w tablicy 4.

Tablica 3
W arto$ci statych sprezystosci oraz modutu Younga

i wspétczynnika Poissona dia ferrytu w stali 55, wyliczone
za pomocaopracowanego programu komputerowego

- s, -106 MPa'l 1,25
K"C“ wmpa- 5,77
E [MPa] 221 238,9
v 0,276

Wartosci wielkosci podanych w tablicy 3 bardzo dobrze sie zgadzajg z warto$ciami tych
wielkosci dla ferrytu w stali 55 otrzymanymi z obliczen bez zastosowania omawianego pro-
gramu komputerowego. W sposob posredni wskazuje to réwniez na poprawnos$¢ dziatania
tego programu. Dane w tablicy 4 umozliwiaja zastosowania rentgenograficznych metod po-
miaru naprezen w podanych materiatach polikrystalicznych lub fazach.
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Tablica 4

State sprezystosci S] i 2 badanych materiatéw i faz

Materiat si TPa-1 AfrPa"']
Stal 15 1,38 £0,05 6,31 £0,22
Stal 25 1,39 +0,05 6,35 £0,22
Stal 35 1,38 £0,05 6,37 £ 0,22
Stal 45 1,39 +0,06 6,37 + 0,22
Stal 55 1,40 +0,06 6,40 £ 0,23
Stal 65 1,42 £0,06 6,45 + 0,23
Stal 45H 1,25 +0,06 5,85 + 0,29
Stal 35HM 1,15 +0,07 5,62 +0,33
Stal £H15 1,35 +0,07 6,04 £ 0,26
Stal NC7VL 1,07 +0,09 5,30 £0,40
Weglik Me23Cg 1,84 +0,05 6,84 £0,21
Weglik MeyC3 1,21 +0,07 4,67 + 0,30
Austenit w staliwie LH17N36S 1,47 +0,07 6,74 +0,33
Aus.terntw naweglonym gy oog 5,74 + 0,34
staliwie LH17N36S
Mosigdz CuzZn30 3,72+ 0,05 14,82 +0,19

6. Whnioski

Opracowany program komputerowy do pomiaru statych sprezystosci materiatéw lub faz
polikrystalicznych moze by¢ stosowany dla metody sin2yp i dowolnego dyfraktometru rentge-
nowskiego, ajego zastosowanie zwieksza efektywno$¢ pomiaréw naprezen metodami rentge-
nograficznymi.
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Abstract

X-ray elastic constants are used in macrostress measurement by X-ray methods. They can
be calculated according to various models or measured by X-ray methods. The evaluation of
the elastic constants of polycrystals and multi-phase materials is one of the important pro-
blems in micromechanics. Various approaches to the problem have been suggested over the
years. In all of these, various models have been used to account for the partitioning os stress
and/or strain between the constituent grains of the multi-phase body. The models that were
elaborated by Voigt, Reuss, Hill, Huber and Schmid, Boas, Bruggeman, Shibuya, Kneer and
Kroner, Hashin and Shtrikman, Kroner and Koch, Laurent and Eudier, Kasprzak, Aleksan-
drov, Ledbetter and Naimon are taken into account. In the earliest work on the subject, Voigt
assumes a constant strain distribution in all the grains of the material. Reuss treats the case
where it was assumed that all grains have a constant stress. Hill shows that the Voigt and Re-
uss limits are, respectively, upper and lower bounds for the average elastic constants and su-
ggests the use of the mean of these bounds as an average elastic constants, which, indeed
yields values close to the measured elastic moduli. The methods of Hashin and Shtrikman
which are based on a variational principle, generally yield better upper and lower bounds for
the elastic moduli than the Voigt and Reuss limits. These calculations are complicated ho-
wever, and are beyond the scope of this work. More recent analyses with various, more sophi-
sticated, models (Eshelby, Kroner) have also been proposed. These, in general, yield values
close to the mean of the Voigt and Reuss limits.

Since in polycrystalline materials, diffraction methods obtain information from a large
number of grains, the strains measured by X-rays are average values. In order to determine the
average stress from these strain values, average elastic constants are required. However, since
diffraction can occur only when the normal of theses grains bisect the incident and diffracted
beams when monochromatic radiation is used, the averaging is not over all of the grains in the
material volume, but over the particular set of diffracting grains, all of which have a specific
form of lattice directions [hkl] in a particular orientation. Tjus, in addition to the assumptions
required as to the stress and/or strain distribution, an added constraint is required for the the-
oretical calculation of the averages from the single crystal elastic constants. The pioneering
work in this field has been done by Glocker and Moller and Martin in the Voigt and Reuss
models. The extension of the self-consistent method was given by Bollenrath et al.

There are presented possibilities to calculate X-ray elastic constants for various polycry-
stalline models of solid state with use of computer software. Calculation of shear modulus for
copper is presented as an example. X-ray elastic constants for polycrystalline materials can be
also measured by X-ray methods. There are described measurement method and original devi-
ces for bending or stretching of flat probes in counter goniometer. The special attention is paid
to computer-aided calculations. Measured values of elastic constants for some polycrystalline
materials are given.



