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WYBRANE MODELE ROZWOJU OBIEKTOW - ANALIZA
SZYBKOSCI WZROSTU POPULACIJI1

Streszczenie. Populacja obiektbw moze powiekszaé sie wskutek zjawiska
multiplikacji - rozwoju obiektéw zakonczonego podziatem na n czesci. W artykule
przeanalizowano kilka modeli rozwoju, zakladajgcych dostarczanie elementéw do
obiektow przez scentralizowany uktad pracujacy ze stalg lub zmienng wydajnoscia
lub przenikanie ich przez aktywne fragmenty powierzchni. Okre$lono czas podziatu
i warto$¢ n zapewniajaca najszybszy wzrost populacji.

Stowa kluczowe: powielanie sie obiektéw, wspotczynnik powielania, zasilanie
scentralizowane, zasilanie powierzchniowe, nanotechnologie.

SELECTED MODELS OF OBJECT DEVELOPMENT - POPULATION
GROWTH RATE ANALYSIS

Summary. Population of objects may increase thanks to the phenomenon of
multiplication - object growth ended with its partition to n parts. In the paper we
analyze several models of supplying growing objects with timber elements, based on
a centralized system working with constant or variable yield, or on penetration
through active surface areas. We determine partition time and the value of n that
assures fastest population growth.

Keywords: object multiplication, multiplication factor, centralized alimentation,
surface alimentation, nanotechnologies.

1Opracowanie wykonano w ramach projektu badawczego 7 T11C 017 21 finansowanego
przez Komitet Badan Naukowych w latach 2001 - 2004
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1. Wstep

W zwigzku z rozwojem nanotechnologii [2] aktualny moze sie okazaé problem
multiplikacji obiektow. Obiekt, ktéremu powierzono do wykonania pewng misje, w ramach
jej realizacji moze rozbudowywa¢ sie i po uzyskaniu odpowiednich rozmiaréw podzieli¢ sie
na n czesci, ktére staja sie samodzielnymi obiektami i podejmuja misje obiektu
macierzystego rozgrywajgcg sie wedtug tego samego scenariusza. Z analogicznym
zjawiskiem mamy do czynienia w $wiecie ozywionym, zwiaszcza wsréd organizméw nisko
zorganizowanych. Zbadanie zjawiska moze mieé, oprocz znaczenia poznawczego, réwniez
okreslone konsekwencje praktyczne. W szczegélnoéci moze by¢ interesujace, przy jakiej
wartosci n (nazywanego wsp6tczynnikiem powielania) nastepuje najszybszy wzrost populacji
obiektow. Problem ten byt rozpatrywany w pracach [4, 5] przy zatozeniu, ze czas Tp, po
ktorym dochodzi do podziatlu obiektu, jest proporcjonalny do n- 1, bez wnikania
w szczegbly rozwoju obiektu. W pracy [3] badano kilka wariantéw rozwoju, ktérych wspélng
cechg bylo dostarczanie elementéw budulcowych poprzez wyréznione obszary na
powierzchni obiektu, cechujace sie statg przepuszczalnoscig i zmienng wielkoScig; czas Tp
wynikat z ksztattu obszaréw i charakteru ich zmian.

W tym artykule zajmujemy sie obiektami z hipotetycznym centralnym ukfadem
zasilajacym i wybranymi modelami obiektéw zasilanych przez obszary powierzchni, co

pozwala nam stwierdzi¢ zachodzace miedzy nimi podobienstwo.

2. Bilans masy w procesie rozwoju obiektow

W naszych rozwazaniach zakladamy, ze dane jest pewne $rodowisko, w ktérym sa
osadzone rozwijajace sie obiekty. Srodowisko zawiera elementy niezbedne im do rozwoju.
Obiekty sg oddzielone od otoczenia btong, ktdra zapewnia utrzymanie wasciwego ksztattu.
Rozwoj i wzrost nastepuje w wyniku pobierania przez obiekt z otoczenia i kumulowania
elementéw budulcowych. W odcinku czasu di nastepuje przyrost masy obiektu opisany
réwnaniem rézniczkowym:

dM =M'dt 1)
gdzie M ' oznacza wplywajacy strumien masy; M ' moze sie zmienia¢ w czasie. Masa obiektu
wzrasta od wartosci poczatkowej Mo do warto$ci Mp, po czym nastepuje podziat obiektu na n
czesci. Tak wiec:

MP=nMO )
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Czas, ktory zabiera rozwdj obiektu, nazywamy czasem podziatu i oznaczamy przez Tp .
Mozna go wyznaczy¢ rozwigzujac rownanie rézniczkowe (1)2.

W nastepnym punkcie przedstawimy zasady, ktdre stosujemy analizujagc szybko$¢
wzrostu populacji, a w kolejnych - rozwazymy dwie grupy modeli opisujgcych wzrost
indywidualny obiektu, zwigzane z hipotetycznym sposobem, w jaki substancje docierajg do
obiektu ijak sg wykorzystywane. Przy obu grupach zaktadamy, ze zmiany strumienia masy
dostarczanej do obiektu, o ktérych byta mowa wyzej, stanowig konsekwencje rozwoju
obiektu, natomiast nie wynikajg z czynnikdéw zewnetrznych. W modelach pierwszej grupy
przyjmiemy, ze obiektjest wyposazony w scentralizowany uktad zasilajgcy. Interesujemy sie
chwilowg wydajnoscia tego uktadu, nie wnikajac w szczegdty jego realizacji. W przypadku
obiektow technicznych jego podstawg moze by¢ np. pompa, w przypadku zwierzat - ukiad
pokarmowo-trawienny3. W modelach drugiej grupy zatozymy, ze substancje budulcowe
przenikaja do wnetrza obiektu przez jego S$ciany, a $ciSlej - przez ich przepuszczalne
fragmenty, ktore bedziemy nazywac obszarami aktywnymi. Chloniecie substancji przez
powierzchnie jest typowym sposobem pobierania substancji odzywczych przez komérki
zywe, zarébwno w organizmach jedno-, jak i wielokomérkowych. Realizacje w przypadku
obiektéw technicznych tez tatwo sobie wyobrazié. StrumieA masy zalezy od powierzchni
obszaréw aktywnych, ta za$, podobnie jak ksztatt catego rosngcego obiektu, moze sie - na
dobrg sprawe - zmienia¢ w sposéb dowolny. W naszych rozwazaniach uwzglednimy kilka
wariantéw ksztattu obiektu i obszaréw aktywnych.

3. Zasada analizy szybkos$ci wzrostu populacji

Znajomos$¢ wspotczynnika n i czasu Tp pozwala analizowa¢ szybko$¢ wzrostu populacji
obiektéw. Oznaczmy przez /(n, T) liczbe obiektéw wchodzacych w skiad populacji
w chwili T. Jezeli w chwili poczatkowej / (n, Q) = 1, po czasie T (w ktorym nastgpita pewna
liczba m podziatéw) populacja bedzie zawierac:

2 Przy glebszej analizie zagadnienia konieczne mogtoby sie okaza¢ rozréznienie
powigzanych ze sobag proceséw wzrostu obiektu i dojrzewania - pierwsze sg zwigzane
z kumulowaniem masy, drugie - z osigganiem zdolnosci do podziatlu. Oba moga by¢
regulowane przez oddzielne fragmenty programu sterujgcego rozwojem obiektdw, ktérego
funkcje w przypadku organizméw zywych spetnia DNA.

3Nalezy pamieta¢, ze w przypadku zwierzat, ktére odzywiajg sie w taki sposob, podstawg
zwigkszania liczby osobnikéw nie jest mechanizm multiptikacji, a reprodukcji, ktérego opis
w kategoriach informatycznych zamieszczono w [5],
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elementow.

Aby znalez¢ w przedziale ne [2,00) warto$¢ zapewniajaca najszybszy wzrost populacji,
podobnie jak w [4, 5, 3], zamiast bada¢ funkcje dyskretng (3) w tym przedziale, badamy
funkcjg zmiennej rzeczywistej:

y(x) =e > (4)
w przedziale x e (I,00); w (4) wykorzystujemy zaleznos¢:
®)
obowigzujaca dla x e (0,00). Szukajac maksimum funkcji (4) bedziemy bada¢ jej pochodna;
przechodzac z powrotem do funkcji dyskretnej (3), jako ekstremum przyjmiemy warto$¢
catkowita najblizsza wartosci znalezionej dla funkcji ciagtej (4).

4. Modele wzrostu z zasilaniem scentralizowanym

Rozpatrzymy dwa modele wzrostu z zasilaniem scentralizowanym, Ci i C2- W modelu Ci
przyjmiemy, ze obiekt dysponuje pompga o statej wydajnosci:

M’ =M b=const (6)
W modelu C2wydajno$é pompy wzrasta liniowo z masg obiektu zgodnie ze wzorem:

U]

gdzie k jest pewng stalg dodatnig, ktérag nazwiemy wspotczynnikiem przyrostu wydajnosci
pompy. Wzrost wydajnosci pompy moze np. wynika¢ z faktu, ze sama pompa rosnie wraz
z obiektem.

4.1. Model C!

Uwzgledniajgc w réwnaniu (1) fakt (6), otrzymujemy po rozwigzaniu:
MP-M 0=M\Tp (8)
co w potgczeniu z (2) prowadzi do wzoru na czas 7>

TP=c(n-9 ®
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Uwzgledniajac (9) w (4), wzrost populacji obiektéw mozna opisa¢ wzorem:

y(x) =ecdx) (10)

Pochodna funkcji (10) wyraza sie wzorem:

JC1
-Inx

v =Ty(><)- X (V)
dx c (*-1)

Aby upewni¢ sie, ze w przedziale xe(l,00) pochodna przyjmuje warto$ci ujemne,
wystarczy sprawdzi¢, czy spetnionajest nieréwnosé:

1 Inx<0 (12)

jako ze pozostate czynniki w zapisie pochodnej (11) przyjmujg w przedziale x e (l,co)
wartosci dodatnie. Prawdziwo$¢ (12) mozna stwierdzi¢ korzystajac, jak to zrobiono w [3],

zrozwiniecia funkcji logarytmicznej w szereg [1, s. 419] (rozwiniecie ma zastosowanie dla
X > 54):

In() = X -1 +'(X21;1)_2+ L hmo (13)

przeksztatcajac zapis (13) do postaci:

X -\ _f(x-l)2 (A 1)L

-In(x) = (14)
2X mxm

i zauwazajac, Ze wyrazenie po prawej stronie zapisu (14) ma warto$¢ ujemna.

4.2. Model C2

Tym razem w réwnaniu rézniczkowym (1) wykorzystujemy zalezno$¢ (7). Otrzymujemy:
dM
M

1+k -1
1]

-dt (15)

Po rozwigzaniu rownania (15) i uwzglednieniu zaleznosci (2) otrzymujemy:
(16)

Rownanie (4)(2) opisujace wzrost populacji obiektéw przyjmuje w zwigzku z tym postaé:

AAL O Tlinx

y(x) =e M In(%(,- 1) (17)
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Pochodna funkcji (17) wyraza sie wzorem:

‘W*)-«",W,)/ 1 kin*
dx M, *In(k*-k +1) (fcc-k + IXIn(fct-k + 1))2
kM\o (kx-k + DIn(fcc-k +1)-k*In* (18)
MO X(kx —k +1)(In(Acc - k + 1))2
Znak pochodnej (18) zalezy od znaku wyrazenia:
W(x) ={kx-k +\)\n{kx-k +\)-kx\nx (19)

gdyz pozostate czynniki wystepujgce w zapisie (18) sgdla x e (l,00) i k >0 dodatnie.
Aby zbada¢ znak W(x), mozna postuzy¢ sie nastepujagcym rozwinieciem funkcji
logarytmicznej w szereg ([1, s. 419]):

In(2)= 22-1 Yo (z-i)2x (z-1y 1, (z-r (20)
z+1 3(z+h2 5(z+h4 "@m+ Xz + )2
Rozwiniecie (20) stosuje sie dlaz > 0.
Po zastosowaniu wzoru (20) dla wartosci z=fec- x+1 i z =x, wyrazenie (19) mozna
przedstawi¢ w postaci:

2m\

1 k(kx-k+ 1) (x-1) ¢ *(x-1y fet(x-1)

W(x) =2 %
0 Pam+l,  kx-k 42 Mkx-k +2J x+1 Ix +1

(21)

Oznaczmy odpowiednie elementy - utamki wystepujgce w zapisie (21) przez UL\(p\k,x),
UL2(m,k,x), UP](m,k,x), UP2{m kx) tak, by uzyskac zapis:

W(x)=2YJ "~ (uL I(mik,x){UL2(m ,k,x)fM-UPI{m kx){UP1(m,k,x))2m) (22)

tatwo sprawdzi¢, ze dla par utamkéw zachodzi zaleznos¢:
ULXm,k,x) <UP{{m,k,x) a UL2(m,k,x)< UP2(m,k,x) dla 0<k <1,
ULi(m,k,x) =UPt(m,k,x)/AUL2(m,k,x) =UP2(m,k,x) dla k - 1,
ULI(m,k,x)>UPt(m,k,x)AULL(m,k,x)>UP2(m,k,x) dlak>1 (23)
dla wszystkich me [o,co) i xe (l,«>).

Wobec takich zalezno$ci pomiedzy skfadowymi, ktoére przenoszg sie na kazdy wyraz
szeregu (21) i catg sume, pochodna (18) spetnia warunek:
dy{x) <0dla0<k <1,
dx =0dla k =1, (24)
>0dla k>1.
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Tak wiec najszybszy wzrost populacji dla 0 < k < 1 nastepuje, gdy n=2, dla k- 1
szybkos$¢ wzrostu populacji nie zalezy od n, za$ dlak> 1jest tym szybszy, im wieksze jest n.

Warto$¢ wspotczynnika przyrostu wydajnosci k = 1 okreslimy jako krytyczna.

5. Modele wzrostu z zasilaniem zdecentralizowanym

Podczas analizy tej kategorii przypadkéw konieczne jest uwzglednienie pewnych cech
geometrycznych obiektu. Dlatego powigzemy mase M obiektu z objetoscig V wykorzystujac
wzar na gestos¢ p elementoéw, z ktérych jest zbudowany obiekt:

E| = e (25)

Teraz rozszerzymy réwnanie bilansu masy (1). Przyjmiemy, ze na powierzchni obiektu

jest pewna liczba obszaréw aktywnych, i-ty obszar aktywny ma powierzchnie SA<

i charakteryzuje sie przepuszczalnoscig powierzchniowg jp. StrumieA masy doptywajacy do
obiektu stanowi sume strumieni docierajacych przez poszczegélne obszary. Mozna go opisa¢
wzorem:

(26)
/

taczac (1), (25) i (26) otrzymamy nowe réwnanie bilansu masy w postaci:

pdV-'£IMiS Adt =0 7)
|

Aby je rozwigzaé, trzeba wiedzie¢, jak w miare postepujacego wzrostu obiektu zmienia
sie przepuszczalno$¢ poszczeg6blnych obszaréw aktywnych i ich powierzchnia. Powierzchnie
obszardbw powigzemy w konkretnych przypadkach z objetoscig V. Przyjmiemy, ze
przepuszczalno$¢ we wszystkich obszarach jest stata i ma warto$¢ po, ponadto zatozymy
statg gestos¢ p = Po-

W nastepnych podpunktach rozpatrzymy dla przyktadu cztery modele - Pi,P2 , P3i P4,
w ktérych beda wystepowaly obiekty o ksztatcie walcowym.Wykorzystamyfragmenty
obszerniejszej analizy przeprowadzonej w [3].

W modelach Pi - P3 walec ma staty promien podstawy r = r0i wysoko$¢ h o wartosci
poczatkowej hO. Obszary aktywne w modelu Pi to obie podstawy walca (rys. la), w modelu
P2 - Sciana boczna (rys. Ib), w modelu P3- cata powierzchnia walca (rys. Ic).

W modelu P4 promien podstawy r i wysoko$¢ h powiekszaja sie od wartosci
poczatkowych - odpowiednio - rg i ho, zachowujgc statg proporcje h/r = hg/ro - ao.
Podobnie jak w modelu P3, obszarem aktywnym jest cata powierzchnia walca (rys. 1d).
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a) b)
Rys. 1. Rosngce obiekty z obszarami aktywnymi: a) model P|, b) model P2,
¢) model P3, d) model P4
Fig. 1. Growing objects with active areas: a) model Pi, b) model P2,
¢) model P3, d) model P4

5.1. Model P,

W tym przypadku V =nr~h, SA=2nr02. Po przeksztatceniu otrzymujemy:

v
(28)
0
Rownanie (27) przyjmuje postac:
-E-~NdV =dt
2Mo V0 (29)

Po rozwigzaniu réwnania (29) mamy:
T»="-"-(Vp-V0)
270 K (30)
az (30) po uwzglednieniu zaleznosci (2) i (25):

TP=~K (n-I) (31)
214,

Poréwnujagc wzory (31) i (9)stwierdzamy,  Zerozpatrywany model Pi stanowi
odpowiednik modelu Ci rozpatrywanego wyzejw punkcie 4.1. Co zatym idzie, najszybszy
wzrost populacji nastepuje dla wartoscin = 2.

5.2. Model P2

W tym przypadku V =702h, SA=2nr0Oh. Tak wiec:
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Réwnanie (27) przybiera postac:

P rodV — & (33)
2M  V

Po rozwigzaniu rownania (33) otrzymujemy:

Tp=-*—min— 34
p 2/A0f8ny0 (34)

a z (34) po uwzglednieniu zaleznosci (2) i (25):
Tp=-"—r0lInn (35)
Wzoér (35) odpowiada wzorowi (16) (model C2), w ktorym k ma warto$¢ 1; warto$é n nie

ma wptywu na szybko$¢ wzrostu populacji.

5.3. Model P3

W tym przypadku V =itrzh, SA=2nr02+2nr0h .
Mamy wiec:

Vo+- v+—\0 (36)
o / a0 J

Rownanie (27) przyjmuje postac
dv
2Po V o+ -

it (37)

Po rozwigzaniu rownania (37) otrzymujemy:

To=m -roln- (38)
2 Pi
Vo+-

az (38) po uwzglednieniu zaleznosci (2) i (25):

™= P nin(cn- 1)+1) (39)
IPo
gdzie c =m ;Cc<1.
al0+1

Wzor (39) stanowi odpowiednik wzoru (16) (model C2) dla k< 1. W modelu P3,
podobnie jak w P|, najszybszy wzrost populacji zapewnia warto$¢ n= 2.
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5.4. Model P4

W tym przypadku V=nr'h, SA=2nr2+2jzrh . W zwigzku z tym mamy:

SA=2~(1 +a0) (40)
Roéwnanie (27) przyjmuje postac:

p (naoy™ dV
2p02r(1 +a0)

Po rozwigzaniu réwnania (41) otrzymujemy:

=dt (41)

TP=3-RPR -M ---(V/-V]/) (42)
2p0n(\ +a0)

a z (42) po uwzglednieniu zaleznosci (2) i (25) i zwigzkéw taczacych elementy geometryczne
obiektu:

7>=3/-ro-~_(il-1) (43)
2P0 1

Wz6r (43) reprezentuje ten sam'typ, co wzory (9) i (31) (modele Ci i Pi). Mozna
powtorzy¢ kroki rozumowania przedstawionego w p. 4.1, zastepujac na wstepie we wzorze
(10) x przez xa, by przekonac¢ sie, ze dla wszystkich a z przedziatu a e (0,l), w tym réwniez

dla a = 14, najszybszy wzrost populacji nastepuje w przypadku, gdy wspoétczynnik powielania
n=94

6. Uwagi koncowe

Uzyskane wyniki dotyczace wzrostu indywidualnego obiektéw, a nastepnie rozwoju
populacji warto podsumowaé w sposob mniej sformalizowany. Decydujace znaczenie dla
wzrostu ma charakterystyka pracy uktadu zasilajgcego. Wida¢ to wyraznie, gdy traktuje sie
go jako scentralizowany. Gdy wydajno$¢ uktadu (jego pompy) nie zmienia sie lub wzrasta,
ale wolniej niz masa obiektu, najszybszy wzrost populacji nastepuje przy wartosci
wspdtczynnika powielania n =2. Gdy wydajno$¢ rosnie szybciej od masy, populacja rosnie
tym szybciej, im wieksze jest n. Gdy wydajno$¢ i masa rosng w tym samym tempie, warto$¢
n nie ma wptywu na szybko$¢ wzrostu populacji.

4 W przypadku P4 istotne jest, by funkcja (4) byta rozpatrywana w przedziale x e (l,00),
anie x e [2,00), co wydaje sie bardziej naturalne w pozostatych przypadkach.
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W kilku rozwazonych przypadkach zasilania powierzchniowego wydajno$¢ uktadu
zasilajgcego (czytaj: powierzchnia obszaréw aktywnych, ktdra te wydajno$¢ warunkuje) rosta
wolniej, niz masa obiektu. Wskazano jeden przypadek, gdzie wydajno$¢ rosta rownie szybko,
jak masa. W zwigzku z ograniczong liczba przedstawionych przypadkéw zrezygnowano
z formulowania hipotez uogdlniajacych, wigzacych wydajno$¢ z powierzchnig aktywng
wyrazong w funkcji objetosci rosnacego obiektu. Zainteresowany czytelnik moze siegna¢ do
pracy [3],

Rozpatrywane w artykule przypadki obejmowaty sytuacje, gdy réwnanie opisujace bilans
masy obiektu dawato sie rozwigza¢ - dzieki przyjetym zatozeniom - we wzglednie prosty
spos6b. W dalszych badaniach warto bedzie zaja¢ sie bardziej skomplikowanymi
przypadkami. Na przyktad mozna bedzie uchyli¢ zatozenie o w petni autonomicznym
rozwoju, obiektu i jawnie powiaza¢ z czasem czynniki wptywajace na wydajnos¢ uktadu

zasilajgcego.
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Abstract

In the paper we consider the problem of object multiplication. In that phenomenon, an
object (technical creation or living organism) grows and in adequate moment (e.g. afler
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acquiring the right weight), after time Tp divides into n parts - descendant objects, which
start analogous actions and development.

The feed of timber elements from the environment is secured by a feed system. The mass
balance of a growing object is described by formula (1).

In Section 4 we consider two models of feed system in centralized form; we assume it is
based on a pump of definite yield.

In model Ci the yield is constant, time Tp is given by formula (9). Fastest population
growth is assured by the value n/g - 2, what can be proved by examining the derivative (11)
of function (10) that describes the growth. In the proof we use logarithmic function series
expansion (13).

In model C2 the yield increases linearly with object’s mass according to formula (7), time
Tp is described by formula (16), and population growth - by formula (17). Examining the
derivative (18) of function (17) we get formula (24) and find that n/g depends on pump yield
increase factor k: when 0 < k <1, it is equal to 2, when k > 1 - the greater n is, the faster is
the growth, when k = 1, value of n is inessential. In transformations, we use another
logarithmic function series expansion (20).

In Section 5 we consider four selected models of a distributed feed, in which the elements
penetrate through distinguished, active areas on object’s surface shown on Fig. 1. From
formulas (31) and (9) it follows that model Pi from Fig. la behaves exactly the same as
model Ci. Model P2 from Fig. Ib corresponds to model C2 with factor k = 1, what follows
formulas (35) and (16). Model P3 from Fig. lc corresponds to model C2, given value
0 <k < 1- asitindicate formulas (39) and (16). Model P4 from Fig. Id shows some analogy
with model Pi, although its Tp formula (43) is more complicated.
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