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Rozważmy równanie w postaci:

^  =  A u (i) +  F  ( t ,u  (t )) dla t  >  0,
dt (1)

u  (0 ) =  uo, (2)

gdzie: uo, u (t) , F  (i, u( t ) )  G D (A) , F ( t , u  (i)) -  funkcja zadana, u (i) -  rozwiązanie 
równania, -  ustalony element przestrzeni X . Równanie rozważa się w przestrzeni 
Banacha X  z normą ||.||. Zakładamy, że operator A,  określony na przestrzeni X  
i przyjmujący wartości z przestrzeni X , m a następujące własności:

a) A  jest operatorem  dominującym i D  (A) =  X ,

b) zbiór rezolwenty operatora A  zawiera [0, oo) i dla A >  0 \\R (A, A)|| < 
gdzie A >  7  >  0, M  -  pewna stała dodatnia.

Operator A  jest więc infinitezymalnym generatorem silnie ciągłej półgrupy opera
torów przejścia T  (t), t >  0, T  (0) =  I.

Powyższe równanie, zapisane w postaci całkowej, przyjmuje postać:
t

u( t )  = T  (i) uo +  T  (t — s) F  (s ,u (s)) ds. (3)
o

T w ierdzen ie 1. Jeśli istnieje rozwiązanie równań (l)-(2) oraz:

1. istnieją stale dodatnie M, c ,  takie że:

||T  (i) || <  M e~ ct d l a t > 0 , (4)

2. istnieją ciągle, nieujemne i ograniczone funkcje f  (t) i g(t ) ,  takie że:

| |F ( t ,u ( t ) ) | |  <  / ( i )  +  g{t)  ||u (f)|| d l a t >  0, (5)

3. istnieją stale dodatnie M \ , M 2 , takie że:
OO OO

0 o

to istnieją stale dodatnie L \ , L 2 , takie że:
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Dowód. Przechodząc do normy w równaniu (3) i wykorzystując założenia, otrzy
mujemy:

t

||u(t)|| <  \\T(t)\\ |K || +  I  | |T ( t - * ) | |  ||F  (s, u (s))|| ds <
0

t

< M e_ c t ||u0|| +  y V c(t_s) [ / (s) +g{ s )  ||u (s) ||]ds, (9) 
o

czyli:
t t

||u (t ) || < M e~ ct KII +  M e~ ct j  ecsf  (s) ds + M e~ ct J  g (a) ecs ||u (s)|| ds, (10)
0 o

a więc:
t

ect ||u (t)|| <  M  ||u0|| +  M M i  +  J M g ( s ) e ca\\u(s)\\ds. (11)
o

Kładąc:
v( t )  =  ect ||u (i) || 

i wykorzystując nierówność Gronwalla, mamy:

a stąd: 

Ponieważ:

więc:

czyli:

M  J  g(s)ds

w ( i ) < [ M | | t i o | |  +  M M i ] e  0 , (12)

Af J* g(s)ds

ec t \\u{t)\\ <  [M||ix0|| +  M M i]c  0 . (13)

M  f  g( s)ds  M  J  g(s)ds

e o <  e o <  eMM> =  M3, (14)

ecł ||u (i)|| <  [M ||uo|| +  MM\]  M 3, (15)

||u (t)|| <  [M K U  +  M M X] M 3e~ct, (16)

kładąc Li =  M M 3, L2 =  M M XM 3 z (16), otrzymujemy:

M i j l K L ^ M + L a ,  (17)

a przechodząc w (16) do granicy, mamy lim ||u (i)|| = 0 . □
t—*-oc
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T w ierdzen ie 2. Jeśli istnieje rozwiązanie równań (l)-(2 ) oraz:

1. istnieją stałe M  > 0, c >  0, takie że:

||T  (i) || <  M e~ ct d l a t > 0 ,  (18)

2. istnieją ciągłe nieujemne funkcje f  (t) i g (i) dla t  e  [0, oo), takie że:

||.F (i, u (i))|| < f ( t ) + g  (i) ||u ( i ) | | , (19)

OO

M  J  ecs f  (s) ds < M ,  M  -  pewna stała dodatnia, (20)
o

t

f is  , \ S  9{s)ds<21)
o

to istnieją stałe C , C \, takie że:

||u (i) || < C  ||u0|| + C i dla i >  0 (2 2 )

oraz lim ||u (i)|| =  0 .
t ~ *  OC

Dowód. Przechodząc do normy w równaniu (3) i wykorzystując założenia, otrzy
mujemy:

t

Ilu (t)|| <  M e~ ct ||uo|| +  J M e - * - '  [f (s) +  g (s) ||u (s)||] ds. (23) 
o

Mnożąc obustronnie przez ect, mamy:

t t

ec t \\u(t)\\ < M  ||u0|| +  J  M e csf ( s ) d s  + j  M e csg(s)\ \u(s)\ \ds,  (24)
o o

kładąc:
v (t) = ec t \\u(t)\\ (25)

i wykorzystując (20) z (24), dostajemy nierówność w postaci:

t

v ( t ) < M  ||uo|| +  M  + J  M g  {s)v  (s) ds. (26)
o
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Stosując nierówność Gronwalla, otrzymujemy:
Z

' (i) <  [M ||uo|| +  M] exp ( m  J  g (s) d s ) , (27)

mnożąc powyższą nierownosc przez e , mamy:

z

||u (f)|| <  [M ||uo|| +  M] exp ( —ci + M  J  g (s) ds'j =

Z

=  [M ||tt0|| +  M] exp ( t  -  c+  M j  J  g{s )ds  ) (28)

Funkcja 2 (i) =  exp ( -  ct +  M  / 0‘ g(s)ds) , na mocy przyjętych założeń, jest ciągła 
na [0 , oo) oraz:

t

2 (0) =  1 i lim 2 (i) =  lim exp ( t  — c + M -  [  g (s) d s \)  = 0, (29)
t—*oo t—>oc V L t J  J /

0
a stąd funkcja z (i) jest ograniczona przez pewną stałą K  > 0 dla t G [0, oo), 
a więc z (28) otrzymamy:

||u(t)|| <  C ||uo|| +  Ci,

gdzie:
C = M K ,  Ci =  M K . 

Z (28) i (21) mamy lim ||u (i) || =  0.

(30)

(31) 

□
t —> OO

T w ierdzenie 3. Jeśli istnieje rozwiązanie równań (l)-(2) oraz:

1. istnieje stała dodatnia M  taka, że dla t  >  0 :

||T(t)|| < M ,

2. istnieją ciągłe, nieujemne funkcje f  (t) i g ( i)  dla t >  0 , takie że:

| |F  (i, u (t))|| <  f { t ) + g  (i) ||u (f)||2 dla t >  0

OO OO

J  f  ( t )dt  <  M l ,  j g (t) dt  <  M 2 ,

(32)

(33)

(34)
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M \ , M 2 -  pewne stałe dodatnie, spełniające nierówność:

i | u o | I + M i < m ^ m 2 ’ ( 3 5 )

to słabe rozwiązanie równań (l)-(2 ) jest ograniczone.

Dowód. Przechodząc do normy w równaniu (3) i wykorzystując założenia, otrzy
mujemy:

ds <M \\u 0\\ + j  M  f  (s) + g (s) \\u (s 
0

t t

<  M  ||u0|| + M  j  f ( s ) d s  + j  M g  (s ) ||u (s)\\2ds, (36)
0 o

t

||u (i) || < A f ( | | t io | |+ M 1) +  j  M g ( s ) \ \ u ( s ) f d s .  (37)
o

Wykorzystując nierówność Bihariego, mamy:

M d lu o ll+ M O

a więc:

u (i) <
1 — M  (||uo|| +  Mi )  f  M g  (s) ds

o
AT ( K U  +  MO ^  Mdluoll +  MO

^  1
1  -  M 2 (IM I +  Mi)f g ( s ) d s  1 « " ■  +  "■> ^

O

Na podstaie (35) istnieje taka stała  m, że:

0 < m <  1 - M 2 (||uo|| +  M O M 2, (39)
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A b s tr a c t

In the paper properties of the equation In the form:

— =  A u  (t ) + F  ( t ,u  (t )) for t  >  0 

lim ||u ( t) | | = 0t—>00
defined in the Banach space X  are considered. Condition for the stability in the 
sense of Kozin and asymptotic stability are established. Boundness of solutions is 
proofed under more weak assumptions.


