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ROZNICZKOWEGO

Streszczenie. Praca dotyczy jakosciowych wiasnosci rozwigzan
pewnego abstrakcyjnego réwnania rozniczkowego z pewna nieliniowo-
$cig i wymuszeniem funkcyjnym. Na podstawie teorii potgrup, wyko-
rzystujgc uogolniong nieréwno$¢ Gronwalla-Bellmana, wykazana jest
przy odpowiednich zatozeniach ograniczono$¢ normy rozwiazan oraz
stabilno$¢ rozwigzan w sensie Kozina.

QUALITATIVE ANALYSIS OF SOME ABSTRACT
DIFFERENTIAL EQUATION

Summary. The paper contains considerations concerning quality
properties of some abstract differential equation. Boundness of the so-
lution’s norm and stability of the equation’s solution’s in the Kozin’s
sense is proved basing on the semi-group theory using the generalized
Gronwall-Bellman inequality with adequate assumptions.
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Rozwazmy réwnanie w postaci:

dt =Au @)+ F (i,u(@i))+/ (@ dlat > 0, (1)

u (o) = uo, (2)
gdzie: uO, u (t), F (i,u (i), f ) £ED (A)dlai > 0, F (i,u (i)), / (i) - zadana funk-
cja, u (t) - rozwigzanie rownania, ug - ustalony element przestrzeni X. Rdwnanie
rozwaza sie w przestrzeni Banacha X z normg ||.||. Operator A jest infinitezy-
malnym generatorem silnie ciagtej polgrupy operatoréw T (i), t > 0, T (0) = I.
Rownania (1)-(2) zapisujemy w postaci nastepujacego réwnania catkowego:

t _t
ut)=T (i) u0+J T (- s)F (s,u(s) ds+J T({t- s)f (s)ds. (3)
0 0

(4)
2. istnieje ciggta i nieujemna funkcja k (t) okreslona dlat > o, taka ze:
IF (L u(EDII < k(t) +[ju@)]] dlat>0 (5)
i 00
(6)

0
2- o (t) I Jest ograniczona na [o, 00),
to rozwigzanie zerowe rownan (I)-(2) jest stabilne w sensie Mowczana wzgledem
warunku poczatkowego ug i wymuszenia f (i).
Dowod. Przechodzac do normy w réwnaniu (3) i wykorzystujac odpowiednie zato-
zenia, mamy:

t
I < WTOW Jluoll + J [IT (i-*)]] WE(s,u(s))\ds +
(0]
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t t
lu(D)|l < Afe-CHJu0j|+1 M e-~-s)k(s)\\u(s)\\ds+JIMe~c*  |l/(s)]|ds, (&)

wiec:
[[tt(t)]] < MWuo\\ + —sup ||/(t)]] + } Mk(s)\\u(s)\\ds. ©)]
c tho J
Wykorzystujgc nieréwno$¢ Gronwalla, otrzymujemy oszacowanie postaci:
t
J Mk(s)ds
M + — /(t (10)
luoll + —sup /(D]

Wykorzystujac (), mamy:

|| < MeMMI -
lu ()] e IM + 3P 11wl (u)
Niech:
mi = max (12
ktadac:
(13)
otrzymujemy:
Uoll +sup ROL (14
Przyjmujac:
Udoili = [lcoll i I/WII2= §P IWII 1 (15
mamy:
(16)

Dla kazdego e > 0 istnieje:

5 Ma’
a wiec otrzymujemy stabilnos¢ wzgledem warunku poczatkowego u0 i wymuszenia

f(t). D
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Twierdzenie 2. Jezeli istnieje rozwigzanie rownan (1)-(2) dla dowolnego uo £ X
oraz:

1. istniejg state M >0, ¢ > 0O, takie ze:
Tl (1

2. istnieje ciggla i nieujemna funkcja k (t)okreslona dla t >0, taka ze:

WF(t, ui (1) - F(t,u2()] <k(t)|[ti ¢)-u2()| (18)
t[”&)'t J[ k (s) ds < e (19)
0

to rozwigzanie réwnania (1) jest ciggle zalezne od warunkéw poczatkowych w nor-
mie przestrzeni X oraz:

Jim ot () - w2l = o, (20)

gdzie «i (i), u2(t) sa rozwigzaniami réwnania (1) z warunkami poczatkowymi od-
powiednio «10, «20-

Dowod. Niech «i (i) i u2(i) beda rozwigzaniami rownania (1) z warunkami po-
czatkowymi odpowiednio «10, «20- Wowczas z (3) mamy:

AO=TOW ) T—s)f ) ds+J TE—s)F G u()ds (1)

oraz:
«2 (i) = T (t) «02 ¢J T(t-s)f (s)ds +j T (t—s) F (s,u2(s))ds. (22)
0 0

Z (21) i (22) odejmujac stronami i przechodzac do normy, otrzymujemy:

Wi (i) - «2 () < |IT @) Ko - weon +
i
cdm @- s € ssUL) - F sz @) ds. (29
0
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Wykorzystujgc zatozenia twierdzenia, mamy:

ll<i (t) - we (i)]| < Me~ct [[<io - Vol +
t

+ M ] e~c(t~s)k (s) [l«i (s) - «2 (a)] ds.
0
Ktadac:
v(t) = ect||«i (t) - «2 (i)l

z (24) otrzymujemy:

t

v{t) = M Jjuio - «201+ M/ k(s) v (s)ds.

0

Na podstawie nierdwnosci Gronwalla mamy:

t
M J k(s)ds

v(t) < M\\ui0 —«20lle o ,

mnozac obustronnie przez e~ct z (27), otrzymujemy:

t
—ct+M J k(s)ds

[J«i (i) - «2 ()] < M ||«io - W20Il e 0

czyli:

C+A/j J k(s)ds
[l«1 (i) - «2 (i) ] < M ||«io - U20Il e y

Na podstawie zatozen twierdzenia istnieje stata K > 0, taka ze:

J k(s)dsj
pV ) ) <K,

stad:
ll«<i (i) - «2 ()| < KM [l«io - «20]¢

Na mocy zatozen z (29) mamy:
t|_|>rgO ll«1 (1) - «2 (1)|| = o,

az (31) i (32) otrzymujemy teze twierdzenia.
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Twierdzenie 3. Jezeli istnieje rozwigzanie rownan (1)-(2) oraz:
1. istniejg staleM > 0, ¢ > 0, takie ze:

NT ()| <M e-ct, (33)

2. istnieje ciggtai nieujemna funkcja k (i) okreslona dlat > o, takie ze:

IF (i u (I < k@) [lu B dlat>0 (34)
J k(i)dt= Mi < o0 (35)
0
oraz:
J ect||/ (i) ] dt = M2 < oo, M2 - pewna stata dodatnia, (36)

0
to stabe rozwigzanie réwnan (I)-(2) spetnia oszacowanie:
u(t) < M3 [iKIl + M 2], M3 - pewna stata dodatnia (37)

i jest stabilne w sensie Kozina.

Dowod. Z zatozenia twierdzenia mamy:
t t
[lu(i)]| < Alde-ct|luo||+ M e-cty ecsA(s)||u(s)||dS+M e-cty "ecs[|/(s)]| ds, (38)
0] 0
t
[lu(®|| < Me-Ctjjuo| +M e-G\] ecsk(s)\\u(s)\\ds + M M 2e~ct, (39)

wiec:
Wu(t)\\ect <M \\uON+ MM 2+ JMK(s)\\u(s)\\ecsds. (40)
@)
Stosujac nierownos$¢ Gronwalla do funkcji [|u(t)|] eci, otrzymujemy:
t
f Mk(s)ds

[lu (i)]] ect < M [|juO|| + M2]e° . (41)
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Wykorzystujagc (35), inamy:
[lu®)]l < e-ctM[\\uO\ + M Z}eMM'.
Ktadgc M3 = MeMMI, mamy:
[lu(t)|| <Ais|juo]|+ M 2]e-ct.

Z (43) otrzymujemy:
llu (DI <M 3 [||luof| + MZ]

oraz z (43) mamy:
Jim [z (@) []=0.
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Abstract

The equation in the form:

g AU@OFF U@+ fort>0

defined in the Banach space X is investigated. Basing on the semi-group theory
and generalization of Bellman-Gronwall Lemma the stability in the sense of Kozin
of the solution of above equation is proved. Estimations of the norm of the solution

are given under weaker assumptions.



