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Streszczenie. P raca dotyczy jakościowych własności rozwiązań 
pewnego abstrakcyjnego równania różniczkowego z pewną nieliniowo­
ścią i wymuszeniem funkcyjnym. Na podstawie teorii półgrup, wyko­
rzystując uogólnioną nierówność Gronwalla-Bellmana, wykazana jest 
przy odpowiednich założeniach ograniczoność normy rozwiązań oraz 
stabilność rozwiązań w sensie Kozina.

QUALITATIVE ANALYSIS OF SOME ABSTRACT 
DIFFERENTIAL EQUATION

Sum m ary. The paper contains considerations concerning quality 
properties of some abstract differential equation. Boundness of the so­
lu tion’s norm and stability of the equation’s solution’s in the Kozin’s 
sense is proved basing on the semi-group theory using the generalized 
Gronwall-Bellman inequality w ith adequate assumptions.
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Rozważmy równanie w postaci:

=  Au  (t ) +  F  (i, u (i)) +  /  (t) dla t > 0,
dt ( 1)

u (0 ) =  u0, (2)

gdzie: u0, u (t), F  (i, u (i)), f  (t) £ D  (A) dla i > 0, F  (i, u (i)), /  (i) -  zadana funk­
cja, u (t) -  rozwiązanie równania, uq -  ustalony element przestrzeni X.  Równanie 
rozważa się w przestrzeni Banacha X  z normą ||.||. Operator A  jest infinitezy- 
malnym generatorem silnie ciągłej pólgrupy operatorów T  (i), t > 0, T  (0) =  I. 
Równania (l)-(2) zapisujemy w postaci następującego równania całkowego:

o

2- 11/ (t) II Jest ograniczona na [0 , oo),

to rozwiązanie zerowe równań (l)-(2) jest stabilne w sensie Mowczana względem 
warunku początkowego uq i wymuszenia f  ( i) .

Dowód. Przechodząc do normy w równaniu (3) i wykorzystując odpowiednie zało­
żenia, mamy:

t  t

u (t ) =  T  (i) u0 + J  T  (t -  s ) F  (s , u (s)) ds + j  T  (t -  s) f  (s) ds. (3)
o o

(4)

2. istnieje ciągła i nieujemna funkcja k (t ) określona dla t >  0 , taka że: 

||F ( t,u (f)) || < k( t )  -I- ||u(f)|| d l a t > 0 (5)

i
OO

(6)

t

IM*)II <  \\T(t)\\ ||uo|| +  J  | |T ( i - * ) | |  \ \F(s,u(s))\\ds +
o

o
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t t

||u(í)|| < A íe-Ct||u0||+ 1  M e - ^ - s)k ( s ) \ \ u ( s ) \ \d s + J M e ~ c^  ||/(s ) ||d s , (8)

więc:

||tt(t)|| < M\\uo\\ +  —  sup ||/ ( t) || +  [ Mk(s)\\u(s)\\ds.  (9)
c t^o J

0

Wykorzystując nierówność Gronwalla, otrzymujemy oszacowanie postaci:
t

J  M k ( s )d s

Wykorzystując (6 ), mamy:

||u(i)|| <  M e MMl

M  ||uo|| +  — sup ||/ ( t) || 
c t^o

I M  +  - SUP 11/WIICt>0

Niech:

kładąc:

otrzymujemy:

Przyjmując:

mamy:

m  i =  max

Uoll + sup  11/ (i) II
t^o

Udoili =  ||«o|| i II/WII2 =  SUP ll/WII 1t^o

Dla każdego e > 0 istnieje:

5  M a’

( 10)

( U )

( 12)

(13)

(14)

(15)

(16)

a więc otrzymujemy stabilność względem warunku początkowego u0 i wymuszenia

f ( t ) .  D
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T w ierdzenie 2. Jeżeli istnieje rozwiązanie równań (1 )-(2) dla dowolnego uo £ X  
oraz:

1. istnieją stałe M  > 0, c > 0, takie że:

||T (t)|| (17)

2. istnieje ciągła i nieujemna funkcja k (t ) określona dla t > 0 , taka że:

\\F(t, ui (t)) -  F ( t , u 2 (t))|| < k ( t ) ||tii (t ) -  u2 (i)|| (18)

lim -  [  k (s) ds < — ,t—oo t J M
o

(19)

to rozwiązanie równania (1) jest ciągle zależne od warunków początkowych w nor­
mie przestrzeni X  oraz:

lim ||u! (i) -  u2 (i)|| =  0 , (2 0 )
t —*O C

gdzie «i (i), u2 (t ) są rozwiązaniami równania (1) z warunkami początkowymi od­
powiednio «10, «20-

Dowód. Niech «i (i) i u2 (i) będą rozwiązaniami równania (1) z warunkami po­
czątkowymi odpowiednio «10, «20- Wówczas z (3) mamy:

«1

Z  Z

(t) = T  (t) U01 4- J  T  (t — s) f  (s) ds +  J  T  (t — s) F  (s, u\ (s))ds (2 1 )

oraz:
z z

« 2  (i) =  T  (t) «02 4- J  T  (t -  s) f  (s) ds + j  T  (t — s) F  (s,u2 (s))ds. (2 2 )
o o

Z (21) i (22) odejmując stronami i przechodząc do normy, otrzymujemy:

\ui (i) -  «2 (i)|| <  ||T  (t)|| 11«10 -  U20II +
i

+ J  llr  (t -  s)ll \\F (s > U1 (s)) -  F  (s> u 2 (s))|| ds. (23) 
o
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Wykorzystując założenia twierdzenia, mamy:

||«i (t ) -  w2 (i)|| < M e~ct ||«io -  W20II +
t

+ M  j  e~c(t~s)k (s) ||«i (s) -  « 2  (a)|| ds. 
o

Kładąc:
v(t) = ect ||«i (t ) -  «2  (i)II.

z (24) otrzymujemy:

t

v{t) =  M  ||uio -  «201| +  M  /  k (s) v (s) ds.
o

Na podstawie nierówności Gronwalla mamy:
t

M  J  k( s )ds

v(t)  < M \\u i0 — «20II e 0 ,

mnożąc obustronnie przez e~ct z (27), otrzymujemy:
t

—c t + M  J  k( s )ds

| |« i  ( i)  -  « 2  ( i) || <  M  ||« io  -  W20II e 0 ,

czyli:
c+A/j J  k( s )ds

||«1 ( i)  -  «2  ( i)  || <  M  ||« io  -  U20II e y  

Na podstawie założeń twierdzenia istnieje stała K  > 0, taka że:

J  k ( s ) d s j
p V o ) < K , 

stąd:
||«i (i) -  «2  (i)|| < K M  ||«io -  «201| • 

Na mocy założeń z (29) mamy:

lim | |«1 (t) -  «2  (t)|| =  0 ,
t—>00

a z (31) i (32) otrzymujemy tezę twierdzenia.
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T w ierdzenie 3. Jeżeli istnieje rozwiązanie równań (l)-(2) oraz:

1. istnieją stale M  > 0, c > 0, takie że:

IIT (i) || < M e - ct, (33)

2. istnieje ciągła i nieujemna funkcja k (i) określona dla t > 0 , takie że:

||F  (i, u (i))|| < k (i) ||u (£)|| dla t > 0 (34)

o
oraz:

O O

OO

J  k (i) dt =  Mi < oo (35)

J  ect | | /  (i) || dt = M2 < 0 0 , M2 -  pewna stała dodatnia, (36) 
o

to słabe rozwiązanie równań (l)-(2) spełnia oszacowanie:

u (t) < M3 [¡KII +  M 2] , M3 -  pewna stała dodatnia (37)

i jest stabilne w sensie Kozina.

Dowód. Z założenia twierdzenia mamy:

t t

||u(i)|| < AJe-c t ||u0 ||+ M e -cty ’ecsA: (s ) ||u (s ) ||d S+ M e -cty ’ ecs ||/ (s ) || ds, (38)
O o

t

||u(i)|| < M e -Ct||u0|| + M e - Ct J  ecsk(s)\\u(s)\ \ds + M M 2e~ct, (39)

więc:

\\u(t)\\ect < M \ \ u0 \\ + M M 2 + J M k ( s ) \ \ u ( s ) \ \ e csds. (40)
O

Stosując nierówność Gronwalla do funkcji ||u(t)|| eci, otrzymujemy:

t
f  M k ( s ) d s

||u (i)|| ect < M  [||u0|| +  M2] e° . (41)
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Wykorzystując (35), inamy:

||u(t)|| < e - ctM[\\u0\\ + M 2}eMM'. (42)

Kładąc M3 =  M eMMl, mamy:

||u(t)|| < A i3 [||u0 | | + M 2] e - ct. (43)

Z (43) otrzymujemy:
||u (i)|| < M 3 [||uo|| +  M2] (44)

oraz z (43) mamy:
lim || tz (i) | | = 0 .  (45)

t —>oc
□
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A b s t r a c t

The equation in the form:

^  = Au (f) + F  (t,u (t )) + f (t) for t > 0 
dt

defined in the Banach space X  is investigated. Basing on the semi-group theory 
and generalization of Bellman-Gronwall Lemma the stability in the sense of Kozin 
of the solution of above equation is proved. Estimations of the norm of the solution 
are given under weaker assumptions.


