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PEWNE WLASNOSCI ROZWIAZAN
ROWNANIA ROZNICZKOWEGO
ZWYPRZEDZONYM ARGUMENTEM

Streszczenie. Artykut poswiecony jest rozwigzaniom stabo nieli-
niowego réwnania rozniczkowego z wyprzedzonym argumentem. Na
podstawie teorii pétgrup przy odpowiednich zatozeniach udowadnia
sie istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan oraz pewne zaleznosci stabe-
go rozwigzania danego réwnania.

SOME PROPERTIES SOLUTIONS OF THE
DIFFERENTIAL EQUATION WITH ADVANCED
ARGUMENT

Summary. The paper of attention to the differential equation with
the accelerated argument. Existence and that uniqueness of the above
equation’s solutions is proved basing on the semi-group theory with
adequate assumptions.
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Rozwazmy réwnanie w postaci:
= Au (i) + F (t,u (t +ti)) dlat> 0, @

u (0) = uo, (2)

gdzie: Uo, u (t), F (t,u (t +ti)) £ D (A)dlat > 0, F (t,u (i + h)) - zadana funkcja,

u (t) - rozwigzanie réwnania, t\ - ustalona warto$¢ dodatnia, ug- ustalony element

przestrzeni X. RdOwnanie rozwaza sie w przestrzeni Banacha A' z norma ||.|.
Zatozenia podstawowe:

1) operator A jest generatorem mocno ciggtej potgrupy {T (i), t > 0}, takiej
ze:
\T (b)]] < Me~ct dlat> 0, 3

M, c- pewne state dodatnie,

2) funkcja F (f, u (t)) jest okre$lona dla u(t) £ D (A) dlat > 0i F (t,u (t)) £
D (A)dlat > 0 istnieje stata k > 0, taka ze:

IE{t,un (i)) —F (¢ um )| < k lu,, () - um(H)]] (4)
dla u (t),un(i),um (i) £ D (A) oraz:

F(i,0)=0, [F@,u(@)))<M<oo dlat>o0. )

Zgodnie z ogdlna teorig potgrup operatoréw generowanych przez operator A, roz-
wigzanie rownan (I)-(2) jest mocno cigglym rozwigzaniem réwnania catkowego

w postaci:
t

u(t) =T(t)uo +J T (t —s) F (s,u (s +ti)) ds. (6)
0

Kazde mocno ciagte rozwigzanie réwnania catkowego (6) nazywamy stabym roz-
wigzaniem réwnan (I)-(2).

Twierdzenie 1. Jezeli spetnione sg podstawowe zatozenia (3)-(A) oraz:

M ktiel_ctl < 1, )

to istnieje rozwigzanie réwnania (6).
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Dowdd. Okreslamy ciag kolejnych przyblizen:

ui (t) =T (t) uo,
t

u2t)=T ®ug+J T(t-s)F (s,ui(s+ ti)) ds,

z

(t) =T ())ud+J T(t—s)F (s, u,_i(s+ti))ds. (8)

Wykorzystujac zatozenia twierdzenia, mamy:

lU2(t)-Ui (i) = J T(t—s)F (s,ui (s+ti))ds
0

t
1 WT (t—a)| IF(s,ui(s +ii))]|ds<y Me-G- S |lui (s + ti)||ds<

0 ]
t t
<MKk | e~cit~s) ||T(s + ti)uo|lds < M 2k J e-c(t-s)e-c(s+ti) ||Uo||dSi (9)

czyli:
[Ju2(t) - Ul ()] < M 2k lluodll e~cile~ctt. (10)

Nastepnie otrzymujemy:

W3(t)-u2@) = I T (t—s)[F(s u2(s+ti)) - F (s ui(s+ ti)]lds
(0]

3T - )| ’ellu2(s + *i) - Ul (s + ii)|| ds <

0
t

<] Me-cft-s)kM 2k [Juo]| e“c(s+2tl)(s + ii)ds, (11)
0

czyli:

U3 (1) - u2 (@l < M3ie_2ctl lluoll &2t "+ ™12 (12)
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Analogicznie:

1 (1) - U3 < M4k3e~3ctl IM e~ct{t+, (13)

Stosujgc metode indukcji matematycznej, mozna wykaza¢ dla kazdego n > 1 stusz-
nos$¢ oszacowania:

\71
Ju« () - un. x(i)]] < Mnkn~le~(n~I>dl |UOJ e- (*+(; _ (14)
Rozpatrzmy zbiezno$¢ szeregu:
y Jan {1), (15)
n—1
gdzie: )
Mnkn-1\WO\ 1 (i+(n-2)it)" ™~ 16
a"W~  fi(n_i)tl ‘et (n_ 1) (16)
Niech t przyjmuje ustalong dowolng warto$¢ z przedziatu [0, 0o):
M n+lIfcne(n-l)cii (E+ (n _ 1) (n - 1)
lim SO - .
n —00 (Z](C) n—00 enctlIM nkn -I A _2)
_im MK tH(n =Dti - ft+{n —Dti "
= Qe e ) t+ (ra—2)ti
Mkt . *i o o
e time (1 ii) = Mktle~ctle = M ktiel~ct\  (17)
Na mocy zatozenia twierdzenia, otrzymujemy:
im " O <1 diakazdego t € [0 00). (18)

n—00 un (i)
Funkcje un (i) sg niemal jednostajnie zbiezne na [0,00) do pewnej funkcji
u : [0,00) —X, ktora jest rozwigzaniem réwnania (6). O
Twierdzenie 2. Jezeli spetnione sa podstawowe zatozenia (3), (4), (5) oraz:

M ktiel ctl < 1,
to dla stabego rozwigzania u(t) réwnan (1)-(2) zachodzi:

sup lu (i) ] < oo. (19)
>0
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Dowdd. Z (6), wykorzystujac zatozenia twierdzenia, otrzymujemy:

O < [T@I TKH+ 3 [T —=s)I[ [[F (s,u(s + ti))]| ds <

0
t t

§ Me~ct|uoj| +J MMe-"-~ds = Me~ct|u0] + MMe~ct] ecsds =
0 0

= Me~ct lludl + M M : (1- e~ct) < Me~ct|u0| + — (20

a wiec dla kazdego t:

M
(1)
czyli:
. M
sup [lu(i)l < M Tuoll + < oo0. (22)
t>0
U
Twierdzenie 3. Jezeli spetnione sg podstawowe zatozenia (3)-(5) oraz:
Mktiel~ctl <1 (23)
[
Mk < C, (24)

to stabe rozwigzanie réwnan (1)-(2) jest jednoznaczne.
Dowdd. Przypus¢my, ze u (i) oraz u (t) sg dwoma réznymi rozwigzaniami rowna-
nia (6). Niech:
v(t) = u (i) —u(t). (25)
Z (6) mamy:
t
v(t) =3 T (t—s) [F(s,u(s +ti)) - F (s,u(s +ti))] ds. (26)
0
Przechodzac do normy i wykorzystujac zatozenia (3), (4), otrzymujemy:

t
M*)|| < \.] [|F(s,«(s +ti))-.F(s,I(s + ti))||ds <
0
t

<J Me~dt~"k\u(s +ti)—u(s +ti)\\ds, (27)
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a Wiec:
e -t

lu@®] < MkJ e~cM~sMju (s +ii)| ds,
0
a stad dla kazdego t:

t
i;()|| < Mkf e~dt~s"ds- su u(s + ii)|| <*-"-sup [lu(D)]],
IIHOI] ) d O,105,\t|| ( ) S QALI Ml

czyli: MK
sup|lu(i)||< sup [lu(1)]].
t>op” (Ol ¢ Kb [fu (i)l

Z (30) otrzymujemy:
1- Su u t < 0.
¢ )J Y p ()l

Z zatozenia twierdzenia mamy:

a wiec z (31) i (32) otrzymujemy:

sup [lu (i) =0,
0

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

a stad jednoznaczno$¢ stabego rozwigzania rownan (1)-(2) w normie przestrzeni X.

0

Twierdzenie 4. Jezeli spetnione sg zatozenia Twierdzenia 3, to stabe rozwiazanie

réwnan (I)-(2) jest ciagle zalezne od warunkéw poczatkowych.

Dowdd. Niech u,u beda rozwigzaniami réwnania (6) odpowiednio z warunkami

poczatkowymi ug, ug. Mamy:
t
u{t) =T () tto+ J {t—s)F (s,u(s + ii)) ds,
0
=t
u(t) =T (t)ué+J (t- s)F (s,u(s + ii)) ds.

(34)

(35)
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Odejmujac stronami, przechodzac do normy i wykorzystujgc zatozenia, otrzymu-
jemy dla kazdego t > 0 ponizsze nieréwnosci:

ltt(i) - u ()] < WT ()] |u0- uo| +
t
+1 0T (t- OIIIF (s, u(s+ti) -F(s,u(s+t))|]ds <

0o
t

< Me~ctjtzo - rof] + J Me~c™M~sKju(s + 1) —u(s + :2)| ds <

0o

Mk
< Me~ct Juo—u| H =~ " SLP [wW - u@®|l, (30)

c t>0
czyli: MKk
sup [ju(t) —u(®[l <M Jluéo—ud H 3P Jlu(i) —U @], 37)
t>0 C o
a stad:
( ML-\ — . , "
1 )sup U« (t) —u (i)] <M Udb—uo . (38)
o c )tO
Poniewaz:
1- — ) >0 (39)
wiec:
3up il«(®) —< (@l < | MMk fj«o - nofj « (40)
L]
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Abstract

In the work the solutions of the abstract differential equation with advanced
argument in the form:

a'/[\ —Au(t) +F + fi)) fort> 0

were investigated. Under the assumption that operator A is infinitesimal generator
of strongly continuous semigroup of operators T (t),t > 0 and Lipschitz condi-
tion on the nonlinearly conditions for existence and uniqueness of solution were
obtained. The main result of the work is:

If:

a) |IT )| < Me~ct, M,c>0, t> 0,
b) F (t, u) satisfies Lipschitz condition with constant k and

IIF(f.u(f)Il <M < oo,

c) Mkt\el~ctl < 1,

under above assumptions the continuous solution of equation exists and is unique.
The work includes four theorems.



