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Streszczenie . Praca ta  jest poświęcona znalezieniu warunków 
istnienia funkcji Greena-Samojlenki dla pewnego liniowego rozsze­
rzenia układu dynamicznego na torusie.

REG U LA RITY  O F CERTAIN LINEAR EXTENSIO N OF 
DYNAMIC SYSTEMS ON TORUS

S um m ary . This paper is devoted to finding conditions of exi­
stance of Green-Samoylenko function of certain linear extension of 
dynamic system on torus.

Rozpatrzmy zagadnienie istnienia funkcji Greena-Samojlenki dla linio­
wego rozszerzenia układu dynamicznego na torusie postaci

Æ =  a (v ) ' 

f t = A (v )x ,

^  =  B(<p)x -  A T (ip)y,

(1)

w którym x ,y  6 Kn, ip E Tm, funkcja wektorowa a(ip) i macierze n  x n - 
wymiarowe których elementami są funkcje ciągłe względem
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wszystkich zmiennych ipj, j  =  1  , m, są 27r-okresowe. Inaczej mówiąc, są 
określone na m-wymiarowym torusie Tm. Będziemy także zakładać, że 
funkcja wektorowa a(ip) spełnia warunek Lipschitza:

||a(y>) - a ( ^ ) | |  V(p,(p€Tm, L = const >  0,

co zapisujemy a(<p) € CLip(Tm).
Wiadomo (patrz [1]), że jeśli układ

gdzie ( . , . )  oznacza iloczyn skalarny, wówczas układ (1 ) posiada dokładnie 
jedną funkcję Greena-Samojlenki, czyli jest regularny.

Powstaje pytanie, czy spośród układów postaci (1) można wydzielić 
klasę układów zachowujących regularność, jeśli dopuścimy możliwość dege­
neracji macierzy B(<p), a więc niespełnienie warunku (3). Odpowiedź na to 
pytanie jest celem tej pracy.

Punktem wyjścia do rozważań jest następujący przykład

(2)

jest słabo regularny, tzn. posiada chociażby jedną funkcję Greena-Samoj- 
lenki, natomiast macierz B(ip) spełnia warunek

(3)

diD

(4)
[ -  =  (c°srfx ,

gdzie 9? £ Ti, x  € R, o którym wiadomo, że posiada nieskończenie wiele 
funkcji Greena-Samojlenki, gdyż pochodna formy kwadratowej

V  = (—cos <p)y2

wzdłuż rozwiązań układu sprzężonego

' d(p
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jest dodatnio określona, przy czym V  degeneruje się dla p  =  § + kn, k G Z. 

Udowodnimy teraz regularność układu

dp
- d t =Smip’

dx i .—  =  (cos</?)xi,

^  =  (sin<p)xi -  (cos<^)x2, 
at

(6)

gdzie € Ti, x i, x2 € R, a następnie uzyskane wyniki spróbujemy uogólnić 
dla bardziej złożonego przypadku.

Okazuje się, że układ (6) jest regularny, ponieważ jeśli weźmiemy formę 
kwadratową

V  — (S (p )x , x) = x \  cos p  +  2xix2 sin p  -  x2 cos p, (7)

gdzie

S(p) =
cos p  sin ip 
sin p  — cos p

to pochodna tej formy wzdłuż rozwiązań układu (6) jest dodatnio określo­
na. Mamy zatem

V  =  x?(2cos2 p  +  sin2 p) +  x2(2 c o s2 p  +  sin2 p) ^  x \  +  x\.

Znajdźmy, przy jakim p{p) uogólnienie układu (6) w postaci

dt =  Sln

^  =  (cosy>)a;i, x\  G Rn ,

dx 2—— =  (sin</?)xi — (cos</?)x2, x2 G Mn, 
dt

(8)

jest także układem regularnym, gdzie p  G Ti, p(^) G C i ^ T i ) .  Weźmy 
formę kwadratową

V  =  (S(p)x,  x),
X l

^2
n2n
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V  =  ||x i||2 cosy? +  2(xi, x 2)s in < p - ||x2 ||2 cos<p. (9)

Sprawdźmy, przy jakich warunkach nałożonych na funkcję p(y?) pochodna 
formy (9) wzdłuż rozwiązań układu (8) będzie dodatnio określona. Mamy 
zatem

+  2(x i, (sin<p)xi — (cos y?)x2) sin<p +  2(x i, x2)p(y?)siny?cosy? — 

-  2(x2, (sin<p)xi -  (cosy?)x2) cosy? +  ||x2 ||2p(<p) sin2 <p,

skąd po uporządkowaniu otrzymujemy

V  =  ||rri ||2(2 cos2 y? — p(y?) sin2 <p + 2 sin2 <p) +

+  2(x i, x2)(p(<p) -  1 ) sin (pcos <p +  ||m21|2(2 cos2 <p +  p(<p) sin2 <p).

Ponieważ jednak 

2(x i, x2)(p(<p) — 1 ) siny?cos<p ^

V  ^  | |x i | |2 ( 2  -  p(y?) sin2 y?) -  ||x i||||x 2 |||p(y?) -  1| +

+  ||x2 ||2(2 cos2 y? +  p(y?)sin2 y?). (10)

V  = 2 ||x i||2 cos2 y? —/j]xi||2p(<p) sin2 y? +  2(xi, x2) sin<pcosy? +

^  - | |x i | | | |x 2 |||p(y?) -  l | |s in 2y?| ^  - | |x i | | | |x 2 |||p(y?) -  1 |,

zatem mamy

Wynika stąd, że koniecznym warunkiem dodatniej określoności V  jest speł­
nienie nierówności

2 — p(y?) sin2 <p > 0, 

2 cos2 y? +  p(<p) sin2 y? > 0,
(U)
(12)
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co oznacza, ze
0 < p(tp) < 2.

Z nierówności (10) otrzymujemy dalej

V  >  | |x 1 ||2 (2 -  p{ip)) -  | |x i  1111X2II\p[<p) -  1| +  | |x 2 ||2p M -  

Posłużmy się teraz formą kwadratową

$ ( t i , t 2) =  t i ( 2 - p )  - h t 2\ p -  1 | + p Ą .  (13)

Aby forma kwadratowa (13) była dodatnio określona, musi zachodzić nie­
równość

- \ \ p - i|
- \ \ P -  11 > 0.

Otrzymujemy stąd

Przeprowadzone rozważania pozwalają sformułować twierdzenie:

T w ierdzen ie  1. Jeżeli funkcja p(ip) € C ^ p(Ti) spełnia nierówność

IP ( V > )  -  i| < (14)

to układ równań (8) będzie regularny i pochodna formy kwadratowej (9) 
wzdłuż rozwiązań układu (8) będzie dodatnio określona.

Układ (8) można dalej uogólnić do układu postaci

f =  sin 
dx i
—  =  (cos <p)x\,

dx2 
dt

— (smip)Bx\ — (cos<£)x2,

przy czym B  jest macierzą n  x n-wymiarową oraz

det B ^ O .

(15)

(16)
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Podstawiając x \  =  B x \ ,  otrzymamy układ

dp
dt

=  p(p) sin tp,

dx i , .——  =  (cosę?)xi,

^  =  (sin<¿>)zi -  (cos v?)m2,
' dt

dla którego, przy spełnieniu warunków (14), (16), pochodna formy kwadra­
towej

V  = ||x i||2 cos <p +  2(xi, X2) sin<¿? — ||x2||2 cos<p =

=  \\Bxi\\2 cos (p + 2(B xi,  x2)sin<£ -  ||m21|2 cos c/p,

będzie również dodatnio określona.
Zbadajmy teraz układ

' dip

^  =  (cos<£>)A(</>)xi, x \  e (17)

dx2
dt

=  (sintp)B(ip)xi -  (cos<p)AT(ip)x2, x2 e

gdzie A(<p),B(<p) € C°(Ti) są macierzami n x n-wymiarowymi. Sprawdźmy, 
przy jakich warunkach pochodna formy kwadratowej postaci

V  -  (S\X\, x \ )  cosp  +  2 (5 i2xi, x2)sinv? +  (S2x2, x2)cos <p

wzdłuż rozwiązań układu (17) jest dodatnio określona, przy czym S i , S u ,  
S 2 są n x n-wymiarowymi stałymi macierzami oraz S t = S j  dla ż =  1,2. 

Mamy zatem

V  =2(SiXi, A(ip)x 1 ) cos2 <p -  (S ix i, x j) sin2 p  +

+  2(SnA(ip)xi, x2)sin^cos</j-+-2(5i2xi, x2) simpcosip +

+  2( 5 i 2x i , (sin p )B (p )x \  -  (cos</?)żłT (<£)x2)sin<p+

+  2(S2x2, (sin p )B (p )x \  -  (cos ip)AT ((p)x2) cos ip -  

-  (52x 2, x 2) sin2 p,
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skąd otrzymujemy 

V  =((SiA(<p) + A T (<p)Si)xi, X \ j  cos2 ip +

+  ^[Sf2B(ip) + B T(ip)Si2 ~  5 i]* i, * i)  sin2 ip +

+  [̂<S'i2̂ 4(v?) +  5 12 — A(p)S\2  +  S2B(p)]x i, x 2^ sin ip cos <p + (18) 

+  ^ -[A (p )5 2 +  S 2A T (ip)\x2, x2)  cos2<p- 

-  (5 222, s 2) sin2 tp.

Widać stąd, że koniecznym warunkiem dodatniej określoności V  jest speł­
nienie warunków:

([A{<p)S2 + S2AT (p)]x2, x 2)  < - | |x 2||2, (19)

(S2x 2, x 2) ^  —||m2||2. (20)

Jeśli teraz w nierówności (19) zrobimy zamianę zmiennych

X2 =  S2 X\,

to uzyskamy

+  AT (p)S2 1]x1, x i ^  - | |5 a  ^ iH 2 < - p r | j 2 ll^ill2-

W ten sposób otrzymaliśmy twierdzenie.

T w ierd zen ie  2. Niech istnieją dwie stałe macierze S  i S i2, przy czyn 
S  — S T , dla których spełnione są warunki

(S x , x)  < —||a;||2,

{ (A (p )S  +  S A T(p))x, x^  < - | |x | |2,

((ST2B (p)  +  B T{ip)S\2 4- S ~ 1)x, x  ̂ ^  e ||^ ||2, £ = const > 0,

S \2A{tp) — A{ip)S\2 +  5x2 +  SB(ip) =  0.

Wówczas pochodna niezdegenerowanej formy kwadratowej

V  = —(5 -1 x 1 , 2 1 ) cos ę? +  2(5 i2a:i, 2 2}sinę> +  (S x 2, x2)cos p,
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wzdłuż rozwiązań układu (17) będzie dodatnio określona, tzn. układ (17) po­
siada dokładnie jedną 2n x 2n-wymiarową funkcję Greena-Samojlenki z eks- 
ponencjalnym szacunkiem.
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A b s tra c t

In this work we consider linear extension of dynamic system on torus 
in following form

Tt =  a(v)-
dx
dt = A(ip)x, (21)

^  =  B(ip)x -  A r (ip)y,

where x, y e  Rn, <p =  (ipi,. . .  ,ipm) e  Tm, are n  x n  dimen­
sional matrices whose elements are continous and 2n periodical functions



Zachowanie własności regularności. 267

in respect to every variable ipj, j  =  1 ,m ,  vector function a(<p) is al­
so 2tt periodical in respect to every variable ipj, j  = 1 , , m,  and satisfy 
Lipschitz condition, i.e.

||a(y?) — a(<^)|| ^  L\\ip — </?||, Vtp,<peTm, L -  const > 0.

It is well-known (see [1]) tha t if system

' dip
dt = a M ’ 

~  =  A(<p)x,
(22)

. dt

is weak regular (i.e. posesses at least one Green-Samoylenko function) and 
matrix B(tp) fulfieled condition

(B(ip)x, x)  ^  ||x ||2, (23)

then unique Green-Samoylenko function exists for system (21). This paper 
is aimed to answer the question if similar property is satisfied in case when 
matrix B(ip) may be degenerated.


