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ZACHOWANIE WEASNOSCI REGULARNOSCI
PEWNYCH TYPOW UKEADOW LINIOWYCH
ROZSZERZEN UKELADOW DYNAMICZNYCH

NA TORUSIE

Streszczenie. Praca ta jest poswiecona znalezieniu warunkdw
istnienia funkcji Greena-Samojlenki dla pewnego liniowego rozsze-
rzenia uktadu dynamicznego na torusie.

REGULARITY OF CERTAIN LINEAR EXTENSION OF
DYNAMIC SYSTEMS ON TORUS

Summary. This paper is devoted to finding conditions of exi-
stance of Green-Samoylenko function of certain linear extension of
dynamic system on torus.

Rozpatrzmy zagadnienie istnienia funkcji Greena-Samojlenki dla linio-
wego rozszerzenia uktadu dynamicznego na torusie postaci
£ =a(v)'
ft =A(V)X, (D
~ = B(<p)x- AT(ip)y,

w ktérym x,y 6 Kn, ip E Tm, funkcja wektorowa a(ip) i macierze n x n -
wymiarowe ktorych elementami sg funkcje ciggte wzgledem
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wszystkich zmiennych ipj, j = 1,m, sg 27r-okresowe. Inaczej mowigc, sa
okreslone na m-wymiarowym torusie Tm. Bedziemy takze zakladaé, ze
funkcja wektorowa a(ip) spetnia warunek Lipschitza:

llaty>) -a (™)l V(p,(pETm, L = const > 0,

co zapisujemy a(<p) € CLip(Tm).
Wiadomo (patrz [1]), ze jesli uktad

@

jest stabo regularny, tzn. posiada chociazby jedng funkcje Greena-Samoj-
lenki, natomiast macierz B(ip) spetnia warunek

3
gdzie (.,.) oznacza iloczyn skalarny, wowczas uktad (1) posiada doktadnie
jedna funkcje Greena-Samojlenki, czyli jest regularny.

Powstaje pytanie, czy sposrod ukiadéw postaci (1) mozna wydzieli¢
klase uktadow zachowujacych regularnosc, jesli dopuscimy mozliwos¢ dege-
neracji macierzy B(<p), a wiec niespetnienie warunku (3). OdpowiedZ na to
pytanie jest celem tej pracy.

Punktem wyjécia do rozwazan jest nastepujacy przyktad

diD
4
[ - = (c°srfx,
gdzie @ £ Ti, x € R, o ktérym wiadomo, ze posiada nieskonczenie wiele
funkcji Greena-Samojlenki, gdyz pochodna formy kwadratowej

V = (—cos q)y2

wzdtuz rozwigzan uktadu sprzezonego
" dp
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jest dodatnio okre$lona, przy czym V degeneruje siedlap = § +kn, k G z.
Udowodnimy teraz regularno$¢ uktadu

dp
-dt=Smip’

dxi = (cos</?)xi, (6)

N = (si i- Nx2
at (sin<p)xi - (cos<™M)x2,

gdzie € Ti, xi, X2 € R, a nastepnie uzyskane wyniki sprébujemy uogélni¢
dla bardziej ztozonego przypadku.

Okazuje sie, ze uktad (6) jest regularny, poniewaz jesli wezmiemy forme
kwadratowa

V —(S(p)x, x) =x\cosp + 2xix2sinp - x2cosp, @)

gdzie
cosp sinip
sinp —<cosp

S(p) =

to pochodna tej formy wzdtuz rozwigzan uktadu (6) jest dodatnio okreslo-
na. Mamy zatem

V = x?(2cos2p + sin2p) + x2(2cos2 p + sin2p) * x\ + x\.

Znajdzmy, przy jakim p{p) uogoélnienie uktadu (6) w postaci

dt SIn

AN

(cosy>)a;i, x\ GRn, 8)
%: (sin</?)Xi —(cos</?X2, X2 G N,

jest takze uktadem regularnym, gdzie p G Ti, p(®) G Ci*Ti). Weimy
forme kwadratowg

V = (S(p)X, ), N
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V = ||xi]|2cosy? + 2(xi, X2)sin<p- ||x2]||2cos<p. ©)]

Sprawdzmy, przy jakich warunkach natozonych na funkcje p(y?) pochodna
formy (9) wzdtuz rozwigzan uktadu (8) bedzie dodatnio okre$lona. Mamy
zatem

V =2||xi|[R cos2 y? —H]xi||2p(<p) sin2 y?+ 2(xi, x2) sin<pcosy? +
+ 2(xi, (sin<p)xi —(cos y?)x2) sin<p + 2(xi, x2)p(y?)siny?cosy? —
- 2(x2, (sin<p)xi - (cosy?)x2) cosy? + ||x2||2p(<p) sin2<

skad po uporzadkowaniu otrzymujemy
V = ||rri ||2(2 cos2 y? —p(y?) sin2 p+ 2sin2 <) +
+ 2(xi, x2)(p(<p) - 1)sin (pcos P+ ||M212(2 cos2 p+ p(<p) Sin2 <p).
Poniewaz jednak
2(xi, x2)(p(<p) —1)siny?cos<p "
~o-lIxilllix 2llipCy?) - Hisin2yd ~ -[[xil[|[x 2[llp(y?) - 1],
zatem mamy
VA dciliz - ply?) sin2y?) - [Ixill[[x2[lp(y?) - 1] +
+ |[x2||2(2 cos2y? + p(y?)sin2y?). (10)

Wynika stad, ze koniecznym warunkiem dodatniej okreslonosci V jest spet-
nienie nierdwnosci

2 —p(y?) sin2p> 0, (V)
2cos2y?+ p(<p) sin2y? > 0, (12)
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CO 0znacza, ze
0 < p(tp) < 2.

Z nieréwnosci (10) otrzymujemy dalej
Vo> [x1]]2(2 - p{ip)) - [Ixi WDRINp[<p) - 1] + [|x2][2p M -
Postuzmy sie teraz formg kwadratowg
$(ti,t2) =ti(2-p) -ht2\p- 1|+pA. (13)
Aby forma kwadratowa (13) byta dodatnio okre$lona, musi zachodzi¢ nie-

réwnosé

WP

-\\p -
Otrzymujemy stad
Przeprowadzone rozwazania pozwalajg sformutowac twierdzenie:

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja p(ip) € C ~ p(Ti) spetnia nieréwnosé

Ip(v>) - |I < (14)

to uktad réwnan (8) bedzie regularny i pochodna formy kwadratowej (9)
wzdtuz rozwigzan uktadu (8) bedzie dodatnio okreslona.

Uktad (8) mozna dalej uogdlni¢ do uktadu postaci

f = sin

% i (cos <p)x\, (15)

dx2
dxt — (smip)Bx\ —(cos<£)x2,

przy czym B jest macierzag n X n-wymiarowg oraz

detB~O. (16)
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Podstawiajgc x\ = Bx\, otrzymamy ukiad

dp

dat - p(p) sin tp,
dxi (cose?)xi,
. Adt = (sin<;>)zi - (cos VI)ne,

dla ktérego, przy spetnieniu warunkéw (14), (16), pochodna formy kwadra-
towej

V = ||xi]2cos 9+ 2(xi, X2) sin? —||x2||2 cos<p =
= \\Bxi\\2cos (p+ 2(Bxi, x2)sin<E - |m232cos dh

bedzie réwniez dodatnio okre$lona.
Zbadajmy teraz uktad

" dip
A= (COS<ER)AIP)X, x\ e (17)
ddXtZ = (sintp)B(ip)xi - (cos<p)AT (ip)x2, X2 e

gdzie A(<p),B(<p) € C°(Ti) sg macierzami n x n-wymiarowymi. Sprawdzmy,
przy jakich warunkach pochodna formy kwadratowej postaci

V - (S\X\, x\) cosp + 2(5i2xi, x2)sinv? + (S2x2, x2)cos P

wzdtuz rozwigzan uktadu (17) jest dodatnio okreslona, przy czym Si,Su,
S2 sg n X n-wymiarowymi statymi macierzami oraz St = Sj dlaz= 1,2.
Mamy zatem
V =2(SiXi, A(ip)x1) cos2p- (Sixi, xj) sin2p +

+ 2(SnA(ip)xi, x2)sin*cos</j-+-2(5i2xi, x2) simpcosip +

+ 2(5i1 i, (sinp)B(p)x\ - (cos</?)AT (<E)x2)sin<p+

+ 2(S2x2, (sinp)B(p)x\ - (cos ip)AT ((p)x2) cos ip -

(522, x2) sin2p,
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skad otrzymujemy
V =((SiA(<p) + AT (<p)Si)xi, X\j cos2ip+
+ N[Sf2B(ip) + BT(ip)Si2 ~ 5i]*i, *i) sin2ip+
+ N<Si2MW?) + 512 —A(p)S\2 + S2B(p)]xi, x2*sinipcos p+ (18)
+ N-[A(p)52+ S2AT(ip)\x2, X2) cos2<p-
- (56222, s2)sin2tp.

Widac stad, ze koniecznym warunkiem dodatniej okre$lonosci V jest spet-
nienie warunkdw:

([A{<p)S2 + S2AT (p)]x2, x2) < -||x 2|2, (19)
(S2x2,x2) » —{m2||2. (20)
Jesli teraz w nieréwnosci (19) zrobimy zamiane zmiennych
X2 =S2 X\
to uzyskamy
+ AT(p)S21]xL, x i ™ -||5a "iH2< -pr]j2lIrill2-
W ten spos6b otrzymalismy twierdzenie.

Twierdzenie 2. Niech istniejg dwie state macierze S i Si2, przy czyn
S —ST, dla ktérych spetnione sg warunki

(Sx,x) < a2,
{(A(p)S + SAT(p))x, x" < -|[x[[2,
((ST2B(p) + BT{ip)S\2 4- S~D)x, x* " e||"]|2, £ = const > 0,
S\2A{tp) —A{ip)S\2 + 5x2 + SB(ip) = O.
Wodweczas pochodna niezdegenerowanej formy kwadratowej

V = —5-1x1, 21)cos €+ 2(5i2a:i, 22}sine> + (Sx2, x2)cos p,
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wzdtuz rozwigzan uktadu (17) bedzie dodatnio okreslona, tzn. uktad (17) po-
siada doktadnie jedng 2n x 2n-wymiarowa funkcje Greena-Samojlenki z eks-
ponencjalnym szacunkiem.
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Abstract

In this work we consider linear extension of dynamic system on torus
in following form

Tt = a(v)-
O Adip)x, (21)
dt

A= B(ip)x - Ar (ip)y,

where X,y € Rn, 9= (ipi,... ,ipm) e Tm, are n x n dimen-
sional matrices whose elements are continous and 2n periodical functions
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in respect to every variable ipj,j = 1 ,m, vector function a(<) is al-
so 2tt periodical in respect to every variable ipj, j = 1 , ,m, and satisfy
Lipschitz condition, i.e.

lla(y?) —a(<M|| ~ L\ip —7, Vtp,<peTm, L - const > 0.

It is well-known (see [1]) that if system

" dip
dt =aM”’ (22)
G = A,

is weak regular (i.e. posesses at least one Green-Samoylenko function) and
matrix B(tp) fulfieled condition

(B(ip)x, x) ™ [Ix]12, (23)

then unique Green-Samoylenko function exists for system (21). This paper
is aimed to answer the question if similar property is satisfied in case when
matrix B(ip) may be degenerated.



