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„ L A M P L I G H T E R ” A U T O M A T Y

S tre sz c ze n ie . Niech A  =  (X , Y, Q,-k , A) będzie dwustanowym 
autom atem  nad alfabetam i X  =  Y  =  {0,1}, który generuje „Lamp- 
lighter” grupę. Modyfikujemy ten  autom at, usuwając jedną parę (x , q) 
z dziedziny funkcji wyjścia A, gdzie x  6  X  i q €  Q. Otrzymujemy 
w ten  sposób cztery częściowo określone odwracalne automaty. Głów
nym wynikiem tej pracy jest dowód, że tego typu autom aty generują 
skończone pólgrupy inwersywne.

INVERSE SEMIGROUPS GENERATED BY PARTIALLY 
DEFINED ” LAMPLIGHTER” AUTOMATA •

S u m m a ry . Let A  =  (X , Y, Q, n, A) be a  two-state autom aton over 
the alphabets X  =  Y  =  {0,1}, which generates the ’’Lamplighter” 
group. We remove one pair (x, q) from domain of the output function 
A, where x  €  X  and q €  Q. We obtain four partially defined invertible 
autom ata. It is proved th a t aforementioned au tom ata generate finite 
inverse semigroups.
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1. W prow adzen ie

A utom aty odgryw ają ważną rolę w algebrze. Skończone autom aty są 
używane do konstrukcji półgrup i grup z różnorodnymi własnościami: nie
skończonych grup periodycznych ze skończoną ilością generatorów, grup 
z pośrednim  wzrostem, ju s t infinite grup, itp. A utom aty M ealy’ego są bar
dzo wygodną m etodą definiowania półgrup i grup transform acji. Znane są 
autom aty z m ałą  liczbą stanów rozpatrywane nad alfabetam i składający
mi się z dwóch lub trzech symboli, które definiują półgrupy wolne i grupy 
wolne. A rtykuły [1,3,6] są poświęcone autom atom  generującym półgrupy. 
N atom iast grupy definiowane poprzez odwracalne autom aty skończone są 
opisane w [2].

Pozycje [2,7] opisują Lam plighter grupę generowaną dwustanowym au
tom atem  nad alfabetem  dwuliterowym. Jeżeli w tym  automacie funkcje 
przejścia i wyjścia nie byłyby wszędzie określone, to  wówczas takim  auto
m atem  m ożna definiować półgrupy inwersywne.

Pojęcie półgrupy inwersywnej było wprowadzone w latach pięćdziesią
tych ubiegłego stulecia. Pierwsze abstrakcyjne definicje pojawiły się w pra
cach V. W agnera i A. Prestona. Półgrupy te  stanowią próbę uogólnienia 
pojęcia grupy. Istnieje wiele analogii pomiędzy grupam i i półgrupam i in- 
wersywnymi. Związek półgrup inwersywnych z częściowymi symetriami jest 
rozszerzeniem związku pomiędzy grupam i i symetriami.

Rozpatrzym y półgrupy inwersywne generowane autom atam i, które po
w stały przez nieokreślenie funkcji wyjścia dla jednego symbolu w automacie 
generującym Lam plighter grupę. Udowodnimy, że takie półgrupy są skoń
czone.
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2. P odstaw ow e definicje

Wprowadzenie do teorii półgrup inwersywnych w [4,5].

D efin icja  1. Niech S  będzie półgrupą. Jeżeli dla dowolnego elementu 
a € S  istnieje dokładnie jeden element x  € S  spełniający

x  = xax  i a =  axa

to pólgrupę S  nazywamy półgrupą inwersywną. Ponadto, element x  nazy
wamy odwrotnym do elementu a i oznaczamy go przez a - 1 .

Przykładem  półgrupy inwersywnej jest półgrupą I S ( X )  częściowych 
perm utacji zbioru X .

D efin icja  2. Automatem Mealy’ego nazywamy piątkę

A  = ( X ,Y ,Q ,  TT, A),

gdzie X  jest alfabetem symboli wejściowych, Y  jest alfabetem symboli wyj
ściowych (j.Xj <  oo, |F | <  oo), Q jest zbiorem stanów wewnętrznych, 
tt ■. X x Q - + Q i \ : X x Q —+ Y  są odpowiednio funkcjami przejścia 
i wyjścia.

Oznaczmy przez dom /  dziedzinę funkcji / .

D efin icja  3. Automat A  =  (X , Y, Q, tt, A) nazywamy częściowo okre
ślonym automatem, jeżeli dom tt Ç X  x  Q lub dom A Ç X  x  Q.

D efin icja  4. Automat A  nazywamy odwracalnym, jeżeli A(x,q)  ^  
A(y,q) dla dowolnych (x,q), (y ,q ) G dom A (x ^  y).

Niech A  =  (X , X ,  Q, tt, A) będzie odwracalnym częściowo określonym 
autom atem . Określmy autom at A ' = (X, X ,  Q, tt' , A') tak, aby zachodziły 
następujące równości:

tt{x , q) =  tt' ( \ { x , q),q) i A(A'(x, q),q) = x

gdzie (x,q)  i A'(x ,q)  G dom A. Ponadto, jeśli A(x,q)  =  y  i (y, q) (£ dom A, 
wtedy \ ' ( y ,q )  -  x  \ (x,q) £ dom A'. W  szczególności, jeżeli A(x,q) = x  
i (ï/> q) i  dom A, wtedy A'(x, q) =  x  i (y, q) ^  dom A'.
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D e fin ic ja  5. Automat A ' , określony jak wyżej, nazywamy automatem 
odwrotnym do automatu A.

Skończone autom aty możemy przedstawiać na diagramach. Taki spo
sób definiowania jest bardzo wygodny. Diagram autom atu  A  jest grafem 
skierowanym T o etykietowanych krawędziach. Zbiorem wierzchołków jest 
zbiór Q. W ierzchołki p  i q grafu T łączymy krawędzią (strzałką) w kierun
ku z p  do q, jeżeli istnieje x  E X  taki, że n (x ,p )  = q. K ażda krawędź ma 
etykietę x\y, gdzie A(x ,p) = y. Jeżeli (x ,p) £ dom A, to  etykieta m a postać 
x \0 .

A 1:
0/0 

1 / 1  ^  0 / 0

oCho) 0
Rys. 1. A utom at oraz autom at odwrotny
Fig. 1. The autom aton and the inverse autom aton

Jeżeli X  = Y ,  to  funkcje n  i A mogą być rozszerzone doW  : X *  x  Q Q 
i A : X*  x Q —► X*  w następujący sposób:

7f(e, <?) =  <?, W(a>x,q) =n(x,W (oj,q)),

A(e, q) = e, A(ujx, q) =  A(w, q) A(x, W(uj, q)),

gdzie e 6 X*  jest pustym  słowem, q S Q, u> £ X *, x  € X .  Ponadto, jeżeli 
(ui, q) <£ dom A, to  (ux, q) dom A.

Teraz możemy wprowadzić częściowe odwzorowanie ¡Aq '■ X* —» X*  
określone przez częściowo określony autom at A  w stanie q E Q następująco:

fA q{?\X-2 ■ ■ ■ x n) =  A(xx x 2 . . . x n ,q),

gdzie Xi E X  (1 <  i <  n). Zatem częściowo określony autom at M ealy’ego A  
ze zbiorem stanów Q =  {ąo> Qi, ■ ■ ■ > Qm} wyznacza zbiór częściowych od
wzorowań T  =  { f AqQ, f Aqi, • • •, fA qm } w X*.
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D efin ic ja  6 . Półgrupę S A =  ( /a ,0 , f ń qi, • ■ •, fA qm) nazywamy pólgru- 
pą częściowych transformacji określonych automatem A  ze zbiorem stanów 

wewnętrznych Q = {q i,q i,  ■ ■ ■ ,qm }-

Ponadto, jeżeli A  jest odwracalnym częściowo określonym autom atem , 
to  dla każdego q £ Q transform acja f Aq jest częściową perm utacją nad X*. 
Stąd, S A jest półgrupą inwersywną.

Jeżeli będziemy rozpatrywać dwustanowe częściowo określone autom aty 
nad dwuelementowym alfabetem, to przyjmiemy, że X  = Y  =  {0,1}, Q — 
{qo,qi}, f  ■■= fA qo) 9 ■= fA gi i S  =  { f,g ).  Dla takich automatów, jeżeli 
dom 7t — Q x  X ,  możemy przyjąć rekurencyjny zapis transformacji f i g :

f  = ( x i , x 2)ai , g =  (x3,x 4)cr2,

gdzie Xi (i =  1 , 2,3 ,4 ) jest odwzorowaniem / ,  g lub symbolem pustym  0 

oraz (Ti, a 2 są perm utacjam i:

lub

Symbolu pustego używamy, gdy funkcja wyjścia nie jest określona dla pew
nego słowa. Na przykład, /  =  ( / ,  0)cr, jeśli słowo 1 /  dom /.

3. W łasn ośc i p ó łgru p  inw ersyw nych

Zbiór wszystkich idempotentów półgrupy inwersywnej S  oznaczymy 
przez E (S ) .  Określmy odwzorowanie l : S  —> N,  takie że l(s) jest mini
m alną liczbą czynników postaci / ,  g, / - 1 , g~l , jakie należy wymnożyć, by 
otrzymać s €  S. Liczbę l(s) nazywamy długością elementu s G S.

Definiujemy zbiór Core(S), którego elementy należą do S  \  E ( S ) i nie 
„zawierają” idempotentów, tzn. jest to  zbiór takich s G S, których nie 
można zapisać w jednej z postaci:

s = uev  A l(s) >  l{u) +  l(e) +  l(v), 

s =  ev A l(s) >  l(e) +  l(v), 

s = ue A l(s) >  l(u) +  l(e),
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dla każdego u, v  G S  i e G E (S ) .  Założenie dotyczące długości jest istot
ne, ponieważ każdy element s G S  może być zapisany w postaci: (s s_1)s 
i s s - 1 G E (S ) .

Pewne typy autom atów  definiują półgrupy o bardzo skomplikowanej 
strukturze, dlatego potrzebne jest narzędzie pomocne w badaniu takich 
półgrup.

Sformułujemy następujący lemat:

L e m a t 1. Niech S  =  (f , g ). Niech {/) i {g) są skończone. Wtedy, jeśli 
Core(S) jest  skończony, to E (S )  jest również skończony.

D ow ód . Przeprowadzimy konstrukcję. Niech

n  : max{I(c) : c G Core(S)}

oraz
E n = {e G S  : e2 = e A Z(e) <  2n}.

Zbiór E n jest skończony. Następnie, niech

E n { f i lC 2  • • • Cm • Cf £  E n} .

Ten zbiór zawiera wszystkie możliwe iloczyny elementów z E n . Jednakże, 
ponieważ et =  te  d la  dowolnych e ,i  G E n , więc E n jest skończony. 

Zdefiniujmy następujące zbiory:

A  =  {cic2 : (cic2) 2 =  cic2, c i ,c 2 G Core(S)},

B  =  {c_1ec : e G E n U A, c G Core(S)},

i zbiór H  — E( ( f ) )  U E((g)), k tóry będzie przydatny, jeśli Core(S) =  0. 
Ostatecznie, niech

<E(S) =  {eie2 . . . e m : e i E A u B u H U  E n}.

Udowodnimy teraz, że (£(S) — E (S ) .  Jest oczywiste, że każdy element 
(£(5) jest idem potentem , więc zachodzi inkluzja: <S(S) ę  E (S ) .
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U l )  Zanim udowodnimy inkluzję odwrotną, pokażemy algorytm spro
wadzający dowolny element s =  C1C2 ■ ■ - Om € S  (gdzie Cj G S  i /(c,) <  n) 
do postaci s = e \e2 ---ekC, gdzie c G Core(S), e* 6 <£(5) (będziemy tu 
ta j dopuszczać przypadki, gdy e ie 2 . . .  e*, lub c mogą nie wystąpić w tym 
zapisie).

Rozpatrzm y iloczyn dwóch pierwszych czynników C1C2. Mamy następu
jące możliwości: jeśli C1C2 =  d i d G Core(S),  wtedy piszemy s =  (¿03)04 . . .  
Cm i powtarzamy procedurę dla pary zawartej w nawiasach; jeśli C1C2 =  e 
i e G E n , wtedy mamy s — 6(0304)05 .. .Cm i powtarzamy procedurę dla pa
ry zawartej w nawiasach; jeśli C1C2 =  ed, gdzie e G E n i d G Core(S), wtedy 
piszemy s — e(dc3 )cĄ . . .  i rozpatrujem y wyróżnioną parę; jeśli C1C2 =  de, 
gdzie e G E n i d G Core(S),  wtedy mamy s = (ded- 1) (<¿03)04 . . .  Cm 
i powtarzamy procedurę dla pary zawartej w drugim nawiasie (oczywiście 
ded- 1  € R); w końcu jeśli C1C2 =  d\ed2 i d i , d2 S C ore(5) i e G E n , to  m a
my s — (d \ed^ l )(d \d2)c3 .. .Cm i powtarzamy procedurę dla pary zawartej 
w drugim  nawiasie (zauważmy, że l(d \d2) < ¿(ci c2)> wi§c ten  przypadek 
wystąpi tylko skończoną ilość razy w rozkładzie pary C1C2). Kontynuuje
my to postępowanie dla kolejnych par, aż uzyskamy po skończonej liczbie 
kroków jedną z postaci

s =  e ie 2 . . .  efcc, s =  e ie 2 ...efe, s = c,

gdzie ej G <£(5) i c G Core(S).
U 2) Zwróćm y również uwagę n a  fakt, że d la  dowolnych e G E (S ) ,  o G S, 

jeśli ec G E (S ) ,  to  m am y

ec — (ec)(ec) =  (ec)(ec) _1 =  ecc_1e =  ecc- 1 .

Powróćmy teraz do dowodu inkluzji E ( S ) C € (5 ). Weźmy dowolny 
element e G E (S ) .  Dokonujemy rozkładu tego elementu za pomocą wyżej 
opisanego algorytmu. Otrzym amy s = e \e 2 ■ •. e^c albo e =  e ie 2 . . .  e^, gdzie 
ei G <£(5) i o G Core(S). Możliwość trzecia nie może zajść, bo Core(S)  C 
S \ E ( S ) .  W  drugim przypadku otrzymujemy natychm iast, że e G <£(5). 
Natom iast w pierwszym przypadku wystarczy powołać się na uwagę U2), 
wówczas otrzym am y e =  e ie 2 . . .  e^cc- 1 , ale ponieważ cc-1  G A, stąd  e G

€ (5 ).
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Zatem  mamy E( S )  =  £ (5 ). Jeżeli zgodnie z założeniami Core(S)  jest 
skończony, to  z konstrukcji zbioru <S(S) wynika, że również musi on być 
skończony. Stąd E ( S ) jest skończony. □

L e m a t 2 . Przy założeniach poprzedniego lematu, jeżeli Core(S) jest 
skończony, to półgrupa S  jes t  skończona.

D ow ód . Ponieważ dowolny element s € S,  możemy zapisać zgodnie 
z uwagą U l) w postaci

s = e ie 2 . . .  enc,

gdzie ej 6  E ( S ) i c e  Core(S)  oraz ej nie są iloczynami innych idempo- 
tentów (ej ^  eje^  d la ej ^  ej i /  ej). Oczywiście, taki zapis nie będzie 
jednoznaczny, ponieważ każdy element można zapisać na kilka sposobów 
w tej formie. Jednakże, co dla nas jest istotne, różne elementy m ają  różne 
zapisy.

Ponieważ idem potenty kom utują, więc możemy powiedzieć, że s jest 
wyznaczony przez dwa zbiory:

s . {e^, e2, • • •, Cyi), {c}.

Dopuszczamy tu ta j, że jeden z nich może być pusty (pierwszy w przypad
ku s € Core(S),  drugi gdy s € E (S )) .  Z założeń mamy: Core(S)  jest 
skończony. Na podstawie Lem atu 1., mamy: E( S )  jest skończony. Zatem, 
otrzym ujemy skończoną liczbę konstrukcji elementu s. □



Półgrupy inwersywne generowane. 307

4. P ó łgru p y  inw ersyw ne i „L am plighter” au tom aty

A utom at

generuje nieskończoną grupę Z ?Z 2, k tórą nazywamy „Lamplighter” grupą. 
Dowód w [2] i [7]. Skonstruujemy teraz nowe autom aty poprzez usunię
cie z dziedziny funkcji wyjścia jednej pary (x,q), x  € {0 , 1}, q € {go, gi}- 
Otrzymujemy cztery częściowo określone automaty, które opiszemy tabela
mi:

0 1 0 1

Ai : go 
9i

<?o/l
Qo/0

gi/o
gi/0

A2 '■ go
<?i

go/0
go/o

gi/o
g i / i

0 1 0 1

^3 : go 
<Zi

go/l
<?o/0

gi/0
g i / i

A4 : g0

gi
go/i
go/0

gi/o
g i / i

T w ie rd z e n ie  3. Niech Si będzie półgrupą inwersywną generowaną au
tomatem Ai (i =  1,2 ,3 , A). Półgrupy inwersywne S i, S 2, S 3 i S4 są skoń
czone.

D ow ód . Dla każdej półgrupy S t =  ( / ,  g) w pierwszym kroku pokażemy, 
że półgrupy ( / )  i (g) są skończone. Następnie, aby móc skorzystać z Le
m atu  1., pokażemy, że Core(Si) jest skończony. Rozpatrzymy następujący 
iloczyn:

g a l f /3l g a 2 f l32 g a m f t 3m  (1 )

dla każdego m  £ N ,  gdzie a t i (3i są związane z rzędami półgrup ( / )  i (g ). 
Ponadto, gai i mogą nie występować w tym  iloczynie. Oczywiście, 
każdy element z Core(Si) m a postać (1).
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Półgrupa S±:
Odwzorowania określone autom atem  A \  możemy zapisać w postaci: 

/  =  ( f , 9 )<r i 9 =  ( /,0 )-  S tąd / -1  =  {,g~x, f ~ x)a  i g~l =  ( / _ 1, 0). Mamy 
następujące równości: g f  =  (f ,Q)(f ,g)cr = ( / 2, 0K  g f g  =  ( / 2, 0)cr(/, 0) =  
(0 ,0 )a  =  0. Następnie, / 2 =  (f g , g f ), / 3 =  (f g f , g f g ) a  = ( f gf , 0)a,  
/ 4 =  (0,0), / 5 =  (0 ,0)<r, / 6 =  (0,0). Zatem, mamy / 4 =  / 6 i / 5 =  / 7, 
więc ( /)  jest skończona. Ponadto / 4 € £ ’(S'i). Ponieważ 5 " =  ( / n ,0) 
i <7~n =  ( /~ n , 0), stąd  (5 ) jest również skończona.

By móc skorzystać z Lem atu 1. musimy przeanalizować wielkość zbioru 
Core(S i) .  Elementy C ore(S  1) m ają  postać (1), gdzie

a i ,p j  6 ( - 5 , - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 } .

Jeżeli \(3\ jest nieparzyste, to  =  (-, -)cr, stąd  ga f@ — ( /• , 0)cr dla q ^ 0  
i dalej, ga f ^ g 'r =  (0 , 0)cr =  0 , więc te  elementy nie mogą być składowymi 
elementów z C ore(S  1).

Wiemy, że / 4 jest idem potentem , więc wystarczy zbadać elementy: g f 2 

i g f ~ 2. Mamy g f 2 =  ( / 2£r,0), / 2ff =  (/£?/,0) i / i? /  =  ( 0 ,3 /2)- Zatem c? / 2 

jest określone na słowach postaci ui =  (001)* i ich prefiksach, ponadto działa 
na nich jak  identyczność, więc g f 2 € E {S \) .  Analogicznie g f - 2 6  E {S \) .

Zatem, g f ^ g  nie należy do Core(S  1) dla każdego /3, stąd  C ore(S  1) jest 
skończony. Na podstawie lem atu otrzymujemy, że S 1 =  ( f , g)  jest skończo
na.

Półgrupa Ą :
Odwzorowania generujące tę  półgrupę są postaci: /  =  (®,g)<J i g =  

(,f , g ). M amy f 2 = 0 i #2 =  c/3, więc / 2,#2 € E (5 2). Ponadto f g f  =  0 
i f g ~ 1f  =  0. Zatem elementy z Core(S f)  są postaci (1) z potęgami ai,/3j 6 

{ —1,1} oraz kolejne /% nie mogą mieć tego samego znaku. Zachodzą rów
ności: f g  =  g fg  = g~xf g ,  g~ l f ~ l = g~l f ~ l g~l =  iT 1/ -1 #, stąd  mamy, że 
każdy element s zawierający czynnik f ~ 1g f g f ~ 1 można zapisać krócej za 
pom ocą idem potentów / ~ 1(<?/<?)/_1 =  f ~ 1f g f ~ 1, więc s /  &ore(Sf). Po
nieważ zachodzą też równości: f ~ l g f  = f ~ 1g~1f ,  f g ~ 1f ~ 1 =  f g ~ l f ~ 19 = 
f g - l f - l g~ l oraz f g f - 1 = g f g f -1  =  g - l f g f ~ l , to  element o największej 
długości należący do Core{Sf), jaki możemy skonstruować, jest postaci
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f g f  1g f g  1f  4. Stąd wynika, że Core(S2) jest skończony. Zatem S 2 na 
mocy lem atu jest skończona.

Półgrupa S 3:
Odwzorowania generujące tę półgrupę są postaci: /  =  ( / ,  0)cr i g — 

(.f , g ). Mamy / 2 =  0, g2 € E(Ss).  Ponadto zachodzi: /  =  f g  = f g ~ x, stąd 
Core(S3) =  { / , / _ 1, 5 , 5 _ 1 , / ' 15 , 5 _ 1/ I5 / . / _ 15 _1}- Zatem S 3 na  mocy le
m atu  jest skończona.

Półgrupa S4:
Odwzorowania generujące tę  półgrupę są postaci: /  =  (f,g)cr i g = 

(0, g). W  tym  przypadku mamy g € E(Są). Analogicznie jak  w przypad
ku półgrupy Si  możemy obliczyć, że / 4 =  / 6 stąd  / 4 E E(Są). Zatem 
Core(S4) =  { /, / - 1 , / 2, / - 2 , / 3, / _3}, więc 5 4 jest skończona. □

Autor dziękuje Recenzentowi za cenne uwagi, /cióre dały możliwość ulep
szenia tekstu artykułu.
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A b stract

The groups and semigroups of autom atic transform ations have been 
studied actively since the 60th years of the last century. The Mealy au
tom ata  became a convenient m ethod of the definition of transform ation 
groups and semigroups w ith interesting properties.

In th is article we begin to  investigate inverse semigroups defined by 
partially  defined autom ata.

Let A  = (X , Y, Q,7t, A) be a tw o-state autom aton over the  alphabets 
X  =  Y  — {0,1}, which generates the ’’Lam plighter” group. We remove one 
pair (x , q) from dom ain of the outpu t function A, where a; is a symbol in X  
and q is a  s ta te  in Q. We obtain four partially  defined invertible autom ata. It 
is proved th a t  aforementioned au tom ata  generate finite inverse semigroups.


