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POLGRUPY INWERSYWNE GENEROWANE
PRZEZ NIE WSZEDZIE OKRESLONE
»LAMPLIGHTER” AUTOMATY

Streszczenie. Niech A = (X, Y, Q,-k,A) bedzie dwustanowym
automatem nad alfabetami X = Y = {0,1}, ktdry generuje ,,Lamp-
lighter” grupe. Modyfikujemy ten automat, usuwajac jedna pare (x, Q)
z dziedziny funkcji wyjscia A gdzie x 6 X i g € Q. Otrzymujemy
w ten sposob cztery czeSciowo okreslone odwracalne automaty. Gtow-
nym wynikiem tej pracy jest dowod, ze tego typu automaty generuja
skonczone polgrupy inwersywne.

INVERSE SEMIGROUPS GENERATED BY PARTIALLY
DEFINED "LAMPLIGHTER” AUTOMATA -

Summary. LetA = (X,Y,Q,n, A) be atwo-state automaton over
the alphabets X = Y = {0,1}, which generates the "Lamplighter”
group. We remove one pair (x, gq) from domain of the output function
A where x € X and q € Q. We obtain four partially defined invertible
automata. It is proved that aforementioned automata generate finite
inverse semigroups.
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1. Wprowadzenie

Automaty odgrywajg wazng role w algebrze. Skonczone automaty sg
uzywane do konstrukcji pétgrup i grup z r6znorodnymi wiasnosciami: nie-
skonczonych grup periodycznych ze skonczong iloscig generatoréw, grup
z pos$rednim wzrostem, just infinite grup, itp. Automaty Mealy’ego sg bar-
dzo wygodna metodg definiowania pdtgrup i grup transformacji. Znane sg
automaty z mata liczbg stanéw rozpatrywane nad alfabetami sktadajacy-
mi sie z dwoch lub trzech symboli, ktore definiujg pétgrupy wolne i grupy
wolne. Artykuty [1,3,6] sg posSwiecone automatom generujgcym poétgrupy.
Natomiast grupy definiowane poprzez odwracalne automaty skonczone sg
opisane w [2].

Pozycje [2,7] opisujg Lamplighter grupe generowang dwustanowym au-
tomatem nad alfabetem dwuliterowym. Jezeli w tym automacie funkcje
przejscia i wyjscia nie bytyby wszedzie okreslone, to wéwczas takim auto-
matem mozna definiowac¢ potgrupy inwersywne.

Pojecie pétgrupy inwersywnej byto wprowadzone w latach pieédziesia-
tych ubiegtego stulecia. Pierwsze abstrakcyjne definicje pojawity sie w pra-
cach V. Wagnera i A. Prestona. Potgrupy te stanowig prébe uogoélnienia
pojecia grupy. Istnieje wiele analogii pomiedzy grupami i potgrupami in-
wersywnymi. Zwigzek pdtgrup inwersywnych z czesciowymi symetriami jest
rozszerzeniem zwigzku pomiedzy grupami i symetriami.

Rozpatrzymy po6igrupy inwersywne generowane automatami, ktére po-
wstaty przez nieokreslenie funkcji wyjscia dla jednego symbolu w automacie
generujagcym Lamplighter grupe. Udowodnimy, ze takie pdigrupy sg skon-
czone.
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2. Podstawowe definicje

Wprowadzenie do teorii pétgrup inwersywnych w [4,5].

Definicja 1. Niech S bedzie pdtgrupg. Jezeli dla dowolnego elementu
a € S istnieje doktadnie jeden element x € S spetniajgcy

X =xax | a= axa

to pdlgrupe S nazywamy potgrupg inwersywng. Ponadto, element x nazy-
wamy odwrotnym do elementu a i oznaczamy go przez a-1.

Przyktadem poétgrupy inwersywnej jest pdigrupg IS(X) czeSciowych
permutacji zbioru X.

Definicja 2. Automatem Mealy’ego nazywamy piatke
A = (X,Y,Q, -I-I:A)a

gdzie X jest alfabetem symboli wejsciowych, Y jest alfabetem symboli wyj-
Sciowych (.Xj < oo, |F| < 00), Q jest zbiorem standéw wewnetrznych,
wmX x Q-+ Qil:Xx Q —Y sg odpowiednio funkcjami przejscia
i wyjscia.

Oznaczmy przez dom/ dziedzine funkcji /.

Definicja 3. Automat A = (X,Y, Q, tt, A) nazywamy czesciowo okre-
Slonym automatem, jezeli dom tt C X x Q lub dom AC X x Q.

Definicja 4. Automat A nazywamy odwracalnym, jezeli A(x,q)
A(y,q) dla dowolnych (x,q), (y,q) Gdom A (x * vy).

Niech A = (X, X, Q, t, A) bedzie odwracalnym czeSciowo okre$lonym
automatem. Okre$lmy automat A' = (X, X, Q, &, A) tak, aby zachodzity
nastepujgce réwnosci:

tt{x,q) = w(\{x,q),q9) i A(A'(x,q),q) =X

gdzie (x,q) i A(x,q) Gdom A Ponadto, jesli A(x,q) = y i (y,q) Edom A
wtedy \'(y,q) - x \ (x,q) £ dom A. W szczegdlnosci, jezeli A(x,q) = x
i (I>q) i dom A wtedy A'(x,q) = x i (y,q) » dom A.
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Definicja 5. Automat A', okreSlony jak wyzej, nazywamy automatem
odwrotnym do automatu A.

Skoriczone automaty mozemy przedstawia¢ na diagramach. Taki spo-
séb definiowania jest bardzo wygodny. Diagram automatu A jest grafem
skierowanym T o etykietowanych krawedziach. Zbiorem wierzchotkow jest
zbior Q. Wierzchotki p i g grafu T tgczymy krawedzig (strzatka) w kierun-
ku z p do q, jezeli istnieje x E X taki, ze n(x,p) = g. Kazda krawedZz ma
etykiete x\y, gdzie A(x,p) = y. Jezeli (x,p) £ dom A to etykieta ma postaé
x\0.

Al
0/0

1/1 " 0/0
Rys. 1. Automat oraz automat odwrotny
Fig. 1. The automaton and the inverse automaton

Jezeli X =Y, to funkcje n i Amoga by¢ rozszerzone doW : X* x Q Q
i A:X* x Q —X* w nastepujacy sposéb:
e, Y=< W@>x.q) =n(x,W(0j,q)),
AE.a) =e  Aluix,q) = AWw, q)A(x, W(ui, q)),

gdzie e 6 X* jest pustym stowem, g S Q, £ X *, x € X. Ponadto, jezeli
(ui,q) €dom A to (ux,q) dom A

Teraz mozemy wprowadzi¢ czesciowe odwzorowanie jAq mX* —» X*
okreslone przez czeSciowo okreslony automat A w stanie q E Q nastepujgco:

fAQ{?\X2mmmxn) = A(XXX2...Xn,q),

gdzie Xi E X (1 < i < n). Zatem cze$ciowo okre$lony automat Mealy’ego A
ze zbiorem stanéw Q = {go>Qi, mm>Qm} wyznacza zbiér czesciowych od-
wzorowan T = {fAQQ fAqi, e, fAgN} w X*.
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Definicja 6. Pdtgrupe SA = (/a,0,frqi,m, fAgm) nazywamy pélgru-
pa czesciowych transformacji okreslonych automatem A ze zbiorem standéw

wewnetrznych Q = {qi,qi, mmqm}-

Ponadto, jezeli A jest odwracalnym czeSciowo okreslonym automatem,
to dla kazdego q £ Q transformacja f Ag jest czesSciowg permutacjg nad X*.
Stad, SA jest potgrupa inwersywna.

Jezeli bedziemy rozpatrywaé dwustanowe czesciowo okreslone automaty
nad dwuelementowym alfabetem, to przyjmiemy, ze X =Y = {0,1}, Q —
{qo,qi}, f m=fAqo) 9 m=fAgi i S = {f,g). Dla takich automatow, jezeli
dom * —Q x X, mozemy przyja¢ rekurencyjny zapis transformacji fig:

f = (xi,x2)ai , g= (x3,x4)crz,

gdzie Xi (i = 1,2,3,4) jest odwzorowaniem /, g lub symbolem pustym 0
oraz (Ti, a2 sa permutacjami:

lub

Symbolu pustego uzywamy, gdy funkcja wyjscia nie jest okreslona dla pew-
nego stowa. Na przyktad, / = (/, O)cr, jesli stowo 1/ dom/.

3. Wiasnosci pétgrup inwersywnych

Zbior wszystkich idempotentow poigrupy inwersywnej S oznaczymy
przez E(S). Okre$lmy odwzorowanie | : S — N, takie ze I(s) jest mini-
malng liczbg czynnikéw postaci /, g, / -1, g~I, jakie nalezy wymnozy¢, by
otrzymac¢ s € S. Liczbe I(s) nazywamy dtugoscig elementu s G S.

Definiujemy zbiér Core(S), ktorego elementy nalezg do S\ E(S) i nie
»,Zawieraja” idempotentow, tzn. jest to zbiér takich s G S, ktérych nie
mozna zapisa¢ w jednej z postaci:

s=uev A I(s) > {u) + I(e) + I(v),
s=ev A I(s) > I(e) + I(v),
s=ue A I(s) > I(u) + I(e),
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dla kazdego u,v G S i e G E(S). Zalozenie dotyczgce dtugosci jest istot-
ne, poniewaz kazdy element s G S moze by¢ zapisany w postaci: (ss_1)s
iss-1GE(S).

Pewne typy automatow definiujg potgrupy o bardzo skomplikowanej
strukturze, dlatego potrzebne jest narzedzie pomocne w badaniu takich

potgrup.
Sformutujemy nastepujacy lemat:

Lemat 1. Niech S = (f,g). Niech {/) i {g) sa skoficzone. Wtedy, jesli
Core(S) jest skonczony, to E(S) jest rowniez skonczony.

Dowod. Przeprowadzimy konstrukcje. Niech
n : max{l(c) : c GCore(S)}

oraz
En={eGS:e2=e A Z@e < 2n}.

Zbiér En jest skonczony. Nastepnie, niech
En {filc2+..cm . cfe En}.

Ten zbidr zawiera wszystkie mozliwe iloczyny elementéw z En. Jednakze,
poniewaz et = te dla dowolnych e,i G En, wiec En jest skoAczony.
Zdefiniujmy nastepujace zbiory:

A = {cic2: (cic2)2 = cic2, ci,c2 G Core(S)},

B ={c lec: e GEnUA, ¢ GCore(S)},

i zbior H — E((f)) UE((g)), ktory bedzie przydatny, jesli Core(S) = 0.
Ostatecznie, niech

<E(S) = {eie2...em: eiEAuBuUHU En}

Udowodnimy teraz, ze (E(S) — E(S). Jest oczywiste, ze kazdy element
(E(5) jest idempotentem, wiec zachodzi inkluzja: <S(S) e E(S).
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Ul) Zanim udowodnimy inkluzje odwrotng, pokazemy algorytm spro-
wadzajgcy dowolny element s = CIOm-Om € S (gdzie G G S i /(c,) < n)
do postaci s = e\e2---ekC, gdzie ¢ G Core(S), e 6 <£(5) (bedziemy tu-
taj dopuszcza¢ przypadki, gdy eie2... € lub c moga nie wystgpi¢ w tym
zapisie).

Rozpatrzmy iloczyn dwéch pierwszych czynnikow ClQ. Mamy nastepu-
jace mozliwosci: jesli CI@2 = did G Core(S), wtedy piszemy s = (;03)04 ...
Cm i powtarzamy procedure dla pary zawartej w nawiasach; jesli CIQ2 = e
ie GEn,wtedy mamy s —6(0304)05 .. .Cm i powtarzamy procedure dla pa-
ry zawartej w nawiasach; jesli CLIQ = ed, gdziee GEnid G Core(S), wtedy
piszemy s —e(dc3)cA ... i rozpatrujemy wyrozniong pare; jesli CLQ = de,
gdzie e G En i d G Core(S), wtedy mamy s = (ded- 1)(g03)04... Gm
i powtarzamy procedure dla pary zawartej w drugim nawiasie (oczywiscie
ded-1 € R); w koficu jesli CLl@2 = d\ed2 i di,d2 S Core(5) i e GEn, to ma-
my s — (d\ed”l)(d\d2)c3 .. .Cm i powtarzamy procedure dla pary zawartej
w drugim nawiasie (zauwazmy, ze I(d\d2) < ¢(cic2)> wi8c ten przypadek
wystgpi tylko skonczong ilo$¢ razy w rozkiadzie pary CLQ). Kontynuuje-
my to postepowanie dla kolejnych par, az uzyskamy po skonczonej liczbie
krokéw jedng z postaci

s = eie2... efw, s = eie2...efe, S = ¢,

gdzie ej G <£(5) i ¢ G Core(S).
U2) Zwréémy rowniez uwage na fakt, ze dla dowolnych e GE(S), 0 G S,
jesli ec G E(S), to mamy

ec — (ec)(ec) = (ec)(ec)_1 = ecc_le = ecc-1.

Powrdéémy teraz do dowodu inkluzji E(S) C €(5). Wezmy dowolny
element e G E(S). Dokonujemy rozktadu tego elementu za pomocg wyzej
opisanego algorytmu. Otrzymamy s = e\e2m. e*c albo e = eie2... e", gdzie
ei G <£(5) i 0 G Core(S). Mozliwos¢ trzecia nie moze zaj$¢, bo Core(S) C
S\E(S). W drugim przypadku otrzymujemy natychmiast, ze e G <£(5).
Natomiast w pierwszym przypadku wystarczy powotaé sie na uwage U2),
wowczas otrzymamy e = eie2... e~cc-1, ale poniewaz cc-1 G A, stad e G
€(5).
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Zatem mamy E(S) = £(5). Jezeli zgodnie z zatozeniami Core(S) jest
skoniczony, to z konstrukcji zbioru <S(S) wynika, ze réwniez musi on byé
skonczony. Stad E (S) jest skonczony.O

Lemat 2. Przy zalozeniach poprzedniego lematu, jezeli Core(S) jest
skonczony, to poétgrupa S jest skornczona.

Dowdd. Poniewaz dowolny element s € S, mozemy zapisa¢ zgodnie
z uwagg Ul) w postaci
s = eie2... enc,

gdzie e 6 E(S) i c e Core(S) oraz ej nie sg iloczynami innych idempo-
tentow (ej  eje” dla ej ™ eji [/ ej). OczywiScie, taki zapis nie bedzie
jednoznaczny, poniewaz kazdy element mozna zapisa¢ na kilka sposobéw
w tej formie. Jednakze, co dla nas jest istotne, rozne elementy majg rézne
zapisy.

Poniewaz idempotenty komutuja, wiec mozemy powiedzie¢, ze s jest
wyznaczony przez dwa zbiory:

s . {en e2,eee, Cyi), {c}.

Dopuszczamy tutaj, ze jeden z nich moze by¢ pusty (pierwszy w przypad-
ku s € Core(S), drugi gdy s € E(S)). Z zalozen mamy: Core(S) jest
skonczony. Na podstawie Lematu 1., mamy: E(S) jest skonczony. Zatem,
otrzymujemy skoriczong liczbe konstrukcji elementu s. O



Pétgrupy inwersywne generowane. 307

4. Poétgrupy inwersywne i ,,Lamplighter” automaty

Automat

generuje nieskoriczong grupe Z?Z2, ktérg nazywamy ,Lamplighter” grupa.
Dowdd w [2] i [7]. Skonstruujemy teraz nowe automaty poprzez usunie-
cie z dziedziny funkcji wyjscia jednej pary (x,q), x € {0,1}, q € {go, gi}-
Otrzymujemy cztery czesciowo okre$lone automaty, ktore opiszemy tabela-

mi:
0 1 0 1
Ai: o <0| gilo A2 mgo go/0 gilo
9i Qo/0 gi/0 4 golo gili
0 1 0 1
~3: go go/l gil0 A4: 90 go/i gilo
4 <00 gili gi go/0 gili

Twierdzenie 3. Niech Si bedzie potgrupg inwersywng generowang au-
tomatem Ai (i = 1,2,3, A). Pélgrupy inwersywne Si, S2, S3 i S4 sg skoA-

czone.

Dow6d. Dla kazdej poétgrupy St = (/, g) w pierwszym kroku pokazemy,
ze potgrupy (/) i (g) sa skoriczone. Nastepnie, aby méc skorzystaé¢ z Le-
matu 1., pokazemy, ze Core(Si) jest skoniczony. Rozpatrzymy nastepujacy

iloczyn:
galf/3lga2fI3x2 gam ft3m (1)

dla kazdego m £ N, gdzie at i (3 sa zwigzane z rzedami potgrup (/) i ().
Ponadto, gai i mogg nie wystepowa¢ w tym iloczynie. Oczywiscie,
kazdy element z Core(Si) ma posta¢ (1).
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Péigrupa S

Odwzorowania okreslone automatem A\ mozemy zapisa w postaci:
[ = (f,9)xi9 = (/,0)- Stad /-1 = {gx,f~x)a i g~ = (/_1,0). Mamy
nastepujace rownosci: gf = (f,Q)(f,g)cr = (/2,0K gfg = (/2,0)cr(/,0) =
(0,0)a = 0. Nastepnie, /2 = (fg,gf), /3 = (fgf,gfg)a = (fgf,0)a,
/4= (0,0), /5= (0,0)<r, /6 = (0,0). Zatem, mamy /4= /6i/5= /7,
wiec (/) jest skonczona. Ponadto /4 € £°(S'i). Poniewaz 5" = (/n,0)
i 2~n = (/~n,0), stad (5) jest rowniez skonczona.

By moc skorzysta¢ z Lematu 1. musimy przeanalizowa¢ wielko$¢ zbioru
Core(Si). Elementy Core(S1) majg posta¢ (1), gdzie

ai,pj 6 (-5,-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5}.

Jezeli \(3 jest nieparzyste, to = (-, -)r, stad gaf@ — (/+, O)crdlag " 0
i dalej, gafrg'r = (0,0)cr = 0, wiec te elementy nie mogg by¢ sktadowymi
elementéw z Core(S1).

Wiemy, ze / 4 jest idempotentem, wiec wystarczy zbadac elementy: gf2
igf~2. Mamy gf2 = (/2£r,0), / 2ff = (/£?/,0) i /i?/ = (0,3/2)- Zatem @/2
jest okre$lone na stowach postaci ui = (001)* iich prefiksach, ponadto dziata
na nich jak identycznos$¢, wiec gf2 € E{S\). Analogicznie gf-26 E{S\).

Zatem, gf~g nie nalezy do Core(S1) dla kazdego /3, stad Core(S1) jest
skonczony. Na podstawie lematu otrzymujemy, ze S1= (f,g) jest skonczo-
na.

Pétgrupa A:

Odwzorowania generujace te potgrupe sg postaci: / = @®g<Jig =
(f,g). Mamy f2 = 0 i #2 = o3, wiec /2,#2 € E(52). Ponadto fgf = 0
i fg~1f = 0. Zatem elementy z Core(Sf) sg postaci (1) z potegami ai,/3j 6
{—1,1} oraz kolejne /% nie mogg mie¢ tego samego znaku. Zachodzg réw-
nosci: fg = gfg = g~xfg, g~If~1 =g~If~1g~l = iT YV -1#, stad mamy, ze
kazdy element s zawierajgcy czynnik f~1gfgf~1 mozna zapisa¢ krocej za
pomocg idempotentéw /~ 1(<?/<?)/_1 = f~1fgf~1 wiec s / &ore(Sf). Po-
niewaz zachodzg tez réwnosci: f~Igf = f~1g~1f, fg~1f~1= fg~If~19 =
fg-I1f-I1g~l oraz fgf-1=gfgf-1 = g-1fgf~1, to element o najwiekszej
dtugosci nalezacy do Core{Sf), jaki mozemy skonstruowac, jest postaci
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fgf 1gfg 1f 4. Stad wynika, ze Core(S2) jest skonczony. Zatem S2 na
mocy lematu jest skonczona.

Pdtgrupa S3:

Odwzorowania generujace te poétgrupe sg postaci: / = (/,0)cr i g —
(f,g). Mamy /2= 0, g2 € E(Ss). Ponadto zachodzi: / = fg = fg~x, stad
Core(S3)= {/,/_1,5,5_1,/'15,5_1/15/./_15_1} Zatem S3 na mocy le-
matu jest skonczona.

Pétgrupa S4:

Odwzorowania generujgce te potgrupe sa postaci: / = (f,g)cr i g =
(0,9). W tym przypadku mamy g € E(Sg). Analogicznie jak w przypad-
ku potgrupy Si mozemy obliczy¢, ze /4 = /6 stad /4 E E(Sg). Zatem
Core(S4 = {/,/-1,/2,/-2,/3,] _3}, wiec 54 jest skoficzona.O

Autor dziekuje Recenzentowi za cenne uwagi, /ciore daty mozliwos¢ ulep-
szenia tekstu artykutu.

Literatura

1. C. K. Gupta, V. I. Sushchansky, Semigroups of Automatic Transforma-
tions in: Topics in Infinite Groups, Quaderni di matematica 8 (2001).

2. R. I. Grigorchuk, V. V. Nekrashevich, V. I. "Sushchansky, Automata,
Dynamical Systems, and Groups, Proceedings of the Steklov Institute
of Mathematics 231 (2000), 134-214.

3. L. I. Reznykov, V. I. Sushchansky, 2-generates semigroup of automatic
transformations whose growth is defined by Fibonachi series, Matema-
tychni Studii 17 (2002), 81-92.

4. M. V. Lawson, Inverse semigroups: The Theory of Partial Symmetries,
World Scientific, Singapore 1998.

5. M. Petrich, Inverse semigroups, John Wiley & Sons, New York 1984.

6. A. Olijnyk, Free semigroups of automatic transformation, Matematy-
cheskie zametki (1998), 248-259.



310 J. K. Stupik

7. R. Grigorchuk, A. Zuk, The Lamplighter Group as a Group Generated
by a 2-State Automaton and Its Spectrum, Preprint of Forschunginst.
Math, ETH-Zurich 1999.

Janusz K. Stupik
Instytut Matematyki
Politechnika Slaska
Kaszubska 23
44-100 Gliwice

Abstract

The groups and semigroups of automatic transformations have been
studied actively since the 60th years of the last century. The Mealy au-
tomata became a convenient method of the definition of transformation
groups and semigroups with interesting properties.

In this article we begin to investigate inverse semigroups defined by
partially defined automata.

Let A = (X,Y,Q,7t, A) be a two-state automaton over the alphabets
X =Y —{0,1}, which generates the "Lamplighter” group. We remove one
pair (x,q) from domain of the output function A where a is a symbol in X
and gis a state in Q. We obtain four partially defined invertible automata. It
is proved that aforementioned automata generate finite inverse semigroups.



