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DWUOSOBOWA GRA KWANTOWA1

Streszczenie. W ostatnim czasie wykazano, ze zastosowanie pewnych wybranych
metod mechaniki kwantowej moze znacznie przyspieszy¢ niektére czasochtonne
obliczenia. Teoretycznie, obliczenia kwantowe moga by¢ przeprowadzane znacznie
szybciej niz metodami klasycznymi, czego przykiadem jest teoria gier. W artykule
przedstawiono definicje statycznej dwuosobowej gry kwantowej oraz przedyskutowa-
no jej podstawowe witasnosci. Pokazano, miedzy innymi, ze statyczna dwuosobowa
gra kwantowa jest reprezentowana przez wektor o wspotrzednych zespolonych
okreslony w iloczynie tensorowym dwadch przestrzeni stanéw kwantowych. Ponadto
przedstawiono uwagi i komentarze dotyczace zagadnien gier kwantowych.

Stowa kluczowe: gra kwantowa, gra dwuosobowa, gra statyczna.

TWO-PERSON QUANTUM GAME

Summary. Recently, it was realized that use of the properties of quantum
mechanics might speed up certain computations. It now appears that, at least
theoretically, quantum computations may be much faster than classical computations
for solving certain problems including for example game theory. In the present paper
static two-person quantum game is defined and discussed. It is shown, that two-person
static quantum game is described by a complex vector defined in the tensor product of
two quantum state spaces. Moreover, remarks and comments concerning quantum
games are also given.

Keywords: quantum game, two-person game, static game.
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1. Wprowadzenie

Teoria gier jest waznym dziatem matematycznej teorii sterowania optymalnego, majacym
liczne zastosowania w réznych, czesto odlegtych od siebie, dziedzinach nauki i techniki [3],
Przyktadowo teoria gier wykorzystywana jest do rozwigzywania r6znorodnych zagadnien
z dziedziny ekonomii, biologii, ekologii oraz psychologii. Klasyczna matematyczna teoria
gier rozwijana jest od wielu lat, a literatura dotyczaca tego zagadnienia w postaci monografii
oraz artykutow naukowych jest wyjatkowo bogata [3], [4],

W ostatnim okresie w zwigzku z rozwojem informatyki kwantowej pojawity sie prace
dotyczace opisu matematycznego statycznych gier kwantowych [3], [4], W przypadku
dwuosobowej statycznej gry kwantowej dwaj gracze oznaczeni literami A oraz B
wykorzystujagc podstawowe operacje kwantowe okreSlone na pojedynczych gubitach
zmieniaja stan kwantowy przyporzagdkowanych im pojedynczych gubitow w celu
maksymalizacji odpowiednio zdefiniowanych wskaznikéw jakosci gry. W kazdej chwili stan
gry kwantowej jest stanem kwantowym uktadu ztozonego z dwoch gubitéw [1], [2], Zaktada
sie, ze obaj gracze znajg zbior strategii dopuszczalnych przeciwnika, natomiast nie znajg
aktualnie wybranej przez niego strategii.

W opisie matematycznym statycznej gry kwantowej wykorzystuje sie oznaczenia i
pojecia zwiagzane bezposrednio z mechanika kwantowga oraz rachunkiem macierzowym, a w
szczeg6lnosci z macierzami unitarnymi o elementach zespolonych. Pokazano, miedzy
innymi, ze statyczna dwuosobowa gra kwantowa jest reprezentowana przez 4-wymiarowy
wektor o wspotrzednych zespolonych, okreslony w iloczynie tensorowym dwoch przestrzeni

stanéw kwantowych [1], [2].

2. Matematyczny model dwuosobowej gry kwantowej

Najprostsza statyczng gra jest tak zwana gra dwuosobowa, to znaczy gra prowadzona
jedynie z udziatem dwoéch graczy. Na podstawie rezultatéw zaczerpnietych z ogélnej teorii
gier statycznych mozna zdefiniowac statyczng dwuosobowa gre kwantowa [3], [4].

Dwuosobowa statyczna gra kwantowa F=(H,wo,5a,Sb,Pa.Pb) jest zdefiniowana przez
podanie zespolonej przestrzeni Hilberta H, bedacej przestrzenig stanéw fizycznego uktadu
kwantowego, stanu poczatkowego woeH, zbioréw strategii dopuszczalnych sa, sb oraz
wskaznikéw jakosci gry P a, Pb-

W przypadku dwuosobowej gry kwantowej dwa gubity sg ustawiane w stanach
poczatkowych, a nastepnie przesytane do dwdch graczy, ktérzy majg mozliwosé fizycznego

oddziatywania na przypisane im gubity. Ponadto dla kazdego z graczy definiuje sie
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wskazniki jakoSci okreslajace wygrang lub przegrang danego gracza. Przestrzenig stanow H
dwuosobowej gry kwantowej jest iloczyn tensorowy przestrzeni stanéw kwantowych dla
poszczeg6lnych gubitdw, to znaczy H=Ha®Hb=C2®C2 [1], [2].

W przypadku gier kwantowych zaklada sie, ze dopuszczalne strategie kwantowe she Sa
oraz SbGSb sg operacjami kwantowymi dziatajgcymi odpowiednio w przestrzeniach
kwantowych HAoraz Hq. Zatem zbiory strategii dopuszczalnych SAoraz Sb moga by¢ iden-
tyfikowane z odpowiednio wybranymi podzbiorami macierzy 2x2-wymiarowych. Gracze A
oraz B moga stosowa¢ odpowiednie strategie kwantowe sa oraz S jedynie w odniesieniu do
swoich gubitéw. Ponadto, zaklada sie, ze gracze A oraz B znajg zbiory strategii dopusz-
czalnych SAoraz Sb, natomiast nie znajg aktualnie wybranych strategii drugiego gracza.

Jednoczesne zastosowanie dopuszczalnych strategii kwantowych sagSa oraz sbgSb
okre$la w sposdb jednoznaczny odwzorowanie w 4-wymiarowej przestrzeni standw
kwantowych H postaci nastepujacej

SARSB: H—H,
ktére przeprowadza uktad kwantowy ze stanu poczatkowego wo do stanu korncowego

wf= (sa® sb)w 0.

Wskazniki jakosci gry kwantowej zwigzane sg bezposrednio z pomiarem koncowego
stanu kwantowego WL Zaktada sie, ze wskazniki jakosci gry dla obu graczy, to znaczy
wyptaty w grze, sg formami kwadratowymi odpowiednio postaci:

Pa(wi) = Pa(sa®Sb) = WTQAWT,

Pb(wc) = P b(sa® sb) = WFTQ BW f,
gdzie Qa oraz Qb sg 4x4-wymiarowymi macierzami hermitowskim, to znaczy macierzami
samosprzezonymi o elementach zespolonych, natomiast symbol T oznacza transpozycje
wektora stanu.

Nalezy wyraznie podkresli¢, ze wyptata dla danego gracza zalezy nie tylko od wybranej
przez niego strategii dopuszczalnej, lecz rowniez od strategii drugiego gracza.

W przypadku statycznych gier kwantowych szczeg6lne znaczenie majg tak zwane
unitarne strategie dopuszczalne, ktére sg reprezentowane 2x2-wymiarowymi unitarnymi
macierzami Ua oraz Ub. W tym przypadku stan koncowy statycznej gry kwantowej WfEH
jest dany nastepujagcym wzorem:

wf= (Ua®Ub)wo .

Specyfikujac oraz odpowiednio parametryzujac zbior strategii dopuszczalnych, rozpatruje,
sie pewne proste przypadki szczeg6lne statycznych dwuosobowych gier kwantowych,
a mianowicie:

- statyczne gry kwantowe o dwuparametrowym zbiorze strategii dopuszczalnych,

- statyczne gry kwantowe o jednoparametrowym zbiorze strategii dopuszczalnych.
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3. Dwuparametrowy zbior strategii

Rozpatrzmy specjalny rodzaj dwuosobowej gry kwantowej, a mianowicie przypadek, gdy
strategie dopuszczalne oraz wskazniki jakosci dla obu graczy sg jednakowe, tzn. Sa=Sb=S,
oraz Pa=Pb=P-

W tym przypadku formalnie gra kwantowa jest postaci r=(C2®C2wo,S,S,P,P).
Ograniczajgc sie do unitarnych strategii dopuszczalnych, mozna zbidr strategii
dopuszczalnych przedstawi¢ w postaci 2-parametrowego zbioru 2x2-wymiarowych macierzy
unitarnych U(0,<j>) postaci:

_r*"cos(0/2) sin(0/2)
T L-sin(0/2) e *cos(#/2)_
gdzie katy Oe [0,7t], (e [0,7t/2].
W przypadku dwuparametrowej gry kwantowej zaktada sie, ze wskazniki jakosci gry dla

uU(9,<p)

obu graczy, to znaczy wyptaty w grze, sg takiej samej postaci jak w przypadku ogdlnej

dwuosobowej gry kwantowe;j.

4. Jednoparametrowy zbior strategii

Rozpatrzmy specjalny rodzaj dwuosobowej gry kwantowej, a mianowicie przypadek, gdy
strategie dopuszczalne dla obu graczy sg reprezentowane obrotami wokdt poczatku uktadu
wspotrzednych. W tym przypadku mamy <>=0, a zatem jednoparametrowy zbidr strategii
dopuszczalnych zalezy wytacznie od kata Ge[0,7t] i jest reprezentowany macierzami

unitarnymi postaci;

cos(#/2) sin(#/2)
ug = .
—sin(#/2) cos(<9/2)
Przyktadowo, tak zwana strategia wspotpracy reprezentowana jest macierzg unitarng
"l
C=U(00) m 0 1
zatem powyzsza operacja kwantowa zwigzana jest z jednostkowg macierzg C, wiec nie
zmienia ona stanu kwantowego.
Natomiast strategia walki jest reprezentowana macierzgunitarng
|
-1 0

Strategia ta w oczywisty sposéb zmienia stan kwantowy pojedynczego gubitu.

D =U(n,0) =
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5. Uwagi koncowe

W artykule na podstawie poje¢ z dziedziny mechaniki kwantowej oraz algebry
macierzowej przedstawiono og6lng matematyczng definicje statycznej dwuosobowej gry
kwantowej. Wykorzystujac znany z literatury zapis macierzowo-wektorowy zdefiniowano
przestrzen stanéw kwantowych dwuosobowej statycznej gry kwantowej, podano postaé
zbioru strategii dopuszczalnych oraz postacie wskaznikéw jakosci gry kwantowej dla obu
graczy.

Specyfikujac oraz odpowiednio parametryzujac zbiér strategii dopuszczalnych jedna-
kowy dla obu graczy, rozpatrzono dwa interesujagce przypadki szczegdlne, a mianowicie
przypadek dwuparametrowego zbioru unitarnych strategii dopuszczalnych oraz jednopara-
metrowego zbioru unitarnych strategii dopuszczalnych. W obu tych przypadkach
2x2-wymiarowe macierze unitarne reprezentujgce dopuszczalne strategie unitarne sa
wyjatkowo prostej postaci.

Nalezy réwniez zaznaczy¢, ze na podstawie wynikéw znanych w dziedzinie mechaniki
kwantowej mozliwe jest rozszerzenie przedstawionych w artykule rezultatdw na bardziej
0g6Iny przypadek n-osobowych statycznych gier kwantowych, a takze na przypadek kwanto-
wych gier rézniczkowych. Statyczne n-osobowe gry kwantowe sg definiowane w 2n-wymia-
rowej przestrzeni kwantowej n-qubitéw, zbiory unitarnych strategii dopuszczalnych
zawierajg 2mx2n-wymiarowe macierze unitarne [1], [2], a wskazniki jakosci gry dla
poszczegolnych graczy sa formami kwadratowymi reprezentowanymi przez 2mx2nwymia-

rowe macierze hermitowskie.
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Abstract

The last decades have seen a steady increase in the theory and application of classical
games. Game theory is the theory of decision making in the situations in which two or several
players make decisions according to their personal interests. Classical game theory is a well
established discipline of applied mathematics, which has found numerous applications in
many areas of sciences, e.g., in mathematical control theory, economy, biology, ecology, and
psychology.

Quantum games, the new area of research develops quickly and gains broad interest.
There are several reasons why quantum games may be interesting. First, it has recently
transpired that eavesdropping in quantum-channel communication and optimal cloning can
readily be conceived a strategic game between two or more players, the objective being to
obtain as much information as possible. Second, in quantum computation it has been
demonstrated that certain problems, which are intractable according to classical complexity
theory, become solvable using quantum algorithms.

A remarkable number of papers on quantum games study quantum versions of well
known classical games, so includes some more or less implicit procedure of extending a
particular classical game into its quantum counterpart. A remarkable feature of these quantum
versions is that the classical games are faithfully entailed in the quantum games. We
attempted to describe in possibly general terms the "quantization procedure" as it emerges
from the particular cases met in the recent literature.

In the present paper we restricted considerations to 2-player binary-choice games. In the
2-player games each of the 2-players must independently decide to choose their strategy.
Depending on their decision, each player receives a certain pay-off. The objective of each
player is to maximize their individual pay-off. Physically, 2-player quantum game is easily
implemented by means of a source of 2 qubits, one qubit for each player, a set of physical
instruments which enable the player to manipulate a qubit in a strategic manner, and a
physical measurement device which determines the player pay-off from the terminal quantum
state of the qubits. Moreover, since only fair quantum games are considered therefore, players
have full access to a common known strategy space.

Finally, it should be pointed out, that the results given in the present paper can be
extended to cover the general case of n-person static quantum games, and generally to
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differential quantum games. In order to do that it is enough to consider quantum system
containing n-qubits and defined in 2n-dimensional quantum state space.
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