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Streszczenie. W artykule zaprezentowano strategie wyboru elementu podstawo-
wego, efektywny blokowo-punktowy algorytm rozwigzywania uktadéw réwnan linio-
wych metodg rozktadu WZ macierzy na czynniki z wyborem elementu podstawowego
oraz szczegOty jego implementacji z wykorzystaniem bibliotek BLAS. Przedstawiony
algorytm rozktadu WZ jest szybszy niz klasyczny rozktad sekwencyjny - réwniez niz
ten z wigczong optymalizacjg kompilatora.

Stowa kluczowe: rozktad WZ, algorytmy blokowe, BLAS, wybdr elementu
podstawowego

SOLVING LINEAR SYSTEMS USING THE METHOD OF Wz
FACTORIZATION WITH BLAS1 AND BLAS2 LIBRARIES

Summary. In this article we want to present a strategy of pivoting, an efficient
matrix-vector algorithm for solving linear systems by WZ matrix factorization with
pivoting and details of its implementation with usage of BLAS libraries. The
presented algorithm is faster than the sequential one.

Keywords: WZ factorization, block algorithms, BLAS, pivoting

1 Wprowadzenie

Rozwigzywanie uktadow rownan

Ax = b, gdzie Ae ST*",be 9T Q)
jest waznym problemem w naukowych obliczeniach inzynierskich (takich jak np. modelowa-
nie). Dla duzych uktadéw réwnan wazny jest czas obliczeniowy, a on zalezy (miedzy
innymi) od efektywnosci poszczeg6lnych podprograméw. Aby program byt wykonywany



58 B. Bylina, J. Bylina

w krotszym czasie, mozna kompilowaé go przy uzyciu dostepnych opcji kompilatora badz tez
mozna wykorzystywa¢ wysoko wydajne biblioteki. W niniejszym artykule przedstawiono
oba podejscia do rozwigzywania uktadow rownan liniowych metoda rozktadu WZ - z wyko-
rzystaniem wysoko wydajnych bibliotek BLAS oraz z wiaczong opcjg optymalizacyjng
kompilatora (gcc -03).

Jedng z metod rozwigzywania gestych uktadow réwnan liniowych postaci (1) jest wiasnie
rozktad WZ na czynniki. Macierz A jest roztozona do postaci: A=WZ, gdzie macierze W i Z
oraz sposéb rozwigzywania uktadéw réwnan opisane sa w sekcji 2. Taki rozktad istnieje dla
macierzy nieosobliwej, co zostato pokazane w [2], W sekcji 3 przedstawiono za [5] i [7] idee
algorytmu rozwigzywania réwnan (1) metodg rozktadu WZ macierzy na czynniki oraz
strategie wyboru elementu podstawowego. W sekcji 4 opisano efektywny algorytm rozktadu
WZ macierzy na czynniki z wyborem elementu podstawowego, uzywajac do tego notacji
macierzowo-wektorowej.

Nastepnie w sekcji 5 zaprezentowano szczegdty implementacji oraz wyniki eksperymentu
numerycznego, jaki przeprowadzono dla algorytméw: sekwencyjnego rozktadu WZ oraz

blokowo-punktowego rozktadu WZ. W sekcji 6 podsumowano wyniki eksperymentéw.

2. Rozktad WZ macierzy na czynniki

Sekcja krotko przedstawia metode rozktadu WZ rozwigzywania uktadéw réwnan (1).
Niech A bedzie kwadratowg macierzg nieosobliwg. Rozktad WZ (opisany w [2]) A=WZ, w

ktérym macierze W i Z majg nastepujace kolumny wektoréw w, i wektory wierszy z,:

©

gdzie
m=|_(n-1)/2], p- L«+1)/2] q=Ff(«+1)/2].
Na przyktad dla przypadku, gdy n =5 in = 6, zachodzi:
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Po wykonaniu rozktadu mozna rozwigza¢ dwie pary uktadéw, uzywajac macierzy W i Z
do otrzymania rozwigzania x (c jest tu posrednim wektorem pomocniczym):
Wc=b,
ZX=C.

3. Algorytm sekwencyjny rozktadu WZ

Klasyczny algorytm rozwigzywania uktadéw réownan (1) metodg rozktadu WZ skfada sie
z dwoch czesci: redukcji macierzy A do macierzy Z oraz wyznaczania rozwigzania rownania
x. Pierwsza cze$¢ polega na wyzerowaniu kolejnych fragmentow kolumn macierzy A. W
pierwszym kroku zeruje sie elementy w pierwszej i «-tej kolumnie od drugiego do «-1
wiersza. Nastepnie uaktualnia sie macierz A i wektor b. Bardziej formalnie mozna to zapisac
(zapracami [2] oraz [7]) dla pierwszego kroku:

Obliczy¢ wl i w,, z uktadu réwnan:

anwn +a,W.in - - 2"

©)

Uaktualni¢ wewnetrzng podmacierz macierzy A o rozmiarze o 2 mniejszym od wyjsciowego

AWy +a,,W,, =-3,,, dla/=2,.1

m

oraz wewnetrzny podwektor wektora b - takze o rozmiarze o 2 mniejszym:

aH”~aj +wnai;+WmW> 7=2,...,«-1, i-2,.,77-1,
bi *-bi+wnbl+winb,,, 7=2,..., 77-1.
Analogicznie przeprowadzone zostajg nastepne kroki dla wewnetrznych kwadratowych
podmacierzy (o rozmiarze za kazdym razem o dwa mniejszym od poprzedniego rozmiaru),
ktora jest zmieniona podczas poprzedniego kroku oraz z podwektorami wektora b. Po m
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krokach tego procesu otrzymuje sie macierz Z postaci (2) w miejsce macierzy A, za$
w miejsce wektora b -wektor ¢ wyliczony z uktadu Wc=b.

Druga czescig metody WZ rozwigzywania uktadéw réwnan jest wyznaczenie szukanego
rozwigzania x z réwnania Zx=b. Metoda polega na rozwigzaniu pewnego uktadu dwu
réwnan i wyznaczeniu z nich xp oraz xg, a nastepnie uaktualnieniu wektora b. Formalnie
mozna to zapisac¢ dla pierwszego kroku nastepujaco:

1) Obliczy¢ xp\ xqz uktadu:

\ZppXp +ZMX* =bp @
K * % 4% x*=xg
Zaktualizowa¢ wektor b:
‘=h-~,p-+ ®)
Dla n nieparzystego uktad (4) redukuje sie (w pierwszym kroku) tylko do jednego
réwnania. Analogicznie przeprowadza sie nastepne kroki dla wewnetrznych uktadéw

réwnan 2x2.

3.1. Strategia wyboru elementu podstawowego

Nalezy zauwazyé, ze rozklad WZ nie dziata, jesli wyznacznik gtéwny uktadu (3) jest

rowny zero, tzn. gdy w k-tym kroku zachodzi réwnosé =ck,,ManMk.

Zaradzi¢ temu mozna zamieniajgc kolejno$¢ rownan, a wiec poprzez tzw. wybor czesciowy
(ang. pivoting). Zaproponowano nastepujacg strategie wyboru. W kazdym kroku (kroki
indeksowane sg indeksem k) nalezy wyznaczy¢ takie i\ oraz ii(k< /, <i2<n-k +}), by:

v at,n-k+\ a ik ain-k+1

det = m ax det

s * ai2.n-k+\_ k&<jsn-le+] a jk aj,n-M _
a wiec zeby dany wyznacznik byt co do modutu najwiekszy. Nastepnie zamienia sie k-ty
wiersz z wierszem /i oraz n-k+ 1 wiersz z wierszem ii, analogicznie wymienia sie wyrazy: bk

z 6. oraz bk+i z Aj. Otrzymuje sie metode niezawodng, jesb chodzi o rozwigzanie dla

macierzy nieosobliwej, dodatkowo nie grozi nadmiar przy aktualizacji macierzy A oraz
wektora b (podczas obliczania macierzy Z oraz wektora c). Na potrzeby niniejszego artykutu
oznaczono sekwencyjny algorytm rozwigzywania uktadéw réwnan (1) z opisanym tu
wyborem elementu podstawowego nazwg AWZ. Wybor elementu podstawowego zapewnia
numeryczng poprawnos$¢ algorytmu, a wiec jego najwyzszg jako$¢ ze wzgledu na bledy
wytworzone przez algorytm AWZ w rachunku numerycznym. Jego ztozono$¢ czasowa jest
rzedu 0(»3).
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4. Algorytm blokowo-punktowy

Sekcja przedstawia blokowo-punktowy algorytm rozktadu WZ na czynniki (za [1]) oraz
wykorzystujacy go algorytm rozwigzywania uktadu réwnan liniowych. Jest to efektywny
sekwencyjny algorytm, w ktérym od nowa pogrupowano i uporzgdkowano operacje skalarne
w operacje macierzowo-wektorowe. Opisany tu jest algorytm z wyborem elementu
podstawowego, czyli dziatajagcy dla kazdej macierzy nieosobliwej A. Strategia wyboru
elementu podstawowego jest taka, jak to opisano w poprzedniej sekcji. Macierze A, W i Z

zapisuje sie jako macierze blokowe:

all 4 "1 Or 0' m Ik zi,,
A= a4 A 4, =wn W 0 z 0
a,)] 4 & 0 or 1 zg g

T

wnz,, +w.,zn w.z[. +WZ +w,,z* w*zIn+W.,z, =WZ,

gdzie W i Z sg macierzami kwadratowymi o postaci odpowiednio W i Z (ale o rozmiarze
odwa mniejszym niz A), zas§ A jest peing macierzg kwadratowg, aa” ., zf. oraz zM to
wektory poziome (o n-2 elementach), a a.,, a.,,, wn, w,, - wektory pionowe (takze majgce

n-2 elementdw). Przez porownanie odpowiednich elementéw uzyskano:

ML~ 2\
T. T
VA o A ¢ o
a., =w.,zu +w.,z,1 (6)

a*,=w”zIB+w.,,zm
A=w.jzf, +WZ +w.neT..
Korzystajac ze wzoréw (6) mozna nieformalnie zapisa¢ algorytm w nastepujacy sposob:
1 Przypisa¢ pierwszy wiersz macierzy A pierwszemu wierszowi macierzy Z.
Przypisa¢ ostatni wiersz macierzy A ostatniemu wierszowi macierzy Z.

Wyznaczy¢ wn oraz w.,, wyliczone z ukfadu réwnan:

zi,z,i - zuz* Zuz3 znzw

VV',,<'A'1 -&*m»> r = - <=

Z\nZn\~ Z1l1z™ Z1*Z*1 zuzm™.
Zaktualizowa¢ wewnetrzng podmacierz macierzy A o rozmiarze n-2 (bez pierwszego

iostatniego wiersza i bez pierwszej i ostatniej kolumny):
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A<-\VZ=A-w.zf - vr.zT
n<-n-2
Jezeli n>2, to wréci¢ do punktu 1.

Po wykonaniu powyzszego algorytmu wyznaczone juz sg macierze W i Z postaci (2).
Pozostaje tylko rozwigza¢ réwnanie postaci Wc=b. Réwnanie to mozna zapisa¢é macierzowo-
wektorowo:

1T d o X
w. W w, C=ZoDb
0 or 1 .Cn. A.

gdzie W oznacza macierz kwadratowg o rozmiarze o dwa mniejszym od poprzedniego,
aw,, W.,, ¢ b oznaczajgwektory pionowe o rozmiarze o dwa mniejszym od wyjsciowe-
go. Korzystajac z zapisu (7) mozna napisa¢ algorytm wyznaczania wektora c:

1L.gn
b<-b-w.A-w.A

Cn< -bn
n<-n-2.
Jezeli n>2, to wrdci¢ do punktu 1

Uktad rownan Zx=c rozwigzuje sie klasycznie, tzn. od $rodka rozwigzujac uktady row-
nan 2x2 iaktualizujac wektor b.

Przy uzyciu notacji MATLABa [4] zapisano ponizej blokowo-punktowy algorytm rozwig-
zywania rGwnania Ax=b w nastepujacej postaci dla macierzy o rozmiarze parzystym (nie ma
straty ogolnosci - dla rozmiaru nieparzystego drobna rdznica jest tylko przy rozwigzywaniu

ukfadu Zx=c):

%petla eliminacji - kroki redakcji:

for k = O:m
k2 = n-k-1

% (uwybor elementu podstawowego...

% ...zamiana wierszy...

% ...izamina elementow wektora b
det = A(k2, K)*Ak, k2) - Ak, k)*Ak2, k2);
alfa=A(k2, k)/det;
beta=A(k2, k2)/det;
gama=A(k, k2)/det;
delta=A(k, Kk)/det;
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% wyznaczanie wspoétczynnikdw macierzy W

Wk+1:k2-1;k)=alfa* A(k+1:k2-1,k2)-beta* A (k+1:k2-1,K);

W(k+01:k2-1;k2)=gama* A(k+1l:k2-1,k)-delta* A(k+1:k2-1,k2);
% uaktualnienie macierzy A

A (k+1:k2-1,k+1:k2-1)=A(k+1:k2-1,k+1:k2-1)- W(k+1:k2-1;k)
*A(k, k+1:k2-1)- W(k+1:k2-1;k2)* A(k2,k+1:k2-1);
% uaktualnienie b

b k+1:k2-1) =b(k+1:k2-1) + wk(k+1:k2-1)*b®
+wk2(k+1:k2—-)*b (k2)
% znajdowanie rozwigzan x
for j = m:0
% rozwigzywanie uktadu réwnan 2x2

J2 = n -3 + 1

det = AQG. j)*AG2, j2) -AG. i2>)*A(2, )

x(1) = (b()*AG2, j2) - b(2)*AG, j2))/det

x(j2) = (b(2)*AG, J) - bG)*AG2, j))/det
% uaktualnienie b(l:j-1)

@:j-D) = b @:J-1)-x@)*A@:J-1,j) - x2)* A(1:J-1,j2)
% uaktualnienie b(n-j+2:n)

b(n-j+2 :n)=b(n-j +2::n)-xG)*A(n-j+2:n,j)-x(G2
*A(n-j+2:n,j2)

Dla potrzeb niniejszego artykutu przedstawiony algorytm oznaczono przez B2WZ, jego

ztozono$¢ czasowa jest rzedu 0 (tt).

5. Implementacja i eksperyment numeryczny

Algorytmy AWZ i B2WZ zostaty zaimplementowane w jezyku C [6] dla liczb rzeczy-
wistych o pojedynczej precyzji. Programy skompilowano przy uzyciu dostepnego kompilato-
rajezyka C pod Linuxa (gc¢), dodatkowo B2WZ przy kompilacji miat dotagczone potrzebne
biblioteki BLAS1 i BLAS2 (Basic Linear Algebra Subprograms, korzystano z biblioteki
ATLAS [3], ktdra jest implementacjg BLASa. automatycznie dostrajajacg sie do architektury
maszyny). BLAS1 i BLAS2 to zestaw podprograméw umozliwiajacych wykonywanie pod-
stawowych obliczen algebry liniowej. BLAS1 zawiera operacje typu wektor-wektor, za$
BLAS2 zawiera operacje macierz-wektor. Przy wyznaczaniu wspotczynnikow macierzy W
uzyto funkcji axpy (y <—y+trt) oraz scal (y <-ery), za$ uaktualnienie macierzy A
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wymagato funkcji biblioteki BLAS2 syr (A <-A +axyr). Dodatkowo w czesci drugiej
algorytmu - przy znajdowaniu rozwigzania x - uzyto funkcji axpy (y <=y+ ax) do uaktual-
niania wektora b.

Kazdy z algorytméw byl kompilowany na dwa sposoby: z wykorzystaniem wbudowanej
optymalizacji algorytmu przez kompilator (gcc -03) oraz bez tej optymalizacji
(gcc -00). W przypadku algorytmu B2WZ optymalizacja przez kompilator nie zmienia
wynikéw, stad nie bierze sie jej w ponizszych omoéwieniach pod uwage. Natomiast wyniki
algorytmu AWZ skompilowanego z opcjg optymalizacji oznaczane sg na wykresach przez
OAWZ, poniewaz roznig sie wyraznie od nieoptymalizowanych.

Powyzszy algorytm testowano na trzech réznych komputerach PC (512 MB pamieci
RAM kazdy):

1) dwuprocesorowym Pentium 11l 733 MHz (rys. 1);

2) jednoprocesorowym Pentium 111 667 MHz (rys. 2);

3) jednoprocesorowym Pentium IV 1.4 GHz (rys. 3).

Oba algorytmy uruchamiano dla macierzy nieosobliwych. Otrzymane rezultaty sg prezen-
towane na wykresach na rys. 1-3. Mozna zauwazy¢, ze przedstawiony algorytm B2WZ

wykonuje sie najkrécej i szybko$¢ jego dziataniajest najwyzsza.

Rozmiar macierzy

Rys. 1. Czas wykonywania badanych algorytméw dla macierzy ré6znych
rozmiaréw na komputerze o dwdéch procesorach Pentium 111 733 MHz

Fig. 1. Time performance of analyzed algorithms for matrices of various
sizes - a dual Pentium 111 733 MHz processor machine
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Rozmiar macierzy

Czas wykonywania badanych algorytméw dla macierzy ré6znych
rozmiaréw na komputerze o jednym procesorze Pentium |11 667 MHz
Time performance ofanalyzed algorithms for matrices of various
sizes - a Pentium Il 667 MHz processor machine

Rozmiar macierzy

Czas wykonywania badanych algorytméw dla macierzy réznych
rozmiaréw na komputerze o jednym procesorze Pentium 4 1.4 GHz
Time performance of analyzed algorithms for matrices of various
sizes - a Pentium 4 1.4 GHz processor machine
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6. Podsumowanie

W artykule przedstawiono efektywny algorytm rozwigzywania uktadéw roéwnan (1)
metodg WZ rozktadu macierzy na czynniki oraz strategie wyboru elementu podstawowego
przy uzyciu operacji macierzowo-wektorowych (B2WZ), kt6érg zaimplementowano przy
uzyciu funkcji z bibliotek BLAS1 i BLAS2. Wykorzystanie bibliotek BLAS przyspieszyto
czas wykonania algorytmu dodatkowo, spowodowato zwiekszenie czytelnosci kodu oraz
spowodowato lepsze wykorzystanie mocy komputera. Pokazano, ze opracowany algorytm
jest szybszy od klasycznego algorytmu AWZ z wyborem elementu podstawowego na
komputerze PC, a takze szybszy od algorytmu OAWZ (takze z wyborem elementu
podstawowego) kompilowanego z opcjg -03. Dodatkowo odpowiedni wybér elementu

podstawowego zapewnia wiekszg stabilnos¢ algorytmu.
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Abstract

In this paper we present a manner to solve a linear system ofthe form (1). We use the WZ
factorization of the coefficient matrix (see (2)), but we introduce a new pivoting strategy,
which gives - like all pivoting strategies - certitude that the system will be solved (if the
matrix is not singular). Moreover, this strategy gives the best numerical correctness.

Next we present a new matrix-vector algorithm for WZ factorization with our pivoting
strategy. Our algorithm - since it involves vector-vector and matrix-vector operations - can
be implemented with use of BLAS1 (vector-vector operations) and BLAS2 (matrix-vector
operations) libraries.

We implemented the algorithm in C (and named it B2W2Z) with use of ATLAS (a BLAS
implementation that can be tuned and compiled for the specific architecture). Next we
compare (using different machines) its performance with the performance of the traditional
(not matrix-vector) algorithm with pivoting (AWZ) and with the traditional one with pivoting
compiled with built-in compiler optimization on (OAWZ). The results (displayed in figures
1-3) show that our algorithm and implementation is much faster than both OAWZ and AWZ.
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