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Streszczenie. Na podstawie wynikéw analiz dla waskich klas ziarnowych diabazu
wykonanych analizatorem laserowym i analizatorem pracujgcym w podczerwieni (IPS-U)
przeprowadzono aproksymacje dystrybuant sktadu ziarnowego. Stanowity one podstawe do
poréwnan rezultatdw w uzyskiwanych ré6znymi metodami pomiarowymi, a takze pozwolity
na wstepng ceng pracy urzadzen.

THE COMPARISON OF GRAIN COMPOSITION ANALYSES RESULTS
OF COMMINUTION PRODUCTS, CONDUCTED BY VARIOUS
METHODS, WITH APPLICATION OF COMPLEX DISTRIBUTION
FUNCTIONS AND RESOLUTION FUNCTION

Summary. In base of analyses results for narrow grain classes of diabase, which were
performed by laser diffraction analyser and analyser working in infrared (Infrared Particle
Sizer), the approximation of grain composition distribution functions was conducted. This
was the base to comparing the results given by various measurement methods and also
allowed to assess tentatively the efficiency of devices.

1. Wstep

Podstawowg cechg ziarna decydujacg o0 jego zachowaniu sie w procesach
przerébczych jest jego wielko$¢. Pomiary wielkosci ziarna prowadzone sg r6znymi metodami
bazujacymi na okreslonych koncepcjach, czyli zaktadajacymi pewne techniki przeliczeniowe

(techniki ztozone) lub tez preferujagcymi pomiar bezposredni (np. wielko$¢ sitowa ziarna,
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$rednica Martina lub Fereta, itp.) [1,8]. Do najczesciej spotykanych metod analiz sktadu
ziarnowego materiatow naleza: analiza sitowa, analiza oparta na pomiarze zmian strumienia
promieniowania podczerwonego, ktéry jest rozpraszany przez poruszajace sie w strefie
pomiaru ziarna, analiza oparta na pomiarze wymiarow czastek za pomocg dyfrakcji $wiatta
lasera,itp.

Kazda z metod daje wyniki, ktére uwzgledniajg sposéb pomiaru i przyjmowane
zatozenia przy przeliczaniu wynikéw podstawowych (elementarnych) na wyniki koricowe, co
jest przyczyng duzych rozbieznosci pomiedzy rezultatami uzyskiwanymi réznymi technikami
pomiarowymi [5].

Problem ujednolicenia wynikéw analiz skladu ziarnowego jest wiec jednym z
podstawowych zagadniern dla wielu dziedzin techniki, ktdre stosuja materiaty drobno-
uziamione. Jednym z mozliwych sposobdw rozwigzania tego problemu jest zastosowanie
metod teorii funkcji zmiennych losowych i rozktadéw ztozonych.

W prezentowanym artykule zostanie przedstawione takie podejscie do analizy
wynikéw okres$lania sktadu ziarnowego dwoma metodami: dyfrakcji $wiatta lasera oraz

pomiaru zmian strumienia promieniowania podczerwonego.

2. Podstawy teoretyczne przeprowadzanych badan

Rozbieznosci rozktadéw cech materiatu uziamionego uzyskiwanych przy roznych
sposobach analiz lub z rozktadami teoretycznymi (zaktadanymi) moga by¢ spowodowane
rozhieznosciami wynikajacymi z charakterystyk metod pomiarowych [4,9,10] lub niedos-
konatoscig teorii. W obu przypadkach oznacza to, ze warto$¢ x (teoretyczna lub pomiarowa)
badanej zmiennej losowej nfjest zastepowana wartoscig pomiarowa w innej metodzie x ktorg
mozemy potraktowaé jako zaobserwowana warto$¢ zmiennej losowej X ’ (generowang przez
okre$long metode pomiarowg). Zgodnie z teorig rozktadow zmiennych losowych (i sensem

zagadnienia) mozna przyja¢, ze dla okreslonej wartosci x zmienna losowa X' ma rozkiad
warunkowy o gestosci p(x'|x) i dystrybuancie /,(x/jc), gdzie x peini praktycznie role
parametru rozktadu zmiennej losowej X (np. wartosci S$redniej, gdy rozktad X' jest
rozktadem normalnym). Zaktadajac, ze badana zmienna losowa X ma rozktad o gestoscij[x)
(np. rozktad wielkosci ziarna D), mamy na podstawie teorii rozktadéw ztozonych wzory

okreslajgce gestos¢ zmiennej losowej X *[3,8,9]
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Funkcja p(x'lic) moze by¢ nazywana funkcjg rozmycia wartosci x lub funkcjg btedu

pomiaru warto$ci x, a takze moze charakteryzowac rozrzut wynikéw pomiaréw w innej
metodzie pomiarowej niz stosowana dla okres$lenia wartosci x.

Jezeli wartosci x okreSlamy za pomoca sit, mozemy potraktowaé funkcje f(x)
dyskretnie jakowychody przyjetych klas ziarnowych.Wykonywane analizy skfadu
ziarnowego waskichklas ziarnowych innymi metodami bedg namdawaty funkcjerozmycia
p(x"\x).

Bardzo czesto mozna przyjaé, ze funkcja rozmycia p(x'\x) jest funkcjg gestosci

rozktadu normalnego N(x, ct), tzn.

)2

2ct2

piXW)=- T -exp @

lub funkcja gestosci rozktadu logarytmiczo-normalnego.

Rozpatruje sie takze funkcje gestosci lub dystrybuante rozktadu Weibulta (RRB), czyli

/> (x'|jr)=1-e o> 4
oraz funkcje gestosci lub dystrybuante rozktadu Weibulla ucietego od dotu, czyli

P{x"\x)=\-e . 5)

3. Przygotowanie materiatow do analiz

Do badan uzyto diabazu z Kopalf Diabazu i Porfiru w Krzeszowicach ze zloza
Niedzwiedzia Gora. Materiat zostat rozdrobniony w kruszarce szczekowej, a nastepnie
mielony w laboratoryjnym miynku kulowym, w takim czasie, aby uzyskac uziamienie ponizej
0,315 mm. Z uzyskanej klasy ziarnowej (0; 0,315 mm) pobrano reprezentatywne prébki do

analizy sitowej w celu wydzielenia waskich klas ziarnowych (sita: 32, 40, 63, 71, 80, 100,
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160 pm) oraz do analiz sktadu ziarnowego wykonywanych analizatorem IPS (Infrared
Particie Sizer firmy Karnika) i analizatorem laserowym (Analysette 22 firmy Fritsch).

System IPS (Infrared Particie Sizer) [7] wykorzystuje metode pomiaru w Swietle
przechodzacym, polegajaca na tym, ze strumien promieniowania podczerwonego jest
rozpraszany przez poruszajace sie czastki w strefie pomiaru. Strefa pomiaru ma wymiary
prostokata 6x3 mm o grubosci okoto 150 pm. Kazdej czastce przechodzacej przez strefe
pomiaru odpowiada impuls elektryczny proporcjonalny do $rednicy czastki traktowanej jako
kula. W przypadku gdy czastka nie jest kulista, amplituda impulsu zalezy od sposobu
ustawienia sie czastki w strefie pomiaru. W analizatorze mierzona jest wiec projekcja
maksymalnego wymiaru, ktéra wynika ze sposobu oddziatywania czynnika unoszacego
ziarna (w tym przypadku powietrza). Zbiér ziaren moze by¢ podzielony na 4096 klas
ziarnowych, co daje rozdzielczo$¢ 0,5 pm do 2 mm dla maksymalnego zakresu pomiarowego
i od 0,06 pm do 125 pm dla minimalnego zakresu pomiarowego.

Jesli czastka ma ksztatt kuli, to jej masa jest jednoznacznie okreslona, jezeli badany
materiat jest jednorodny pod wzgledem budowy mineralogicznej, natomiast gdy ma ksztatt
wydtuzony, obliczenie objetosci (masy) jest obarczone btedem. Dla takich ziaren objeto$¢
oblicza sie jako objetos¢ kuli o S$rednicy réwnej wartosci pomiarowej. Takie podejscie
powoduje zwiekszenie obliczeniowej objetosci (masy) czastek. Nalezy jednak przyjaé, ze ze
wzgledu na wielomilionowy zbi6r czgstek mierzonych podczas kazdego pomiaru prébki
rozktad wielkosci czastek jest stabilny (powtarzalny).

W analizatorze laserowym strumien $wiatta laserowego [4] przeSwietlajac cele
pomiarowg ulega dyfrakcji na czastkach proporcjonalnie do ich wielkosci. W momencie gdy
Swiatto lasera napotyka na populacje ziaren, rozktad objetoSciowy ich wielkosci wyrazony
jest intensywnos$cig rozktadu rozproszonego na nich $wiatla. Rozproszenie powstaje na
krawedziach rozgraniczajagcych dwa media o réznych wspotczynnikach zatamania $wiatla,
ktdre to krawedzie sg nowym zrédiem fali. Dzieki wystepujacej przy tym interferencji
powstajg dyfraktogramy - naprzemianlegte jasne i ciemne, kuliste pierscienie. Zgodnie z
zasadg dyfrakcji, mate czastki zatamujg Swiatto wigzki laserowej pod wiekszymi katami, a
wieksze czastki sg Zrodtem mniejszych katéw odchylen od osi strumienia $wiatta, natomiast
natezenie strumienia $wiatla jest proporcjonalne do zawartosci (ilosci) poszczegolnych
czastek. Powstaty obraz dyfrakcyjny identyfikowany jest przez ukiad $wiattoczutych
detektoréw, a otrzymywane sygnaty sg wykorzystywane do obliczenia rozktadu wielkosci
ziam. Stosowana jest do tego celu transformacja Fraunhofera, opisujgca zjawisko dyfrakcji

Swiatta przechodzacego przez siatke dyfrakcyjna (badang prébke), pozwalajaca na Sciste
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przeliczenie zalezno$ci miedzy stalg siatki dyfrakcyjnej, parametrami geometrycznymi ukfadu
pomiarowego, dtugoscia fali Swiatta a efektem dyfrakcji rejestrowanym w detektorze.

W przypadku dwoch réznej wielkosci czastek dyfraktogramy wplywajg na siebie i
utrudniajg analize. Potrzebne sa dwa réwnania okreslajgce ich $rednice, a dla okreslenia
wzajemnych stosunkéw objetoSciowych obydwu klas ziarnowych mierzona jest intensywno$¢
Swiatta zatamanego w funkcji kata zatamania. Liczba réwnan i liczba przypadajacych na
kazde réwnanie elementow jest rowna liczbie mierzonych klas ziarnowych. Dajg one uktad
macierzy, ktérych wyznaczenie pozwala okresli¢ wielko$¢ czastek i ich wzajemne stosunki
objetosciowe.

Wyniki analiz (dystrybuanty empiryczne) dla diabazu w klasie ziarnowej (0,315) pm

wykonane obydwoma metodami przedstawiono na rys. 1 (krzywe 1,2 i 3).

d[mm]

Rys. 1. Dystrybuanty skiadu ziarnowego diabazu uzyskane réznymi metodami pomiarowymi
Fig. 1 The grain composition distribution functions for diabase given by various maesuring methods

Jak tatwo zauwazy¢, wyniki uzyskiwane tymi trzema sposobami analiz réznig sie
znacznie miedzy sobg. Analizator laserowy nieznacznie zawyza wychody klas
najdrobniejszych, analizator IPS zaniza wychody tych klas. Analiza sitowa daje generalnie
podwyzszone udziaty klas drobnych.

Aby znalez¢ chocby czeSciowe odpowiedzi na pytania dotyczace wystepujacych
rozbieznosci, przeprowadzono analize skiadu ziarnowego waskich klas uzyskanych sitowo

omawianymi dwoma metodami aparaturowymi. Taka analiza powinna pozwoli¢ na wstepng
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charakterystyke metod polegajacag na ocenie powtarzalnosci typu rozktadu wielkosci ziam w
metodzie i odtwarzalno$¢ rozktadu wielkosci ziam nadawy (catego materiatu) na podstawie

wynikow analizy sitowej i analiz sktadu ziarnowego klas uzyskanych dang metoda.

4. Wyniki badan i aproksymacji krzywych skiadu ziarnowego

Po wykonaniu analiz waskich klas ziarnowych w poszczeg6lnych analizatorach
postanowiono przeprowadzi¢ aproksymacje dystrybuant empirycznych dystrybuantami
rozktadéw Weibulla, Weibulla ucietego od dotu, normalnego i logarytmiczno-normalnego.
Wyniki aproksymacji przedstawiono w tabelach 1i 2.

Wyniki analiz sktadu ziarnowego w waskich klasach sitowych wykonywane
analizatorem laserowym przebadane na zgodno$¢ z czterema wymienionymi rozkiadami
wykazaly, ze nie mozna wskazaé rozktadu, ktéry opisywatby wszystkie uzyskiwane krzywe
sktadu. W tabeli 1 wytluszczono minimalne wartosci sr (odchylen resztkowych) dla
poszczegolnych dystrybuant i okazato sig, ze najczeSciej najlepiej dobranym rozktadem jest
rozktad Weibulla uciety od dotu (klasy grube), rozktad Weibulla (klasa najdrobniejsza) i
rozktad normalny (klasy posrednie).

Tabela 1
Wyniki aproksymacji dystrybuant skfadu ziarnowego waskich klas diabazu uzyskiwanych
analizatorem laserowym

. Rozktad Log . .
B g Rozktad Weibulla normalny normalny Rozktad Weibulla uciety
w5 E
8 £ 5 Parametry wzoru Parametry Parametry Parametry wzoru
X g wzoru wzoru
N
n do S a m S a m S n c din S

0-32 1,25 19,31 2,29 1382 1926 6,95 101 243 7,57 11,05 151 0,6 16,93
32-40 1,44 58,61 9,39 23,31 4881 4,46 098 362 1345 76,78 4,69 1,0 6,93
40-63 1,76 75,69 9,17 32,78 67,18 7,80 0,74 3,90 13,79 162,59 3,37 0,5 13,68
63-71 1,74 92,45 10,35 38,73 81,84 823 0,76 4,08 1495 79,95 2,58 10 17,27
71-80 1,65 125,03 11,45 56,03 10821 10,62 0,80 4,37 14,265 236,10 9,61 1,0 2,74
80-100 2,36 159,92 8,36 50,22 137,06 5,47 059 4,76 12,235 380,94 14,45 1,0 3,43

100-160 3,08 229,96 8,69 91,55 209,41 1043 042 521 4,885 12,63 14,05 39 1,40

>160 3,39 353,19 7,86 128,41 322,15 852 0,36 5,67 142 17,47 13,95 45 0,14

W wiekszos$ci przypadkéw aproksymacja takajest niezadowalajgca, wartosci odchylen
resztkowych sy sg zbyt duze (rys. 2). Przykiad trudnosci aproksymacyjnych przedstawia
rysunek 3, na ktérym pokazano dystrybuanty teoretyczne badanych czterech rozktadéw

dajace bardzo duze warto$ci odchylenia resztkowego.
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Rys. 2. Btedy aproksymacji dystrybuant sktadu ziarnowego waskich klas diabazu uzyskiwanych
analizatorem laserowym

Fig. 2. The approximation errors of grain composition distribution functions for narrow classes of
diabase, given by laser analyzer
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Rys. 3. Przyktadowe wyniki aproksymacji dystrybuant empirycznych dystrybuantami wybranych
rozktadoéw (analizator laserowy)

Fig. 3. The examples of results of empirical distribution functions approximation by selected
distribution functions (laser analyzer)
W przypadku analizatora IPS okazato sie, ze najlepszg aproksymacjg obowigzujgca

dla wszystkich waskich klas sitowych jest aproksymacja ucietym od dotu rozktadem Weibulla

(charakterystyki otrzymanych wynikéw aproksymacji przedstawiono w tab. 2), w odréznieniu

od aproksymacji wynikéw otrzymanych dla materialdbw o szerokim zakresie uziamienia
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(tzn. nie wydzielonych wcze$niej na sitach) rozktadem Weibulla (RRBS), ktdry jest przyjety
w programie Compare urzgdzenia IPS.

Tabela 2
Wyniki aproksymacji dystrybuant sktadu ziarnowego waskich klas diabazu uzyskiwanych
analizatorem IPS

Klasa
ziarnowa, 0-32 32-40 40-63 63-71 71-80 80-100  100-160 >160
pm
n 7,74 7,59 5,89 6,35 4,69 7,06 4,15 4,87
drin 3,00 1,00 15,00 20 30,00 35,00 77,00 78,00
c 4,10 21,41 28,34 43,50 33,19 54,60 29,15 10,01
St 458 2,93 2,79 0,89 1,20 0,72 1,08 1,57

Nalezy takze stwierdzi¢, ze analizator IPS pracuje w sposob bardziej jednoznaczny, a
takze w pewien sposob ,eliminuje” klasy najdrobniejsze, nie rozszerzajac zanadto zakresu
wielkosci ziam w gore (rys. 4).

Dla klas najgrubszych najlepsza w obu metodach pomiarowych okazata sie
aproksymacja ucietym od dotu rozkiadem Weibulla. Na rysunku 4 przedstawiono dla

poréwnania wyniki dla klasy ziarnowej 100-t-160 pm uzyskane aparaturowo.

+ Fritsch teoret Fritsch < Karnika teoret Karnika

Rys. 4. Wyniki aproksymacji dystrybuant uzyskanych metodami aparaturowymi (klasa 100- 160 pm)
dystrybuantg ucietego od dotu rozktadu Weibulla
Fig. 4. The results of distribution functions given by aparature methods (class 100 - 160 pm)
approximation by cut from below Weibull distribution function
Na rysunku 1 zamieszczono dwie krzywe o numerach 4 i 5, ktére sg wynikiem
odtwarzania z danych uzyskanych aparaturowo dla klas, krzywej sktadu catego materiatu, tzn.

w oparciu o wzor:
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<f(d)=iZ:I a,-'Md) 6)
gdzie: a, - wychody klas sitowych, @0 - wartosci krzywych sumarycznych dla
poszczegblnych granic klas (uzyskane aparaturowo).

Taki sposob przeliczania krzywych skladu ziarnowego doprowadzit do tego, ze
krzywe na rysunku 1 (4) i (5) sg bardziej zblizone do krzywej uzyskanej sitowo, zwtaszcza w
zakresie ziam drobnych. Zgodnie z logika prowadzonych analiz krzywe te powinny by¢
zblizone bardziej do krzywych analiz sktadu ziarnowego catego materiatu przeprowadzonych
odpowiednimi aparatami. Poszukiwanie odpowiedzi na pytanie, dlaczego ujawnity sie takie

rozbieznosci, wymaga dalszych badan.

5. Podsumowanie

Przeprowadzone badania sugeruja, ze dla miernika IPS mozliwe jest przyjecie
ucietego od dotu rozktadu Weibulla, jako rozkiadu dobrze opisujgcego skiad ziarnowy w
waskich klasach sitowych. Statystyczna zalezno$¢ parametréw n, dmp i ¢ od S$redniej
wielkosci ziarna w klasie sitowej sa mozliwe do okreslenia pod warunkiem przeprowadzenia
dostatecznej liczby odpowiednio zorganizowanych badan. Wyniki analizy klasy 32-40 gm
réznig sie charakterem od pozostatych; przyczyny takiego stanu rzeczy wymagaja dalszych
badan dotyczacych ksztattu ziaren tej klasy i powtarzalnosci badan [2,3,6].

Jak podkre$lono w pracy [11], na wyniki oznaczen moga mie¢ wplyw rézne
wiasciwosci materiatéw: budowa krystaliczna, sktad chemiczny (gesto$ciowy), porowatosc¢ i
charakter powierzchni. Nalezy takze zwraca¢ uwage na sposob przeliczen wielkosci
mierzonej bezposrednio na wielkos¢ ziarna, a takze przyjete uproszczenia.

Generalnie mozna stwierdzi¢, ze poszukiwanie rozwigzah pozwalajacych na
uzgodnienie wynikow analiz sktadu ziarnowego produktéw rozdrabniania materiatdw skrajnie
drobnych wymaga kompleksowych i dobrze zaplanowanych badan (odpowiedniego pobrania
i przygotowania probek, usredniania, a nawet ich przechowywania). Kompleksowo$¢ tych
badan wymaga réwnolegtego prowadzenia analiz ksztattu ziam w klasach, zmian gestosci

ziam w klasach, a takze analiz tekstury i struktury mineralogicznej badanych materiatow.

Artykutpowstat w ramach projektu badawczego nr 5 TI2A 01725
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Abstract

Each of methods of measuring grain composition give results, which take into
consideration the mamter of measurement and assumptions taken by recalculating the basic
(elemental) results to the output ones. This is the cause of the big discrepancies between the
results obtained by various measurement techniques.

In the following paper, the approach to the grain composition determination analysis
results by two electronic methods was presented. These were laser diffraction (laser analyzer
“Fritsch”) and the measurement of changes of infrared stream (analyzer IPS “Kamika”). The
third applied method was mechanical sieve analysis.

It was observed that the results given by these three methods of analysis were different
among themselves. The laser analyzer slightly overestimates the yields of the finest classes of
grains and the analyzer IPS lowers the yields of these classes. The sieve analysis gives
generally overestimated percentage of fine classes.

In purpose of more precise determination of correlations between the analyses results,
the analysis of narrow classes grain composition given by sieve method was conducted by the
two mentioned electronic methods. The resulted empirical distribution functions were
approximated by the classic distribution functions, which were Weibull, cut from below
Weibull, normal and log-normal ones.

To interpret the given results concerning the grain composition of fine grinded
diabase, the theories of random variables and complex distribution functions were applied.
This analysis allowed to initially characterize these methods by the estimation of recurrence
of certain grain size distribution functions type and estimation of reproducibility of feed
(whole material) grain size distribution function in base of sieve analysis results and grain

composition analyses of classes obtained by certain method.



