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ZASTOSOWANIE METODY CZĄSTKOWYCH NAJMNIEJSZYCH 
KWADRATÓW (PLS) DO KLASYFIKACJI DANYCH 
MIKROMACIERZOWYCH  

Streszczenie. W artykule przedstawiono wyprowadzenie metody cząstkowych 
najmniejszych kwadratów (PLS) i jej zastosowanie w klasyfikacji danych mikroma-
cierzowych. W tym celu porównano ze sobą dwie metody klasyfikacji – liniową dys-
kryminację Fishera (FLD) oraz metodę cząstkowych najmniejszych kwadratów 
(PLS). Jako dane mikromacierzowe wykorzystano symulowane zbiory danych oraz 
dane biologiczne.  

Słowa kluczowe: metoda najmniejszych cząstkowych kwadratów, liniowa dys-
kryminacja Fishera, eksperyment mikromacierzowy, uczenie nadzorowane  

AN APPLICATION OF PARTIAL LEAST SQUARES METHOD (PLS) 
FOR CLASSIFICATION OF MICROARRAY DATA 

Summary. In this paper we present marthematical introduction of Partial Least 
Squares metod (PLS) and application for classification microarray data. To do this 
application two classification methods was compared – Fisher linear discriminant 
(FLD) and partial Least Squares (PLS) applied to classification of microarray data are 
compared. The simulation and biological datasets are used as a microarray gene ex-
pression data.  

Keywords: Partial Least Square (PLS), Fisher Linear Discriminant (FLD), mi-
croarray experiment, supervised learning  
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1. Wstęp 

W eksperymentach genetycznych predykcja, klasyfikacja i klasteryzacja są podstawowy-
mi metodami wykorzystywanymi do analizy i interpretacji danych mikromacierzowych. Da-
ne mikromacierzowe charakteryzują się tym, że zazwyczaj liczba cech opisujących próbkę 
jest rzędu kilku czy nawet kilkunastu tysięcy i znacznie przekracza liczbę próbek, których 
jest nie więcej niż kilkadziesiąt. Klasyfikacja próbek w takiej sytuacji może dawać fałszywe 
wyniki.  
Z tego powodu ważne jest zmniejszenie wymiaru przestrzeni cech (genów). Cel ten można 
osiągnąć poprzez wstępną selekcję lub też poprzez ekstrakcję cech. W artykule tym zajmie-
my się tylko metodami ekstrakcji cech. Jedną z takich metod jest metoda najmniejszych 
cząstkowych kwadratów (PLS). Twórcą tej metody, która znajduje szerokie zastosowanie np. 
w chemometrii, jest H. Wold [20, 21, 22, 23]. Metodę tę można wykorzystać także w celu 
klasyfikacji próbek.  

W artykule tym koncentrujemy się na dwóch metodach klasyfikacji. Przedstawiamy wy-
prowadzenia matematyczne liniowej dyskryminacji Fishera oraz metody najmniejszych 
cząstkowych kwadratów, oraz porównujemy je ze sobą. Obie metody porównujemy zarówno 
na danych biologicznych, jak i symulowanych danych mikromacierzowych. W celu estymacji 
sprawności klasyfikacji użyjemy metody k - krotnej walidacji krzyżowej oraz metody Jackk-
nife.  

Żadna z opisanych metod nie zależy od specyfikacji mikromacierzy. W rzeczywistości 
jednak dane mikromacierzowe mogą wymagać odpowiedniej obróbki wstępnej. W artykule 
tym, przed wykonaniem eksperymentu porównania, dane mikromacierzowe zostały poddane 
normalizacji. W artykule wykorzystujemy zarówno przetworzone dane symulowane, jak  
i dane biologiczne.  

2. Metody 

Niech : 1,..., , 1,...ijX x i N j L⎡ ⎤= = =⎣ ⎦  oznacza macierz poziomów ekspresji genów, gdzie 

wiersze odpowiadają kolejnym genom, natomiast kolumny odpowiadają indywidualnym 

próbkom. Ponadto, niech  1,..., Ly y , { }1,1iy ∈ −  będą elementami kolumnowego wektora 

przynależności do klas Y . W artykule tym będziemy rozważać jedynie problem dwuklaso-
wy. Klasy będziemy oznaczać przez }1y:{yC ii1 −==  oraz }1y:{yC ii2 == . 
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2.1. Liniowa Dyskryminacja Fishera (FLD) 

Liniowa dyskryminacja Fishera (FLD) jest szczególnym przypadkiem liniowej funkcji 
dyskryminacyjnej (LDA), służącej do znajdywania najlepszej hiperpłaszczyzny rozdzielają-
cej dane. Liniowa dyskryminacja Fishera została opisana w książkach [3, 6, 15, 24, 25]. Wy-
prowadzenie metody LDA i FLD przedstawimy w dodatku A, poniżej natomiast przedstawi-
my algorytm FLD: 

Niech : 1,..., , 1,...ijX x i N j L⎡ ⎤= = =⎣ ⎦  będzie zbiorem testowym rozmiaru L, gdzie ijx jest 

wartością i-tej cechy w j-tej próbce, natomiast niech 1,..., Ly y , { }1,1iy ∈ −  będą etykietami 

klas. Ponadto załóżmy, że mamy funkcję liniową o postaci 

0)( vXWXh j
T

j += , (1) 

gdzie Xj jest j-tym wektorem kolumnowym macierzy X odpowiadającym j-tej próbce. Załóż-
my, że jeśli wartość funkcji 0)( >jXh , to klasyfikowany element należy do klasy C1,  

w przeciwnym wypadku do klasy C2. Celem naszym jest znalezienie optymalnych współ-

czynników W oraz progu v0. Niech i
2σ  oraz iη  będą odpowiednio wariancją oraz średnią  

w i-tej klasie. Rozważmy następującą funkcję kryterialną: 
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gdzie }|)({ ii CXhE=η  oraz }|)({2
ii CXhVar=σ  dla 2,1=i . Funkcję tę nazywamy kryte-

rium Fishera. Mierzy ona różnicę dwóch średnich znormalizowanych poprzez wariancje. 
Korzystając z równania na postać optymalnych współczynników W w metodzie LDA (patrz 
Dodatek A), otrzymujemy następujące równanie: 

[ ] ( )12
1

212
1 MMW −Σ+Σ= − , (3) 

gdzie: }|{ ii CXEM =  – wektor wartości oczekiwanej, }|))({( i
T

iii CMXMXE −−=Σ  –

macierz kowariancji dla klasy 2,1: =iCi . 

2.2. Metoda cząstkowych najmniejszych kwadratów (PLS) 

Twórcą metody PLS jest H. Wold [20, 21, 22, 23]. Powstała ona już w 1975 roku. Wielo-
krotnie poprawiana była tematem wielu artykułów. W artykule tym opieramy się na algoryt-
mie zaproponowanym przez Höskuldssona w artykule z 1988 roku [11]. Metoda cząstkowych 
najmniejszych kwadratów określa związek liniowy pomiędzy macierzą próbek X a wektorem 

przynależności do klas T
i LiyY ]...1:[ == . W metodzie tej przyjmujemy założenia, że ma-

cierz próbek X oraz wektor Y są znormalizowane, tak aby wartość średnia w każdej kolumnie 
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była równa 0. Szukamy takiego wektora wag, który jest rozwiązaniem następującej funkcji 
celu: 

( )YwXw T

ww
k

T
,covmaxarg

1=
=  (4) 

przy warunku 

0=j
TT wXXw  dla każdego kj ≤≤1 . (5) 

Maksymalna liczba komponentów uzyskanych tą metodą jest równa rankX , gdzie i-ty 
komponent jest kombinacją liniową cech z macierzy X . Poniżej przedstawimy algorytm 
iteracyjny NIPALS zaproponowany przez Höskuldssona [11]: 
1. Dla Ti ...1= ustaw u na wektor Y oraz wykonaj kroki 2-9, 

2. )/( uuXuw T= oraz znormalizuj w, 

3. wXt T= . 

4. )/( tttYc TT= oraz znormalizuj c, 

5. . )/( cccYu TT= oraz idź do 6. jeśli jest zbieżne, w przeciwnym wypadku powróć do 2, 

6. )/( ttXtp T= , 

7. )/( tttub TT= , 

8. TTT tpXX −→ , 

9. TbtcYY −→ , 
gdzie T  jest liczbą komponentów. Następnie przy użyciu klasycznej metody cząstkowych 
najmniejszych kwadratów obliczamy współczynniki regresji W następująco: 

TT cwpwW 1][ −= . (6) 
Klasyfikacja tą metodą odbywa się w sposób następujący: 

)1sgn( −= WXY T
testtest . (7) 

Szczegóły dotyczące wyprowadzenia metody PLS przedstawiono w Dodatku B. 

2.3. Estymacja błędów  

Dla każdego zbioru danych klasyfikowaliśmy próbki za pomocą metod opisanych powy-
żej. W celu estymacji poziomu błędu wykorzystaliśmy metodę Jackknife, która jest szczegól-
nym przypadkiem metody bootstrap opisanej w artykule [5], oraz metodę k - krotnej walida-
cji krzyżowej opisanej także w artykule [5]. Metoda Jackknife została wykorzystana w spo-
sób następujący: losowo wybraliśmy pojedynczą próbkę zbioru testowego, nauczyliśmy kla-
syfikator na pozostałych próbkach, a wybraną próbkę klasyfikowaliśmy w celu obliczenia 
wartości błędu. Błąd był równy 0, jeśli dana próbka została zaklasyfikowana poprawnie, lub 
1, jeśli wybrana próbka została sklasyfikowana błędnie. Krok ten został powtórzony 1000 
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razy, za każdym razem wybierając w ten sposób jedną próbkę z pełnego zbioru próbek. Błąd 

JER  obliczony tą metodą jest średnią arytmetyczną błędów z wcześniejszych kroków. Za-

tem, błąd ten ma postać: 

∑
=

⋅=
n

i
J ier

n
ER

1
)(1 , (8) 

gdzie n jest liczbą powtórzeń, natomiast )(ier jest błędem w i-tej iteracji. W artykule tym 

przyjęliśmy wartość n równą 1000. Metoda k-krotnej walidacji krzyżowej została wykorzy-
stana następująco: losowo podzieliliśmy zbiór na k podzbiorów równego rozmiaru. Uczyli-
śmy klasyfikator k razy, za każdym razem zbiór treningowy tworzyło k−1 podzbiorów, na-
tomiast pominięty zbiór klasyfikowaliśmy na wcześniej nauczonym klasyfikatorze w celu 
obliczenia błędu. Krok ten powtarzaliśmy dla każdego z k podzbiorów. Błąd obliczony z wy-
korzystaniem tej metody CVER  jest średnią arytmetyczną błędów dla każdego z k podzbio-

rów. Zatem, błąd ten ma postać: 

∑
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gdzie k jest liczbą podzbiorów, natomiast )(ier jest błędem w i-tej iteracji. W artykule tym 

przyjęliśmy wartość k równą 5. W celu znalezienia końców przedziałów ufności wykorzysta-
liśmy percentyle CVER  oraz JER  rozkładu błędu. Dla estymacji rozkładu wykorzystaliśmy 

1000 wartości CVER  oraz JER  estymowanych w sposób opisany powyżej. Dla ustalonego 

poziomu istotności α  przedział ufności został określony poprzez / 2α  oraz 1 / 2α−  percen-
tyl, zatem przedział ufności jest postaci:  

( )2/12/ ; αα −= ppCI , (10) 

gdzie 2/αp  jest / 2α  percentylem. 

3. Wyniki eksperymentu  

3.1. Bazy danych 

Metody opisane w pierwszej sekcji zostały porównane na kilku symulowanych zbiorach 
danych mikromacierzowych. Najpierw zostały przygotowane dwie grupy danych, składające 
się z 15 próbek (wektorów) i zawierające 2000 genów. Zbiór IS05 zawierający 5% (100) ge-
nów różnicujących został wygenerowany za pomocą metod opisanych w artykule [2] z wyko-
rzystaniem rozkładów normalnych o zadanych parametrach przedstawionych w tabeli 1. Tyl-
ko ostatnie 3 wiersze reprezentują różne poziomy ekspresji genów.  
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Tabela 1
Średnie oraz odchylenia standardowe użyte w zbiorach IS05 

Grupa 1 Grupa 2 
1μ  1σ  2μ  2σ  

-8 0,2 -8 0,2 
-10 0,4 -10 0,4 
-12 1 -12 1 
-6 0,1 -6,1 0,1 
-8 0,1 -8,5 0,2 
-10 0,4 -11 0,7 

Przyjmujemy jednakowe prawdopodobieństwo dla każdego modelu z pierwszych 3 wier-
szy tabeli 1 dla określenia genów nieróżnicujących oraz dla ostatnich 3 wierszy tabeli 1 dla 
określenia genów różnicujących. To znaczy, że jeśli wygenerowany gen został określony 
jako DEG (jeden ze 100 genów dla zbioru IS05), to wybraliśmy jeden z trzech ostatnich 
wierszy tabeli z jednakowym prawdopodobieństwem 1/3 i wygenerowaliśmy poziomy eks-
presji dla 15 próbek z grupy 1 oraz 15 próbek z grupy 2, wykorzystując rozkłady normalne z 
parametrami zadanymi wybranym wierszem tabeli. Na przykład, niech i jest jednym z genów 
różnicujących oraz wybrany został ostatni wiersz tabeli w celu wygenerowania poziomów 
ekspresji genów. To znaczy, że wygenerowaliśmy 15 liczb dla pierwszej grupy z rozkładu 
normalnego N(-10; 0.4) oraz 15 liczb dla 2 grupy z rozkładu normalnego N(-11; 0,7). Dla 
genów nieróżnicujących wybraliśmy jeden z pierwszych 3 wierszy tabeli z jednakowym 
prawdopodobieństwem 1/3 oraz wygenerowaliśmy poziomy ekspresji dla wszystkich 30 pró-
bek z tego samego rozkładu normalnego o parametrach wyznaczonych przez wybrany wiersz 
z tabeli. 

Wygenerowaliśmy także zbiór danych CS02, zawierający 21 próbek należących do 
pierwszej grupy oraz 19 próbek należących do drugiej grupy. Każda próbka zawiera 2000 
genów, proporcja genów różnicujących do nieróżnicujących została ustawiona na 1%, to 
znaczy że mamy 20 genów różnicujących w tych zbiorach. Najpierw niezależnie wygenero-
waliśmy każdą wartość macierzy 2000 40×  z rozkładu standardowego normalnego. Następ-
nie dodaliśmy wartość 2 do pierwszych 100 genów w pierwszej grupie w celu modelowania 
genów różnicujących. Pierwszych 100 genów w pierwszej grupie ma rozkład normalny ze 
średnią równą 2. Ponadto, wszystkie elementy całej macierzy są stochastycznie niezależne. 
Następnie wygenerowaliśmy niezależnie 40 losowych liczb 1 40,...,a a  z rozkładu normalnego 

standardowego. Dla ustalonego współczynnika korelacji ρ , dla każdego elementu genero-

wanej macierzy zastosowaliśmy następującą transformację: : 1ij j ijx a xρ ρ= + − , gdzie 

1,..., 2000i =  jest numerem genu natomiast, 1,..., 40j =  numerem próbki, tak że dla dowol-

nych 1 2i i≠  oraz j mamy ( )1 2
,i j i jCorr x x ρ= . Wykorzystując procedurę opisaną powyżej, 
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wygenerowaliśmy zbiory testowe i treningowe CS02, ze współczynnikiem korelacji odpo-
wiednio na poziomie 0,2. Ponadto, porównaliśmy każdą z omawianych metod na zbiorze 
biologicznym leukemia dostępnym pod adresem [26] oraz zbiorze colon dostępnym pod ad-
resem [27]. Zbiór leukemia zawiera poziomy ekspresji 2 typów białaczki: ostrej limfatycznej 
(ALL) oraz ostrej szpikowej (AML). Zbiór treningowy zawiera 38 próbek (27 ALL i 11 
AML), natomiast zbiór testowy zawiera 34 próbki (20 ALL i 14 AML). W obu zbiorach 
próbki składają się z 7129 genów. Zbiór colon zawiera poziomy ekspresji 2000 genów po-
grupowane w 2 klasy. Klasa pierwsza zawiera poziomy ekspresji genów 40 próbek pocho-
dzących z chorej części okrężnicy, natomiast 22 próbki pochodzą od tych samych pacjentów, 
ale ze zdrowej części okrężnicy. 

3.2. Wyniki  

Do porównania ze sobą obu metod zastosowaliśmy dokładnie taki sam schemat ekspery-
mentu zarówno dla danych symulowanych, jak i danych biologicznych. Najpierw dla każde-
go zbioru danych obliczyliśmy wartości p-value przyjmując ilość permutacji równą 100 tys. 
W tym celu wykorzystaliśmy metodę unadjusted p-value opisaną w artykułach [4, 8]. Na-
stępnie wybraliśmy te geny (cechy), których wartość p-value, była mniejsza niż 0.01. Tak 
wybrane dane poddaliśmy wstępnej obróbce. Zostały one znormalizowane. Następnie tak 
przetworzone dane wykorzystaliśmy do klasyfikacji za pomocą obu opisanych metod. Esty-
macji błędu dokonaliśmy za pomocą metody k-krotnej walidacji krzyżowej dla parametru 
k=5 oraz metody Jackknife. Dokonaliśmy estymacji przedziału ufności na poziomie 0,95.  

3.2.1. Dane biologiczne 

Dla danych biologicznych zastosowaliśmy schemat eksperymentu opisany powyżej. 
W przypadku zbioru colon wybraliśmy 180 genów, których wartości p-value były mniejsze 
niż 0,01. W zbiorze leukemia takich genów wybraliśmy 861. Dane zostały poddane normali-
zacji. Dla tak obrobionych danych zbudowaliśmy klasyfikator oparty na metodzie FLD opi-
sanej w punkcie 2.1 oraz klasyfikator PLS opisany w punkcie 2.2 tego artykułu. Błąd klasyfi-
kacji estymowaliśmy metodami Jackknife oraz k-krotnej walidacji krzyżowej. Dla zbioru 
danych leukemia przy klasyfikacji metodą PLS osiągnięte wyniki nie zależały od ilości kom-
ponentów. Estymowane obiema metodami były do siebie bardzo zbliżone. Średni poziom 
błędu estymowany metodą Jackknife wynosił 0,027 w przedziale ufności [0,026; 0,28]. Błąd 
szacowany, drugą z metod, metodą k-krotnej walidacji krzyżowej był niewiele gorszy. 
Znacznie gorsze wyniki uzyskaliśmy przy klasyfikacji metodą FLD. Wówczas poziomy błę-
dów estymowanych metodą Jackknife oraz k-krotnej walidacji krzyżowej wynoszą odpo-
wiednio 0,6176 w przedziale [0,05882; 0,7352] oraz 0,764 w przedziale ufności [0,5882; 
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0,7647]. W tabeli 2 przedstawiono przyporządkowanie próbek do klas za pomocą obu metod 
oraz porównanie ich z faktyczną przynależnością do klas. 

 

Tabela 2 
Wyniki klasyfikacji zbioru leukemia metodami FLD oraz PLS 

Nr. próbki Klasa FLD PLS Nr. próbki Klasa FLD PLS 
1 0 0 0 18 0 0 0 
2 0 0 0 19 0 0 0 
3 0 1 0 20 0 1 0 
4 0 0 0 21 1 1 1 
5 0 1 0 22 1 1 1 
6 0 0 0 23 1 0 1 
7 0 1 0 24 1 0 1 
8 0 1 0 25 1 1 1 
9 0 0 0 26 1 0 1 

10 0 0 0 27 1 1 1 
11 0 0 0 28 1 1 1 
12 0 1 0 29 1 1 1 
13 0 1 0 30 1 0 1 
14 0 1 0 31 1 1 0 
15 0 0 0 32 1 1 1 
16 0 0 0 33 1 1 1 
17 0 0 0 34 1 0 1 

 

Tabela 3 
Wyniki klasyfikacji zbioru colon metodami FLD oraz PLS 

Nr. próbki Klasa FLD PLS Nr. próbki Klasa FLD PLS 
1 0 0 0 17 0 1 0 
2 0 0 0 18 0 1 0 
3 0 0 0 19 0 1 0 
4 0 0 0 20 0 1 0 
5 0 0 0 21 1 1 1 
6 0 0 0 22 1 1 1 
7 0 0 0 23 1 1 1 
8 0 0 0 24 1 1 0 
9 0 0 0 25 1 1 1 

10 0 0 0 26 1 1 1 
11 0 0 0 27 1 1 0 
12 0 0 0 28 1 1 1 
13 0 1 1 29 1 1 1 
14 0 1 0 30 1 1 1 
15 0 0 0 31 1 1 1 
16 0 0 0     

Klasyfikując zbiór danych colon metodą FLD, zauważyliśmy dużą różnicę w poziomie 
błędu szacowanego obiema opisanymi metodami. Różnice te sięgały nawet 12% i były ko-
rzystniejsze w przypadku estymacji metodą Jackknife. Średni błąd estymowany tą metodą 
wynosił 0,1 i zawierał się w przedziale [0,1; 0,15], natomiast poziom błędu estymowany me-



Zastosowanie metody cząstkowych najmniejszych kwadratów … 39 

todą k-krotnej walidacji krzyżowej wynosił 0,2258 i należał do przedziału [0,2; 0,2258]. Wy-
niki uzyskane przy klasyfikacji metodą PLS po raz kolejny były lepsze niż te uzyskane po-
przez klasyfikację metodą FLD. Średni błąd wynosił 0,1048-0,0968 odpowiednio dla esty-
macji metodą Jackknife oraz k-krotnej walidacji krzyżowej. W tabeli 3 przedstawiono przy-
porządkowanie próbek do klas uzyskanych przy klasyfikacji zbioru colon. 

3.2.2. Dane symulowane 

Przed przystąpieniem do eksperymentu dla obu zbiorów symulowanych obliczyliśmy 
wartości p-value dla 100 tys. permutacji, po czym wybraliśmy tylko te geny (cechy), których 
wartości p-value były mniejsze niż 0.01. Dla zbiorów CS02 oraz IS05 było to odpowiednio 
44 oraz 97 genów. Otrzymane dane poddaliśmy wstępnej obróbce. Zostały one poddane nor-
malizacji. Dla danych symulowanych najpierw zbudowaliśmy klasyfikator PLS. Estymując 
poziom błędu dwoma opisanymi w sekcji 3 metodami, uzyskaliśmy bardzo zbliżone wyniki 
dla każdej liczby komponentów w algorytmie PLS. Wyniki estymacji poziomu błędu uzyska-
ne metodą Jackknife dla zbioru CS02 wynoszą średnio 0,075, a przedział ufności jest równy 
[0,050; 0,126]. Zarówno poziom błędu, jak i końce przedziału ufności nie różnią się znacznie 
w zależności od liczby komponentów. Odchylenie wynosi zaledwie 0,0005. Wyniki te różnią 
się jednak od tych uzyskanych metodą k-krotnej walidacji krzyżowej. Poziom błędu estymo-
wany tą metodą jest wyższy i wynosi średnio 0,12 dla przedziału ufności [0,10; 0,15]. Sytu-
ację odwrotną mamy w przypadku zbioru IS05, gdzie lepsze wyniki uzyskaliśmy estymując 
poziom błędu metodą Jackknife. Szacowany średni poziom błędu wynosił 0,01 w przedziale 
[0; 0,15]. Wyniki uzyskane metodą k-krotnej walidacji krzyżowej nie odbiegają jednak w 
sposób drastyczny. Średni poziom błędu wynosi 0,0667, natomiast przedział ufności [0,06; 
0,1]. Porównując te wyniki z tymi uzyskanymi przy klasyfikacji tych samych zbiorów meto-
dą FLD, widzimy znaczącą różnicę. Poziomy błędu estymowane obiema metodami są nieza-
dowalające i są na poziomie 0,45 do 0,5 odpowiednio dla zbiorów CS02 oraz IS05. Bardzo 
złe wyniki uzyskane za pomocą metody FLS sugerują, że zanim metoda ta będzie wykorzy-
stywana jako klasyfikator, należałoby dokonać dodatkowej obróbki danych, na przykład po-
przez selekcję, albo użyć algorytmu PLS do redukcji wymiaru przestrzeni, po czym zastoso-
wać metodę FLD.  

4. Wnioski 

Podsumowując, w artykule tym porównaliśmy dwie metody klasyfikacji danych mikro-
macierzowych – metodę najmniejszych cząstkowych kwadratów (PLS) oraz liniową dyskry-
minację Fishera (FLD). Metoda cząstkowych najmniejszych kwadratów (PLS) okazała się 
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być znacząco lepsza od metody liniowej dyskryminacji Fishera (FLD). Ponadto, algorytm 
PLS posłużył do klasyfikacji danych, jednak można się zastanowić nad sposobem wykorzy-
stania go jedynie do redukcji wymiaru, po czym klasyfikować inną z metod, na przykład za 
pomocą liniowej dyskryminacji Fishera. Ponieważ wynikiem algorytmu PLS są komponenty 
będące liniową kombinacją cech w pierwotnym zbiorze danych, rezultaty uzyskane w wyni-
ku tego eksperymentu mogą być bardzo dobre. Dobre wyniki uzyskane przy klasyfikacji 
zbiorów IS05 oraz CS02, przy których tworzeniu ważny był współczynnik korelacji, po-
twierdzają skuteczność metody PLS. Chociaż korelacja nie była duża, zbiór został dobrze 
rozpoznawany, a estymowany błąd był na akceptowalnym poziomie. Być może zastosowanie 
dodatkowej obróbki danych poprawiłoby jakoś klasyfikacji. 

5. Dodatki  

5.1. Dodatek A 

W celu lepszego zrozumienia metody FLD opisanej w 2 punkcie artykułu wyprowadzimy 
teraz metodę liniowej dyskryminacji (LDA), z której to wywodzi się metoda FLD. W zagad-
nieniu klasyfikacji liniowej reguła decyzyjna ma następującą postać: 

jeśli 0)( 0 >+= vXWXh j
T

j , wówczas 1CX j ∈ , w przeciwnym wypadku 2CX j ∈ . 

Funkcja )( jXh jest liniowa i nazywamy ją linową funkcją dyskryminacyjną. Naszym za-

daniem jest znalezienie optymalnych współczynników T
NWWW ],....,[ 1= . Z równania (1) 

wynika, że N-wymiarowy wektor jX  jest rzutowany na wektor W , a zmienna j
T XWy =  

w rzutowanej jednowymiarowej przestrzeni h jest klasyfikowana do klasy 1C  albo klasy 2C . 

Jeśli zmienna jX  ma rozkład normalny, wtedy )( jXh także ma rozkład normalny. Wówczas 

błąd w przestrzeni h jest określony przez }|)({ ii CXhE=η  oraz }|)({2
ii CXhVar=σ .  

Natomiast jeśli jX  nie ma rozkładu normalnego, a )( jXh  jest sumą n składników, to ko-

rzystając z centralnego twierdzenia granicznego zmienna jX  może być bliska rozkładowi 

normalnemu dla wystarczająco dużego .N  Wartości oczekiwane oraz wariancje dla )( jXh  

mają następującą postać: 

00}|{}|)({ vMWvCXEWCXhE i
T

i
T

ii +=+==η  (11) 

WWWCMXMXEWCXhVar i
T

i
T

ii
T

ii Σ=−−== 0
2 }|))({(}|)({σ  (12) 

Niech teraz ),,,( 2
2

2
121 σσηηf będzie funkcją kryterialną, którą będziemy minimalizować 

albo maksymalizować w celu znalezienia optymalnych wartości współczynników .W  Korzy-
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stając z twierdzenia o pochodnej funkcji złożonej, obliczymy pochodne funkcji f względem 
W  oraz v0. Wówczas: 
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Na mocy (11) oraz (12) otrzymujemy: 

W
W i

i Σ=
∂
∂ 2

2σ  oraz i
i M

W
=

∂
∂η

, (15) 

0
0

2

=
∂
∂

v
iσ

 oraz 1
0

=
∂
∂

v
iη , (16) 

zatem dokonując odpowiednich podstawień oraz przyrównując (13) i (14) do zera, otrzymu-
jemy: 
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Ponieważ błąd w rzutowanej przestrzeni zależy tylko od kierunku wektora W a nie od je-
go rozmiaru, dla uproszczenia możemy usunąć wszystkie stałe, przez które mnożymy W. 
Stad po wstawieniu i uproszczeniu otrzymujemy: 
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Przyjmijmy teraz za funkcję kryterialną funkcję Fishera o postaci (2). Przypomnijmy, że 
jest ona dana wzorem 
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Korzystając z wcześniejszych wyprowadzeń, obliczmy pochodne funkcji f względem 2
1σ  

oraz 2
2σ . Wówczas otrzymujemy: 
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a stąd wobec wzoru (20) otrzymujemy 2/1=s . Wówczas optymalne współczynniki W mają 
następującą postać: 

( )12

1

21 2
1

2
1 MMW −⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ Σ+Σ=

−

. (22) 

Ponieważ w różnicy 21 ηη −  nie występuje składnik v0, więc liniowa dyskryminacja 

Fishera nie zależy od progu v0. 

5.2. Dodatek B 

Metoda cząstkowych najmniejszych kwadratów określa związek liniowy pomiędzy ma-

cierzą próbek X a wektorem przynależności do klas T
i LiyY ]...1:[ == . W metodzie tej 

przyjmujemy założenia, że macierz próbek X oraz wektor Y są znormalizowane. Szukamy 
takiego wektora wag, który jest rozwiązaniem funkcji celu określonej wzorem (4) przy wa-
runku (5). Przypomnijmy, że wzory te mają postać odpowiednio 

( )YwXw T

ww
k

T
,covmaxarg

1=
= , 

0=j
TT wXXw  dla każdego kj ≤≤1 .  

Naszym pierwszym zadaniem jest znalezienie kierunku maksimum kowariancji. W tym 

celu należy dokonać dekompozycji na wartości syngularne macierzy YX T . Po dekompozycji 
uzyskujemy macierz o postaci: 

TVUXY Σ= . (23) 

Macierz Σ  jest macierzą diagonalną, gdzie wartości na przekątnej są postaci ii λσ = , 

przy czym 0...21 >≥≥≥ Tσσσ  dla wartości własnych iλ  macierzy XY . Ponadto, V  oraz 

U  są macierzami ortogonalnymi, czyli spełniają warunki IVV T =  oraz IUU T = . Algorytm 
PLS wybiera kierunek wyznaczony przez wektor syngularny, odpowiadający największej 
wartości syngularnej. Współczynnik regresji w przypadku pierwszego komponentu wynosi 

1
Tbv , gdzie  

11

1

uXXu
b TT

σ
= , (24) 

a 11 ,uv  są pierwszymi wektorami syngularnymi, natomiast 1σ  jest pierwszą wartością syngu-

larną danej macierzy, podczas gdy aproksymacja Y jest dana wzorem TT vubX 11 . Dokonamy 

teraz rzutowania macierzy XY  na przestrzeń ortogonalną do wektora 1uX T . Ponieważ ma-

cierz rzutu na znormalizowany wektor w ma postać 
TwwI − , (25) 
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a więc otrzymujemy 
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Wybieramy teraz iteracyjnie nowy kierunek. Wynikiem będzie wektor wartości następnej 

zmiennej ukrytej ortogonalnej do wektora 1uX T . Wektor ten będzie kombinacją wszystkich 

kolumn nowej macierzy ortogonalnych do tego wektora. Po usunięciu 1uX T  maksymalna 

kowariancja nowej macierzy musi być co najmniej tak duża jak druga wartość syngularna 2σ  

oryginalnej macierzy.  
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Abstract 

In this paper classification method applied to gene classification was compared. We con-
centrate on the Partial Least Square (PLS) and Fisher Linear Discriminant methods. We pre-
sented mathematical introductions to these methods and discussed the results of the classifi-
cation. Mathematical derivation of these methods was shown in appendix.  Error rates and 
confidence intervals was estimated by jackknife and k-fold cross validation methods. For the 
comparison performance of classifiers different types of dataset was used. Simulation data 
included 2000 expression levels in 30 samples for the IS05 datasets and in 40 samples for 
CS02 datasets. Biological datasets leukemia and colon, used in this article was available on 
website [26] and on [27]. We noticed that performance of PLS method is much higher than 
performance of FLD method. Good performance of PLS on the simulation dataset, where 
correlation coefficient was important, proofed that this method had good efficiency. We no-
ticed that that FLD method should be used rather after PLS method witch can be used only 
for reduce dimension than as a classifier. 
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