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CIAG ROZKLADOW PRAWDOPODOBIENSTWA | JEGO
PODSTAWOWE WLASNOSCI

Streszczenie. Przedstawiono cigg rozktadow prawdopodobienstwa. Oméwiono
podstawowe wiasnosci tego ciggu. Wykazano, ze wszystkie rozktady prawdopodobiefstwa
wchodzace w sktad zdefiniowanego ciagu majg taka samg warto$¢ $rednig i takg samg
wariancje. Udowodniono, ze zaprezentowany cigg rozktadéw prawdopodobienstwa jest
zbiezny do rozktadu normalnego.

THE SERIES OF PROBABILITY DISTRIBUTIONS AND ITS BASIC
PROPERTIES

Summary. The series of probability distributions has been presented in the paper. Basic
properties of this series have been discussed. It has been proved that all probability
distributions which constitute this defined series have the same mean value and the same
variance as well as the series of probability distributions converges to Gaussian distribution.

1. Wprowadzenie

W literaturze istnieje wiele r6znych rozktadéw prawdopodobienstwa. Ws$rdéd nich wazne
miejsce zajmuje rozktad normalny. Wynika to miedzy innymi z powszechnej obserwacji
wielu zjawisk losowych, w ktérych wystepujace ciggte zmienne losowe majg rozktad dajacy
sie przyblizy¢ za pomoca rozktadu normalnego. Jedna z przyczyn powszechnosci
wystepowania rozktadu normalnego moze by¢ to, ze w rzeczywistosci istnieje nieskoficzona
liczba rozktadow, ktdre ksztattem sg bardzo podobne do rozktadu normalnego, a wystepujace
niedoktadnosci sg na tyle niewielkie, ze istniejg trudnosci w wykazaniu na podstawie testow

statystycznych istotnych réznic. W nastepnych rozdziatach przedstawiono teoretyczne
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rozwazania dotyczace tej wiasnie interpretacji powszechnosci wystepowania rozkiadu

normalnego.

2. Definicja ciagu rozktadéw prawdopodobienstwa

Ponizej zdefiniowano nastepujacy ciag f,,(x) rozktadéw prawdopodobienstwa ciaglej

zmiennej losowej X
f.(x) =A.-JE — \xch (D

gdzie: Ani Bn- wspotczynniki zalezne od liczby n, n>0,

2
m, cr - parametry, -co<x<+a> , sech(u) =—
e +e "
o |
e - podstawa logarytméw naturalnych, e =~ — .
i=0*1

Wspétczynniki An i Bn wyrazone s za pomoca nastepujacych zaleznosci

«+1'
— L A )
2»-!
Bn=An- fu2-[sech(u)]ndu = —-— -Hr-- fu2e[sech(u)]"du ?3)
- Vrc-rig -0

gdzie: f(n) = jt"~]me~'dt, i>0 - funkcja gamma (catka Eulera drugiego rodzaju),
0
i
P(u,v) = Le(! , u>0, v>0 - funkcja beta (catka Eulera pierwszego rodzaju).
0
W celu udowodnienia, ze zdefiniowany cigg funkcji moze by¢ uwazany za ciag rozktadow

prawdopodobienstwa, nalezy wykazaé, ze spetniony jest warunek

4D
if,(x)dx =1 4
-0

Kolejne etapy obliczen niezbednych dla przeprowadzenia dowodu przedstawiono ponizej.
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-KO

X-m .
3w A LA JK /jL cte - dx = Anm J[sec/i(w)]"dM (5)
Zastosowano podstawienie
a=VA-(x-m) (6)
a

Nastepnie warto$¢ catki wystepujacej po prawej stronie réwnania (5) zostaje przedstawiona

w postaci
+Q0 KO
jlsech(u)]"du = 2" m| du=2-w I_Cl_ i @)
i(1+e2) jd+/2r

Zastosowano podstawienie
e"=1, du=-dt ,t—0g9gdy u->-00 ,t +co gdy u->+o0 (8)
t

reraz z kolei najprosciej mozna obliczy¢ wartos¢ catki wystepujagcej po prawej stronie
-6wnania (7), stosujac catkowe przedstawienie funkcji beta Eulera

+00 2x-1

dt 9
ca+/*)y ©)
>tad powinien by¢ spetniony nastepujacy uktad réwnan
2x-\'=n-\
(2x n (10)
[ x+y-n

. o n n, X .
norego rozwigzaniem jest x = —, y =— i stad ostatecznie

= - 2\-
J[secK«)Tdu =V A+, 2?2\ C () N+l U)

KO j

XM gx = An- j[secA(K)]"ow= A, — =1 (12)

zatem twierdzenie, ze zdefiniowany na poczatku rozdziatu ciagg funkcji mozna uwazaé za

jg rozktadow prawdopodobienstwa, zostato udowodnione.
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3. Wyznaczanie wspotczynnikow 4 i

W og6lnym przypadku, wystepujaca we wzorach przedstawionych powyzej, liczba «jest
dodatnig liczba rzeczywista. Wartosci wspdtczynnikéw An i Bn nalezy wtedy wyznaczaé ze
wzordw (2) i (3). Jezeli rozwazania ograniczymy do zbioru liczb naturalnych, to gdy « jest

liczbg naturalng nieparzysta (n=2k+\), wspétczynniki A, mozna oblicza¢ ze wzoru

A, =- (13)
n
A = _ A * =
.. nl J7o|12'/-71 >*=1.2,3....... (14)
lub za pomocg réwnowaznego wzoru rekurencyjnego
N+ T2k 2,3 15
2+1=
b1 3 (15)

Gdy « jest liczbg naturalng parzystg (n=2k), wéwczas wzér do obliczania wspétczynnikow

A,, ma postac

A2=+ (16)
A*= ~ f I~ *=1,2.3,.. 17)
ktéremu odpowiada nastepujgca formuta rekurencyjna
2k +\
A2t.2=-— -An ,k=1,2,3, ... (18)
2k

Wyznaczanie wspotczynnikow Bn jest bardziej skomplikowane ze wzgledu na wystepowanie

catki niewtasciwej we wzorze (3) definiujgcym wartosci tych wspétczynnikéw. W tablicach 1

i 2 przedstawiono wynik koricowy obliczeh wartosci pierwszych 34 wspotczynnikéw Bn («=1

do «=34).

Tablica 1
Przyktadowe warto$ci wspétczynnikdéw B,, w zaleznosci od liczby naturalnej nieparzystej «

D\—Qf' 2 N2:% R_9.ir2:80 D 225+r2- 2072

4 36 900

Ba=
44100
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cd. tabl. 1
o _99225-7-930 752
» 396 900
12006 225-n -114 503 792
48 024 900

20290520254 -19 447 190 648
fi5= 8116 208100
405810 405-r -3 903 866 944
fi.7= 1623 241620
117 279 207 045.n2-1 131 464 030 056
fi9— 469116 828180
| 421337 793 743 245 +n 2- 409 396 748 506 576
fig= 169351 174 972980

42 337 793 743 245 WT2- 410 164 781 046 136
fi =
e 169 351 174 972 980

22 396 692 890 176 605 -n1-217 315 871 523 351 904
89 586 771 560 706 420

fiz2s =

2799 586 611 272 075 625 -~ -27 200 318 649 043 270 568
11 198 346 445 088 302 500

25 196 279 501 448 680 625-n1-245 079 370 222 749 640 112
100 785 118 005 794 722 500

fi29 =

21 190 071 060 718 340 405 625-" -206 313 320 593 344 036 779 192
84 760 284 242 873 361 622 500

20 363 658 289 350 325 129 805 625 *n 1-198 436 621 658 689 366 068 048 512
e = 81454 633157 401300 519 222 500

Tablica 2
Przyktadowe wartosci wspotczynnikéw Bn w zaleznos$ci od liczby naturalnej parzystej n

B *2 B *2-6 s _2V-15 211680 zr2-1 968 329
A"l2,A 12’ B* 24 2 2 540 160
D 6+ -49 D 24m2-205 25613 280 m 1- 239 437 889

8 72 4] 288 2 307 359 360
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cd. tabl. 2
D _ 600mr2- 5269 25 613 280-Til- 240 505 109
7200 » 307 359 360
D 600 ;r2-5 369 4 328 644 320-t12-40 799 043 101
7200 B 51943 731840
B _ 29400-;r2- 266 681 4 328 644 320-t2- 40 931 552 621
6 352 800 K] 51943 731840
_ 1176 00 -z2-1 077 749 _ 21643221 600-/r2-205 234 915 681
B 1411200 2 259 718 659 200
_ 1058 400-n1-9 778 141 86572 886 400-;r2-822 968 714 749
y.0] 12 700 800 % 1038 874 636 800
4. Podstawowe wiasnosci zdefiniowanego ciggu rozktadow

prawdopodobieristwa

Zdefiniowany cigg rozktadéw prawdopodobieinstwa ma kilka interesujgcych witasnosci,

ktére zostang krétko oméwione i udowodnione.

Wiasnosé 1

Kazdy rozktad prawdopodobienstwa f(x), f2(x), f,,(x) ma takg sama warto$¢ Srednig

E..(x) =m niezaleznie od liczby n. Wasnos$¢ ta wynika z nastepujacych rachunkow

-t-0j . +
E,,(x)= fx fn{x)dx =An JITn -—ljjc-4sec/{ JE dx =
—® " —00 (
<T
=/, 4jp mfu-[sech(u)]"du +m- J[secn(«)]" 0+m e =m (19)
Zastosowano podstawienia
V- X_m\\=u,x=c,t_u+m,d'x=—|a=dl'1 (20)
4 K
Wiasnos¢ 2
Kazdy rozktad prawdopodobienstwa fxx), f2(x), f,.{x) ma taka samg wariancje

D 2(x) = a 2 niezaleznie od liczby n. Wiasno$¢ ta wynika z nastepujgcych rachunkéw
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A?00= \[x-En(x)ffn(x)dx=An " ~ - J(jc- w)2-Jsec/z dx =
L

= {i<2+[sech(u)]"dul=al~ ®B,=0-2 (21)

We wzorze (21) zastosowano podstawienia

X —m u , cr
=W, X—m - j:.—l, ax= , alu (22)
o J JK Jbl

i uwzgledniono, ze zgodnie z przyjeta definicja rozpatrywanego ciaggu funkcji
An--jﬁ]Z[sec/ijw)]"du =Bn (23)

Witasnosé 3

Przedstawiony ciag f,,(x) rozktaddw prawdopodobienstwa jest zbiezny do normalnego

rozktadu prawdopodobienstwa

X —m ;
lim/,(x) = UmA,, -Jb,, —-\sech JFn- o om i, -## m
h km n—km T 1 d 2 n a
o takiej samej wartosci $redniej i takiej samej wariancji, ktére charakteryzuja kazdy rozktad
Z rozwazanego ciggu rozktadéw. W nastepnym rozdziale wykazano, ze witasnos¢ ta jest

prawdziwa.

5. Dowdd zbieznosci zdefiniowanego ciggu rozktadow do rozkiadu
normalnego

Przyjmijmy pomocniczy cigg rozktadow prawdopodobieristwa

r«+r
i o1
gxX*) = sec/i (25)
4n a.
gdzie: m - warto$¢ Srednia, an - parametr zalezny od liczby n.

Wariancja tego pomocniczego rozktadu jest rowna
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n+1

Dt(x) =al 2 ju2nssech(u)Ydu (26)

Gdy n dazy do nieskoniczonos$ci, wéwczas rozktad opisany funkcjg (25) dazy do normalnego

rozktadu prawdopodobieAstwa

&(*) = |im&(x):.<42n_ — e 2[a%> on
poniewaz
«+1 W 1 e
2 (28)
n 2
B " of (29)

Wariancja rozktadu opisanego za pomocg wzoru (27) jest rowna
Di{x) =al (30)

Z drugiej strony na podstawie wzoru (26) mozna zapisac¢

DI(x) = rlli,@?DD 2(x) = rlgna)a 20 Jh2 [sech(u)Jdu (31)
TA-rfA

czyli
<s Aul [%tch{u)X du (32)

Z poréwnania wyrazen (30) i (32) wynika, ze prawdziwa jest zalezno$¢
n+1
rf ;
lim J«2 [sech(«)]VM =1 (33)

n-+ co

Po przeksztatceniach wzoru (33) z wykorzystaniem wzoru (28) otrzymuje sie nastepujace

zaleznosci
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-KOo

<I(l_@»nj-—n- il/Z[sech(u)fdu =y[2x (34)
10) I£
lim f«2 [sec/;(«)]"fw= lim—7= (35)
\] «V«

Wprowadzenie na poczatku tego rozdzialu pomocniczego rozkiadu  gestosci
prawdopodobienstwa i dalsze rachunki - wzory (26) do (35) miato na celu wykazanie, ze

wzor (35) jest prawdziwy. Korzystajac z tego wzoru mozna z kolei wykaza¢, ze

I
DlrimJ bN = Iin nA\ quz [sech(u)\du = B \ D
Noer| "Ayizr-T jor )
n+1
lim- mim—t= lim elim—=lim-1= (36)
Nmor(?
1
£+1) «tl
. . . . NN B 2
lim4, m =limA wim = lim elimi =lim
Wi lim- 37)
V2Ir »»*

Po uwzglednieniu zaleznosci (29), (36) i (37) ostatecznie otrzymuje sie

. . . , X-m
limf,,(x) =limA, = sjsecn
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6. Przykiad zastosowania

Gdy liczba n jest liczbg naturalng parzysta, woéwczas cigg dystrybuant Fn(x)
odpowiadajacy zdefiniowanemu ciggowi rozkiadéw prawdopodobieistwa f,,(x) mozna

przedstawi¢ za pomocg wzoru

Zf"A' exP(2

AW = - (39)

o [1+ exp(z\/7_a1 X)r =
gdzie: «- liczba naturalna parzysta, n=2, 4, 6, ,
exp(*)=e\
- — - zgodnie z symbolem Newtona.
v k) k'.(n-k-11
Przyktadowe warto$ci wspotczynnikow Bnprzedstawiono w tablicy 2. Cigg dystrybuant
Fn(x) wyrazony jest za pomocg funkcji elementarnych i jest zbiezny do dystrybuanty

rozktadu normalnego o warto$ci $redniej réwnej zero i odchyleniu standardowym réwnym

jednosci. Cigg dystrybuant Fn ——j jest zbiezny do dystrybuanty rozkiadu normalnego

0 wartosci $redniej rownej m i odchyleniu standardowym a . W zastosowaniach z dziedziny
gornictwa przedstawiony model moze by¢é wykorzystany do modelowania krzywych
rozproszenia frakcji elementarnych wzbogacanego wegla surowego oraz do aproksymacji

krzywych rozdziatu dla wzbogacalnikéw grawitacyjnych.
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