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APROKSYMACJA SYGNALU NA PODSTAWIE SCHEMATU
LIFTINGU

Streszczenie. W artykule zostat opisany sposob aproksymacji sygnalu za pomoca
schematu liftingu. Metoda ta jest uogolnieniem interpolacji predykcyjnej zapropono-
wanej przez Wima Sweldensa. Pozwala ona na przewidywanie nieparzystych probek
sygnalu za pomoca wielomiandw stopni znacznie nizszych anizeli stopien wielomianu
interpolacyjnego. Takie rozwiazanie nie tylko umozliwia przyblizanie sygnatu za po-
moca wielomianéw algebraicznych, lecz takze za pomoca dowolnych funkcji bazo-
wych.

Stowa kluczowe: wielorozdzielcza analiza, analiza falkowa, schemat liftingu,
przetwarzanie sygnatow, aproksymacja sygnatu

SIGNAL APPROXIMATION BY LIFTING SCHEME

Summary. In the article is described signal approximation method by lifting
scheme. This method is generalization of predict interpolation proposed by Wim
Sweldens. It allows to predict odd signal samples by a polynomial degree much lower
than an interpolation polynomial degree. This solution not only enables approxima-
tion by algebraic polynomial but also by any base functions.

Keywords: multiresolution analysis, wavelet analysis, lifting scheme, signal proc-
essing, signal approximation

1. Wstep

Analiza wielorozdzielcza i przetwarzanie sygnaldow metodami falkowymi sa obecnie jed-
nym z najdynamiczniej rozwijajacych si¢ dzialdéw cyfrowego przetwarzania sygnatow.
Dyskretna analiz¢ falkowa (DWT) podobnie jak analizge sygnatow metoda dyskretnej

transformacji Fouriera (DFT) mozemy stosowa¢ do odszumiania sygnatu, jego analizy lub
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kompresji obrazow. Pomimo zZe analiza Fouriera jest najbardziej znana, spopularyzowana
1 stosowana metoda analizy sygnatu ma podstawowa wadg. Niedogodnos$cia ta jest utrata
informacji o czasie zaj$cia zdarzenia podczas badania sygnatu w dziedzinie czgstotliwosci.
Nie jesteS§my w stanie uzyska¢ informacji, w ktorym momencie czgstotliwosci zaszlo zdarze-
nie. Transformata falkowa pozbawiona jest tej niedogodnosci, dzigki czemu pozwala ona na
przeniesienie sygnatu z uktadu czas—warto$¢ do uktadu czas—skala (czas—czgstotliwose).
Dokonuje ona rozbicia oryginalnego sygnatu na sygnaly elementarne tzw. falki. Aproksy-
mowany sygnat jest wigc liniowa kombinacja funkcji falkowych [1, 15, 17].

Wybor falki uzalezniony jest od charakterystyki badanego sygnatu. Im lepsze przyblize-
nie falki do funkcji badanej, tym lepsza aproksymacja sygnatu na zadanym poziomie.

Dekompozycja sygnatu metoda falkowa rozktada sygnatl na przebieg podstawowy zwany
reprezentacja zgrubna i przebiegi reprezentacji szczegdtowej, przechowujace detale sygnatlu
na zadanym poziomie rozdzielczosci.

Kompozycja sygnatu natomiast pozwala laczy¢ sygnat zgrubny z jego sygnatem detali,

uzyskujac w ten sposob charakterystyke¢ sygnatu o wyzszym poziomie szczegétowosci.

2. Aproksymacja sygnalow predykcyjnej transformaty falkowe;j

Aproksymacja sygnatu jest procesem, pozwalajacym na uzyskanie rozwiazah przyblizo-
nych na podstawie sygnalow znanych, dzigki ktérym mozna uzyska¢ rozwiazanie bliskie
rozwiazaniu doktadnemu — uzyskujac przy tym pewna zalozona regularnos¢.

Stosuje si¢ je najczesciej, gdy nie mozna odnalez¢ funkcji analitycznej, ktéra wyzna-
czalaby precyzyjnie charakterystyke sygnatu.

Aproksymowanie sygnatu zwykle polega na przyblizaniu jej charakterystyki kombinacja
liniowa tzw. funkcji bazowych.

Aproksymacja powoduje pojawienie si¢ bledow, zwanych biedami aproksymacji.
Spowodowane sa one brakiem wymagan, aby funkcja aproksymujaca przechodzila przez
jakikolwiek punkt nalezacy do aproksymowanego sygnalu. Duza zaleta aproksymacji
w stosunku do interpolacji jest to, ze funkcja aproksymujaca nie musi by¢ wielomianem
bardzo duzego stopnia dla duzej liczby punktow aproksymowanych (w ogole nie musi by¢
wielomianem).

Ponadto, funkcja aproksymujaca moze wygtadza¢ dana funkcje, dzigki czemu gladkos¢
przektada si¢ na jej r6zniczkowalnos¢.

Przyblizenie sygnatu rozumiane jest jako minimalizacja pewnej funkcji bigdu f, tzw.

funkcji celu [6].
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N M
/= \/ D2 wn)Isi () = D ay ¥y ()] — min (1

i=1 k=1
gdzie f; to funkcja celu na j—tym poziomie rozdzielczosci, w(-) — funkcja wagowa
(w(n;) =2 0), sﬁ.e) () — probki parzyste sygnatu aproksymowanego na j—tym poziomie

rozdzielczosci, a 2,a, 'V, (-) — liniowa kombinacja funkcji bazowych ¥(-).
Minimalizacja funkcji celu odbywa si¢ na zasadzie obliczenia uktadu réwnan powstatego
z wyznaczenia kolejnych pochodnych wyrazenia podpierwiastkowego funkcji (1) po wszyst-

kich wspotczynnikach a;. Wyliczone pochodne przyréwnuje si¢ do zera uzyskujac uktad M

réwnan z M niewiadomymi, gdzie
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co w konsekwencji prowadzi do postaci
M N N
zaM—k Zw(ni Wy )Yy (n) = Zw(ni )556) ()W (n)
k;[l 1;1 1;1
D 2w Yy (1) () = 3 wn)s\ (m) ¥ () 3)
k=1 i=1 P .
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gdzie
. . -
2 W)y () Py () o 2 wn) Wy () ()
i=1 i=1
N N
By = zw(ni)lPM—l(ni)\PM—Z (n) - zw(ni)\PO(ni)\PM—Z(ni) . (5)
x i=1 i=1
. : R :
ZW(”;)\PMA (n)¥y(n,) - ZW(”;)\PO (n,)'¥,(n,)
L =l i=1 ]
Po rozdzieleniu prawostronnych sum wyrazenia (4) otrzymujemy wyrazenie o postaci
Ay w(n,) 0 e 0 35‘6) (n,)
0 e 0 (e)
BMXM ’ azv{—z - ‘PMXN ’ W({/IZ) . . K (nz) (6)
a, 0 0 o w(ny) S;e)(l’lN)
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Postgpujac analogicznie jak w przypadku interpolacji otrzymujemy wektor wspotczyn-

nikow kombinacji liniowej funkcji bazowej o postaci

Ay Sﬁ'e) (n,)

(e)
Ay o | o1 S; (n,)
: - B lI,M><N ' WNXN ’ . .

MM (®)
) SA(,'Q) (ny)
Poniewaz szukana, aproksymowana warto$¢ sygnatu sﬁ.e) dla dowolnego punktu » leza-
cacego pomigdzy weztami ny, ny, ..., ny obliczamy na podstawie

Ay

() = . aM_2

sOm =[P, (1) ¥, - K] )
4

tak wigc dzigki zaleznosci (8) 1 (9) predykcyjna posta¢ aproksymacji sygnalu wyraza sig

WZ0orem
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2.1. Aproksymacja wielomianowa sygnalu

Aproksymacja wielomianowa sygnatu formutowana dla funkcji okreslonej na dyskretnym
zbiorze argumentow jest aproksymacja $redniokwadratowa, gdzie funkcje bazowe wynosza
odpowiednio W,(n) =n', natomiast wagi w,(n) =1 (Wy = Iy ). Wtedy to

p=["" n"7 1} Bya W (13)
gdzie

N
2M -3
20 "
i=1 i=1 n, n, et Ny
N
2M -3 2M -4
B, | 2 S
MxM MxN i=1

X - 1 1 1
Z”I‘MI znlM 2L 21

L =l i=1

2.1.1. Prgypadek szczegdlny — interpolacja sygnatu

Jezeli liczba funkcji bazowych M jest rowna liczbie probek parzystych N wykorzys-
tywanych do aproksymacji (M = N ), wtedy to predyktor przyjmuje postac [16]
p=["" A o 1B Y

NxN

NN (15)
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gdzie
r -1

N-1 N-2

n, n, 1
N-1 N-2

n, n, 1

1 _
B~ "I’NxN - (16)

N-1 N-2

ny ny 1

zatem predyktor aproksymacji jest doktadnym odwzorowaniem predyktora interpolacyjnego.

2.2. Wyznaczanie wspolczynnikow uaktualnienia (Update'u)

EVen SEE} .
i-1
5
—{ SPLIT
@ > di
odd S;

Rys. 1. Dekompozycja sygnatlu za pomoca schematu liftingu [16]
Fig. 1. Signal decomposition by lifting scheme [16]
Wielorozdzielcza analiza sygnatu za pomoca aproksymacji predykcyjnej z wykorzys-
taniem schematu liftingu ztozona jest z trzech krokow:
e kroku Podzialu (Split) — podzial prébek na parzyste i nieparzyste.
e kroku Predykcji (Predict) — wybor predyktora okresla charakterystyke reprezentacji
szczegotowe;.
e kroku Uaktualnienia (Update) — usrednia sygnal reprezentacji zgrubnej wzgledem
sygnatu oryginalnego.
Podczas wyznaczania wspotczynnikdw uaktualnienia wykorzystujemy wtasnos$¢ sygnatu,
gdzie warto$¢ $rednia sygnatu oryginalnego jest rowna wartosci S$redniej sygnatu

aproksymacji zgrubnej po transformacji schematem liftingu [16, 5, 8, 11], ;.

Si =  Si (17)
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Wartosci wspdtczynnikow detalu d, ; 1 wspolczynikéw aproksymacji zgrubnej s, ; na
i —1 —szym poziomie rozdzielczosci, zgodnie z zasada liftingu i leniwej falki, okre§lamy
di(n-1) = Si(O)(n -1) _P{Si(e)(n —ko+k)}
s, (n) sOm)y+U{d,_ (n—1,+1)}

gdzie indeks i okresla poziom analizy wielorozdzielczej, £ 1 [ sa indeksami kolejnych probek

(18)

wchodzacych w sklad predykcji i uaktualnienia. Warto$¢ stata ky okresla warto$¢ indeksu
wspotczynnikdw przesunigeia wartosci parzystej, a przewidywanymi warto$ciami nieparzy-
stymi podczas operacji predykcji, [y za$ jest stala wartoscia, okreslajaca wartos¢ indeksu
wspotczynnikoOw przesunigcia przewidywanej wartosci nieparzystej, a warto§ciami parzysty-
mi podczas operacji uaktualnienia.

Jezeli operacje Predykcji 1 Uaktualnienia posiadaja liniowa charakterystyke, a sygnat ma
charakter okresowy, tj.

59y = sfe)(nmoduloﬁ)
: (19)

5n) = sl.(")(nmodulog)

wtedy to sumy wspotczynnikow predykeji 1 uaktualnienia przyjmuja nastgpujace wtasnosci

dimP-1
Z p =1
: (20)

Ponadto, jezeli wektor predykcji ma te sama dtugos¢ co wektor uaktualnienia, mozna

przyjac, ze u =% .

2.3. Problem zlego uwarunkowania wspolczynnikow macierzy

Aproksymacja wielomianowa tym si¢ r6zni od interpolacji, ze funkcja aproksymujaca nie
musi przybiera¢ tych samych wartosci sygnalu aproksymowanego dla badanych weztow.
Ponadto, stopien wielomianu moze posiada¢ o wiele nizsza warto$¢ od wielomianu interpola-
cyjnego, jednakze na tyle wysoka, aby wystarczajaco przyblizy¢ funkcje aproksymowana.
Poniewaz czgsto wartosci na zbiorze dyskretnym sa ustalane w sposdb empiryczny, obarczo-
ny btedami — wielomian aproksymujacy powinien posiadaé stopien na tyle niski, aby wygta-
dzat losowe bledy wynikajace np. z pomiarow. W praktyce, aproksymacja odbywa si¢ na
zasadzie badania wartosci funkcji celu f; na j—tym poziomie rozdzielczo$ci. Iteracja odbywa
si¢ tak dtugo, dopdki funkcja f maleje. Postgpowanie takie ma istotna wade, ktéra prowadzi

do tak zwanego ztego uwarunkowania wspotczynnikow macierzy B,, ,, (5).
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Aby zobrazowa¢ problem zlego uwarunkowania macierzy, mozna przyjaé, ze wspotczyn-
niki ukfadu B,, ,, posiadaja argumenty lezace rOwnomiernie wa przedziale <0, 1>. Wspo6t-

czynniki te dla duzych warto$ci N mozna w przyblizeniu wyliczy¢ za pomoca rachunku cat-

kowego [6], t;.

N k+1
Sl x N[n‘dn=N" . 1)
pr) 0 k+1 k+1
gdzie k €(0,2M -2).
Zatem,
- | I
2M -1 2M -2 M
1 1 1
By =N oM -2 2mM-3 M-l (22)
LI
M M -1 ]

Wyliczajac macierz odwrotna Bj,,,, mozna zauwazy¢, ze np. dla M >12 macierz posia-

da elementy rzedu 4-10%*, co powoduje, ze podczas rozwiazywania uktadu zaokraglenia na
maszynie cyfrowej sa tak duze, ze obliczenia traca sens.

Reasumujac, aproksymacja z funkcjami bazowymi n’ jest pozbawiona sensu, z wyjatkiem
matego M.

Aby zoptymalizowa¢ obliczenia dla aproksymacji wielomianami wyzszych rzedow, nale-
zy zastosowac jedna z metod uktadu normalnego. Mozemy stosowaé do tego celu przeksztat-
cenia Householdera, metody Goluba lub inna metode¢ rozktadu macierzy na iloczyn QR [14].

Inng alternatywa jest zastosowanie bazy wielomianéw ortogonalnych, pozwalajacych

uzyskac¢ rozwiazanie bez stosowania przeksztatcen macierzy odwrotne;.

2.4. Wielomiany ortogonalne Grama

Majac uktad n+1 réwnoodleglych punktow x =x,, x,, ..., x, r0znigcych si¢ migdzy soba
o stale & (x,=x,+ih gdzie i=0,1,2,....,n), do analizy sygnatu funkcji dla punktow

X;—X

i=0,1,2,..., n wystarczy skorzysta¢ z przeksztatcenia liniowego i ==

Budujac uktad wielomianoéw ortogonalnych

P P .P P (23)

0n>" 1n>" 202>~ mn

stopni od 0 do m, gdzie m <n na zbiorze punktow i =0,1, 2, ..., m, takich ze

D> P,()P,()=0dla j#k, (24)

n
i=0
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jednoczes$nie przyjmujac, ze
P (0)=1dla k=0,1,...,m. (25)
posta¢ og6lna wielomianow Grama przyjmuje formg [13]
: N
B =21 C Chy g k=01 200 (26)
s=0
gdzie [6]
M =i(i-1)i-2)...(i-s+1) (27)
A =i -1)i-2)...(i—s+1). (28)

Wtedy to macierz By,,,, aproksymacji za pomoca wielomianéw Grama przyjmuje postaé

,,; 0
>R, ()R, @)
i=0
0 _— !
By = > P.()PR, )
i=0
0 0

n
2P
i=0

1

(D)F,,(0)

(29)

Dzigki zalezno$ci (29) predykcyjna analiza przykltadowych probek za pomoca

wielomianow Grama przyjmuje form¢ macierzowa z rys. 3. Pozwala ona jednoczes$nie na

reprezentacj¢ graficzna probek po zastosowaniu bloku predykeji pokazana na rys. 2.
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Wix) = -0.053Pp ¢[3.33333x] +1.82187 Py, 5 [3.33333 x]
-0.340773 Pz,¢[3.33333 1] - 0.203925 Py, ¢[3.33333 x]
+0.0913531 Py, o[3.33333 1] - 0.0125154 Ps, o[ 3.33333 x]
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Rys. 2. Wielomian Grama — wykres probek parzystych wraz z nieparzystymi otrzymanymi pod-
czas bloku predykcji (badania wtasne)

Fig. 2. Gram's polynomials — plot of even samples and odd samples obtained by lifting scheme
(personal research)

‘1.3
=0 0 0 0 O 1.245

-0.053 o 2 40 o o o 1.095
1.82187 110 0.855
-0.340773 c o Fo o0 0 . ¥ . 0.514
-0.203925 1o o o ¥ g o 6:10 0.037
0.0913531 e 0.6

. -0.0125154 c o o0 75 O -1.295

Lo 0o 0o 0o 0o X ~1.767

~1.914

Rys. 3. Wielomian Grama — przyktad iloczynu macierzy BMXM'I"I’MXN.Sj(e) (Wnxxn= Inxn) oblicza-
jacy wspotczynniki aproksymacji (badania wtasne)

Fig. 3. Gram's polynomial — example of matrix product BMXM'I“I’MXN.Sj(e) (Wnxn= Inxn) to calcu-
late polynomial coefficients (personal research)

2.5. Aproksymacja trygonometryczna

Podczas badania zjawisk czasu rzeczywistego mozna zauwazy¢, ze analizowana funkcja
jest okresowa. Stad tez zamiast aproksymowania ja wielomianami algebraicznymi do tego
celu wygodniej 1 optymalniej jest uzy¢ wielomiandw trygonometrycznych.

Do rozwazan mozna przyjaé, ze punkty pomiarowe sa rownoodlegle w przedziale
<t0> tzL—1> > tj'

ti _to

xl.z%,gdziekZ i=012,...2L-1 (30)
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Ponadto, ortogonalnymi funkcjami uktadu bazowego jest zbior
1,sin(x,),cos(x,),sin(2x;),cos(2x,),...,sin( jx,),cos(jx,). (31)
Poniewaz uktad (31) posiada wlasno$¢ ortogonalno$ci nie tylko w przedziale ciagtym

<O, 27z> , lecz takze w przedziale dyskretnym [14], wtedy to otrzymujemy nastgpujace zalez-

nosci
0 k#l
2L-1
D cos(kx;)cos(lx,) = L k=1%0, (32)
0 2L k=1=0
0 k#l
2L-1
> sin(kx,)sin(lx,) =4 L k=1%0, (33)
i 0 k=1=0
2L-1
D cos(kx;)sin(lx,) =0 (34)

i=0

1

Zatem, analogicznie jak w przypadku wielomianow Grama, macierz B, ,, jest diago-

nalna, przyjmujac odpowiednie wartosci na przekatnej

o _
— 0 ... 0
2L
0 ! 0
-1 o —_
By = L : (35)
1
0 O —
L L |
2 0.125 0 0 0 0 0 0 (= '
. . . . . . . _0.828427
0 0. 0.25 0. 0. 0. 0. O. ,
0 0. 0. 0.25 0. 0. 0. O. :
3.41421
3. - |o. 0. ©0. 0.25 0. 0. O. . ‘q?hg . i
-1. 0. 0. 0. 0. 0.25 0. O. .
0 0. 0. ©. 0. 0. 0.25 0. 3'82843
0 L 0. 0. 0. 0. ©0. 0. 0.25 0 585786

Rys. 4. Wielomian trygonometryczny — przyktad iloczynu macierzy BMXM'I"I’MXN-SJ“) (Whxn=
Inxn) obliczajacy wspotczynniki aproksymacji (badania witasne)

Fig. 4. Trigonometric approximation — example of matrix product BMXMJ"I’MXN.Sj(e) (Wnxn=
Inxn) to calculate trigonometric polynomial coefficients (personal research)

Uzycie predyktora z wykorzystaniem macierzy diagonalnej (35) (rys. 4, rys. 5) powoduje
automatyczne zmniejszenie kosztow obliczeniowych, zwigkszajac przy tym precyzje wyniku.
Nie zawsze jednak charakterystyka sygnatlu pozwala na bezposrednie wykorzystanie
wlasnosci ortogonalnej. Moze si¢ okazaé, ze energia sygnatu jest rozlozona niedoktadnie
przy czestotliwosciach bedacych catkowitymi wielokrotno$ciami czgstotliwosci podstawowej

fw sygnatu badanego [4]. Przykladem takim moze by¢ sygnal sinusoidalny przesunigty
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w czasie o stalg 7. Bezposrednia analiza powoduje duzy blad aproksymacji. Stad tez aby go

zminimalizowaé, mozna przesuna¢ analiz¢ sygnatu, jezeli to mozliwe, o stata — 7.

Wit} = 3.coa(3t)-1.a3in(t) + 2.
J i i"\._
[ .'ll !
= -;._" .' !
lI|I - 'II II|
4 II| F \\-\. 'II III
III { - II | n
3 |I II|I I|II I|I I‘ I'I
ql I|I I|I | I|I .'I
5 III .'I I'l |'I 1 |
- |II I|I I'|I III I|I I|I
II |I I|I 4 I', |
1 |II I" | i '|II o
i | | I|I !
| 1 i 1 1 ' 1 |i-. .|'ll 1
| / 2 L .-'II 4 5 7 6
_1 *.I III|l .\. )
\ i
I“'\. ..II

Rys. 5. Wielomian trygonometryczny — wykres probek parzystych wraz z nieparzystymi otrzyma-
nymi podczas bloku predykcji (badania wilasne)

Fig. 5. Trigonometric approximation — plot of even samples and odd samples obtained by lifting
scheme (personal research)

3. Relacja pomigdzy klasyczng a predykcyjna transformacja falkowa

W klasycznej teorii falkowej podczas dekompozycji sygnatu do wyznaczania wspotczyn-

nikéw aproksymacji stosujemy bank filtru dolnoprzepustowego hi decymacje ¥ 2 sygnatu
S, a wspolczynniki detali otrzymujemy po filtracji gérnoprzepustowej za pomoca g i decy-

macji ¥ 2 tego samego sygnatu (rys. 6).

h(z™1) %@H LP H@H h(z) 1
. ®H
g 12w (12) o g ]

Rys. 6. Dwukanatowy schemat liftingu — dekompozycja i kompozycja sygnatu [11]
Fig. 6. Two—channels scheme of signal — decomposition and signal composition [11]

Y

Y

Zalezno$¢ pomiedzy klasycznag teoria falkowa a jej predykcyjnym odpowiednikiem
mozna zaprezentowa¢ na przyktadzie predyktora rzedu II p=[p,, p,] 1 wspdtczynnikow

uaktualnienia u =[u,, u,].
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5= oo §1(0) s(1) 5(2) 5(3) 5{(4) e signal samples before transformation
5= ... 5(0) s (1) 5/ (2) v even samples
&= .. 59(0) 59 (1) e odd samies

1 b 1 D, <—<X ®reEDICT
dj-1= d[_ltD]{OJ dj.]to] (1) cereeeene detail coefficients

\ / <—=< umam
v

§j1= e i1 (0] +esneease gpproximation coefficients

Rys. 7. Zalezno$¢ pomigdzy klasyczna a predykcyjna transformata falkowa [16]
Fig. 7. Relation between classical and predict wavelet transformation [16]
Schemat z rys. 7 pozwala w prosty sposob otrzymac¢ biortogonalny system falkowy,
obliczajac wagi filtrow na zasadzie sumowania drég przej$¢ kazdej probki sygnatu [16, 12].
Filtr gérnoprzepustowy otrzymujemy w sposob jawny jako wspolczynniki przejscia z s;
dod,,

§o = — P
g = 1 (36)
§2 = —p

natomiast wspoétczynniki filtru dolnoprzepustowego, ze wzgledu na operacj¢ opuszczania

1 podnoszenia, otrzymujemy na zasadzie sumowania drog przejscia z s; do s,

hy = ~Po Uy
h = 1-u,
hy = —p u,+1—p,-u (37
hy = 1-u,
h, = — Dy

Przyktadem realizacji filtrow za pomoca schematu liftingu moze by¢ predykcyjna aprok-
symacja sygnatu za pomoca wielomianu f(x) = a,x + a,cos(x) (wspotczynnikami bazowymi
sax1 cos(x)).

Aproksymacja na podstawie analizy dwoch probek parzystych wyznacza wektory

p =[0.509054; 0.490946] i u=[0.254527; 0.245473], zatem wspolczynniki filtru dolnoprze-

pustowego h wynosza odpowiednio
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}70 = —0.509054-0.254527 = —-0.129568

h = 1-0.254527 = 0.254527

h, = (=0.490946)-0.254527 +1+(—0.509054)-0.245473 =  0.750082  (38)
hy = 1-0.245473 = 0.245473

h, = (-0.490946)-0.245473 = —0.120514

natomiast filtr géornoprzepustowy posiada warto$ci

g, = —0.509054

g = 1 (39)
g, = —0.490946

Schemat liftingu na podstawie wspolczynnikow Predykcji i Uaktualnienia determinuje
zarowno wspolczynniki filtrow analizy, jak 1 wspotczynniki filtrow syntezy.

Znajac schemat przejscia wspdtczynnikow predykcyjnych do falkowych, w bardzo prosty
sposob mozemy uzyska¢ zarowno filtry analizy, jak i syntezy. Aby otrzymac filtry syntezy,
znajac wektory predykcji p i1 uaktualnienia u, nalezy przyja¢, ze wektory te posiadaja
warto$ci odpowiednio -p i -u.

W nastgpnym kroku wykonywany jest schemat drog przejscia, zgodny ze schematem

z rys. 7. Koncowym etapem jest zamiana symboli z h do giz g do h, odwracajac kolejnos¢

wspotczynnikéw filtrow.

Korzystajac z powyzszej zaleznosci, filtr gornoprzepustowy wynosi

g = p(~u) = h, = —0.120514

g = 1-(-u,) = —h, = —0.245473

g = p(-u)+l+py-(-u) = h = 0750082 (40)
g, = 1-(-uy) = —h = —0254527

g = po-(—u)) = by = —0.129568

a dolnoprzepustowy

hy, = p, = —-g, = 0490946

b = g =1 : (41)
hy, = p, = —-g, = 0509054

Alternatywa powyzszego rozwiazania moze by¢ skorzystanie z tzw. sprz¢zonych filtréw

lustrzanych [16, 11], gdzie

%n = (_l)nhl—n (42)
g = (DA,
wynikajacych z wlasnosci wspotczynnikow falek biortogonalnych.
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Schemat zalezno$ci wspotczynnikéw predykeji 1 uaktualnienia nie zawsze jest symetry-
czny jak w przypadku schematu z rys. 6. Jednakze pozwala on zawsze i w sposob jedno-
znaczny otrzymac filtry biortogonalne dla danej operacji predykcji i uaktualnienia.

15r

-lot

Rys. 8. Analiza sygnatu — funkcja falkowa i skalujaca (p=[0.509; 0491] u=[0.255; 245]) (badania
wlasne)

Fig. 8. Signal decomposition — wavelet and scaling function (p=[0.509; 0491] u=[0.255; 245])
(personal research)

Rys. 9. Synteza sygnatu — funkcja falkowa i skalujaca (p=[0.509; 0491] u=[0.255; 245]) (badania
wlasne)
Fig.9. Signal composition — wavelet and scaling function (p=[0.509; 0491] u=[0.255; 245])
(personal research)
Sytuacja odwrotna nie daje takiej gwarancji. Aby z pary filtrow otrzyma¢ wektor predyk-
cji 1 uaktualnienia, nalezy w pierwszej kolejnosci doprowadzi¢ dwukanatowy schemat de-
kompozycji do reprezentacji polifazowej. Nastgpnie macierz polifazowa przeksztatca sig

za pomocg dzielenia wielomianéw Laurenta (algorytm Euklidesa) do postaci iloczynowej [2]

ol s 1 o]k 0
P(Z)_l,;[{o 1 L(z) 1} 0 % )

Poniewaz operacja dzielenia wieclomianéw Laurenta jest niejednoznaczna [10], faktory-
zacja zespohu filtrow falkowych do postaci predykcyjnej moze mie¢ wigcej niz jedno rozwia-

zanie. Ponadto, moze wymaga¢ wigcej niz jedna parg operacji predykeji 1 uaktualnienia.
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4. Podsumowanie

Schemat liftingu pozwala na projektowanie odwracalnych transformacji catkowitolicz-
bowych. Btad rekonstrukcji wtedy jest praktycznie zerowy, a ich wtasciwosci sa zblizone do
operacji zmiennoprzecinkowych. Transformaty te znajduja swe zastosowanie w algorytmach
kompresji bezstratnej. W standardzie kompresji obrazow JPEG2000 jest m.in. stosowana
predykcyjna transformacja falkowa 1D z filtrami CDF(5,3) i CDF(9,7) [5]. Do falkowej ana-
lizy obrazéw, czyli sygnatow dwuwymiarowych najczesciej wykorzystuje si¢ jednowymia-
rowgq transformatg falkowa. W pierwszym kroku dekomponowane sa kolejne wiersze obrazu
na wspotczynniki falkowe, w kroku drugim — dekompozycja odbywa si¢ dla kolejnych ko-
lumn obrazéw uzyskanych podczas dekompozycji wierszy. Zgodnie z falkowa analiza wielo-
rozdzielcza obraz oryginalny sklada si¢ z 4 czg$ci: obrazu aproksymacji i trzech obrazow
detali: horyzontalnego, wertykalnego i diagonalnego [15, 3] (rys. 10).

Original Image Approximation coef. at level 1

i

Decomposition at level 1

Rys. 10. Wielorozdzielcza analiza obrazu (badania wtasne)
Fig. 10. Multiresolution analysis of image (personal research)

Transformacja falkowa uzywana jest w Federalnym Biurze Sledczym w Stanach Zjedno-
czonych do kompresji odciskow palcéw. Kompresje te wykorzystuja zaawansowane metody
progresywnego kwantowania wspotczynnikow, wykorzystujace zaleznosci przestrzenne po-
miedzy wspotczynnikami falkowej reprezentacji obrazu [1]. Do tego celu stosowane sa algo-

rytmy typu EZW 1 SPIHT [5]. Analiz¢ wielorozdzielcza mozna wykorzystywa¢ w sieci Inter-
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net, gdzie caly obraz moze by¢ wstgpnie aproksymowany i sukcesywnie uzupetniany o kolej-
ne detale, do czasu az uzytkownik nie zrezygnuje z dalszego pobierania pliku.

Obecnie predykcyjna transformate falkowa wykorzystuje si¢ do kompresji réznicowej ko-
lejnych ramek obrazu w zapisach wideo [3]. Wersja predykcyjna jest duzo lepsza od klasycz-
nej transformaty falkowej ze wzgledu na szybkos¢ i oszczgdno$¢ pamigcei. Obliczenia wyko-
nuje si¢ na zasadzie podstawiania, bez konieczno$ci wprowadzania dodatkowych zmiennych
pomocniczych.

Schemat liftingu umozliwia takze operacj¢ wielorozdzielcza siatek nieregularnych po-
wstatych z obiektéw trojwymiarowych [7, 9] (rys. 11). Dzigki biortogonalnos$ci niewymagane
jest wstepne przeksztatcenie siatki do postaci regularnej lub potregularne;.

Rys. 11. Wielorozdzielcza analiza nieregularnych siatek 3D (badania wtasne)
Fig. 11. Multiresolution analysis of irregular mesh 3D (personal research)

Analiza falkowa to dziedzina mloda, liczaca zaledwie 10 lat. Umozliwia jednoczesne
przedstawienie czasowych oraz czgstotliwosciowych wiasnosci sygnaldw niestacjonarnych
1 prowadzi do aproksymacji sygnatow przez wyodregbnienie ich charakterystycznych elemen-
tow strukturalnych. Dzi$ analiza falkowa jest stosowana w geofizyce, fizyce, astronomii, bio-
logii, a takze w ekonomii. Jest obecna w sejsmologii i w hydrodynamice. Wykorzystuje si¢ ja
w analizie mowy 1 w sterowaniu procesami przemystowymi. Ma wigc wiele zastosowan, a jej
popularno$¢ ciagle rosnie, szczegdlnie w obrgbie analizy obrazow dynamicznych. W przy-
szto$ci zatem mozemy spodziewac sig dalszego ich rozwoju, m.in. w kierunku powstawania
optymalnych koderéw, ktore beda dopasowywacé jakos¢ wyswietlanego obrazu do szybko$ci
komputera badz transferu danych poprzez sie¢ Internet.
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Abstract

The article presents general outline of signal theory with using predict wavelet transform.

Predict wavelet transform (fig. 1) is new attitude to multiresolution signal analysis by discrete

wavelet transform [10]. It is implemented in accordance with a lifting scheme, which allows
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realizing a signal filtration by biorthogonal wavelets [11,12]. Thanks to it, exists possibility
receive optimal, biorthogonal filter for analysis of chosen signal characteristic.

In the article is described signal approximation method [14] by lifting scheme (10). This
method is generalization of predict interpolation proposed by Wim Sweldens [8,11]. It allows
to predict odd signal samples by a polynomial degree much lower than an interpolation poly-
nomial degree. This solution not only enables approximation by algebraic polynomial but
also by any base functions. So, this method is more flexible and optimal.

Using of orthogonal Gram’s polynomial (26) or trigonometric polynomial to approxima-
tion eliminate a problem of wrong predisposition of matrix coefficients (22)[14]. The such a
predisposition can create a large errors of rounding during calculating by digital machine, so
it leads for incorrect results.

The article enables to acquaint oneself with a relation between classical and predict wave-
let transform (fig. 7). The method obtains of a biorthogonal high—pass filter and low—pass
filter (analysis and synthesis) is shown on the base of second rank predictor example [16].
The corresponding filters are received by summation of flow—way between Predict and Up-
date coefficients. Calculated filter coefficients are described by wavelet and scaling functions
in graphical form (fig.8, fig.9).

Summary chapter presents use of lifting scheme during multiresolution analysis of image

(fig. 10) [1,15] and also irregular meshes analysis 3D (fig. 11).
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