STUDIA INFORMATICA 2008

Volume 29 Number 1 (75)

Marcin MICHALAK, Katarzyna STAPOR
Politechnika Slaska, Instytut Informatyki

OCENA RZECZYWISTEJ WYDAJNOSCI WYBRANYCH
REGRESOROW

Streszczenie. Ponizsza praca porusza temat nieparametrycznej estymacji funkcji
regresji oraz jej efektywnos$ci czasowej. Autorzy poréwnuja doktadnos¢ regresji, ale
1 czas potrzebny na wyznaczenie wartosci dla obiektu testowego. Czas ten uwzglednia
nie tylko samo wyznaczanie wartosci, ale 1 etap tworzenia regresora. Eksperymenty
zostaly przeprowadzone na wielowymiarowych danych rzeczywistych.
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estymatory jadrowe, maszyna wektoréw podpierajacych, regresja wielowymiarowa

EVALUATION OF THE REAL EFFICIENCY FOR SELECTED
REGRESSORS

Summary. This paper raises a problem of nonparametric estimation of the
regression function and its time efficiency. Authors compare the regression accuracy
but considers also the time that is needed to evaluate the value for the test object. That
time takes into consideration the evaluation time, but also the time of regressor
creating. Experiments were conducted with the usage of multidimensional real data.

Keywords: data analysis, regression function, nonparametric estimation, kernel
estimators, support vectors machine, multidimensional regression

1. Wstep

Problem wyznaczania funkcji regresji, nawet dla ustalonego charakteru danych uczacych,
nie jest zadaniem tatwym. Istnieje bowiem wiele znanych metod pozwalajacych wyznaczaé

funkcje regresji, ktorej ogdlny ksztalt (klasa) nie jest znany. Do metod takich mozna
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z powodzeniem zaliczy¢ funkcje sklejane [2, 5], estymatory jadrowe [1, 3, 4], metody kierun-
kowe [6] czy maszyny wektorow podpierajacych [11, 9, 8].

W niniejszej pracy autorzy skupili si¢ na problemie doboru odpowiedniego estymatora,
w sytuacji gdy istotnym wyznacznikiem jest nie tylko doktadno$¢ estymacji, lecz takze
1 czas, jaki potrzebuje estymator na jej wyznaczenie.

Jako dane uczace wykorzystano rzeczywiste dane pomiarowe pochodzace z kopalni, na
ktore sktadato si¢ 7 zmiennych niezaleznych oraz jedna zalezna.

W pierwsze] czgsci artykutu opisane zostaly teoretyczne aspekty zwiazane z uzytymi
narzgdziami oraz sposobem przeprowadzania eksperymentu. W drugiej czgsci przedstawiono
wyniki eksperymentow, a nastgpnie sformutowano wnioski, jakie wynikngly z analizy uzys-
kanych wynikéw. Ostatnia czg¢$¢ stanowi podsumowanie omoéwionego w artykule problemu

oraz stawia pewne mozliwe kierunki badan w tym temacie.

2. Zastosowane narzedzia

Sposrod wielu istniejacych metod stuzacych wyznaczaniu funkcji regresji na cele artyku-
hu postanowiono ograniczy¢ si¢ do dwoch nieparametrycznych narzedzi. Pierwszym z nich
jest estymator jadrowy Nadarayi — Watsona, drugim natomiast maszyna wektoréw podpie-

rajacych (ang. Support Vector Machine, SVR).

2.1. Estymatory jadrowe
Estymator jadrowy [3] to w ogdlnosci funkcja f (x):R™ > R opisana wzorem:

YN | X—X
f(x)_nh’”zK[ h j

i=l

gdzie n oznacza licznos$¢ proby losowej, dodatnia liczba 4 to parametr wygtadzania. Funkcja
K(x) okreslana jest mianem funkcji jadra. W zagadnieniu estymacji funkcji regresji, od
funkcji jadra wymaga si¢ jedynie, by byta symetryczna wzgledem zera oraz posiadata w tym
punkcie stabe maksimum globalne:

Vx e R" K(x)=K(—x)

VxeR" K(0) > K(x)

Poniewaz jako$¢ estymatora zalezy nie tylko od wybranej funkcji jadra, ale 1 od wartos$ci

parametru wygtadzajacego, istotny jest sposob jego dobrania. Jeden z nich przedstawiono

ponizej (1), gdzie s to odchylenie standardowe z proby, a IQ to rozstep migdzykwartylowy:

1

h=0,9min(s, 10 /1,34)n * (1)
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Inne, bardziej zaawansowane metody wyznaczania warto$ci 4, mozna znalez¢é w [3, 4, 7].
W niniejszym artykule uzyto najprostszego z estymatorow jadrowych, jakim jest estyma-

tor Nadarayi-Watsona [1], ktérego wzér przedstawia rownanie (2).

2

Do celow niniejszego opracowania zdecydowano si¢ na korzystanie z jader radialnych.
Jadro radialne to jadro, w ktérym jako argument wyliczany jest iloczyn skalarny x’x.
W eksperymentach uzyto nastepujacych jader (pomijajac jadro normalne, kazde z jader

przyjmuje warto$¢ zero poza podanym obszarem):

e jadro Epanecznikowa (Epa): anIr/Z (1-x"x) dla x"x <1
e jadro jednostajne (Uni): VL dla x"x<1
e jadro dwuwagowe (Two): %(l —x"x)? dla x"x <1
¢ jadro normalne (Nor): 2z)""? exp(—%xT X)
e jadro trojkatne (Tri): ”7”(1 —Jxx) dla x"x <1
gdzie V(n) to objetos¢ n-wymiarowej kuli jednostkowej w przestrzeni R".
nl/2
CL dlan parzystych
2:4-..-n
Vn = 2(2 )(;1—1)/2 (3)
# dlan nieparzystych

2.2. Maszyna wektorow podpierajacych

Maszyna wektoréw podpierajacych zostata po raz pierwszy zdefiniowana w pracy [10]
i stanowi narzedzie przydatne zaréwno w zadaniu klasyfikacji, jak i znajdowaniu funkcji
regresji.

Dla zadanego zestawu, majac dane x i y, zaktadamy, ze optymalna funkcja regres;ji linio-

wej jest funkcja wskazana przez minimum wyrazenia (4) [8]:

(0.8) = +C3 (5 +&) )

Przy nastgpujacych ograniczeniach:
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yi—wx,—b < ¢g+¢
wx, +b—y, < e+&
.6 2 0

Zatem, zadaniem wyznaczania regresji jest znalezienie optymalnych wartosci w. Konco-

wa warto$¢ funkcji regresji wyznaczana jest na podstawie wzoru (5).

FOsw) = w +b )

Sposob wyznaczania wyrazu wolnego b przedstawiony jest doktadniej w [9].

Dla przypadku regresji nieliniowej ostateczny wzor funkcji regresji przyjmuje postac:

700 =3 (a,~a))K(x, x,)+b

gdzie K jest pewna ustalona funkcja jadra, natomiast wspotezynniki o; oraz ¢; to mnozniki
Lagrange’a, bedace rozwiazaniem zadania dualnego optymalizacji w stosunku do problemu
(4).

Poniewaz nie dla kazdego obiektu ze zbioru uczacego wyznaczona warto$¢ w; jest r6zna
od zera (r6znica o; — o w przypadku nieliniowym), tylko niektore z obiektow biora udziat
w obliczaniu warto$ci dla obiektu testowego. Te wiasnie obiekty nazywane sa wektorami

podpierajacymi (ang. support vectors).

2.3. Blad regresji

Blad regresji w kazdym pojedynczym eksperymencie byl wyznaczany jako pierwiastek
ze $redniej wartosci kwadratu roznicy wartosci estymowanej i wyznaczonej przez estymator

(ang. root mean square error, RMSE).

err = \/%Z; (v, -, (6)

3. Badania i wyniki

3.1. Dane poddawane analizie

Poréwnanie efektywnos$ci estymatorow odbywato si¢ na danych rzeczywistych [12].
Dane te opisywaty zalezno$¢ st¢zenia metanu na kopalni od czynnikow, takich jak predkosc
przeplywu powietrza, wydobycie oraz wczesniejsze (historyczne) warto$ci stgzenia metanu.

Zbidr uczacy sktadat sig¢ z 1022 obiektow, natomiast zbior testowy z 511 obiektow.
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3.2. Przebieg badan

Obliczenia przeprowadzane byly na procesorze Pentium® Xeon® z wykorzystaniem
programu Matlab®. Skorzystano z gotowego pakietu dla tego Srodowiska [13, 14],
implementujacego algorytm wyznaczania funkcji regresji metoda SVR. W badaniach z uzy-
ciem SVR zastosowano regresj¢ nieliniowa z uzyciem jadra Gaussa.

Pojedynczy eksperyment estymacji funkcji regresji z uzyciem estymatoréw jadrowych
polegal na zmierzeniu czasu trwania wyznaczania wartosci funkcji regresji dla catego zbioru
testowego. Natomiast w pojedynczym eksperymencie z uzyciem maszyny wektorow pod-
pierajacych mierzono dwa czasy: po pierwsze sam czas wyznaczania zbioru wektoréw pod-
pierajacych, a po drugie czas trwania wyznaczania warto$ci funkcji regresji dla catego zbioru
testowego. W kazdym z eksperymentéw wyznaczano takze blad regresji wedtug wzoru (6).

Kazdy z eksperymentéw przeprowadzany byt dziesigciokrotnie, celem zniwelowania r6z-
nic czasowych zwiazanych z innymi procesami wykonywanymi na maszynie podczas

eksperymentu (zwlaszcza losowymi procesami systemowymi).

3.3. Wyniki

W tabeli pierwszej zestawiono czas wyznaczania warto$ci funkcji regresji dla zbioru
testowego (f), a takze btad regresji (err). W ostatnim wierszu usredniono wartosci dla calej
kolumny.

Tabela 1

Czas trwania estymacji dla pigciu roznych funkcji jadra
Epa Uni Two Nor Tri
t err t err t err t err t err
16,641 0,748 17,297 0,748 17,547 0,748 | 18,234 0,093 17,984 0,748
16,406 0,748 17,141 0,748 17,500 0,748 | 18,297 0,093 17,969 0,748
16,344 0,748 17,234 0,748 17,453 0,748 | 18,250 0,093 17,953 0,748
16,344 0,748 17,234 0,748 17,547 0,748 18,203 0,093 17,922 0,748
16,344 0,748 17,250 0,748 17,516 0,748 | 18,109 0,093 17,938 0,748
16,375 0,748 17,172 0,748 17,531 0,748 | 18,125 0,093 17,844 0,748
16,313 0,748 17,250 0,748 17,453 0,748 | 18,203 0,093 18,000 0,748
16,375 0,748 17,141 0,748 17,391 0,748 18,203 0,093 17,969 0,748
16,359 0,748 17,219 0,748 17,453 0,748 | 18,188 0,093 17,969 0,748
16,359 0,748 17,219 0,748 17,469 0,748 | 18,172 0,093 18,109 0,748
16386 | 0,748 | 17,216 | 0,748 | 17,486 | 0,748 | 18,198 0,093 | 17,966 | 0,748
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Tabela 2
Czas tworzenia estymatora SVM, trwania estymacji oraz jej blad
1 t err
552,031 0,234 0,173
551,172 0,219 0,173
550,391 0,172 0,173
546,000 0,219 0,173
550,219 0,203 0,173
549,891 0,219 0,173
550,047 0,313 0,173
550,438 0,219 0,173
549,328 0,234 0,173
548,172 0,219 0,173
549,769 0,225 0,173

Tabela 2 przedstawia dla kazdego z eksperymentow trzy warto$ci: czas trwania uczenia

(#;), czas trwania estymacji funkcji regresji dla zbioru testowego (¢,) oraz btad regresji (err).

4. Analiza wynikow

Przygladajac si¢ danym zawartym w poprzedniej czg$ci, mozna zauwazy¢ pewne roznice
pomigdzy poszczegdlnymi typami estymatorow, a takze 1 wsrdd samych estymatoréw jadro-
wych. Pierwsza z tabel porownawczych przedstawia doktadno$¢ regresji poszczegoélnych

regresorow zardwno bezwzgledna, jak 1 wzgledem najlepszego z regresorow.

Tabela 3

Bezwzgledne oraz wzgledne btedy regresji poszczegdlnych estymatorow
Nor Tri Epa Two Uni SVR

Blad regresji 0,09261 | 0,74793 | 0,74794 | 0,74797 | 0,74801 | 0,22500
Wzgledny blad regresji 1,00000 | 8,07586 | 8,07597 | 8,07630 | 8,07673 | 2,42949

Na uwage zwraca fakt, ze estymator SVM okazat si¢ gorszy od najlepszego z estymator-
réw jadrowych. Okazuje si¢ zatem, ze w przypadku danych, takich jak uzytych w niniejszym
opracowaniu, klasyczne metody wyznaczania funkcji regresji moga dac lepsze rezultaty niz
znacznie nowsza metoda, jaka jest maszyna wektorow podpierajacych. Z drugiej strony,
biorac pod uwage czas, jakiego potrzebowatl regresor na wyznaczenie wartosci, nasuwaja si¢
nastgpujace wnioski:

e pojedyncze wyznaczenie wartosci dokonuje si¢ znacznie szybciej opierajac sig¢ na wekto-
rach podpierajacych (bgdacych w istocie mniej licznym zbiorem w poréwnaniu do catego
zbioru uczacego);

¢ najlepsza doktadnos¢ uzyskano dziatajacym 80 razy wolniej estymatorem jadrowym.
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Powyzsze dwa wnioski ukazuja jedynie pobiezna rdéznicg obu estymatoréw. Poniewaz
pierwszym etapem tworzenia estymatora SVR jest wyznaczenie zbioru wektorow podpiera-
jacych, nalezy przyjrze¢ sig, ile trwa ten etap (dane na ten temat znajduja si¢ w tabeli 2).
W celu okreslenia efektywnos$ci estymatora SVR wprowadzono pojecie Sredniego czasu wy-
znaczenia wartosci funkcji regresji, ktére uwzglednia, oprécz samego wyznaczania tejze
wartoéci, takze czas trwania konstruowania estymatora. Sredni czas regresji oblicza sig
wedlug wzoru (7):

fag () = = ()
n n

Wzér ten wynika z nastgpujacej obserwacji: sredni czas estymacji funkcji regresji dla
kazdego z n obiektow testowych to pojedynczy czas uczenia regresora oraz n-krotny czas
samego wyznaczania warto$ci funkcji regres;ji.

W przypadku estymatoréw jadrowych nie mozna bezposrednio wskaza¢ granicy pomig-
dzy uczeniem estymatora a estymacja wlasciwa. Stad tez §redni czas trwania regresji to czas
sredni, zawarty w ostatnim wierszu tabeli 1.

Poréwnanie $redniego czasu regresji estymatora jadrowego (z jadrem normalnym)

1 SVM, w zaleznosci od liczby przeprowadzonych estymacji, przedstawia wykres 1.

1000 - efektywnos¢ wybranych estymatorow
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s
S _ 100 — ==~ Nor
>3
@ ®  |m—m—m e Tmm—
8% 10
=
T
2
‘0

1 rrrrrrrr oo rrrrrrrrrr oot rrrr o1 T

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46

liczba estymowanych wartosci przypadajaca na pojedyncze
uczenie regresora

Rys. 1. Zalezno$¢ $redniego czasu estymacji wartosci dla dwoch
estymatoréw, w zaleznosci od czgstosci uczenia regresora

Fig. 1. The dependency of the mean estimation time from the regressor
learning frequency, for two estimators

Dla argumentu wynoszacego okoto 31 obserwujemy przecigcie si¢ hiperboli, zwiazanej
z estymatorem SVM, z pozioma prosta, odpowiadajacej estymatorowi jadrowemu. Poniewaz
jednak zbior testowy sktadat si¢ z 511 obiektow, jako warto$¢ graniczna nalezy przyjaé okoto
15 500 (doktadniej: z analizy wzoru (7) wynika, ze hiperbola przecina si¢ z prosta w punkcie
30,5004, wigc odpowiada to 15586 estymowanym punktom). Zatem, dla wszystkich war-
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tosci, wigkszych niz podana warto§¢ graniczna, estymator SVM begdzie cechowat sig krot-
szym $rednim czasem trwania estymacji niz estymator jadrowy.

Otrzymujemy w tym momencie nowe kryterium doboru estymatora, jakim jest jego efek-
tywno$¢ czasowa. W praktycznym zastosowaniu nalezy zatem nie tylko bra¢ pod uwage
sama doktadno$¢ estymatora, ale takze i czas potrzebny estymatorowi na wygenerowanie

wartosci.

5. Ocena rzeczywistej efektywnosci regresorow

Chcac zdefiniowa¢ pojgcie rzeczywistej efektywnosci regresora gg, ktora bedzie uwzgle-
dniata oba zbadane w poprzedniej czg$ci artykutu cechy, jakimi sa blad regresji oraz czas jej
trwania, nalezy zacza¢ od przyjecia zatozenia:

e najlepszym (idealnym) regresorem jest ten o gz rOwnym 0,
e wraz ze wzrostem bi¢du regresji badz ze wzrostem czasu regresji wartos¢ rosnie (funkcja
jest $cisle rosnaca).

Powyzsze zatozenia doskonale spetniaja funkcje trzech klas:

dro = tavg (n) +err
drn = tavg(n).err
Ary = Lo (M)
drs = err'>"
W praktyce, bardzo czgsto okazuje sig, ze wielkosci btedu i czasu regresji sa liczbami
réznych rzedow. Stad raczej nalezy odrzuci¢ pierwsza z klas z tego wzgledu, ze trudno by
skompensowac na przyktad zwigkszenie czasu regresji poprawa jej doktadnosci. W skrajnym
przypadku mogloby si¢ okazaé, ze do zrownowazenia wzrostu czasu regresji potrzeba by
uzyskac ujemny blad regresji.
Omowione powyzej wady sa funkcjami pozostatych trzech klas, gdyz zaktadajac wzrost
czasu regresji o czynnik a, mozna wyznaczy¢ odpowiednie nowe wartosci btedu regres;ji,

ktére zapewnia niezmieniong oceng regresora:
Gr =tye (n)-ern =(at,, (n))-err, = err, = err,/a

Gy = lae (™ = (at,,, (W)™ = err, = err; [(1+1og, a)
1/a

_ lavg (M) _ (atgyg (1)) _
qrs = €rr, =err, = err, = err

Znaczacy jest jednak fakt, ze wszystkie trzy klasy funkcji cechuja si¢ rozbiezno$cia do
+oo przy ktorymkolwiek z argumentdw dazacym do +oo. Cheac uzyska¢ normalizacjg przyj-

mowanych warto$ci do przedziatu [0, 1), mozna wykonaé prosta operacjg:
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0, =1- e rk)

Ri

dlai=1, 2, 3. Znaczenie parametru k jest nast¢pujace: im warto$¢ k jest wigksza, tym wykres
wolniej rosnie ze wzrostem bledu i czasu regresji. Zaleca sig, by stosowaé duze wartosci &,
w przypadku gdy wartosci btedow i czasow regresji sa duze.

Dla przebadanych w artykule regresorow poszczegdlne oceny efektywnosci ksztattuja si¢

nastepujaco:
Tabela 4
Zestawienie rzeczywistych efektywnosci badanych regresorow
Epa Uni Two Nor Tri SVR
Blad regresji (err) 0,748 | 0,748 | 0,748 | 0,093 | 0,748 | 0,173
Sredni czas regresji (tavg) 16,386 | 17,216 | 17,486 | 18,198 | 17,966 |550,2190
qri 12,2567 | 12,8776 | 13,0795 | 1,6924 | 13,4386 | 95,1879
qr2 6,5178 | 6,7633 | 6,8424 | 1,0501 | 6,9825 | 2,1994
qrs3 0,0086 | 0,0067 [ 0,0062 | ~0,0000 | 0,0054 | ~0,0000
Ori 0,7064 | 0,7241 | 0,7296 | 0,1557 | 0,7392 | 0,9999
k=10 Or2 0,4789 | 0,4915 [ 0,4955 | 0,0997 | 0,5025 | 0,1974
Or; 0,0009 | 0,0007 [ 0,0006 | ~0,0000| 0,0005 [ ~0,0000

Analizujac dane zawarte w tabeli 4, mozna zauwazy¢, ze nawet pomimo stosunkowo
dhugiego czasu regresji za pomoca SVR (Sredni czas regresji wyznaczono za pomoca wzoru
(7) dla n=1) rzeczywista wydajno$¢ tego narzedzia jest lepsza od niektérych regresorow

jadrowych.

6. Podsumowanie

W niniejszym artykule analizowano rzeczywiste dane wielowymiarowe. Jako narzedzia
estymacji funkcji regresji uzyto dwdch nieparametrycznych metod: estymatora jadrowego
oraz maszyny wektorow podpierajacych. Jednak zasadniczym celem byta nie tyle doktadnos¢
estymacji, lecz powiazanie doktadnosci estymacji oraz czasu jej wykonania.

W wyniku przeprowadzonych badan okazato sig, ze doktadniejszy okazat si¢ estymator
jadrowy, cechujacy si¢ jednak dluzszym czasem obliczania warto$ci funkcji regresji.
Sprawniejszy w uzyciu okazat si¢ estymator dziatajacy na podstawie wektorow podpieraja-
cych: przy stosunkowo dlugim czasie uczenia, bardzo szybko wyznacza on warto$ci funkcji
regresji dla obiektow testowych.

Mozna zatem zauwazy¢, ze problem wyboru najlepszego estymatora w zagadnieniu,
w ktorym rownie istotna role co dokladno$¢ odgrywa czas estymacji, nie musi posiadaé

jednoznacznego rozwiazania. Natomiast istotna wskazowka, pozwalajaca na dokonanie wy-
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boru, moze si¢ okaza¢ odpowiedz na pytanie: Jak czgsto w zastosowaniu praktycznym bedzie
miato miejsce uczenie regresora?

Okazuje si¢ zatem, ze miara jako$ci estymatora, jaka jest btad estymacji, jest niewystar-
czajacym opisem narzg¢dzia. Zaproponowany w artykule $redni czas regresji, bgdacy pewna
empiryczng miarg jako$ci, pozwala w lepszy sposob oceni¢ zachowanie estymatora w warun-
kach czgstego stosowania. Jest on takze podstawa zdefiniowanej w pracy rzeczywistej wydaj-

nos$ci regresora.
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Abstract

This short article considers problems that deal with the estimation of regression function
for the multidimensional data. In particular, the time of the value estimating. Authors
describe two groups of nonparametric estimators: kernel estimators and Support Vector
Machine (SVM). Both of them are tested with the usage of real multidimensional data.

The main stress of this article is laid on two criterions of regression quality. First of them
is the regression accuracy but the second is strongly connected with the time of the regression
duration. The mean regression time for the SVM regression depends on the number of
separate regression function evaluations per single regressor creating.

One of the result of experiments is that the kernel methods gives more accuracy results
than SVM regressor. But results also shows that those two groups of regressors behaves
different in the real application: kernel estimators have the constant time of the value
generating and the same value for the SVMs decrease with the increase of the number of
estimated values per single regressor learning. It leads to the conclusion, that the choice of
regressor should also take into account the frequency of the regressor re-learning.

Authors define some new measures that match two mentioned criterions of regressors

quality: accuracy and the mean time of the value evaluation.
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