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WSTEP

Konstrukcja komputeréw oraz klastrow komputerowych o duzej mocy obliczeniowej wiaze
si¢ z istnieniem problemdéw obliczeniowych, ktére wymagaja rozwiagzania w akceptowalnym
czasie. Pojawianie si¢ kolejnych typéw architektur wieloprocesorowych oraz procesoréw za-
wierajacych mechanizmy wewngtrznej réwnolegtosci stanowi wyzwanie dla twércéw oprogra-
mowania. Zwykle kompilatory optymalizujace nie sa w stanie wygenerowa¢ kodu maszyno-
wego, ktéry w zadowalajacym stopniu wykorzystywalby teoretyczng maksymalng wydajnos$¢
skomplikowanych architektur wieloprocesorowych. Stad potrzeba ciagtego doskonalenia metod
obliczeniowych, ktére moglyby by¢ efektywnie implementowane na wspoétczesnych architek-
turach wieloprocesorowych i mozliwie dobrze wykorzystywaé moc oferowana przez konkretne
maszyny. Trzeba tutaj podkreslié, ze w ostatnich latach nastapilo upowszechnienie architek-
tur wieloprocesorowych za sprawa procesoréw wielordzeniowych, a zatem konstrukcja algo-
rytméw réwnoleglych stata si¢ jednym z wazniejszych kierunkéw badan nad nowymi algo-
rytmami. Pojawiaja si¢ nawet glosy, ze powinno si¢ utozsamiaé programowanie komputeréw
z programowaniem rownolegtym'.

Jedna z najwazniejszych metod tworzenia efektywnych metod obliczeniowych jest kon-
cepcja blokowosci obliczen [35, 33]. Algorytmy powinny by¢ wyrazane w terminach operacji
macierzowych i wektorowych, co pozwala na zastosowanie do ich implementacji podstawo-
wych podprograméw algebry liniowej (BLAS). Dzigki temu mozliwe jest efektywne wyko-
rzystanie architektury procesoréw wyposazonych w mechanizmy wektorowosci i potokowosci
oraz przede wszystkim system hierarchii pamigci, co z kolei stanowi klucz do mozliwie pelne-
go wykorzystania mocy obliczeniowej oferowanej przez procesor. Mozliwa jest réwniez dalsza
optymalizacja algorytméw blokowych poprzez uzycie nowych, wprowadzonych przez F.G. Gu-
stavsona, sposobOw reprezentacji macierzy, ktoére znacznie poprawiaja wykorzystanie pamigci
podrecznej. Dodatkowo, algorytmy blokowe na ogét tatwo poddaja si¢ zréwnoleglaniu na kom-
putery wieloprocesorowe z pamigciga wspdlng oraz moga byé réwnie tatwo adaptowane dla

procesorow wielordzeniowych. Co wigcej, po odpowiednim zaprojektowaniu rozmieszczenia

!Justin R. Rattner, wiceprezes firmy Intel, dyrektor Corporate Technology Group oraz Intel Chief Technology
Officer, http://www.computerworld.pl/news/134247_1.html
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danych 1 obliczen lokalnych, umozliwiaja wykorzystanie mocy komputeréw z pamigcia rozpro-

szong oraz klastréw.

Elementem znacznie ograniczajacym mozliwos¢ zastosowania koncepcji algorytméw blo-
kowych, a przez to powodujacym stabsze wykorzystanie mocy obliczeniowej wspotczesnych
procesorow oraz architektur wieloprocesorowych, sa obliczenia rekurencyjne, ktére zwykle
nie sa w zadowalajacym stopniu optymalizowane przez kompilatory. Celem niniejszej pracy
jest przedstawienie koncepcji tworzenia algorytméw blokowych dla obliczefi, majacych po-
sta¢ rekurencji liniowej [32, 69], ktére bytyby w stanie wykorzystywa¢ w duzym stopniu moc
pojedynczych procesoréw oraz nadawac si¢ do zréwnoleglania na réznych typach architektur
wieloprocesorowych. Dodatkowo przedstawione zostang wybrane zastosowania omawianych

algorytméw do rozwigzywania wybranych probleméw obliczeniowych.

W rozdziale 1 omawiamy podstawowe zagadnienia zwiagzane ze wspdéiczesnymi architektu-
rami komputeréw duzej mocy obliczeniowej. Przedstawiamy wykorzystywane w pracy meto-
dy analizy algorytméw, formalnie definiujmy problem liniowych obliczen rekurencyjnych oraz
prezentujemy w skrdcie najwazniejsze znane metody jego rozwigzania. W rozdziale 2 podaje-
my efektywna metod¢ wektoryzacji obliczen rekurencyjnych. Rozdzialy 3 i 4 pokazuja metodg,
pozwalajaca na wykorzystanie operacji macierzowych oraz jej zréwnoleglenie na komputery
z pamigcig wspolng 1 rozproszona. Rozdziat 5 omawia zastosowanie wprowadzonych we wcze-
$niejszych rozdziatach metod dla szybkiego wyznaczania liniowych filtréw rekurencyjnych.
W rozdziale 6 omawiamy zastosowanie algorytmow z poprzednich rozdzialéw do rozwigzania
problemu wyznaczania sum trygonometrycznych oraz optymalizacji numerycznego wyznacza-
nia odwrotnoSci transformanty Laplace’a. Rozdzial 7 omawia algorytm szybkiego obliczania
wartosci wielomianéw, bazujacy na metodzie przedstawionej w rozdziale 2, wraz z jego ana-
liza numeryczna. Na koniec w rozdziale 8 podajemy nowa metode rozmieszczenia danych dla
problemu rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych o macierzach tréjkatnych, ktéra pozwala

na oszczedniejsze wykorzystanie pamigci oraz konstrukcje szybszych algorytmow.

Wszystkie najwazniejsze wyniki prezentowane w pracy zostaly opublikowane przez autora
niniejszej rozprawy. Podkreslmy jednak, ze niniejsza rozprawa zawiera ich ujednolicenie oraz
czesto ulepszenie. Czgs$¢ zawartosci wstepnego rozdzialu 1 opublikowano w rozdziale ksiazki
[92] oraz pracy [120]. Metody obliczeniowe opisywane w rozdziatach 2, 3 i 4 opublikowano
odpowiednio w pracach [119], [113, 112] 1 [108, 111]. Praca [114] prezentuje zastosowanie
oméwionych metod do wyznaczania filtrow rekurencyjnych, zastosowanie za$ nowego sposobu

reprezentacji macierzy przedstawiono w pracy [117].
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Wykorzystanie metod rozwigzywania rownan rekurencyjnych do wyznaczania sum trygo-
nometrycznych opublikowano w pracach [106, 107, 115]. Problem obliczania wartoSci wielo-
mianéw opisano w pracach [109, 110]. Nowa metoda dystrybucji danych zostata opublikowana
w pracy [116].

Wszystkie prezentowane w tej rozprawie nowe algorytmy zostaty zaimplementowane przez
autora oraz uruchomione na r6znych rodzajach sprzetu komputerowego. Poszczegélne rozdzia-
ty zawieraja wyniki oraz wnioski ptynace z tych eksperymentéw. Komputery Cray C90 oraz
Cray SVI1 wykorzystane do eksperymentéw w rozdziale 2 zostaty udostgpnione odpowied-
nio przez Mississippi Center for Supercomputing Research (MCSR) w Oxford, Mississippi,
oraz National Partnership for Advanced Computational Infrastructure (NPACI), Austin, Texas.
Komputery Sun UltraSPARC 11, Cray SV1 oraz Cray X1 zainstalowane w Interdyscyplinarnym
Centrum Modelowania Matematycznego i Komputerowego (ICM) Uniwersytetu Warszawskie-
go postuzyty do wykonania obliczen prezentowanych w rozdziatach 3, 4, 5, 6 1 8. Klaster oparty
na procesorach Itanium 2 zainstalowany w osrodku obliczeniowym Uniwersytetu Marii Curie-
Sktodowskiej w Lublinie, w ramach projektu Clusterix - Krajowy Klaster Linuksowy, postuzyt
do wykonania obliczen prezentowanych w rozdziatach 4, 5, 6 i 8. Pozostaty sprzet informa-
tyczny wykorzystany do obliczen przedstawianych w niniejszej rozprawie jest zainstalowany
w Instytucie Matematyki UMCS w Lublinie.



1. METODY OPTYMALIZACJI PROGRAMOW DLA WSPOLCZESNYCH
ARCHITEKTUR KOMPUTEROWYCH

W pierwszym rozdziale przedstawimy krétki przeglad najistotniejszych zagadnieri zwigza-
nych ze wspoélczesnymi réwnolegtymi architekturami komputerowymi wykorzystywanymi do
obliczen naukowych oraz oméwimy najwazniejsze problemy zwigzane z dostosowaniem ko-
du Zrédlowego programéw w celu efektywnego wykorzystania mozliwosci oferowanych przez
wspotczesne komputery wektorowe, rownolegle oraz klastry komputerowe. Wigcej informacji
na te tematy mozna znalez¢ w ksiazkach [40, 44, 66, 68, 93]. Sformulujemy réwniez problem
liniowych obliczen rekurencyjnych oraz przedstawimy w skrdcie najwazniejsze, opisane w li-

teraturze, metody jego rozwigzania.

1.1. Réwnoleglo$¢ wewnatrz procesora i obliczenia wektorowe

Jednym z podstawowych mechanizméw stosowanych przy konstrukcji szybkich procesoréw
jest potokowos¢. Opiera si¢ on na prostym spostrzezeniu. W klasycznym modelu von Neuman-
na, procesor wykonuje kolejne rozkazy w cyklu pobierz—wykonaj. Kazdy cykl jest realizowany
w kilku etapach. Rozkaz jest pobierany z pamigci oraz dekodowany. Nastgpnie pobierane sg po-
trzebne argumenty rozkazu, jest on wykonywany, po czym wynik jest umieszczany w pamigci
lub rejestrze. Nastgpnie w podobny sposob przetwarzany jest kolejny rozkaz. W mechanizmie
potokowosci kazdy taki etap jest wykonywany przez oddzielny uktad (segment), ktéry dziata
réwnolegle z pozostatymi uktadami, odpowiedzialnymi za realizacj¢ innych etapéw. Wspdlny
zegar synchronizuje przekazywanie danych migdzy poszczegdlnymi segmentami, dostosowujac
czestotliwos$¢ do czasu dziatania najwolniejszego segmentu [68]. Zaktadajac, ze nie ma bezpo-
Sredniej zaleznoSci migdzy kolejnymi rozkazami, gdy pierwszy rozkaz jest dekodowany, w tym
samym czasie moze by¢ pobrany z pamigci nastgpny rozkaz. Nastgpnie, gdy realizowane jest
pobieranie argumentow pierwszego, jednoczesnie trwa dekodowanie drugiego i pobieranie ko-
lejnego rozkazu. W ten sposdb, jesli liczba etapéw wykonania pojedynczego rozkazu wynosi k
oraz za jednostke czasu przyjmiemy czas wykonania jednego etapu, woéwczas potokowe wyko-

nanie n rozkazow zajmie n + k — 1 zamiast k - n, jak miatoby to miejsce w klasycznym modelu



1.1. Roéwnolegtos¢ wewnatrz procesora i obliczenia wektorowe 13

von Neumanna. Gdy istnieje bezpoSrednia zalezno$¢ miedzy rozkazami (na przyktad w posta-
ci instrukcji skoku warunkowego), wowczas jest wybierana najbardziej prawdopodobna gataz
selekcji (mechanizm branch prediction [75]).

Idea potokowosci zostata dalej rozszerzona w kierunku mechanizmu wektorowosci. W ob-
liczeniach naukowych wigkszos$¢ dziatani wykonywanych jest na wektorach i macierzach. Za-
projektowano zatem specjalne potoki dla realizacji identycznych obliczen na catych wektorach
oraz zastosowano mechanizm faricuchowania (ang. chaining) potokéw, po raz pierwszy w kom-

puterze Cray-1. Przyktadowo, gdy wykonywana jest operacja postaci
y <y toax, (1.1)

wowczas jeden potok realizuje mnozenie wektora x przez liczbe a, drugi za$ dodaje wynik tego
mnozenia do wektora y, bez koniecznoS$ci oczekiwania na zakoniczenie obliczania posredniego
wyniku ax [32]. Co wigcej, lista rozkazéw procesoréw zawiera rozkazy operujace na danych
zapisanych w specjalnych rejestrach, zawierajacych pewna liczbg stow maszynowych stanowia-
cych elementy wektorow, a wykonanie takich rozkazéw odbywa si¢ przy uzyciu mechanizméw
potokowosci i taficuchowania. Takie procesory okresla si¢ mianem wektorowych [32]. Zwykle
sa one wyposazone w pewna liczbe jednostek wektorowych oraz jednostke skalarng realizujaca
obliczenia, ktére nie moga by¢ wykonane w sposéb wektorowy.

Realizujac idee rownoleglosci wewnatrz pojedynczego procesora na poziomie wykonywa-
nych réwnolegle rozkazow (ang. instruction-level parallelism) powstata koncepcja budowy pro-
cesorow superskalarnych [72, 70], wyposazonych w kilka jednostek arytmetyczno-logicznych
(ALU) oraz jedna lub wigcej jednostek realizujacych dziatania zmiennopozycyjne (FPU). Jed-
nostki obliczeniowe otrzymuja w tym samym cyklu do wykonania instrukcje pochodzace zwy-
kle z pojedynczego strumienia. Zalezno$¢ migdzy poszczegdlnymi instrukcjami jest sprawdza-
na dynamicznie w trakcie wykonania programu przez odpowiednie uktady procesora. Przykta-
dem procesora, w ktérym zrealizowano superskalarnos¢, jest PowerPC 970 firmy IBM.

Ciekawym pomystem taczacym ide¢ wektorowosci z uzyciem szybkich procesoréw ska-
larnych jest architektura ViVA (ang. Virtual Vector Architecture [79]) opracowana przez IBM.
Zaktada ona potaczenie oSmiu skalarnych procesoréw IBM Power5 w taki sposéb, aby mogly
dziata¢ jak pojedynczy procesor wektorowy o teoretycznej maksymalnej wydajnosci na pozio-
mie 60-80 Gflops. Architektura ViVA zostata wykorzystana przy budowie superkomputera ASC
Purple zainstalowanego w Lawrence Livermore National Laboratory, ktéry w listopadzie 2006
uplasowat si¢ na czwartym miejscu listy rankingowej TopS00 systeméw komputerowych o naj-
wigkszej mocy obliczeniowej na §wiecie [28]. Warto wspomnie¢, ze podobna ideg zastosowano

przy budowie superkomputera Cray X1, gdzie potaczono cztery procesory SSP (ang. single-
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streaming processor) w procesor MSP (ang. multi-streaming processor). Wigcej informacji na
temat architektury tego komputera zostanie podanych w podrozdziale 1.9.

Idea wektorowosci zostata wykorzystana w popularnych procesorach Intela, ktére poczaw-
szy od modelu Pentium III zostaly wyposazone w mechanizm SSE (ang. streaming SIMD exten-
sions [58, 57]), umozliwiajacy dziatanie na czteroelementowych wektorach liczb zmiennopozy-
cyjnych pojedynczej precyzji, przechowywanych w specjalnych 128-bitowych rejestrach (ang.
128-bit packed single-precision floating-point) za pomoca pojedynczych rozkazéw, co stano-
wi realizacj¢ koncepcji SIMD (ang. single instruction stream, multiple data stream) z klasyfi-
kacji maszyn cyfrowych wedtug Flynna [41]. Rysunek 1.1 pokazuje sposéb realizacji opera-
cji dodawania dwéch wektoréw czteroelementowych za pomoca rozkazéw SSE. W przypadku
dziatania na dtuzszych wektorach stosowana jest technika dzielenia wektoréw na czgsci czte-
roelementowe, ktére sa przetwarzane przy uzyciu rozkazéw SSE. Wprowadzono réwniez roz-
kazy umozliwiajace wskazywanie procesorowi koniecznosci zatadowania do pamigci podrgcz-
nej potrzebnych danych (ang. prefetching). Mechanizm SSE2, wprowadzony w procesorach
Pentium 4 oraz procesorach Athlon 64 firmy AMD, daje mozliwo$¢ operowania na wekto-
rach liczb zmiennopozycyjnych podwdjnej precyzji oraz liczb catkowitych przechowywanych
rowniez w 128-bitowych rejestrach. Dalsze rozszerzenia SSE3 1 SSE4 [60, 59] wprowadzone
odpowiednio w procesorach Pentium 4 Prescot oraz Core 2 Duo poszerzaja zestaw operacji
o arytmetyke na wektorach liczb zespolonych i nowe rozkazy do przetwarzania multimediow,
wspierajace przykltadowo obrobke formatow wideo. Uzycie rozkazéw z repertuaru SSE na og6t
znacznie przyspiesza dziatanie programu, gdyz zmniejsza si¢ liczba wykonywanych rozkazéw

w stosunku do liczby przetworzonych danych.

xmmO : x3 x2 x1 x0

+ + + +
xmml : y3 y2 yl yO
xmmO : x3+y3 x2+y2 xl+yl x0+y0

Rys. 1.1. Dodawanie wektoréw przy uzyciu rozkazu addps xmm0, xmm1
Fig. 1.1. Adding two vectors using the instruction addps xmm0, xmm1
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Rys. 1.2. Rozmieszczenie sktadowych tablicy w o§miu bankach pamigci

Fig. 1.2. Allocation of an array in the eight-way interleaved memory

1.2. Wykorzystanie pamigci komputera

A(40)

Kolejnym elementem architektury komputeréw, ktéry w znacznym stopniu decyduje o szyb-

kosci obliczen, jest system pamigci, obejmujacy zaréwno pamig¢c operacyjna, zewngtrzng oraz,

majaca kluczowe znaczenie dla osiagnigcia wysokiej wydajnosci obliczen, pamigé podrgczna.

1.2.1. Podziat pamieci na banki

Aby zapewni¢ szybka wspdlprace procesora z pamigcia, jest ona zwykle dzielona na banki,

ktorych liczba jest potega dwojki. Po kazdym odwotaniu do pamigci (odczyt lub zapis) bank

pamigci musi odczekaé pewna liczbe cykli zegara, zanim begdzie gotowy do obstugi nastgpnego

odwotania. Jesli dane sa pobierane z pamigci w ten sposéb, ze kolejne ich elementy znajduja

si¢ w kolejnych bankach pamigci, wowczas pamigc jest wykorzystywana optymalnie, co oczy-

wiscie wiaze si¢ z osigganiem pozadanej duzej efektywnos$ci wykonania programu.

Kompilatory jezykow programowania zwykle organizuja rozmieszczenie danych w pamigci

w ten sposob (ang. memory interleaving), ze kolejne elementy danych (najczesciej sktadowe ta-

blic) sa alokowane w kolejnych bankach pamigci (rysunek 1.2). Niewtasciwa organizacja prze-

twarzania danych umieszczonych w pamigci w ten wtasnie sposéb moze spowodowac znaczne
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spowolnienie dziatania programu. Rozwazmy przykladowo nastepujaca konstrukcje iteracyjna

napisana w jezyku Fortran.

do i=1,N,K
A(i)=A(i)+1

end do
Jesli sktadowe tablicy A przetwarzane sa kolejno (K=1), wowczas nie wystepuje oczekiwanie
procesora na pami¢é, gdyz aktualnie przetwarzane sktadowe znajduja si¢ w kolejnych ban-
kach pamigci. Jesli za$ przyktadowo K=4, wowczas beda przetwarzane kolejno sktadowe 2 (1),
A(5),A(9),A(11) itd. Zatem co druga sktadowa bedzie si¢ znajdowaé w tym samym banku.
Spowoduje to konflikt w dostgpie do bankéw pamigci, procesor bedzie musiat czekaé na pa-
migé, co w konsekwencji znacznie spowolni obliczenia. W praktyce, konflikty w dostgpie do
bankéw pamigci moga spowodowaé nawet siedmiokrotny wzrost czasu obliczen [34, 87, 88].
Nalezy zatem unikaé sytuacji, gdy warto$¢ zmiennej K bedzie wielokrotnoscia potegi liczby

dwa.

1.2.2. Pamigé podreczna

Kolejnym elementem architektury komputera, ktéry ma ogromny wptyw na szybkoS¢ wy-
konywania obliczen, jest pamig¢ podreczna (ang. cache memory). Jest to na ogot niewielka
rozmiarowo pamig¢C umieszczana migdzy procesorem a gldwna pamigcia operacyjna, charakte-
ryzujaca si¢ znacznie wigksza niz ona szybkoScia dziatania. W pamigci podrgcznej sktadowane
sa zaroOwno rozkazy, jak i dane, ktérych wykorzystanie przewiduja odpowiednie mechanizmy
procesora [96]. Nowoczesne systemy komputerowe maja przynajmniej dwa poziomy pamigci
podrgcznej. Rejestry procesora, poszczegdlne poziomy pamigci podrgcznej, pamigé operacyjna
1 pamigC zewnetrzna tworzg hierarchi¢ pamigci komputera. Ogélna zasada jest nastgpujaca: im
dalej od procesora, tym pamigé ma wigkszq pojemnosé¢, ale jest wolniejsza. Aby efektywnie
wykorzysta¢ hierarchi¢ pamigci, algorytmy powinny realizowa¢ koncepcj¢ lokalnosci danych
(ang. data locality). Pewna porcja danych powinna by¢ pobierana ,,w strong procesora”, czy-
li do mniejszej, ale szybszej pamigci. Nastgpnie, gdy dane znajduja si¢ w pamigci podrgczne;j
najblizej procesora, powinny by¢ realizowane na nich wszystkie konieczne i mozliwe do wyko-
nania na danym etapie dzialania programu. W optymalnym przypadku algorytm nie powinien
wigcej odwotywac sig¢ do tych danych. Koncepcj¢ lokalnosci danych najpelniej wykorzystano
przy projektowaniu blokowych wersji podstawowych algorytméw algebry liniowej w projekcie
ATLAS [127]. Pobieranie danych do pamigci podrgcznej ,,blizej procesora” jest zwykle realizo-
wane automatycznie przez odpowiednie uktady procesora, cho¢ lista rozkazéw procesora moze

by¢ wyposazona w odpowiednie rozkazy ,,powiadamiania” procesora o koniecznosci przesta-
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nia okreSlonego obszaru pamigci w strong¢ procesora, jak to ma miejsce w przypadku rozszerzen
SSE [58]. Dzigki temu, gdy potrzebne dane znajduja si¢ w pamigci podrgcznej pierwszego po-
ziomu, dany rozkaz bedzie méglt by¢ wykonany bez opdZnienia. W przypadku koniecznosci
tadowania danych z pamigci operacyjnej oczekiwanie moze trwac od kilkudziesigciu do kilku-
set cykli [57, rozdziat 6].

W przypadku obliczen na macierzach rzecza naturalng wydaje si¢ uzycie tablic dwuwy-
miarowych. Poszczegdlne sktadowe moga by¢ rozmieszczane wierszami (jezyki C/C++) albo
kolumnami (jezyk Fortran), jak przedstawiono na rysunku 1.3. Rozwazmy przyktadowo ma-

cierz

A=| : . | e rR™, (1.2)
Am1 ... Aupn

Przy rozmieszczeniu elementéw kolumnami istotny jest parametr LDA (ang. leading dimension
of array), okreSlajacy liczbg wierszy tablicy dwuwymiarowej, w ktérej przechowywana jest ma-
cierz (1.2). Zwykle przyjmuje si¢ LDA = m, cho¢ w pewnych przypadkach z uwagi na mozliwe
lepsze wykorzystanie pamigci podrgcznej, korzystniej jest zwigkszy¢ wiodacy rozmiar tablicy
(ang. leading dimension padding), przyjmujac za LDA liczbg¢ nieparzysta wigksza niz m [67], co
oczywiscie wiaze si¢ z koniecznoS$cig alokacji wigkszej iloSci pamigci dla tablic przechowuja-
cych dane programu.

W pewnych przypadkach uzycie tablic dwuwymiarowych moze si¢ wiazaé z wystgpowa-
niem zjawiska braku potrzebnych danych w pamigci podrecznej (ang. cache miss). llustruje
to rysunek 1.4. Przypusémy, ze elementy tablicy dwuwymiarowej rozmieszczane s kolumna-
mi (ang. column major storage), a w pewnym algorytmie elementy macierzy sa przetwarzane
wierszami. Gdy program odwotuje si¢ do pierwszej sktadowej w pierwszym wierszu, wowczas
do pamigci podrgcznej tadowany jest blok kolejnych stéw z pamigci operacyjnej (ang. cache
line), zawierajacy potrzebny element. Niestety, gdy nastgpnie program odwotuje si¢ do drugiej
sktadowej w tym wierszu, nie znajduje si¢ ona w pamigci podrecznej. Gdy rozmiar bloku ta-
dowanego do pamigci podrgcznej jest mniejszy od liczby wierszy, przetwarzanie tablicy moze
wiazaé si¢ ze stabym wykorzystaniem pamigci podrecznej (duza liczba cache miss). Latwo za-
uwazy¢, ze zmiana porzadku przetwarzania tablicy na kolumnowy znacznie poprawi efektyw-
nos¢, gdyz wigkszo$¢ potrzebnych sktadowych tablicy bedzie si¢ znajdowa¢ w odpowiednim
momencie w pamigci podrgcznej (ang. cache hit). Trzeba jednak zaznaczyc, ze taka zmiana
porzadku przetwarzania sktadowych tablicy (ang. loop interchange) nie zawsze jest mozliwa.

Algorytmy, ktore zostana opisane w rozdziatach 2 1 3, wymagaja przetwarzania tablic zarow-



18 1. Metody optymalizacji programéw dla wspoétczesnych architektur komputerowych

no wierszami, jak 1 kolumnami, a zatem ewentualna zamiana porzadku nie przyniesie poprawy

wykorzystania pamigci podreczne;.

10 18 26 34 42 50 58 66 74
11 19 27 35 43 51 59 67 75
12 20 28 36 44 52 60 68 76
13 21 29 37 45 53 61 69 77
14 22 30 38 46 54 62 70 78
15 23 31 39 47 55 63 71 79

* * * * * * * * *

* 1o O W IN

Rys. 1.3. Kolumnowe rozmieszczenie sktadowych tablicy dwuwymiarowej 7 X 10 dla LDA=8
Fig. 1.3. Standard column major storage of a 7 X 10 array with LDA=8

przetwarzanie danych

> blok danych (cache line)

Rys. 1.4. Zjawisko cache miss przy rozmieszczeniu kolumnowym

Fig. 1.4. Cache miss in the standard column major storage

1.2.3. Nowe sposoby reprezentacji macierzy

W celu ograniczenia opisanych w poprzednim punkcie niekorzystnych zjawisk, zwiazanych
ze stosowaniem tablic dwuwymiarowych, zaproponowano nowe sposoby reprezentacji macie-
rzy [47, 48], ktére prowadza do konstrukcji bardzo szybkich algorytméw [39]. Podstawowa

1dea nowego sposobu jest podziat macierzy na bloki wedtug nastgpujacego schematu
A11 e A]ng
A= : : e R™". (1.3)
Am 1 .- Am n
8 88
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Kazdy blok A;; jest sktadowany w postaci kwadratowego bloku o rozmiarze n;, X n,, w ten
sposob, aby zajmowatl zwarty obszar pamigci operacyjnej, co pokazuje rysunek 1.5. Oczywi-
Scie w przypadku, gdy liczby wierszy i kolumn nie dzieli si¢ przez n;,, wéwczas dolne i prawe
skrajne bloki macierzy nie sa kwadratowe. Rozmiar bloku n;, powinien by¢ tak dobrany, aby
caty blok mégt zmiescic sig w pamigci podrgcznej pierwszego poziomu. Dzigki temu pamigé
podrgczna moze by¢ wykorzystana znacznie bardziej efektywnie, oczywiscie pod warunkiem,
ze algorytm jest ukierunkowany na przetwarzanie poszczegdlnych blokéw macierzy. Wyma-
ga to odpowiedniej konstrukcji algorytmu, ale pozwala na bardzo dobre wykorzystanie mocy
obliczeniowej procesora [47]. Postuluje si¢ réwniez implementacj¢ wsparcia nowych sposo-
béw reprezentacji na poziomie kompilatora, co znacznie utatwitoby konstrukcje efektywnych

i szybkich algorytméw [39].

Rys. 1.5. Nowy blokowy sposéb reprezentacji macierzy
Fig. 1.5. New square blocked full data format

-

MG -k

R,

Rys. 1.6. Nowy blokowy sposéb rozmieszczenia sktadowych w czterowymiarowej tablicy

Fig. 1.6. Square blocked data format in a four dimensional array
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Najdogodniejszym sposobem implementacji nowego sposobu reprezentacji macierzy sa ta-
blice wielowymiarowe. Rysunek 1.6 pokazuje sposéb uzycia tablic o czterech wymiarach w je-
zyku Fortran. Symbol X wskazuje sktadowa A (i, j,k, 1) o lokalnych wspétrzednych (i, j)
w bloku A; ;. W podrozdziale 5.4 podamy przyktad wykorzystania nowego sposobu reprezen-

tacji macierzy dla obliczania wartosci filtra rekurencyjnego.

1.3. Komputery réwnolegle i klastry

Istnieje wiele klasyfikacji komputeréw réwnoleglych (wyposazonych w wigcej niz jeden
procesor). W naszych rozwazaniach bgdziemy zajmowaé si¢ maszynami pasujacymi do mode-
lu MIMD (ang. multiple instruction stream, multiple data stream) wedlug klasyfikacji Flynna
[41], ktéry to model obejmuje wigkszo$¢ wspétczesnych komputeréw wieloprocesorowych.
Z punktu widzenia programisty najistotniejszy bedzie jednak dalszy podzial wynikajacy z typu
zastosowanej pamigci (rysunek 1.7). Bedziemy zatem zajmowaé si¢ komputerami wielopro-
cesorowymi wyposazonymi we wspolng pami¢é (ang. shared memory), gdzie kazdy procesor
bedzie mégt adresowaé dowolny fragment pamigci, oraz komputerami z pamigcig rozproszona,

ktére charakteryzuja si¢ brakiem realizowanej fizycznie wspdlnej przestrzeni adresowe;.

cache cache cache cache

R N S

SRR e A En R ESRED

, N T S

interconnection network
Py Py Py P3
I ‘

interconnection network

Rys. 1.7. Komputery klasy MIMD z pamigcia wspdlna i rozproszona
Fig. 1.7. MIMD computers with shared and distributed memory

1.3.1. Komputery z pamigciq wspolnq

W tym modelu liczba procesoréw bgdzie na ogét niewielka, przy czym poszczegdlne pro-
cesory moga by¢ wektorowe. Systemy takie charakteryzuja si¢ jednolitym (ang. uniform me-

mory access, UMA) 1 szybkim dostgpem procesoréow do pamigci i w konsekwencji krotkim
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czasem synchronizacji i komunikacji migdzy procesorami, cho¢ préba jednoczesnego dostgpu
procesoréw do modutéw pamigci moze spowodowac ograniczenie tej szybkosci. Aby zmini-
malizowac to niekorzystne zjawisko, procesory uzyskuja dostep do modutéw pamigci poprzez
statyczng lub dynamiczng sie¢ polaczen (ang. interconnection network). Moze mie¢ ona po-
sta¢ magistrali (ang. shared bus) lub przetacznicy krzyzowej (ang. crossbar switch). Mozliwa
jest tez konstrukcja uktadéw logicznych przetacznicy we wnetrzu modutéw pamigci (pamigé
wieloportowa, ang. multiport memory) badz tez budowa wielostopniowych sieci potaczen (ang.
multistage networks). Wigcej informacji na ten temat mozna znalez¢ w ksiazce [68].

Trzeba podkreslié, ze w tym modelu kluczowe dla efektywnoSci staje si¢ wlasciwe wyko-
rzystanie pamigci podrecznej. Dzigki temu procesor, odwotujac si¢ do modutu pamigci zawie-
rajacego potrzebne dane, pobierze wigksza ich ilos¢ do pamigci podrgcznej, a nastgpnie bedzie
mogt przetwarzaé je bez koniecznosci odwotywania si¢ do pamigci operacyjnej. Wiaze si¢ to
rowniez z konieczno$cia zapewnienia spojnosci pamigci podrecznej (ang. cache coherence),
gdyz pewne procesory moga jednoczesnie modyfikowac te same obszary pamigci operacyjnej
przechowywane w swoich pamigciach podrecznych, co wymaga uzycia odpowiedniego pro-
tokotu uzgadniania zawartoSci. Zwykle jest to realizowane sprzgtowo [44, podrozdziat 2.4.6].
Zadanie mozliwie r6wnomiernego obcigzenia procesorow praca jest jednym z zadan systemu
operacyjnego i moze by¢ realizowane poprzez mechanizmy wielowatkowosci, co jest okreSlane

mianem symetrycznego wieloprzetwarzania [66] (ang. symmetric multiprocessing — SMP).

1.3.2. Komputery 7 pamigciq rozproszonq

Drugim rodzajem maszyn wieloprocesorowych beda komputery z pamigciq fizycznie roz-
proszonq (ang. distributed memory), charakteryzujace si¢ brakiem realizowanej fizycznie wspol-
nej przestrzeni adresowej. W tym przypadku procesory beda wyposazone w system pamigci
lokalnej (obejmujacy réwniez pamigé podrgczng) oraz potaczone ze sobg za pomoca sieci po-
faczen. Najbardziej powszechnymi topologiami takiej sieci sa pierScien, siatka, drzewo oraz
hiperszescian (ang. n-cube), szczegblnie wazny z uwagi na mozliwos$¢ zanurzenia w nim in-
nych wykorzystywanych topologii sieci potaczen. Do tego modelu bedziemy réwniez zaliczaé
klastry budowane z r6znych komputeréw (niekoniecznie identycznych) potaczonych siecia (np.
Ethernet, Myrinet, InfiniBand).

Komputery wieloprocesorowe budowane obecnie zawieraja czgsto oba rodzaje pamigci.
Przyktadem jest Cray X1 [83] sktadajacy si¢ z weztow obliczeniowych zawierajacych cztery
procesory MSP, ktére maja dostep do pamigci wspdlnej. Poszczegllne wezly sa ze soba po-
taczone szybka magistrala 1 nie wystgpuje wspdlna dla wszystkich procesoréw, realizowana

fizycznie, przestrzen adresowa. Podobng budowg maja klastry wyposazone w wieloprocesoro-
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we wezly SMP, gdzie najczesciej kazdy wezet jest dwuprocesorowym lub czteroprocesorowym
komputerem.

Systemy komputerowe z pamigcia rozproszona moga udostepnia¢ uzytkownikom logicznie
spdjna przestrzen adresowa, podzielong na pamigci lokalne poszczegdlnych procesoréw, imple-
mentowang sprz¢towo badZ programowo. Kazdy procesor moze uzyskiwaé dostep do fragmentu
wspolnej przestrzeni adresowej, ktory jest alokowany w jego pamigci lokalnej, znacznie szyb-
ciej niz do pamigci, ktéra fizycznie znajduje si¢ na innym procesorze. Architektury tego typu
okresla si¢ mianem NUMA (ang. non-uniform memory access). Bardziej ztozonym mechani-
zmem jest cc-NUMA (ang. cache coherent NUMA), gdzie stosuje si¢ protokoty uzgadniania

zawarto$ci pamigci podrgcznej poszczegdlnych procesorow [44, 66].

1.3.3. Procesory wielordzeniowe

W ostatnich latach ogromng popularnos$¢ zdobyty procesory wielordzeniowe, ktérych poja-
wienie si¢ stanowi wyzwanie dla twércow oprogramowania [14, 71]. Konstrukcja takich pro-
cesorOw polega na umieszczaniu w ramach pojedynczego pakietu, majacego posta¢ uktadu
scalonego, wigcej niz jednego rdzenia (ang. core), logicznie stanowigcego oddzielny procesor.
Aktualnie (wiosna 2008) dominuja procesory dwurdzeniowe (ang. dual-core) oraz czterordze-
niowe (ang. quad-core) konstrukcji firmy Intel oraz AMD, cho¢ na rynku dostgpne sa réwniez
procesory o§miordzeniowe (procesor Cell zaprojektowany wspdlnie przez firmy Sony, Toshiba
1 IBM). Poszczegdllne rdzenie maja wilasng pamig¢ podrgczng pierwszego poziomu, ale mo-
ga mie¢ wspdlna pamie¢ podreczng poziomu drugiego (Intel Core 2 Duo, Cell). Dzigki takiej
filozofii konstrukcji procesory charakteryzuja si¢ znacznie efektywniejszym wykorzystaniem
pamigci podrecznej 1 szybszym zapewnianiem jej spojnosci w ramach procesora wielordzenio-
wego. Dodatkowym atutem procesoréw multicore jest mniejszy pobor energii niz w przypadku
identycznej liczby procesoréw ,tradycyjnych”.

Efektywne wykorzystanie procesorow wielordzeniowych wiaze si¢ zatem z koniecznoscia
opracowania algorytméw rownolegltych, szczegdlnie dobrze wykorzystujacych pamigé pod-
reczna. W pracy [49] wykazano, ze w przypadku obliczef z zakresu algebry liniowej szcze-
g6lnie dobre wyniki daje wykorzystanie nowych sposobow reprezentacji macierzy opisanych

w podrozdziale 1.2.3, co zostanie réwniez pokazane w podrozdziale 5.4.

1.4. Optymalizacja uwzgledniajaca rézne aspekty architektur

Wykorzystanie mechanizméw oferowanych przez wspoétczesne komputery mozliwe jest dzig-

ki zastosowaniu kompilatoréw optymalizujacych kod pod katem wiasnosci danej architektury.
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Przedstawimy teraz skrétowo rodzaje takiej optymalizacji. Trzeba jednak podkresli¢, ze zado-
walajaco dobre wykorzystanie wtasnosci architektur komputerowych jest mozliwe po uwzgled-
nieniu tak zwanego fundamentalnego tréjkata algorytmy—sprzet—kompilatory (ang. algorithms—
hardware—compilers [39]), co w praktyce oznacza konieczno$¢ opracowania odpowiednich al-

gorytmow.

1.4.1. Optymalizacja maszynowa i skalarna

Podstawowymi rodzajami optymalizacji kodu oferowanymi przez kompilatory jest zalezna
od architektury komputera optymalizacja maszynowa oraz niezalezna sprzgtowo optymalizacja
skalarna [2, 3]. Pierwszy rodzaj dotyczy wilasciwego wykorzystania architektury oraz specy-
ficznej listy rozkazéw procesora. W ramach optymalizacji skalarnej zwykle rozrdznia si¢ dwa
typy: optymalizacje¢ lokalng w ramach blokéw sktadajacych si¢ wylacznie z instrukcji prostych
bez instrukcji warunkowych oraz optymalizacj¢ globalng obejmujaca kod catego podprogramu.
Optymalizacja lokalna wykorzystuje techniki, takie jak eliminacja nadmiarowych podstawien,
propagacja stalych, eliminacja wspdlnych czgsci kodu oraz nadmiarowych wyrazen, uprasz-
czanie wyrazen. Optymalizacja globalna wykorzystuje podobne techniki, ale w obrebie catych
podprograméw. Dodatkowo wazna technika jest przemieszczanie fragmentéw kodu. Przykta-

dowo rozwazmy nastgpujaca instrukcje iteracyjna.

do i=1,N
a(i)=i*(l+b) * (c+d)
end do

Wyrazenie (1+b) « (c+d) jest obliczane przy kazdej iteracji petli, dajac za kazdym razem iden-
tyczny wynik. Kompilator zastosuje przemieszczenie fragmentu kodu przed petlg, co da naste-
pujaca postaé powyzszej instrukcji iteracyjne;j.

templ=(1l+b) * (c+d)

do i=1,N

a(i)=ixtempl
end do

Zatem, optymalizacja skalarna bedzie redukowac liczbg odwotan do pamigci i zmniejszaé liczbe

1 czas wykonywania operacji, co powinno spowodowac szybsze dziatanie programu.

1.4.2. Optymalizacja wektorowa i rownolegta

W przypadku procesoréw wektorowych oraz procesoréw oferujacych podobne rozszerze-
nia (jak na przykiad SSE) najwigkszy przyrost wydajnosci uzyskuje si¢ dzigki optymalizacji

wektorowej oraz rownoleglej (zorientowanej na wykorzystanie wielu procesoréw), o ile tylko
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posta¢ kodu Zrédtowego na to pozwala. Konstrukcjami, ktére sa bardzo dobrze wektoryzowa-
ne, to petle realizujace przetwarzanie tablic w ten sposob, ze poszczegdlne itaracje petli sa
od siebie niezalezne. W prostych przypadkach uniemozliwiajacych bezposrednia wektoryza-
cje stosowane sa odpowiednie techniki przeksztatcania kodu Zrédtowego [130]. Nalezy do nich
usuwanie instrukcji warunkowych z wnetrza petli, ich rozdzielanie, czy tez przenoszenie poza
petle przypadkow skrajnych. Niestety, w wielu przypadkach nie istnieja bezposrednie proste
metody przeksztalcania kodu Zrédtowego w ten sposéb, by mozliwa byta wektoryzacja petli.

Jako przyktad rozwazmy nastgpujacy prosty fragment kodu Zrédtowego.

do i=1,n-1
a(i+l)=a (i) +b (1)
end do

Do obliczenia wartosci kazdej nastgpnej sktadowej tablicy jest wykorzystywana obliczona wcze-
$niej warto$¢ poprzedniej sktadowej. Taka pegtla nie moze by¢ automatycznie zwektoryzowana
i tym bardziej zréwnoleglona. Zatem wykonanie konstrukcji tego typu bgdzie si¢ odbywato bez
udziatu jednostek wektorowych i na ogét przebiegato z bardzo niewielka wydajnosScia obliczen.
W przypadku popularnych procesoréow bgdzie to zaledwie okoto 10% maksymalnej wydajnosci,
w przypadku za$ procesoréw wektorowych znacznie mniej. Z drugiej strony, fragmenty progra-
méw wykonywane z niewielka wydajnoscia znacznie obnizaja wypadkowa wydajnosc¢ obliczef,
co zostanie doktadnie oméwione w podrozdziale 1.6.1. W pracy [83] zawarto nawet sugestig, ze
w przypadku programéw z dominujacymi fragmentami skalarnymi nalezy rozwazy¢ rezygna-
cje z uzycia superkomputera Cray X1, gdyz takie programy beda w stanie wykorzystac jedynie
znikomy utamek maksymalnej teoretycznej wydajnoSci pojedynczego procesora.

Dzigki automatycznej optymalizacji rownolegltej mozliwe jest wykorzystanie wielu proce-
soréw w komputerze. Instrukcje programu sa dzielone na watki (ciagi instrukcji wykonywanych
na pojedynczych procesorach), ktére moga by¢ wykonywane réwnolegle (jednoczesnie). Zwy-
kle na watki dzielona jest pula iteracji petli. Optymalizacja rownolegla jest czgsto stosowana
w potaczeniu z optymalizacja wektorowa. Petle wewngtrzne sa wektoryzowane, zewnegtrzne

za$ zrownoleglane.

1.5. Programowanie rownolegte

Istnieje kilka ukierunkowanych na mozliwie petne wykorzystanie oferowanej mocy oblicze-
niowej metodologii tworzenia oprogramowania na komputery réwnolegte. Do wazniejszych na-
lezy zaliczy¢ zastosowanie kompilatorow optymalizujacych [3, 128, 130], ktére moga dokonac
optymalizacji kodu na poziomie jezyka maszynowego (optymalizacja maszynowa) oraz uzytego

jezyka programowania wysokiego poziomu (optymalizacja skalarna, wektorowa i rownolegta).
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Niestety, taka automatyczna optymalizacja pod katem wieloprocesorowosci zastosowana do ty-
powych programéw, ktére implementuja klasyczne algorytmy, na ogét nie daje zadowalajacych
rezultatow.

Zwykle konieczne staje si¢ rozwazenie czterech aspektéw tworzenia efektywnych progra-

mow na komputery rownolegle [40, rozdziat 3.2], [44].

1. Identyfikacja rownolegtosci obliczer polegajaca na wskazaniu fragmentéw algorytmu lub
kodu, ktére moga by¢ wykonywane réwnolegle, dajac przy kazdym wykonaniu programu

ten sam wynik obliczen jak w przypadku programu sekwencyjnego.

2. Wybor strategii dekompozycji programu na cze$ci wykonywane réwnolegle. Mozliwe sa
dwie zasadnicze strategie: rownolegtos¢ zadan (ang. task parallelism), gdzie podstawe
analizy stanowi graf zaleznosci migdzy poszczegélnymi (na ogét) réznymi funkcjonalnie
zadaniami obliczeniowymi oraz rownolegtos¢ danych (ang. data parallelism), gdzie po-
szczegblne wykonywane rownolegle zadania obliczeniowe dotycza podobnych operacji

wykonywanych na r6znych danych.

3. Wybor modelu programowania, ktéry determinuje wyb6r konkretnego jezyka programo-
wania wspierajacego rownolegtos¢ obliczen oraz Srodowiska wykonania programu. Jest
on dokonywany w zaleznosci od konkretnej architektury komputerowej, ktéra ma by¢
uzyta do obliczen. Zatem, mozliwe sa dwa gtéwne modele: pierwszy wykorzystujacy
pamig¢ wspdlng oraz drugi, oparty na wymianie komunikatéw (ang. message-passing),

gdzie nie zaktada si¢ istnienia wspdlnej pamigci dostgpnej dla wszystkich procesorow.

4. Styl implementacji rownolegtosci w programie, wynikajacy z przyjetej wczesniej strategii
dekompozycji oraz modelu programowania (przyktadowo zréwnoleglanie petli, progra-

mowanie zadan rekursywnych badZ model SPMD).

Przy programowaniu komputeréw réwnolegtych z pamigcia wspdlng wykorzystuje si¢ naj-
czesciej jezyki programowania Fortran 1 C/C++, ze wsparciem dla OpenMP [17]. Jest to stan-
dard definiujacy zestaw dyrektyw oraz kilku funkcji bibliotecznych, umozliwiajacy specyfika-
cje réwnolegtosci wykonania poszczegdlnych fragmentéw programu oraz synchronizacje wielu
watkow dziatajacych réwnolegle. Zréwnoleglanie mozliwe jest na poziomie petli oraz poszcze-
g6Inych fragmentéw kodu (sekcji). Komunikacja migdzy watkami odbywa si¢ poprzez wspdlna
pamigC. Istnieje rowniez mozliwos¢ specyfikowania operacji atomowych. Program rozpoczyna
dziatanie jako pojedynczy watek. W miejscu specyfikacji réwnoleglosci (za pomoca odpowied-

nich dyrektyw definiujacych region réwnolegty) nastepuje rozdzielenie watku gtéwnego na gru-



26 1. Metody optymalizacji programéw dla wspoétczesnych architektur komputerowych

pe watkéw dziatajacych réwnolegle az do miejsca ztaczenia. W programie moze wystapic¢ wiele

regiondw réwnolegtych.

b-a)/n

h=(
s=0.0

! region rdéwnolegty - petla

!Somp parallel do reduction(+:s)
do i=1,n-1
s=s+f (a+ixh)
end do
!'Somp end parallel do

s=hx* (s+0.5* (f(a)+£(b)))

Rys. 1.8. Obliczenia wedtug wzoru (1.4) przy uzyciu OpenMP
Fig. 1.8. Computing of (1.4) using OpenMP

Architektury wieloprocesorowe z pamigcia rozproszong programuje si¢ zwykle wykorzy-
stujac Srodowisko MPI (ang. Message Passing Interface [85]), wspierajace model programu
typu SPMD (ang. Single Program, Multiple Data) lub powoli wychodzace z uzycia Srodowisko
PVM (ang. Parallel Virtual Machine [37]). Program SPMD w MPI zaktada wykonanie pojedyn-
czej instancji programu (procesu) na kazdym procesorze bioracym udzial w obliczeniach [61].
Standard MPI definiuje zbiér funkcji umozliwiajacych programowanie réwnolegle za pomoca
wymiany komunikatéw (ang. message-passing). Oprocz funkcji ogélnego przeznaczenia inicju-
jacych i koficzacych pracg procesu w Srodowisku réwnoleglym, najwazniejsza grupg stanowia
funkcje przesytania danych migdzy procesami. Wyrdznia si¢ tu komunikacj¢ migdzy dwoma
procesami (ang. point-to-point) oraz komunikacj¢ strukturalng w ramach grupy watkéw (tak
zwang komunikacj¢ kolektywna oraz operacje redukcyjne). W przypadku komunikacji point-
to-point uzywa si¢ komplementarnych operacji send i receive odpowiadajacych blokujacemu
wysytaniu wiadomosci i blokujacemu odbiorowi. Operacja send powoduje wstrzymanie proce-
su wywotujacego do momentu zwolnienia bufora, a operacja receive wstrzymanie do momentu
dotarcia danych do bufora procesu wywotujacego.

Rysunki 1.8 i 1.9 pokazuja przyktadowa realizacj¢ obliczania przyblizonej wartosci catki

oznaczonej na podstawie wzoru zlozonego trapezéw [65, rozdziat 7]:

b 1 1
f fodx ~ h(if(xo) + )+ fn) + Ef(xn)) (1.4)
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! zainicjowanie $rodowiska MPI
call MPI_INIT( ierr )
! pobranie wtasnego numeru i liczby procesdéw

call MPI_COMM_RANK( MPI_COMM_WORLD, myid, ierr )
call MPI_COMM_SIZE( MPI_COMM_WORLD, numprocs, ierr )

! proces 0 pobiera n
if (myid .eqg. 0) then
read (*,*) n
endif
! operacja kolektywna - rozestanie n do wszystkich procesdéw

call MPI_BCAST(n,1,MPI_INTEGER,0,MPI_COMM_WORLD, ierr)

! obliczenia lokalne
h = (b-a)/n

s = 0.0

do i = myid+l, n-1, numprocs
s = s + f(a+i*h)

end do

! operacja redukcyjna - wyznaczenie sumy obliczonych sum
! czesciowych

call MPI_REDUCE (s, sum,1l,MPI_DOUBLE_PRECISION,MPI_SUM, 0,
$ MPI_COMM_WORLD, ierr)

! proces 0 wyznacza ostateczna wartosé
if (myid .eqg. 0) then
sum = h = (sum + 0.5 x (f(a) + f£(b)))
endif

! koniec pracy w ramach $rodowiska MPI

call MPI_FINALIZE (ierr)

Rys. 1.9. Obliczenia wedtug wzoru (1.4) przy uzyciu MPI
Fig. 1.9. Computing of (1.4) using MPI
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gdzie h = (b —a)/n, x;, = a+ihdlai = 0,1,...,n, w postaci petli zrbwnoleglonej przy
uzyciu OpenMP oraz programu MPI w stylu SPMD. Dalsze przyktady oraz specyficzne cechy
programowania rownolegtego przy uzyciu OpenMP 1 MPI mozna znalez¢ w ksiazce [95].

Programowanie algorytméw numerycznych przy uzyciu MPI moze by¢ znacznie uprosz-
czone dzigki zastosowaniu biblioteki BLACS (ang. Basic Linear Algebra Communication Sub-
routines [38]) zbudowanej na bazie MPI. BLACS pozwala na logiczna organizacj¢ procesow
w postaci dwuwymiarowej siatki P X Q, gdzie kazdy proces jest identyfikowany para wspot-
rzgdnych (p,q), p = 0,...,P -1, = 0,...,0 — 1. Wymiana komunikatéw moze dotyczy¢
pary procesOw (nadawca i odbiorca) badZ tez obejmowaé wiersz, kolumng lub calg siatke (je-
den nadawca 1 wielu odbiorcéw). Podstawowym strukturalnym typem przesytanych informacji
jest blok tablicy dwuwymiarowej (prostokatny, o ksztalcie trapezu lub tréjkatny). Oprocz te-
go dostgpne sa podprogramy do inicjowania siatki oraz odczytywania informacji o procesach
w ramach siatki. Rysunek 1.10 pokazuje szkielet programu SPMD napisany przy uzyciu ope-
racji z biblioteki BLACS, w ktérym N proceséw jest zorganizowanych w postaci siatki P X Q,
gdzie N =P - Q.

! odczytanie informaciji o wilasnym numerze
! oraz liczbie procesdéw

call blacs_pinfo(iam,nprocs)
! inicjowanie sieci PxQ
call blacs_get (0,0, cntx)

call blacs_gridinit (cntx,’C’,P,Q)

! bariera - oczekiwanie na wszystkie procesy
call blacs_barrier (cntx,"A’)
! koniec dziatania w ramach BLACS-a

call blacs_exit (0)

Rys. 1.10. Organizacja dwuwymiarowej siatki proceséw przy uzyciu BLACS-a
Fig. 1.10. Two-dimmensional process grid with BLACS

Innymi mniej popularnymi narzgdziami programowania komputeréw z pamigcia rozproszo-
ng sa jezyki Co-array Fortran (w skréocie CAF [40, podrozdziat 12.4]) oraz Unified Parallel C

(w skrocie UPC [22]). Oba rozszerzaja standardowe jezyki Fortran 1 C o mechanizmy umoz-
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liwiajace programowanie réwnolegte. Podobnie jak MPI, CAF zaklada wykonanie programu
w wielu kopiach (obrazach, ang. images) posiadajacych swoje wlasne dane. Poszczeg6lne ob-
razy moga si¢ odwotywac do danych innych obrazéw, bez konieczno$ci jawnego uzycia operacji
przesytania komunikatéw, umieszczajac przy odwotaniu do zmiennej wtasciwy numer obrazu
w nawiasach kwadratowych. Przyktadowo, rozestanie wartoSci zmiennej do wszystkich obra-
zO6w moze by¢ zrealizowane jedng prosta instrukcja przypisania o postaci y [ : ] =x. Oczywiscie
CAF posiada réwniez mechanizmy synchronizacji dzialania obrazéw.

Jezyk UPC, podobnie jak MPI oraz CAF, zaklada wykonanie programu, opierajac si¢ na
modelu SPMD. Rozszerza standard C o mechanizmy definiowania danych we wspdlnej prze-
strzeni adresowej, ktora fizycznie jest alokowana porcjami w pamigciach lokalnych poszczeg6l-
nych proceséw i umozliwia dostep do nich bez koniecznoSci jawnego uzycia funkcji przesyta-
nia komunikatéw. W ramach UPC zdefiniowano nowa konstrukcj¢ upc_forall rozszerzajaca
funkcjonalno$¢ standardowej petli for jezyka C. Nakazuje ona wykonanie pgtli przez grupg

watkoéw. Przyktadowo, petla o postaci
upc_forall (i=0;i<n;i++;1) {

}

bedzie wykonana w ten sposéb, ze iteracja dla wartosci zmiennej sterujacej rownej i bedzie wy-
konana przez watek o numerze i $THREADS, gdzie poszczegdlne watki sa numerowane od zera
do wartoSci THREADS-1. W przypadku bardziej skomplikowanym, ostatni parametr instrukcji
upc_forall moze by¢ referencja do miejsca w pamieci wspdlnej. Przyktadowo, kazda i-ta
iteracja petli

upc_forall (i=0;i<n;i++;6&x[1]) |
x[1]++;
}
bedzie wykonywana przez ten watek, w ktérego pamigci lokalnej jest alokowana dana sktadowa
x[1i].

Jak wykazemy w punkcie 1.7, aktualnie jedna z najbardziej obiecujacych metod konstrukcji
bardzo szybkich algorytméw blokowych (operujacych na macierzach), ktére wykorzystywaty-
by w duzym stopniu mozliwosci wspdlczesnych procesoréw, jest zastosowanie do ich konstruk-
cji podprogramoéw z biblioteki BLAS, ktére umozliwiaja efektywne wykorzystanie hierarchii
pamigci [24, 63] i zapewniaja przeno$nos¢ kodu migdzy réznymi architekturami [7, 35]. Podej-
Scie to zostalo z sukcesem zastosowane przy konstrukcji biblioteki LAPACK [4], zawierajacej
zestaw podprograméw rozwiazujacych typowe zagadnienia algebry liniowej (rozwiazywanie

uktadéw réwnati liniowych o macierzach petnych i pasmowych oraz algebraiczne zagadnienie
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wilasne), jej rownoleglego odpowiednika — bliblioteki PLAPACK [122], zawierajacej rowno-
leglte wersje algorytmow algebry liniowej oraz biblioteki ScaLAPACK [12, 55], zawierajacej
podprogramy realizujace najwazniejsze algorytmy algebry liniowej — odpowiednik biblioteki

LAPACK dla srodowiska rozproszonego.

1.6. Podstawowa analiza wydajnosci obliczeniowej wspélczesnych komputeréow

Podstawowa miarg charakteryzujaca wykonanie programu na komputerze jest czas obliczen.
Stosowane techniki optymalizacji ,,rgcznej”, gdzie dostosowuje si¢ program do danej architek-
tury komputera poprzez wprowadzenie zmian w kodzie Zrédtowym, badzZ tez opracowanie no-
wego algorytmu dla danego typu architektury komputera maja na celu skrécenie czasu dziatania
programu. W konsekwencji mozliwe jest rozwiazywanie w pewnym, akceptowalnym dla uzyt-
kownika czasie probleméw o wigkszych rozmiarach lub tez w przypadku obliczefi numerycz-
nych uzyskiwanie wigkszej doktadnosci wynikéw, na przyktad poprzez zageszczenie podziatu
siatki lub wykonanie wigkszej liczby iteracji danej metody. Jednakze operowanie bezwzgled-
nymi czasami wykonania poszczegélnych programéw badz tez ich fragmentéw realizujacych
konkretne algorytmy moze nie odzwierciedla¢ w wystarczajacym stopniu zysku czasowego,
jaki uzyskuje si¢ dzigki optymalizacji. Stad wygodniej jest postugiwac si¢ terminem przyspie-
szenie (ang. speedup), pokazujacym, ile razy szybciej dziala program (lub jego fragment reali-
zujacy konkretny algorytm) zoptymalizowany na konkretna architekturg komputera wzglgdem
pewnego programu uznanego za punkt odniesienia. Podamy teraz za ksiazkami [66], [84] oraz

[32] najwazniejsze pojecia z tym zwigzane.
Definicja 1.1 ([66]). Przyspieszeniem bezwzglednym algorytmu rownolegtego nazywamy wiel-
kos¢

s* =L (1.5)

gdzie t¥ jest czasem wykonania najlepszej realizacji algorytmu sekwencyjnego, a t, czasem

dziatania algorytmu rownolegtego na p procesorach.

Czesto wielkoS¢ ¢ nie jest znana, a zatem w praktyce uzywa si¢ réwniez innej definicji przy-

spieszenia.

Definicja 1.2 ([66]). Przyspieszeniem wzglednym algorytmu rownolegtego nazywamy wielkos¢

!
s, = 71 (1.6)
p

gdzie t, jest czasem wykonania algorytmu na jednym procesorze, a t, czasem dziatania tego

algorytmu na p procesorach.
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W przypadku analizy programéw wektorowych przyspieszenie uzyskane dzigki wektory-
zacji definiuje si¢ podobnie, jako zysk czasowy osiagany wzgledem najszybszego algorytmu

skalarnego.

Definicja 1.3 ([84]). Przyspieszeniem algorytmu wektorowego wzgledem najszybszego algoryt-

mu skalarnego nazywamy wielkos¢

~

*
sy ==, (1.7)

\4
gdzie t} jest czasem dziatania najlepszej realizacji algorytmu skalarnego, a t, czasem dziatania

algorytmu wektorowego.

Algorytmy wektorowe czesto charakteryzuja si¢ wigksza liczba operacji arytmetycznych
w porownaniu do najlepszych (najszybszych) algorytméw skalarnych. W praktyce uzyteczne
sa algorytmy, ktére charakteryzuja si¢ ograniczonym wzrostem ztozonoSci obliczeniowej (trak-
towanej jako liczba operacji zmiennopozycyjnych w algorytmie) w stosunku do liczby operacji
wykonywanych przez najszybszy algorytm skalarny, co intuicyjnie oznacza, ze zysk wynika-
jacy z uzycia wektorowosci nie bedzie ,,pochtaniany” przez znaczacy wzrost liczby operacji
algorytmu wektorowego dla wigkszych rozmiaréw problemu. Algorytmy o tej wiasnoSci na-
zywamy zgodnymi (ang. consistent) z najlepszym algorytmem skalarnym rozwiazujacym dany

problem. Formalnie precyzuje to nastgpujaca definicja.

Definicja 1.4 ([84]). Algorytm wektorowy rozwiqzujacy problem o rozmiarze n nazywamy zgod-
nym z najszybszym algorytmem skalarnym, gdy

. V()
lim —=

Jim <o = € < oo (1.8)

gdzie V(n) oraz S(n) oznaczajq odpowiednio liczbe operacji zmiennopozycyjnych algorytmu

wektorowego i najszybszego algorytmu skalarnego.

Jak zaznaczyliSmy w podrozdziale 1.1, wigkszo$¢ wspdiczesnych procesoréw implementu-
je réwnolegtos¢ na wielu poziomach dla osiagnigcia duzej wydajnosci obliczen, co oczywiscie
wymaga uzycia odpowiednich algorytmoéw, ktére beda w stanie wykorzysta¢ mozliwosci ofe-
rowane przez architekture konkretnego procesora. Uzycie komputeréw wieloprocesorowych
wiaze si¢ dodatkowo z konieczno$cia uwzglednienia réwnolegtosci obliczeri réwniez na po-
ziomie grupy oddzielnych procesoréw. Zatem opracowywanie nowych algorytméw powinno

uwzglednia¢ mozliwosci optymalizacji kodu Zrédlowego pod katem uzycia réwnolegtosci na
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wielu poziomach oraz wlasciwego wykorzystania hierarchii pamigci, dzigki czemu czas obli-
czen moze skrécié sie znaczaco.

Definicje 1.2 i 1.3 uwzglgdniajace jedynie rownoleglo$¢ na poziomie grupy procesoréow
oraz wektorowoSci nie oddaja w pelni zysku czasowego, jaki otrzymuje si¢ poprzez zastosowa-
nie algorytmu opracowanego z mys$la o konkretnym sprzecie komputerowym, gdzie réwnole-
gtos¢ moze by¢ zaimplementowana na wielu poziomach. Zatem podobnie jak w ksiazce [40,
podrozdzial 8.8], bedziemy definiowaC przyspieszenie jako miarg tego, jak zmienia si¢ czas
obliczen dzigki zastosowanej optymalizacji dla danej architektury komputerowej. Otrzymamy

w ten sposéb nastgpujaca definicje.

Definicja 1.5 ([84]). Przyspieszeniem algorytmu A wzgledem algorytmu B nazywamy wielkos¢

Ip
lA,

(1.9)

S =

gdzie ty jest czasem dziatania algorytmu A, a tg czasem dziatania algorytmu B na danym sys-

temie komputerowym dla takiego samego rozmiaru problemu.

Wydajnosé obliczeniowa wspoétczesnych systeméw komputerowych ! (ang. computational
speed of modern computer architectures inaczej performance of computer programs on modern
computer architectures [32]) bedziemy podawaé w milionach operacji zmiennopozycyjnych na

sekund¢ (Mflops) i definiowac jako
N
r= " Mflops, (1.10)

gdzie N oznacza liczbg operacji zmiennopozycyjnych wykonanych w czasie ¢t mikrosekund.
Producenci sprzgtu podaja opierajac si¢ na wzorze (1.10) teoretyczng maksymalng wydajnos$¢
obliczeniowa 7. (ang. peak performance). Na ogét dla konkretnych programéw wykonywa-
nych na danym sprzecie zachodzi r < r,eq. Oczywiscie, im wartoS¢ obliczona ze wzoru (1.10)
jest wigksza, tym lepsze wykorzystanie mozliwosci danej architektury komputerowej. Oczywi-
Scie, r6zne programy rozwiazujace dany problem obliczeniowy réznymi metodami moga si¢
charakteryzowac¢ r6znymi liczbami wykonywanych operacji, stad wydajnos¢ bedziemy trakto-
wac jako pomocniczg charakterystyke jakosci algorytmu wykonywanego na konkretnym sprze-
cie. W przypadku gdy rézne algorytmy charakteryzuja si¢ identyczng liczba operacji, wielko§¢
(1.10) stanowi wazne kryterium poréwnania algorytméw przy jednoczesnym wskazaniu na sto-

pien wykorzystania mozliwosci sprzetu.

'Innym polskim ttumaczeniem tego terminu jest szybkos¢ komputeréw w zakresie obliczeri numerycznych [66].
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Przeksztalcajac wzor (1.10), wnioskujemy, ze czas wykonania programu spetnia nastepuja-

ca zalezno$¢

N
t=— us, (1.11)
r
co jest rtOwnowazne
N
t=—— s. 1.12
107 ° (1.12)

Jak zaznaczyliSmy w podrozdziale 1.1, dla poszczegdlnych fragmentéw programu moze by¢
osiagnigta r6zna wydajnosé, a zatem wzor (1.10) opisuje tylko srednia wydajnos$¢ obliczeniowa
danej architektury. Ponizej przedstawimy najwazniejsze modele, ktére znacznie lepiej oddaja

specyfik¢ wykonania programéw na wspétczesnych komputerach.

1.6.1. Prawo Amdahla

Niech f bedzie czgsécia programu sktadajacego si¢ z N operacji zmiennopozycyjnych, dla
ktérego osiagnigto wydajno$¢ V, a 1 — f cze$cia wykonywang przy wydajnosci S, przy czym
V > §. Wéwczas korzystajac z (1.11), otrzymujemy taczny czas wykonywania obliczen obu
czgSci programu

fo1-f

N N
t:fv+(l_f)§:N(V+T)

oraz uwzgledniajac (1.10) otrzymujemy wydajnos¢ obliczeniowa komputera, ktéry wykonuje
g 1 ymujemy wydaj P y wy )

dany program

1
r = m MﬂOpS. (113)

v S
Wz6r (1.13) nosi nazwe prawo Amdahla [32, 33] 1 opisuje wpltyw optymalizacji fragmentu

programu na wydajnos¢ obliczeniowa danej architektury.

Jako przyktad rozwazmy sytuacjg, gdy V = 1000 oraz S = 50 Mflops. Rysunek 1.11 poka-
zuje osiagnigta wydajno$¢ (Mflops) w zalezno$ci od wartosci f. Mozemy zaobserwowac, ze re-
latywnie duza wartos$¢ f = 0.8, dla ktdrej osiagnigta jest maksymalna wydajnos¢, skutkuje wy-
dajnoscia wykonania catego programu réwna 200 Mflops, a zatem caly program wykorzystuje
zaledwie 20% teoretycznej maksymalnej wydajnosci. Oznacza to, ze aby uzyska¢ zadowalajaco
krétki czas wykonania programu, nalezy zadba¢ o zoptymalizowanie jego najwolniejszych cze-
$ci. Zauwazmy tez, ze w omawianym przypadku najwigkszy wzrost wydajnosSci obliczeniowej
danej architektury uzyskujemy przy zmianie wartosci f od 0.9 do 1.0. Zwykle jednak fragmenty
programu, dla ktoérych jest osiagnigta niewielka wydajnos¢, to obliczenia w postaci rekurencji
badz tez realizujace dostgp do pamigci w sposob nieoptymalny, ktére wymagaja zastosowania

specjalnych algorytmoéw dla osiagnigcia zadowalajacego czasu wykonania.
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Rys. 1.11. Prawo Amdahla dla V = 1000 oraz S = 50 Mflops
Fig. 1.11. Amdahl’s Law for V = 1000 and S = 50 Mflops

1.6.2. Model Hockneya-Jesshope’a

Innym modelem, ktéry doktadniej charakteryzuje obliczenia wektorowe jest model Hock-
neya - Jesshope’a obliczenn wektorowych [54, 32], pokazujacy wydajnos¢ komputera wyko-
nujacego obliczenia w postaci petli. Rozwazmy petle o N iteracjach. Wydajnosé, jaka osiaga
komputer wykonujac takie obliczenia, wyraza si¢ wzorem

Ve

"™ Mflops. 1.14
I’l]/z/N +1 opS ( )

rn

gdzie r,, oznacza wydajno$¢ komputera (Mflops) wykonujacego ,,nieskoniczong” petle (bardzo
dluga), n;), zas jest dtugoscia (liczbg iteracji) petli, dla ktérej osiagnieta jest wydajnosS¢ okoto

¥/2. Przyktadowo, operacja DOT wyznaczenia iloczynu skalarnego wektoréw x,y € RY
dot —x'y

ma postaé nastepujacej petli o liczbie iteracji rownej N.

dot=0.0

do i=1,N
dot=dot+y (1) *x (i)

end do

F.aczna liczba operacji zmiennopozycyjnych wykonywanych w powyzszej konstrukcji wynosi
zatem 2N. Stad czas wykonania operacji DOT dla wektoréw o N skladowych wynosi w sekun-

dach

2N 2-10°

Gro = e N, (1.15)

TDOT(N ) = 1
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Podobnie zdefiniowana wzorem (1.1) operacja AXPY moze by¢ w najprostszej postaci’ zapro-
gramowana jako nastgpujaca konstrukcja iteracyjna.

do i=1,N
y(i)=y (i) +alphaxx (i)
end do

Na kazda iteracje¢ petli przypadaja dwie operacje arytmetyczne, stad czas jej wykonania wyraza
sie wzorem

2N 2-10°

TAXPY(N)Zloﬁr -
N 0

(n12 + N). (1.16)

Oczywiscie, wielkoSci ro, oraz nj, wystgpujace odpowiednio we wzorach (1.15) i (1.16) sa
na ogot rézne, nawet dla tego samego procesora. Wada modelu jest to, ze nie uwzglgdnia on
zagadnien zwiazanych z organizacja pamigci w komputerze. Moze si¢ zdarzy¢, ze taka sama
petla, operujaca na réznych zestawach danych alokowanych w pamigci operacyjnej w odmienny
sposob, bedzie w kazdym przypadku wykonywana przy bardzo r6znych wydajnoSciach. Moze
to by¢ spowodowane konfliktami w dostgpie do bankéw pamigci badZ tez innym schematem
wykorzystania pamigci podreczne;.

Jako przyklad ilustrujacy zastosowanie modelu Hockneya-Jesshope’a do analizy algoryt-

moéw, rozwazmy dwa algorytmy rozwigzywania uktadu réwnan liniowych
Lx =D, (1.17)
gdzie x, b € R" oraz

a

azy daxy

aN,l oo e aN,N

Uktad moze by¢ rozwiazany za pomoca nastgpujacego algorytmu [103]:

{ x1 = bi/ap (1.18)

X; = (bz - Z;;_:ll a,-kxk)/a,-l- dlai=2,...,N.

Zauwazmy, ze w algorytmie dominuje operacja DOT. Stad pomijajac czas potrzebny do wyko-

nania N dzielefi zmiennopozycyjnych wnosimy, ze taczny czas dziatania algorytmu wyraza sig¢

2W rzeczywistosci kod Zrédtowy operacji DOT i AXPY w bibliotece BLAS jest bardziej skomplikowany. Skta-
dowe wektoréw nie musza by¢ kolejnymi sktadowymi tablic oraz zaimplementowany jest mechanizm rozwijania

petli w sekwencje instrukcji (ang. loop unrolling).
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WZzZ0orem

MZ

T\(N) =

5.1 N-1
Tpor(k) = o (nl/z(N -+ Zk]

k=1 T 1
2.10°°

N
= (N - 1)(”1/2 + 2) (1.19)

Inny algorytm otrzymamy wyznaczajac posta¢ macierzy L~'. Istotnie, macierz L moze by¢
zapisana jako L = LyL, - - - Ly, gdzie

aN,i 1

oraz

L7 = ai

OczywiScie zachodzi
L' =Ly'Lyt, L
Stad otrzymujemy nastgpujacy wzor [100]:
Yo=Db

Yi:L,'_lyi—l dlai:1,...,N

(1.20)
X=Yn
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Operacja mnozenia macierzy L-' przez wektor y;_; nie wymaga jawnego wyznaczania postaci
macierzy. Istotnie, rozpisujac wzor (1.20) otrzymujemy

(@) (=D (=D

1 1 N
(i) (i-1) .
Yy Yy :
. . G-1)
: : v
; -1 i1 i~1
vi=| W =L W =] v e (1.21)
) i—1 i1
: : yfil)—a,-ﬂ,iyﬁ’ )/aii
@) i1
Yn-1 Yn-1 :
) - - -
)’;(\l/) )’X/ ) )’E\I, )—ClN,iyﬁl )/aii

W algorytmie opartym na wzorach (1.20) i (1.21) nie trzeba skladowac¢ wszystkich wyzna-
czanych wektoréw. Kazdy kolejny wektor y; bedzie sktadowany na miejscu poprzedniego, to
znaczy y;_i. Stad operacja aktualizacji wektora we wzorze (1.21) przyjmie posta¢ sekwencji

operacji skalarnej
Vi < Yilaii, (1.22)
a nastgpnie wektorowe;j

Yi+1 Yi+1 aivl,i
: — : -y : . (1.23)
YN YN an,

Zauwazmy, ze (1.23) to wtasnie operacja AXPY. Stad podobnie jak w przypadku poprzedniego

algorytmu, pomijajac czas potrzebny do wykonania dzielenia (1.22), otrzymujemy

N-1 2.10°6 N-1
TaN) = ) Taxer(N =)= — (nl/z(N ~D+ ) (N-Kk)
k=1 °° k=1
. 106
_ 2107, 1)(n1/2 + g) (1.24)

Zatem, dla obu algorytméw czas wykonania operacji wektorowych wyraza si¢ podobnie w po-
staci funkcji zaleznych od parametrow r.,, ny,,, wlasciwych dla operacji DOT 1 AXPY. Ponizsza
tabela pokazuje przewidywany czas realizacji obu algorytméw na komputerze Convex C3210
(zaniedbujemy jednakowy dla obu algorytméw czas potrzebny na wykonanie N operacji dzie-

lenia).

Algorytm DOT | roo = 18 | nyp =36 | T,(1000) = 0.059 s.
Algorytm AXPY | ro = 16 | nyp = 26 | T(1000) = 0.066 s.
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16

Prawo Amdéhla

przyspiszenie

Rys. 1.12. Prawo Amdahla dla obliczen réwnolegtych, p = 16
Fig. 1.12. Amdahl’s Law — parallel computing, p = 16

Zauwazmy, ze mimo jednakowej, wynoszacej w przypadku obu algorytmoéw, liczby operacji

arytmetycznych N2, wyznaczony czas dzialania kazdego algorytmu jest inny.

1.6.3. Prawo Amdahla dla obliczeri rownolegtych

Prawo Amdahla ma swdj odpowiednik rowniez dla obliczen réwnolegtych [32]. Przypu-
$¢my, ze czas wykonania programu na jednym procesorze wynosi #. Niech f oznacza czgs¢
programu, ktéra moze by¢ idealnie zréwnoleglona na p procesorach. Pozostata sekwencyjna
cze$¢ programu (1 — f) bedzie wykonywana na jednym procesorze. Laczny czas wykonania

programu réwnoleglego przy uzyciu p procesoréw wynosi

= ey = B A=)
P p

Stad przyspieszenie w sensie definicji 1.2 wyraza si¢ wzorem [32]:

] p
_h_ A 1.25
L T F (- (125

Rysunek 1.12 pokazuje wptyw zréwnoleglonej czgsci f na przyspieszenie wzgledne pro-
gramu. Mozna zaobserwowac bardzo duzy negatywny wplyw czgsci sekwencyjnej (niezréwno-
leglonej) na osiagnigte przyspieszenie — podobnie jak w przypadku podstawowej wersji prawa

Amdahla okreslonego wzorem (1.13).

1.6.4. Model BSP

W celu przeprowadzania analizy wykonania programéw w Srodowisku rozproszonym bez

wspolnej pamieci rozwazmy nastepujacy model BSP (ang. Bulk Synchronous Parallel Archi-
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tecture) [11, 53]. Program réwnolegly sktada si¢ z pewnej liczby superkrokéw (rysunek 1.13).
Kazdy superkrok sktada si¢ z obliczen wykonywanych przez procesory na danych znajduja-
cych si¢ w ich pamigciach lokalnych, globalnej wymiany danych (komunikacji) oraz na koniec
synchronizacji. Model BSP charakteryzuje si¢ nastgpujacymi parametrami: liczba dostgpnych
procesoréw p, czasem g (liczonym w jednostkach réwnych czasowi wykonania jednej opera-
cji zmiennopozycyjnej) potrzebnym do wystania badZ odbioru jednego stowa maszynowego
oraz czasem [ (réwniez liczonym w jednostkach okreSlonych przez czas wykonania operacji
zmiennopozycyjnej) potrzebnym do synchronizacji wszystkich procesoréw. Wykonanie opera-
cji synchronizacji na koniec superkroku gwarantuje, ze wszystkie wysylane dane dotarty do

miejsca przeznaczenia. Ztozono$¢ (inaczej koszt) superkroku definiujemy jako wielko§¢

Cstep = Wmnax T ghmax +1, (126)

gdzie wy,,x 0znacza maksymalng liczbg operacji arytmetycznych wykonywanych lokalnie w ra-
mach superkroku, /,,,x za$§ maksymalna liczba stéw maszynowych wysytanych lub odbieranych
przez pewien procesor. Ztozonoscig programu nazywamy sumg ztozonosci jego poszczeg6lnych
superkrokéw. Zauwazmy, ze majac dang ztozono$¢ programu oraz szacunkowy czas (w sekun-
dach) potrzebny do wykonania jednej operacji zmiennopozycyjnej, mozemy wyznaczy¢ czas

wykonania programu.

(kolejny superkrok)

wirtualne procesory

| | e

lokalne obliczenia komunikacja synchronizacja

» Czas

Rys. 1.13. Model obliczeniowy BSP: struktura superkroku
Fig. 1.13. The BSP model of computations: the structure of a superstep
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Tabela 1.1
BLAS: odwotania do pamigci, liczba operacji arytmetycznych oraz ich
stosunek, przy zatozeniu ze n = m = k [32]

BLAS (operacja) pamigc operacje ratio

y«—ax+y (AXPY) | 3n 2n 3:2

y«— aAXx+ B8y (GEMV) | mn+n+2m 2m + 2mn 1:2

C «— aAB+BC (GEMM) | 2mn+ mk + kn | 2mkn +2mn | 2 : n

1.7. BLAS: podstawowe podprogramy algebry liniowej

W roku 1979 zaproponowano standard dla podprograméw realizujacych podstawowe ope-
racje algebry liniowej (ang. Basic Linear Algebra Subprograms — BLAS) [74]. Tworcy opro-
gramowania matematycznego wykorzystali fakt, ze programy realizujace metody numeryczne
z dziedziny algebry liniowej sktadajq si¢ z pewnej liczby podstawowych operacji typu skalowa-
nie wektora, dodawanie wektoréw czy tez iloczyn skalarny. Powstata kolekcja podprograméw
napisanych w jezyku Fortran 77, ktére zostaty uzyte do konstrukcji biblioteki LINPACK [29],
zawierajacej podprogramy do rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych o macierzach petnych
1 pasmowych. Zaowocowato to nie tylko klarownoscig i czytelnoScia kodu Zrédtowego progra-
moéw wykorzystujacych BLAS, ale réwniez dalo mozliwos¢ efektywnego przenoszenia kodu
Zrédtowego migdzy réznymi rodzajami architektur komputerowych, tak by w maksymalnym
stopniu wykorzystac ich wtasnosci (ang. performance portability). Twércy oprogramowania na
konkretne komputery mogli dostarcza¢ biblioteki podprograméw BLAS zoptymalizowane na
konkretny typ procesora. Szczegdlnie dobrze mozna zoptymalizowac podprogramy z biblioteki
BLAS na procesory wektorowe [34].

Nastepnym krokiem w rozwoju standardu BLAS byty prace nad biblioteka LAPACK [4],
wykorzystujaca algorytmy blokowe, ktérej funkcjonalnos¢ pokryta biblioteke LINPACK oraz
EISPACK [43], zawierajaca podprogramy do rozwiazywania algebraicznego zagadnienia wia-
snego. Zdefiniowano zbior podprograméw zawierajacych dziatania typu macierz - wektor (bi-
blioteka BLAS poziomu drugiego [31]) oraz macierz - macierz (inaczej BLAS poziomu trze-
ciego [30]), wychodzac naprzeciw mozliwo$ciom oferowanym przez nowe procesory, czyli me-
chanizmom zaawansowanego wykorzystania hierarchii pamigci. Szczeg6lnie poziom 3 ofero-
wat zadowalajaca lokalno$¢ danych i w konsekwencji bardzo duza efektywnos$¢. Oryginalny
zestaw podprograméw BLAS przyjeto okresla¢ mianem BLAS poziomu 1.

Tabela 1.1 pokazuje zalety uzycia wyzszych pozioméw BLAS-u [32]. Dla reprezentatyw-

nych operacji z poszczeg6lnych pozioméw (kolumna 1) podaje liczbg odwotan do pamigci (ko-
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lumna 2), liczbe operacji arytmetycznych (kolumna 3) oraz ich stosunek (kolumna 4), przy
zalozeniu ze m = n = k. Im wyzszy poziom BLAS-u, tym ten stosunek jest korzystniejszy,
gdyz realizowana jest wigksza liczba operacji arytmetycznych na danych pobieranych z pa-
migci. Aby zilustrowac wplyw tego faktu na szybkos¢ obliczen, rozwazmy cztery rOwnowazne
sobie algorytmy mnozenia macierzy, kazdy wykonujacy identyczng liczbg dziatanh arytmetycz-
nych. Algorytm 1.1, to klasyczne mnozenie macierzy, a algorytmy 1.2, 1.3, 1.4 wykorzystuja
odpowiednie operacje z kolejnych pozioméw BLAS-u. Przy ich opisie oraz w dalszych roz-
dziatach wykorzystamy nastgpujace oznaczenia. Niech M € IR™", wéwczas M,.j; oznacza
macierz powstajaca z M jako wspdlna czg¢$¢ wierszy od i do j oraz kolumn od k do /. Dodatko-

WO przyjmijmy, z¢€ Mi:j,* = Mi:j 1, M*,k:l = Ml:m,k:l oraz Mi:j,k = Mi:j,k:k’ Mi,k:l = Mi:i,k:l-

Algorytm 1.1. Sekwencyjne (skalarne) mnozenie macierzy.
Wejscie: C € R™", A € R™* B e R a,f R
Wyjscie: C = 8C + aAB

1: for j=1tondo

2 fori =1tomdo

3 t<0

4 for/=1tokdo
5 t—t+a;b;
6: end for

7 cij « P+ at

8 end for

9: end for

Algorytm 1.2. Mnozenie macierzy przy uzyciu podprograméw BLAS 1.
Wejscie: C € R™", A € R™* B e R a,f R
Wyjscie: C = 8C + aAB

1: for j=1tondo

2 C.; « BC,; {operacja SCAL}

3 fori =1tokdo

4: C.; < C,; + (ab;;)A,; {operacja AXPY}
5 end for

6: end for

Tabela 1.2 pokazuje czas dzialania i wydajnos¢ osiagang przy wykonaniu poszczegdlnych

algorytmow na trzech ré6znych komputerach, przy czym m = n = k = 1000. W kazdym przy-
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Algorytm 1.3. Mnozenie macierzy przy uzyciu podprograméw BLAS 2.
Wejscie: C € R™", A € R™* Bec R a,f R
Wyjscie: C = 8C + aAB

1: for j=1tondo

2:  C,j « aAB,; + pC,; {operacja GEMV }

3: end for

Algorytm 1.4. Mnozenie macierzy przy uzyciu podprograméw BLAS 3.
Wejscie: C € R™", A e R™*, Bec R, a,fc R
Wyjscie: C = BC + aAB

1: C « BC + aAB {operacja GEMM}

padku widaé, ze algorytm wykorzystujacy wyzszy poziom BLAS-u jest istotnie szybszy. Co
wigcej, wykonanie algorytmu 1.4 odbywa si¢ z wydajnoscig bliska teoretycznej maksymal-
nej. W przypadku procesor6w Pentium czas wykonania kazdego algorytmu wykorzystujacego
BLAS jest mniejszy niz czas wykonania algorytmu 1.1, ktéry wykorzystuje jedynie kilka pro-
cent wydajnosci procesorow. W przypadku komputera Cray X1 czas wykonania algorytmu 1.1
utrzymuje si¢ na poziomie czasu wykonania algorytmu wykorzystujacego BLAS poziomu 2, co
jest wynikiem doskonatej optymalizacji prostego kodu algorytmu 1.1, realizowanej przez kom-
pilator Cray Fortran, ktory jest powszechnie uznawany za jeden z najlepszych kompilatoréw
optymalizujacych. Zauwazmy, ze stosunkowo staba optymalizacj¢ kodu przeprowadza kompi-
lator Intel Fortran, a zatem w przypadku tych procesoréw uzycie podprograméw z wyzszych
poziomO6w biblioteki BLAS staje si¢ koniecznoscia, jesli chcemy petniej wykorzysta¢ moc ofe-
rowang przez te procesory. Tabela 1.3 pokazuje wydajnos¢, czas dzialania oraz przyspieszenie
w sensie definicji 1.2 dla algorytméw 1.1, 1.2, 1.3 oraz 1.4 na dwuprocesorowym komputerze
Quad-Core Xeon. Mozna zauwazyc¢, ze algorytmy 1.1, 1.2 1 1.3 wykorzystuja niewielki procent
wydajnosci komputera, a dla algorytmu 1.4 osiagana jest bardzo duza wydajnos¢. Wszystkie al-
gorytmy daja si¢ dobrze zréwnolegli¢, cho¢ najlepsze przyspieszenie wzgledne jest osiagnigte
dla algorytméw 1.11 1.2.

Na zakoniczenie dodajmy, ze podprogramy z biblioteki BLAS dowolnego poziomu moga
by¢ tatwo zréwnoleglone, przy czym ze wzglgdu na odpowiednio duzy stopieri lokalnosci da-
nych najlepsze efekty daje zréwnoleglenie podprograméw z poziomu 3 [25]. Biblioteka PBLAS
(ang. parallel BLAS, [21]) zawiera podprogramy realizujace podstawowe operacje algebry li-
niowej w Srodowisku rozproszonym, wykorzystuje lokalnie BLAS oraz BLACS w warstwie

komunikacyjne;j.
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Tabela 1.2
Wydajnos$¢ i czas wykonania algorytméw mnozenia macierzy na

réznych procesorach dla wartosci m = n = k = 1000

PIII 866MHz P4 3GHz HT | Cray X1, 1 MSP
alg. | Mflops sec. | Mflops | sec. Mflops | sec.
1.1 93.98 | 21.28 | 282.49 | 7.08 | 7542.29 | 0.27
1.2 94.65 | 21.13 | 1162.79 | 1.72 587.41 | 3.40
1.3 | 34246 | 5.83 | 1418.43 | 1.40 | 7259.48 | 0.28
1.4 | 1398.60 | 1.43 | 7692.30 | 0.26 | 16369.89 | 0.12

Tabela 1.3
Wydajnos¢, czas wykonania i przyspieszenie wzgledne algorytméw mnozenia macierzy
na dwuprocesorowym komputerze Xeon Quad-Core dla wartosci m = n = k = 1000

1 core Quad-Core 2x Quad-Core

alg. | Mflops | czas (s) | Mflops | czas (s) s, | Miflops | czas (s) Sp
1.1 350.9 | 5.6988 | 1435.0 | 1.3937 | 4.09 | 2783.4 | 0.7185 | 7.93
1.2 1573.8 | 1.2708 | 6502.0 | 0.3076 | 4.13 | 12446.1 | 0.1607 | 7.90
1.3 | 4195.5 | 0.4767 | 13690.1 | 0.1461 | 3.26 | 22326.9 | 0.0896 | 5.32
1.4 | 16026.3 | 0.1248 | 54094.9 | 0.0370 | 3.38 | 86673.5 | 0.0231 | 5.41

1.8. Liniowe réwnania rekurencyjne

W podrozdzialel.5 wskazaliSmy na istnienie fragmentéw kodu majacych postac rekurencji,
jako na jedng z wazniejszych przyczyn ograniczajacych pelne wykorzystanie mocy obliczenio-
wych oferowanych przez wspoétczesne komputery wektorowe i wieloprocesorowe. W niniejszej
pracy zajmujemy si¢ efektywnymi metodami optymalizacji obliczefi rekurencyjnych na archi-
tektury wektorowe i rownolegte. W odr6znieniu od stosownych metod transformacji petli [13],
ktére prowadza co najwyzej do wektoryzacji obliczen, wykorzystamy metody algebry liniowe;j
wychodzac od matematycznego modelu tego typu konstrukcji algorytmicznych.

Rozwazmy zatem nastepujacy problem [80, 100]. Dla danych wspotczynnikow f; oraz ay;,
k=1,...,n,j=1,...,m, gdzie n > m, nalezy wyznaczy¢ n liczb x;, k = 1,...,n, spetniaja-

cych:

0 dlak <0

fk + Z Qi jXf—j dlal<k< n,
j=1

Xp = (1.27)
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badz w szczegblnym przypadku

0 dlak <0

S+ gajxk—j dlal <k <n. (1.28)
j=1

X =

Roéwnanie postaci (1.27) bedziemy za ksiazka [69] nazywal liniowym réwnaniem rekurencyyj-
nym rzedu m, a w przypadku (1.28) liniowym réwnaniem rekurencyjnym rzedu m o statych
wspotczynnikach. Znalezienie liczb x; bedziemy nazywac¢ wyznaczeniem rozwiazania liniowe-
go rownania rekurencyjnego.

Réwnania (1.27) oraz w szczegdlnosci (1.28) wystepuja jako element sktadowy wielu algo-
rytmOéw rozwiazujacych wazne problemy obliczeniowe. Nalezy tutaj wymieni¢ schemat Hor-
nera wyznaczania wartosci wielomianu [103], wyznaczanie wartos$ci wielomianéw ortogonal-
nych definiowanych rekurencyjnie [9], obliczanie sum trygonometrycznych [103] wykorzysty-
wanych w interpolacji trygonometrycznej oraz przy numerycznym wyznaczaniu odwrotnosci
transformanty Laplace’a [121, 82], rozwiazywaniu uktadéw réwnafi liniowych o macierzach
pasmowych [36, 62], algorytmach wyznaczania warto$ci wtasnych [103] i wielu innych. Ré6w-
nanie (1.28) jest rowniez znane jako czg$C filtra rekurencyjnego, majacego wazne znaczenie
w teorii 1 praktyce analizy sygnatéow [101]. Przyktadem nienumerycznego algorytmu realizuja-
cego obliczenia w postaci rekurencyjnej (1.28) jest sortowanie przez zliczanie [23].

Oczywiscie zakodowanie najprostszego algorytmu wyznaczania rozwigzania rOwnania po-
staci (1.27) lub (1.28) nie przedstawia z pozoru zadnych trudnosci. Algorytm 1.5 stanowi przy-
ktad rozwigzania problemu (1.28). Jednak taki sekwencyjny (skalarny) algorytm w postaci
dwoch petli, jedna zagniezdzona w drugiej, ma kilka wad. Po pierwsze, nie nadaje si¢ on do
bezposredniego zrownoleglenia, a zatem jego wykonanie nie bedzie mogto w petni wykorzystaé
sprzgtu wieloprocesorowego. Po drugie, wykonanie takiego algorytmu na jednym procesorze
bedzie si¢ wigza¢ z bardzo niewielkim wykorzystaniem teoretycznej, maksymalnej wydajno-
Sci procesora. Wektoryzacja petli wewnetrznej jest na ogét nieoptacalna ze wzgledu na raczej
niewielkie wartosci m.

Warto tutaj wspomnie¢, ze kompilatory optymalizujace zwykle nie sa w stanie wygenero-
waé skalowalnego kodu maszynowego, ktéry umozliwitby efektywne obliczenia dla algoryt-
moéw rekurencyjnych [128, 130]. Istnieje zatem potrzeba sformutowania szybkich algorytméw,
wykorzystujacych w duzym stopniu mozliwosci oferowane przez procesory i jednoczesnie daja-
cych sig¢ zréwnolegli¢, co umozliwitoby efektywne wykorzystanie architektury wspoétczesnych
komputeréw wieloprocesorowych. Bardzo pozadana cecha takich algorytméw bylaby rowniez

przenos$no$¢ migdzy réznymi typami architektur.
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Algorytm 1.5. Sekwencyjne (skalarne) wyznaczanie rozwiazania liniowego réwnania rekuren-
cyjnego o staltych wspéiczynnikach (1.28).

Wejscie: liczby fi,..., f,oraz ay,...,a,, przy czym poczatkowo x; = fydlak =1,...,n
Wyjscie: xi,...,x, spetniajace (1.28)

1: fork=1tondo

2:  for j =1tomin{m,k — 1} do

3: Xp < X+ a;Xp—j

4:  end for

5. end for

Przedstawimy teraz pokrotce uzyskane przez innych autoréw najwazniejsze wyniki doty-
czace rozwazanego problemu rozwigzywania liniowych réwnan rekurencyjnych. Podstawowy
wynik dotyczacy ztozonoSci obliczeniowej rownolegtego rozwigzywania liniowych réwnan re-
kurencyjnych pochodzi z pracy [19] 1 méwi, ze wyznaczanie rozwigzania rOwnania (1.27) wy-

maga
1
T =2+ logm)logn - 5(1 + log m) logm (1.29)

krokéw pracy komputera réwnoleglego typu MIMD, a wymagana do tego liczba procesoréw p

spetnia ograniczenie

3
< { m(m+ Dn/2 + O(m®) dlal <m < n/2 (1.30)

n’/68 dlan/2<m<n-1.

OczywiScie zacytowany wynik ma charakter wytacznie teoretyczny i efektywna realizacja al-
gorytmu zaprezentowanego w pracy [19] na wspotczesnych komputerach wieloprocesorowych
jest praktycznie niemozliwa ze wzgledu na duza liczbg¢ wymaganych procesoréw w stosunku
do rozmiaru rozwigzywanego problemu. Podobnie teoretyczne znaczenie maja wyniki opisane
w pracach, [45], [56], [99], [125]. Z kolei w pracach [42], [15], [16] zaprezentowano tech-
niki konstrukcji algorytméw rozwiazywania liniowych réwnan rekurencyjnych na specyficzne
architektury wieloprocesorowe typu mesh-connected oraz procesory macierzowe typu SIMD,
ktére wyszly z uzycia.

W pracy [20] przedstawiono modyfikacje wyniku dotyczacego optymalnej ztozonosci pro-
blemu opisanej wzorem (1.30). Dla liczby procesorow p = km < n, rbwnanie rekurencyjne

(1.27) moze by¢ rozwiazane w czasie

Qm*n/p) + Bmn/p) + O(m* log(p/m)),
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a m ostatnich sktadowych moze by¢ wyznaczone w liczbie krokéw okreslonej wzorem

(2m*n/p) + (mn/p) + O(m* log(p/m)),

rOéwniez przy uzyciu p = km procesoréw. Przyspieszenie algorytmu zaprezentowanego w pracy
[20] wynosi p/(2m), a zatem spada wraz ze wzrostem rzgdu rozwigzywanego réwnania. Ozna-
cza to, ze proponowany algorytm nie spelnia postulatu skalowalnosci, czyli zachowania lub
nawet wzrostu efektywnoS$ci wraz ze wzrostem rozmiaru rozwigzywanego problemu.

Z praktycznego punktu widzenia najbardziej przydatne sa trzy metody oraz ich modyfikacje.
Pierwsza z nich recursive doubling [32, 80, 86], w przypadku m = 1 polega na dokonywaniu

przeksztatcen, ktore przyjma postac

Xk = fi + a1 xi-1 = fio + ara(fem1 + aro1,1%0—2) = fio + Qi1 Xe—2.

Nowe wspoétczynniki fk dr.1 moga by¢ obliczane réwnolegle badZ wektorowo, co raczej nie jest
zalecane ze wzgledu na niewielka dtugo$¢ wektoryzowanych petli. Powyzsze przeksztalcenie
moze by¢ powtarzane: w pierwszym kroku zastgpujemy we wzorze na x,, wyraz x,,_; za pomoca
WZOru na x,_i, czyli przy uzyciu oraz x,,_,, podobnie wyrazamy x,_, przez x,_3 itd. W kolejnym
kroku zastgpujemy we wzorze na x, wyraz x,_, wzorem nha x,_,, czyli przez x,_j itd.

Kolejna metoda, bardziej efektywna z praktycznego punktu widzenia (szczegdlnie w przy-
padku obliczen wektorowych) to cyclic reduction [73, 78], w ktdrej pierwszym kroku obliczamy
Xi, gdzie k jest parzyste, a w kroku drugim obliczamy pozostate x; za pomoca jednej operacji
wektorowe;j.

Trzecia metoda znana jest pod nazwa metody podziatu (divide and conquer) lub metody
Wanga [124, 73, 104]. Polega ona na zastapieniu réwnania (1.27) uktadem réwnan liniowych.

Nastepnie taki uktad jest zapisywany w postaci blokowej dwudiagonalne;]

L, X f,
U, L, X.z _ flz (1.31)
u, L, )\ x, f »
lub w przypadku (1.28) blokowej dwudiagonalnej typu Toeplitza [91]
L X f,
vor B (1.32)
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gdzie w obu przypadkach p oznacza liczbe procesoréw. Stad otrzymujemy
x; = L7'f
T _ (1.33)
X; = LJ‘.lfj —LJ‘.Iijj_l daj=2,...,p.
Algorytm przebiega w trzech fazach. Po pierwsze, r6wnolegle wyznaczane s3 rozwigzania ukta-

déw réwnan
Lij = fj, (134)

co jest rdwnowazne wyznaczeniu rozwigzan p liniowych réwnan rekurencyjnych rzgdu m i mo-
ze by¢ dokonane za pomocg skalarnego algorytmu (1.27). Nastgpnie sekwencyjnie wyznacza
sie m ostatnich skfadowych wektorow xo, ..., X,, pézniej wyznacza si¢ rownolegle pierwsze
q — m sktadowych tych wektoréw, gdzie pg = n.

Szczegblne przypadki oméwionych algorytméw, poswigcone ich wektoryzacji dla réwnan
rzgdu pierwszego, opisano w pracach [5], [73], [123], [126]. Prace [64, 129] przedstawiaja me-
tode analizy zaleznoSci danych w obliczaniu liniowych réwnan rekurencyjnych rzedu pierwsze-
go, co umozliwia sformutowanie algorytméw wykorzystujacych mechanizmy odpowiedniego
szeregowania rozkazéw maszynowych, co jednak wiaze si¢ z trudnoSciami przy ich przeno-
szeniu na inne rodzaje architektur. Nalezy tutaj podkresli¢, ze wszystkie oméwione algorytmy
wymagaja na og6ét duzej liczby procesoréw dla osiagnigcia istotnego przyspieszenia oraz ich
zastosowanie na komputerach z niewielka liczba procesoréw moze wigzaé si¢ z wolniejszym
czasem dzialania, niz ma to miejsce dla prostego skalarnego algorytmu opartego na wzorze
(1.27) lub (1.28). Jest to spowodowane tym, ze wspomniane algorytmy réwnolegte badZ wekto-
rowe wymagaja wigkszej liczby dziatan niz algorytm skalarny. Dla przypadku m = 1, algorytm
recursive doubling wymaga tacznie 3nlog, n dziatan arytmetycznych, czyli nie jest zgodny z al-
gorytmem 1.5 w sensie definicji 1.4. Algorytm cyclic reduction wymaga 5n — 3 dzialan [5].
W obu przypadkach liczba operacji jest zatem istotnie wigksza od liczby operacji 2n — 2, kt6-
rych wymaga prosty algorytm oparty na wzorze (1.27).

Réwniez wspomniane algorytmy wektorowe nie daja duzego przyspieszenia w stosunku
do algorytmu skalarnego. Dodatkowo, nie dzialaja szybciej na popularnych procesorach Intela
i AMD, gdyz nie wykorzystuja w odpowiednim stopniu pamigci podrgcznej, a przyspieszenie
uzyskane dzigki wektoryzacji przy wykorzystaniu mechanizméw SSE jest ,,pochtaniane” przez
wigksza liczbg operacji.

W dalszych rozdziatach podamy metody konstrukcji szybkich algorytméw realizujacych
obliczenia typu (1.28) oraz pewnych szczegdlnych, majacych praktyczne zastosowanie, obli-
czen typu (1.27). Algorytmy zostang wyrazone w terminach operacji z ré6znych pozioméw bi-

blioteki BLAS. Dzigki temu bgda si¢ charakteryzowaé tatwa przenosnoscia migdzy réznymi
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rodzajami procesoréw, mozliwoscia dobrego wykorzystania mechanizméw wektorowych oraz
mechanizméw uzycia pamigci podrecznej oraz fatwym zrownoleglaniem na komputery z pa-
migcig wspdlng i rozproszona. Beda si¢ réwniez charakteryzowaé dobra skalowalnoscia, jesli
chodzi o rozmiar problemu (wartosci n, m), a zatem beda spelnia¢ wszystkie postulaty kon-

strukcji efektywnych algorytméw oméwionych w tym rozdziale.

1.9. Przyklady architektur komputerowych

Przedstawimy teraz przyktadowe architektury komputeréw, ktore byty wykorzystane do te-

stow algorytmow prezentowanych w dalszych rozdziatach niniejszej pracy.

Dwuprocesorowy komputer Pentium III

Dziatajacy pod kontrola systemu operacyjnego Linux komputer z dwoma procesorami Pen-
tium III 866 MHz (pamig¢ podrgczna L1 po 16 KB na instrukcje i dane, 512 KB pamigci
podrecznej L2, rozszerzenia MMX i1 SSE), wyposazony w 512 MB pamigci SDRAM. W te-
stach wykorzystano kompilator Intel Fortran 7.0 wspierajacy standard OpenMP 1 biblioteke
Intel Math Kernel Library 5.2 zawierajaca implementacje podprogramoéw z biblioteki BLAS.

Komputer Pentium 4

Dzialajacy pod kontrola systemu operacyjnego Linux komputer z procesorem Pentium 4
HT 3.2 GHz (256 KB pamigci podrgcznej L2, rozszerzenia MMX, SSE 1 SSE2) ze sprzgtowa
implementacja wielowatkowosci (ang. Hyper-Threading), dzigki ktérej dwa niezalezne watki
moga jednoczesnie korzystaé z jednostek wykonawczych procesora, co w przypadku obliczen
numerycznych z zakresu algebry liniowej daje wzrost wydajnosci okoto 20%. Z poziomu sys-
temu operacyjnego procesor z technologia HT jest rozpoznawany jako dwa logiczne procesory.
Komputer byt wyposazony w 512 MB pamigci SDRAM. W testach wykorzystano kompilator
Intel Fortran 7.0.

Dwuprocesorowy komputer Quad-Core Xeon

Dzialajacy pod kontrolg systemu operacyjnego Linux komputer z dwoma procesorami Quad-
Core Xeon 2.33 GHz z pamigcia podrgczna L2 o pojemnosci 8 MB (2x4 MB) i pamigcia opera-
cyjna 4 GB. Z poziomu systemu operacyjnego komputer jest rozpoznawany jako wyposazony
w osiem procesorow. Do testow uzyto kompilatora GNU Fortran g95 wspierajacego standard

OpenMP oraz biblioteki ATLAS w wersji 3.6.0, zawierajacej podprogramy BLAS.
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Dwunastoprocesorowy komputer SUN UltraSPARC 11

Komputer dziatajacy pod kontrolg systemu operacyjnego SunOS z rodziny systeméw Unix,
wyposazony w dwanascie procesoréw UltraSPARC 11 z zegarem 400 MHz. Do testéw uzyto do-
stepnego na komputerze kompilatora jezyka Fortran ze wsparciem dla OpenMP oraz biblioteki

zawierajacej implementacje BLAS.

Klaster pigtnastu komputeréw Pentium I1I 667 MHz

Klaster pigtnastu dziatajacych pod kontrola systemu operacyjnego Linux komputeréw z pro-
cesorami Intel Pentium III 667 MHz, wyposazonych w 256 MB SDRAM, potaczonych siecia
Fast Ethernet (100 Mb/s). Do testow uzyto kompilatora GNU g77, biblioteki ATLAS w wer-
sji 3.6.0 zawierajacej podprogramy BLAS oraz Srodowiska MPICH w wersji 1.2.7p1 bedacego
implementacja standardu MPI [46].

Klaster dwudziestu czterech procesoréw Itanium 2

Klaster sktadat si¢ z dwunastu weztéw dwuprocesorowych Intel Itanium 2 potaczonych
siecig Gigabit Ethernet (1 Gb/s). Kazdy wezel posiadat 4 GB pamigci operacyjnej. Procesory
Itanium 2 charakteryzowaly si¢ zegarem 1.4 GHz oraz posiadaty 3 MB pamigci podrgcznej L2.
Trzeba tutaj podkreslié, ze architektura procesora Itanium 2 bazuje na koncepcji bardzo dlugie-
go stowa maszynowego (ang. Very Long Instruction Word — VLIW). Kazde stlowo zawiera trzy
instrukcje i zadaniem kompilatora jest wtasciwe rozdzielanie ich sekwencji do wykonania na
poszczegdllnych jednostkach wykonawczych procesora (wigcej informacji na ten temat mozna
znalez¢ w ksigzce [66] oraz na stronie internetowej producenta®). Do testéw uzyto kompilatora
Intel Fortran 8.0, biblioteki Intel Math Kernel Library 7.2, Srodowiska MPICH w wersji 1.2.7p1
oraz bibliotek BLACS i PBLAS dostgpnych w postaci zrédet* i skompilowanych na t¢ archi-
tekture. Dla testow algorytméw na pojedynczych weztach wykorzystano standard OpenMP,

ktorego wsparcie oferuje kompilator Intel Fortran.

Cray C90

Komputer wyposazony w szesnascie procesoréw wektorowych, kazdy o teoretycznej mak-
symalnej wydajnosci 1000 Mflops. Komputer dziatal pod kontrola systemu operacyjnego Uni-
COS z rodziny Unix. Do testow uzyto kompilatora Cray Fortran oraz biblioteki Cray scilib.
Testy algorytméw wektorowych z rozdziatu 2 byty przeprowadzane dla pojedynczego proceso-

ra.

Shttp://www.intel.com/design/itanium/arch_spec.htm
‘http://www.netlib.org
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Cray SV1

Dziatajacy pod kontrolg systemu operacyjnego UniCOS, wyposazony w maksymalnie trzy-
dziesci dwa procesory komputer wektorowy. W testach algorytméw wektorowych z rozdziatu
2 wykorzystano jeden procesor w starszej wersji SV1 (zegar 300 MHz) oraz dla testéw algo-
rytméw z rozdziatu 3, czterech procesoréw nowszej wersji SVlex z zegarem 500 MHz o teo-
retycznej maksymalnej wydajnosci 2000 Mflops dla kazdego procesora. System kolejkowy na
tym komputerze umozliwiat rezerwacje¢ dla programu maksymalnie czterech procesoréw, a pro-
ba uzycia wigkszej ich liczby (przyktadowo o§miu) nie dawata spodziewanego przyspieszenia
(osiem proceséw byto fizycznie wykonywanych na czterech procesorach). Do testow uzyto

kompilatora Cray Fortran oraz biblioteki Cray scilib.

Cray X1

Ciekawym przyktadem komputerowej architektury wieloprocesorowej jest jest Cray X1,
ktéry pojawit si¢ na rynku w roku 2003. Kazdy procesor MSP komputera sktada si¢ z czterech
procesorow SSP. Mozliwa jest kompilacja programu do pracy w trybie MSP oraz SSP. Kazdy
procesor typu SSP jest wyposazony w szybka jednostke wektorowa oraz bardzo wolng (400
MHz) jednostkg¢ do obliczen skalarnych. Cztery procesory MSP dziataja w trybie SMP (ang.
symmetric multiprocessing) 1 maja dostgp do wspdlnej pamigci, tworzac wezet obliczeniowy.
Poszczegblne wezty polaczone sa szybka magistrala. Aby uzyskaé dostgp do wigcej niz jed-
nego wezta, trzeba si¢ postugiwaé systemami programowania rozproszonego MPI, CAF, UPC.
Teoretyczna maksymalna wydajno$¢ jednego procesora MSP wynosi 12.8 Gflops, a wydajnos¢
jednostki skalarnej procesora SSP to zaledwie 100 Mflops. Stosowanie MSP staje si¢ sensow-
ne, gdy wykorzystujemy co najmniej drugi poziom biblioteki BLAS. W pracy [83] zawarto
sugestig, ze jeSli w programie dominuja obliczenia skalarne, nalezy raczej zrezygnowac z za-
stosowania komputera Cray X1. Do testow uzyto kompilatora Cray Fortran oraz biblioteki Cray

scilib.



2. WEKTORYZACJA OBLICZEN REKURENCYJNYCH

W niniejszym rozdziale przedstawimy metod¢ efektywnej wektoryzacji algorytmu divide
and conquer wyznaczania rozwigzania liniowych rownan rekurencyjnych o statych wspétczyn-
nikach (1.28), wykorzystujaca BLAS poziomu pierwszego, a Scislej operacjg AXPY oraz przy
pewnych dodatkowych zalozeniach, réwniez operacj¢ GEMV z poziomu drugiego biblioteki
BLAS. Pokazemy, ze zastosowane podej$cie umozliwia osiagnigcie znacznego przyspieszenia

na procesorach wektorowych.

2.1. Wariant metody divide and conquer

W pracy [104] przedstawili§my modyfikacj¢ metody divide and conquer [20] wyznaczania
rozwigzania (1.27), polegajaca na uwzglednieniu postaci macierzy U;, a co za tym idzie, innym

sposobie wyznaczania wektorow x;. Mianowicie, macierze U; moga by¢ zapisane jako

—A(j-1)g+1,G-Dg-m+1 "7 ~A(j-Dg+1.(j-1)g
Uj' =

—A(j-1)g+m,(j-Dg

0

m m
T

= - A(j-1)g+k(j~1)g-m+1€k€q_ s> (2.1)
k=1 I=k

przy czym wektory e, maja nastgpujaca postac

e =(0,...,0,1,0,...,0)" € RY.
———
k-1
Stad wzor (1.33) przyjmie postac [104]:
X = L]_lfl

m 2.2
Xj:LJ‘.lfj+k§0z§‘.y’]‘. dlaj=2,...,p, @.2)

gdzie

m
a; = A(j-Dg+k,(j=1g=-m+1€g—m+1Xj-1
1=k
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oraz wektory yf. sa rozwigzaniami uktadéw réwnan liniowych o postaci
Ly, =edla k=1,...,m.

W cytowanej pracy podano rowniez obliczenia pokazujace, ze na architekturze typu tablica
procesoréw, w przypadku niewielkiej liczby dostepnych procesoréw, algorytm powinien dzia-
ta¢ nieco szybciej niz klasyczna metoda Wanga. Potwierdzily to wyniki eksperymentéw prze-
prowadzonych na komputerze Sequent Symmetry, ktére przedstawiono szczegétowo w pracy
[90]. Niestety, wyniki eksperymentéw przeprowadzonych na wektorowym komputerze Cray
Y-MP pokazaty [89], ze w przypadku réwnan rzedu pierwszego, klasyczny algorytm divide
and conquer dziala szybciej niz opisany algorytm zmodyfikowany. Jednakze w przypadku row-
nan o statych wspoétczynnikach, algorytm zmodyfikowany wykazuje pewna przewage. Istotnie,

w tym przypadku wszystkie macierze L;, U; € R?? przyjmuja posta¢

1
Li=L=| - (2.3)
—ap,
_an’l o« o 0 _al 1
oraz
—ayy —a
Ui=U-= R (2.4)
0

Stad uwzgledniajac postaé macierzy

k=1 [=

m

T
Am+k-1€k€4_ 1>
k

oraz ktadac Lz; = f;, otrzymujemy nastepujacy wzor stanowiacy szczegdlny przypadek wzoru
(2.2)

X =17
m 2.5
xj:zj+k;a§yk dlaj=2,...,p, 2.5)
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gdzie

k
a; = Z Amtk—1X(j-1)g—m+1 (2.6)

1=k

oraz wektory y; spetniaja zaleznoSci
Lyk :ekdla k= 1,...,m.

W pracy [89] pokazaliSmy réwniez, ze do wyznaczenia wszystkich wektoréw y, wystarczy
jedynie wczesniejsze wyznaczenie rozwigzania uktadu Ly, = e;. Pozostate wektory y;, moga

by¢ obliczone z nastgpujacego wzoru

Yk = (O,---,O,1,)’2,---’)’q—k+l)T’ (27)
k-1
przy czym

yl = (1,)72, .. ,Yq)T-

Oznacza to, ze w celu rozwiazania liniowego rownania rekurencyjnego rzedu m trzeba wyzna-
czyC rozwiazania p + 1 ukladow réwnan liniowych Lz; = f;, j = 1,...,p oraz Ly, = e,
czyli ich liczba nie zalezy od rzgdu réwnania (wartoSci m). Przedstawione w pracy [89] wy-
niki testow pokazuja, ze przyspieszenie algorytmu wzglgdem algorytmu skalarnego nie maleje
wraz ze wzrostem wartosci m oraz algorytm jest dobrze skalowalny, to znaczy zwigkszenie licz-
by procesoréw powoduje wzrost przyspieszenia. Trzeba jednak podkresli¢, ze mimo wszystko
algorytm wykorzystuje niewielka czg$¢ mocy obliczeniowej komputera z procesorem wektoro-

wym.

2.2. Szybki algorytm wektorowy

Bazujac na opisanych wyzej spostrzezeniach, przedstawimy teraz algorytm wektorowy wy-
korzystujacy BLAS poziomu 1, rozwigzujacy rownania o statych wspétczynnikach. W tym celu
wybierzmy najpierw dwie liczby calkowite dodatnie r i s takie, ze rs < n oraz s > m. Przed-
stawiona ponizej metoda bedzie stuzyta dla wyznaczenia niewiadomych xi, ..., x,;. Pozostate
wartosci X1, - . . , X, moga by¢ wyznaczone bezposrednio z réwnania (1.28), o ile oczywiscie
zachodzi taka potrzeba, czyli n # rs.

W tym celu zauwazmy, ze liczby x;, f; stanowiace odpowiednio niewiadome oraz prawa
strong réwnania (1.28) moga by¢ potraktowane jako elementy macierzy zbudowanych z wekto-

row — kolumn xy, ..., x, oraz fy, ..., f,, gdzie

X; = (X(-1)5415 - - - ,xjs)T, fj = (f(j=1)5+15 - - - ,fjx)T € R’ (2.8)
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dla j = 1,...,r. Zauwazmy, ze wektor z; jest tozsamy z wektorem x;. Wyznaczenie liczb
X1,..., Xy Stanowiacych rozwigzanie réwnania (1.28) bedzie polegato na znalezieniu elemen-

tow macierzy
X =(xq,...,%,) € R™ (2.9)

przy wykorzystaniu dziatan na wektorach (doktadniej operacji AXPY) zamiast stosowanych
w przypadku algorytmu 1.5 operacji na liczbach (skalarach). W tym celu zdefiniujmy pomoc-

nicze macierze
Z=,....2.y1), F=(,....,f, e)ec R, (2.10)

Pierwszy krok algorytmu dziel i zwycigzaj opisanego w poprzednim paragrafie sprowadza sig¢
do wyznaczenia wszystkich wektoréw z; oraz wektora y,, a zatem macierzy Z. Zamiast wyko-
rzystaé do tego prosty algorytm 1.5 oparty na (1.28), a zatem wyznacza¢ poszukiwane kolumny
macierzy Z rozwiazujac kolejne uklady réwnan liniowych Lz; = f;, j = 1,...,r, oraz uktad

Ly, = ey, bedziemy wyznaczac kolejne wiersze macierzy Z spetniajacej rownanie
LZ = F, (2.11)

stosujac wzor

0 dlak <0

Zp . = m
“T ot LaZig. dals<ks<s
j:

(2.12)
Istotnie (2.12) stanowi uogodlnienie wzoru (1.28) dla poszczegdlnych wierszy macierzy Z. Za-
tem jesli przyjmiemy, ze poczatkowo Z = F, wéwczas dziatania opisane wzorem (2.12), czyli
wyznaczenie wiersza Z; ., k = 1,...,s, bedzie mozna zapisa¢ w postaci ciagu operacji AXPY,

czyli dla kolejnych wartosci j = 1,...,min{m, k — 1}

Zk,* «— Zk,* + ajZk_j,*. (213)
Nastepnym krokiem algorytmu jest wyznaczenie kolejno wektorow x;, j = 2,...,r, czyli ko-
lumn macierzy X. Na poczatek nalezy wyznaczy¢ wspotczynniki aj‘., k=1,...,m, w sposb

umozliwiajacy wektoryzacje¢ obliczen. W tym celu zapiszmy wzor (2.6) w nastgpujacej postaci
CY} = AuX(j-1)s-m+1 T ..« T A2X(j—1)s-1 T A1X(j-1)s
= AX(j-1)s—m+2 T -« T Q2 X(j-1)s

K (2.14)

m __
@ = AmX(j-1)s
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Powyzszy wzor (2.14) moze by¢ zapisany rowniez w postaci wektorowe;j

1
a; X(j-1)s—m+1 X(j-1)s—m+2
2 .
Cl’j x(j—l)s—m+2
. =danm . + ap-1
: X(j-Ds
a X(j-Dys 0
X(j-1)s—1 X(j-Ds
X(j-Ds 0
+...t+a 0 +a : (2.15)
0 0

Wykorzystamy teraz (2.15) do okreslenia ciagu operacji, ktére postuza do obliczenia wektora
wspotczynnikow a/f. .Dla k = 1,...,m wykonujemy operacj¢ AXPY dla wektoréw o dtugosci

m —k + 1, a mianowicie

0/]1. 0/]1. X(j-1D)s—m+k
2 2
a a X(j-1)s—m+k+1
I e S apa | " (2.16)
—k+1 —k+1
a’f * a’f * X(j-1)s
OczywiScie poczatkowo musi by¢ ai‘. = 0dlak = 1,...,m. Kazda operacja o postaci (2.16)

aktualizuje m — k + 1 pierwszych sktadowych wektora wspétczynnikéw. Nastepnie, wykorzy-
stujac wzor (2.5), mozemy zastosowac operacje AXPY dla wyznaczenia wektora Xx;, czyli dla

k=1,...,m wykonujemy
Xj < X; + af.yk. (2.17)

Przedstawiona metoda wymaga dodatkowego miejsca w pamigci dla reprezentacji wektora
y1 oraz m wspotczynnikow a/’;. Oznacza to konieczno$¢ alokacji dodatkowej pamigci dla s + m
liczb zmiennopozycyjnych. Jako podsumowanie przedstawionych wyzej rozwazan otrzymuje-
my algorytm 2.1. Schemat wyznaczania poszczegélnych elementéw rozwigzania przedstawia
rysunek 2.1.

Istnieje mozliwos$¢ przyspieszenia algorytmu 2.1 dzigki uzyciu podprogramu z biblioteki
BLAS poziomu drugiego, kosztem uzycia dodatkowego miejsca w pamigci potrzebnego do

przechowywania ms + m liczb rzeczywistych. W tym celu, wykorzystujac (2.7), zdefiniuymy
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Algorytm 2.1. Wektorowe wyznaczanie rozwigzania liniowego réwnania rekurencyjnego o sta-
tych wspétczynnikach (1.28) przy ustalonych wartos$ciach catkowitych r > 1, s > 1 takich, ze
rs = n.

Wejscie: liczby ay,...,a, oraz fi,..., f, tworzace wektory f,, ..., f, zdefiniowane przez (2.8).
Wyjscie: X1, = (X1,...X,).
I: X < ,...f.,¢e)
2: fork=2tosdo
3:  for j=1tomin{m,k—1}do
X & Xpo + a;Xs_j. { BXPY}

end for

: for j =2tordo
(o ...,a;i)T<—(o,...,0)T

4

5

6: end for{ X.,.| =y}
7

8 T

9 fork =1tomdo

1 1

CYj CYj
10: — + am+l—sz—m+k:s,j—l { AXPY}
am—k+1 am—k+1
J J
11:  end for

122 fork=1tomdo

13: X.je—Xoj+ ozf.yk {operacja AXPY, stosujac (2.7)}
14:  end for
15: end for
macierz

1 O 0

2 1

i oy 0

: »2
Ys Ys=1 oo Ys—m+l

Woéwczas zamiast ciagu (2.17) operacji AXPY realizujacego

X; — X;+ )y + ...+ QY (2.19)
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r+1 kolumn

77
N

\\
\ x\\x
\
N
Ay
NN

N
NN

w pierwsza kolumna macierzy X (instrukcje 2—6)
% kolumny 2:r macierzy X (instrukcje 12-14)
S wektor y1 (instrukcje 2-6)

: ~ 71 kolejne wyznaczane wiersze
Rys. 2.1. Wyznaczanie elementéw X5 1. w algorytmie 2.1

Fig. 2.1. Finding the elements of Xj.; .- using Algorithm 2.1

mozna wyznaczy¢ wektor X; za pomoca jednego mnozenia macierzy przez wektor, czyli opera-

cji GEMV z biblioteki BLAS poziomu 2. Istotnie (2.19) jest rOwnowazne operacji

X, <x;+Y| | (2.20)

OczywisScie macierz ¥ musi by¢ wczesniej zbudowana, a zatem po wyznaczeniu rozwigza-
nia uktadu réwnafi LZ = F nalezy wykorzystujac operacj¢ COPY z biblioteki BLAS poziomu
pierwszego, skopiowac m — 1 razy (z odpowiednim przesunigciem) ostatnia kolumn¢ macierzy

Z oraz wyzerowaé odpowiednie sktadowe tablicy, by w pamigci przechowywaé macierz
(Z, Y) € ]Rsx(r+m)'

Wéwecezas po obliczeniu wspétczynnikéw af wyznaczenie kazdego wektora x;, j = 2,...,r,
czyli instrukcje 12—14, bedzie mogto by¢ realizowane operacja GEMV z biblioteki BLAS pozio-
mu drugiego. Zauwazmy, ze ta modyfikacja nie zmienia liczby dziatan arytmetycznych w algo-

rytmie 2.1. Otrzymamy w ten sposob algorytm 2.2.
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Algorytm 2.2. Wektorowo-macierzowe wyznaczanie rozwiazania liniowego réwnania reku-
rencyjnego o statych wspétczynnikach (1.28) przy ustalonych wartos$ciach catkowitych r > 1,
s > 1 takich, ze rs = n.

Wejscie: liczby ay,...,a, oraz fi,..., f, tworzace wektory f,, ..., f. zdefiniowane przez (2.8).
Wyjscie: X1, = (X1,...X,).
1: X «(f,...f.,e)
2: fork =2tosdo
3 for j = 1 to min{m,k — 1} do
4 Xiw & X +a;Xi—j. {Operacja AXPY}
5 end for
6: end for{ X, ,.; =y}
7: Y < (y1,...,¥m) {stosujac (2.18)}
8: for j =2tordo
o (al....a”) < (0,....0

10: fork=1tomdo
1 1

@, @,
11: : — : + Qi1 -k Xs—mik:s,j—1 | Operacja AXPY }
am—k+l a,m—k+l
J J
12:  end for
1
@;
13: X.; < X,.;+Y| : [|{operacja GEMV}
a™
J
14: end for

2.3. Analiza algorytmu i optymalny wybor parametréw

W przedstawionych algorytmach istotny problem stanowi wilaSciwe wyznaczenie warto-
Sci parametrow r 1 s. Oczywiscie musi by¢ rs < n. Gdy rs < n, wowczas stosujemy algo-
rytm 2.1 lub 2.2 dla wyznaczenia wartosci xi, . . ., X, a nastepnie algorytm 1.5, aby wyznaczy¢
Xrs+1s - - > Xy WartoSci r 1 s wybieramy tak, by algorytm dziatat jak najkrécej. W tym celu wy-
znaczymy teraz czas dziatania algorytmu, opierajac si¢ na oméwionym w podrozdziale 1.6.2
modelu Hockneya - Jesshope’a obliczenh wektorowych [54, 32].

W algorytmie 2.1 wszystkie obliczenia na liczbach zmiennopozycyjnych realizowane sa
W postaci operacji AXPY, a w przypadku algorytmu 2.2 mozemy przyjac, ze operacja GEMV
moze by¢ zrealizowana jako sekwencja operacji AXPY. Stad otrzymujemy nastgpujace twier-

dzenie.
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Twierdzenie 2.1. Niech T yxpy(k) bedzie czasem wykonania operacji AXPY dla wektorow o licz-

bie sktadowych réwnej k. Czas wykonania algorytmow 2.1 i 2.2 wyraza sie wzorem
m+1
2

+ (r=1) Z Taxpy(m+1—k)+ mTAXPY(S)]-

k=1

T(n,m,r,s) = m(s— YT axpy(r + 1) (2.21)

Dowdéd. Przeanalizujmy liczbg operacji AxPY wywolywanych w algorytmie 2.1 oraz dtugosci
wektoréw (czyli réwniez petli), na ktérych one dziataja. We wzorze (2.13) wykonujemy opera-

cje AxpY dla wektoréw o dtugosci r + 1, przy czym z uwagi na to, ze nie ma potrzeby dziatac¢ na

wektorach sktadajacych si¢ z samych zer, dla k = 1,...,m liczba wywotan wynosi k — 1, a dla
k=m+1,...,s wynosi m. Stad catkowita liczba wywotan AxpPY w pierwszym kroku wyraza
si¢ jako
- m-—1
k+(—-mm = (s—mm+ m
k=1
3 m+ 1
= ms 7
Stad czas dziatania tej czgsci algorytmu wynosi
m+ 1
m(s - 3 )TAxpy(r + 1) (222)

Nastepnie w instrukcjach 7—15 (albo 8—14 w algorytmie 2.2) obliczane sa poszczegdlne wektory

X;, przy czym koszt wyznaczenia kazdego wektora jest identyczny 1 skfada si¢ na niego wyzna-
k
;
dlugosci wektoréw i liczbg wywotan operacji AxXPY, otrzymujemy czas dzialania potrzebny dla

czenie wspolczynnikow o' oraz zastosowanie wzoru (2.17) lub (2.20). Zatem, uwzgledniajac

wyznaczenia jednego wektora Xx;

Z Taxpy(m+ 1 = k) + mT sxpy(s). (2.23)
k=1

Sumujac wielkosci (2.22) oraz (2.23) przemnozone przez r — 1, czyli liczbge wektoréw stano-

wigcych kolumny macierzy X zdefiniowanej wzorem (2.9), otrzymujemy tezg twierdzenia. m
Wykorzystujac powyzsze twierdzenie oraz wzor (1.16), mozemy wyznaczy¢ czas dziata-

nia algorytmu 2.1 przy uzyciu parametrow r., oraz n,,. Istotnie, wstawiajac (1.16) do (2.21)

otrzymujemy

T(n,m,r,s)

2.10- 1
(m(s P 1)

Vo

+

(I" - 1)(2(111/2 +m+1- k) + m(l’l]/z + S)))

k=1
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Stad po dokonaniu stosownych przeksztatcen otrzymujemy

-6

T(n,m,r,s) = m2rs + 2nypr + nyps — 2.5n;, — 0.5n,m —m — 1). (2.24)

(9]

Kolejnym elementem analizy algorytméw 2.1 1 2.2 bedzie wyznaczenie optymalnych war-
toSci parametrow r i s. Minimalizujac funkcje 7'(n, m, r, s) przy warunku rs = n oraz ustalonych
rozmiaréw problemu n, m, otrzymujemy wniosek, ze minimalna warto$¢ czasu dziatania algo-

rytmow jest osiagnigta dla

(r.5) = (V2. V2n).

OczywiScie, warto$ci parametréow r i s musza by¢ catkowite, zatem jako optymalne wartosci

parametréw r i s nalezy przyjac

(r.5) = ([Vn2].| V2n)). (2.25)

Zauwazmy, ze wartoS¢ parametru s okreSlona przez (2.25) nie zalezy od m 1 co najwazniejsze,
nie zalezy rOwniez od r, oraz n; ;. Oznacza to, ze w kodzie Zréodlowym algorytmu mozna zapro-
gramowac obliczanie r i s ze wzoru (2.25) jako optymalny wyboér tych parametréw. Pozostanie
on stuszny niezaleznie od konkretnych wartosci r., n;» dla danego komputera.

Wybér optymalnych warto$ci parametréw algorytmu okreslony wzorem (2.25) powinien
by¢ ,,dostrojony”, aby uzyskac jak najlepsza szybkos$¢ algorytmu poprzez eliminacj¢ konflik-
tow w dostepie do bankéw pamigci. Instrukcje 2—6 algorytméw 2.1 i 2.2 zapisane w jezyku
Fortran z wykorzystaniem podprogramu SAXPY, czyli AXPY dla pojedynczej precyzji, przyj-
ma nastgpujaca postac

do k=1,s
do j=1,min (m, k-1)
call saxpy(r+l,a(j),x(k-3),s,x(k),s)
end do
end do
Parametry wywotania podprogramu AXPY opisuja kolejno: dtugos¢ wektoréw, skalar, wektor
mnozony, odlegtos¢ migdzy jego kolejnymi sktadowymi, wektor wynikowy oraz odlegto$¢ mig-
dzy kolejnymi sktadowymi (ang. stride). W obu przypadkach odlegtos¢ jest rowna s, gdyz wek-
tory te stanowig wiersze dwuwymiarowej tablicy x odpowiadajacej macierzy X, gdzie LDA = s.
Zatem jeSli wartos$¢ s bedzie wielokrotnoScia potegi liczby 2, moze dojs¢ do opisanego w pod-
rozdziale 1.1 niekorzystnego zjawiska konfliktéw w dostepie do bankéw pamigci. Stad nalezy
tak dobraé parametry metody, aby wartos¢ s byta nieparzysta, czyli
[@J -1 dla [@J parzystych,

s = (2.26)
[@J w pozostatych przypadkach,
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a nastgpnie
r=|n/s]. (2.27)

Na zakonczenie zbadajmy liczbe operacji zmiennopozycyjnych wykonywanych w ramach

algorytméw wektorowych 2.1, 2.2 oraz algorytmu skalarnego 1.5.

Twierdzenie 2.2. Liczba operacji zmiennopozycyjnych w algorytmach 2.1 i 2.2 wynosi
dmrs — 2m(m + 1). (2.28)

Dowéd. Zamieniajac we wzorze (2.21) czas dziatania odpowiednich operacji AXPY na liczbe
operacji zmiennopozycyjnych, otrzymujemy wzor na taczna liczbg operacji w rozwazanych

algorytmach, czyli

m+1

2(r + Dm(s — >

)+ 2(r — 1)(Z(m+ 1 —k)+ms)
k=1

=4drsm—rmm+ 1)+ 2(r — 1)(m(m+ 1)—m

(m+1)
2

Stad po prostych przeksztalceniach otrzymujemy (2.28). m
Twierdzenie 2.3 ([104]). Liczba operacji zmiennopozycyjnych w algorytmie 1.5 wynosi

2mn —m(m + 1). (2.29)

OczywiScie, wyznaczenie rozwigzania rOwnania (1.28) algorytmem 2.1 lub 2.2 dla dowol-
nego n przy ustalonych wartoSciach r 1 s wymaga na ogoét zastosowania algorytmu 1.5 dla

wyznaczenia liczb x,,1, ..., x,. Stad otrzymujemy nastgpujace wnioski.

Wnhiosek 2.1. Wyznaczenie rozwiqzania rownania (1.28) za pomocq algorytmu 2.1 lub 2.2 wy-

maga wykonania

2mn + 2mrs — 2m(m + 1) (2.30)
operacji zmiennopozycyjnych.
Wnhiosek 2.2. Algorytmy 2.1 oraz 2.2 sq zgodne 7 algorytmem 1.5 w sensie definicji 1.4.

Zauwazmy, ze jesli przyjmiemy optymalne wartosci parametrow r i s, to zastosowanie algo-

rytméw wektorowych 2.1 i 2.2 bgdzie si¢ charakteryzowac¢ dwukrotnie wigksza liczbg operacji
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arytmetycznych niz w przypadku prostego algorytmu 1.5. W przypadku algorytmu cyclic re-
duction taczna liczba operacji w algorytmie wynosi 2m?n [20], a zatem jest m-krotnie wigksza
niz optymalna okreslona wzorem (2.29) dla algorytmu 1.5. W przypadku algorytmu recursive
doubling nadmiarowos¢ jest jeszcze wigksza 1 wynosi log, n [5, 100].

OczywiScie z uwagi na to, ze w algorytmach w petni wektoryzowalnych (jak przedstawione
wyzej algorytmy 2.1 i 2.2) wszystkie operacje moga by¢ wykonywane w trybie wektorowym,
nalezy oczekiwac, ze takie wtasnie algorytmy beda dziataly znacznie szybciej na komputerach
oferujacych mechanizmy wektorowosci i to zréwnowazy konieczno$¢ wykonania wigkszej niz
okreslona wzorem (2.29) optymalnej liczby operacji. Poszczeg6lne fragmenty algorytmu beda
wykonywane na og6t z r6znymi predkoSciami (jak w prawie Amdahla), a zatem nalezy ocze-
kiwac, ze liczba wykonywanych operacji nie musi doktadnie odzwierciedla¢ czasu dziatania

algorytmu.

2.4. Wyniki eksperymentéw — poréwnanie algorytmoéw

Wprowadzone w poprzednim punkcie algorytmy poréwnamy ze skalarnym algorytmem 1.5
oraz dwoma algorytmami 2.3 1 2.4, wykorzystujacymi podprogramy bibliotek BLAS 1 LA-
PACK.

W algorytmie 2.4 wykorzystano pojedyncze wywotanie podprogramu TBSV z BLAS-u po-
ziomu 2, rozwiazujacego rownanie (1.27). W algorytmie 2.3 zastosowano podprogram TBTRS
z biblioteki LAPACK rozwiazujacy (1.27) dla wielu prawych stron, ktéry wykorzystano do
rozwiazania uktadu (2.11), dalsze zas$ kroki zrealizowano jak w algorytmie 2.1. Liczba operacji
zmiennopozycyjnych w operacji TBSV jest okreSlona przez (2.29) [32]. Po analizie kodu Zro-
dlowego podprogramu TBTRS z biblioteki BLAS! przyjmujemy, ze liczba operacji zmiennopo-
zycyjnych w algorytmie 2.3 jest identyczna jak w algorytmie 2.1, a liczba operacji w algorytmie
2.4 odpowiada wielkosSci (2.29), cho¢ nie mozna mie¢ pewnosci co do algorytmu zastosowa-
nego w bibliotece scilib dostarczanej wraz z komputerami Cray, gdyz nie sa udostgpniane jej
kody Zrédtowe.

Wszystkie algorytmy zostaty zaimplementowane w jezyku Fortran oraz przetestowane na
dwoch komputerach wektorowych Cray C90 oraz Cray SV 1, ktore charakteryzuja si¢ roznymi
wartoSciami 7., 1y, dla wystepujacych w rozwazanych algorytmach petli. Uzyto kompilatora
optymalizujacego (z opcja automatycznej wektoryzacji) oraz zoptymalizowanych podprogra-
mow BLAS-u 1 LAPACK-a z biblioteki Cray scilib. Kazdy algorytm testowano dla wielu roz-

'ttp://www.netlib.org/blas/stbtrs.f
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Algorytm 2.3. Wektorowe wyznaczanie rozwigzania liniowego réwnania rekurencyjnego o sta-
tych wspétczynnikach (1.28) przy ustalonych wartos$ciach catkowitych r > 1, s > 1 takich, ze
rs = n.

Wejscie: liczby ay,...,a, oraz fi,..., f, tworzace wektory f,, ..., f, zdefiniowane przez (2.8).
Wyjscie: X1, = (X1,...X,).
1: zastosuj podprogram TBTRS do wyznaczenia X = L™'F, przyjmujac a;; = a; dla k =

1,...,n

[\

: for j =2tordo

T
. 1 m T
3 (ah....a¥) «<(0,....,0)
4: fork =1tomdo
1 1
aj aj
5 : — + am+l—sz—m+k:s,j—1 { AXPY}
m—k+1 m—k+1
a; a;
end for

6

7. fork=1tomdo

8 X.; < X.; + alyi { XY, stosujac (2.7)}
9

end for
10: end for

Algorytm 2.4. Wyznaczania rozwigzania liniowego réwnania rekurencyjnego o statych wspot-
czynnikach (1.28) przy uzyciu podprogramu TBSV.

Wejscie: liczby fi,..., f, oraz ay,...,a,, przy czym poczatkowo x; = fydlak =1,...,n
Wyjscie: obliczone xi, ..., x,

1: zastosuj podprogram TBSV, przyjmujac a;; = a;dlak =1,...,n

nych rozmiar6éw (wartoS$ci n 1 m) oraz parametrow r 1 s, mierzac rzeczywisty czas dzialania przy
uzyciu funkcji systemowej timef ().

Rysunki 2.2 1 2.3 ilustruja zalezno$¢ migdzy ré6znymi wartoSciami parametru s a mierzonym
w sekundach czasem dziatania algorytmu 2.1 dla r6znych warto$ci m oraz n. Jak zaznaczyliSmy
w podrozdziale 2.3, z teoretycznego punktu widzenia, optymalny wybdr parametréw metody
nie zalezy od charakterystyki konkretnego procesora. Wyniki eksperymentéw potwierdzaja tg
tezg. Dla obu komputeréw metoda jest wykonywana najszybciej dla wartosSci s bliskich opty-
malnej wartoSci okreslonej wzorem (2.25), ktéra nie zalezy od wartosci m. Jednocze$nie mozna
zaobserwowac bardzo charakterystyczne wzrosty czasu dziatania algorytmu dla pewnych, re-
gularnie powtarzajacych si¢ wartoSci s. Sa to wtasnie wielokrotnosci potegi liczby 2. Sa one

tym wigksze, im wigkszy jest wyktadnik potegi. Potwierdza to rozwazania teoretyczne z pod-
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rozdziatu 2.3. Zatem, wybor parametréw s 1 r okreslony odpowiednio wzorami (2.26) 1 (2.27)
nalezy traktowac jako bardzo dobre praktycznie okreSlenie wartoSci, ktére nalezy stosowac.

Rysunek 2.4 pokazuje zalezno$¢ migdzy rozmiarem problemu (wartoS¢ m) a czasem dzia-
tania rozwazanych algorytméw: 1.5, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 dla wybranych wartosci n. W przypadku
algorytmoéw 2.1, 2.2, 2.3 zastosowano optymalny dobdr parametréw metody zdefiniowany wzo-
rami (2.26) 1 (2.27). Na poczatek zaobserwujmy, ze zachowanie si¢ algorytmow jest podobne
dla matych (n = 64000) i duzych (n = 1024000) rozmiaréw problemu oraz obu komputeréw.
Dla m = 1 najwigksza szybkos¢ dzialania osiaga algorytm 2.1, a dla m > 1 wigksza szybkos§¢
osiaga algorytm 2.2 dzigki zastosowaniu podprogramu mnozenia macierz - wektor z drugiego
poziomu BLAS-u. Rysunek 2.5 pokazuje wydajnos¢ obu komputeréw wykonujacych rozwa-
zane algorytmy. WydajnoS$¢ roSnie wraz ze wzrostem wartoSci m oraz n. Dla algorytméw 2.3
oraz 2.4 komputery osiagaja wydajnos¢ wigksza niz dla prostego algorytmu 1.5, ale znacznie
mniejsza niz dla algorytméw 2.1 i 2.2. Odnotujmy réwniez fakt, ze wydajno$¢ obu kompute-
row dla wszystkich algorytmow jest podobna dla mniejszych wartoSci n, ale prawie dwukrotnie
wigksza na nowszym komputerze Cray SV1 przy wigkszych wartoSciach n.

Z punktu widzenia uzytkownika najistotniejsze jest przyspieszenie algorytmow zoptyma-
lizowanych 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 wzglgdem najprostszego i jednoczesnie charakteryzujacego sig¢
najmniejsza liczba operacji zmiennopozycyjnych algorytmu 1.5 (w sensie definicji 1.5). Ry-
sunek 2.6 pokazuje zalezno$§¢ migdzy rozmiarem problemu n a przyspieszeniem wzgledem
algorytmu 1.5 dla wybranych wartos$ci m. Przyspieszenie algorytméw wektorowych 2.1 1 2.2
na ogo6t ro$nie wraz ze wzrostem wartosci n. Jednak wzrost rozmiaru problemu z 1024000 do
2048000 powoduje niewielki wzrost przyspieszenia na komputerze Cray SV1, a nawet w przy-
padku komputera Cray C90 oraz m = 1 jego spadek. Jednoczesnie przyspieszenie maleje wraz
ze wzrostem wartosci m, co jest spowodowane wzrostem wydajnoSci wykonania algorytmu 1.5,
gdyz dla wigkszych wartoSci m petla wewnetrzna w algorytmie 1.5 moze by¢ wektoryzowana.
Algorytmy 2.3 1 2.4 osiagaja niewielkie przyspieszenie niezalezne od wartosci 7 i sa do szeSciu
razy wolniejsze niz algorytmy wektorowe. Jako podsumowanie powyzszych rozwazan odnotuj-

my nastepujace wnioski.

o Algorytmy wektorowe 2.1 i 2.2 osiagaja najwigksza szybko$¢ dziatania dla wartosci s
i r zblizonych do optymalnych, zdefiniowanych przez (2.26) i (2.27). Wyb6r parametréw

zalezy jedynie od n.

e Uzycie algorytmu 2.2 jest wskazane dla m > 1, ale wymaga dodatkowego miejsca dla

reprezentacji macierzy Y (sm stéw maszynowych).
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e Przyspieszenie wzgledem algorytmu 1.5 oraz wydajno$¢ komputeréw dla algorytmoéw

wektorowych na ogét roSnie wraz ze wzrostem rozmiaru problemu (wartoSci n 1 m).

e Dla s = a2F szybko$é dziatania algorytméw wektorowych drastycznie spada, co jest
efektem konfliktéw w dostepie do bankéw pamigci. Im wigksza warto$¢ k, tym wigkszy

spadek szybkosci.

e Szybkos$¢ dziatania algorytmoéw 2.3 1 2.4 wykorzystujacych algorytmy z biblioteki Cray

scilib jest bardzo niewielka. Nie wykorzystuja one specjalnej struktury macierzy L.

e Na komputerze Cray SV1, dla m = 1 1 odpowiednio duzych wartosci n, algorytm 2.1

osiaga przyspieszenie okoto 60 wzgledem algorytmu 1.5.

Na zakonczenie dodajmy, ze zréwnoleglenie algorytméw wektorowych 2.1 i 2.2 oparte na
zastosowaniu réwnolegtej wersji operacji AXPY nie jest efektywne. W nastgpnym rozdziale

przedstawimy inna metode, ktéra bedzie mogta by¢ efektywnie zréwnoleglona.
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3. BLOKOWE ALGORYTMY LINIOWYCH OBLICZEN
REKURENCYJNYCH

Efektywnosc¢ algorytmu 2.1 przedstawionego w poprzednim rozdziale zalezy w duzej mie-
rze od efektywnosci wykonania operacji AxpY. Co wigcej, wraz ze wzrostem rzedu rownania
(warto$¢ m) wydajnos¢ komputeréw wektorowych wykonujacych algorytm 2.1 ros$nie nieznacz-
nie. W takim przypadku istotne ulepszenie algorytmu mozna osiagnaé jedynie przez zastoso-
wanie podprograméw z wyzszych poziomow biblioteki BLAS, co moze przyczynic si¢ tez do
wzrostu efektywnosci obliczen rekurencyjnych na komputerach z procesorami innymi niz wek-
torowe, gdzie szybkoS¢ wykonania obliczen w ramach operacji AXPY na og6t znacznie odbie-
ga od teoretycznej maksymalnej wydajnosci komputera. Dodatkowa zaleta bgdzie mozliwos$¢

efektywnego zréwnoleglenia takiego algorytmu.

3.1. BLAS pozioméw 2 i 3 w rozwiazywaniu liniowych rownan rekurencyjnych

Za punkt wyjScia dla wyznaczenia rozwigzania réwnania (1.28) przyjmijmy zatozenia do-
tyczace algorytmu 2.1. Dodatkowo uzywajac liczb ay, ..., a, wprowadzonych w (1.28), zdefi-

niujmy nastgpujaca macierz gérnotréjkatng

Ay Ap-1 - Al
0 a,, R

c=| T |erm™, 3.1)
0 R 0 a,,

Podobnie jak w przypadku algorytmu 2.1 rozwazmy na poczatek rozwiazanie uktadu réwnan
LZ = F, gdzie macierz L € IR™ jest postaci (2.3), a macierze Z i F zdefiniowano wzorem
(2.10). Kazdy wiersz Z; . macierzy Z moze by¢é wyznaczany za pomoca nastgpujacego wzoru

stanowigcego uogolnienie (2.12)

Zis < Zix + Clmax{l m—k+2):mZmax{1 k—m):k—1,55 (3.2)

gdzie C max(1 m—k+2):m OZnacza pewien, zalezny od wartosci k, fragment pierwszego wiersza ma-

cierzy Cdlak = 2,...,m oraz caly pierwszy wierszdlak =m+1,...,s, czyli inaczej liczby

Amin{m,k—1}> Amin{m k—1}-15 - - - > A1-
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Istotnie, zapisujac (3.2) w postaci rozwinigtej, otrzymamy wzor (2.12). Operacja okreSlona
wzorem (3.2) moze by¢ zaprogramowana za pomoca operacji mnozenia macierzy przez wektor,

czyli operacji GEMV z BLAS-u poziomu drugiego. Transpozycja iloczynu
Cl,max{l,m—k+2}:mZmax{l,k—m}:k—l,*

moze by¢€ zapisana w postaci

(Cl,max{l,m—k+2}:mZmax{Lk—m}:k—l.*)T = Zr{lax{1,k—m;:k—1,*C1T,max{1,m—k+2}:m=
czyli wiasnie jako odpowiedni wariant operacji GEMV. Ostatecznie podsumujmy, Ze wyznacze-
nie rozwiagzania uktadu LZ = F moze by¢ zrealizowane jako sekwencja operacji mnozenia
macierzy przez wektor.
W nastgpnym kroku wyznaczamy m ostatnich sktadowych wektoréw x,, ..., X,, czyli po-
stugujac si¢ terminologia macierzowa, elementy macierzy X;_,+1:52,-- W tym celu zdefiniujmy

macierz, ktérej elementami sa wsp6tczynniki o/j zdefiniowane wzorem (2.6) jako
A=| : : e R™¢D, (3.3)

Elementy macierzy A beda wyznaczane kolumnami, tacznie z poszukiwanymi liczbami stano-
wiacymi m ostatnich sktadowych kolejnych wektorow x; dla j = 2,...,r. W tym celu zapiszmy
wzory (2.14) w nastepujacej postaci, gdzie poszczegolne liczby x(;_1y—;, [ = 0,...,m—1, celowo

zapisano w kolumnach jedna pod druga:

1
Cl’j AmX(j-1)s—m+1 +...+ A X(j-1)s-1 + aixg-iys

2 _
@; = ApX(j-Ds—m+2 T - T A2X(j-1)s (3.4)
a™ = amx(j—l)s

J

W zapisie wektorowym wzor (3.4) przyjmie postaé

an a

N S~ =
=]
N
[38)

=X(G-Ds—-m+1| . |t T XG-Ds| . >

S
~3
o
Q
3
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skad otrzymujemy

Ay Qp-1 -~ 4] X(j-1)s—m+1
0 a, - a X(j-1)s
J=Ds—m+2
A*,j—l = . . . . = CXs—m+1:s,j—1- (35)
0 ce 0 a, X(j-Ds
Wyznaczenie m ostatnich sktadowych wektoréw x;, j = 2,...,r moze by¢ zrealizowane za

pomoca operacji mnozenia macierzy przez wektor o postaci (2.20), zawgzonej do m ostatnich
sktadowych wyznaczanego wektora. Niech zatem macierz Y bgdzie zdefiniowana przez (2.18)
oraz niech X = Z bedzie macierza otrzymywana jako rozwiazanie uktadu LZ = F. Wéwczas
wyznaczenie X112, moze byC zrealizowane przez powtorzenie dla j = 2,...,r sekwencji

dwoch operacji

{ A*,j—l — CXs—m+1:s,j—l (3 6)

Xs—m+1:s,j — Xs—m+1:s,j + Ys—r11+1:s,*A*,j—1-

Pierwsza to mnozenie macierzy gérnotrdjkatnej przez wektor (operacja TRMV z biblioteki BLAS
poziomu drugiego). Druga to zwykle mnozenie macierzy przez wektor (operacja GEMV). Za-
uwazmy, ze w trakcie powtarzania czynnosci (3.6) dla kolejnych wektoréw zachowujemy wy-
znaczane kolejno wspétczynniki a.’/‘. , stanowigce kolumny macierzy A, co wymaga dodatkowego
miejsca w pamigci dla m(r — 1) liczb, ale jest niezbedne dla efektywnego wykonania kolej-
nego kroku algorytmu, w ktérym wyznaczymy s — m pierwszych sktadowych wektoréow x;,
J = 2,...,r. W tym miejscu warto zaznaczy¢, ze wykonanie tego kroku nie zawsze jest ko-
nieczne. W pewnych zastosowaniach interesuje nas jedynie wyznaczenie liczb x, .1, ..., Xp,
ktére spetniaja (1.28), co bedziemy nazywaé czastkowym rozwigzaniem réwnania.

Zauwazmy teraz, ze dla wyznaczenia s — m pierwszych sktadowych wektorow x;, j =
2,...,r, czyli macierzy Xi.s_,2., za pomoca wzoru (2.20) okrojonego do pierwszych s — m

sktadowych wyznaczanego wektora, czyli
Xl:s—m,j — Xl:s—m,j + Yl:s—m,*A*,j—l

potrzebne sa jedynie odpowiednie wspétczynniki af. (kolumny macierzy A) wyznaczone w po-
przednim kroku metody oraz macierz Y. Co wigcej, sktadowe poszczegdlnych wektoréw x; mo-
ga by¢ wyznaczane niezaleznie. Stad, stosujac powyzszy wzoér jednoczesnie dla j = 2,...,r,
otrzymujemy nastgpujacy wzor na wyznaczenie brakujacych sktadowych rozwiazania (czyli

elementow macierzy Xj.s_,2.):

Xl:s—m,Z:r — Xl:s—m,Z:r + Yl:x—m,*A- (37)
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Operacja o postaci (3.7) jest mnozeniem dwoch macierzy prostokatnych i jest dostepna w bi-
bliotece BLAS poziomu 3 jako GEMM.

Opisane wyzej postepowanie zapiszmy w postaci algorytmu 3.1, gdzie dla poszczegdlnych
operacji, podanych w notacji matematycznej, wskazano réwniez ich odpowiedniki z biblioteki
BLAS pozioméw 2 i 3. Schemat wyznaczania poszczegélnych elementéw rozwiazania przed-

stawia rysunek 3.1. Wyznaczymy teraz liczbe operacji zmiennopozycyjnych w algorytmie 3.1.

Algorytm 3.1. Macierzowe wyznaczanie rozwigzania liniowego réwnania rekurencyjnego
o statych wspétczynnikach (1.28) przy ustalonych wartosciach catkowitych r > 1, s > 1 ta-
kich, ze rs = n.

Wejscie: liczby ay,...,a, oraz fi,..., f, tworzace wektory fi, ..., f. zdefiniowane przez (2.8)
Wyjscie: X1, = (X1,...X,).
1: X « (fl,. ..,f,,el)

a, - a
2: C «
0 a,,
3: fork=2tosdo
4 Xiw & Xiw + Clmax{tim—k+2y:mXmax(1.k-m)k—1,+ {Operacja GEMV}
5: end for{ X.,,; =y}
6: Y «— (y1,...,¥m) {stosujac (2.18)}
7. for j =2tordo
8:  A,j1 < CXy_ps1,j-1 {OpPEracja TRMV}
9: Xoomitis,j & Xoometisj + Yoomer5+As j—1 {Operacja GEMV}

10: end for
11: Xl:s—m,Z:r — Xl:s—m,2:r + Yl:s—m,*A {OperaCja SmallGEMM}

Twierdzenie 3.1. Liczba operacji zmiennopozycyjnych w algorytmie 3.1 wynosi
dmrs — 2m* — mr — m. (3.8)

Dowdéd. Liczba operacji zmiennopozycyjnych w instrukcjach 3-5 wynosi

2(s— m2+ 1)(r+ Dm. (3.9)

W instrukcjach 7-10 powtarzamy r — 1 razy operacje TRMV wymagajaca m> operacji zmienno-

pozycyjnych oraz GEMV wymagajaca w tym konkretnym przypadku 2m? operacji. Stad tacznie
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otrzymujemy liczbg
3mP(r — 1) (3.10)
operacji zmiennopozycyjnych. Instrukcja 11, czyli operacja GEMM, wymaga w tym wypadku
2(s —m)m(r — 1) (3.11)

operacji. Sumujac liczby (3.9), (3.10) i (3.11), otrzymujemy po prostych przeksztalceniach
wielkos$¢ opisang wzorem (3.8). m
Uwzgledniajac koniecznos¢ wyznaczenia liczb x,4.1,...,X, ze wzoru (1.28), co wymaga

2(n — rs)m operacji, otrzymujemy nastgpujacy wniosek.

Whiosek 3.1. Wyznaczenie rozwiqzania rownania (1.28) za pomocq algorytmu 3.1 wymaga

wykonania
2mn + 2mrs —2m> —mr —m (3.12)

operacji zmiennopozycyjnych.

r+1 kolumn

R

4
5
A
5
A
bole!
58

S wierszy

‘:’:’
ge%8%s
foge
otel

v
7

w pierwsza kolumna macierzy X (instrukcje 3-5)
% m wierszy, kolumny 2:r (instrukcje 7-10)

E;i;ﬁ s—m wierszy, kolumny 2:r (instrukcja 11)

wektor y1 (instrukcje 3-5)

Rys. 3.1. Wyznaczanie elementéw rozwiazania réwniania (1.28) przy uzyciu algorytmu 3.1
Fig. 3.1. Finding the elements of the solution of (1.28) using Algorithm 3.1
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Zatem, liczba dziatan arytmetycznych jest zblizona do liczby dziatan algorytméw 2.1 1 2.2. Po-
dobnie jak w przypadku algorytméw wektorowych zajmiemy si¢ teraz wyborem optymalnych
wartoSci parametréw r i s. Zauwazmy, ze funkcja opisana wzorem (3.12) nie posiada mini-
mum lokalnego. Jednoczes$nie instrukcja 11 jako jedyna bedzie realizowana przez wywotanie
operacji mnozenia macierzy GEMM z trzeciego poziomu BLAS-u. Nalezy zatem oczekiwac, ze
ten fragment algorytmu bedzie wykonywany z najwigksza wydajnoScia. Zatem, przyjmijmy ja-
ko parametry metody wartosci, ktére minimalizuja liczbg operacji w instrukcjach 3-10, czyli

wykonywane wolniej za pomoca BLAS-u poziomu drugiego, to jest warto$¢

fr,s) = Z(S— mTH)(rJr Dm + 3m*(r — 1).

Wyznaczajac minimum lokalne funkcji f(r,s) przy warunku rs = n oraz obcinajac optymalne

wartoSci do liczb catkowitych, otrzymujemy

. 2n . | [2mn—n
r —[ 2m—lJ’ Ry —[ 5 ‘ (3.13)

Podobnie jak w przypadku algorytméw wektorowych, wybodr (3.13) nalezy tak skorygowac,
aby unikna¢ parzystych wartoSci parametru s, zatem

s*—1 dlas* parzystych,
5= pareysy (3.14)

*

s w przeciwnym przypadku,

a nastgpnie
r = |n/s]. (3.15)

Zauwazmy réwniez, ze jesli przyjmiemy optymalne warto$ci parametréw s i r zdefiniowane
przez (3.14) 1 (3.15), to algorytm blokowy 3.1 bedzie si¢ charakteryzowa¢ dwukrotnie wigksza
liczba operacji arytmetycznych niz prosty algorytm 1.5. Nalezy jednak oczekiwa¢ zadowalaja-
cego przyspieszenia wzgledem algorytmu 1.5, a to z uwagi na uzycie podprograméw BLAS-u

wyzszych pozioméw.

3.2. Algorytm réwnolegly na komputery z pamiecia wspolng

Algorytm 3.1 moze by¢ tatwo zréwnoleglony na komputery wieloprocesorowe z pamigcia
wspdlna. Do wykonania réwnolegtego nadaja si¢ instrukcje 3-5 oraz 11. Instrukcje 7-9 beda sta-
nowié sekwencyjna czg¢$¢ algorytmu. Kazdy procesor bgdzie dziatat na bloku kolumn macierzy
X. Szczegoty przedstawiamy w postaci algorytmu 3.2, ktéry moze by¢ zaimplementowany za

pomoca standardu OpenMP [17].
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Algorytm 3.2. Réwnolegle (macierzowe) wyznaczanie rozwigzania liniowego rdwnania reku-
rencyjnego o statych wspétczynnikach (1.28) przy ustalonych wartos$ciach catkowitych r > 1,
s > 1 takich, ze rs = n, na p procesorach z pamigcia wspolna.

Wejscie: liczby ay,...,a, oraz fi,..., f, tworzace wektory fi, ..., f. zdefiniowane przez (2.8)
Wyjscie: X1, = (X1,...X,).
1: X« (f,....f.,e)
a, - a
2: C «
0 a,,
3t [(r+1)/pl
4: for i = 0to p — 1 do in parallel
5: fH—it+1; He— G+ 1t

6: ifi=p—1then

7: Hhe—r+1

8: endif

9: fork=2tosdo

10: Xioi:nn < Xen:y T Cromax{tm—k+2:mXmax(1k—mjk-1.1:1, { GEMV }

11:  end for

12: end for{ X, ,.; =y}

13: Y « (Y1,...,¥m) {stosujac (2.18)}

14: for j =2 tor do

15: A, j1 <« CX;_ps1:5,j-1 {Operacja TRMV }

16: X mits < Xoomets,j T Yoome1:5+A« j—1 {Operacja GEMV }
17: end for

18: t « [r/p]

19: for i = 0 to p — 1 do in parallel

200 H«—it+1; H e (G+ 1)t

21:  if i = 0 then

22: <t +1

23:  end if

24:  ifi = p—1 then

25: Iy «<r

26:  end if

270 Xisemayn, < Xis—muy, + Yis-m+A {Operacja GEMM}
28: end for
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Rysunek 3.2 przedstawia sposéb organizacji obliczen rownolegtych w petli opisanej w li-
niach 4-12. Najpierw wywotywany jest podprogram ustalajacy liczbe dziatajacych réwnolegle
watkéw na warto$¢ réwna liczbie dostgpnych procesoréw. Nastepnie petle, ktéra ma by¢ wy-
konana réwnolegle (dla kazdego procesora jedna iteracja), poprzedzamy dyrektywa parallel
do, w ktérej wskazujemy zmienne lokalne, stuzace do definiowania numeréw kolumn prze-
twarzanych przez dany procesor. DomySlnie, wszystkie zmienne, ktére nie zostaty wyspecy-
fikowane w klauzuli private, sa traktowane jako wspdlne. Dla kazdego watku ustalane sa
wartoSci zmiennych lokalnych t1, t2 oraz zmiennej d opisujacej liczbg kolumn przetwarza-
nych przez dany procesor. Nastgpnie w petli odpowiadajacej liniom 9-11 wywotywana jest
operacja SGEMV, czyli mnozenie macierzy przez wektor dla pojedynczej precyzji. Organizacja

petli 19-28 jest podobna.

call omp_set_num_threads (p)
!Somp parallel do private(k,tl,t2,d) default (shared)
do i=0,p-1
tl=ixt+1
t2=(i+1) xt
if (i.eg.p-1l) then
t2=r+1
end if
d=t2-tl+1
do k=2,s
call sgemv('T’,min(k-1,m),d,1.0,x(max(l,k-m),tl),
& s,c(l,max(l,m-k+2)),maxm,1.0,x(k,tl),s)
end do
end do

Rys. 3.2. Organizacja obliczen rownolegtych w petli 4-12 algorytmu 3.2 przy uzyciu OpenMP
Fig. 3.2. Parallelizing of the loop 4—12 in Algorithm 3.2 using OpenMP

3.3. Wyniki eksperymentow

Algorytmy 3.1 1 3.2 zostaly zaimplementowane w jezyku Fortran z wykorzystaniem standar-
du OpenMP na czterech platformach: dwuprocesorowym komputerze Intel Pentium III, dwu-
nastoprocesorowym Sun UltraSPARC I, czterech procesorach komputera Cray SV1 oraz dwu-
procesorowym komputerze Quad-Core Xeon.

Rysunek 3.3 przedstawia czas dziatania obu algorytméw na komputerze Intel Pentium dla
réznych wartos$ci m, wzgledem réznych warosci parametru s. Szybkos¢ dziatania zalezy od
rzgdu rownania (m) oraz wartosci s. Podobnie jak w przypadku algorytmu 2.1 wykonywanego
na komputerach Cray, czas dziatania algorytméw znacznie ro$nie dla s = a2*, co jest efektem

zjawiska cache miss.
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Rys. 3.3. Czas dziatania algorytmow 3.1 (#procs=1) i 3.2 (#procs=2) na dwuprocesorowym kom-
puterze Pentium III 866 MHz dla n = 50000, m = 8,32, 64 i r6znych wartosci s. Opty-
malne warto$ci parametru s wynosza odpowiednio 611, 1253, 1787

Fig. 3.3. Execution time of the algorithms 3.1 (#procs=1) and 3.2 (#procs=2) on a dual-processor
Pentium III 866 MHz for n = 50000, m = 8, 32, 64 and various s. The optimal values of
s are 611, 1253, 1787 respectively
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Wybdr parametréw s 1 r okreSlony wzorami (3.14) 1 (3.15) nalezy uzna¢ za wzglednie do-
bre przyblizenie optymalnych wartosci tych parametréw, cho¢ w praktyce za wartoS¢ s lepie;j
jest przyjac¢ okoto 4/5 wartoSci okreslonej wzorem (3.13), gdyz rozmiar tablic ma wplyw na

efektywny sposéb wykorzystania pamigci podrgczne;.

Rysunek 3.4 pokazuje przyktadowy czas wykonania algorytméw 3.1 1 3.2 na komputerze
z procesorem Pentium III dla rozwiazania petnego (F) oraz czastkowego (P), gdzie wyznacza-
my tylko m ostatnich sktadowych rozwiazania. W obu przypadkach zastosowanie algorytmu
3.2, czyli uzycie dwéch procesoréw, daje istotny przyrost przyspieszenia, ktére na ogét roSnie
wraz ze wzrostem m, choé dla pewnych wartosci m = a2* efektywnos¢ algorytmu drastycz-
nie spada, co jest zwigzane ze zjawiskiem braku potrzebnych danych w pamigci podrgczne;j
w trakcie wykonywania podprograméw z biblioteki BLAS (cache miss). Rysunek 3.5 pokazuje
wydajnos¢ komputera z procesorem Pentium III wykonujacego algorytmy 3.1 1 3.2. Dla algo-
rytmu 3.2 zastosowanego do rozwigzania pelnego wynosi ona maksymalnie 1400 Mflops, co
stanowi okoto 50% teoretycznej maksymalnej wydajnosci komputera, podczas gdy wydajnos¢

dla algorytmu 1.5 to zaledwie okoto 145 Mflops.

Rysunki 3.6, 3.7, 3.8 pokazuja odpowiednio czas dziatania, wydajno$c¢ i przyspieszenie al-
gorytméw 3.11 3.2 wzgledem algorytmu 1.5 na komputerze Sun UltraSPARC II dla mniejszego
(n = 1000000) 1 wigkszego (n = 4000000) rozmiaru problemu dla wyznaczania rozwigzania
pelnego i czastkowego, przy z zmieniajacej si¢ wartosci m. Algorytm 3.1 dziala nieco wolniej
niz algorytm 1.5, ale sytuacja poprawia si¢ dla algorytmu réwnoleglego 3.2 przy odpowied-
nio duzych wartos$ciach n i m. Przyspieszenie jest na ogét wigksze niz liczba procesoréw, co
jest spowodowane efektywniejszym wykonywaniem operacji BLAS-u na wigkszych macierz-
ach (lepsze wykorzystanie pamigci podrgcznej). Uzycie wigkszej liczby procesoréw jest ko-
rzystne dla wigkszych wartosci n. Dla n = 1000000 uzycie dwunastu procesoréw na ogot nie
daje wzrostu przyspieszenia w porownaniu do przyspieszenia na oSmiu procesorach. Oczy-
wiscie, przyspieszenie jest znacznie wigksze dla wyznaczania rozwigzania czastkowego, gdyz
woweczas nie sa wykonywane fragmenty algorytmow, ktdre zawieraja wywotania podprogramu

GEMVM, stuzacego do wyznaczenia s — m pierwszych sktadowych kolumn macierzy X.

W trakcie testow przyjeto za s warto$¢ okreslona przez (3.14). Jednak w wielu przypadkach
moze by¢ ona tak dostrojona, by algorytmy dziataty szybciej. Szczegdlnie dla wigkszych war-
toSci m korzystnie jest przyjac za s warto$¢ mniejsza, nawet s*/2. Na rysunku 3.8 mozna zaob-
serwowad, ze dla n = 1000000 i wartosci m € [4, 10] algorytm osiaga znaczne przyspieszenie,

adlan = 4000000 im > 48 mozna zaobserwowac pewien spadek przyspieszenia. W pierwszym
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przypadku wzor (3.14) bardzo dobrze okresla optymalng warto$¢ parametru, a drugim znacznie
gorzej.

Rysunki 3.9, 3.10, 3.11 pokazuja odpowiednio czas dzialania, wydajnoS¢ i przyspieszenie
rozwazanych algorytméw wzgledem algorytmu 1.5 na komputerze Cray SV1. Mozna zaobser-
wowac spadek przyspieszenia przy rosnacej wartosci m, przy jednoczesnym wzroscie wydajno-
Sci. Jest to spowodowane wzrostem wydajnosci osiaganej dla algorytmu 1.5 przy wigkszej war-
toSci m, co jest z kolei spowodowane wektoryzacja petli wewngetrznej w algorytmie 1.5. Mozna
rOwniez zaobserwowaC wzrost przyspieszenia przy rosnacej wartosci n oraz znacznie wigksze
przyspieszenia przy wyznaczaniu rozwigzania czastkowego. W przypadku rozwiazania petne-
go algorytmy sa wykonywane znacznie bardziej wydajnie niz przy wyznaczaniu rozwigzania
czgsSciowego. Jest to spowodowane bardzo szybkim wykonaniem operacji GEMM, ktéra stanowi
prawie polowe ogdlnej liczby operacji zmiennopozycyjnych wykonywanych w obu algoryt-
mach. Uzycie wigkszej liczby procesoréw staje si¢ korzystniejsze dla wigkszych rozmiar6w
problemu.

Rysunki 3.12-3.14 pokazuja analogiczne wyniki eksperymentéw na dwuprocesorowym
komputerze Quad-Core Xeon (odpowiednio czas, wydajnosc¢ i przyspieszenie). Mozna zaobser-
wowac, ze czas dzialania algorytmu 3.1 jest zblizony do czasu dziatania algorytmu 1.5. Uzycie
wigkszej liczby rdzeni (odpowiednio 4 i 8) i zastosowanie algorytmu 3.2 daje istotne skrdcenie
czasu obliczen. Przyspieszenie oraz wydajnos$¢ na ogét rosng wraz ze wzrostem wartosci n i m.

Na zakonczenie odnotujmy fakt, ze rozwazane w tym rozdziale algorytmy 3.1 1 3.2 cha-
rakteryzujg si¢ znacznie lepszym przyspieszeniem niz inne znane algorytmy [9, 89, 90]. W po-
rownaniu do zaprezentowanej w pracy [90] oryginalnej 1 zmodyfikowanej metody Wanga, al-
gorytm 3.2 osiaga znacznie wigksze przyspieszenie wzgledem algorytmu 1.5. Metoda Wanga
dla liczby procesoréw od 10 do 12 daje przyspieszenie migdzy 1 a 4 tylko dla niewielkich war-
tosci m (m < 2). Dla wigkszych wartoSci przyspieszenie jest jeszcze mniejsze. W pracy [89]
pokazano, ze metoda Wanga zastosowana do wyznaczenia rozwiazania (1.28) daje na oSmiu
procesorach komputera Cray Y-MP przyspieszenie nie wigksze niz 3. Znacznie nowsze wyniki
zaprezentowano w pracy [9]. Algorytm zaproponowany przez R. Barrio i wspétautoréw daje
dobre przyspieszenie na komputerze Cray T3D. Jednak do osiagnigcia przyspieszenia na po-
ziomie wartosci 5 potrzeba az szesnastu procesoréw, a na czterech procesorach przyspieszenie
nie przekracza wartosci 2, nawet dla niewielkich wartoSci m. Kluczowe dla osiaganego duzego
przyspieszenia algorytméw 3.1 1 3.2 wzgledem algorytmu 1.5 jest uzycie podprograméw z po-
ziomOw drugiego i trzeciego biblioteki BLAS oraz mozliwos¢ wykorzystania mechanizméw

wektorowosci.
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Rys. 3.4. Czas wykonania algorytmow 3.1 (#procs=1), 3.2 (#procs=2) i 1.5 na komputerze Intel
Pentium III dla wyznaczenia rozwigzania petnego (F) i czastkowego (P)

Fig. 3.4. Execution time of the algorithms 3.1, 3.2 and 1.5 for finding full (F) and partial (P)
solution on a Pentium III
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Rys. 3.5. Wydajno§¢ Pentium III dla algorytméw 3.1 (#procs=1), 3.2 (#procs=2) oraz 1.5 przy
wyznaczeniu rozwigzania petnego (F) i czastkowego (P)

Fig. 3.5. Performance of the algorithms 3.1 (#procs=1), 3.2 (#procs=2) and 1.5 for finding full (F)
and partial (P) solution on a Pentium III
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Rys. 3.6. Czas dziatania algorytméw 3.1 (#procs=1), 3.2 (#procs=4, 8, 12) i 1.5 na komputerze
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Fig. 3.6. Execution time of the algorithms 3.1 (#procs=1), 3.2 (#procs=4, 8, 12) and 1.5 for finding
full (F) and partial (P) solution on an UltraSPARC II
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Rys. 3.7. Wydajnos$¢ komputera UltraSPARC 1I dla algorytméw 3.1 (#procs= 1), 3.2 (#procs= 4,
8, 12) i 1.5 dla wyznaczenia rozwigzania petnego (F) i czastkowego (P)

Fig. 3.7. Performance of the algorithms 3.1 (#procs=1), 3.2 (#procs=4, 8, 12) and 1.5 for finding
full (F) and partial (P) solution on an UltraSPARC II
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Rys. 3.8. Przyspieszenie algorytméw 3.1 (#procs=1) i 3.2 (#procs=4, 8, 12) wzgledem algorytmu
1.5 na komputerze UltraSPARC 1II dla wyznaczenia rozwigzania petnego (F) i czastko-
wego (P)

Fig. 3.8. Speedup of the algorithms 3.1 (#procs=1) and 3.2 (#procs=4, 8, 12) relative to Algorithm
1.5 for finding full (F) and partial (P) solution on an UltraSPARC II
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Rys. 3.9. Czas wykonania algorytméw 3.1 (#procs=1), 3.2 (#procs=2, 4) i 1.5 na komputerze Cray
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Fig. 3.9. Execution time of the algorithms 3.1 (#procs=1), 3.2 (#procs=2, 4) and 1.5 for finding

full (F) and partial (P) solution on a Cray SV1
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Rys. 3.10. Wydajnos¢ komputera Cray SV1 dla algorytméw 3.1 (#procs=1), 3.2 (#procs=2,4)i 1.5
dla wyznaczenia rozwiazania petnego (F) i czastkowego (P)

Fig. 3.10. Performance of the algorithms 3.1 (#procs=1), 3.2 (#procs=2, 4) and 1.5 for finding full
(F) and partial (P) solution on a Cray SV1
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Rys. 3.11. Przyspieszenie algorytmoéw 3.1 (#procs=1) i 3.2 (#procs=2, 4) wzgledem algorytmu 1.5
na komputerze Cray SV1 dla wyznaczenia rozwiazania pelnego (F) i czastkowego (P)

Fig. 3.11. Speedup of the algorithms 3.1 (#procs=1) and 3.2 (#procs=2, 4) relative to Algorithm
1.5 for finding full (F) and partial (P) solution on a Cray SV1
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Rys. 3.12. Czas wykonania algorytméw 3.1 (#procs=1), 3.2 (#procs=4,8) i 1.5 na dwuprocesoro-
wym komputerze Quad-Core Xeon dla wyznaczenia rozwigzania pelnego (F) i czast-

kowego (P)

Fig. 3.12. Execution time of the algorithms 3.1 (#procs=1) 3.2 (#procs=4,8) and 1.5 for finding
full (F) and partial (P) solution on a dual processor Quad-Core Xeon
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Rys. 3.13. Wydajnos¢ dwuprocesorowego komputera Xeon Quad-Core dla algorytméw 3.1
(#procs=1), 3.2 (#procs=4,8) i 1.5 dla wyznaczenia rozwigzania petnego (F) i czast-
kowego (P)

Fig. 3.13. Performance of the algorithms 3.1 (#procs=1) 3.2 (#procs=4,8) and 1.5 for finding full
(F) and partial (P) solution on a dual processor Quad-Core Xeon
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Rys. 3.14. Przyspieszenie algorytméw 3.1 (#procs=1) i 3.2 (#procs=4,8) wzgledem algorytmu
1.5 na dwuprocesorowym komputerze Quad-Core Xeon dla wyznaczenia rozwigzania
petnego (F) i czastkowego (P)

Fig. 3.14. Speedup of the algorithms 3.1 (#procs=1) and 3.2 (#procs=4,8) relative to Algorithm
1.5 for finding full (F) and partial (P) solution on a dual processor Xeon Quad-Core



4. OBLICZENIA REKURENCYJNE NA KOMPUTERACH Z PAMIECIA
ROZPROSZONA,

Algorytm 3.1 moze by¢ zaimplementowany na komputerach réwnolegltych z pamigcia roz-
proszong oraz klastrach. OczywisScie taka implementacja w §rodowisku rozproszonym bedzie
wymagata innych narzgdzi programistycznych niz w przypadku komputeréw z pamigcia wspol-
na, na przyktad srodowiska MPI [85], umozliwiajacego programowanie w stylu SPMD oraz
przede wszystkim opracowania metody rozmieszczenia danych w pamigciach lokalnych po-

szczegblnych procesorow.

4.1. Rozproszone podejscie divide and conquer

Opierajac si¢ na wzorach (2.5) 1 (2.6), mozna skonstruowaé algorytm divide and conqu-
er dzialajacy w Srodowisku rozproszonym. Niech p oznacza liczbg dostgpnych procesorow.
Algorytm bedzie dziatat jako grupa p proceséw P;, i = 0,...,p — 1, kazdy wykonywany na
oddzielnym procesorze. Kazdy proces bedzie wyznacza¢ jeden wektor x;. W tym celu prze-
chowuje w pamigci jeden wektor f; oraz wszystkie wsp6tczynniki a;, k = 1,...,m. Na poczat-
ku (krok 1) kazdy proces realizuje algorytm 1.5 dla wyznaczenia rozwiazania uktadu réwnan
Lz; = f; oraz dodatkowo, aby unikna¢ zbednego przesytania danych, kazdy proces inny niz od-
powiedzialny za wyznaczenie X, realizuje algorytm 1.5 do wyznaczenia rozwiazania Ly, = e;.
Po zakorniczeniu tego kroku, pierwszy proces ma juz wyznaczony wektor xX; i wysyla jego m
ostatnich sktadowych do procesu wyznaczajacego X,. W drugim kroku kazdy proces (inny niz
pierwszy) odbiera m liczb, za ich pomoca wyznacza ze wzoru (2.6) m ostatnich sktadowych
swojego wektora X;, i o ile nie jest to proces ostatni, wysyta te liczby do nastgpnego procesu.
W ostatnim (trzecim) kroku wszystkie procesy (z wyjatkiem pierwszego) stosuja wzor (2.5)
do wyznaczenia pozostaltych sktadowych swojego wektora. Schemat komunikacji i kolejno$¢
wyznaczania poszczegdlnych elementéw rozwiazania przedstawia rysunek 4.1.

Omoéwione wyzej podejscie do wyznaczenia rozwiazania problemu (1.28) na komputerach
Z pamigcia rozproszong ma kilka wad. Algorytm moze wykorzystaé operacje GEMV z drugiego
poziomu biblioteki BLAS jedynie w trzecim kroku przy wykorzystaniu wzoru (2.20). Krok dru-

gi moze by¢ oparty na podprogramach BLAS-u poziomu pierwszego (jak w algorytmie 2.1) lub
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drugiego (jak w algorytmie 3.1), co moze miec istotny wplyw na wzrost wydajnoSci dla wigk-
szych wartoSci m. Najmniej efektywny jest krok pierwszy, sktadajacy si¢ wylacznie z obliczen
skalarnych opartych na algorytmie 1.5. Dodatkowo, pierwszy proces wykonuje obliczenia tylko
w ramach kroku pierwszego. Pozostate procesy wykonuja w kroku drugim dwukrotnie wigcej

obliczen, zatem ma miejsce stosunkowo stabo zréwnowazony podziat zadain migdzy procesy.

P, P, P, Py
N

= - - //

N Z % Z

Krok 1 Krok 2 Krok 3

Rys. 4.1. Wyznaczanie kolumn rozwiazania w podejsciu divide and conquer. Kazdy proces wy-
znacza jeden wektor X; (zaznaczony jako jedna kolumna)

Fig. 4.1. Finding columns of the solution using the divide and conquer approach. Each process
finds one vector x; (drawn as one column)

W pracy [108] zamieSciliSmy wyniki eksperymentéw, dotyczacych migdzy innymi efek-
tywnosci opisanego wyzej podejscia divide and conquer, ktére pokazuja jego stosunkowo niska
efektywnos$¢. Algorytm charakteryzuje si¢ matym przyspieszeniem oraz nawet spadkiem przy-
spieszenia dla m > 2. Dodatkowo, wymaga wigkszej liczby dziatajacych réwnolegle proceso-
row (okoto 10), aby osiagnac¢ przyspieszenie wigksze niz 2. Jest zatem bardzo mato efektywny.
Jego uzycie jest zasadne jedynie w przypadku wyznaczania rozwigzania czastkowego, co zo-

stalo pokazane w pracy [106].



4.2. Rozproszony algorytm wykorzystujacy BLAS pozioméw 21 3 95

4.2. Rozproszony algorytm wykorzystujacy BLAS pozioméw 2i 3

W pracy [108] wskazaliSmy, ze efektywnos¢ podejScia divide and conquer moze by¢ zwigk-
szona przez przydziat kazdemu procesowi wigkszej liczby (bloku) kolumn, podobnie jak miato
to miejsce w algorytmie 3.2.

Niech p oznacza liczbg proceséw. Kazdy proces P;,i = 0,..., p—1, bedzie wyznaczac licz-
by x;, tworzace blok kolumn macierzy X. OczywisScie, na ogét liczba p nie bgdzie dzielnikiem

liczby r, zatem zdefiniujmy liczby catkowite

t =r/pl, ' =r—(p- 1
Kazdy proces P;,i = 0,..., p — 2, bedzie wyznacza¢ macierz

XD = X1y o> Xs1y) € R, (4.1)
a proces P,_; macierz

XV = (Xpoiysts - - -5 %) € R, (4.2)

przy czym wektory X; sa zdefiniowane wzorem (2.8). Dodatkowo, zdefiniujmy macierze Z*
oraz F9dlai=0,...,p—2

Z(l) = (Zit+1’ ] Z(H'l)l’ yl)’
. K 1
F(l) _ (fit+l’ L f(H_l)t, el) € ]RYX(H' ) (4.3)
oraz
-1
Z(P ) — (Z(p_1)1+1,-- Y /5 yl)’
F(p_l) = (f(P—1)1+1’ R fra el) € ]RSX(I,-H)’ (44)

gdzie wektory z; 1 f; sg zdefiniowane wzorami (2.8) 1 (2.10). Kazdy proces P; bedzie posia-
dat wszystkie wspétczynniki a;, j = 1,...,m, oraz liczby f; tworzace odpowiednie kolumny
macierzy F®. W pierwszym kroku algorytmu proces P; bedzie wyznaczal rozwiazanie uktadu

réwnan liniowych
L7 = O

za pomoca sekwencji wywotan operacji GEMV, czyli przy zalozeniu, ze poczatkowo zachodzi

Z0 =F9 dlak =2,...,s bedzie realizowana operacja

Z]El,i A Zlil,i + Cl,max{l,m—k+2}:mz(l) (45)

max{l,k—m}:k—1,%>
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podobna do (3.2), ale ograniczona do lokalnych (posiadanych przez dany proces) kolumn ma-
cierzy X. Na zakonczenie tego kroku kazdy proces wykorzystuje ostatnig kolumng wyznaczone;j
macierzy Z® i tworzy (postugujac si¢ operacja COPY) macierz Y zdefiniowang wzorem (2.18).

Nastepnie (krok drugi) pierwszy proces wyznacza m ostatnich sktadowych swoich kolumn

macierzy X oraz odpowiednie wspoétczynniki aj‘. tworzac macierz
1 1
az .. a[

A(O) — E E c IRmX(l—l).

s—m+1:s,j—1 (4 6)
(1 (1) (1) )
Xs—m+l:s,j < Xs—m+l:s,j + Ys—m‘*'l:S’*A*,j—l'

Nastepnie P, wysyla m ostatnich sktadowych ostatniej kolumny macierzy X© (czyli liczby
(0)

s—m+1:s,t

wyznacza m ostatnich skladowych macierzy X oraz macierz wspétczynnikéw af. , to zZnaczy

) do P;. Kazdy inny proces P;, i = 1,...,p — 1, odbiera m liczb od P,_;, nastgpnie

1 e 1
it+1 Tiv1)

A(l) — S S c ]Rmxt’

m m
it+1 a(i+1)t

(0

(0

wykonujac dla j = 1,..., ¢ nastgpujaca parg operacji

‘ s—m+1‘:S,j—1 . (47)
X(l) L — X(l) .+ Ys—m+115,*A§<l,‘)]'

s—m+1:s,j s—m+1:s,j

{ AD — ox®
*s]

@

gdzie X" . ,oznacza liczby otrzymane od procesu P;_;. Oczywiscie, P, wyznacza macierz
1 ... 1
¥ p-1yr+1 @,
AP-D — : e rm,
m m
X 1yi+1 a,

wykonujac pare operacji (4.7) dla j = 1,...,¢. Nastepnie kazdy proces inny niz P,_; wysyla
m ostatnich sktadowych ostatniej kolumny macierzy X do procesu P;,;. W ostatnim (trzecim)
kroku algorytmu kazdy proces, wykorzystujac macierze A oraz Y, uzywa jednego wywotania
operacji GEMM dla wyznaczenia s — m pierwszych sktadowych kolumn swojej macierzy X©.

Zatem, proces P, wykonuje operacj¢

X0 xO

lis—m,2:t l:s—m,2:t

+ Yl:s—m,*A(O) ) (48)
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procesy P;, i =1,..., p —2 operacj¢
Xismts © X + YVisomo A, 4.9)

a proces P,_; operacje

(p-1) (p-D (p-1)
Xl:s—m,l:t’ A Xl:s—m,l:t’ + Yl:S—ms*A i . (410)
"0 71 Py P3

.

>
.

>

// // i
a / /| / % /

.

Krok 1 Krok 2 Krok 3

Rys. 4.2. Wyznaczanie elementéw rozwiazania w algorytmie 4.1. Kazdy proces wyznacza blok
kolumn macierzy X

Fig. 4.2. Finding elements of the solution using Algorithm 4.1. Each process finds a block of
columns of X

Kolejnos¢ wyznaczania poszczegdlnych elementéw rozwiazania oraz schemat komunikacji
przestawiono na rysunku 4.2. Algorytm 4.1 stanowi wersj¢ SPMD omdéwionego wyzej poste-
powania. Podobnie jak w przypadku algorytméw 3.1 i 3.2, zastosowanie 4.1 do rozwiazania
problemu (1.28) dla dowolnych wartosci n, przy dowolnych (ustalonych) wartosciach r i s, wy-
maga przydzielenia wspétczynnikéw f.1,. .., f, ostatniemu procesowi, ktéry po zakoficzeniu
wykonywania czynnosci opisanych algorytmem 4.1 zastosuje algorytm 1.5 dla wyznaczenia
pozostatych liczb x,4.1,. .., X,.

4.2.1. Analiza algorytmu

Przeprowadzimy teraz analiz¢ czasu wykonania algorytmu 4.1 za pomoca modelu BSP, opi-
sanego w punkcie 1.6.4. W tym celu dokonamy podziatu operacji realizowanych w ramach

algorytmu na superkroki.
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Algorytm 4.1. Rozproszone wyznaczanie rozwigzania réwnania (1.28) przy r > 1, s > 1 takich,
ze rs = n przez proces P;,i =0,...,p— 1.

Wejscie: ajy,...,a, oraz f; tworzace macierz F” zdefiniowang przez (4.3) albo (4.4).

Wyjscie: macierz X zdefiniowana przez (4.1) albo (4.2).

am ... al
X« (F9e); C« ot teLr/pl
0 a,,
2: ifi = p— 1 then
33 ter—(p—1)
4: end if
5: for k =2 to s do
6: X,Eli — Xlili + Cl,max{1,m—k+2}thI(rlllx{1,k—m}:k—1,* {operacja GEMV }
7: end for
8: if i = 0 then
9: forj=2totdo
0) (0) :
10: A*’J._1 —CX st {operacja TRMV }
(0) 0) (0) .
11: X . s X, iy T Ys—m+l:s,*A*’j_1 {operacja GEMV }
12:  end for
. (0)
13: send X .,  toP,
14: else
. : @)
15:  receive X~ 1350 from P;_;
16: for j=1tordo
17: Ai’,)j_l — C)(S(,’_),Mw._1 {operacja TRMV }
@) (@) @) :
18: Xs'l—m+lzs,j < Xs‘l—m+1:s,j + Ys_m+115»*A*l,J‘—1 {OperaC]a GEMV}
19:  end for
20  ifi # p—1 then
. @)
21: send X~ st to P,
22:  endif

23: end if
24: Y <« (Y1,--.,¥Ym) {stosujac (2.18)}
25: if 1 = 0 then

. 0) (0) ©0)
26: Xl:s—m,Z:t < Xl:s—m,Z:z + Yigom AY { GEMM}
27: else

. (@) 0) Q)

28: Xl:s—m,l:t - Xl:s—m,l:t + Yigom A" { GEMM}

29: end if
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Ponizej przedstawiamy taczny koszt algorytmu. Pierwszy superkrok stanowia instrukcje 5—
13 (w przypadku pierwszego procesu) oraz instrukcje 5—7 dla pozostatych proceséw. Laczny
koszt opisuja wzory (4.11) 1 (4.12). Nastepne p — 2 superkroki to instrukcje 15-22 powtarzane
przez procesy Py, ..., P,,, facznie (4.13). Ostatni superkrok, to instrukcje 16-19 1 25-29 wy-
konywane przez proces P,_; oraz instrukcje 25-29 wykonywane przez pozostate procesy, co
daje koszt (4.14). Po kazdym superkroku wykonywana jest operacja synchronizacji o koszcie /.
Kazda operacja send wysyta m liczb, stad jej koszt wynosi mg. Liczby operacji arytmetycznych

w poszczegdlnych superkrokach obliczamy podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.1.

1
Cposym) = 2m(s—m+ )(5+1) @.11)
2 P
v 3l s mg+l 4.12)
p
+ (p—z)(3m25+mg+l) (4.13)
p
+ 3m25+2(s—m)m(5)+1. (4.14)
P P

Aby wyznaczy¢ optymalng warto$¢ parametru s, zminimalizujemy koszt opisany tacznie

wzorami (4.11), (4.12), (4.13) oraz (4.14). Stad otrzymujemy optymalng warto$¢ parametru

S*:[\/n(Smp—3m—l)" wis)
2p

a zatem prawdziwy jest nastgpujacy wniosek.

Wnhiosek 4.1. Dla modelu BSP optymalny wybor wartosci parametru s w algorytmie 4.1 zalezy

wytqcznie od rozmiaru problemu n, m oraz liczby procesorow p.

Powyzszy wniosek oznacza, ze wybdr teoretycznej optymalnej wartoSci parametru s nie
zalezy od wartoSci g i [, ktére charakteryzuja konkretng maszyne, jest zatem uniwersalny. Za-
uwazmy rowniez, ze podobnie jak w przypadku algorytmu blokowego 3.1, warto$¢ parametru s
dana przez (4.15) moze by¢ skorygowana za pomoca wzoru (3.14). Wybdr wartosci parametru

r realizujemy wowczas przez (3.15).

4.2.2. Wyniki eksperymentow

Algorytm 4.1 zostal zaimplementowany przy uzyciu standardu MPI oraz uruchomiony na
trzech platformach sprzgtowych: klastrze komputeréw z procesorami Intel Pentium III, klastrze
dwudziestu czterech procesorow Itanium 2 oraz komputerze Cray X1, dla r6znych rozmiar6w
problemu 7 i m, r6znych wartosci parametru s oraz dla wyznaczenia rozwiazania petnego (F)

oraz czastkowego (P).
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Tabela 4.1
Optymalne wartosci s dla n = 1000000

m p=4 p=38 p=15
64 8477 9161 9464
16 4227 4575 4729
4 2091 22717 2359

Klastry komputer6w z procesorami Intela

Rysunek 4.3 pokazuje czas dziatania algorytmu 4.1 na klastrze Pentium III dla r6znych war-
toSci parametru s oraz réznej liczby procesoréw. Optymalne, obliczone ze wzoru (4.15) wartosci
parametru s dla n = 1000000 i réznych m 1 p prezentuje tabela 4.1. W przypadku obu klastréw
algorytm osiaga najlepszy czas dla wartoSci s réwnej w przyblizeniu s*/2. Ten wybor pozosta-
je stuszny zaréwno dla wyznaczania rozwiazania petnego, jak i czastkowego. Wynika to stad,
ze szybkos¢ dziatania algorytmu zalezy od szybkosci dziatania wywotywanych podprograméw
z biblioteki BLAS, a to nie jest bezposrednio uwzglgdniane w modelu BSP. W przypadku gdy
s = s*, macierze, na ktérych operuja podprogramy z biblioteki BLAS, s3 ,,zbyt waskie”, to
znaczy charakteryzuja si¢ niewielka liczba kolumn w stosunku do liczby wierszy. Powoduje
to mniej efektywne wykorzystanie pamigci podrgcznej i w konsekwencji wolniejsze dziatanie
podprograméw. Podobna sytuacja ma miejsce rowniez na platformie Itanium 2. Stad ostatecznie
w przypadku klastréw opartych na procesorach Intela, wybdr parametru s okresla nastgpujacy
wZzOr

. s*/2] —1 dla|s*/2] parzystych, 4.16)
Ls*/2] w przeciwnym przypadku.
Nalezy jednak podkresli¢, ze zmiana wartosci s okreslonej przez (4.15) o +10% na ogét wplywa
nieznacznie na czas dzialania algorytmu, stad nalezy t¢ wartos¢ traktowac jako wstgpny dobor
i w wyniku eksperymentéw mozna ja ewentualnie zmieni¢ tak, aby uzyskac lepsza szybkos§¢
dziatania algorytmu.

Rysunki 4.4 oraz 4.5 pokazuja odpowiednio przyspieszenie oraz wydajnos¢ dla algorytmu
4.1, dla r6znych rozmiaréw problemu n i m, przy wartosci s okreslonej wzorem (4.16), uzy-
skane na klastrze Pentium III. Mozemy zaobserwowac, ze wydajno$¢ wykonania algorytmu 4.1
ro$nie dla wigkszych wartosci n 1 m. Jednak dla mniejszych wartosci n wskazane jest uzycie
mniejszej liczby procesoréw. Dla pigtnastu procesorow przy wyznaczaniu rozwigzania petnego
osiagnigto wydajnos$¢ okoto 4500 Mflops, a dla rozwiazania czgSciowego 3500 Mflops, co jest

poréwnywalne z wydajnoscia czterech procesorow komputera Cray SV1 dla algorytmu 3.2.
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Rys. 4.3. Czas wykonania algorytmu 4.1 na klastrze Pentium III dla r6znych wartosci s
Fig. 4.3. Execution time of Algorithm 4.1 on a cluster of Pentium III for various values of s
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n=1000000 (F)

n=1000000 (P)
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Rys. 4.4. Przyspieszenie algorytmu 4.1 wzgledem algorytmu 1.5 dla wyznaczenia rozwiazania
pelnego (F) i czastkowego (P) na klastrze Pentium III

Fig. 4.4. Speedup of Algorithm 4.1 relative to Algorithm 1.5 for finding full (F) and partial (P)
solution on a cluster of Pentium III
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Rys. 4.5. Wydajnos$¢ klastra Pentium III dla algorytméw 4.1 i 1.5 wyznaczenia rozwigzania pet-
nego (F) i czastkowego (P)
Fig. 4.5. Performance of the algorithms 4.1 and 1.5 for finding full (F) and partial (P) solution on
a cluster of Pentium III
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Podobng sytuacje mozemy zaobserwowac na klastrze procesoréw Itanium (rysunki 4.6, 4.7
oraz 4.8). Wydajnos$¢ dla algorytmu 4.1 roSnie wraz ze wzrostem rozmiaru problemu. Jednocze-
S$nie przyspieszenie spada, gdyz podobnie jak w przypadku algorytmu 1.5 wykonywanego na
komputerach wektorowych, wraz ze wzrostem wartosci m rosnie wydajnos¢ jego wykonania.
Dla odpowiednio duzych rozmiaréw problemu, dla algorytmu 4.1 osiagana jest wydajnos¢ do
60 Gflops, co stanowi do 50% teoretycznej wydajnosci klastra. R6znica w wydajnosci dla algo-
rytmu przy wyznaczaniu rozwiazania pelnego oraz czastkowego wynika z tego, ze w przypadku
rozwiagzania petnego wykonywane jest dodatkowo mnozenie macierzy (operacja GEMM z trze-
ciego poziomu biblioteki BLAS), realizowane przy znacznie wigkszej wydajnosci niz wcze-

$niejsze dwa kroki algorytmu.

Cray X1

W przypadku tego komputera eksperymenty wykazaty, ze wybdr optymalnej wartosci para-
metru s nie zalezy od wartoSci m oraz liczby procesordw, a najwigksza szybkoS¢ jest osiagnigta
dla warto$ci s ~ |V2n] (rysunek 4.9). Zatem, za optymalny nalezy przyja¢ wybér okreslony
wzorem (2.26).

Rysunki 4.10, 4.11 1 4.12 pokazuja odpowiednio czas dziatania, wydajno$¢ oraz przyspie-
szenie algorytmu 4.1 wzgledem 1.5 na komputerze Cray X1 dla ré6znych wartoSci n i m przy
wartoSci parametru s okreslonego wzorem (2.26). Sytuacja jest podobna do wynikéw dziatania
algorytmu na klastrze Itanium 2, przy czym przyspieszenie algorytmu jest znacznie wigksze,
co wynika z bardzo stabego wykorzystania architektury komputera przez algorytm 1.5. Rysu-
nek 4.13 pokazuje przyspieszenie i wydajnos¢ dla bardzo duzej wartosci n. Dla odpowiednio
duzych wartoSci m algorytm osiagnigto wydajnos¢ 50 Gflops, co stanowi okoto 50% maksy-
malnej wydajnosci o§miu procesoréw MSP.

Zaréwno w przypadku klastra komputeréw z procesorami Itanium 2, jak i oSmiu procesoréw
MSP komputera Cray X1 osiagnigto wykorzystanie mocy obliczeniowej na poziomie 50%. Wy-
niki eksperymentéw potwierdzity bardzo dobra skalowalno$¢ metody. Dodatkowo w przypadku
uruchomienia na jednym procesorze, algorytm 4.1 redukuje si¢ do algorytmu 3.1 i pojedynczy
procesor MSP komputera Cray X1 osiaga dla niego wydajno$¢ 10 Gflops, co stanowi okoto
75% mocy tego procesora. Trzeba réwniez zaznaczy¢, ze klasyczna metoda Wanga dla zagad-
nienia (1.28) zaimplementowana i uruchomiona na klastrze dziesigciu procesoréw daje tylko
okoto trzykrotne przyspieszenie w stosunku do wykonywanego w Srodowisku sekwencyjnym

algorytmu 1.5, wykorzystujac zaledwie kilka procent mocy obliczeniowe;j klastra [108].
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Rys. 4.6. Czas wykonania algorytméw 4.1 i 1.5 na klastrze Itanium 2 przy wyznaczeniu rozwia-

zania pelnego (F) i czastkowego (P)

Fig. 4.6. Execution time of the algorithms 3.1 i 1.5 for finding full (F) and partial (P) solution on

a cluster of Itanium 2
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Rys. 4.8. Przyspieszenie algorytmu 4.1 wzgledem algorytmu 1.5 dla wyznaczenia rozwiazania

pelnego (F) i czastkowego (P) na klastrze Itanium 2

Fig. 4.8. Speedup of Algorithm 4.1 relative to Algorithm 1.5 for finding full (F) and partial (P)

solution on a cluster of Itanium 2
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Rys. 4.9. Czas wykonania algorytmu 4.1 na komputerze Cray X1 dla réznych wartosci s. Opty-
malna warto$¢ s = 4471
Fig. 4.9. Execution time of Algorithm 4.1 on a Cray X1 for various s. The optimal value is

s~ 4471
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Rys. 4.10. Czas wykonania algorytméw 4.1 (#procs=2, 4, 8) i 3.1 (#procs=1) na komputerze Cray
X1 dla wyznaczenia rozwigzania pelnego (F) i czastkowego (P)
Fig. 4.10. Execution time of the algorithms 4.1 (#procs=2, 4, 8) and 3.1 (#procs=1) for finding
full (F) and partial (P) solution on a Cray X1

Na zakonczenie tego rozdziatu podkreslmy, ze dzigki wykorzystaniu operacji z wyzszych

pozioméw biblioteki BLAS mozliwe byto sformutowanie bardzo efektywnych, skalowalnych

algorytmow rozwiazywania problemu (1.28), charakteryzujacych si¢ znacznie lepszym przy-

spieszeniem niz inne opisane w literaturze [9]. Podobnie jak w przypadku algorytméw 2.1

1 3.2 mozna poda¢ wstepne, niezalezne od charakterystyki konkretnego komputera, przybli-

zenie optymalnych parametrow metody.
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Rys. 4.11. Wydajnos¢ komputera Cray X1 dla algorytméw 4.1 (#procs=2, 4, 8), 3.1 (#procs=1)
i 1.5 wyznaczenia rozwiazania petnego (F) i czastkowego (P)

Fig. 4.11. Performance of the algorithms 4.1 (#procs=2, 4, 8), 3.1 (#procs=1) and 1.5 for finding
full (F) and partial (P) solution on a Cray X1
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Rys. 4.12. Przyspieszenie algorytméw 4.1 (#procs=2, 4, 8) i 3.1 (#procs=1) wzgledem algorytmu
1.5 dla wyznaczenia rozwiazania petnego (F) i czastkowego (P) na komputerze Cray

X1

Fig. 4.12. Speedup of the algorithms 4.1 (#procs=2, 4, 8) and 3.1 (#procs=1) relative to Algorithm
1.5 for finding full (F) and partial (P) solution on a Cray X1
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Fig. 4.13. Speedup of the algorithms 4.1 (#procs=2, 4, 8) and 3.1 (#procs=1) relative to Algorithm

1.5 for big problem sizes on a Cray X1
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W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ problemem wyznaczania wartosci liniowego filtra
rekurencyjnego, ktéry ma duze zastosowanie w dziedzinie przetwarzania sygnatéw [101]. Dla

zadanego ciagu liczb rzeczywistych
X1 X250 0oy Xy
zwanego ciagiem sygnaléw wejsciowych nalezy wyznaczy¢ liczby rzeczywiste

y1»y2’---’yn,

spetniajace réwnosé

Ve = ijyk—j+zajxk—j’ (5.1
= =0

gdzie m jest niewielka, parzysta liczba catkowita, x, = 0, y, = 0 dla k < 0, a;, b; zaS s da-
ne [101]. Znane sg implementacje problemu (5.1) na dedykowanych procesorach potokowych
[94] oraz wieloprocesorowych komputerach typu SIMD [97]. Naszym celem bgdzie sformuto-
wanie algorytmu rozproszonego wyznaczania (5.1), wykorzystujacego poziomy drugi i trzeci

biblioteki BLAS. W tym celu zauwazmy, ze wzdr (5.1) moze by¢ zapisany jako

Y= fi+ D by (5.2)
j=1
gdzie
fi= Y ax. (5.3)
=0

Zatem, algorytm moze dzialaé w dwéch etapach: najpierw obliczane sa wielkosci f;, a nastgpnie
wyznaczane sg liczby y, wedtug (5.2). Oczywiscie, (5.2) jest o postaci (1.28), zatem jesli znane
s juz wartosci f, wowczas do wyznaczenia liczb y; moga postuzyé oméwione w poprzednich
rozdziatach algorytmy 2.1, 3.1, 3.2 oraz rozproszony 4.1. Aby w procesie wyznaczenia (5.1)
byla dobrze wykorzystana moc obliczeniowa, obliczenie wartos$ci f; powinno by¢ realizowane

w sposOb rownolegly przy wykorzystaniu wyzszych pozioméw biblioteki BLAS.
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5.1. Algorytm mnozenia dolnotréjkatnej pasmowej macierzy Toeplitza przez wektor

Zauwazmy, ze wyznaczenie liczb f; wedtug wzoru (5.3) moze by¢ zapisane w postaci na-

stepujacej operacji mnozenia macierzy przez wektor:

h ao Xy
/2 a; . X2
i | (5.4)
Qy ... a; a :
Jo-1 Xp1
Jn am -+ a a Xn

Macierz ma posta¢ dolnotréjkatna, pasmowa i jest typu Toeplitza, czyli jej elementy na po-
szczegblnych przekatnych sa state. Wybierzmy dwie dodatnie liczby catkowite r 1 s takie, ze

rs < n. Zastosujemy nastepujacy blokowy algorytm dla wyznaczenia liczb fi, ..., f,, oraz (5.3)

dla wyznaczenia brakujacych f,.1,. .., f,. W tym celu zdefiniujmy wektory
X; = (XGotysits s Xjs) s £ = (fijmtysets -« - fis)| € R, (5.5)
dla j =1,...,r oraz macierze
ap
L=|a, ... a € R™,
am ap
a,y, a
U = o € R¥,
o
0
Wowczas zachodzi f; = Lx,, pozostate za$ wektory f;, j = 2,...,r, spelniajg rownos¢

fj = LXj + UXj_l.
Jesli teraz zdefiniujemy macierze

F=(,....f), X=(x,...,x,) e R™ (5.6)
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oraz
am Ap-1 a
G- O a,, . (1'2 . ]Rm><m’
0 0 a,

to mozemy wyznaczy¢ wektory f; w nastepujacy sposob. Po pierwsze, nalezy wykonac ope-
racje F' « LX, a nastepnie doda¢ do m pierwszych sktadowych kazdego wektora f;,; wektor
GXy 15, gdzie j = 1,...,r — 1. Istotnie, biorac pod uwage posta¢ macierzy U, mozna za-
obserwowac, ze wektor Ux;_; bedzie miat tylko m pierwszych sktadowych réznych od zera
oraz faktycznie na wynik bedzie mialo wplyw jedynie m ostatnich sktadowych wektora x;_;.

Otrzymamy w ten sposob algorytm 5.1.

Algorytm 5.1. Wyznaczanie wspétczynnikéw fi, k = 1,...,rs, zdefiniowanych przez (5.3)
przy ustalonych wartosciach catkowitych r > 1, s > 1.

Wejscie: liczby ay,...,a, oraz xi,...,x, tworzace wektory Xi,...,X, zdefiniowane przez
(5.5
Wyjscie: Fy.y. = (f,...f.).
a, -+ a
1: G «
0 a,,
2: fork=1tosdo
3: Frw < (@minf—1m)s - - - 5 @1, A0) * Xinax{1:k-m):k« {Operacja GEMV}
4. end for
50 Xs-mrtsar—1 < GXsomirs1:-1 {Operacja TRMM}
6: fork =2tordo
F Y)mk —r ﬁffn,k
8: end for

+ Xi—m+1:54-1 {Operacja AXPY}

Instrukcje 2—4 moga by¢ zaimplementowane jako ciag s wywolan operacji GEMV o postaci
y « By + aA’x,
gdzie B = 01« = 1. Liczba dziatan zmiennopozycyjnych w k-tym wywotaniu wynosi

2r max{k,m + 1} (5.7)
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Instrukcja 5, to operacja TRMM (mnozenie macierzy trojkatnej przez macierz petng), ktéra wy-
maga (r — 1)m? dziatan plus (r — 1)m dziatan potrzebnych dla dodania r — 1 wektoréw o liczbie
sktadowych m przy uzyciu operacji AXPY (instrukcje 6-8).

Algorytm 5.1 moze by¢ zaimplementowany na komputerach z pamigcia rozproszona i kla-
strach przy uzyciu MPI. Analogicznie jak w przypadku algorytmu 4.1, kazdy proces Py, ..., P,

wyznacza t = |r/p]| kolumn macierzy F, a P,_; wyznaczat’ = r —t(p — 1) kolumn. Zdefiniujmy

macierze opisujace dane przetwarzane w pamig¢ciach lokalnych, a zatem dlai =0,...,p — 2
X(l) = (Xit+]7 ey X(i+])l)’ (5'8)
FO = (fis,. .. firny) € R (5.9)
oraz
XD = Rttty -+ -0 %), (5.10)
Fo™Y = (f, 11,...,f) € R, (5.11)

Zanim rozpoczng si¢ obliczenia, ma miejsce komunikacja, a doktadniej kazdy proces P; z wy-
jatkiem P,_; wysyla m ostatnich sktadowych swojej ostatniej kolumny macierzy X do P;;.
Z kolei kazdy proces P; z wyjatkiem P, odbiera od P;_; m liczb. Nastgpnie wykonywane sa

instrukcje 2-4, a na koniec instrukcja 5. Otrzymujemy w ten sposéb algorytm 5.2.

5.2. Algorytmy obliczania wartoSci filtrow rekurencyjnych

Jako podsumowanie powyzszych rozwazah odnotujmy, ze do wyznaczenia ciaggu poszcze-
g6lnych wartosci yy, v, . . ., ¥y, zdefiniowanych wzorem (5.1) mozna postuzy¢ si¢ prostym al-
gorytmem 5.3. Z potaczenia algorytmow 5.1 1 3.1 otrzymujemy algorytm 5.4, sekwencja zasto-
sowania algorytméw 5.2 1 4.1 daje algorytm 5.5.

Wyznaczymy teraz koszt algorytmu wyznaczania ciggu sygnaléw wyjsciowych za pomo-
ca sekwencji algorytméw 5.2 oraz 4.1 uzywajac modelu BSP. Na poczatek zbadajmy koszt
algorytmu mnozenia macierzy 5.2. Kazdy proces operuje na bloku r/p kolumn. Komunika-
cja obejmujaca instrukcje 5-10 moze by¢ zrealizowana w trakcie jednego superkroku, a zatem
wykorzystujac (5.7) oraz analiz¢ dotyczaca liczby operacji potrzebnych dla realizacji poszcze-
g6lnych krokéw algorytmu otrzymujemy nastgpujacy koszt algorytmu

cl (n,m)

p.r.S

2mg+ 1+ 2s(m+ Vr/p —m(m + Dr/p+m(m + )r/p +1
————

5-10 12-14 15-22
2(mg + 1) + 2s(m + D)r/p. (5.12)
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Algorytm 5.2. Wyznaczanie wspétczynnikéw fi, k = 1,...,rs, zdefiniowanych przez (5.3)
przy ustalonych wartosciach catkowitych r > 1, s > 1 przez proces P;,i =0,...,p — 1.

Wejscie: liczby ay, . ..,a, oraz liczby tworzace macierz X zdefiniowana przez (5.8) albo
(5.10).
Wyijscie: F® zdefiniowana przez (5.9) albo (5.11).
1: t « |r/p]

2: ifi = p— 1 then
3 t—r—(p—-1)
4: end if
5. if i # p— 1 then
6: send X;?mH:SJ to P,
7. end if
8: if i # O then
9 receive XS(’_)m 150 from P,;_,
10: end if
a, - a
11: G «
0 a,,
12: fork =1tosdo
13: F,((’l — (Amintk=1m)s - - - » A1, o) -Xfé;x{lzk_m}:k,* {operacja GEMV }
14: end for
15: if i # O then
16: Xﬁi)mﬂzs,o — GX_S?mH:S’O {operacja TRMV }

17 Frmy < Frma + Xsi)mn;s,o {operacja AXPY}
18: end if

190 X mitistr-1 < GXy-mer:s1-1 {Operacja TRMM}
20: for k =2tor do

2 Fy o F X

s—m+1:s,k—1 {operacja AXPY }
22: end for
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Algorytm 5.3. Sekwencyjne (skalarne) obliczanie wartoSci filtra (5.1).

Wejscie: liczby x1,...,x, oraz ao,...,ay, b1,...,by,
Wyjscie: yi,...,y, spetniajace (5.1)
1: fork =1tondo

2 yr & QoXk

3 for j = 1 to min{m,k — 1} do
4: Vi & Ykt aiXi—j + by
5 end for

6: end for

Algorytm 5.4. Blokowe obliczanie wartosci filtra (5.1).

Wejscie: liczby xi,...,x, oraz ag,...,dy, b,...,b,

Wyjscie: yi,...,y, spetniajace (5.1)
1: zastosuj algorytm 5.1 dla wyznaczenia fi, ..., f, spetniajacych (5.3)
2: zastosuj algorytm 3.1 dla wyznaczenia yy, ..., y, spetniajacych (5.2)

Algorytm 5.5. Blokowe obliczanie wartoSci filtra yi, k = 1, ..., rs, zdefiniowanych przez (5.1)
przy ustalonych wartosciach catkowitych r > 1, s > 1 dla procesu P;,i =0,...,p — 1.

Wejscie: liczby aq,...,a,, bi,...,b, oraz liczby tworzace macierz X zdefiniowana przez
(5.8) albo (5.10)
Wyjscie: macierz Y® liczb y, speiajacych (5.1)
1: zastosuj algorytm 5.2 dla wyznaczenia F

2: zastosuj algorytm 4.1 dla wyznaczenia Y
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Koszt drugiej fazy, to znaczy obliczenia (5.2), otrzymujemy na podstawie wzorow (4.11)-(4.14):

Cll(nm) = 2m(s—(m+1)/2)(r/p+1)+1
+ 3m’r/p+mg+(p—2) (3m2r/p +mg+ l) +3m*r/p + 21
+ 2(s—m)m(r/p) +1, (5.13)

Stad, aby znalez¢ warto$¢ optymalna s, minimalizujemy
Cp,r,s(n, I’I’l) = C[ (l’l, m) + C” (l’l, m)

p.rs prs

przy warunku rs = n i uwzgledniajac to, ze s musi by¢ liczbg catkowita, otrzymujemy

. Nn(smp—3m— 1)‘ 510
2p

jako teoretyczng optymalng warto$¢ parametru s. Stad dostajemy rowniez nastgpujacy wniosek.

Whiosek 5.1. Dia modelu BSP optymalny wybor wartosci parametru s w algorytmie 5.5 wy-
znaczania ciqgu sygnatow wyjsciowych (5.1) zalezy wylqcznie od rozmiaru problemu n, m oraz

liczby procesorow p.

5.3. Wyniki eksperymentéw

Algorytm 5.5 wyznaczania warto$ci (5.1) zostat zaimplementowany za pomoca standardu
MPI oraz uruchomiony na klastrze komputeréw z procesorami Itanium 2 (wyniki przedstawione
na rysunku 5.1) oraz komputerze Cray X1, (rysunek 5.2), dla r6znych rozmiaréw problemu n
i m, r6znych warto$ci parametru s oraz réznej liczby procesoréw. Mierzono czas wykonania
algorytmu oraz wydajnos¢.

Wiasnosci algorytmu 5.5 sa podobne do oméwionych w poprzednim rozdziale wiasnosci
algorytmu 4.1. W przypadku klastra procesoréw Itanium 2 algorytm wykorzystuje do okoto
30% jego teoretycznej wydajnosci obliczeniowej, podczas gdy prosty algorytm tylko okoto 4%
wydajnosci pojedynczego procesora. Na rysunku 5.1 mozna zaobserwowac, ze dla dostatecznie
duzych rozmiaréw problemu (n = 10000000, m = 8) osiagnigto znaczny wzrost wydajnosci.
Na komputerze Cray X1 dla algorytmu 5.5 osiagni¢to wydajnos¢ dziatania nieco mniejsza niz

6000 Mflops, podczas gdy wydajnosS¢ dla algorytmu opartego na (5.1) to zaledwie 40 Mflops.
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Rys. 5.1. Czas wykonania algorytméw 5.5 i 5.3 oraz wydajnos¢ dla klastra Itanium 2. Wartos$¢ s*
okreSlona wzorem (5.14)

Fig. 5.1. Execution time of the algorithms 5.5 and 5.3 and their performance on a cluster of
Itanium 2. The value of s* is defined by (5.14)

5.4. Wykorzystanie nowego sposobu reprezentacji macierzy

Omoéwimy teraz wykorzystanie oméwionego w podrozdziale 1.2.3 nowego sposobu repre-
zentacji macierzy do implementacji algorytmu wyznaczania wartosci filtra rekurencyjnego na
bazie algorytmu 5.4. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze s = nym,. Wowczas macierz X zdefinio-
wana wzorem (5.6) moze by¢ podzielona na bloki wedtug (1.3) i wtedy wszystkie bloki (by¢

moze z wyjatkiem Xy, , ..., X, ) beda kwadratowe.
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Rys. 5.2. Czas wykonania algorytmu 5.5 oraz wydajnos¢ dla komputera Cray X1 (za optymalnag
warto$¢ parametru s przyjeto s ~ V2n). Czas wykonania algorytmu 5.3 okoto 10 sekund
Fig. 5.2. Execution time of Algorithm 5.5 and its performance on a Cray X1 (the optimal value of
sis s ~ V2n). Execution time of Algorithm 5.3 is about 10 s

Mnozenie macierzy przez wektor F' < LX i aktualizacja pierwszych m sktadowych kaz-

dego wektora f; j = 1,...,r, czyli pierwszy etap algorytmu, moze by¢ wykonany lokalnie na

kazdej kolumnie blokéw. Dzigki temu mozliwe jest fatwe zrownoleglenie tego etapu, co zostato

pokazane na rysunku 5.3. Kazdy procesor odpowiada za wyznaczenie zbioru kolumn blokow.

Podobnie realizujemy drugi etap algorytmu (rysunek 5.4). Zauwazmy, ze ze wzgledu na wigk-

szy stopien komplikacji drugiego etapu, jego przebieg jest nieco bardziej ztozony: pierwszy i

trzeci krok moga by¢ wykonywane réwnolegle, krok drugi zas sekwencyjnie. Dodatkowo, aby

zredukowac zjawisko cache miss, bloki powinny by¢ przetwarzane we wtasciwym porzadku.



122 5. Liniowe filtry rekurencyjne

procesor 0 procesor 1

Rys. 5.3. Kroki algorytmu 5.2 uzywajacego nowego sposobu reprezentacji macierzy (kolumny
blokéw moga by¢ wyznaczane w dowolnym porzadku)

Fig. 5.3. Steps of Algorithm 5.2 using the square blocked data format (columns of blocks can be
evaluated in any order)

krok 1

procesor 0 procesor 1

krok 2 -

Rys. 5.4. Kroki algorytmu 3.2 uzywajacego nowego sposobu reprezentacji macierzy (strzatki
wskazuja kolejnos¢ wyznaczania blokow)

Fig. 5.4. Steps of Algorithm 3.2 using the square blocked data format (arrows indicate the order
of the evaluation of the blocks)
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W czasie realizacji pierwszego kroku poszczegélne kolumny powinny by¢ przetwarzane
od strony prawej do lewej, bloki za§ w ramach kolumny od géry do dotu. Nastgpnie w drugim
kroku przetwarzany jest dolny wiersz blokéw od strony lewej do prawej. Ostatecznie, w trzecim
kroku kolumny sa przetwarzane ponownie od prawej do lewej, bloki za§ w ramach kolumny
z dotu do géry. Dzigki temu zminimalizowana zostanie liczba pobran poszczegdlnych blokow
z pamigci, gdyz kazdy nastepny krok bedzie si¢ rozpoczynal od przetwarzania bloku, na ktérym

zakonczyt si¢ krok poprzedni.

n=67*10"6, p=2
1800
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1600 1600 -
1400 1400 -
1200 1200

1000 |/ 1000 || /

Mflops
Mflops

800 || /4 800 ]+

600 F/ 600

400 400 K

200 [ 3 200 | 1

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
rozmiar bloku rozmiar bloku

Rys. 5.5. Wydajno$¢ dwuprocesorowego komputera Itanium 2 dla réwnolegtej wersji algorytmu
5.4 1 nowego sposobu reprezentacji macierzy przy réznych n, m, ny,

Fig. 5.5. Performance of the parallel version of Algorithm 5.4 using the square blocked data
format for various n, m, n; on a dual processor Itanium 2

Rysunki 5.5 — 5.10 pokazuja przyktadowe wyniki eksperymentéw przeprowadzonych na
dwuprocesorowym komputerze Itanium 2 (rysunki 5.5, 5.8), komputerze Cray X1 dziatajacym
w trybie SSP (rysunki 5.6, 5.9) oraz dwuprocesorowym komputerze Quad-Core Xeon (rysunki
5.7, 5.10). Rysunki 5.5, 5.6 i 5.7 pokazuja wydajno$¢ poszczegdlnych komputerow przy wy-
korzystaniu maksymalnej dostgpnej liczby procesorow i zmieniajacym si¢ rozmiarze bloku n,,.
7 uwagi na to, ze liczba operacji zmiennopozycyjnych w algorytmie 5.4 nie zalezy od rozmiaru
bloku, uzyskane warto$ci Mflops moga postuzy¢ do poréwnania wydajnosci poszczegdlnych ar-
chitektur w zaleznos$ci od konkretnej wartosci n,. Wydajnos$¢ (oraz oczywiscie czas wykonania

algorytmu) zalezy bardzo wyraznie od rozmiaru bloku.



124 5. Liniowe filtry rekurencyjne
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Rys. 5.6. Wydajno$¢ komputera Cray X1 dla réwnoleglej wersji algorytmu 5.4 i nowego sposobu
reprezentacji macierzy przy réznych n, m, ny

Fig. 5.6. Performance of the parallel version of Algorithm 5.4 using the square blocked data
format for various n, m, np on a Cray X1
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Rys. 5.7. Wydajnos$¢ dwuprocesorowego komputera Quad-Core Xeon dla réwnoleglej wersji al-
gorytmu 5.4 i nowego sposobu reprezentacji macierzy przy réznych n, m, np

Fig. 5.7. Performance of the parallel version of Algorithm 5.4 using the square blocked data
format for various n, m, n, on a dual-processor Quad-Core Xeon
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Na komputerze Itanium optymalna wartoS¢ n, wynosi od 32 dla m = 2 do 128 dla wigk-
szych wartoSci m. Na komputerze Cray X1 optymalny rozmiar bloku jest zawarty w przedziale
wartosSci od 32 do 64.

Na komputerze Xeon najlepiej jest przyja¢ n, = 16 dla kazdej wartoSci m. W kazdym
przypadku przyjecie zbyt duzego rozmiaru bloku powoduje znaczny spadek wydajnosci (wzrost
czasu dzialania algorytmu) gdyz ma miejsce zjawisko cache miss. Algorytm jest znacznie mniej
wrazliwy na wlasciwy wybor wartosci parametréw r i s. W praktyce dobre wyniki uzyskuje si¢
przy r = s (kwadratowa siatka blokéw).

Rysunki 5.8 — 5.10 pokazuja, ze algorytm wykorzystujacy nowy sposéb reprezentacji ma-
cierzy daje si¢ dobrze zréwnolegli¢ i w przypadku kazdej architektury uzycie wigkszej liczby
procesoréw daje skrdcenie czasu dziatania algorytmu. W kazdym przypadku czas wykonania
algorytmu jest krétszy niz prostego algorytmu 5.3, a to dzigki mozliwosci zastosowania wek-
toryzacji lub mechanizméw SSE. Mozna réwniez zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem rozmiaru
problemu (warto$¢ n) bardzo nieznacznie ro$nie wydajnos¢ kazdej z architektur. Jednoczesnie,
poréwnujac uzyskane wyniki z podstawowymi wersjami algorytméw 5.4 1 5.5 (podrozdziat
5.3), mozna zauwazy¢, ze uzycie nowego sposobu reprezentacji macierzy istotnie skraca czas
wyznaczenia rozwigzania problemu. Dodatkowo, znacznie tatwiej jest dobraé wilasciwy roz-
miar bloku (parametr n,) przy r = s, niz okre§la¢ wtasciwy dobér wartosci s w podstawowych

wersjach algorytméw 5.415.5.
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Rys. 5.8. Czas wykonania algorytméw 5.4 1 5.3 oraz wydajno$¢ komputera z procesorami Itanium
2 przy optymalnym rozmiarze bloku (nowa blokowa reprezentacja macierzy)
Fig. 5.8. Execution time of the algorithms 5.4 and 5.3 and their performance on a dual-processor

Itanium 2 (with the square blocked data format)
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Rys. 5.9. Czas wykonania algorytmu 5.4 oraz wydajno$¢ komputera Cray X1 przy optymalnym
rozmiarze bloku (nowa blokowa reprezentacja macierzy)

Fig. 5.9. Execution time of Algorithm 5.4 and its performance on a Cray X1 (with the square

blocked data format)
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Rys. 5.10. Czas wykonania algorytméw 5.4 1 5.3 oraz wydajnos$¢ komputera z procesorami Quad-
Core Xeon przy optymalnym rozmiarze bloku (nowa blokowa reprezentacja macierzy)

Fig. 5.10. Execution time of the algorithms 5.4 and 5.3 and their performance on a dual-processor
Quad-Core Xeon (with the square blocked data format)



6. OBLICZANIE SUM TRYGONOMETRYCZNYCH I ICH ZASTOSOWANIA

Zajmiemy sig¢ teraz problemem wyznaczania sum trygonometrycznych o postaci

C(x) = Z by coskx oraz S(x) = Z by sin kx, 6.1)

k=0 k=1
ktére maja zastosowanie migdzy innymi w zagadnieniach zwigzanych z interpolacja trygono-
metryczng [103] oraz numerycznym wyznaczaniem odwrotnosci transformanty Laplace’a, kto-
ra z kolei ma duze znaczenie w obliczeniach naukowych 1 technicznych [1].

Najprostszym sposobem wyznaczenia wartoSci C(x), S(x) jest algorytm Goertzla [103],
ktoéry sprowadza si¢ do wyznaczenia rozwigzania liniowego réwnania rekurencyjnego o po-
staci (1.28), gdzie m = 2. Nie jest on jednak numerycznie stabilny dla matych co do warto-
Sci bezwzglednej x. Powszechnie stosowany jest nastgpujacy algorytm Reinscha [103]. Niech

Spi2 = Dy = 0. Gdy cos x > 0, wéwczas wyznacza si¢ rozwiazanie uktadu liniowych réwnan

rekurencyjnych
Sie1 = Dy + S
k+1 k+1 k+2 (62)
Dy = by + uSis1 + Dy
dlak=nn-1,...,0, gdzieu = -4 sin’ 5. Gdy cos x < 0, wowczas wyznacza si¢ rozwiazanie
uktadu
Sie1 = Dyy1 — S
k+1 k+1 k+2 (63)
Dy = by + uSis1 — Diyy

gdzie u = 4 cos? 5. Ostatecznie, w obu przypadkach szukane warto$ci wyznaczamy ze WZOrow

S(x) = S sinx, C(x) =Dy - gSl. (6.4)

Wzory (6.2) i (6.3) mozna tatwo zaprogramowacé, jednak taki algorytm bedzie sekwencyijny,
nie bedzie mozna go w bezposredni sposdb zréwnolegli¢, nie bgdzie tez mozliwa wektoryza-
cja 1 wykorzystanie podprograméw biblioteki BLAS. W pracy [27] podano réwnolegta wersje
algorytmu Reinscha, ale bez mozliwosci wektoryzacji oraz uzycia biblioteki BLAS. W pra-

cach [118, 91] podali§my inna réwnolegla wersje algorytmu, o podobnych wlasnoSciach jak
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algorytm z pracy [27], ale umozliwiajaca zastosowanie operacji AXPY. Pokazemy, jak zredu-
kowac liczbe operacji arytmetycznych w rownoleglej wersji algorytmu oraz podac jego wersje
umozliwiajaca efektywna wektoryzacje przez redukcje liczby kontaktéw z pamigcia, co row-

niez opublikowaliSmy w pracy [115].

6.1. Wektorowa-rownolegla wersja algorytmu Reinscha

Dla uproszczenia przyjmijmy na poczatek, ze liczba catkowita n we wzorze (6.1) moze by¢

zapisana jako iloczyn dwoch liczb catkowitych pg = n. Przyjmijmy dalej, ze

Sn_Lk/QJ dlak = 1,3,...,21’1—1
X = , (6.5)
Dn—k/2 dlak = 2, 4, ey 2n
b, dlak=1
fi= b,y —0b, dlak =2 6.6)
““o dlak =3,5,...,.2n— 1 '
bu_ip dlak=4,6,...,2n
oraz zdefiniujmy macierz
1
—u 1
o -1 1
L= 5 -u 1 e R?, (6.7)
o -1 1
o0 -u 1
gdzie
= (6.8)

-1 dlacosx>0
1 dla cosx <0.

Zauwazmy, ze aby wyznaczy¢ wielkosci S, Dy, wystepujace we wzorze (6.4), nalezy wyzna-
czy¢ wszystkie liczby ze wzoréw (6.2) albo (6.3). Wzory te sa réwnowazne obliczeniu dwéch

ostatnich sktadowych rozwiagzania uktadu
Lx =f, (6.9)
gdzie

X=(x1.... %), £=f,..., ) € R (6.10)
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Wyznaczenie rozwigzania uktadu (6.9) mozna przeprowadzi¢ za pomoca algorytmu opartego
na postepowaniu opisanym w podrozdziale 3.1. Niech zatem L@ € RR?%*%¥ oznacza macierz

utworzong z pierwszych 2q wierszy i kolumn macierzy L danej wzorem (6.7). Niech dalej

5 -1
U = 0 9 € R4 (6.11)
0
oraz
£ = (Fa-1yge1s-- > fri) "> Z; = (22(-Dg+1» - - - 22jg) -

Woéwczas dla m = 2, wzér (2.5) przyjmie postaé

x; = (L9)7'f,
(6.12)
x; = (LY, — (L')'U9Dx;_; dlaj=2,...,p.
Zauwazmy dalej, ze iloczyn macierzy (L)™' U@ jest nastepujacej postaci
LU = (0,...,0,y1,y,) € R,
~———
2g-2
gdzie wektory y;, y» sa rozwigzaniami nast¢pujacych uktadéw réwnan liniowych
L%, = (5,0,...,0)", L9y, =(-1,6,0,...,0)". (6.13)

Prawe strony uktadéw (6.13) stanowia odpowiednio dwie ostatnie kolumny macierzy U9,

a pierwsze 2g — 2 kolumn macierzy U'? zawiera same zera. Stad otrzymujemy
~(LNUDX o1 = =Xa-1g-1¥1 = Xag-1g¥2- (6.14)

OczywiScie, naszym celem jest wyznaczenie jedynie wielkoSci S;, Dy, zatem zastosowanie
wzoru (6.14) moze by¢ ograniczone do dwdch ostatnich sktadowych wektora wynikowego
(czyli problemu wyznaczenia czastkowego rozwiazania liniowego réwnania rekurencyjnego).
Niech

yi=01 L8 (6.15)

v2= 05D (6.16)
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oraz zdefiniujmy macierz

2

(D
M= )’2211)1 yz?z)l c R>2. (6.17)
Yog  Vog

Na podstawie wzoru (6.12) mamy

S Xon—1 2on-1 Zjg-1
= MPI . 6.18
PR b o

Aby wyznaczy¢ macierz M, nie musimy oblicza¢ rozwiazan uktadéw réwnan (6.13). Liczby

yglq) . yglq), ygzq) 0> yézq) moga by¢ wyznaczone bezposrednio dzigki zastosowaniu nastgpujacych

twierdzen.
Twierdzenie 6.1. Dla x # kn, k € 7Z, dwie ostatnie sktadowe wektora y, = (yil),..., ;”)T
q
zdefiniowanego przez (6.13) spetniajq
Yoot = (3singx +sin(g — 1)x)/sinx (6.19)
B
Yy, = Gcosqx+cos(q— Dx + 5 =Yoo (6.20)

gdzie § zdefiniowano przez (6.8) oraz u = —4 sin® Sdlacosx>0iu= 4 cos? 5 dlacosx < 0.

Dowdd. Wyznaczenie dwoch ostatnich sktadowych wektora y; moze by¢ zrealizowane za po-

mocg algorytmu Reinscha, gdzie n = g oraz wspéiczynniki b, k = 1, ..., g, sa dane wzorem

0 dlak=gq
by=q1 dlak=¢g-1
0 dlak=1,...,9-2.

Istotnie, stosujac (6.6), otrzymujemy f; = ¢ oraz
fr=by1-6b,=1-6"=0.
Stad na mocy (6.4) mamy
S(x) = Sy sinx = sin(g — 1)x + ¢ sin gx.
Podobnie, korzystajac z (6.4), otrzymujemy
C(x) = Dy — gsl — cos(q — 1)x + & cos gx.

Przyjmujac ygq)_l = S, oraz ygq) = Dy otrzymujemy odpowiednio wzory (6.19)1(6.20). m
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Twierdzenie 6.2. Dila x # kn, k € Z, dwie ostatnie sktadowe wektora 'y, = (y(lz), . ..,y,(lz))T

zdefiniowanego przez (6.13) spetniajq

Yooy = —singx/sinx (6.21)
B
y%) = —cosgx+ ng)—l (6.22)

gdzie § zdefiniowano przez (6.8) oraz u = —4 sin” sdlacosx >0iu= 4 cos? 5 dlacosx < 0.

Dowéd. Wyznaczenie dwéch ostatnich sktadowych wektora y, moze by¢ zrealizowane za po-

moca algorytmu Reinscha, gdzie wspétczynniki by, k = 1,. .., g, sa dane przez

~1 dlak=gq
by =
0 dlak=1,...,q- 1L

Istotnie, f; = —1 oraz
fr=by,1—0b, =0-(=1)6 =9,

zatem Sy = — sin gx/sinx oraz Dy = §5 — cos gx, co daje wzory (6.19) 1 (6.20). m

Przyjete na poczatku zalozenie pg = n moze by¢ pominigte. Przedstawiony wyzej algo-
rytm moze by¢ zastosowany do wyznaczenia dwdch ostatnich sktadowych rozwiagzania uktadu
réwnan (6.9), a nastepnie pozostate liczby x;,4+1, . . . , X, obliczone ze wzoréw (6.2)—(6.3).

Kolejnym problemem jest doboér odpowiednich wartosci parametréow p i g. Jesli przyjmie-
my, ze p jest rtowne liczbie dostgpnych procesoréw, to otrzymamy w ten sposob prosty algorytm
typu divide and conquer, w ktérym nie bgdzie mozliwa wektoryzacja obliczen. W pracy [106]
podali$my implementacje takiego wtasnie przypadku w jezyku High Performance Fortran, cha-
rakteryzujaca si¢ dos¢ dobra efektywnoscia zréwnoleglenia, jednak z powodu braku mozliwo-
$ci wektoryzacji oraz uzycia wyzszych poziomoéw biblioteki BLAS, wykorzystujaca wydajnos¢
obliczeniowa procesora w sposéb do$¢ ograniczony.

Innym rozwiazaniem jest wybor parametréw, tak by zminimalizowaé liczbg operacji w al-
gorytmie. Niestety, funkcja liczby operacji zmiennopozycyjnych w algorytmie, w zaleznosci od
zmiennych p i g, przy warunku pq = n, nie posiada minimum lokalnego, a najmniejsza warto$¢
jest osiagnigta dla p = 1, co oczywiscie nie daje mozliwosci wykorzystania wektoryzacji ob-
liczenn. Wykorzystujac fakt, ze opisany algorytm jest szczegélnym przypadkiem algorytmu 3.1,
w pracach [107, 115] przyjelisSmy g = |V3n/2] oraz p = |n/q] jako warto§é minimalizujaca
liczbg operacji w algorytmie 3.1 przy m = 2. Jednoczes$nie podkres§lmy, ze wybor dowolne;j

wartosci ¢ rzedu vn daje na ogét podobne czasy dziatania algorytmu.



134 6. Obliczanie sum trygonometrycznych 1 ich zastosowania

Zajmiemy si¢ teraz efektywnymi sposobami wyznaczania rozwiazania uktadu réwnan li-

niowych
L9,...,z,) = (f,....1). (6.23)
Korzystajac z (6.6), mozna zaobserwowac, ze macierz F' = (f},...,f,) jest nastepujacej postaci
* 0 0 --- 0 0 O
0O 0 O 0O 0 O
F=| % % % - % x % |eR¥® (6.24)
o o0 o --- 0 0 O

Kazdy wiersz o numerze nieparzystym (z wyjatkiem pierwszego) sktada si¢ z samych zer, a kaz-

dy wiersz o numerze parzystym sklada si¢ z (na ogét) réznych od zera liczb

Jios fr2gs frwags - - o5 Jer200-2)g5 Jrw2(p-1)g-
Wykorzystujac (6.6), mozemy zaobserwowac, ze sa to nastgpujace wspotczynniki
bn—k/Z’ bn—k/Z—q’ bn—k/2—2q’ B bn—k/Z—(p—Z)q’ bn—k/Z—(p—l)q (625)

wystepujace we wzorze (6.1). Zauwazmy, ze ostatni wspotczynnik w k-tym wierszu to b,y
oraz pierwszy element drugiego wiersza to b,_; — db,. Biorac pod uwage posta¢ macierzy F
okreslong wzorem (6.24), przy wyznaczaniu rozwigzania uktadu (6.23) ,,nadpisujemy” rozwia-
zanie na macierz F. Najpierw modyfikujemy element w pierwszej kolumnie i drugim wierszu

wykonujac operacje
F2,1 — F2,1 + I/lFl’l.

Dalej dla kazdego wiersza o numerze nieparzystym k > 3 wykonujemy nastgpujaca operacje

wektorowa
Fk,* — Fk—l,* - 6Fk—2,*- (626)
Nastgpnie aktualizujemy nastgpny (parzysty) wiersz, wykorzystujac dwa poprzednie wiersze

Fk+1’* «— Fk+1,* + I/tFk,* - 6Fk_1,*. (627)
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Podkreslmy, ze nie wykonujemy mnozenia przez ¢, a tylko w zaleznosci od znaku ¢ dodajemy
lub odejmujemy wektor Fy_, . we wzorze (6.26) oraz Fy_;. w (6.27). Nastgpujaca petla w je-
zyku Fortran stanowi gtéwny fragment implementacji rozwiazywania uktadu (6.23), opierajac

si¢ na wzorach (6.26) oraz (6.27) dla przypadku ¢ = 1.

do k=3,2xq,?2

call dcopy(p,£f(k-1,1), Z*q, (k,1),2*q)

call daxpy(p,dble -1),f(k-2,1),2xq,£f(k,1),2xq)

call daxpy(p,u,f(k,1), Z*q, (k+1,1),2*q)

call daxpy(p,dble(-1),£f(k-1,1),2+qgq,£f(k+1,1),2*q)
end do

Zauwazmy, ze kazda iteracja petli wymaga jedenastu odczytéw i zapiséw wektoréw o dtugosci
p (operacja COPY wymaga odczytu i zapisu wektora, operacja AXPY dwodch odczytéw 1 jed-
nego zapisu). Wyniki eksperymentéw zamieszczone w pracy [107] pokazuja, ze algorytm cha-
rakteryzuje si¢ niska efektywnoscia w przypadku niewielkich rozmiaréw problemu. Moze by¢
jednak ulepszony dzigki redukcji liczby odwotan do pamigci. Rozwazmy nastgpujacy fragment
kodu realizujacy identyczng operacje jak powyze;j.
do k=3,2xqg,?2
do j=1,p
f(k,3)=£(k-1,3)-£(k-2,7)
£ (k+1,3)=f (k+1,3) +uxf (k, 3) -f (k-1, J)

end do
end do

Na kazdg iteracje petli wewnetrznej o tacznej liczbie iteracji p przypada siedem odwotan do
pamigci. Testy pokazuja, ze w przypadku procesoréw Itanium i1 Pentium tak zmodyfikowa-
ny algorytm dziata okoto 15% szybciej niz wersja wykorzystujaca sekwencje operacji AXPY.
OczywiScie, taka petla moze by¢ tez zwektoryzowana. Zauwazmy réwniez, Ze nie ma potrze-
by pamigtania kolejnych wierszy wyznaczanego rozwigzania, a zatem zamiast dwuwymiarowej
tablicy £ mozna postuzy¢ si¢ dwoma tablicami jednowymiarowymi fo i fe odpowiednio dla
obliczanych wierszy o numerach nieparzystych i parzystych, a tablica f £ dla przechowywania
wyznaczanych kolejno wedtug (6.25) wierszy parzystych macierzy F. Podany wyzej fragment
kodu przyjmie woéwczas nastgpujaca postac:
do k=3,2xq,?2
do j=1,p
ff(j)= ...... <— obliczenie wartosci
end do
do j=1,p
fo(j)=fe(3)-fo(J)
fe (3)=£ff () +uxfo (j)-fe (J)

end do
end do
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Rozbicie petli wewnetrznej na dwie petle ma umozliwi¢ efektywna wektoryzacje wyznaczania
rozwiazania uktadu (6.23) przez zastosowanie opisanego w podrozdziale 1.1 mechanizmu tan-
cuchowania: obliczane kolejno w sposéb potokowy sktadowe tablicy fo moga by¢ na biezaco
wykorzystywane przy potokowym wyznaczaniu sktadowych tablicy fe. Na koniec zauwazmy,
ze obliczanie rozwiazania uktadu (6.23) moze by¢ zréwnoleglone w sposéb analogiczny do

zastosowanego w algorytmie 3.2.

6.2. Optymalizacja metody Talbota

Jako przyklad zastosowania przedstawionego w poprzednim punkcie algorytmu obliczania
sum trygonometrycznych (6.1) rozwazmy nastgpujacy problem numerycznego wyznaczenia od-

wrotnoS$ci transformanty Laplace’a, to znaczy znalezienia funkcji
f(0):(0,+00) — R
spetniajacej réwnanie

F(s) = f“‘ e f(t)dt, Re s > oy. (6.28)
0

Metoda Talbota [121] polega na zastapieniu wzoru Riemanna

f(@) = L,fe”F(s)ds,
2ri Jp

gdzie B oznacza kontur Bromwhicha, nastgpujacym wzorem catkowym

fo = ’;i; f ' " OF (o + 15,(0))s,(6)d, (6.29)

gdzie A, o, v oznaczaja parametry metody oraz s,(6) = 6 ctg8 + iv6. Stosujac wzor trapezow
[65, rozdziat 7], mozna przyblizy¢ funkcje f(¢) przez

t

~ Ae”
F6 = == (2 F + 1)+ 5,0), (6.30)
przy czym
n—1 n—1
S,(1) = Y cjcos; = > s;sing, (6.31)
=1 =1
Cj :epf(ozj)/j—ﬁjéj), Sj = epf(ﬁjyj+ozj5j) (6.32)

oraz

¥ .8 ¥4 ¥
0;=Jj—, pj=Atj=ctg(j=), ¢; =Atvj—,
n n n n
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SO :
F(o+ /lsy(Hj)) =qa; + lﬁj, ?SV(OJ') =vy;+ lé‘j.

Wielkos¢ zdefiniowana wzorem (6.31), stanowiacym centralng czg$¢ metody, moze by¢ wyzna-
czona za pomoca algorytmu Reinscha [82, 27], czyli réwniez metoda opisang w poprzednim
podrozdziale. Obliczenie S, (f) wymaga dwukrotnego zastosowania algorytmu: pierwszy raz do

wyznaczenia sumy
n-1
C=) cjcosg;, (6.33)
j=1
a nastgpnie
n—1
S=) ssing,. (6.34)
j=1

Oryginalna implementacja metody Talbota [82] sktada si¢ z dwoch podprograméw: TAPAR
znajdujacego dla zadanej doktadnosci &, wartosci parametréw A, o, v oraz wielko$¢ n wyste-
pujaca we wzorze (6.31). Podprogram TSuM oblicza (6.31), a nastgpnie (6.30). W naszej im-
plementacji [115] podprogram TSUM zostat zastagpiony podprogramem PXTSUM, ktory w sposob
rownolegly, przy wykorzystaniu OpenMP, wyznacza kolejno wspétczynniki c;, s;, stanowiace
wiersz (6.25) przy zastosowaniu (6.32), umieszcza je w dwoch tablicach jednowymiarowych,
a nastgpnie wyznacza kolejne wiersze parzyste i nieparzyste, stanowigce rozwigzanie uktadu
0 postaci (6.23), oddzielnie dla obliczenia sumy (6.33) oraz drugiej sumy (6.34). Wyznaczenie
wspoOlczynnikow c;, s; jest przeprowadzane w sposob umozliwiajacy wektoryzacje. Potrzebne
do tego sa tymczasowe tablice jednowymiarowe dla sktadowania potrzebnych do wyznaczenia
wektora (6.25) wektorow poszczeg6lnych wielkosci a, B, v, 0;, v, p;. Ostatnig czynnoScia
podprogramu PXTSUM jest obliczenie przyblizenia wartosci f(¢) przy uzyciu (6.30).

Algorytm zostal przetestowany dla funkcji pochodzacych ze zbioru funkcji testowych zapro-
ponowanego w pracy [82], dla r6znych wartosci argumentu ¢ oraz réznych wartoSci parametru
g. Wykorzystano komputer z dwoma procesorami Itanium 2, komputer z procesorem Pentium
4, oraz komputer Cray X1 dziatajacy w trybie SSP. Poréwnano szybkos$¢ dziatania i doktadnos$¢
z oryginalng implementacja metody Talbota [82]. Tabele 6.1 — 6.5 zawieraja przyktadowe wy-
niki dla funkcji F(s) = 1/s oraz F(s) = arctg(l/s), przy czym n oznacza liczbe wystepujaca
we wzorze (6.31), wielkoSci 1, e; czas dziatania oraz btad wzgledny rozwiazania dla algorytmu
Talbota, a wielkoSci f,, e, czas dziatania oraz blad wzglgdny rozwigzania dla naszej metody.
Dla kazdej tabeli podano doktadna funkcje f, spetniajaca (6.28) oraz argument 7, dla ktérego
szukamy f(¢).
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Tabela 6.1

Czas dziatania i btad wzgledny wyniku dla oryginalnego algorytmu Talbota
(t1, e1) 1 algorytmu wektorowo-réwnoleglego (£, e>) dla F(s) = 1/s2, f@) =

t, t = 100.0 i ré6znych wartosci n na komputerze Itanium 2

n H t e e
15195 | 0.3422E-02 | 0.2136E-02 | 0.51715E-10 | 0.52615E-10
16281 | 0.3666E-02 | 0.2222E-02 | 0.48268E-10 | 0.48801E-10
16801 | 0.3783E-02 | 0.2316E-02 | 0.46775E-10 | 0.47975E-10
17177 | 0.3868E-02 | 0.2380E-02 | 0.45754E-10 | 0.47768E-10
17711 | 0.3987E-02 | 0.2479E-02 | 0.44367E-10 | 0.45774E-10
17941 | 0.4039E-02 | 0.2480E-02 | 0.43797E-10 | 0.44845E-10
17865 | 0.4022E-02 | 0.2449E-02 | 0.43992E-10 | 0.42524E-10

W przypadku komputera z procesorami Itanium 2 mozna zaobserwowaé przyspieszenie
okoto 1.6 wzgledem metody Talbota, nawet dla niewielkich wartoSci n. Na komputerze z pro-
cesorem Pentium 4 nasza metoda jest do 20% szybsza niz oryginalna implementacja metody
Talbota. Rysunek 6.1 pokazuje przyspieszenie uzyskane na komputerze Cray X1 dla réznych
warto$ci n. Mozemy zaobserwowac, ze przyspieszenie na ogo6t ro§nie wraz ze wzrostem war-
toSci n. Przeprowadzone testy pokazuja, ze oméwiona metoda charakteryzuje si¢ podobnymi
wlasnosciami numerycznymi jak metoda Talbota (tabele 6.1 — 6.5).

PokazaliSmy zatem, ze wprowadzone we wczes$niejszych rozdziatach metody wyznaczania
czastkowych rozwiazan réwnan (1.28) moga by¢ z powodzeniem zastosowane do rozwiazywa-
nia pewnych szczeg6lnych postaci réwnari (1.27). Dzigki temu otrzymali§my algorytm wyzna-
czania sum trygonometrycznych, ktéry moze by¢ poddany wektoryzacji oraz zréwnolegleniu.
Dodatkowa optymalizacj¢ mozna przeprowadzié redukujac liczbe odwotan do pamigci. Tak
opracowana metoda moze by¢ z powodzeniem zastosowana do rozwigzania bardziej ztozonego

problemu, jakim jest numeryczne odwracanie transformanty Laplace’a.
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Tabela 6.2

Czas dziatania i btad wzgledny wyniku dla oryginalnego algorytmu
Talbota (#1, e1) 1 algorytmu wektorowo-réwnoleglego (12, ep) dla F(s) =
arctg (1/s), f(t) = sin(z)/t, t = 1000.0 i r6znych wartosci n na kompu-
terze Itanium 2

h

1)

€]

€2

1565
1681
1729
1801
1851
1977
2029
2107
2161
2215

0.6540E-03
0.6990E-03
0.7210E-03
0.7510E-03
0.7720E-03
0.8230E-03
0.8459E-03
0.8800E-03
0.9010E-03
0.9232E-03

0.4010E-03
0.4220E-03
0.4182E-03
0.4539E-03
0.4790E-03
0.4809E-03
0.5062E-03
0.5372E-03
0.5391E-03
0.5641E-03

0.23919E-06
0.22268E-06
0.21651E-06
0.20786E-06
0.20223E-06
0.18935E-06
0.18449E-06
0.17767E-06
0.17323E-06
0.16901E-06

0.23918E-06
0.22269E-06
0.21650E-06
0.20787E-06
0.20220E-06
0.18935E-06
0.18450E-06
0.17769E-06
0.17323E-06
0.16901E-06

Tabela 6.3

Czas dziatania i btad wzgledny wyniku dla oryginalnego algorytmu Talbota
(t1, e1) 1 algorytmu wektorowo-réwnoleglego (#, e2) dla F(s) = arctg (1/s),
f(®) = sin(z)/t, t = 10000.0 i ré6znych wartosci n na komputerze Itanium 2

n

I

15)

€1

€

588305
639409
690241
792589
844291
946409
998211
1048435
1100497

0.2448E+00
0.2660E+00
0.2870E+00
0.3296E+00
0.3511E+00
0.3935E+00
0.4151E+00
0.4359E+00
0.4577E+00

0.1504E+00
0.1607E+00
0.1778E+00
0.2042E+00
0.2183E+00
0.2390E+00
0.2580E+00
0.2714E+00
0.2761E+00

0.93228E-09
0.74041E-09
0.77835E-09
0.64559E-09
0.62070E-09
0.50365E-09
0.43647E-09
0.36442E-09
0.44648E-09

0.11602E-08
0.99562E-09
0.70032E-09
0.81140E-09
0.71595E-09
0.72116E-09
0.88774E-09
0.37339E-09
0.28331E-09
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Tabela 6.4

Czas dziatania i blad wzgledny wyniku dla oryginalnego algorytmu
Talbota (71, e1) 1 algorytmu wektorowo-réwnoleglego (#2, e») dla F(s) =
arctg (1/s), f(¢) = sin(¢)/t, t = 1000.0 i r6znych wartoSci n na kompu-
terze Pentium 4

h

1)

€l

€

1565
1681
1729
1851
1977
2029
2107
2161
2215

0.6928E-03
0.7119E-03
0.7231E-03
0.7741E-03
0.8249E-03
0.8581E-03
0.9139E-03
0.8988E-03
0.9251E-03

0.5510E-03
0.5870E-03
0.6299E-03
0.7241E-03
0.6840E-03
0.7038E-03
0.7319E-03
0.7489E-03
0.7679E-03

0.23917E-06
0.22268E-06
0.20786E-06
0.20224E-06
0.18935E-06
0.18449E-06
0.17768E-06
0.17323E-06
0.16901E-06

0.23916E-06
0.22270E-06
0.20788E-06
0.20221E-06
0.18936E-06
0.18450E-06
0.17770E-06
0.17322E-06
0.16902E-06

Tabela 6.5

Czas dziatania i btad wzgledny wyniku dla oryginalnego algorytmu Talbota
(t1, e1) 1 algorytmu wektorowo-réwnoleglego (#, e») dla F(s) = arctg (1/s),
f(®) = sin(t)/t, t = 10000.0 i r6znych wartosci n na komputerze Pentium 4

n

I

1)

€l

€

588305
639409
690241
742021
792589
844291
895987
946409
998211
1048435
1100497

0.2524E+00
0.2733E+00
0.2948E+00
0.3171E+00
0.3383E+00
0.3614E+00
0.3836E+00
0.4048E+00
0.4302E+00
0.4493E+00
0.4708E+00

0.2166E+00
0.2392E+00
0.2566E+00
0.2764E+00
0.2943E+00
0.3155E+00
0.3357E+00
0.3540E+00
0.3739E+00
0.3926E+00
0.4075E+00

0.97931E-09
0.81797E-09
0.93892E-09
0.66004E-09
0.71165E-09
0.62383E-09
0.65587E-09
0.25500E-09
0.52169E-09
0.50442E-09
0.46933E-09

0.98922E-09
0.87523E-09
0.85472E-09
0.57862E-09
0.83397E-09
0.12623E-08
0.34261E-08
0.53398E-09
0.52899E-09
0.46100E-09
0.49754E-09
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Rys. 6.1. Czas dziatania oraz przyspieszenie wektorowo-rownolegtej wersji algorytmu Talbota
wzgledem oryginalnego algorytmu (s = | V2n])
Fig. 6.1. Computation time and speedup of the vectorized parallel version of the Talbot algorithm

relative to the original method (s = LV2n))



7. OBLICZANIE WARTOSCI WIELOMIANOW

Rozwazmy problem wyznaczania wartosci wielomianu. Dla zadanej liczby rzeczywistej x

nalezy wyznaczy¢ warto$¢ P(x), gdzie

1

P(x) =apx" + a1 X" + ...+ a,_1x + a,. (7.1)

Najprostsza metoda obliczenia wartosci P(x) jest zastosowanie schematu Hornera [103], ktéry

polega na wyznaczeniu ciaggu wartosci

ay dlak=0
P = (7.2)

ap+xp-y dlak=1,...,n,

1 wtedy P(x) = p,. Liczby py, ..., p, spetniaja tez rOwnanie

agy" +ay"™" + ..o+ ay = (poy" + Py 4 P )Y = X) + P, (7.3)

a zatem sg wspotczynnikami ilorazu wielomianu P(x) przez dwumian y — x.

Czasami zachodzi potrzeba wyznaczenia wartoSci wielomianéw stosunkowo duzych stopni
[9], stad mozna znaleZ¢ prace poswigcone rownoleglemu [10, 77, 81] badZ tez wektorowemu
[5, 123] wyznaczaniu wartoSci wielomiandw. Jednakze algorytmy opisywane w cytowanych
pracach charakteryzuja si¢ duza liczba operacji arytmetycznych, co czyni je mniej przydatny-
mi przy ograniczonej liczbie procesoréw, badZz w przypadku procesoréw, ktérych mechanizmy
wektorowe (przyktadowo SSE) nie powoduja bardzo duzego skrécenia czasu wykonania pro-
gramu. W tym rozdziale pokazemy, ze wyznaczenie wartoSci wielomianu moze by¢ zrealizo-
wane algorytmem stanowiacym szczegllny przypadek algorytmu 3.1 z rozdziatu 3, majacym

podobne wtasnoSci numeryczne jak schemat Hornera.

7.1. Algorytm wykorzystujacy operacje AXPY i GER

Wz6r (7.2) stanowi szczegllny przypadek (1.28), gdzie m = 1, a; = x, fy = a1 oraz

vi = pr-r dlak = 1,...,n + 1. Zatem, po wyborze odpowiednich wartosci r oraz s, gdzie
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r,s > 2, mozna wyznaczy¢ szybkim algorytmem liczby vy, ..., v,,. Nastgpnie, o ile rs # n + 1,

zastosowac (7.2) dla wyznaczenia v, 1, . .., v,41. Niech zatem

T T R
V= (V(j—l)s+l» e »Vjs) , f = (f(j—l)x+l9 e ,fjs) €eR

oraz
1 0
—Xx
—X T .
L= , U= e R*. (7.4)
M . M . 0
0 -x 1

Wz6r (2.2) przyjmie wéwczas postaé

V) = L_lfl
(7.5)
VJ' = L_lfj —L_IUVJ'_I dla] = 2,.. T

Wykorzystujac postaé macierzy U = —xe;e! zdefiniowanej wzorem (7.4) oraz ktadac z; =

L™'f;, otrzymujemy
- T -1
V; :Zj+L (xeles )Vj_l :Zj+XV(j_1)SL €.

Wzér (7.5) przyjmie wéwczas postaé

{V‘:m (7.6)

vi=z;j+a;y dlaj=2,...,r
. T .
gdziey = L'e, = (l,x,xz,...,xs‘l) orazdlaj=2,...,r
;= XV(@i-1)s- (77)

Postepujac podobnie jak w przypadku algorytmu 3.1, wyznaczymy rozwiazanie blokowego

uktadu réwnan LZ = F, gdzie L zdefiniowano przez (7.4) oraz
Z = (Zl’ covs Ly, y) s F = (f19 D) fr, el) € ]RSX(V-H)’ (78)
stosujac nastgpujacy wzor

Fi. dlak =1

Z. = (7.9)
Fk,*+ka_1,* dlak:2,...,s
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Niech teraz t = x* oraz niech w;, j = 1,...,r, oznacza ostatnig sktadowa odpowiedniego

wektora v;. Wowczas, wykorzystujac (7.6) oraz (7.7), otrzymujemy

{ W= L (7.10)

wi=z,j+twj dlaj=2,...,r

Zauwazmy, ze gdy zachodzi potrzeba wyznaczenia wszystkich liczb v;, wowczas mozna utwo-

rzy¢ nastgpujacy wektor
u=(a,....,a,) eR,

a nastepnie obliczy¢ s — 1 brakujacych pierwszych sktadowych kazdego wektora v;, uzywajac
pojedynczego odwotania do operacji GER z BLAS-u poziomu drugiego, mianowicie wykonujac

operacje

T
Vis-120 ¢ Zis-120 + (LX, e ,xs—Z) u’. (7.11)

7.2. Analiza wlasnosci numerycznych algorytmu

Zajmiemy si¢ teraz analiza wtasno$ci numerycznych algorytmu przedstawionego w punkcie
7.1. Zaktadamy, ze algorytm jest realizowany w arytmetyce zmiennopozycyjnej [52]. Niech u
oznacza precyzj¢ arytmetyki, a symbol [J operacj¢ arytmetyczna, przy czym [ € {+, —, %,/}.

Obliczona warto$¢ wyrazenia x[ ]y wynosi

(x0y)
(1+6)

flxOy) = Oy +e),  flGxUy) =
gdzie bledy zaokraglen spetniaja ograniczenia
le| < u, 0] < u.

Dla uproszczenia notacji wykorzystamy pojecie licznika btedu wzglednego (ang. relative error

counter) wprowadzone przez Stewarta [102]. Niech symbol <k > oznacza

k

<k>= na + 6,7, (7.12)

i=1

przy czym p; = =1 oraz |6;] < u. Mozna tatwo wykaza¢ [52], ze prawdziwe sa nastgpujace

wilasnosci licznika btedu wzglednego

<J><k>=<j+k> (7.13)
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oraz
—— =<j+k>. (7.14)
Prosta konsekwencja (7.13) jest
<j>F=<kj>. (7.15)

Dodatkowo [52, Lemat 3.1], jesli zatozymy, ze dla pewnej ustalonej wartosci catkowitej k za-

chodzi ku < 1, wéwczas rOwniez

ku
1—ku

<k>=1+6, 6] < = Yk- (716)

W przypadku schematu Hornera (7.2) mozna wykazaé (na przyktad ksiazka [52]), ze dla
wielomianéw stopnia n > 2, obliczona warto$¢ wielomianu (7.1) w punkcie x spelnia nastgpu-

jaca réownosé

P(x)=Gox" +axX" " + ...+ 1x +ay, (7.17)
gdzie
- ap <2n> dlak=0
Q= (7.18)
a <2n—-k)y+1> dlak=1,...,n

Zatem, obliczona warto$¢ jest doktadna warto$cia wielomianu o nieco zaburzonych wspéiczyn-
nikach, w punkcie x. Zaburzenie wzgledne kazdego wspoétczynnika wynosi co najwyzej va,.
Oznacza to [52, podrozdziat 5.1], ze btad wzgledny obliczonej wartoSci wielomianu w punkcie

X spetnia oszacowanie

PG) =PI _ 1P())
oo =7 )
P(o) IP()l

(7.19)

gdzie wielomian P(x) zdefiniowany jest nastgpujacym wzorem

P(x) = ) lan I’
i=0

Opisany w punkcie 7.1 algorytm wyznaczania warto$ci wielomianu oraz znajdowania wspot-
czynnikéw py, ..., p,—1 zdefiniowanych wzorem (7.3) mozna scharakteryzowa¢ nastgpujacym

twierdzeniem.
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Twierdzenie 7.1. Niech stopien n wielomianu P(x) danego wzorem (7.1) spetnia réwnosc¢ rs =
n+ 1, gdzie r,s € Z oraz r,s > 2. Wartos¢ wielomianu obliczona za pomocq wzorow (7.9)
— (7.10) jest doktadnq wartosciq wielomianu P(x) o nieco zaburzonych wspotczynnikach, przy
czym zaburzenie kazdego wspotczynnika jest nie wigksze niz
n+r+s—-2u
l-(n+r+s-2u

(7.20)

Dowdéd. Zauwazmy, ze wyznaczenie ostatnich sktadowych wektoréw z;, j = 1,...,r, oraz y,
a doktadnie liczb z, ; oraz x*~! moze by¢ potraktowane jako obliczenie wartosci wielomianéw

§—

1
s—1-k
Z agj-1)s+k X

k=0
Zatem, stosujac (7.17) 1 (7.18), otrzymujemy

flzs)) =25 = Zl\(j—l)sxs_l + ZZ\(j—l)x+1xx_2 +.o + jaX + Ay, (7.21)
przy czym
- aci—ps <2(s —1)> dlak=0
a-Ds+k = v (7.22)
Qo <25 —k) = 1> dlak=1,....s- 1,

a w przypadku ostatniej sktadowej wektora y przemnozonej przez x zachodzi réwnos¢
T=x"<s—1>. (7.23)

Zastosowanie wzoru (7.10) dla wyznaczenia liczby w, réwnej P(x) jest rOwnowazne uzyciu

schematu Hornera dla obliczenia wartosci nastgpujacego wielomianu
r—1
00 = 2 j V. (7.24)
7=0

Oczywiscie, wyznaczone wczesniej wspolczynniki z,_; oraz argument ¢ sg obarczone biedem,

a zatem zamiast wartosci wielomianu Q(¢) obliczamy warto$¢
r—1
0t)= Y % 7, (7.25)
j=0

gdzie wspétczynniki z;,_; oraz argument 1 spehiaja (7.21) oraz (7.23). Stad, wykorzystujac

ponownie wzory (7.17) 1 (7.18), otrzymujemy

r=2
P(x) = fIQW) = Ty <2r=D>7T""+ Y %y <2j+1>7
j=0

r—1

— Z’Zs,r—j t] (726)

J=0
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Uwzgledniajac (7.26) oraz (7.23) 1 wlasnos¢ (7.15), otrzymujemy

Z <2r=-D+ @ —-D(s-1D> dlaj=1
T =T <2 -1+ -Hs-D> dlaj=2,...,r—1

Zor <1> dlaj=r
czyli ostatecznie

Za <(r=D(s+1)> dlaj=1
Zoj =3 L <=+ D+1> dlaj=2,...,r-1 (7.27)
Zor <1> dlaj=r.

Zatem, wstawiajac dane wzorem (7.21) obliczone wartosci z, ; do (7.27), przenosimy zaburze-
nia na wspélczynniki a;. Stad wykorzystujac wzor (7.26) wnosimy, ze obliczona warto$¢ I?(x)

jest doktadng wartoscig wielomianu o zaburzonych wspoétczynnikach, to znaczy
P(x)=apxX"+a, X" ' + ...+ a1 x + a,.

Najwigksza warto$¢ zaburzenia bgdzie wystgpowac dla wspétczynnika ay. Korzystajac ze wzo-

ru (7.27)dla j = 1 oraz wzoru (7.21) dla j = 11 k = 0, otrzymujemy
ay=ay<2(s—-D+@Fr-Ds+D>=ay<n+r+s—2>. (7.28)

Ostatecznie, wykorzystujac dang wzorem (7.16) definicje wielkoSci y;, wnioskujemy, ze mak-
symalne zaburzenie wspoétczynnikéw wielomianu (7.28) jest nie wigksze niz okre§lone wzorem
(7.20). m

Zauwazmy, ze zalozenie rs = n+ 1 przyjete w powyzszym twierdzeniu moze by¢ w dalszym

ciagu pominig¢te. Po wyznaczeniu w, spetniona jest réwnos¢

—_

w, = %er_l + a—lxrs—l

+ oo+ ApgoX + Aps_ .

Gdy nastgpnie zastosujemy wzor (7.2) dla wyznaczenia liczb p,q, ..., p,, WOwczas zgodnie ze
wzorem (7.18) zaburzenia wspoétczynnikéw a; wielomianu (7.1) wzrosng o 2(n — rs + 1). Co
wiecej, gdy przyjmiemy, ze r = O(y/n) i s = O(y/n), wéwczas na mocy (7.19) btad wzgledny

obliczonej algorytmem (7.9) — (7.10) wartoSci wielomianu spetnia oszacowanie

IP(x) — P(x)| |P(Jx])|

Pl O G (7:29)

Zatem, algorytm oparty na wzorach (7.9) — (7.10) charakteryzuje si¢ podobnym oszacowaniem

btedu wzglednego jak w przypadku schematu Hornera.
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Nie bedziemy tutaj prezentowaé wynikéw dotyczacych czasu wykonania algorytmu na roz-
nych architekturach komputerowych, gdyz jest on szczegdlnym przypadkiem algorytméw 2.1
1 3.1. Zauwazmy jednak, ze opisany algorytm obliczania wartoSci wielomianéw ma kilka waz-
nych zalet. Po pierwsze, liczba operacji zmiennopozycyjnych nieznacznie przekracza liczbg
operacji w schemacie Hornera, ktéra jest optymalna. Algorytm charakteryzuje si¢ podobnymi
jak schemat Hornera wlasnosciami numerycznymi. Przy jego implementacji moga by¢ uzyte
mechanizmy wektorowe procesoréw. Dodatkowo, z uwagi na jego macierzowy charakter, moz-
na zastosowaé opisany w podrozdziale 1.2.3 nowy sposéb reprezentacji macierzy. Mozliwe jest
rowniez jego tatwe zréwnoleglenie (w sposéb podobny jak przy przejsciu od algorytmu 3.1
do 3.2).



8. NOWY SPOSOB ROZMIESZCZENIA MACIERZY TROJKATNYCH
I SYMETRYCZNYCH

W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ problemem rozproszonego rozwiazywania uktadow
roéwnan liniowych o macierzach tréjkatnych dla wielu prawych stron, ktéry nalezy do podstawo-
wych zadan obliczeniowych [18, 51, 76, 98]. Podamy nowy sposéb rozmieszczenia danych za-
dania w pamigciach poszczegdlnych proceséw. Pokazemy, ze jest on oszczgdniejszy (wykorzy-
stuje mniej pamigci operacyjnej) niz stosowane powszechnie rozwigzanie blokowo-cykliczne
oraz w wielu przepadkach umozliwia konstrukcje szybszych algorytméw rozwiazywania pro-
blemu. Sposéb opiera si¢ na metodzie zastosowanej przez nas do reprezentacji macierzy syme-

trycznych na komputerach z pamigcia ortogonalng [105, 8].

8.1. Blokowe algorytmy rozwiazywania trojkatnych ukladéw réwnan liniowych

W punkcie 1.6.2 przedstawiliSmy dwa podejscia do problemu rozwiazania uktadéw réwnan
liniowych o macierzach tréjkatnych, ktéry stanowi uogdlnienie rozwazanego w poprzednich
rozdziatach problemu wyznaczania rozwiazania liniowych réwnan rekurencyjnych. W prakty-
ce, czgsto rozwaza si¢ problem rozwigzywania takich uktadéw réwnan liniowych, ale o wielu

prawych stronach [32]. Otrzymujemy wéwczas uktad réwnan AX = B nastgpujacej postaci

an 0 X111 ... Xin bll bln
aryy dx X21 ... X2 b21 e bzn

=| aut 8.1)
Api  vr oo Qum Xml oe- Xom by ... b

Szybkie wyznaczenie rozwigzania uktadu (8.1) moze by¢ zrealizowane przy zastosowaniu al-
gorytméw blokowych [32]. W takim przypadku uktad (8.1) mozna zapisac jako

An X B,

A.ZI A.zz ){2 = B,2 ) (8.2)
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gdzie wszystkie A;;, X;, B; sa macierzami (blokami) odpowiednich rozmiaréw. Wyznaczenie
rozwiagzania ukladu (8.2) moze by¢ zrealizowane za pomoca blokowych wersji algorytméw
opartych na wzorach (1.18) oraz (1.20). W praktyce (biblioteka LAPACK), wykorzystywana
jest blokowa wersja algorytmu (1.20), ktéra opisujemy jako nastgpujacy algorytm 8.1.

Algorytm 8.1. Blokowe wyznaczanie rozwiazania uktadu réwnan liniowych (8.2).
Wejscie: nicosobliwa macierz kwadratowa A, macierz B

Wyjscie: B=A"'B
1: fori=1toM do

2. B; « A;'Bi {operacja TRSM}

33 forj=i+1toMdo

4: B; < Bj — A;;B; {operacja GEMM}
5 end for

6: end for

Zauwazmy, ze wszystkie operacje sktadajace si¢ na algorytm 8.1 sa zaczerpnigte z biblio-
teki BLAS poziomu 3. W praktyce oznacza to, ze algorytm moze by¢ znacznie szybszy, niz
omowione w punkcie 1.6.2 algorytmy wykorzystujace wzory (1.18) oraz (1.20). Oczywiscie,
w przypadku n = 1, operacje TRSM 1 GEMM zostang zastgpione operacjami TRSV 1 GEMV z bi-
blioteki BLAS poziomu 2.

W przypadku rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych w Srodowisku rozproszonym al-
gorytmami z biblioteki ScalLAPACK [12] stosuje si¢ organizacj¢ procesOw w postaci dwuwy-
miarowej siatki P X Q, gdzie kazdy proces jest jednoznacznie identyfikowany przez parg¢ wspot-
rzgdnych (7, j),i =0,...,P—-1,j=0,...,0 — 1 [38]. Macierze prostokatne sa rozmieszczane
w sposob blokowo-cykliczny, gdzie lokalizacje kazdego bloku A;; o zadanym rozmiarze m, Xn,

opisuje nastgpujace odwzorowanie [12]:
loc(Aij) = (({—1)mod P, (j — 1) mod Q).

Rysunek 8.1 pokazuje przyktad blokowo-cyklicznego rozmieszczenia macierzy prostokatnej na
siatce procesow 2 X 2. W przypadku rozmieszczania macierzy tréjkatnych (dolnych lub gor-
nych) lub symetrycznych alokowany jest tylko jeden tréjkat (dolny lub gérny). Na rysunku 8.2
pokazujemy przyktadowe rozmieszczenie niezerowych blokéw A;;, 1 < j < i < M, macie-
rzy dolnotréjkatnej. W takim przypadku kazdy proces alokuje tablice dwuwymiarowa, ktorej
duza cz¢$¢ nie jest wykorzystana (nawet przeszto 50% — rysunek 8.2). Wybdr rozmiaru bloku
jest kompromisem pomigdzy efektywniejszym wykorzystaniem pamigci (dla mniejszych roz-

miaréw) a szybkosScia dziatania (dla wigkszych rozmiaréw). W praktyce zaleca si¢ przyjecie
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rozmiaru bloku m;, = 64 lub wigkszego dla komputeréw z pamigcia wspdlng badz wigkszym

rozmiarem pamig¢ci podrgcznej oraz rozmiaru sieci P = Q [12].

A A Ais A |An A A A
As1 Asz Azs Ay | Az Asg Ase Asg
Asi Asz Ass As7 | Asz Ass Ase Asg
A A As A | A A Aze Az
Axp Axz Axs Ay | Ay Ay Ay A
Ay Asz Ass Ay | A Agg Ags Asgg
As1 Aes Aes Ae1 | Az Acs Ass  Ass
Ag1 Ass Ags Agy | Asa Ags Age Ass

Rys. 8.1. Blokowo-cykliczny sposéb rozmieszczenia macierzy prostokatnej na sieci procesow 2x2

Fig. 8.1. Block-cyclic distribution of a rectangular matrix over a 2 X 2 process grid

Specjalnym przypadkiem opisanej wyzej dwuwymiarowej sieci jest zalecana w przypad-
ku mniejszej liczby dostgpnych procesoréw, badZ tez rozwigzywania uktadéw réwnan z poje-
dyncza prawa strong, jednowymiarowa tablica P X 1, gdzie poszczegdlne wiersze blokowe sa
rozmieszczane cyklicznie w pamigciach poszczegdlnych proceséw [12]. Rysunek 8.3 pokazuje
spos6b rozmieszczenia blokéw uktadu (8.2). Zauwazmy, ze w tym przypadku niewykorzysta-
nie pamigci jest mniejsze niz w przypadku sieci dwuwymiarowej, jednak poszczegdlne procesy
posiadaja zr6znicowana liczbg blokéw (na rysunku 8.3 pierwszy ma szeS¢ blokéw, ostatni dwu-
krotnie wigcej). Algorytm rozproszony rozwigzywania uktadu (8.2) wykorzystujacy rozklad
blokowo-cykliczny stanowi wersje SPMD algorytmu 8.1. Szczegéty dotyczace jego implemen-

tacji mozna znalez¢ w podreczniku [12].

8.2. Nowy sposob rozmieszczania danych

W literaturze omawiane sa modyfikacje reprezentacji macierzy trdjkatnych i symetrycznych
poprawiajace efektywnos$¢ wykorzystania pamigci [26, 6, 50]. Bazuja jednak bezposrednio na
rozktadzie blokowo-cyklicznym, a zatem nie bgda wptywaé na zwigkszenie szybkosci dziata-
nia algorytmoéw z biblioteki ScaLAPACK. Przedstawimy teraz nowy sposob rozmieszczenia
blokéw macierzy trojkatnej, ktéry znacznie poprawia wykorzystanie pamigci oraz dzigki moz-

liwosci operowania na duzych blokach przyczynia si¢ do konstrukcji szybszych algorytmoéw.
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A

Az Az An

As1 Asy Ass Asy Asq

An Az Azs Ay | A A Az

Ary Ay

An As Ap Ay

As1 Az Ags Asx Aes Ass

Ag1 Ass Ags Agy | Asa Ass Age Ass

Rys. 8.2. Blokowo-cykliczny sposéb rozmieszczenia macierzy dolnotrdjkatnej na sieci proceséw
2x2
Fig. 8.2. Block-cyclic distribution of a triangular matrix over a 2 X 2 process grid

An Asi Asy Ass Asy Ass B, Bs
Ay Ax As1 Asx Aes Acs Ass Ags B, Bg
A3 An Az A A A A As A An B; B;
Ay Ap Az Au Agi Agy Ags Agy Ags Ags Agy Asg By Bs

Rys. 8.3. Blokowo-cykliczny sposéb rozmieszczenia macierzy dolnotrdjkatnej A 1 macierzy pro-
stokatnej B na sieci proceséw 4 X 1

Fig. 8.3. Block-cyclic distribution of a triangular matrix A and rectangular matrix B over a4 x 1
process grid
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Rozwazmy uklad réwnan o postaci (8.2). Niech M = 2P. Bloki A;; sa3 odwzorowywane na
stosowang w tym rozwiazaniu sie¢ P X 1 przy wykorzystaniu nastgpujacego odwzorowania:
(i-1,0) dlai=1,...,P

loc(A; ) = 8.3
@) {(2P—i,0) dlai=P+1,...,2P (&)

Rysunek 8.4 pokazuje przyktadowe rozmieszczenie dolnotrdjkatnej macierzy A oraz prostokat-
nej macierzy B na siatce czterech procesow wedtug wzoru (8.3). Zauwazmy, ze kazdy proces
posiada jednakowa liczbg blokéw macierzy A oraz kazdy wiersz blokowy znajduje si¢ w cato-
$ci w pamigci lokalnej tylko jednego procesu. Na rysunku 8.5 pokazano wykorzystanie pamigci
w lokalnych strukturach danych do przechowywania blokéw macierzy A. Jak mozna zaobser-
wowac, tylko niewielka ilo$¢ miejsca pozostaje niewykorzystana, a zatem istnieje potrzeba alo-
kacji mniejszej iloSci pamigci niz w przypadku rozktadu blokowo-cyklicznego. Bedzie to ilo$¢
nie wigksza niz rozmiar jednego bloku. Kazdy proces przechowuje doktadnie 2P + 1 blokéw
macierzy trojkatnej 1 w przyblizeniu tylko jeden blok jest niewykorzystany. Zatem okoto

100
2P+1

miejsca w pamigci jest tracone. Przyktadowo, dla P = 4, 8, 16, otrzymujemy odpowiednio 11%,
6%, 3% niewykorzystanej pamigci.

Zauwazmy rowniez, ze jeSli dany proces posiada wiersz blokow o numerze i, 1 < i <
P, to posiada réwniez wiersz blokéw o numerze 2P — i + 1. Podobnie na mocy wzoru (8.3)
wnioskujemy, ze proces (i,0) posiada wiersze blokowe o numerach i — 1 oraz 2P — i. Liczba
proceséw P determinuje wybor rozmiaru bloku. Oczywiscie liczba 2P nie musi by¢ dzielnikiem
m, czyli liczby wierszy macierzy A. W takim przypadku przyjmujemy podstawowy rozmiar

blokow A;;, j < M, jako my, X my,, gdzie
my, = |m/(2P)].

Pozostale bloki A; y;, i < M beda miaty rozmiary okreslone nastg¢pujacym wzorem
(m — (P — Dmy,) X my,

a blok Ay rozmiar
(m = (P = Dmy) X (m — (P = 1)my).

Bloki B;, j < M beda miaty rozmiar m;, X n, a blok By, rozmiar okreSlony wzorem

(m— (P - 1)my) X n.
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An Ag1 Asy Asgs Asa Ags Age Agr Ass By By
Ay Ax A Apn A A As A An B, B;
Az An Az As1 Asx Aes Ass Ass Acs B;  Bg
Ay An Ai Au Asi Asy Ass Asy Ass By Bs

Rys. 8.4. Nowy sposéb rozmieszczenia blokéw macierzy dolnotrdjkatnej A i macierzy prostokat-
nej A i B na sieci proceséw 4 X 1

Fig. 8.4. New distribution of a triangular matrix A and rectangular matrix B over a 4 X 1 process
grid

0,0)

(1,0)

2,0)

(3.0) RN

N T

\‘ ;
gérna

dolna |:| niewykorzystane

Rys. 8.5. Lokalne struktury danych dla nowego sposobu rozmieszczenia czgsci macierzy dolno-
tréjkatnej na sieci proceséw 4 x 1.

Fig. 8.5. Local data structures for the new distribution of triangular matrices over a 4 X 1 process
grid
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Algorytm 8.2. Blokowe wyznaczanie rozwiazania uktadu réwnan liniowych (8.2) dla procesu
o wspotrzednych (7,0),i =0,...,P - 1.

Wejscie: niecosobliwa kwadratowa macierz dolnotréjkatna A oraz macierz B podzielona na blo-
ki wedtug (8.3)
Wyjscie: B=A"'B
1: M « 2P
2: for j=1to Pdo
3:  ifloc(A;;) = (i,0) then

4 Bj « A7} B; {operacja TRSM}

5 send B toall {(k,0): k=0,...,P—1Ak #i}
6: Bip_ji1 < Bop_ji1 — Asp_jy1 ;B; {operacja GEMM}
7 else

8 receive X from (loc(A};),0)

9 if i > loc(Aj;) then

10: Bii1 < Bjy1 — Aiy1;X {operacja GEMM}

11: end if

12: Byp_j < Byp_; — Azp_; jX {operacja GEMM}

13:  endif

14: end for

15: forj=P+1toM —1do
16:  if loc(Aj;) = (i,0) then

17: B; « A;!B; {operacja TRSM}

18: send B; to all {(k,0): k=0,...,i -1}
19:  else

20: if i < loc(A;;) then

21: receive X from (loc(A;;),0)

22: B < Biy1 — Ajy1 ;X {operacja GEMM}
23: end if

24:  end if

25: end for

26: if loc(Ayy) = (7,0) then
27: By < A;},,Bu {operacja TRSM}
28: end if
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Algorytm 8.2 wyznacza rozwiazanie blokowego uktadu réwnan (8.2) dla opisanego wyzej
sposobu rozmieszczenia danych. W liniach 2-14 przetwarzana jest gérna czgsS¢€ tréjkata. Proces
posiadajacy aktualny blok na przekatnej macierzy A rozwiazuje uktad réwnan liniowych (li-
nia 4), nastgpnie rozsyta rozwiazanie do pozostatych proceséw (linia 5), po czym aktualizuje
posiadany blok macierzy B. Z kolei, kazdy inny proces odbiera rozwiazanie od procesu wysy-
tajacego, po czym aktualizuje swoje bloki macierzy B (blok gérny tylko gdy jego numer jest
mniejszy od numeru procesu wysylajacego). Przetwarzanie czgSci dolnej (linie 15-28) jest re-
alizowane podobnie, przy czym rozsytanie wykonywane jest tylko do proceséw posiadajacych
bloki do przetworzenia. Rozwiazanie ostatniego uktadu réwnan (linia 27) jest wykorzystywane
tylko do aktualizacji jednego bloku macierzy B, zatem nie wystgpuje przesylanie danych do in-
nych proceséw. Podkre§lmy réwniez, ze podobnie jak w przypadku algorytmu 8.1, gdy n = 1,
wowczas operacje TRSM i GEMM zostang zastapione przez TRSV i GEMV.

Na koniec zauwazmy, ze w modelu BSP koszt opisanego wyzej algorytm charakteryzuje si¢
wzglednie matym wspétczynnikiem przy wielkosci [ (podrozdziat 1.6.4). Istotnie, liczba super-
krokéw w algorytmie 8.2 oraz algorytmie wykorzystujacym rozktad blokowo-cykliczny wynosi
M. Zatem, sktadnik uwzgledniajacy parametr / bedzie w obu algorytmach wynosit M[. W przy-
padku algorytmu 8.2 bedzie to zatem 2P[. W algorytmie wykorzystujacym rozktad blokowo-
cykliczny przyjmuje si¢ zwykle rozmiar bloku réwny 64 X 64, stad dla dostatecznie duzych
warto$ci m wspoétczynnik przy [ bedzie na ogdt wigkszy niz 2P. Oznacza to, ze w przypadku
bardzo duzych wartoSci parametru /, co ma miejsce w rozproszonych geograficznie klastrach,

algorytm 8.2 moze by¢ znacznie szybszy.

8.3. Wyniki eksperymentéw

Algorytm 8.2 zostat zaimplementowany w jezyku Fortran i uruchomiony na klastrze proce-
soréw Itanium 2 oraz komputerze Cray X1. Rysunek 8.6 przedstawia poréwnanie wydajnosci
osiaganej dla nowej metody (algorytm 8.2) z wydajnoscia dla algorytmu realizowanego przez
podprogram PSTRSV z biblioteki PBLAS. Oba algorytmy charakteryzuja si¢ identyczna licz-
ba operacji zmiennopozycyjnych, stad wydajnos¢ (Mflops) przektada si¢ bezposrednio na czas
dziatania algorytméw Na klastrze Itanium podprogram PSTRSV osiaga najwigksza szybkos$¢
dla rozmiaru bloku 256 X 256. Nowa metoda jest szybsza na czterech i1 szesnastu procesorach.
Podobnie na komputerze Cray X1.

Rysunek 8.7 pokazuje wydajno$¢ podprogramu PSTRSM przy optymalnym rozmiarze blo-
ku 64 x 64 oraz algorytmu 8.2 na klastrze Itanium. Dla mniejszej liczby procesoréw i rozmiar6w

problemu nowa metoda jest por6wnywalna z PSTRSM, jednak przy liczbie procesorow réwne;j
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16 oraz wigkszych rozmiarach problemu, wydajnoS¢ nowego algorytmu jest istotnie wigksza.
Rysunek 8.8 pokazuje analogiczne poréwnanie algorytméw na komputerze Cray X1 przy opty-
malnym rozmiarze blokéw 128 x 128. Dla mniejszych warto$ci n wydajno$¢ nowej metody jest
wigksza przy mniejszym rozmiarze bloku oraz poréwnywalna przy wigkszym. Przy zwigkszo-

nej liczbie prawych stron (warto$¢ n) mozna zauwazy¢ znaczng przewage nowej metody.
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Rys. 8.6. Wydajno$¢ klastra Itanium 2 (strona lewa) oraz komputera Cray X1 (strona prawa) dla
podprogramu PSTRSV oraz algorytmu 8.2 dla r6znych m oraz n = 1

Fig. 8.6. Performance of the PBLAS routine PSTRSV and the new method on a cluster of Itanium
2 (left) and Cray X1 (right) for various matrix sizes (m) and n = 1

Podsumowujac, nowa metoda alokacji danych pozwala na uzycie mniejszej iloSci pamigci,
przy czym tylko niewielka jej czgS$¢ pozostaje niewykorzystana. Algorytmy wykorzystujace no-
wa metode moga operowac na wigkszych blokach, co skutkuje ich szybszym dziataniem w po-
rOwnaniu do algorytméw wykorzystujacych rozktad blokowo-cykliczny. Zauwazmy na koniec,

ze nowa metoda alokacji danych moze by¢ zastosowana rowniez dla macierzy symetrycznych.
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Rys. 8.7. Wydajnos¢ klastra Itanium 2 dla podprogramu P STRSM oraz nowego algorytmu 8.2 przy
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Fig. 8.7. Performance of the PBLAS routine PSTRSM and Algorithm 8.2 on a cluster of Itanium 2
for various matrix sizes n = 2, ...,2500, m = 4000, 8000, 16000 and numbers of proces-
sors p=4,8,16
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Fig. 8.8. Performance of the PBLAS routine PSTRSM and Algorithm 8.2 on a Cray X1 for various
matrix sizes n = 2, ...,2500, m = 4000, 8000, 16000 and numbers of processors p = 4, 8



9. PODSUMOWANIE I KIERUNKI DALSZYCH BADAN

W ostatnim rozdziale niniejszej pracy podsumujemy zaprezentowane w poprzednich roz-
dziatach wyniki oraz nakreSlimy mozliwosci wykorzystania rezultatow badan w kierunkach
stanowigcych kontynuacje wypracowanego podejscia do konstrukcji algorytméw obliczen re-
kurencyjnych.

W rozdziale 1 sformutowaliSmy problem liniowych obliczen rekurencyjnych o postaci (1.27)
oraz (1.28) jako jeden z wazniejszych przypadkow ograniczajacych wykorzystanie mocy obli-
czeniowych oferowanych przez wspoéiczesne komputery wektorowe i rownolegle. PokazaliSmy
rOéwniez, ze najlepsza metoda konstrukcji efektywnych i przenosnych algorytméw, dobrze wy-
korzystujacych mozliwosSci obliczeniowe wspdiczesnych procesoréw, jest zastosowanie pod-
programéw z poziomOw drugiego i trzeciego biblioteki BLAS, czyli sformulowanie algoryt-
méw w terminach operacji macierzowych i wektorowych. Gwarantuje to mozliwos¢ uzycia
mechanizméw wektorowosci oraz przede wszystkim daje szans¢ na realizacj¢ koncepcji lokal-
nosci danych, ktéra ma na celu efektywne wykorzystanie pamigci podrecznej i przez to znacz-
ne skrdécenie czasu obliczen. Jednoczesnie trzeba zaznaczyc, ze takie blokowe algorytmy moga
by¢ w prosty sposéb dostosowywane do wykorzystania nowych sposobdéw reprezentacji ma-
cierzy, a przez to jeszcze lepiej wykorzystaé pamigé podreczng. Takie algorytmy mozna tez
tatwo i efektywnie zréwnolegli¢, co w obecnej chwili staje si¢ szczegdlnie wazne z uwagi na
upowszechnienie si¢ procesoréw wielordzeniowych.

Znane w literaturze praktyczne podejScia do realizacji liniowych obliczen rekurencyjnych
umozliwiaja jedynie wektoryzacje obliczen, z mozliwoscia zréwnoleglenia dla réwnan rzedu
pierwszego i drugiego badzZ tez ukierunkowane sa na konkretne typy architektur komputero-
wych, oraz na og6t nie uwzgledniaja mozliwosci przyspieszenia obliczen przez wlasciwe wy-
korzystanie pamigci podrecznej. Wada tych algorytméw jest rowniez brak skalowalnosci. Ich
efektywnos¢ nie rosnie wraz ze wzrostem wartoSci m, w przypadku za$ obliczen rownolegtych
wymagaja one wigkszej liczby procesoréw dla osiagnigcia zadowalajacego przyspieszenia.

Podstawowym wynikiem uzyskanym w pierwszej czgsci pracy jest pokazanie mozliwosci

petnej wektoryzacji obliczen rekurencyjnych za pomoca operacji BLAS-u oraz sformutowanie
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szybkich algorytméw blokowych realizujacych obliczenia (1.28), przy wykorzystaniu podsta-
wowych podprograméw algebry liniowej. Przerzucono w ten sposob optymalizacje programow
wykonujacych obliczenia rekurencyjne na poziom zaleznej od konkretnego sprzgtu implemen-
tacji BLAS-u, co jednoczesnie gwarantuje przeno$Snos¢ algorytméw. Osiagnigto ten cel przez
potraktowanie wektora danych reprezentujacych rozwiazywany problem jako tablicy dwuwy-
miarowej. W przypadku najwazniejszego, prezentowanego w rozdziale 2, algorytmu 2.1, cato$¢
obliczen zostala wyrazona w terminach operacji AXPY. Algorytm 3.1 wykorzystuje operacje
BLAS-u poziomu drugiego: mnozenie macierzy pelnej przez wektor oraz mnozenie macierzy
tréjkatnej przez wektor. W przypadku konieczno$ci wyznaczenia rozwiazania pelnego, blisko
polowa obliczen jest realizowana przez wywotanie jednej operacji mnozenia macierzy z BLAS-
u poziomu trzeciego. Algorytm stanowi pierwsza probg osiagnigcia tak duzej efektywnosci ob-
liczen rekurencyjnych dzigki zastosowaniu BLAS-u wyzszych pozioméw, a jak wykazaliSmy
w rozdziale 1 konstrukcja algorytméw blokowych stanowi klucz do osiagnigcia duzej wydaj-

nosci obliczen.

Kolejnym waznym wynikiem, jest analiza czasu wykonania algorytmu 2.1 na podstawie
modelu Hockneya-Jesshope’a. Dzigki temu otrzymaliSmy teoretyczna predykcje optymalnych
wartoS$ci parametrow metody. Na uwage zastuguje udowodnienie faktu, ze otrzymane wartosci
nie zaleza od konkretnych, charakterystycznych dla uzytego procesora, wartosci ro, 0Oraz nj,.
Dzigki temu otrzymaliSmy kod Zrédiowy algorytmu, w ktérym wyznacza si¢ otrzymane i zalez-
ne od rozmiaru zadania parametry, przy czym pozostaja one stuszne dla dowolnych procesoréw
wektorowych. Sformutowany algorytm 2.2 stanowi modyfikacje algorytmu 2.1, polegajaca na
wykorzystaniu operacji mnozenia macierzy przez wektor z BLAS-u poziomu drugiego, kosz-
tem zastosowania dodatkowego miejsca w pamigci. Uzyskany w ten sposéb algorytm dziata
szybciej dla m > 2. Dla wigkszych wartosci m nalezy stosowac algorytm 3.1. Dodatkowa zaleta
podejscia blokowego jest mozliwos$¢ tatwego i efektywnego zréwnoleglenia algorytmu, dzigki

czemu w prosty sposob otrzymaliSmy algorytmy 3.214.1.

Przeprowadzone eksperymenty obliczeniowe na réznych dostgpnych architekturach kom-
puterowych, wiaczajac procesory wielordzeniowe, potwierdzaja duze przyspieszenie sformuto-
wanych algorytmdéw osiggane wzgledem podstawowego algorytmu 1.5. Jednocze$nie, w przy-
padku odpowiednio duzych rozmiaréw problemu, pozwalaja na wykorzystanie teoretycznej
maksymalnej wydajnosci na poziomie 50%, co jest bardzo dobrym wynikiem dla komputeréw

z procesorami wektorowymi.

Na szczegdlne podkreslenie zastuguja rowniez wyniki, dotyczace analizy algorytmu 4.1,

stanowiacego rozproszong wersje algorytmu 3.1 w ujeciu SPMD. Analiza algorytmu oraz wy-
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znaczenie optymalnych wartosci parametréw zostalo przeprowadzone na podstawie modelu
BSP obliczen rozproszonych. Uzyskano podobny jak w przypadku algorytmu 2.1 wynik, poda-
jacy optymalne wartosci parametrow metody niezaleznie od charakterystyki uzytego kompute-
ra. Wyniki eksperymentéw przeprowadzonych na réznych rodzajach rozproszonych architektur

wieloprocesorowych potwierdzaja efektywnos¢ metody.

W dalszej czgsci monografii zaprezentowane zostaly zastosowania algorytméw przedsta-
wionych we wczesniejszych rozdziatach dla rozwigzania wybranych probleméw pojawiajacych
si¢ w réznych dziedzinach nauki i techniki, jednoczesnie ilustrujace trafno$¢ zastosowanego
podejscia. Pokazujemy, ze algorytm 4.1 wraz z nowym, rozproszonym algorytmem mnozenia
dolnotréjkatnych macierzy pasmowych przez wektor stanowi bardzo szybkie rozwigzanie pro-
blemu stosowania (obliczania) filtra rekurencyjnego dla zadanego ciagu sygnatéw wejsciowych,
ktory jest waznym zadaniem obliczeniowym w teorii sygnatéw. Szczegdlnie ciekawym wyni-
kiem jest dalsza optymalizacja obliczen rekurencyjnych dzigki zastosowaniu nowych sposobow

reprezentacji macierzy, ktére znacznie poprawiaja wykorzystanie pamigci podrgczne;.

Bardzo wazne wyniki aplikacyjne zawiera rozdziat 6 po§wigcony wyznaczaniu sum trygo-
nometrycznych. Rozwigzanie problemu stanowi przyklad zastosowania algorytmu opisanego
w rozdziale 3 do pewnej ogélniejszej niz (1.28) postaci wzoru (1.27). Umozliwia to wykorzysta-
nie otrzymanego efektywnego algorytmu do rozwigzania problemu numerycznego wyznaczania
odwrotnosci transformanty Laplace’a. PokazaliSmy, ze liczba operacji uzywanych w algoryt-
mie wyznaczania sum trygonometrycznych moze by¢ istotnie zmniejszona dzigki zastosowaniu
pewnych wzoréw analitycznych, a w przypadku numerycznego odwracania transformanty La-
place’a mozna przyspieszy¢ dziatanie algorytmu przez dalsza redukcj¢ liczby odwotan do pa-
migci operacyjnej. PokazaliSmy, ze w pewnych przypadkach warto zastapi¢ operacje BLAS-u
poziomu pierwszego dedykowanymi operacjami na wektorach, ktére dos¢ dobrze poddaja si¢
optymalizacji kompilatoréw. Rozdziat zawiera testy numeryczne potwierdzajace duza efektyw-
no$¢ metody oraz jej dobre wlasno$ci numeryczne. Innym ciekawym wynikiem aplikacyjnym
jest zastosowanie algorytmu 3.1 do problemu obliczania warto$ci wielomianu. Stanowi przy-
ktad algorytmu charakteryzujacego si¢ wymagana wigksza liczba operacji niz jego sekwencyjny

odpowiednik, a mimo to posiadajacym podobne wtasnos$ci numeryczne.

W rozdziale 8 podaliSmy nowy, oszczedny sposéb rozmieszczenia danych stanowiacych
uktad réwnan liniowych o macierzy tréjkatnej i wielu prawych stronach. Podstawowy algorytm
8.1 wyznaczania rozwigzania takich uktadéw stanowi uogdlniony na bloki przypadek obliczen
o postaci (1.27) i znajduje si¢ w centrum badan nad nowoczesnymi algorytmami réwnolegtymi

efektywnego rozwigzywania problemow z dziedziny algebry liniowej [26, 6, 50]. Zastosowa-
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ne podejScie umozliwia rownomierne roztozenie danych, redukcje niewykorzystanego miejsca
w pamigci oraz prowadzi do konstrukcji na ogét szybszego, niz umieszczony w bibliotece Sca-
LAPACK [12], algorytmu 8.2 rozwigzywania uktadéw réwnati liniowych o postaci (8.2).

Zwr6émy uwage, ze zaprezentowany w niniejszej monografii sposéb podejscia do konstruk-
cji algorytméw, ktére dobrze wykorzystuja wlasnosci wspoiczesnych architektur komputero-
wych, moze by¢ zastosowany do rozwigzywania innych probleméw. Po pierwsze, dla wielu po-
zornie réznych probleméw obliczeniowych trzeba zidentyfikowac ich wspdlne cechy i1 sformu-
towac ogélniejszy problem, ktéry w szczegdlnych przypadkach sprowadza si¢ do konkretnych
zadan. W przypadku probleméw przedstawionych w rozdziatach 5, 6, 7 takim ogdlniejszym
problemem sa liniowe réwnania rekurencyjne o statych wspétczynnikach (1.28) oraz pewne
przypadki bardziej ogélnych réwnan o postaci (1.27). Nastepnym krokiem jest proba stworze-
nia algorytmu, ktéry rozwigzywalby taki problem oraz w zadowalajacym stopniu wykorzysty-
wat mozliwosci oferowane przez wspotczesne komputery. Takim podej$ciem jest zdecydowanie
wyrazenie algorytmu w terminach operacji macierzowych, co, jak wykazaliSmy, jest mozliwe
rowniez dla probleméw, ktére pozornie na to nie pozwalaja. Przy implementacji takich algo-
rytméw moze by¢ wykorzystana biblioteka BLAS oraz nowe sposoby reprezentacji macierzy,
co gwarantuje dobre wykorzystanie mocy procesora oraz umozliwia fatwe zrownoleglenie al-
gorytmu na dowolng architekturg wieloprocesorowa, co jest szczegdlnie wazne z uwagi na upo-
wszechnienie si¢ procesoréw wielordzeniowych. Dalsza optymalizacja moze by¢ przeprowa-
dzona dla konkretnych zadan obliczeniowych i powinna dotyczy¢ zmniejszenia liczby odwotan
do pamigci.

Autor niniejszej monografii rozpoczal juz prace nad wykorzystaniem oméwionego podej-
Scia do rozwiazywania uktadow réwnan o macierzach pasmowych, ktére powstaja przy dys-
kretyzacji rOwnan rézniczkowych zwyczajnych. Réwnie wazne, jak 1 mozliwe do zrealizowa-
nia wydaje si¢ zastosowanie oméwionego podejsScia do rozwigzywania roéwnan rézniczkowych
czastkowych przy wykorzystaniu nowych sposobéw reprezentacji macierzy. Oméwiona w roz-
dziale 8 nowa metoda rozmieszczania danych opisujacych macierze tréjkatne moze by¢ z po-
wodzeniem zastosowana dla reprezentacji macierzy symetrycznych oraz implementacji algoryt-
mow dziatajacych na takich macierzach, jak na przyktad rozktad Choleskiego. Co wigcej, nowa
metoda umozliwia dziatanie na duzych blokach danych, co wydaje si¢ by¢ szczegdlnie przydat-
ne w Srodowiskach gridowych. Dodatkowo, istnieje mozliwos$¢ adaptacji takich algorytmoéw dla
Srodowisk heterogenicznych, gdzie rozmiar bloku bylby zalezny od szybkosci dziatania danego

wezla obliczeniowego.
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OPTYMALIZACJA OBLICZEN REKURENCYJNYCH NA KOMPUTERACH
WEKTOROWYCH I ROWNOLEGLYCH

Streszczenie

W monografii zaprezentowano nowe, efektywne metody realizacji liniowych obliczen re-
kurencyjnych na wspétczesnych komputerach wektorowych i rownolegtych. Na poczatku sfor-
mulowano nowe blokowe algorytmy, opierajac si¢ na metodach algebry liniowej. Dzieki te-
mu mozliwa stata si¢ implementacja algorytméw, dobrze wykorzystujaca mozliwosci oferowa-
ne przez wspoélczesne procesory, poprzez uzycie operacji zdefiniowanych w ramach biblioteki
BLAS, zawierajacej podstawowe podprogramy algebry liniowej. W dalszym ciagu pokazano,
jak zréwnolegli¢c wprowadzone algorytmy na komputery réwnolegle z pamigcia wspdlna przy
uzyciu standardu OpenMP oraz komputery z pamigcia rozproszona i klastry przy uzyciu stan-
dardu MPI. Druga czg$¢ monografii pokazuje przyktadowe zastosowania wprowadzonych algo-
rytméw blokowych i réwnolegtych do rozwiazywania waznych probleméw obliczeniowych, ta-
kich jak wyznaczanie wartosci liniowych filtrow rekurencyjnych, interpolacja trygonometrycz-
na, numeryczne odwracanie transformanty Laplace’a oraz obliczanie wartoSci wielomiandéw.
Podano réwniez nowy oszczedny sposob reprezentacji macierzy tréjkatnych i symetrycznych
w obliczeniach rozproszonych. Wszystkie zaprezentowane w monografii algorytmy zostaly za-
implementowane i przetestowane na réznych systemach komputerowych. Podano wyniki eks-
perymentéw i wnioski potwierdzajace wysoka efektywno$¢ algorytmow.

W rozdziale 1 omawione sa podstawowe zagadnienia zwigzane ze wspoiczesnymi archi-
tekturami komputeréw duzej mocy obliczeniowej. Przedstawiono wykorzystywane w pracy
metody analizy algorytmdw, formalnie definiowano problem liniowych obliczen rekurencyj-
nych oraz zaprezentowano w skrdcie najwazniejsze znane metody jego rozwiazania. Rozdziat
2 opisuje efektywna metodg wektoryzacji obliczen rekurencyjnych. Rozdziaty 3 i 4 pokazuja
metode, pozwalajaca na wykorzystanie operacji macierzowych oraz jej zrownoleglenie na kom-
putery z pamigcia wspolna i1 rozproszona. Rozdziat 5 omawia zastosowanie wprowadzonych
we wczesniejszych rozdziatach metod dla szybkiego wyznaczania liniowych filtrow rekuren-

cyjnych. W rozdziale 6 omawiane jest zastosowanie algorytmow z poprzednich rozdziatéw do
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rozwiazania problemu wyznaczania sum trygonometrycznych oraz optymalizacji numeryczne-
go wyznaczania odwrotnosci transformanty Laplace’a. Rozdzial 7 omawia algorytm szybkiego
obliczania wartoSci wielomianéw, bazujacy na metodzie przedstawionej w rozdziale 2, wraz
z jego analiza numeryczng. Na koniec w rozdziale 8 podajemy nowa metode rozmieszczenia da-
nych dla problemu rozwiagzywania uktadéw réwnan liniowych o macierzach tréjkatnych, ktéra

pozwala na oszczgdniejsze wykorzystanie pamigci oraz konstrukcje szybszych algorytméw.



OPTIMIZATION OF RECURRENCE COMPUTATIONS
ON VECTOR AND PARALLEL COMPUTERS

Abstract

The aim of this monograph is to present the author’s contribution to the fields of designing
vector and parallel algorithms for solving problems based on linear recurrence computations
and optimizing such software for modern vector and parallel computer architectures.

In the first chapter, we give a concise overview of the fundamentals of of moder computer
architectures, performance analysis and methods for vector parallel programming. We also de-
fine the problem of solving linear recurrence systems and present some basic results which can
be found in the literature.

Chapter 2 describes the use of the Level 1 BLAS operation AXPY as a key to efficient
vectorization of m-th order linear recurrence systems with constant coefficients. Applying the
Hockney-Jesshope model of vector computations, we present the performance analysis of the
algorithm. We also consider the influence of memory bank conflicts. The theoretical analysis is
supported by the experimental results collected on two vector supercomputers manufactured by
Cray.

The aim of Chapter 3 is to present a new efficient BLAS-based algorithm for solving linear
recurrence systems with constant coefficients, which can be easily and efficiently implemented
on shared memory machines. The algorithm is based on Level 3 and Level 2 BLAS routines
GEMM, GEMV and TRMV, which are crucial for its efficiency. The results of experiments per-
formed on a various shared memory computers are also presented and discussed. The can be
efficiently implemented on high performance message passing parallel and vector computers
and clusters of workstations. In Chapter 4 we analyze the performance of the algorithm using
two well known models: BSP and Hockney-Jesshope. Finally, we present the results of experi-
ments performed of a Cray X1 and two different clusters running under Linux.

The aim of the chapters 5, 6 and 7 is to show that the introduced algorithms for solving
linear recurrence systems can be applied for solving a number of problems which arise in scien-

tific computing. In Chapter 5 we introduce a new BLAS-based algorithm for narrow-banded
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triangular Toeplitz matrix-vector multiplication and show how to evaluate linear recursive fil-
ters efficiently on distributed memory parallel computers. We apply the BSP model of parallel
computing to predict the behavior of the algorithm and to find the optimal values of the me-
thod’s parameters. The results of experiments performed on a cluster of twelve dual-processor
Itanium 2 computers and Cray X1 are also presented and discussed. The algorithm allows to
utilize up to 30% of the peak performance of 24 Itanium processors, while a simple scalar algo-
rithm can only utilize about 4% of the peak performance of a single processor. Next, we show
that the performance of the algorithm for evaluating linear recursive filters can be increased by
using new generalized data structures for dense matrices introduced by F. G. Gustavson. The
results of experiments performed on Intel Itanium 2, Cray X1 and dual-processor Quad-Core
Xeon are also presented and discussed. In Chapter 6 we introduce a new high performance di-
vide and conquer algorithm for finding trigonometric sums which can be applied to improve
the performance of the Talbot’s method for the numerical inversion of the Laplace Transform
on modern computer architectures including shared memory parallel computers. We also show
how to vectorize the first stage of the Talbot’s method, namely computing all coefficients of
the trigonometric sums used by the method. Numerical tests show that the improved method
gives the same accuracy as the standard algorithm and it allows to utilize parallel processors. In
Chapter 7 we show hot to apply our algorithms for polynomial evaluation.

Finally, Chapter 8 presents the new data distribution of triangular matrices that provides ste-
ady distribution of blocks among processes and reduces memory wasting in comparison with
the standard block-cyclic data layout that is used in the ScaLAPACK library for dense matrix
computations. The new algorithm for solving triangular systems of linear equations is also intro-
duced. The results of experiments performed on a cluster of Itanium 2 processors and Cray X1
show that in some cases, the new method is faster than corresponding PBLAS routines PSTRSV
and PSTRSM.
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