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WSTĘP

W c a ł e j  p r a c y  p r z e d m io te m  ro z w aż a ń  j e s t  a n a l i z a  z ło ż o n y c h ,  m e c h a n ic z n y c h  

u k ła d ó w  d y n a m ic z n y c h  o p a r a m e t r a c h  losow ych ,  z n a j d u j ą c y c h  s i ę  p o d  wpływem 

o d d z i a ł y w a ń ,  k t ó r e  m a ją  c h a r a k t e r  s t o c h a s t y c z n y .

Na p o c z ą t k u  zas tanów m y s i ę ,  co  o z n a c z a ć  b ę d z i e ,  p o ds taw ow e d l a  c a ł e j  

p r a c y ,  p o j ę c i e  " u k ł a d  d y n a m ic z n y " ?  Z p u n k tu  w i d z e n i a  m e c h a n i k i ,  dynam ika  

r o z w i ą z u j e  dwa p o ds taw ow e z a g a d n i e n i a :  z a g a d n i e n i e  p r o s t e  p o l e g a  n a  tym, że  

z n a j ą c  r u c h  n a l e ż y  z n a l e ź ć  s i ł y ;  z a g a d n i e n i e  o d w ro tn e  z a j m u je  s i ę  w y z n ac z a 

n iem  r u c h u ,  j e ż e l i  z n a n e  s ą  s i ł y  1 tzw. w a ru n k i  p o c z ą tk o w e ,  t j .  p o ł o ż e n i a  i  

p r ę d k o ś c i  p u n k tó w  w p ew n ej  c h w i l i .  P r a k t y c z n i e ,  z a k r e s  d y n a m ik i  o b e jm u je  od 

dawna r ó w n ie ż  w i e l e  k l a s y c z n y c h  z a g a d n ie ń  p okrew nych ,  n p . : s t a b i l n o ś ć  ru c h u ,  

b i f u r k a c j e ,  d r g a n i a  o k re so w e  i  i c h  s t a b i l n o ś ć  i  w i e l e  i n n y c h .  Do n a jn o w sz y c h  

p ro b lem ó w  n a l e ż ą  z a g a d n i e n i a  z w ią z a n e  z o g ó l n i e  p o ję ty m  s t e r o w a n ie m :  i d e n t y 

f i k a c j a  o b i e k t ó w  m e c h a n ic z n y c h ,  s t e r o w a n i e  o p ty m a ln e ,  s y n t e z a  u k ład ó w  s t e r o 

w a n ia  i t p .  M etody a n a l i z y ,  c h a r a k t e r y s t y c z n e  d l a  z a g a d n i e ń  m e c h a n ik i  a n a l i 

t y c z n e j ,  np.  r ó w n a n ia  H a m i l to n a  i  L a g r a n g e ’ a ,  z a s to s o w a n o  w w i e l u  in n y c h  

d z i e d z i n a c h  n a u k i ,  np. w e l e k t r o t e c h n i c e .  Z d r u g i e j  s t r o n y  n a l e ż y  od n o to w ać  

f a k t  og rom nego  wpływu np. t e o r i i  s t e r o w a n i a  na  m ec h a n ik ę ,  co  spow odowało ,  że  

w i e l e  p rob lem ów  m e c h a n ic z n y c h  z a p i s u j e  s i ę  i  a n a l i z u j e  w p o s t a c i  u k ł a d u  

ró w n ań  1. r z ę d u ,  tzw . równań s t a n u ,  a  n i e  w p o s t a c i  u k ł a d u  rów nań  2. r z ę d u ,  

k t ó r e  s ą  c h a r a k t e r y s t y c z n e  d l a  z a g a d n ie ń  m e c h a n ik i .

O d n o tu jm y  r ó w n ie ż  f a k t . ż e  w i e l e  z a g a d n ie ń  z z u p e ł n i e  r ó ż n y c h  od m e c h a n i 

k i  d z i e d z i n  n a u k i ,  t a k i c h  j a k  np. t e l e k o m u n i k a c j a ,  b i o l o g i a ,  o b s ł u g a  masowa, 

c h e m ia  c z y  g e n e t y k a ,  o p i sy w a n y c h  j e s t  z a  pomocą m o d e l i  m a te m a ty c z n y c h ,  k t ó r e  

pod  w zględem  fo rm aln y m  n i e  r ó ż n i ą  s i ę  n iczym  od m o d e l i  ty pow ych  d l a  

m e c h a n i k i  t e o r e t y c z n e j .

Wspomniane a r g u m e n ty  spowodowały ,  że  u k ł a d y  m e c h a n ic z n e  r o z p a t r y w a n e  s ą  

w p r a c y  z  p u n k t u  w i d z e n i a  t e o r i i  systemów, co  p o z w o l i ł o  na  d a l e k o  p o s u n i ę t e  

u o g ó l n i e n i a .  W z w ią z k u  z  powyższym, d r u g ą  c h a r a k t e r y s t y c z n ą  c e c h ą  p r a c y  j e s t  

f a k t ,  ż e  o k r e ś l e n i e  " u k ł a d  d ynam iczny"  j e s t  t r a k t o w a n e  w p r a c y  j a k o  u p o r z ą d 

kowany z b i ó r  pewnych p o j ę ć ,  k t ó r e g o  n a jw a ż n ie j s z y m i  e le m e n ta m i  s ą :  z b i o r y
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s y g n a ł ó w  w e j ś c io w y c h  i  w y jśc io w y c h  o r a z  r e l a c j a  w e j ś c i e  -  w y j ś c i e  r o z p a t r y 

wanego  u k ł a d u ,  p a t r z  r o z d z .  2 . 1 .

T r z e c im  e le m e n te m  c h a r a k t e r y s t y c z n y m  d l a  p r a c y  j e s t  p r z y j ę c i e  z a ł o ż e n i a ,  

ż e  c z a s  j e s t  e le m e n te m  p e w n e j  l o k a l n i e  z w a r t e j  g r u p y  a b e l o w e j  G. P r z y j ę t o , ż e  

w sp o m n ian a  g r u p a  j e s t  c z ę ś c io w o  l u b  c a ł k o w i c i e  l i n i o w o  u p o rz ąd k o w a n a .

D la c z e g o  z decydow ano  s i ę  n a  w p ro w ad z en ie  do  r o z w a ż a ń , ś c i ś l e  z w ią z a n y c h  z 

t e c h n i k ą ,  t a k  w y r a f in o w a n e g o  a p a r a t u  m a te m a ty c z n e g o ,  j a k i m  j e s t  n i e w ą t p l i w i e  

t e o r i a  g r u p ?

Zanim  p o d j ę t a  b ę d z i e  p r ó b a  o d p o w ie d z i  n a  t o  p y t a n i e , z a u w a ż m y , ż e  o s t a t n i e  

30  l a t ,  t o  b u r z l i w y  ro z w ó j  n a j r ó ż n o r o d n i e j s z y c h  m etod  a n a l i z y  u k ład ó w  d y n a 

m ic z n y c h  z w ią z a n y c h  z d o k ł a d n o ś c i ą ,  w r a ż l i w o ś c i ą ,  s t a b i l n o ś c i ą ,  s t e r o w a n ie m  

i t p .  Rozwój t y c h  w s z y s t k i c h  d z i e d z i n  odbywał s i ę  w z a s a d z i e  n i e z a l e ż n i e  d l a  

u k ła d ó w  z  tzw . c za se m  c i ą g ł y m  (zwanych  w p r a c y  u k ła d a m i  c i ą g ł y m i )  i  u k ład ó w  

im p u lso w y ch  z tzw . c zasem  d y s k r e tn y m  (zwanych  w p r a c y  u k ł a d a m i  d y s k r e t n y m i ) .  

P o m i j a j ą c  p r a c e ,  w k t ó r y c h  a n a l i z y  d o k o n u j e  s i ę  n a  p o z io m i e  rów nań  o p e r a t o 

r o w y ch ,  n i e w i e l e  j e s t  p u b l i k a c j i ,  k t ó r y c h  w y n ik i  można z a s t o s o w a ć  j e d n o c z e ś 

n i e  do  u k ła d ó w  c i ą g ł y c h  i  d y s k r e t n y c h .  Z d r u g i e j  s t r o n y  ł a t w o  zauw ażyć  d a l e 

ko  i d ą c e  a n a l o g i e  m ię d z y  wynikam i o s i ą g n i ę t y m i  d l a  obu  w sp o m n ian y ch  r o d z a jó w  

u k ła d ó w  d y n a m ic z n y c h .

D l a t e g o  z decydow ano  s i ę  na  p r z y j ę c i e  z a ł o ż e n i a ,  ż e  c z a s  j e s t  e le m en tem  

c z ę ś c io w o  u p o r z ą d k o w a n e j  g r u p y  a b e l o w e j ,  co  p o z w o l i ł o  n a  j e d n o l i t e  t r a k t o w a 

n i e  np .  w spo m n ian y ch  j u ż  u k ład ó w  c i ą g ł y c h  1 d y s k r e t n y c h .  P r z y j ę t e  z a ł o ż e n i e  

p o z w a la  n a  p o d o b n e  t r a k t o w a n i e  ró w n ie ż  u k ład ó w  b a r d z i e j  w y r a f in o w a n y c h ,  np. 

o k r e ś l o n y c h  n a  t o r u s i e .

C h a r a k t e r y s t y c z n ą  c e c h ą  ro z w aż a ń  j e s t  z a s t o s o w a n i e  do  o p i s u  z j a w i s k  

z a c h o d z ą c y c h  w u k ł a d a c h  d y n a m ic zn y c h  lo so w y c h  rów nań  c a łk o w y c h .  B a r d z i e j  

s z c z e g ó ło w e  u z a s a d n i e n i e  p a t r z  r o z d z .  2 . 1 .

P r z y j ę c i e  p o w y ż sz y ch  z a ł o ż e ń  w k o n s t r u k c j i  p r a c y  spow odow ało  k o n i e c z n o ś ć  

z a s t o s o w a n i a  n i e w ą t p l i w i e  t r u d n e g o  a p a r a t u  m a te m a ty c z n e g o ,  p o z w o l i ł o  j e d n a k  

n a  j e d n o l i t e  s f o r m u ł o w a n ie  w i e l u  w ażnych  z a g a d n i e ń  a n a l i z y  u k ład ó w  d y n a m ic z 

n y c h  i  n a  l i c z n e  u o g ó l n i e n i a .

R o z d z i a ł  p i e r w s z y  z a w i e r a  podstaw ow e o z n a c z e n i a  i  d e f i n i c j e  s t o s o w a n e  w 

c a ł e j  p r a c y .

R o z d z i a ł  d r u g i ,  t o  p o dstaw ow e w ia d o m o śc i  d o t y c z ą c e  u k ład ó w  d y n a m ic z n y c h  

b ę d ą c y c h  p r z e d m io te m  d a l s z e j  a n a l i z y .  Z d e f i n i o w a n e  z o s t a ł y  t a k i e  p o j ę c i a , j a k  

np .  : u p o r z ą d k o w a n i e  z b i o r u  c h w i l  c za so w y ch ,  u k ł a d  d y n a m ic z n y ,  p rz y c z y n o w o ść ,
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s t a c j o n a r n o ś ć .  Omówiono podstaw ow e z a ł o ż e n i a  d o t y c z ą c e  m o d e l i  m a te m a ty c z n y c h  

n a j c z ę ś c i e j  s p o t y k a n y c h  w p r a c y .

W r o z d z i a l e  t r z e c i m  p r z e d s t a w i o n e  z o s t a ł y  p r z y k ł a d y  z a s to s o w a ń  lo so w y c h  

rów nań  c a łk o w y c h  do r ó ż n o r o d n y c h  z a g a d n ie ń  d y n a m ik i  u k ład ó w  m e c h a n i c z n y c h ,z e  

s z c z e g ó ln y m  u w z g lę d n ie n i e m ,  p o j a w i a j ą c y c h  s i ę  w t a k i c h  u k ł a d a c h ,  e le m en tó w  

t e o r i i  s t e r o w a n i a '  t a k i c h , j a k  np .  s p r z ę ż e n i e  z w r o t n e ,  s y g n a ł y  s t e r u j ą c e , o p ó ź 

n i e n i a  w s t e r o w a n i u  i t p .  Duży n a c i s k  p o ło ż o n y  z o s t a ł  na  s z c z e g ó ło w e  z a p r e 

z e n t o w a n i e  t e c h n i k i  p r z e k s z t a ł c a n i a  rów nań  m e c h a n i k i ,  m a ją c y c h  z r ó ż n ic o w a n y  

c h a r a k t e r ,  do  j e d n o l i t e j  fo rm y  równań ca łk o w y ch .

R o z d z i a ł  c z w a r t y  t o  p r z e g l ą d ,  n a j w a ż n i e j s z y c h  z p u n k t u  w i d z e n i a  z a s t o 

sowań, m o d e l i  m a te m a ty c z n y c h  sy g n a łó w  f i z y c z n y c h .  Ze w z g lę d u  n a  d u ż y  s t o p i e ń  

a b s t r a k c j i  p ro w a d zo n y c h  ro z w aż a ń ,  ab y  u ł a t w i ć  c z y t a n i e  p r a c y ,  s y g n a ł y  

d e t e r m i n i s t y c z n e  i  s t o c h a s t y c z n e  omówiono n i e z a l e ż n i e  od s i e b i e .

R o z d z i a ł  p i ą t y  z a w i e r a  o m ów ien ie  n a j w a ż n i e j s z y c h  w ł a s n o ś c i  u k ład ó w  l i 

n io w y c h .  P r z e d s t a w i o n e  z o s t a ł o  p o j ę c i e  r e z o l w e n t y  ró w n a n ia  c a łk o w e g o  ty p u  

V o l t e r r y  I I  r o d z a j u  o k r e ś l o n e g o  n a  l o k a l n i e  z w a r t e j  g r u p i e  a b e l o w e j .  P r z e a 

n a l i z o w a n o  n i e k t ó r e  w ł a s n o ś c i  u k ład ó w  l i n i o w y c h  d l a  sy g n a łó w  o s k o ń c z o n e j  

e n e r g i i  o r a z  d l a  sy g n a łó w  o k re so w y c h  i  p r a w i e  o k re so w y c h .  W c e l u  z a p e w n i e n i a  

w i ę k s z e j  c z y t e l n o ś c i  p r a c y ,  r o z w a ż a n ia  d e t e r m i n i s t y c z n e  i  p r o b a b i l i s t y c z n e  

z o s t a ł y  p o t r a k t o w a n e  o d d z i e l n i e .

R o z d z i a ł y  s z ó s t y  do  ósmego, t o  a n a l i z a  w y b ra n y ch  z a g a d n i e ń  ty pow ych  d l a  

d y n a m ik i  u k ład ó w  m e c h a n i c z n y c h .R o d z i a ł  s z ó s t y  j e s t  p r ó b ą  a n a l i z y  j a k o ś c i o w e j  

1 i l o ś c i o w e j  d o k ł a d n o ś c i  r ó ż n y c h  m etod l i n e a r y z a c j i  s t a t y s t y c z n e j ,  w z a s t o 

s o w a n iu  do w ie lo w y m ia ro w y ch  u k ład ó w  d y n a m ic zn y c h .  R o z p a t ry w a n e  s ą  u k ł a d y  

s t a c j o n a r n e  i  n i e s t a c j o n a r n e .

R o z d z i a ł  s iódm y z a w i e r a  w y b ran e  w y n ik i  d o t y c z ą c e  a n a l i z y  s t a b i l n o ś c i  

t y p u  w e j ś c i e - w y j ś c i e  w s e n s i e  ś r e d n im .  R o z w a ża n ia  d o t y c z ą  s t a b i l n o ś c i  w tzw. 

r o z s z e r z o n e j  p r z e s t r z e n i  e n e r g e t y c z n e j .

W r o z d z i a l e  ósmym k o n ty n u o w an e  s ą  b a d a n i a  z  r o z d z i a ł u  s ió d m eg o .  A n a l i z a  

k o n c e n t r u j e  s i ę  j e d n a k  na  w a ru n k ac h  p o w s ta w a n ia  d r g a ń  o k re s o w y c h  i  p r a w i e  

o k r e s o w y c h  w u k ł a d a c h  a u to n o m ic z n y c h  i  n i e a u t o n o m i c z n y c h .  W ynik i  d o t y c z ą c e  

i s t n i e n i a  s t o c h a s t y c z n y c h  d r g a ń  o k re so w y c h  w u k ł a d a c h  n i e l i n i o w y c h  b a z u j ą  na  

t w i e r d z e n i u  S c h a u d e r a  i  p o j ę c i u  i n d e k s u  o p e r a t o r a  z w a r t e g o .

P r a c a  z a w i e r a  p o n a d to  t r z y  d o d a t k i ,  z a w i e r a j ą c e  i n f o r m a c j e  u z u p e ł n i a j ą c e  

o c h a r a k t e r z e  m atem atycznym , k t ó r e  m a ją  n a  c e l u  u ł a t w i e n i e  c z y t a n i a  p r a c y .  

D o d a te k  A z a w i e r a  podstaw ow e i n f o r m a c j e  d o t y c z ą c e  g r u p  a b e lo w y c h ,  p o r z ą d k u  w
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g r u p a c h ,  g r u p a c h  d u a l n y c h ,  t o p o l o g i i ,  m ia r a c h  H a a r a  i t p . W  d o d a t k u  B omówione 

z o s t a ł y  o r y g i n a l n e  w y n i k i  a u t o r a  d o t y c z ą c e  p r z e k s z t a ł c e ń  c a łk o w y c h  f u n k c j i  

o k r e ś l o n y c h  n a  g r u p a c h  a b e lo w y c h .W y n ik i  t e  s ą  s z e r o k o  w y k o r z y s ty w a n e  w c a ł e j  

p r a c y .  D o d a te k  C z a w i e r a  p o d s taw o w e  w y n ik i  d o t y c z ą c e  p r z e k s z t a ł c e ń  s y g n a łó w  

s t a c j o n a r n y c h  w l i n i o w y c h  u k ł a d a c h  d y n a m ic zn y c h .
R o z d z i a ł  I .  PODSTAWOWE DEFINICJE I OZNACZENIA

1 . 1 .  OZNACZENIA ALGEBRAICZNE I TOPOLOGICZNE

N i e c h  sy m b o le  c  i  d o z n a c z a j ą  zwykłe  r e l a c j e  z a w i e r a n i a  p o m ięd zy  

z b i o r a m i , n i e  w y k l u c z a j ą  one  m o ż l iw o ś c i  ró w n o śc i  z b io r ó w  (w tym p r z y p a d k u  

u żyw ane b ę d ą  t e ż  sy m b o le  £ 1 2 ) .  A' o z n a c z a ć  b ę d z i e  z w y k łe  d o p e ł n i e n i e  

z b i o r u  A, AaB c z ę ś ć  w s p ó ln ą  z b io r ó w  A i  B.AuB sumę,A\B r ó ż n i c ę  z b io r ó w  A i  B, 

Ad d o m k n ię c i e  z b i o r u  A, aeA f a k t ,  ż e  a  j e s t  e lem en tem  z b i o r u  A.

O z n a c z e n i e  IR1 j e s t  z a re ze rw o w a n e  d l a  z b i o r u  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h ,  C1 d l a  

z b i o r u  l i c z b  z e s p o lo n y c h ,  Z1 d l a  z b i o r u  l i c z b  c a ł k o w i t y c h .  Z e s p o lo n e  i  

r z e c z y w i s t e  p r z e s t r z e n i e  n -wym larowe d l a  n = 2 , 3 , . .  b ę d ą  o z n a c z a n e  o d p o w ie d n io  

Cn i  Rn. P o d p r z e s t r z e ń  w s z y s t k i c h  n ie u je m n y c h  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  o z n a c z a n a  

b ę d z i e  R* ( p o d o b n ie  Z*).

AT 1 x T o z n a c z a ć  b ę d ą  o d p o w ie d n io  t r a n s p o z y c j ę  m a c i e r z y  A i  w e k t o r a  x ,  a  

A* (o d p o w ie d n io  x ) m a c i e r z  ( w e k to r )  s p r z ę ż o n ą  do m a c i e r z y  AT ( w e k t o r a  xT) ,A  

( x )  m a c i e r z  s p r z ę ż o n ą  do  m a c i e r z y  A ( w e k to ra  x ) .  W y znaczn ik  m a c i e r z y  k w a d ra 

to w e j  A = [ a ^ ]  o z n a c z a ć  b ę d z iem y  d e t ( A ) ,  ś l a d  m a c i e r z y  t r ( A ) = ^ a ^ ,  norm ę e u -  

k l i d e s o w ą  w e k t o r a  x  j a k o  | x | ,  i l o c z y n  sk a l a r o w y  w ek to rów  x i  y  p r z e z  < x ,y > ,

i i , • ,1/2 . . •|X | = (x  x )  , <X,y> = X y

P r z e s t r z e ń  o p e r a t o r ó w  odw zo ro w u jący ch  Rn — » R™ o z n a c z a n a  b ę d z i e  (R", Rm) 

( p o d o b n ie  i£(Cn,Cm) ) ,  m a c i e r z  j e d n o s tk o w a  j a k o  I .

D la  d o w o ln e j  m a c i e r z y  A, p i e r w i a s t k i  kw ad ra to w e  z  w a r t o ś c i  w ła s n y c h  

m a c i e r z y  A A b ę d ą  n azyw ane  w a r t o ś c i a m i  o so b l iw y m i  m a c i e r z y  A. D la  d o w o ln e j  

m a c i e r z y  A b ę d z i e  używ ana n o t a c j a  er (A) d l a  n a j w i ę k s z e j  w a r t o ś c i  o s o b l i w e j
m a x

m a c i e r z y  A i  <r (A) o d p o w ie d n io  d l a  n a j m n i e j s z e j .  W a r t o ś c i  o s o b l i w e  p r z y j -
min #

m u ją  w i e l k o ś c i  n i e u j e m n e ,  p o n iew aż  A A j e s t  zaw sze  m a c i e r z ą  h e r m i t o w s k ą  

( d o d a t n i o  p ó ł o k r e ś l o n ą ) . W a n a l o g i c z n y  sp o s ó b  o zn aczam y  p r z e z  A (A)
m a x

(X (A ))  n a j w i ę k s z ą  ( o d p o w ie d n io  n a j m n i e j s z ą )  w a r t o ś ć  w ł a s n ą  m a c i e r z y  
m i n  #

h e r m i t o w s k i e j  (A+A ) / 2 .
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B ęd ą  używ ane  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a  l o g i c z n e :  V x  s " d l a  w s z y s t k i c h  x  z a 

c h o d z i " ^  x a  " i s t n i e j e  t a k i e  x , ż e “ ,"| s  " z a p r z e c z e n i e " ,  =* = " j e ż e l i , t o " ,  »  s  

“w te d y  i  t y l k o  w te d y ” , : =  a  "rów ne z  d e f i n i c j i " ,  v  =  " a l t e r n a t y w a " ,  a  s  

" k o n i u n k c j a " , a  o z n a c z a ć  b ę d z i e  izo m o rf izm .

W c a ł e j  p r a c y  G o z n a c z a ć  b ę d z i e  l o k a l n i e  z w a r t ą  g r u p ę  a b e l o w ą  ( l z g a . ).  

P r z y j m u j e  s i ę ,  ż e  g r u p y , z  k t ó r y m i  mamy do c z y n i e n i a ,  s ą  l o k a l n i e  z w a r t e  o r a z  

ż e  w c a ł e j  p r a c y  s t o s o w a n a  b ę d z i e  n o t a c j a  ad d y ty w n a  d o  o z n a c z e n i a  d z i a ł a ń  

g ru p o w y ch .

E le m e n t  n e u t r a l n y  g r u p y  G o z n a c z a n y  j e s t  j a k o  " e " ,  n a t u r a l n i e  eeG.

N i e c h  d a l e j  s t a l e  G o z n a c z a  l z g a .  z  m i a r ą  H a a r a  f j ( - ) .  Wówczas n (G )<  m 

w te d y  i  t y l k o  w te d y ,  g d y  G j e s t  g r u p ą  z w a r t ą . J e ż e l i  g r u p a  G n i e  j e s t  z w a r t a ,  

t o  z a w s z e  f i ( G)= co.

G ru p ę  w s z y s t k i c h  c i ą g ł y c h  c h a r a k te r ó w  g r u p y  G nazywamy g r u p ą  c h a r a k t e r ó w  

g r u p y  G l u b  g r u p ą  s p r z ę ż o n ą  ( d u a ln ą )  i  o znaczam y G. M ia r ę  H a a r a  w g r u p i e  

d u a l n e j  o z n a c z a ć  b ę d z ie m y  m ( - )  [ 1 7 , 3 4 , 3 6 , 7 6 , 3 1 4 , 3 7 1 - 3 7 3 ] .

D la  p o d g r u p y  H g r u p y  G sym bol G/H o z n a c z a ć  b ę d z i e  p r z e s t r z e ń  w a rs tw  

w zg lędem  H. P u n k ta m i  G/H b ę d ą  z b i o r y  (w a rs tw y )  x+H i  G/H={x+H:X€G>. N ie c h  H 

b ę d z i e  n o r m a l n ą , d o m k n i ę t ą  p o d g r u p ą  g ru p y  G. O dw zorow anie  k a n o n i c z n e  G n a  G/H 

oznaczym y p r z e z  x — > y=7iH(x)=x+H. Grupa G/H n azyw ana  b ę d z i e  g r u p ą  i l o r a 

zową g r u p y  G w zg lędem  p o d g r u p y  H.W d a l s z y c h  r o z w a ż a n ia c h  z a ł o ż o n o , ż e  w arunek  

n o r m a l n o ś c i  p o d g r u p y  H j e s t  z aw sze  s p e ł n i o n y .

Na k a ż d e j  z  g r u p  G, G/H i  H o k r e ś l o n a  j e s t  m i a r a  H a a r a ,  o d p o w i e d n io  n , f t  ,

1 1 R e l a c j ę  m ię d z y  n im i  o k r e ś l a  wzór W e i la ,  j e s t  o n a  p o s t a c i  n =M2Mj- D la  

l z g a .  w p r a k t y c e  można n i e  r o z r ó ż n i a ć  m ia r  n  i  (i , p o r .  [ 2 0 7 ] .

K o m p a k t y f i k a c j ą  B o h ra  g r u p y  G nazywana b ę d z i e  p a r a  (Gb>i B) , g d z i e  GB~ g r u -

p a  z w a r t a ,  a  i 0 : G — > Gfi o z n a c z a  homomorfizm, p a t r z  D o d a te k  A.

E le m e n ty  g r u p y  o z n a c z a n e  b ę d ą  małymi l i t e r a m i  t , s , T , g , h ...........

N i e c h  A i  B b ę d ą  p o d z b io r a m i  g ru p y  G. O z n a c z e n i e  A+B o z n a c z a ć  b ę d z i e  

z b i ó r  -{a+b: asA , beB}-, n a t o m i a s t  -A z b i ó r  - j - a : a e A ^ .  P i s z e m y  d a l e j  a+B d l a  

o z n a c z e n i a  -{a^+B i  B+a d l a  B+-|a}-. 2A:=A+A, 3A: =A+A+A, i t d .

W ię c e j  i n f o r m a c j i  d o t y c z ą c y c h  l z g a .  c z y t e l n i k  z n a j d z i e  w D o d a tk u  A.
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1 .2 .  ZAGADNIENIA PROBABILISTYCZNE

W c a ł e j  p r a c y  t r ó j k a  u p o rząd k o w an a  (£2, g , P )  o z n a c z a ć  b ę d z i e  p r z e s t r z e ń

p r o b a b i l i s t y c z n ą ,  g d z i e :

-  fi j e s t  p r z e s t r z e n i ą  z d a r z e ń  e l e m e n t a r n y c h , e l e m e n t y  Ł>efi t e j  p r z e s t r z e n i

n azy w an e  b ę d ą  z d a r z e n i a m i  e le m e n ta r n y m i ;

-  3=8(£2) j e s t  < r -c ia łem  p o d z b io ró w  b o r e l o w s k i c h  fi;

-  P ( - )  j e s t  m i a r ą  unormowaną ( P ( f i ) = l )  o k r e ś l o n ą  n a  g ,  zwaną  p raw d o p o d o 

b ie ń s tw e m  [ 2 2 , 9 2 - 9 4 , 1 6 3 , 2 2 4 , 2 4 8 , 2 9 5 , 3 1 8 , 3 7 1 ] .

Z m ienną  lo s o w ą  x(u>), wefi, o w a r t o ś c i a c h  w C ( a n a l o g i c z n i e  w IRn ) nazyw ać 

b ę d z ie m y  m i e r z a l n ą  f u n k c j ę  z e s p o l o n ą  ( r z e c z y w i s t ą )  x : f i — » Cn (e w e n t .  Rn ).

W a r t o ś c i ą  ś r e d n i ą  (o c z e k iw a n ą )  z e s p o l o n e j  z m ie n n e j  l o s o w e j  x ( td ) ,  wefi, 

n azw iem y w e k t o r  p r z y j m u j ą c y  w a r t o ś c i  w Cn z d e f i n i o w a n y  r e l a c j ą

Ex = E (x )  : =  f  x(<i>)P(do>) (1 )
Jfi

P r z e s t r z e ń  H i l b e r t a  z m iennych  losow ych  2. r z ę d u  o z n a c z a ć  b ę d z iem y  d a l e j  

LZ(fi, 3 , P; Cn ) . N ie c h  x ,  yeL2 (fi, g ,P ;C n ) . Normę | | ' | | 2 w t e j  p r z e s t r z e n i  z d e f i 

n i u j e m y  w n a s t ę p u j ą c y  sp o só b :

| | x ( - ) | | 2 :=  | t r  ^ E ( x ( u ) x * ( u )  ) |  j  = | e ( x * ( w ) x ( ł > )  ) j  = | e ( < x ( o ) ) , x ( w ) > ) |  ( 2 )

a  i l o c z y n  s k a l a r o w y  < • , ->^

< x ( - ) , y ( - ) > 2 :=  tr |lE(x(<d)y*(Ł>))j  = IE(x ( u ) y ( u ) )  = E ( < x ( u ) , y ( u ) > )  (3 )

P r z e s t r z e ń  L2 ( f i , g , P ; C n ) j e s t  s z c z e g ó ln y m  p r z y p a d k ie m  b a r d z i e j  o g ó l n e j  

p r z e s t r z e n i  z m ie n n y c h  lo so w y c h ,  k t ó r ą  o z n a c z a ć  b ę d z ie m y  Lp (fi, 3 .  P; Cn ) , lsp<oo, 

z  no rm ą  | | - || z d e f i n i o w a n ą  n a s t ę p u j ą c o

| | x ( - ) | | p :=  | e | ( x* ( w)x (u ) ) p/2j  j  1 (4)

P r z e s t r z e ń  Lm(f i , 3 , P ;C n ) , zm ien n y ch  lo so w y ch  i s t o t n i e  o g r a n i c z o n y c h  d e f i n i u 

jem y  i n a c z e j .  Normę w t e j  p r z e s t r z e n i ,  d l a  z m ie n n e j  l o s o w e j  x ,  d e f i n i u j e m y  

n a s t ę p u j ą c o

| | | x ( - )  | | | : = P - e s s  su p u e n | x ( « ) | :  = i n f j a e R 1: a iO ,  P-( uefi: | x (ł>) | >a}-=0 }• (5 )

W a n a l o g i c z n y  s p o s ó b  można w prow adz ić  p r z e s t r z e n i e  z m ie n n y ch  lo so w y ch  

r z e c z y w i s t y c h  Lp ( f i , 3 , P ;R n ) , p - 1 .  P r z e s t r z e n i e  Lp ( f i , 3 , P ; C n ) o r a z  Lp ( f i ,3 ,P ; R " )  

d l a  V p s i  s ą  p r z e s t r z e n i a m i  B anacha  [ 2 2 , 9 3 - 9 4 , 1 0 7 , 3 1 5 , 3 7 1 ] .
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P r o c e s e m  s t o c h a s ty c z n y m  ę ( t ,Ł > ) ,  t e G ,u e n  o w a r t o ś c i a c h  r z e c z y w i s t y c h  

n azy w a n a  b ę d z i e  j e d n o p a r a m e t r y c z n a  r o d z i n a  z m ie n n y ch  lo s o w y c h  £ ( t , • )  o 

w a r t o ś c i a c h  r z e c z y w i s t y c h ,  g d z i e  teG  j e s t  e le m e n te m  p e w n e j  l z g a .  J e ż e l i  

u s t a l i m y  e l e m e n t a r n e  z d a r z e n i e  lo so w e  u=i<)oe£2, t o  ę ( - , u o ) j e s t  " z w y k łą"  

f u n k c j ą  o k r e ś l o n ą  n a  G, zwaną  r e a l i z a c j ą  p r o c e s u  s t o c h a s t y c z n e g o  ę .  Czasem 

w y g o d n i e j  j e s t  t r a k t o w a ć  p r o c e s  s t o c h a s t y c z n y  £ o w a r t o ś c i a c h  r z e c z y w i s t y c h  

j a k o  m i e r z a l n e  o d w z o ro w a n ie  Gxfi— » Rn.

N i e c h

p | ę  ( ,  w) eAt , £ ( t z> u ) eAz ...................   ę  ( t fc, u ) eA^ j (6 )

o z n a c z a

p|w :ę(ti ,(j)€Ai ,ę ( t2,6>)eA2.................ę ( tk,Ł>)eAk|  (7)

g d z i e  t ^ G ,  A^eJKR"), i = l , 2  k z b i o r y  b o r e l o w s k i e  w IRn. Oznaczymy d a l e j

A : =  xeRn:-oo<x<x , x  eRn J- (8 )k 1 k k i
Wówczas

o z n a c z a

 t   V  : =  p | ę ( t l ,w )< x i , ę ( t 2 ,w )< x a  ę ( t k ,w )< x k|  (9 )

d y s t r y b u a n t ę  w e k t o r a  lo so w eg o  [ę T , ę T  ę T 1 , t  eG, x  eRn.
L S *2 ‘'k-l 1 1ł. fi K~

P r o c e s e m  s t o c h a s t y c z n y m  £ ( t ,  u ) , t eG ,w e n  o w a r t o ś c i a c h  z e s p o l o n y c h  ( n a l e 

ż ą c y c h  do  Cn ) nazw iem y u p o rz ąd k o w a n ą  p a r ę  p r o c e s ó w  r z e c z y w i s t y c h  x ( t ,Ł > ) ,  

y ( t , u )  o  w a r t o ś c i a c h  w Rn, t a k i c h  ź e  £ ( t , w ) = x ( t , o i ) + i y ( t , w )  V t e G ,w e n .  N ie c h  

ę ( t ,Ł > ) ,  i)( .t ,Ł)) ,  teG .wefi  b ę d ą  p r o c e s a m i  o w a r t o ś c i a c h  z e s p o l o n y c h  z Cn.

W a r t o ś c i ą  o c z e k iw a n ą  ( ś r e d n i ą )  p r o c e s u  s t o c h a s t y c z n e g o  ę ( t , u ) ,  t eG ,w e n  

n azw iem y n i e l o s o w ą  f u n k c j ę  c z a s u  ( E £ ) ( t ) = E ( £ ( t , • ) ) ,  teG  p r z y j m u j ą c ą  w a r t o ś c i  

z  Cn, z d e f i n i o w a n ą  r e l a c j ą

(E £ ) ( t ) :=  f  ę ( t , w ) P ( d w ) ,  teG  (1 0 )
J n

M a c i e r z ą  w a r t o ś c i  ś r e d n io k w a d r a to w y c h  ( d r u g i c h  momentów) p r o c e s u  s t o 

c h a s t y c z n e g o  £ ( t , w ) ,  t e G ,w e n  nazywamy n i e l o s o w ą  f u n k c j ę  c z a s u  (E^ę  ) ( t ) , t e G ,  

o  w a r t o ś c i a c h  z  i?(Cn,Cn )

( E ę ę * ) ( t )  :=  f  ę ( t , « ) ę * ( t , u ) P ( d w ) .  teG  (1 1 )
J n

M a c i e r z ą  w a r i a n c j i  p r o c e s u  s t o c h a s t y c z n e g o  ę ( t , w ) ,  t e G ,w e n  nazywamy n i e 

l o s o w ą  f u n k c j ę  c z a s u  <Tę2 ( t ) , t e G  o  w a r t o ś c i a c h  z  £(C n,C n)
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M a c i e r z ą  f u n k c j i  a u t o k o r e l a c j i  p r o c e s u  s t o c h a s t y c z n e g o  ę ( t , w ) ,  teG ,w en ,  

nazywamy n i e l o s o w ą  f u n k c j ę  R ^ :  GxG— » i£(Cn,Cn )

Ręę(tr t2) := E(€<t1.«>€*<t2-w)] “ J t j>  t 2eG (13 )

M a c i e r z ą  f u n k c j i  k o r e l a c j i  w za jem n e j  p ro c e só w  s t o c h a s t y c z n y c h  ę ( t , w )  i  

T ) ( t , u ) ,  t e G ,w e n  nazywamy n i e l o s o w ą  f u n k c j ę  R ę^:GxG— > £ (C n ,C n )

R ,  ( t  , t  ) :=  E ( ę ( t  ,w )r) ( t  ,w ) )  = f ę ( t  ,w)t)  ( t  ,w )P (d w ) ,  t  , t  eG (14)  
Ę y  i 2 i 2  ̂fi 1 2 1 2
B a r d z o  w ażn ą  k l a s ą  sy g n a łó w  s t o c h a s t y c z n y c h  s ą  s y g n a ł y  2. r z ę d u .  N ie ch  

f  ( t , w )  , teG ,  o>efi b ę d z i e  sy g n a łe m  s to c h a s ty c z n y m  o w a r t o ś c i a c h  z  Cn . P r o c e s  t e n  

n azy w an y  j e s t  p ro c e se m  2. r z ę d u  lu b  p ro c ese m  h i l b e r t o w s k i m ,  j e ż e l i  V teG 

f u n k c j a  ę ( t , • )  j e s t  zm ie n n ą  lo so w ą  2 .  r z ę d u ,  t z n .

t r  ^ ę ( t , t ) j  < a ,  V teG  (15)

Po d o b n e  w i e l k o ś c i  można z d e f i n io w a ć  d l a  p ro c e só w  s t o c h a s t y c z n y c h  o 

w a r t o ś c i a c h  r z e c z y w i s t y c h .

W ię c e j  i n f o r m a c j i  o p r o c e s a c h  s t o c h a s t y c z n y c h  o k r e ś l o n y c h  na  l z g a .  G 

c z y t e l n i k  z n a j d z i e  w p r a c a c h  [ 2 2 , 9 2 - 9 4 , 1 0 7 , 1 2 5 - 1 2 7 , 1 6 1 , 1 6 3 - 1 6 4 , 2 2 4 , 2 4 8 , 2 9 5 ,  

2 9 9 , 3 1 8 , 3 7 1 , 3 7 5 ] .
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Podstawowym p r z e d m io te m  b a d a ń  w c a ł e j  p r a c y  j e s t  d y n a m ik a  u k ła d ó w  m echa

n i c z n y c h .  K l a s a  r o z p a t r y w a n y c h  z a g a d n ie ń  s u g e r u j e ,  ż e  n a j b a r d z i e j  w ła ś c iw e  

b ę d z i e  r o z p a t r y w a n i e  t y c h  u k ład ó w  p r z y  z a s t o s o w a n i u  m eto d  c h a r a k t e r y s t y c z 

n y c h  d l a  t e o r i i  s t e r o w a n i a  b ą d ź  t e o r i i  sys tem ów.

P r z y  z a s t o s o w a n i u  w sp o m n ia n e j  m e t o d o l o g i i  a b s t r a h u j e  s i ę  od  c h a r a k t e r u  

r o z p a t r y w a n y c h  u k ł a d ó w , t z n .  n i e  ma w ię k s z e g o  z n a c z e n i a , c z y  mamy d o  c z y n i e n i a  

z  b a d a n ie m  r u c h u  u k ł a d u  p unk tów  m a t e r i a l n y c h  pod  wpływem d z i a ł a j ą c y c h  n a  n i e  

s i ł ,  c z y  t e ż  np .  z  b a d a n ie m  z a c h o w a n ia  s i ę  p o p u l a c j i ,  a n a l i z ą  u k ł a d u  e l e k t r o 

m e c h a n i c z n e g o  l u b  t e ż  z  z a g a d n ie n i e m  t e l e k o m u n i k a c j i ,  pod jed n y m  w arunk iem , 

ż e  m o d e le  m a te m a ty c z n e  r o z p a t r y w a n y c h  u k ład ó w  m e c h a n ic z n y c h  b ę d ą  t a k i e  same. 

Ogromne z r ó ż n i c o w a n i e  b a d a n y c h  w s p ó ł c z e ś n i e  z a g a d n i e ń  z  r ó ż n y c h  d z i e d z i n  

n a u k i ,  i c h  w za jem n e  p r z e n i k a n i e  s i ę ,  wymusza t a k i e  w ł a ś n i e ,  u n i w e r s a l n e  

p o d e j ś c i e  do  s p r a w  d y n a m ik i .

2 . 1 .  POJĘCIE UKŁADU DYNAMICZNEGO

P o j ę c i e  " u k ł a d  d y n a m ic zn y "  n i e  j e s t  o k r e ś l o n e  j e d n o z n a c z n i e  [ 1 , 5 , 1 0 , 6 0 ,  

9 1 , 1 0 9 , 1 2 3 , 1 3 4 , 1 3 8 , 2 2 5 , 2 5 0 , 2 7 0 , 2 9 7 , 3 7 4 ] .  W k la s y c z n y m  s f o r m u ł o w a n iu  można w 

z a s a d z i e  mówić o u k ł a d z i e  dynamicznym , j e ż e l i  s ą  o k r e ś l o n e  j e g o  n a s t ę p u j ą c e  

e l e m e n t y :

A l )  z b i ó r  momentów c z a s u  T, k t ó r y  j e s t  z b io r e m  uporządkow anym  l i c z b  r z e 

c z y w i s t y c h ,  n a  o g ó ł  T=IR1 l u b  T=Z1 ( l u b  j e s t  i c h  p o d z b i o r e m ) . »

J e ż e l i  T=Rl , b ę d z ie m y  mówić o u k ł a d z i e  dynam icznym  z c z a se m  c i ą g ł y m  lu b  

p o  p r o s t u  o  u k ł a d z i e  c ią g ły m .  W p rz y p a d k u  g d y  T=Z* ( l u b  T sZ 1) mówimy o u k ł a 

d z i e  d ynam icznym  z  c zasem  d y s k r e tn y m  l u b  po p r o s t u  o u k ł a d z i e  d y s k r e tn y m .

A2) Z b i ó r  s t a n ó w  u k ł a d u  X, n a  o g ó ł  b ę d ą c y  p r z e s t r z e n i ą  IRn . ■

A3) Z b i ó r  c h w i lo w y ch  w a r t o ś c i  w i e l k o ś c i  w e j ś c io w y c h  ( s y g n a łó w  w e j ś c io w y c h )  

Xu> n a  o g ó ł  b ę d ą c y  p r z e s t r z e n i ą  IRP. ■
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A4) Z b i ó r  d o p u s z c z a l n y c h  o d d z ia ły w a ń  w e j ś c io w y c h  ueU ( s y g n a łó w  w e j ś c i o 

w ych)  u :  T — » X w p r z y p a d k u  d e t e r m i n i s t y c z n y m  l u b  u : f i x T — » X , j e ż e l i

mamy do  c z y n i e n i a  z  uk ładem  z sy g n a łem  w ejśc iow ym  s t o c h a s t y c z n y m . «

A5) Z b i ó r  c h w i lo w y ch  w a r t o ś c i  w i e l k o ś c i  w y jś c io w y c h  ( s y g n a łó w  w y jś c io w y c h )  

X^, n a  o g ó ł  b ę d ą c y  p r z e s t r z e n i ą  r” . ■

A6) Z b i ó r  sy g n a łó w  w y jśc io w y c h  y e Y , y : T — > X^ w p r z y p a d k u  d e t e r m i n i s t y c z n y m

l u b  y:C2xT— > X . j e ż e l i  mamy do  c z y n i e n i a  z  u k ład e m  d e t e r m i n i s t y c z n y m  z

w e j ś c i e m  s t o c h a s ty c z n y m ,  u k ładem  o p a r a m e t r a c h  lo so w y c h  l u b  u k ład em ,  

k t ó r y  ł ą c z y  o b i e  t e  c e c h y . ■

A7) O dw zorow anie  zwane f u n k c j ą  ( o p e r a t o r e m ,  t r a n s m i t a n c j ą )  p r z e j ś c i a  s t a n u  

0 : TxTxXxU— > X l u b  <fi : TxTxXxUx£3 — > X 

w p r z y p a d k u  d e t e r m i n i s t y c z n y m  l u b  p r o b a b i l i s t y c z n y m  o d p o w i e d n i o , k t ó r e j  

w a r t o ś c i a m i  w p rz y p a d k u  losowym s ą  s t a n y  u k ł a d u

x ( t , w )  = 0 ( t , T , X , u (  • , « ) , « )  6 X 

w c h w i l i  t e T ,  j e ż e l i  w c h w i l i  p o c z ą tk o w e j  xeT  z n a jd o w a ł  s i ę  w p o ł o 

ż e n i u  xQeX i  b y ł  pod wpływem s y g n a ł u  w e j ś c io w e g o  u ( s , w ) e U , s e [ t , t [ .■

Na o g ó ł  r e l a c j a  <p n i e  j e s t  z n a n a  w sp o s ó b  jaw ny .  J e ż e l i  u k ł a d  d y n a m ic z 

ny  j e s t  o p i s a n y  zwyczajnym  równaniem  ró żn iczkow ym  l u b  różn icow ym , t o  <p j e s t  

po  p r o s t u  r o z w ią z a n ie m  t e g o  ró w n a n ia .  Z t e g o  powodu f u n k c j a  <f> bywa nazywana  

t r a j e k t o r i ą , o r b i t ą , r u c h e m ,  r o z w ią z a n ie m  ( r ó w n a n ia  r u c h u ) ,  k rz y w ą  r o z w i ą z a n i a  

i t p . Z  w y ż e j  w y m ien io n y ch  względów h i p o t e z a  (A7) bywa fo rm u ło w an a  o d m ie n n ie ,  

m ia n o w i c i e  u k ł a d  d y n a m ic zn y  c h a r a k t e r y z u j e  s i ę  p o p r z e z  p o d a n i e  równań o p i s u 

j ą c y c h  j e g o  z ac h o w a n ie .  Są  t o  na  o g ó ł  r ó w n a n ia  r ó ż n ic z k o w e  l u b  r ó ż n ic o w e .

C z ę s t o  c e lo w e  j e s t  o d r ó ż n i e n i e  s t a n u  u k ł a d u  od w i e l k o ś c i  w y jś c io w y c h  i  

w te d y  f o r m u ł u j e  s i ę  j e s z c z e  j e d e n  p o s t u l a t .

A8) Z ad a n a  j e s t  f u n k c j a  ( o p e r a t o r )  w y j ś c i a  0: TxX— > Y l u b  0: TxXxfi— » Y

o k r e ś l a j ą c y  w p rz y p a d k u  losowym s y g n a ł  w y j ś c io w y  i/i [ t ,  u ) = 0 ( t ,  x ( t ,  w ) ) .  ■

W z w ią z k u  z  powyższym u k ł a d  d y n a m ic zn y  o k r e ś l a  s i ę  j a k o  u p o rz ąd k o w a n y  

z b i ó r ,  c z y l i  ósem kę,  wprowadzonych w (A1-A8) w i e l k o ś c i  (T ,X ,X  ,U ,X  ,Y ,0 , i / i ) .u y
N a t u r a l n i e ,  w l i t e r a t u r z e  s p o t y k a n e  s ą  r ó ż n e  m o d y f i k a c j e  h i p o t e z  (A1-A8).

W l i c z n y c h  r o z w a ż a n ia c h  t e o r e t y c z n y c h , j a k  ró w n ie ż  w z a s t o s o w a n i a c h , z b i ó r  

T w y s t ę p u j e  j a k o  o b i e k t  o  b a r d z i e j  z ł o ż o n e j  s t r u k t u r z e  a l g e b r a i c z n e j ,  n i ż  

d z i e j e  s i ę  t o  w k l a s y c z n y c h  p r z y p a d k a c h ,  t z n .  gdy  T=R* l u b  T=ZŁ (w o g ó l n o ś c i
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TsIR1 l u b  TaZ1) .  I n t e r e s u j ą c e  s ą  p r a c e  Emrego i  K h a r g o n e k a r a  [ 7 3 - 7 4 , 1 3 3 ]  o r a z  

Kamena, G r e e n a  [124]  d o t y c z ą c e  a n a l i z y  u k ład ó w  d y n a m ic zn y c h  z c za se m ,  k t ó r y  

j e s t  e le m e n te m  p i e r ś c i e n i a  a b e lo w e g o .  B a rd zo  i n t e r e s u j ą c a  j e s t  np .  a n a l i z a  

d r g a ń  o k r e s o w y c h  w dynamicznym  u k ł a d z i e  m echan icznym  p r z y  w y k o r z y s t a n i u  

odw zorow ań  P o i n c a r e g o  i  p o j a w i e n i e  s i ę  w tym k o n t e k ś c i e  " c z a s u "  j a k o  

e l e m e n t u  jed n o w y m ia ro w eg o  t o r u s a  T = I1, p a t r z  [291]  o r a z  c z ę ś ć  3 . 4 .  W ar to  

w sp o m n ie ć  w tym m i e j s c u  o b u r z l i w i e  r o z w i j a j ą c y m  s i ę  d z i a l e  d y n a m ik i  u k ład ó w  

kom órkowych [ 2 9 7 ] ,  w k tó r y m  p r z y j m u j e  s i ę ,  ż e  " c z a s "  j e s t  e le m e n te m  pewnego 

z b i o r u  T=Z1xlRn.

P r a g n i e n i e  o b j ę c i a  j e d n o l i t ą  a n a l i z ą  w s z y s t k i c h  t y c h  i n t e r e s u j ą c y c h  

p rz y p a d k ó w  s k ł o n i ł o  do  p r z y j ę c i a  z a ł o ż e n i a ,  ż e  w c a ł e j  p r a c y  d l a  z b i o r u  T 

p r a w d z iw e  j e s t  n a s t ę p u j ą c e  z a ł o ż e n i e :

B I )  Z b i ó r  c h w i l  c z a so w y c h  T j e s t  c z ę ś c io w o  u p o rz ąd k o w a n ą  ( z e  w z g lę d u  n a  

r e l a c j ę  " s " ) ,  l o k a l n i e  z w a r t ą ,  a d d y ty w n ą  g r u p ą  a b e lo w ą  ( G , s ) ,  T=G.■

K o n c e p c j a  a n a l i z y  u k ład ó w  d y n a m ic zn y c h ,  w k t ó r y c h  c z a s  j e s t  e le m en tem  

g r u p y  a b e l o w e j ,  n i e  j e s t  nowa, n i e  d o c z e k a ł a  s i ę  j e d n a k  do t e j  p o r y  k o m p le k 

sow ego  o p r a c o w a n i a .  W różnym s t o p n i u  z a ł o ż e n i e  t o  b y ł o  w y k o rz y s ty w a n e  w p r a 

c a c h  F a l b a ,  F re e d m a n a ,  Zamesa [ 7 7 - 7 8 ,8 7 ]  o r a z  S k r z y p c z y k a  [ 2 3 4 , 2 3 6 - 2 3 9 , 2 4 5 -  

2 4 6 ] .

K o n s e k w e n c ją  p r z y j ę c i a  z a ł o ż e n i a  (B I )  j e s t  f a k t , ż e  o p i s  u k ł a d u  d y n a m ic z 

n e g o  z a  pom ocą  rów nań  r ó ż n ic z k o w y c h  n i e  j e s t  n a j l e p s z y m  pom ysłem , z  p r o s t e g o  

powodu: g r u p a ,  b e z  d o d a tk o w y c h  z a ł o ż e ń ,  n i e  j e s t  z b io re m '  l in io w y m  i  z d e f i 

n i o w a n i e  z w y k ł e j  o p e r a c j i  r ó ż n i c z k o w a n i a  ( o p e r a c j i  r ó ż n i c o w e j )  n i e  j e s t  w 

o g ó ln y m  p r z y p a d k u  m o ż l iw e .  P o n a d to  o k a z u j e  s i ę ,  ż e  w i e l e  w ażnych  w ł a s n o ś c i  

u k ła d ó w  d y n a m ic z n y c h ,  t a k i c h  j a k :  c i ą g ł o ś ć , p r z y c z y n o w o ś ć , s t a c j o n a r n o ś ć  i t p . , 

o d n o s i  s i ę  d o  d u ż o  s z e r s z e j  k l a s y  o p e r a c j i  n i ż  w sp o m n ian e  o p e r a c j e  

r ó ż n i c z k o w e  l u b  r ó ż n ic o w e .  D o ty c h cz aso w a  p r a k t y k a  w yn ika  z a t e m  r a c z e j  z 

d e c y d u j ą c e j  r o l i ,  j a k ą  w t e o r i i  u k ład ó w  m e c h a n ic z n y c h  o d g r y w a j ą  do  c h w i l i  

o b e c n e j  r ó w n a n i a  r ó ż n ic z k o w e  ( r ó ż n i c o w e ) .

Można j e d n a k  p o k a z a ć ,  ż e  b a r d z o  s z e r o k a  k l a s a  o p e r a t o r ó w  r o z p a t r y w a n y c h  

w z a s t o s o w a n i a c h  t e c h n i c z n y c h  p o s i a d a  r e p r e z e n t a c j ę  w p o s t a c i  o p e r a t o r ó w  

c a łk o w y c h .  Sp raw y  d o t y c z ą c e  m etod  p r z e d s t a w i e n i a  o p e r a t o r ó w  w p o s t a c i  c a ł k o 

w e j  z o s t a ł y  w p r a c y  c a ł k o w i c i e  p o m i n i ę t e .  W p r z y p a d k u  c i ą g ł y c h  u k ła d ó w  d y n a 

m ic z n y c h  o d sy ła m y  c z y t e l n i k a  np. do  p r a c  [ 6 4 , 7 0 , 1 0 9 , 1 1 6 , 1 3 8 ] .  W p r z y p a d k u  

og ó ln y m  z a g a d n i e n i e  r e p r e z e n t a c j i  n i e  z o s t a ł o  r o z w i ą z a n e  do  d n i a
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d z i s i e j s z e g o .  I n t e r e s u j ą c e  w y n ik i  c z y t e l n i k  z n a j d z i e  w p r a c a c h  D i n c u le a n u  

[ 6 4 ] ,  Buchwałowa [ 3 1 6 ] ,  L e s s n e r a  [ 1 4 8 ] ,  Korotkowa [ 3 3 3 - 3 3 5 ] . 0  p e łn y m  r o z w i ą 

z a n i u  t y c h  z a g a d n i e ń  można mówić t y l k o  w p r z y p a d k u  p r z e s t r z e n i  LZ(G; IRn ) , p o r .  

K o ro tk o w  [ 3 3 4 - 3 3 5 ] ,  H a lm o s ,S u n d e r  [1 0 6 ] .

S z c z e g ó l n a  r o l a ,  j a k ą  o d g r y w a ją  o p e r a t o r y  c a łk o w e  w z a g a d n i e n i a c h  d y n a m i

k i ,  j e s t  p r z y c z y n ą , d l a  k t ó r e j  p r z y j ę t o ,  ż e  r e l a c j a  w e j ś c i e  -  w y j ś c i e  r o z p a t 

ry w an eg o  u k ł a d u  d y n a m ic zn e g o  b ę d z i e  o p i sy w a n a  o p e r a t o r e m  całkowym.

W p r z y p a d k u  g d y  d y n am ik a  u k ł a d u  o p i sy w a n a  J e s t  rów naniem  całkowym, p o j ę 

c i e  s t a n u  u k ł a d u  w r o z u m i e n i u  h i p o t e z y  (A2) w z a s a d z i e  t r a c i  z n a c z e n i e ,  p o 

n i e w a ż  b a r d z i e j  b ę d ą  n a s  i n t e r e s o w a ć  g l o b a l n e  w ł a s n o ś c i  s y g n a ł ó w ,a  n i e  c h w i

lowe w a r t o ś c i  i c h  a m p l i t u d .  D la  p o r z ą d k u  zachowujemy j e d n a k  p o p r z e d n i e  o z n a 

c z e n i a .
W c a ł e j  p r a c y  z ak ła d a m y ,  ż e  d l a  r o z p a t r y w a n y c h  u k ład ó w  d y n a m ic zn y c h  

o k r e ś l o n y c h  n a  c z ę ś c io w o  u p o rz ą d k o w a n e j  l z g a .  (G ,a )  o k r e ś l o n e  s a  n a s t ę p u j ą c e  

e l e m e n t y :

B2) z b i ó r  s t a n ó w  u k ł a d u  j e s t  p r z e s t r z e n i ą  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  X=Rn. ■

B3) Z b i ó r  c h w i lo w y ch  w a r t o ś c i  w i e l k o ś c i  w e jś c io w y c h  ( s y g n a łó w  w e j ś c io w y c h )  

j e s t  p r z e s t r z e n i ą  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  X̂ =IRP. ■

B4) Z b i ó r  d o p u s z c z a l n y c h  o d d z ia ł y w a ń  w e jśc io w y ch  ueU ( s y g n a łó w  w e j ś c i o 

wych) u: T — » X w p r z y p a d k u  d e t e r m i n i s t y c z n y m  l u b  u: f ix T — » X^, j e ż e l i  

mamy do  c z y n i e n i a  z  u k ład e m  z  sy g n a łem  wejśc iow ym  s t o c h a s t y c z n y m ,  z a k 

ł a d a  s i ę ,  ż e  U j e s t  p r z e s t r z e n i ą  t o p o l o g i c z n ą ,  na  o g ó ł  p r z e s t r z e n i ą  

B a n a c h a . ■

B5) z b i ó r  ch w i lo w y ch  w a r t o ś c i  w i e l k o ś c i  w y jśc io w y c h  ( s y g n a łó w  w y j ś c io w y c h )

j e s t  p r z e s t r z e n i ą  X =RI”. ■ 
y

B6) Z b i ó r  sy g n a łó w  w y jśc io w y c h  y e Y , y : T — > X^ w p rz y p a d k u  d e t e r m i n i s t y c z n y m

l u b  y : f ix T — » X . j e ż e l i  mamy do c z y n i e n i a  z  u k ład em  d e t e r m i n i s t y c z n y m  z 
y

w e j ś c i e m  s t o c h a s ty c z n y m ,  u k ład e m  o p a r a m e t r a c h  lo so w y c h  l u b  u k ład e m ,  

k t ó r y  ł ą c z y  o b i e  t e  c e c h y ,  z a k ł a d a  s i ę ,  że  Y j e s t  p r z e s t r z e n i ą  t o p o l o 

g i c z n ą ,  n a  o g ó ł  p r z e s t r z e n i ą  B a n a c h a .«

B7) O dw zorow anie  zwane o p e r a t o r e m  ( o p e r a c j ą ,  t r a n s m i t a n c j ą )  p r z e j ś c i a  

u k ł a d u  d y n a m ic zn e g o

<t> : U — > Y,

k t ó r e  w p r z y p a d k u  p r o b a b i l i s t y c z n y m  może być  o p e r a t o r e m  o p a r a m e t r a c h  

lo so w y c h  [ 3 9 ] .  B ędziem y  z a k ł a d a ć ,  ż e  w a runek  t e n  j e s t  s p e ł n i o n y , j e ż e l i  

z n a n a  j e s t  r e l a c j a  ( r ó w n a n ie ) ,  k t ó r a  w ią ż e  s y g n a ł y  w e j ś c io w e  i  

w y j ś c io w e  w z a l e ż n o ś ć  f u n k c y jn ą .



22 Rozdział II

W c a ł e j  p r a c y  z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  r e l a c j a  w e j ś c i e  -  w y j ś c i e  p r z y j m u j e  

p o s t a ć  w ie lo w y m i a r o w e g o , n i e l i n i o w e g o ,  lo so w e g o  r ó w n a n i a  c a łk o w e g o  ty p u  

V o l t e r r y - S t i e l t j e s a  2.  r o d z a j u  p o s t a c i

y ( t , u )  = u ( t ,Ł > )  + T h ( d s , w ) f ( t - s , y ( t - s , u ) , Ł > ) ,  t e O . u e n  
Q

g d z i e  QcG j e s t  p ew ną  p ó ł g r u p ą ,  h  j e s t  m i a r ą  w e k to ro w ą  o  w a h a n iu  o g r a 

n i c z o n y m ,  heV(Q; L“ (n ,  g ,  P; £ № * ,  !Rn ) ) ) .  ■

U z u p e ł n i a j ą c e  i n f o r m a c j e  n a  t e m a t  z a ł o ż e ń  w h i p o t e z i e  (B7) można z n a l e ź ć  

np .  w p r a c a c h  [ 2 0 - 2 2 , 6 4 , 1 5 8 , 2 8 2 , 3 3 5 ] .

S y g n a ł y  w y j ś c i o w e  y  i  s y g n a ł y  o p i s u j ą c e  s t a n  u k ł a d u  x  s ą  w c a ł e j  p r a c y  

u t o ż s a m i a n e  z e  s o b ą .  J e s t  t o  u s p r a w i e d l i w i o n e  z a k r e s e m  tem a ty c zn y m  n i n i e j 

s z e g o  o p r a c o w a n i a .

DEFINICJA 2 .  1. U k ła d  d y n a m ic zn y  o k r e ś l o n y  n a  c z ę ś c io w o  u p o r z ą d k o w a n e j  

l z g a .  ( G , s )  r o z p a t r y w a n y  w p r a c y  d e f i n i u j e m y  j a k o  u p o rz ą d k o w a n y  z b i ó r ,  c z y l i  

ó sem kę,  w p ro w ad zo n y ch  w (B1-B7) w i e l k o ś c i  (G, s , X , X  ,U ,X  , Y , d ) . «
u y

W c a ł e j  p r a c y  p r z y j m u j e  s i ę ,  ż e  l z g a .  ( G , s )  j e s t  u s t a l o n a .  Można 

r ó w n i e ż  p r z y j ą ć ,  ż e  X, X i  X s t a n o w i ą  i n t e g r a l n ą  c z ę ś ć  d e f i n i o w a n y c h  p r z e s 

t r z e n i  s y g n a łó w  w e j ś c io w y c h  i  w y jśc io w y c h  U i  Y. W z w ią z k u  z powyższym można 

p r z y j ą ć  z m o d y f ik o w a n ą  w e r s j ę  o k r e ś l e n i a  u k ł a d u  d y n a m ic z n e g o ,  k t ó r a  p o w in n a  

b y ć  b a r d z i e j  c z y t e l n a  w n a s z y c h  z a s to s o w a n i a c h .

DEFINICJA 2 . 2 .  U k ła d  d y n a m ic z n y  o k r e ś l o n y  na  c z ę ś c io w o  u p o r z ą d k o w a n e j  

l z g a .  ( G , s ) ,  p r z y  u s t a l o n y c h  (X,X ,X ) d e f i n i u j e m y  j a k o  u p o rz ą d k o w a n ą  

t r ó j k ę  ( U , Y , 0 ) . b

W u p r o s z c z e n i u ,  j e ż e l i  w i e m y , j a k i e  s ą  p r z e s t r z e n i e  sy g n a łó w  w e j ś c io w y c h  

i  w y j ś c io w y c h ,  c z ę s t o  mówimy, ż e  u k ł a d  d y n a m ic zn y  j e s t  o k r e ś l o n y ,  j e ż e l i  

z n a n a  j e s t  d l a  n i e g o  r e l a c j a  w e j ś c i e  -  w y j ś c i e .
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2 . 2 .  PRZYCZYNOWOŚĆ I STACJONARNOŚĆ

N i e c h  G o z n a c z a  d a l e j  s t a l e  l z g a .  z  n o t a c j ą  ad d y ty w n ą .  Pods taw ow e d l a  

r o z p a t r y w a n y c h  u k ład ó w  d y n a m ic zn y c h  p o j ę c i e  p o r z ą d k u  ( c z ę ś c io w e g o  p o r z ą d k u )  

w g r u p i e  G wprow adzone  z o s t a n i e  w n a s t ę p u j ą c y  s p o s ó b .  P rz y jm i jm y ,  że :

C l )  Q o z n a c z a ć  b ę d z i e  d o m k n ię t ą  (Q+QcQ) p o d p ó ł g r u p ę  G (Q cG ),o  m i e r z e  H a a ra  

0<fi(Q)sm. ■
W p ro w ad zen ie  do  ro z w aż a ń  p ó ł g r u p y  Q p o z w a la  n a  c z ę ś c io w e  u p o r z ą d k o w a n ie  

g r u p y  G ( p o r .D o d a t e k  A).  Załóżm y, ż e  G o z n a c z a ć  b ę d z i e  p o d z b i ó r  g r u p y  G 

o k r e ś l o n y  w s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y

G^ :=  t - Q  = -jgeG: g= T+ t,  te-Q}- t €G.

W p o d o b n y  sp o s ó b  u p o rz ą d k o w a n ie  g r u p y  wprowadzone z o s t a ł o  w p r a c y  [8 7 ] .

DEFINICJA 2 . 3 .  Będziem y mówić, ż e  t Ł s ,  j e ż e l i  G £ G^, t . s e G . a

P o d o b n i e  o k r e ś l i m y  z b i o r y

Qt :=  OnG^ = -jg: geQ, gst}-,  t eG  (1 )

C2) J e ż e l i  o k r e ś l i m y  c i ą g  e le m en tó w  - j g ^  g ^ G ,  t a k i c h ,  ż e  g (Ł g^ V i ^ k ,  t o  

wówczas

Q £  Q £ ------£ Q £ ---------£ Q £ --------- (2)
9 9 9 91 2 k I

B ęd z iem y  z a k ł a d a ć  d a l e j ,  ż e  i s t n i e j e  p r z e l i c z a l n y  c i ą g  e le m e n tó w  - { g ^  

g (eQ t a k i c h ,  ż e  U[” ł ( g i -Q) = G [ 8 7 ] . «

DEFINICJA 2 . 4 .  Z ałóżm y, ż e  p ó ł g r u p ą  Q z a w i e r a  e l e m e n t  n e u t r a l n y  ■{e^ o r a z  

p o n a d t o  Q n (-Q )= |e} -  i  Qu(-Q)=G. Wówczas r e l a c j a  t -T €Q  ( p i s z e m y  r ó w n i e ż  t -T Ł e  

l u b  t Ł r )  j e s t  r e l a c j ą  p o r z ą d k u  l i n i o w e g o  z g o d n ą  ze  s t r u k t u r ą  g ru p o w ą  G. 

G ru p a  G j e s t  w te d y  c a ł k o w i c i e  l i n i o w o  u p o rz ąd k o w a n a  [ 3 4 ] . »

Zauważmy, ż e  ( t Ł T ) » ( t - T e Q ) ,  t z n .  ( t Ł e ) o ( t € Q ) .  Możemy z a te m  t r a k t o w a ć  

p ó ł g r u p ę  Q j a k o  z b i ó r  n ie u j e m n y c h  e lem en tó w  g r u p y  G. Wówczas

Qt  = Q ^ t  = -(g: e sg s t} - ,  V teQ.

P o n ie w a ż  - Q = ^ h : h s e ^  w ię c  T + h ^ r  V reG . A z a te m  G^ o z n a c z a ć  b ę d z i e  p o d 

z b i ó r  g r u p y  G o k r e ś l o n y  w s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y
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N i e c h  A b ę d z i e  p o d z b io r e m  G . P r z e z  1 ^ ( - )  oznaczym y f u n k c j ę  o k r e ś l o n ą  n a  G

' 1 d l a  geA ,
1 (g )  == •

[ 0  d l a  g e A ' .

D la  u p r o s z c z e n i a  p i s z e m y  d a l e j  1 = 1 .  J e ż e l i  f  j e s t  f u n k c j ą  m i e r z a l n ąG T T
o k r e ś l o n ą  n a  G, t o  wówczas o b c i ę c i e  f u n k c j i  f  w p u n k c i e  t , o z n a c z a n e  d a l e j  

f ^ ,  o k r e ś l o n e  j e s t  r e l a c j ą

f  ( g )  : =
f ( g ) d l a  geG^ ,

T [ 0  d l a  g«GT .

t z n .  f T= l ^ f .  Ś c i ś l e  m ówiąc, p o w in n a  b y ć  używana n o t a c j a  f  . p o n ie w a ż  o b c i ę 

c i e  z a l e ż y  od  p ó l g r u p y  Q. Ze w z g lę d u  n a  f a k t ,  ż e  n a  o g ó l  mamy do c z y n i e n i a  z  

u s t a l o n ą  p ó ł g r u p ą  Q, t o  w y r ó ż n i e n i e  n i e  j e s t  k o n i e c z n e  [ 7 7 , 8 7 ] .

DEFINICJA 2 . 5 . N ie c h  K b ę d z i e  odwzorowaniem  m ie r z a ln y m  L2 (G;Rn ) w s i e b i e .  

O d w zorow an ie  K nazwiem y przyczynowym  (względem p ó l g r u p y  Q),  j e ż e l i  d l a  u s t a 

l o n y c h  xeG i  x eL 2 (G;IRn) z  w a ru n k u  x ^ { - ) = 0  w yn ika  (Kx)t ( - ) = 0  [ 2 0 9 ] . »

UWAGA 2. 1. Zauważmy, ż e  d l a  V reG , xeL2 (G;Rn ) z a c h o d z i  

(Kx)x ( • )  = (K (xt ( - ) ) ) t ( - )
R z e c z y w i ś c i e , n i e c h

( x ( - ) - x t ( - ) ) t  = x ^ ( - ) - x t ( - )  =  0

a  z a te m

K(X-XT)T( ‘ ) = 0
S t ą d  o r a z  z  l i n i o w o ś c i  o p e r a t o r a  K w y n ik a  końcowy w n io s e k

( K x ( • ) )  (■) -  (Kx ( • ) )  = 0 .■
T T T

A n a l o g i c z n i e  o k r e ś l a  s i ę  p o j ę c i e  p r z y c z y n o w o ś c i  d l a  odw zorow ań w i n n y c h  

p r z e s t r z e n i a c h  f u n k c y j n y c h  np .  CQ(G;Rn ) — > Cq (G;Rn ) , L2 (Q;Rn ) — > L2 (Q;Rn ) . N i e  

w n o s i  t o  j e d n a k  n i c  i s t o t n i e  nowego do ro z w a ż a ń  .

PRZYKŁAD 2 . 1 .  N i e c h  f : R n — » Rn b ę d z i e  odwzorowaniem  n i e l i n i o w y m  o r a z  

| f ( x ) l ^ c o n s t - | x |  V xeRn. Wówczas o p e r a c j a  ( F x ) ( t ):  = f ( x ( t ) )  p r z e k s z t a ł c a j ą c a  

L2 (G;Rn ) — > L2 (G;Rn ) j e s t  p r z y c z y n o w a  [ 8 7 ] . «
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PRZYKŁAD 2 . 2 .  J e ż e l i  yeL1 (G; .2(Rn,Rn ) ) 1 su p p (y )e Q ,  t o  wówczas odwzorowa

n i e  K:L2 (Q;Rn ) — > L2 (Q;Rn ) zwane o p e r a c j ą  s p l o t o w ą  ( s p l o t e m )

( K x ) ( t )  :=  ( x * y ) ( t )  :=  f  y ( t h " 1 ) x ( h ) f i ( d h ) ,  teQ  
Jc

j e s t  d o b r z e  o k r e ś l o n e  i  j e s t  p rzy czy n o w e  z e  w z g lę d u  n a  Q [ 8 7 ] . »

Z a k ł a d a ć  b ę d z ie m y  d a l e j ,  ż e  

C3) p o d z b i o r y  -{Q , teG}- s t a n o w i ą  r o d z i n ę  p o d z b io r ó w  G ^ - m i e r z a l n y c h  i  p a r a -

z w a r t y c h  [ 7 0 , 2 0 9 , 3 7 2 ] . »

Z a ł ó ż m y ,ż e  o k r e ś l o n a  j e s t  pewna p r z e s t r z e ń  U f u n k c j i  x  o k r e ś l o n y c h  na  

l z g a .  G. P r z y j m u j e m y ,ż e  n a  p r z e s t r z e n i  U o k r e ś l o n y  j e s t  o p e r a t o r  p r z e s u n i ę c i a  

U ( g ) ,  geG d a n y  r e l a c j ą

U ( g ) x ( t )  : =  x ( g + t ) ,  t . g e G

DEFINICJA 2 . 6 .  O p e r a c j ę  K o k r e ś l o n ą  na pewnym z b i o r z e  f u n k c j i  U nazwiemy 

s t a c j o n a r n ą  (ew. f i l t r e m  [ 1 0 7 ] , d o d a t e k  C) j e ż e l i  j e s t  p r z e m ie n n a  z  o p e r a t o r e m  

p r z e s u n i ę c i a
KU(g)x = U(g)Kx V xeU, geG ■

W p r a c y  p o j ę c i e  s t a c j o n a r n o ś c i  używane j e s t  w podwójnym z n a c z e n i u ,  

r ó w n i e ż  w o d n i e s i e n i u  do  pew n e j  k l a s y  p ro c esó w  s t o c h a s t y c z n y c h .  N ie  pow inno  

t o  j e d n a k  p r o w a d z i ć  do  n i e p o r o z u m ie ń .

2 . 3 .  MODELE MATEMATYCZNE UKŁADÓW DYNAMICZNYCH

Podstawowym modelem u k ł a d u  dynam iczn eg o  r o z p a t r y w a n e g o  w p r a c y  j e s t  n i e 

l i n i o w y  u k ł a d  d y n a m ic z n y  w r o z u m i e n i u  d e f i n i c j i  2 . 2 ,  z e  s p r z ę ż e n i e m  zwrotnym  

o p i s a n y  rów nan iem  o p e ra to ro w y m

x = KFx + u  (4 )

g d z i e :
D l )  u  j e s t  n-wymiarowym, znanym p ro c ese m  s t o c h a s ty c z n y m  o k r e ś l o n y m  n a  QcG, 

k t ó r y  i n t e r p r e t o w a n y  b ę d z i e  j a k o  s y g n a ł  w e j ś c i o w y . ■

D2) F j e s t  n i e l i n i o w y m  o p e r a t o r e m  o p a r a m e t r a c h  lo so w y c h ,g e n e ro w a n y m  p r z e z  

n i e l i n i o w e  p o l e  lo so w e  f :

(Fx)  ( t ,  u ) : = f  ( t ,  x (  t ,  u ) , u )  , t € Q , u e n  (5 )

g d z i e  f:QxlRnx Q — > Rn j e s t  n i e l i n io w y m  po lem  losowym s p e ł n i a j ą c y m  wa

r u n k i  C a r a t h e o d o r y ’ e g o  mod(P) [ 2 2 ,9 4 , 2 7 7 ] .



26
Rozdział II

D3) K j e s t  l in io w y m ,  przyczynowym, losowym o p e r a t o r e m  całkowym  t y p u  
V o l t e r r y - S t l e l t j e s a  p o s t a c i

( K x ) ( t , ( d ) : =  f k(dT ,( i>)x( t-T ,ü>),  t e Q .u e f i  (6 )
J0

g d z i e  m i a r a  lo so w a  k (  t ,  • )eL“ (£2, 2,  P; £ (IRn, IRn ) ) ,  V teQ ,  ma w a h a n i e  o g r a 

n i c z o n e ,  c o  z a p i s u j e m y  ke1/(Q; l “ (£2, g, P; £ ( R n, Rn) ) ) .  ■

D4) B ę d z i e  r o z p a t r y w a n y  ró w n ie ż  p r z y p a d e k ,  g d y  K j e s t  l in io w y m ,  p r z y c z y 

nowym, losowym o p e r a t o r e m  całkowym ty p u  V o l t e r r y  p o s t a c i

( K x ) ( t , w ) :  = f k ( t , T , u ) x ( T , < i > ) n ( d T ) ,  t eQ .w e t î  (7 )
0

g d z i e  lo so w e  j ą d r o  k ( t ,x ,Ł > )  j e s t  o k r e ś l o n e  n a  AxQ

A:= •{ ( t ,  t ) : t , t €Q, T i  t   ̂
k ( t , r , - ) = 0  d l a  ( t ,T ) * A ,  mod(P) o r a z

k ( t ,  • ,  • JeL1 (G;L“ ( n , 3 , P ;  £ (R n,R n ) ) ) ,  V teQ . ■loc

G e n e r a l n i e  n i e l i n i o w a  r e l a c j a  w e j ś c i e - w y j ś c i e  r o z p a t r y w a n e g o  o b i e k t u  

d y n a m ic z n e g o  o p a r a m e t r a c h  lo so w y c h  1 w ym uszen iu  ( s y g n a l e  w e jśc io w y m )  s t o 

c h a s ty c z n y m  b ę d z i e  z a p i s y w a n a  w p o s t a c i  lo so w e g o  r ó w n a n i a  c a łk o w e g o  t y p u  
V o l t e r r y - S t i e l t j e s a  2. r o d z a j u

x ( t , w )  = u ( t ,u > )  + f  k ( d T ,Ł > ) f ( t - T ,x ( t - T ,< i> ) ,u ) ,  t e Q .u e f t  (8 )
0

l u b  w p o s t a c i  lo so w e g o  ró w n a n ia  c a łk o w eg o  ty p u  V o l t e r r y  2 .  r o d z a j u

x ( t , u )  = u ( t , u )  + f  k ( t , T , u ) f  ( T , x ( T , u ) , ( j ) n ( d T ) ,  - t e Q .u e f l  (9 )
J0

P o n ie w a ż  j ą d r o  r ó w n a n ia  (9 )  j e s t  r ó ż n e  od  z e r a  n a  “ t r ó j k ą c i e "  A, b ę d z i e

s t o s o w a n a  a l t e r n a t y w n a  n o t a c j a ,  b a r d z i e j  a d e k w a tn a  do  o k r e ś l e n i a  “ r ó w n a n ie  
V o l t e r r y " ,  m ia n o w i c i e

x ( t , u )  = u ( t , u )  + [" k ( t ,T ,u ) f ( T ,x ( T , ( j ) ,< » > ) / i ( d t ) ,  teQ .ueCî (1 0 )

N o t a c j a  t a  n a w i ą z u j e  do  k l a s y c z n e g o  o z n a c z e n i a  s to s o w a n e g o  d l a  rów nań  
c i ą g ł y c h  t y p u  V o l t e r r y .

R o z d z i a ł  I I I .  MODELOWANIE ZAGADNIEŃ DYNAMICZNYCH MECHANIKI STOCHASTYCZNEJ ZA 

POMOCĄ LOSOWYCH RÓWNAŃ CAŁKOWYCH

W r o z d z i a l e  n i n i e j s z y m  p r z e d s t a w i o n e  s ą  c z ę s t o  s p o t y k a n e  p r z y k ł a d y  u k ł a 

dów m e c h a n ic z n y c h ,  k t ó r e  mogą być  b a d an e  m etodami c h a r a k t e r y s t y c z n y m i  d l a  

równań c a łk o w y c h .  Uwagę sk o n c e n t ro w a n o  na  z a g a d n i e n i a c h  d y n a m i c z n y c h ,d l a t e g o  

w i ę k s z o ś ć  p r z y k ła d ó w  d o t y c z y  równań c a łk o w y c h  t y p u  V o l t e r r y  2. r o d z a j u .  

P o m i n i ę t o  n a t o m i a s t  c a ł k o w i c i e  z a g a d n i e n i a  b rzeg o w e  m e c h a n i k i ,  k t ó r e  ró w n ie ż  

w n a t u r a l n y  s p o s ó b  p ro w a d zą  do równań ca łk o w y c h ,  n i e  s ą  j e d n a k  b e z p o ś r e d n i o  

w y n ik iem  o p i s u  d z i a ł a ń  d ynam icznych .

3 . 1 .  UKŁADY MECHANICZNE BEZPOŚREDNIO OPISYWANE RÓWNANIAMI CAŁKOWYMI

W p o n i ż s z y c h  r o z w a ż a n ia c h  d y sk u to w a n e  s ą  p r z y k ł a d y  z a s to s o w a ń  równań 

c a łk o w y c h  w z a g a d n i e n i a c h  m e c h a n ik i ,w  k t ó r y c h  j u ż  sam o p i s  p ro b le m u  p ro w a d z i  

do t a k i c h  rów nań .  W w i ę k s z o ś c i  p r z y k ła d ó w  z a s to s o w a ń  r ó w n a n ia  c a łk o w e  s t a n o 

w ią  t y l k o  wygodny a p a r a t  m a tem a ty czn y ,  k t ó r y  w y k o r z y s t u j e  s i ę  do  a n a l i z y  

z ł o ż o n y c h  z a d a ń  z  m e c h a n ik i  o p i s a n y c h  p r z y  u ż y c i u  rów nań  i n n e g o  r o d z a j u ,  np. 

r ó ż n ic z k o w y c h  l u b  r ó ż n ic z k o w o - c a łk o w y c h .

3 . 1 . 1 .  Z a d a n i e  A b e la

Mało z n a n y ,  a  b a r d z o  c ie k a w y  j e s t  f a k t ,  ż e  w m e c h a n ic e  ró w n a n ie  ca łk o w e  

z o s t a ł o  po  r a z  p i e r w s z y  z a s to s o w a n e  i  r o z w i ą z a n e  p r z e z  A b e la .  O p u b l ik o w a ł  on 

dw ie  p r a c e ,  j e d n ą  w 1823 1 d r u g ą  w 1826 r o k u  (Abel  N. H . , O e u v r e s  C o m p lè te s ,  

l , 0 s l o  1 8 8 1 , 1 1 - 2 7 , 9 7 - 1 0 1 ) ,  w k t ó r y c h  r o z w i ą z a ł  tzw . u o g ó l n i e n i e  z a g a d n i e n i a  

w a h a d ła  i z o c h r o n i c z n e g o .

O g ó l n i e ,  z a d a n i e  A b e la  p o l e g a  n a  z n a l e z i e n i u  k r z y w e j  w p ł a s z c z y ź n i e  p i o 

n o w e j  x y , k t ó r a  p o s i a d a  t ę  w ł a s n o ś ć ,  ż e  c z a s  r u c h u  c z ą s t k i  P o m a s ie  m, p o r u 

s z a j ą c e j  s i ę  p o d  wpływem s i ł y  c i ę ż k o ś c i  b e z  t a r c i a ,  z  p u n k t u  A o w s p ó ł 

r z ę d n y c h  ( 0 , h )  n a  po z io m  y=0, w z d łu ż  t e j  k r z y w e j ,  j e s t  z  g ó r y  z a d a n ą  f u n k c j ą
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z m i e n n e j  h ,  p a t r z  r y s .  3 . 1 .  Z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  w p u n k c i e  s t a r to w y m  A p r ę d k o ś ć  

c z ą s t k i  j e s t  rów na  z e r u  [ 7 2 ,8 0 - 8 1 , 1 1 9 , 1 9 0 , 1 9 6 ] .

Oznaczmy o d l e g ł o ś ć  p u n k t u  P, m ie r z o n ą  w z d łu ż  k r z y w e j  od  p u n k t u  A p r z e z  

s = s ( y )  z  s ( h ) = 0 .  Z p ra w a  z a c h o w a n ia  e n e r g i i  w y n ik a  n a t y c h m i a s t ,  ż e  

1 (  d s  l 2
2 ml "d t  I + mgy = mgh = c o n s t  (1 )

J e ż e l i  t ( h )  o z n a c z a  z n a n y  c z a s  u p adku  c z ą s t k i  z  p u n k t u  A n a  p o z io m  zerow y ,

możemy n a  p o d s t a w i e  ( 1 )  n a p i s a ć

dt = 1 “ — ITT (2)( 2 g ( h - y ) )

Z nak  w r ó w n a n i u  ( 2 )  e l i m in u j e m y ,  p o n ie w a ż  d s> 0  d l a  d t > 0 .  Oznaczmy d a l e j  

- g ^ - = t g ( a ) ,  - ^ - = - s i n ( a ) ,  ' ś i ^ g )  =0 (y>- Otrzymamy z a te m

tC h )  = ( 2 g ) ' 1/2

Ji
s / ( y ) d y  _  «- 1/ 2

o (h_y)
1/2 = (2g)'

*(y)dy_ {3)
> 1/2 

o (h_y)
O trz y m a n e  r ó w n a n i e  (3 )  j e s t  równaniem  całkowym o so b l iw y m , w k tó r y m  n i e z n a n a  

j e s t  f u n k c j a  s ' ( - )  l u b  W c y to w a n e j  p r a c y  Abel  r o z w i ą z a ł  b a r d z i e j  o g ó l n e

r ó w n a n i e  c a łk o w e
rX

f ( y ) d y

( x - y ) a g ( x ) ,  xŁa, 0 < a< l  (4 )

k t ó r e  o b e c n i e  nazy w an e  j e s t  j e g o  n a z w is k ie m .

R y s . 3 . 1 .  O p i s  z m ie n n y ch  w z a d a n i u  A b e la  

F i g . 3 . 1 .  V a r i a b l e s  I n  A bel  p r o b l e m
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Z n an e  s ą  r ó ż n e  m etody  r o z w ią z y w a n ia  ró w n a n ia  A b e la  [ 7 2 , 8 0 - 8 1 , 1 1 9 , 1 9 0 ,  

1 9 6 ] .  J e d n a  z  b a r d z i e j  i n t e r e s u j ą c y c h  o p a r t a  j e s t  n a  w y k o r z y s t a n i u  p r z e k s z 

t a ł c e n i a  L a p l a c e ’ a  [ 1 1 9 ] .  R o z w ią z a n ie  r ó w n a n ia  (3 )  ma p o s t a ć  n a s t ę p u j ą c ą

s ' ( y )  = - * ( y )  =   -jjy-
t ( r ) d x

( y - x ) 1 /2

C a ł k u j ą c  d a l e j  z  w a runk iem  brzegowym s ( h ) = 0 ,  otrzym am y 

s ( y )  =
( 2 g ) 1 / 2

’
t ( t ) d x t ( x ) d x

71 .
,  > 1 / 2  

o  (y_T)
> 1 / 2  

( h - x )
0

N a t u r a l n i e ,  r o z w i ą z a n i e  r ó w n a n ia  A b e la  można r ó w n ie ż  o t r z y m a ć  j a k o  f u n k c j ę  

y = f ( x ) ,  p a t r z  r y s .  3 . 1 .

3 . 1 . 2 .  U k ła d  p r ę to w y  z  e lem en tem  l e p k o s p r ę ż y s t y m

P o d an y  p o n i ż e j  p r z y k ł a d  i l u s t r u j e  s y t u a c j ę ,  w k t ó r e j  c z y n n i k  wymusza

j ą c y  z a l e ż y  n i e  t y l k o  od s i ł y  z e w n ę t r z n e j ,  a l e  r ó w n ie ż  od p r z e m i e s z c z e n i a  

u k ł a d u  w s t o s u n k u  do n a t u r a l n e g o  p o ł o ż e n i a  równow agi.

R y s . 3 . 2 .  Schem at  p r ę to w e g o  u k ł a d u  m e c h a n ic z n e g o  

F i g . 3 . 2 .  Scheme o f  a  m e c h a n ic a l  b a r - s y s t e m

W ro z p a t ry w a n y m  m odelu ,  p a t r z  r y s .  3 . 2 ,  u k ł a d  dwóch n i e w a ż k i c h  p r ę tó w  

z n a j d u j ą c y c h  s i ę  pod wpływem s i ł  P 1 F d z i a ł a  z  s i ł ą  S n a  s p r ę ż y n ę  wykonaną 

z  m a t e r i a ł u  l e p k o s p r ę ż y s t e g o .  J e ż e l i  o b c i ą ż e n i a  z e w n ę t r z n e  m a ją  losowo 

z m ie n n e  f l u k t u a c j e ,  t o  wówczas F ( t , o>) i  P ( t , u )  s ą  p r o c e s a m i  s t o c h a s t y c z n y m i  

o k r e ś l o n y m i  d l a  t eR ^ c je f i .  Załóżm y, ż e  można p o m in ąć  s i ł y  b e z w ł a d n o ś c i ,
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w ów czas w a ru n ek  równow agi s i l  P, F i  S, w k a ż d e j  c h w i l i  c z a s u ,  z a p i s z e m y  w 

s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y

S ( t . » )  = P U , u )  + F ( t , „ ) - ^ - y j ^ j  V t e R 1,o>en (5 )

Z a łó żm y ,  ż e  r e l a c j a  m ię d z y  p r z e m ie s z c z e n ie m  x  i  s i ł ą  S w l i n i o w e j  s p r ę 

ż y n i e  w y k o n a n e j  z  m a t e r i a ł u  l e p k o s p r ę ż y s t e g o  j e s t  t y p u  c a łk o w e g o

x ( t , u )  = Ei S ( t , u )  + E f  f ( t ,  x ) S ( x , u ) d x ,  t s O . u e n  (6 )
o

g d z i e  f u n k c j a  f  j e s t  tzw . j ą d r e m  V o l t e r r y ,  t z n .  f ( t , x )  j e s t  o k r e ś l o n a  d l a  

0 S T 3 t< »  1 f ( t , x ) = 0  V x > t ,  E , E -  pewne s t a ł e  c h a r a k t e r y s t y c z n e  d l a  d a n eg o  

m o d e lu  [ 5 4 , 6 5 - 6 9 , 9 7 , 1 0 2 , 1 8 1 , 2 1 1 , 2 2 1 - 2 2 2 ] .  Zauważmy j e s z c z e ,  ż e  d o l n a  g r a n i c a  

c a ł k o w a n i a  w o p e r a t o r z e  całkowym w ynika  z  z a ł o ż e n i a ,  ż e  i s t n i e j e  n a t u r a l n y  

s t a n  rów now ag i  x=0, j e ż e l i  F ( t ,< j ) = P ( t , u ) = 0  V t< 0 ,  m od(P) .

J e ż e l i  z a ło ż y m y ,  ż e  w y c h y l e n i a  x z  p o ł o ż e n i a  równow agi s ą  “ m a łe ' ' ,  z  rów

n a n i a  ( 5 )  w y n ik a  ró w n a n ie  z l i n e a r y z o w a n e

S ( t , u )  = P ( t , u )  + F ( t ,< j )x ( t , u ) , V t e R 1, mod(P) (7 )
p o r .  r o z d z i a ł  6.

Z ró w n ań  ( 6 - 7 )  w y n ik a  ł a tw o ,  że

(1 -  E F ( t , u ) ) x ( t , u )  -  E f  f ( t , x ) F ( x , t > ) x ( x , u ) d x  = g ( t , u )  (8 )
Jo

g d z i e

g ( t , u )  = E P ( t , w )  + E [  f ( t , x ) P ( x , u ) d x .  - (9 )
1 ^0

P r z y j m u j ą c  o z n a c z e n i a

u ( t , w )  = (1 -  Ei F ( t , w ) ) x ( t , u )

k ( t ,  x,  ł>) = E f  ( t ,  x ) F ( x , u ) / ( 1 - E 1F ( t , w ) )2 1

g d z i e  z a ł o ż o n o ,  ż e  O s F ( t , o ) ) s c o n s t < l  V tŁO, m o d (P ) ,  r ó w n a n ie  ( 9 )  możemy s p r o 

w a d z i ć  do  p o s t a c i  s t a n d a r d o w e j

u ( t , u )  = g( t ,Ł >) + f k ( t , x , w ) u ( x , a > ) d x ,  t ł O ,  wetl  (1 0 )
■̂ o

t y p o w e j  d l a  lo so w e g o  ró w n a n ia  c a łk o w eg o  V o l t e r r y  2 .  r o d z a j u .

W o p is a n y m  m o d e lu  m ożl iw e  j e s t  u w z g l ę d n i e n i e  z a ró w n o  p r z e m i e s z c z e n i a  p o 

c z ą tk o w e g o  u k ł a d u ,  j a k  r ó w n ie ż  n a p r ę ż e ń  w s tę p n y c h  w p r ę t a c h .  Ten p r o s t y  

m odel  z a w i e r a  w s z y s t k i e  c e c h y ,  k t ó r e  s ą  c h a r a k t e r y s t y c z n e  d l a  d u ż o  b a r d z i e j  

sk o m p l ik o w a n y c h  sy s tem ó w  z e le m e n ta m i  l e p k o s p r ę ż y s t y m i .  P a t r z  r ó w n i e ż  c z ę ś c i  

. 3 . 2 . 4 ,  3 . 3 . 2  i  3 . 3 . 3 .
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3 . 2 .  ZAGADNIENIA POCZĄTKOWE DLA UKŁADÓW MECHANICZNYCH 0  SKOŃCZONEJ LICZBIE 

STOPNI SWOBODY Z CZASEM CIĄGŁYM

3 . 2 . 1 .  O p i s  o g ó l n y  m od e lu  w p r z e s t r z e n i  k o n f i g u r a c y j n e j

W ie l e  z a g a d n i e ń  m e c h a n ik i ,  d o t y c z ą c y c h  d y n a m ik i  l i n i o w e g o  u k ł a d u  p unk tów  

m a t e r i a l n y c h  o n  s t o p n i a c h  swobody, o p i sy w a n y c h  j e s t  w w a ru n k a c h  s t o c h a s 

t y c z n y c h  w ielowymiarowym równaniem  różn iczkow ym  2. r z ę d u

M ( t , u ) - ^ - 3 -  + R ( t , u )  + C ( t , w ) q  = f ( t , u ) ,  t s x s O ,  uefl (11 )
d t 2 d t

g d z i e  q = [ q  , q  q ] ,  M( t ,  w ) , R ( t ,  u ) , C ( t ,  u )  s ą  m a c ie rz a m i  2 (R n, Rn ),  k t ó r y c h
1 2  n

e l e m e n t y  s ą  p r o c e s a m i  s t o c h a s t y c z n y m i ,  q ( t , u ) , f ( t , u )  s ą  p r o c e s a m i  s t o c h a s 

ty c z n y m i  o w a r t o ś c i a c h  w Rn. Zmienne  ̂ w ró w n a n iu  (1 1 )  o p i s u j ą  tzw. 

p r z e s t r z e ń  k o n f i g u r a c y j n ą  z a g a d n i e n i a  d y n am iczn eg o .  J e ż e l i  u k ł a d  d y n a m ic zn y  

o p i s y w a n y  j e s t  rów naniem  różn iczkow ym , np. p o s t a c i  ( 1 1 ) ,  t o  nazy w an y  bywa 

k l a s y c z n y m  u k ład em  dynamicznym.

Z a łó żm y ,  ż e  lo so w e  w a ru n k i  p o c zą tk o w e  zm ien n y ch  o p i s u j ą c y c h  r u c h  u k ł a d u  

(1 1 )  s ą  n a s t ę p u j ą c e :  q ( x , u ) = q o (( j ) ,  q ( x ,  u ) = q i (w) V uefi. Oznaczmy d l a  u p r o s z 

c z e n i a  M(x,u>)=M ,M '(x ,u )= M  ,R(x,o>)=R , R ' ( x , u ) = R  , C (x ,u )= C  . Zauważmy d a l e j ,  0 1 0  1 o
że  c a ł k u j ą c  p r z e z  c z ę ś c i  otrzymamy

f  M(£, c j ) q ( ę ,  u ) d ę  = -M q +M q -M ' ( t ,  u ) q (  t ,  u)+M( t , w )q(  t ,  u)+1" M" (Ę,  i»>)q (£ ,  u ) d ę  
•*x x

( 12 )

a  po  pow tórnym  c a ł k o w a n iu  
- t  „t

UM ( ę , u ) q ( ę , u ) d ę  = MQqo + ( t - x )  ( M ^ - M ^ ) + M( t ,  u ) q (  t ,  w) +
T

|  ^ ( t - ę ) M ” ( ę , Ł ) ) - 2 M - ( ę , u ) j q ( ę , u ) d ę  (1 3 )

Pow tórzm y o p e r a c j ę  podw ó jn eg o  c a ł k o w a n ia  z p o z o s t a ł y m i  s k ł a d n i k a m i

J  J  R ( ę ,u ) q ( € ,a > ) d f ;  = -RQqo ( t - x )  + J  | r ( ? , u ) + ( t - ę ) R '  (i;, u ) | q ( ę ,  Ł>)df; (14 )

|  J  C ( ę ,u ) q ( ę , ( d ) d £  = J  ( t - ę ) C ( ę , o > ) q ( ę , u ) d ę  (15 )

f ^ n ę . w j d ę  = f Ł ( t - C ) f  ( ę .  o>)dę (1 6 )
^  T '  X  ^  X

S c a łk u j m y  r ó w n a n ie  (1 1 )  d w u k r o t n i e  w g r a n i c a c h  [ x , t ] ,  w y k o r z y s t u j ą c  r e l a c j e  

( 1 3 - 1 6 ) .  Otrzymamy

h ( t , a > ) q ( t , ( j )  = z ( t , u )  + f  k (  t ,  ę ,  u ) q ( ę ,  Ł>)d£ , t ^ x ,  u e n  (1 7 )
■*x
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g d z i e  f u n k c j e  s t o c h a s t y c z n e

h ( t , u )  = M (t ,  u )  (1 8 )

k ( t ,  ę ,  ł>) = ( t - O  | - M " ( t , u ) + R ' ( t 1w ) - C ( t , D ) |  -  R ( t , u )  +2M' ( t , u )  (1 9 )

z ( t , u )  = f  ( t - ę ) f  ( ę ,w ) d ę  + ( t - x ) ( M  q -M ę^+R q  ) + M ^  (2 0 )
J T

s ą  o k r e ś l o n e  d l a  tŁ T .u e n ,  p o n a d t o  k ( t , ę ,Ł > ) * 0  V Tsęst<a>, raod(P).

O t rz y m a n e  r ó w n a n i e  (1 7 )  n o s i  nazwę u o g ó l n io n e g o  r ó w n a n i a  c a łk o w e g o  ty p u  

V o l t e r r y  2 .  r o d z a j u .  Zwykle  r ó w n a n ie  V o l t e r r y  p r z y j m u j e  p o s t a ć  u p r o s z c z o n ą  z 

h ( *. • )= I  ( m a c i e r z  d i a g o n a l n a  j e d n o s t k o w a ) .  N a t o m i a s t  gdy  z ( - , - ) - 0 ,  mamy do 

c z y n i e n i a  z  a n a l o g i c z n y m  rów nan iem  t y l k o  1. r o d z a j u .

UWAGA 3 . 1 .  Łatwo można w y k a za ć ,  ż e  z a ł o ż e n i e  h ( • ) = I n i e  z m n i e j s z a  o g ó l 

n o ś c i  r o z w a ż a ń  w p r z y p a d k u  rów nań  ty p u  ( 1 1 ) .  Można n a  o g ó ł  p r z y j ą ć ,  że  

M ( t , w ) ,  j e s t  V tŁT, mod(P) m a c i e r z ą  s y m e t r y c z n ą ,  d o d a t n i o  o k r e ś l o n ą .  I s t n i e 

j ą  za tem :  m a c i e r z  u n i t a r n a  & ( t , u )  o r a z  m a c i e r z  d i a g o n a l n a  A ( t , a > ) ,  V t ^ r ,m m
uefi  [ 2 2 5 ] ,  t a k i e ,  ż e

M ( t , w ) = g  ( t ,a ) )A  ( t ,Ł ) ) g T( t , a ) ) ,  g T( t , u ) g  ( t .o i )  = 1, A ( t , u )  > 0 (2 1 )m m m m m  m

P o n ie w a ż  A ( t , u ) > 0  V t ł x ,  mod(P) i s t n i e j e  m a c i e r z  A 1 /2( t ,  u ) : = [a 1 /2 ( t , w)lm m i m
1 / 2  1 / ?  V /

g d z i e  Am( t , u ) = A m ( t . u j A ^  ( t ,o > ) ,  V t a r ,  m od(P) .  Można ł a t w o  p o k a z a ć ,  że  

m a c i e r z

€ ( t , u )  :=  8  (t,o>)A~1 /2 ( t ,u > )£  ( t , w )  t£ T ,  uefi (2 2 )m m  m

j e s t  n i e o s o b l i w a  m od(P) o r a z  p o s i a d a  w ł a s n o ś ć ,  że

g T( t ,< j ) M ( t , u ) g ( t , o > )  = I V tŁT, mod(P) (2 3 )

R z e c z y w i ś c i e

e Tm  = g V 1/2gTe  a  e T& \ U 2 g  = e Ts  = i (24)mm mmmmmm m mm

Z a p isz m y  r ó w n a n ie  (1 7 )  w nowych z m ie n n y ch  q=6?T). Otrzymamy

g T( t , t d ) h ( t , ! o ) g ( t , a > ) T ) ( t ,Ł > ) = g T(t ,a>) ^ z ( t , u ) + J  k ( t ,  ? ,  u ) g ( ę ,  u ) u ( ę ,  w )d ę j  (25 )

Z r e l a c j i  (2 3 )  i  (2 5 )  w y n ik a ,  ż e  ró w n a n ie  (1 7 )  p r z y j m u j e  p o s t a ć  k l a s y c z n ą

(2 6 )T ] ( t , ( j )  = z ( t , u )  + J  k ( t , ę , u ) i ) ( ę , G > ) d ę  , t —t , wen

g d z i e  z ( t ,< i> )=gT( t , u ) z ( t , Ł ) ) ,  k (  t ,  £ ,  u ) = £ T( t ,  a>)k ( t , u ) g ( £ ,  u ) , V x s £ < t , mod ( P ) .

I n t e r e s u j ą c e  p r z y k ł a d y  i n n y c h  z a s to s o w a ń  p a t r z  [ 8 , 1 6 , 2 8 , 5 2 , 8 0 - 8 3 , 8 4 , 1 1 9 ,  

146, 167, 1 8 1 , 1 8 7 , 1 9 0 , 1 9 6 - 1 9 9 , 2 0 1 - 2 0 2 . 2 0 5 , 2 6 0 - 2 6 8 , 2 7 7 - 2 7 8 , 2 8 3 ] .
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3 . 2 . 2 .  O p i s  o g ó l n y  m odelu  ze  s p r z ę ż e n ie m  zwrotnym w p r z e s t r z e n i  s t a n ó w

P o n ie w a ż ,  j a k  w spomniano p o w y ż e j ,m a c i e r z  M j e s t  d o d a t n i o  o k r e ś l o n a  i  s y 

m e t r y c z n a ,  i s t n i e j e  w ię c  m a c i e r z  o d w ro tn a  M*1. Do j e j  e f e k t y w n e g o  w y z n a c z e 

n i a  można w y k o r z y s t a ć  np .  r e l a c j ę  (2 1 ) .  P rzy jm iem y  z a te m  w d a l s z y c h  r o z w a ż a 

n i a c h ,  ż e  r ó w n a n ie  (1 1 )  ma u p r o s z c z o n ą  p o s t a ć

+
d t 2

R ( t ,Ł > ) 4 ? -  + C(t,Ł>)q = f ( t , ! d )  , t  —T—0, wend t
(27)

W p r z y p a d k u  n i e l i n i o w y m  f u n k c j e  C i  R mogą być  f u n k c ja m i  z m ie n n y c h  q  i  q ,  w 

z w ią z k u  z  tym r ó w n a n ie  (2 7 )  można z a p i s a ć  w p o s t a c i

d  q + R ( t ,  q ,  q ,  o j ) -^3. + C ( t , q , q , u ) q  = f ( t ,Ł > )  , tŁfSO, wen (28 )
d t 2

Z aw sze ,  n a w e t  t y l k o  z  f o r m a l n e g o  p u n k tu  w i d z e n i a ,  można p r z y j ą ć ,  ż e  z  n i e l i 

n io w y c h  f u n k c j i  R i  C można w y d z i e l i ć  c z ę ś ć  l i n i o w ą , n p .  w n a s t ę p u j ą c y  sp o s ó b

R ( t , q , q , u )  = Ri (t,«i>)q + R2 ( t , u ) q  + R]2 ( t ,  q, q ,  o i ) , t s rŁ O ,  oieO (29 )

C ( t ,q ,q , t<> )  = C (t,( i>)q + Cz ( t ,< j ) q  + C ^ t t ,  q, q ,  u ) , tŁT^O, wen (30)

Z a łóżm y d a l e j ,  ż e  tj: = • 1ł1=cI> T,2=^- N ie ch  d l a  u p r o s z c z e n i a  t =0. Dla

nowych z m ie n n y c h  ró w n a n ie  ( 2 8 )  p r z y j m i e  n a s t ę p u j ą c y  k s z t a ł t

T)(t,Ł>) = A( t ,  w)i)( t ,  oi) + F ( t ,  rj( t ,  u ) , u )  + B ( t ,  u ) u ( t , ł j ) , t ^ 0 ,  wen (31)

g d z i e  A,B s ą  m a c ie r z a m i  o w a r t o ś c i a c h  w £ ( R 2n, R 2 n ) i  J£(Rp , R 2 n ) o d p o w ie d n io ,  

k t ó r y c h  e l e m e n t y  s ą  p r o c e s a m i  s t o c h a s ty c z n y m i ,  F: R*xRZnx n — » IR2" ,  j e s t  wek

to r o w ą ,  lo so w ą  f u n k c j ą  n i e l i n i o w ą ,  n  i  u  s ą  p r o c e s a m i  s t o c h a s t y c z n y m i  o 

w a r t o ś c i a c h  w R2n i  Rp o d p o w ie d n io ,  p r o c e s  u  może b y ć  c z a se m  i n t e r p r e t o w a n y  

j a k o  s t e r o w a n i e  u k ład em  dynamicznym lu b  j a k o  z a k ł ó c e n i e  z e w n ę t r z n e .  Z 

r e l a c j i  ( 2 8 - 3 1 )  w y n ik a ,  ż e

A ( t , u )  =

F ( t ,  t), u )  =

0 , I

1
O O

 
__

_1

, B ( t ,w )  =
-C ( t ,  u>)-D (t ,Ł>),  -C ( t , u ) - D  ( t , w)  1 1  2 2

o , 1

-C ( t ,  i), u ) - D i 2 ( t ,  t), w)
, u ( t , oi) = f ( t , w ) ,  t —0, wen (32)

R ów nan ie  (3 1 )  o p i s u j e  o b i e k t  dynam iczn y  (11)  w tzw. p r z e s t r z e n i  s t a n ó w ,  a 

w s p ó ł r z ę d n e  nazywane  s ą  w sp ó łrz ęd n y m i  s t a n u .
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Równanie (31) j e s t  szczególnym  przypadkiem  b a rd z ie j  ogó lnego  równania, 

k tó re  zap iszem y w p o s ta c i

x(t,6>) =  A( t , ł j ) x (  t, w)+<p ( t, tr( t, u ) , u )  + f  b ( t -T ,u )0  (t, <t(t, u )  , u )d r,  (33)
o

g d z ie  t —0, <<>€£2, x (0 ,(j )= x o (w) o raz

<r(t,u>) = f ( t , cj) + I c (t -T ,u )x (T ,u )d T ,  t —0, o)e£5 (34)
•*o

g d z ie  b, c są  m acierzam i o w arto śc ia ch  w iC(IR , IR ), k tó ry c h  e lem enty są  p ro 

cesam i sto ch a styczn ym i o n o śn ik u  zawartym w R*. < / > R*xR2nx Q — > R2n, i= l , 2 ,  

są  wektorowymi, losowymi funkcjam i n ie lin io w ym i, f  i  <r s ą  procesam i 

sto ch a styczn ym i o w a rto śc ia c h  w R2n.

Równanie (33) o p is u je  wielowymiarowy lin io w y  o b ie k t  dynam iczny, n ie ko 

n ie c z n ie  m echaniczny, z n ie lin iow ym  sprzężeniem  zwrotnym. Sp rzę że n ie  zwrotne 

op isan e  j e s t  lin iow ym  operatorem  stacjonarnym  z fu n k c ją  p r z e j ś c ia  b, 

n ie l in io w o ś c ia m i f  , 1 - 1 , 2  o ra z  drugim  operatorem  stacjonarnym  z fu n kc ją

p r z e j ś c ia  c. P roce s  s to ch a sty c zn y  f  można in te rp re tow ać jako  ste row an ie  lub  

z a k łó c e n ie  d z ia ła ją c e  w p ę t l i  sp rzę żen ia  zwrotnego. O pera to r całkow y w

rów nan iu  (33) i  samo równanie (34) możemy uznać w tym p rzypadku  za re gu łę  

ste ro w a n ia  obiektem  liniowym .

Na p r z y k ła d z ie  ob ie k tu  dynamicznego (33-34) pokazana z o s t a n ie  technika , 

k tó ra  może być zastosow ana do sprowadzenia układów m ie szan ych ,tj. ró ż n ic z k o -  

w o-całkow ych do standardowych równań całkowych typu V o lt e r r y  2. rodzaju .

N iech  $ (t ,s ,Ł> ), t s s łO ,  wen, t ( t , s , u ) = 0  V t< s, oznacza m atrycant (m acierz 

p r z e j ś c ia )  jednorodnego losowego układu lin iow ego

x(t,o>) = A (t,u )x (t ,Ł> ), tłO , tt>eQ (35)

Wówczas ro zw ią zan ie  równania (33) możemy za p isa ć  w p o s ta c i

x ( t , u )  = <Ht,0,(i>)xo (u) + I" 4>(t,T,Ł>)0 ( t , < t ( t , ( j ) , w ) d r  +
o

+ J  $ (t ,x ,o ) )J  b(x-u,o>)02 (u ,< r(u ,u ),u)dudT (36)

Zauważmy, że
„t

- J I

4i(t,T,a>) b (x -u ,w)<t> (u,o-(u,o)),u)dudT = 
Jn Jn 2

t , Ł
4> ( t , T ,  w ) b ( T —u ,  I d ) l j  _Ct 1 ( u ) ^ ( u ,<t ( u , 0 ) ) ,  u ) d u d T  =

o' o
•t „t-u

*11 4’(t,u+T,ti))b(T,ii))0 (u,<r(u,i<)),u)dTdu (37)
o' o 2
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Oznaczmy
-t-u -co

$ ( t, u, <j) : = $ (t ,  u +T ,« )b (T ,u )d T  = 4>(t, u+t, u )b (T , 0))dT, tŁusO.wefi (38)

1 •'o o
Funkc ja  $ ^ (t ,u ,w ) j e s t  jądrem V o lte rry ,  tzn. j e s t  ró żna  od ze ra , mod(P),

t y lk o  d la  V tŁu łO . N iech  d a le j  'H t . u . u )  :=  [ ł ( t ,  u, u ) , 4>t (t, u, w) ], t łu łO ,  ueCJ,

oznacza m ac ie rz  JE(R2n,Rn), natom iast 0( t, <r, u ) : = t, cr, (■>), <t>J i t , cr, u )  j  eR2

V tŁO, tr€Rn, weQ. Z  równania (36) na podstaw ie (37) w ynika, że

x(t,u>) = $ (t,0 ,u> )x  (u) + ł(t,u ,u )^ (u ,(r(u ,ii> ),a>)du
0 •'o

Wstawmy re la c ję  (39) do równania (34). Otrzymamy

<r(t,w) =  f(t,<*>) + J c (t -T ,  u ) * ( t ,  0, u )x o (<«>)dT +

+ c (t -T ,w ) i'(T,u,Ł>)^(u,<r(u,u),a>)dudT 
■*o "*o

,2n

(39)

(40)

Oznaczmy

z (t ,w )  :=  f(t,u>) + f  c (t-T ,u> )$ (T ,0 ,u )x  (<j)dr, t^O, wen (41)

natom iast t r z e c i  s k ła d n ik  prawej s t ro n y  równania (40) p rze k sz ta łc im y  wyko

r z y s tu ją c  zmianę k o le jn o śc i całkow ania, podobnie ja k  w równaniu (37).

c(t-T .,u ) t(T ,u ,u )^ (u ,< r(u , u),Ł>)dudT =

-rrJ o o
c (t -T ,u )^ (T ,u ,Ł ) ) l,  i (u )$ (u ,< r(u ,(j),u )dudT  =

,  •iuSTr

J c ( t -T ,u ) ł (T ,u ,w ) 0 (u,<r(u,(j),t<))dTdu (42)

OznaczmyrŁłlUVŁl..̂
t 00

T ( t , u , u )  :=  f  c ( t - T , u ) ł ( T , u , u ) d t  = f  c ( t - r , u l ł f t , u , u ) d T ,  t ^ u ^ O ,  wen (43)
u •*0

Funkcja  T j e s t ,  ja k  łatwo s tw ie rd z ić ,  jądrem V o lte r r y .  Równanie (40), po

u w zg lę d n ie n iu  r e la c j i  (4 1 -43 ), p rzyjm ie  postać

< r(t,u ) =  z(t,< j) + f T( t, u, u )^ (u , <r(u, w ) , u)du, taO.wefi (44)
o

Równanie (44) j e s t  standardowym, n ie lin iow ym , losowym równaniem całkowym 

V o lt e r r y  2. rodzaju. Jak  łatwo zauważyć, o p isu je  ono bardzo  sze ro ką  k la sę  

układów  dynam icznych i  j e s t  rozszerzen iem  rozważań zaw artych w [277-278].
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3 .2 .3 .  U k ład  m echaniczny z opóźnieniem  w ste row an iu

Rozpatrzm y ruch  ra k ie ty ,  modelowanej ja ko  punkt m a te r ia ln y  o zm iennej

masie m(t,u)=mo-J  |li^(r,u>) |dt, t^O, wen, w ruchomym, nieinercjalnym , geocen-

trycznym  u k ła d z ie  w spó łrzędnych  Oę-rję, związanym z  ob ra ca ją cą  s ię  k u lą

ziem ską, p a t rz  ry s .  3 .3, mQ-  masa sta rtow a ra k ie ty ,  | |  -  p rędkość  sp a la n ia

pa liw a. Zakładamy, że Z iem ia  wykonuje ty lk o  ruch  obrotowy wokół w ła sne j o s i,

pom iniemy na tom ia st ruch  obrotowy wokół S łońca.
*

P o ło że n ie  punktu  A w u k ła d z ie  o k re ś la  w ektor r ^ r ^ e ^ + r ^ e ^ + r ^ e ^ . ,

g d z ie  e^.e^, są  wektoram i bazowymi ruchomego uk ładu  w spółrzędnych.Rów nan ia  

ruchu  r a k ie t y  w n ie in e rc ja ln y m  u k ła d z ie  w spółrzędnych  mają p o sta ć

apJ = l  Pm ( t ,  w)(a + a
t r  Cor i (45)

g d z ie  m j e s t  zm ienną losowo masą ra k ie ty ,  a  p rzy sp ie sze n ie m  unoszen ia ,

d 2r
aCor p rzy sp ie sze n ie m  C o r io l i s a ,  a =  —  j e s t  n a tom iast p rzy sp ie sze n ie m  w

d t
ruchu  względnym, [102 ,221 -222 ,256 ]. D a le j będziemy oznaczać 

d r
d t = v e .  + v e + v_e_, v

5 C y -o < < M  = (v  2  +  v  2  +  V 2  1 / 2
ę n C

N iech  w-we^ oznacza w ektor p rę d ko śc i obrotowej Z iem i. Wówczas

Cor
<•> d r
2w x d F  = 2

V -  V V ,
€ v C

= -2wv e_ + 2wv_e 
V ę  Ę v (46)

Ponieważ możemy za ło żyć , że ruch  obrotowy Z iem i Je st  je d n o sta jn y , a p oczą tk i 

układów  w spó łrzędnych  ruchomego i  nieruchomego pokryw ają s ię ,  w ięc

a =w x (w x r )= w x
t r

e -  e e ,
S v ę t

0 0 w = wx I
r .  r  r  
€ <

r  w e .
v € % )=  - r €w

2 2 
ec~r  w e (47) 

Ę V V

O k re ś lim y  te ra z  s i ł y  zewnętrzne d z ia ła ją c e  na u k ła d  dynam iczny. N iech  

Pt ( t , u )  = P ^U .fcO e ę  + P ^ U . u J e ^  + Pi ę (t ,w )e ę (48)

oznacza s i ł ę  c ią g u  ra k ie t y .  P rze z

P (t,w ) = -  i - S c  w  (49)Z 2 R

oznaczymy opór aerodynam iczny, sk ie row any w k ie ru n k u  przeciwnym  do ruchu 

r a k ie t y  ( c z y l i  j e s t  zgodny z wektorem -v ) ,  g d z ie  p j e s t  g ę s t o ś c ią  

p o w ie t rz a ,S  polem pow ie rzchn i p rze k ro ju  poprzecznego ra k ie t y ,  c r j e s t  

bezwymiarowym w spó łczynn ik iem  oporu aerodynam icznego, k t ó ry  z a le ż y  m iędzy
V

innym i od l i c z b y  Macha — (a -  p rędkość  dźw ięku w p ow ie trzu ),  l ic z b y
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Reyno ld sa  (f* ~ lepko ść  pow ietrza, d -  bezwymiarowy w sp ó łcz ynn ik  za le żn y

od parametrów r a k ie t y ) ,  kąta  n a ta rc ia  i  innych  parametrów, por. [3 2 0 ,s . 81]. 

Przyjm iem y, że oddzia ływ an ie  w ia tru  je s t  procesem stochastycznym

P ( t ,u )  = P - ( t .w je -  + P (t,Ł>)e + P _(t,Ł>)e (50)
3 3?  C 3T) T) 3£ ę

S i ł ę  c ią ż e n ia  ziem sk iego  P ok re ś lim y  z z a le ż n o śc i
4 2 2 

r  r 0
P (t,Ł>) =  -  m(t,Ł>)g —  —  = -  m (t,u )g   r  (51)

4 o 2 r  0 3r  r
gd z ie  gQ j e s t  p rzy sp ie szen iem  s i ł y  c ią że n ia  na p ow ie rzchn i Z iem i, r Q oznacza 

prom ień k u l i  z ie m sk ie j,  r  = |r ^2+ r T)2+ r ę2] 1/2'

R y s .3.3. Współrzędne w zadaniu  ste row an ia  ra k ie t ą  

F i g . 3.3. C o -o rd in a te s  in  rocket c o n t ro l problem

Opisyw any ruch  uproszczonego modelu ra k ie t y  j e s t  typowym przykładem  

a n a l iz y  n ie lin io w e g o  uk ładu  dynamicznego, w warunkach sto ch a styczn ych , k tó ry  

p raw ie  zawsze j e s t  układem sterowanym. Załóżmy, że w rozpatrywanym  przypadku 

ste row an ie  rea lizow ane  je s t  s i ł ą  c ią gu  ra k ie t y  P , t j .  w a r to śc ią  bezwzględną

w ektora |P | o ra z  ustaw ieniem  sterów, c z y l i  k ie runk iem  w ektora jednostkowego

P 1
jp j- . Założymy, że

P ^ t . u )  = P ^ t - T . u )  (52)

g d z ie  P^( t ,w) j e s t  w a rto śc ią  s i ł y  c ią gu  p rze sy ła n ą  d rogą  te lem etryczną  z 

centrum  ste row an ia  na Z iem i, x  j e s t  opóźnieniem  w kom un ikacji m iędzy Z iem ią  

i  ra k ie tą .  W artość fu n k c j i s te ru ją c e j  P ^ t . o )  j e s t  o b lic z a n a  na podstaw ie

danych o s t a n ie  ob iektu , załóżmy, że

P ^ t . u )  = u ( r ( t - T , u ) , v ( t - T , u ) , < < > )  (53)
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D la  u p ro sz c z e n ia  będziemy zakładać, że wektor u  j e s t  fu n k c ją  lin iow ą , losową 
param etrów r  i  v

u ( r , v ,  w ) =  k  ( u ) r  + k  ( u ) v  ( 5 4 )i z
g d z ie  k^(ca), k (w)eJ£(IR3,IR3) , V uefi. Zak ładając, że zm iany p o z y c j i  r a k ie t y  są  

małe w c z a s ie  trw an ia  t r a n sm is j i  sy gn a łu  sp rzę że n ia  zw rotnego, możemy w 

u p ro sz c z e n iu  n a p isa ć

P ( t , w) = k (u ) r ( t -2 x ,  u) + k (u )v (t -2 T ,w ) (55)1 1  2
Z rów nania (45), po uw zględn ien iu  z a le ż n o śc i (46 -51 ) w yn ika ją  na stę pu ją 

ce rów nan ia  ska la row e

2
W

=  ------IV + 2w o
—  S c  v v _  

2m r ę

2
Г

0
d t 2 m £ m 7} -  g 0 - ^ r ę  + m P ! €  +

d 2 r
7?

2
W 2w

—  S c  w  
2m r i)

2
Г

0 1
d t 2 m 7} m Vę  “ g 0 3 Г7) + 

r  ' m
P + 

14

—  P m з£

m 37) (56)

d 2r ,

d t ‘
-  —  Sc  vv_

2m r ę
g  ——  r  + J _ p  + 1 p

0 r 3 С m ię m з£

U kład  równań (56 ) zap iszem y w p o s ta c i macierzowego rów nania stanu

- I f  ( t , u )  = A( t, u>)x ( t, u ) + B (t,Ł> )x (t -2 x ) + 0 ( t ,x ( t ,Ł ) ) ,w ),  U O , Ł)€£) (57)

gd z ie :

A ( t ,u )  :=

0

0

0

m(t,u)

B(t,o>) : =

0

0

0

0

. 0 ,

. 0 ,

. 0 ,

. 0 ,

1

0

0

0

0 

1 '  

0

2w 
m( t, <j)

. 0

. 0

, 1

, 0

0 w о 2w
’ m ( t , w ) m ( t , u ) 0 »

0 0 . 0  , 0 0

0 0  , 0 0  , 0 0

0 . 0  . 0 . 0  , 0 j 0
0 0  , 0 0  , 0 0

к
i , n £ 1,  12

к
1,  13

к  , 
2,  11 ’ к

2,  12 » к
2,  13

к
1,  21

к  , 
1 , 2 2

к
1,  23 £  . 2,  21

к
2,  22 » к

2,  23
к:

1, 31
к

1 , 3 2
к

1,  33
к  ,

2,  31 к
2,  32 ł к

2,  33

(58)

(59)
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0 ( t , x , u )  : =

2m( t. u) SCRVVg '  go ^ ~ r Ę

p  o
„ — t- Sc w  -  g  r2m(t,a>) r 7) 0 3 t)

-=—гг— T- Sc vv_ -  g  r_2m(t,a>) r C, 0 3 ę

(60)

1
к , 1=1,2 o raz  x :=  г., r  , r . , v . , v  , v_ będzie  standardowym d la

. € ч С € v  <.* V  m(t,Ł)) “ i 

ta k ie g o  przypadku układem w spółrzędnych .

Jak w ynika z r e la c j i  (57), rozpatryw any p ro s t y  model ra k ie t y  na le ży  do 

k la s y  ob iektów  dynam icznych z opóźnieniem  w p ę t l i  ste row an ia  zwrotnego i 

j e s t  op isyw any losowym równaniem różniczkowym z przesun ię tym  argumentem. 

Równanie tego typu można łatwo p rz e k s z t a łc ić  w równanie całkowe typu 

V o lte r r y ,  p a t rz  czę ść  3 .2.4 .

3 .2 .4 . O p is  o g ó ln y  modelu z opóźnieniem  i całkowym sprzężeniem  zwrotnym

Równanie (57) j e s t  szczególnym  przypadkiem  b a rd z ie j  ogólnego równania, 

k tó re  zap iszem y w p o sta c i

x ( t , u )  =  A( t , a > ) x ( t , < i > )  + D ( t ,  b ) ) x ( t - h ,  u) +

+ ф ( t, <r( t, u ) , u ) + Г d ( t —r,w )$  (r, <t(t, w) , u)dT, tsO, ыеЯ (61)

< r ( t , ( j )  =  f ( t , o>) + Г c ( t - т , ш ) х ( т , c j ) dT,  t s O ,
'  Л

g d z ie  x (0 ,u )= x o (u), x ( t , ł>)=6 ( t ,и ) , te [ -h ,0 ] ,  h^O, ибЯ, в j e s t  znanym proce 

sem stochastycznym , D, d są  macierzami funkcyjnym i o w a rto śc ia c h  w iC(IR2n, IR2" ) ,

k tó ry c h  elementami są  p rocesy  stochastyczne , supptdJSIR1, mod(P) o raz
- t

шеП (62)
' o

Równanie (61) o p isu je  wielowymiarowy lin io w y  o b ie k t dynam iczny z opóźn ie 

niem h, n ie k o n ie c zn ie  mechaniczny, z n ie lin iow ym  sprzężeniem  zwrotnym. 

Sp rzę że n ie  zw rotne op isane  j e s t  lin iowym  operatorem  stacjonarnym  z funkc ją  

p r z e j ś c ia  d, n ie lin io w o śc ia m i 0 , 1=1,2 o raz drugim  operatorem  stacjonarnym  z 

fu n k c ją  p r z e j ś c ia  c. P roces sto ch a styczn y  f  można in te rp re tow ać jako  s te ro 

wanie lu b  z a k łó ce n ie  d z ia ła ją c e  w p ę t l i  sp rzę że n ia  zwrotnego. Operator
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ca łkow y w równaniu (61) o raz  równanie (62) możemy traktow ać w tym przypadku 

jako  re g u łę  ste row an ia  obiektem  liniowym  z opóźnieniem.

Zauważmy, że j e ż e l i  r e la c je  (61 -62 ) o p is u ją  zachowanie o b ie k tu  dyna

m icznego zam kniętego, to p ra k ty c zn ie  każdy ze sk ładn ików  prawej s t ro n y  

rów nan ia  (61) można in te rp re tow ać jako  ste row an ie  w p ę t l i  sp rzę że n ia  

zw rotnego, por. p rz y k ła d  w 3 .  2. 3 .

Na p r z y k ła d z ie  o b ie k tu  dynam icznego (61 -62 ) pokazana z o s ta n ie  techn ika , 

k tó ra  może być zastosow ana do sprow adzania układów m ie szanych ,tj. ró ż n ic z k o -  

w o-całkow ych z opóźnieniem, do standardowych równań całkow ych typu  V o lt e r r y  

2. rodzaju .

N iech  $ ( t , s ,Ł ) ) ,  tas^O, wen, oznacza m atrycant (m acierz p r z e j ś c ia )  jedno

rodnego losowego uk ładu  lin iow ego

X  ( t , (d ) =  A (t,  (d)x(t, (d) +  D(t,(d )x (t-h ,(d ), tŁO, (den ( 6 3 )

d la  x(0,<d)=xQ(<d), x (t , id )= 0  V te [ -h ,0 [ ,  mod(P).

Wówczas ro zw ią za n ie  równania (61) możemy z a p isa ć  w p o s ta c i

r°
x (t , id ) =  $ (t,0 ,(d )x  ((d) + $(t,h+u,<d)D(h+u,(d)x(u,td)du +

- h

+ f $(t,T ,<d )0  (r,cr(T,(d),(d)dT + f 4>( t , x,  Cd) f d(T-u,cd)0 (u, o-(u, w ) , w)dudT (64)
J o o o 2

N iech

r°
0 ( t,(d) :=  $ (t ,0 ,(d )x  (id) + * ( t ,  h+u, td)D(h+u, (d)G(u, id)du, tŁO, (den (65)

- h

Zauważmy, że c a łk u ją c  p rzez c z ę śc i otrzymamy

$ ( t ,T ,u )  d (x-u ,(d )0  (u,cr(u,(d),id)dudT =
J J n

■ uJ  t

' o
t  /.t

® ( t , T , w ) d ( T - U , « d ) l .  <  , ( u ) 0  ( u ,  < r ( u ,  (d) , ( d ) d u d T  =  

o'  o ' U-T f 2

= $ (t ,  U + T ,  (d)d(t, ld)0 (u,<r(u, (d),(d)drdu (66)
0 0  2

Oznaczmy
t-U 00

4 (t,u ,u ):>« l $ ( t ,  u + r ,  i d ) d ( r ,  t d ) d r  = <J>(t, u + t ,  w ) d ( T ,  ( d ) d r ,  V  t a u Ł O ,  ( d e n  (67)
Jo •'o

F u n k c j a  4> ( t , u , C d )  j e s t  j ą d r e m  V o l t e r r y ,  t z n .  j e s t  r ó ż n a  o d  z e r a ,  m o d ( P ) , t y l k o

V t ł u —0. N iech  d a le j  ł ( t ,  u, (d): = [$ (  t, u, o>), $ (t ,u ,(d )], Łłu łO ,w en, oznacza  jąd ro

losowe o w a rto śc ia c h  m acierzowych z JE(IR2n, Rn), na tom iast
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Z rów nania ( 6 4 )  na podstaw ie  ( 6 5 )  i  ( 6 7 )  wynika, że

X  ( t , (d) =  0 (  t , ( d )  +  f ł ( t , u , ( d ) 0 ( u , o - ( u , ( d ) , ( d ) d u  ( 6 8 )

o

Wstawmy re la c ję  ( 6 8 )  do równania ( 6 2 ) .  Otrzymamy 
,t -T

(K t ,(d )= f (t,(d)+ c( t-T , (d)0(r, (d)dT+ c(t-T ,(d ) ł ( T ,  U ,  (d)0(u, <r(u, (d) , (j)dudr ( 6 9 )  

■*0 o  o

Oznaczmy

z ( t , ( d )  : =  f ( t , ( d )  +  f c ( t - T , u ) 0 ( T , ( d ) d T ,  t Ł 0 ,  ( d e n  ( 7 0 )

•*o

natom iast t r z e c i  s k ła d n ik  prawej s tro n y  równania ( 6 9 )  p rz e k sz ta łc im y  wyko

rz y s t u ją c  zmianę k o le jn o śc i całkow ania, podobnie jak  w równaniu (66).

r1 rT
c ( t - x , ( d )  * ( t , u , ( d ) 0 ( u , o - ( u ,  ( d ) , ( d ) d u d x  =

0  ^ 0

=  f f  c ( t - T , ( d ) ł ( r , u , ( d ) l ,  „  , ( u ) 0 ( u , o - ( u , ( d ) , ( d ) d u d T  =

V o  ■'u S T f

r V
=  c f t - T . w J ł f T . u . w J ^ t u . o - f u . w J . c d J d T d u  ( 7 1 )

O u

Oznaczmy m

T(t,u ,(d ) :=  f  c(t-T ,(d )ł(T ,u ,(d )d x  = f c(t-T ,w )ł(T ,u ,fd )dT , tŁu iO , (den ( 7 2 )  

■*u J o

Funkc ja  T je s t ,  ja k  łatwo s tw ie rd z ić ,  jądrem V o lte r ry .  Równanie ( 6 9 ) ,  po

uw zg lędn ien iu  r e la c j i  ( 7 0 - 7 2 )  przyjm ie  postać
rt

t r ( t , ( d )  =  Z  ( t , (d ) +  T (  t ,  U ,  ( d ) 0 ( u ,  (r ( u ,  (d) , ( d ) d u ,  t s O ,  w e n  ( 7 3 )

•*o

Równanie ( 7 3 )  j e s t  standardowym, n ie lin iow ym , losowym równaniem całkowym 

V o lt e r r y  .2 . rodzaju. Jak łatwo zauważyć, o p isu je  ono bardzo sze ro ką  k la sę  

układów dynam icznych. P rzytoczone  rozw ażania stanow ią  u o g ó ln ie n ie  wyników z 

[ 2 7 7 - 2 7 8 ] .

3 . 3 .  ZAGADNIENIA POCZĄTKOWE DLA UKŁADÓW DYNAMICZNYCH Z CZASEM DYSKRETNYM W 

PRZESTRZENI STANÓW

3 . 3 . 1 .  O p is  o gó lny  modelu n ie lin io w e g o  z czasem c iąg łym  i  dyskretnym  

sygnałem  wejściowym

Rozpatrzm y z łożony, n ie l in io w y  uk ład  dynam iczny o p isan y  równaniami

x ( t , (d) =  A ( t , ( d ) x ( t , ( d ) + 0  ( o - ( t , ( d ) , ( d )  +  f  b ( t - r , ( d ) 0  ( ( t ( t , ( d ) , w ) d r ,  t Ł O . w e n  ( 7 4 )

1 o 2
g d z ie  x ( 0 , w ) = x q ( w )  oraz
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(76)

(77)

<r(t,o>) = f  ( t ,u )  + f c ( t - T , oi)x (t ,(j)d r, tłO , uen (75)
J o

Jak pokazano w c z ę śc i 3 .2 .2  u k ład  ten można sprow adzić  do równania całkowego 

V o lt e r r y  2. ro d za ju  w p o s ta c i

cr(t,o>) = z ( t , u )  + I T( t, u, u)0(cr(u, u ) , Ł))du, tłO , &>en 
J o

g d z ie

z(t,fc>) = f ( t , ld)  + I c(t-T,£<>)$(T,0,Łl)x (a))dx, tŁO, wen 
Jo 0

a pozos ta łe  funkcje są określone równaniami (38) i  (43).

W za sto sow an iach  czę sto  zdarza  s ię ,  że p roces s to c h a sty c zn y  f  j e s t  p rze 

d z ia ła m i s t a łą  losow ą fu n k c ją  czasu. Załóżmy, że p roce s ten ma lew ostron n ie  

c ią g łe ,  mod(P), t r a je k t o r ie  (p a trz  ry s. 3 .4 ) i  oznaczmy

f ( t , w )  = f ( t  ,u>), t s t<t  , wen (78)
k k k+1 1 '

g d z ie  - { t ^ ,  tQ=0,k=0, 1 ,2 ,. . . j e s t  rosnącym c iąg iem  (n ie k o n ie c z n ie  równomier

n ie  ro z ło żo n ych ) momentów czasowych, k tó re  mogą być zmiennymi losowymi. 

Ponieważ f  j e s t  procesem p rze dz ia łam i ciągłym , można p rzypu szczać , że p rzy  

dość  ogó ln ych  z a ło że n ia c h  dotyczących  p o zo sta ły c h  fu n k c j i  w równaniach 

(7 6 -7 7 ),  ro zw ią zan ie  x też będzie  funkc ją  p rze dz ia łam i c ią g łą .  Załóżm y ponad

to, że In te re su je  nas ro zw ią zan ie  x ,k tó re  je s t  fu n k c ją  p rze d z ia ła m i s t a łą , t j .

(79)x(t,<*>) = x ( t  ,u )
k t £ t< t  , wen

k k+l

R y s . 3.4. S ygn a ł,  k tó ry  je s t  fu n kc ją  p rze d z ia ła m i s t a łą  

F i g . 3.4. S ig n a l,  which i s  a fu n c t io n  co n stan t a t  in t e r v a l s
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Na podstaw ie  równania (77) możemy nap isać

z ( t  ,u ) = f ( t  ,« )  + [k k J0
W ynika s tą d  zatem

‘c U ^ - r ,  u )4>(t , 0, u)dxxo(Ł>), t k“ t < t kłi (81)

k - 1 „t
(r(t,U>) = <r(t ,u>) = f ( t  ,«) 

k k * .Ł l
k - 1

= f ( t  ,u)  + £ c ( t k, t t , u ) x ( t t ,(j), t k- t<t ,
1=0

c ( t  -T, C d ) x ( T ,  Ł))dx = 
k

(82)

g d z ie

c ( t  , t  ,u>) : = 
k i

rt
j 1+1 c ( t k~u, Ł>)du, 1 = 0 ,1 ,2 ........k-1

i sk

Aby fu n k c ja  <r o k re ś lo n a  p rzez (81-82) b y ła  rozw iązaniem  równania (76) 

w ysta rczy
k-1

<r(t ,u)  = z ( t , u )  +  Y  1+1 T(t .u,<o)0((r(u,tj),Ł))du =
k k 1=0 J t “1

k-1
= Z  ( t ,Ł>) + V  T (t  , t  .w J^to -tt.,« ),«) 

k L_ k 1 I

gd z ie

T ( t  , t  ,u ) :=  
k 1

rt
T 1+1 T( t , u, u)du, 1= 0 ,1 , 2 , .. . , k-1

(83)

(84)

1—k

Równanie (83) d la  k = 0 ,1 ,2 ,3 ____  Je st  nazywane dyskretnym  losowym równa

niem V o lt e r r y  2. rodzaju, por. [277-278]. R e la c ja  (84) d e f in iu j e  d y sk re tne  

losowe jąd ro  tego równania całkowego ok re ślone  w t r ó jk ą c ie  t  > t .

3 .3 .2 . O p is  d ysk re tno -cza sow y  n ie lin io w e g o  modelu różn iczkow o-ca łkow ego ze 

sprzężen iem  zwrotnym i  impulsowym sygnałem  wejściowym

Techn ika  równań całkowych może być z powodzeniem stosow ana do a n a l iz y  

z łożonych , n ie lin io w y c h ,  losowych układów dynam icznych z czasem c iąg łym  z 

impulsowym stochastycznym  wejściem  (sterowaniem  lub  zakłóceniem ).

Rozpatrzm y n ie l in io w y  uk ład  dynamiczny ze sprzężeniem  zwrotnym w p rz e s 

t r z e n i stanów, w obecnośc i zak łóceń  stochastycznych , o p isan y  równaniem

x (t ,w )  = A ( t ,w )x ( t ,u )  + B (t ,« )u ( t ,w )  + *  ( t , x ( t ,w ) ,u )  + 

rt
+ d ( t - r , łj)02 (t ,x (t ,o>),<j)dr, x (0 ,w )=xo (i*)), tłO , wen, (85)
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O znaczen ia  są  zgodne z czę śc iam i 3 .2 .2  i 3 .2 .4  pracy.

N iech  u b ęd z ie  sygnałem  wejściowym i  załóżmy, że sy g n a ł ten  j e s t  sumą 

impulsów  typu  d e lt a  D ira c a
00

u (t ,w ) :=  £  v ( t |t» ) f i ( t - t  ), tsO, wen (86 )
1 = 0

otrzym aną p rze z  impulsowe próbkowanie c ią g łe g o  s y g n a łu  v  w chw ilach

czasowych • {t^ , por. 3 .3 .1 . Możemy za łożyć , że sy gn a ł x j e s t  fu n k c ją  losową, 

le w o stro n n ie  c ią g łą ,  p rze d z ia ła m i s ta łą .  Oznaczmy

x ( t k- ,u )  :=  lim  x (t ,w ),  x ( t k+,w) :=  lim  x (t ,w )  (87)
Ł t<t t  ->t , t>t

k k k k
Załóżmy, że $ ( t , T , w ) ,  tŁxŁ0,wen, oznaczać będzie  m ac ie rz p r z e j ś c ia  d la  

jednorodnego rów nania różn iczkow ego (35). J e ż e l i  s ta n  u k ład u  x ( t k-,w ) j e s t

znany, to  na pod staw ie  równania (85) możemy n ap isa ć

x ( t , w)  = $ ( t ,  t  - , w)x(t  - , w) + $ ( t , t , w)B(x,w)u (t , w)dr +
-

t  t  ^  T

+ $ ( t , r , u ) 0  (T,x(T ,w ),w )dT+| * ( t ,T ,w )  f d (T -u ,w )0  ( u , x ( u , u ) ,w)dudx ( 8 8 )

V J°
Ponieważ fu n k c ja  $ ( - , s , - )  j e s t  c ią g łą  fu n kc ją  zm iennej s, argument t - można

k
z a s tą p ić  po p ro s tu  p rze z  t . W drugim  sk ła d n ik u  sumy d la  t < t< t  t y lk o

* k k+l
jeden im pu ls  s y g n a łu  u w c h w il i  t ma wpływ na ca łkę . Otrzymamy zatem d la

t < t< t  
k k+l

x (t ,w )  = <*>(t, tw,w )x(t_ -,w ) + 4>(t, t^ ,w )B (tu,w )v (t  ,w) +
t

+ f ł ( t , T , u ) 0 ( T , x ( t  w), w)dr
J t  -  k

k
g d z ie  ł ( t , u , u ) : = [ ł ( t , u , u ) , ł 2( t , u , u ) ] ,  tsu^O.wen oraz

00

<Mt,u,w)  := $ ( t,  u+t , w)d(x,w)dT, tŁu£0,wen
J o

p o z o sta łe  oznaczen ia  ja k  w 3 .2 .2 . N iech  d a le j

(89)

(90)

A ( t  w) :=  $ ( t  t w), B ( t  u )  :=  * ( t  . t  , u )B ( t  ,u )  (91)
K * k k+l  k k

~ r
k 'X , “ ) :=  J k ł* * ( t k ł i ,T ,u )0 (T ,x ,Ł )) ,u )d r,  xeRn,wen (92)

t - 
k

d la  k - 0 , 1 ,2 ,3  wen. P rz y  tak  p rz y ję ty c h  o znaczen iach  rów nanie (89) można

z a p is a ć  w p o s ta c i

X ( t k + r , u )  = A ( t k,w )x (tk- )  + ? ( t k . x ( t k- , u ) , « )  + B ( t k, ( j )v ( t  ,w) (93)

Równanie (93) j e s t  typowym równaniem różnicowym d la  n ie lin io w e g o  d ysk re tnego  

o b ie k tu  dynam icznego i  j e s t  nazywane równaniem stan u  d la  u k ładu  z czasem
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dyskretnym . J e s t  ono an a log ic zn e  do równania różn iczkow ego o p isu ją c e g o  uk ład  

dynam iczny z czasem c iąg łym  (3 1 ) .Pon iże j w 3 .3 .3  pokazane z o sta n ie ,  ja k  rów

nan ie  typu  (93) można p r z e k s z t a łc ić  w d ysk re tne  równanie całkowe V o lte r r y .

Inne p rz y k ła d y  zastosow ań dyskre tnych  p a trz  [96 ,1 41 ,176 ,225 ,272 ,277 -278 , 

3 21 -322 ,325 ,365 -366 ,374 ].

3 .3 .3 . O p is  o g ó ln y  n ie lin io w e g o  modelu dyskre tnego

P o n iże j  pokazane z o sta n ie  zastosow an ie  losowego, d y sk re tne go  równania 

całkowego typu  V o lt e r r y  do o p isu  dynam iki złożonego  d y sk re tne go  uk ładu  

ste row an ia  ze sprzężeniem  zwrotnym. Takie  uk łady  p o jaw ia ją  s ię , j e ż e l i  sygna 

ły  w ejściow e i w yjśc iow e są  obserwowane lub  otrzymywane t y lk o  w d y sk re tnych  

chw ilach  czasowych, por. 3 .3 .1  i  3 .3.2.

Przypuśćmy, że rozpatryw any je s t  losowy uk ład  dynam iczny o p isa n y  w ie lo 

wymiarowym równaniem różnicowym p o sta c i

x ( t ,w) = A(t ,w)x(t  ,w) + B(t ,w)v(t  ,w ) + 0 ( t  ,<r(t ,w),w) +
k+l  k k k k 1 k k

k - 1
+ V d ( t  - t  (t  ,<r(t ,w),w), k = 0 , l , 2 ...........   wen (94)Lo k J+l  2 J j

o raz równaniem sp rzę że n ia  zwrotnego
k - l

o* ( t ,w) = f ( t  ,w) + y  c ( t  - t  ,w )x (t ,w), k = l,  2 ............ wen (95)
k k k J+l  J

O znaczen ia  p o zo sta ją  ta k ie , jak  w p od rozdz ia łach  3 .2 .2 , 3 .3 .1  i  3 .3 .2 .

N iech

' A ( t  , w )A (t , w )...  A (t  , w) d la  k > i
k - l  k- 2 1

$ ( t  , t , o>) : =
k 1

I  d la  k = i  (96)

0 d la  k < i

będzie  losow ą fu n k c ją  p r z e j ś c ia  [272] d la  jednorodnego u k ładu  różn icow ego

x ( t ,w) = A ( t  ,w )x (t ,w), k=0, 1 ,2 ......... wen (97)
k+l k k

W yko rzystu jąc  w ła sn o śc i fu n k c j i p rz e j ś c ia  równanie (94) możemy n a p isa ć  w 

p o s ta c i równoważnej
k-l

x ( t , w) = 4>(t , 0 , w)x (w) + y  $(t,  , t  , w)B(t , w)v(t  , w) + k k 0 L k 1+1 1 11 =0
k- l

+ V $ ( t  , t  ,u)<p (t  ,cr(t ,u ),w ) +
L  k 1 + 1 r l  1 i1 =0

k - l  1-1
+ y  $ ( t  , t  , u )  y  d (t  - t  ,w )0 ( t  ,<r(t ,w )fa>) (98)

L  k’ u i*  L  1 J+l  2 J J 
1=0 J =0
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Zauważmy, że j e ż e l i  p rz y ją ć

V V V W) : =

k-1

I  *(tk ' t ł*l*w)d(tł- t J-“ ). dla kŁJ

0 , d la  k<J

(99)

o ra z  * ( t k. t j .W):.= [ ł ( t k . t j , Ł. ) , * i ( tk. t j>U) ] >0 ( t k ,<r,W) : = [ ^ ( t k .«r,W) ^ ( t k ,<r.W) ] T 

równanie (98) można z a p isa ć  w up roszczonej p o s ta c i
k-l

x ( t  (J) = ł ( t  ,0 ,w )x  (w) + V  * ( t . t .  ,w )B (t ,Ł ł)v (t  ,w) +
K K O  \ 0  ̂ *

k-l
+ I  ł ( t k * t ł+1> " ^ ( t ,«r(t ,w),w) (100)

1 =0

P od staw ia ją c  otrzym ane w yrażenie  d la  x ( t  ,u ) do równania (95) otrzymamy
k-l

cr(t u )  = f ( t  w) + T c ( t  - t  .w ) * ( t  , 0 ,w)x (u ) +
J=0 0

kp 1 Jń1
+ l  c(tk't jM’ “) [ * ( t j , t iłi>Ł>)B(ti .u)v(ti ,<‘>) +
k-l j-1

+ I oc ( V t j*i ,w) I  ł ( t J, t w r w)* ( t r ° ‘(V w)*M) ( 101>
Oznaczmy

k-l
z ( t  w) = f ( t  w) + y c ( t - t  , ,w ) * ( t  , 0, u )x  (w) +

j=o * 0

kr l J - 1
+ £  c ( t  - t  w) V ł ( t  , t  w )B (t ,w )v (t  ,w) (102)

• J  = 0  J 1 = 0  J 1

Zauważmy ponadto, że
k-l j-i

A c(tk_ti*i,w) 7  , t  u ) 0 ( t  cr(t w),u) = 
j=o k J 1 1%  J l ł ł  1 1
k-lk-1

= , n oc ( V V i , " , ł , t j ' t i (1' “ )* ( t i , f ( V “ , - “ ) =
k-l

= I  T ( t k* t ,ł ł -w)^ ( t 1' 0‘( t ł . “ ) . " )  (103)
1=0

g d z ie
k-l

T(tk’ti’“ ) := I c ( W " ) ł ( V V u ) ’ i . k - l , 2 .......  wen (104)

j e s t  d yskre tnym  losowym jądrem V o lte rry .  W n o t a c j i  (102) 1 (104) po

w y ko rz y s ta n iu  r e l a c j i  (103) równanie (101) p rzy jm ie  p o sta ć

k-l
<r(tk ,Ł>) = z ( t k ,Ł>) + £  T ( t k, t l+ l, » ) # ( t  , r ( t  , « ) , » ) ,  k = l , 2 .......  wen (105)

i =o
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Otrzymane równanie je s t  d yskre tną  w ersją  losowego równania całkowego 

V o lt e r r y  2. ro d za ju  i  pozosta je  w śc is ły m  zw iązku log icznym  z równaniem 

c iąg łym  (44).

W yn ik i p o d ro z d z ia łu  są  rozszerzeniem  wyników [277-278].

3.4. ODWZOROWANIE P0INCAREG0 W NIELINIOWYCH UKŁADACH DRGAJĄCYCH

Weźmy pod uwagę n ie lin io w y  układ  d rga jący  op isan y  równaniem różniczkowym

x ( t ) = A ( t ) x ( t )  + f ( x ( t ) , t )  
„i

telR (106)

g d z ie  xslR,,, A( t JeiEdR", IR"), V telR\ f : U — » IR . Uc(R xlR . Przypuśćm y d a le j,  że

fu n kc je  A ( - )  i  f ( x ,  •), V xe[Rn, są  okresowe z usta lonym  okresem T=2ti/v  >0.

Równanie (106) można p rze p isa ć  w p o sta c i autonom icznego uk ładu  n+1 równań

różn iczkow ych, j e ż e l i  w ykorzysta  s ię  dodatkową funkc ję  zd e fin iow aną  w sposób 

na stę p u ją cy  [258,291]

6: IR1 — > I 1 , 6 ( t )  :=  e0+l,t, mod(2it) (107)

gd z ie  TT1 j e s t  jednowymiarowym torusem, 0o€ [-n ,n ] .

R y s . 3.5. Oznaczenia w problem ie dynamicznym na t o ru s ie  

F i g . 3 .5. N o tion  in  dynamie problem over to ru s

W yko rzy stu jąc  funkc ję  (107) w równaniu (106), otrzymamy

e-e , , e-e
dx

"dT
de
dt

(x,0)elR xT (108)



48 Rozdział III

U kład  równań (108) generuje  potok 0( t ) = [ x ( t ), 0( t )=i>t+0Q m od(2n)] [111,

0
158 ,258 ,291 ]. O k re ś lim y  p rze k ró j poprzeczny I  p o la  wektorowego (108) jako

:=  | (x ,0 )€ F nxT1 : 0=66)0,271] j (109)

W ersor norm alny do Z,9 w RnxT1 je s t  dany wektorem [0,1  ]T, a s tą d  wynika, że 
0

p rz e k ró j  Z j e s t  poprzeczny  w sto sunku  do p o la  wektorowego (108), ponieważ 

[ A ( 0 ) x + f ( x , 0 ) , v ] [0 ,1 ]T = i>*0.

N ie ch  e .re T 1. Powiemy, że 0ł t  wtedy i  t y lk o  wtedy, gdy 0 - t  (mod(2ji)) ł  0. 

R e la c ja  o k re ś la  zupełny, lin io w y  porządek (por. Dodatek A) w to ru s ie .  

U k ład  (108) j e s t  równoważny następującemu równaniu różniczkowemu [258]

, , , 0-e   ̂ , 0 -0   ̂ ,  , 0 -0  . 0-e  .

w  ■ M - ^ M - V 1 ) * V - ) -  » ' ' •  >*•«>
lu b  j e ś l i  wprowadzić oznaczen ia

0-0_ , , 0-0
A (0)

. , 0-0  ̂ , 0-0 \ , , 0-0 .
: = - A( - ^ J ,  x ( 0 ) : = x [ - ; r 5 . J i f ( x . 0 ) :  = - f ^ .  - j p l ) ,

rów nan ie  (110) p rzyjm uje  up roszczoną  postać  

dx
-jg- = A (0 )x  + f ( x , 0 )  , 06T

0eT

( 111 )

*J2 3*/2 2«

R y s . 3 .6. P rze k ró j  to ru sa  i  oznaczen ia  a lte rnatyw ne  

F i g . 3 .6. C ro s s - s e c t io n  and a lt e r n a t iv e  n o t io n

N iech  $ ( 0 , t ) , 0 , t s T1 oznacza m acierz fundam entalną jednorodnego uk ładu  

równań (tzn . u k ładu  (111) z f= 0 ),  o k re ś lo n ą  na A = -{(0 , t ): 0ł t ,̂ d la  k tó re j
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$ ( t ,T )= 0  V (t ,x )« A . W ykorzystu jąc p o ję c ie  m ac ierzy $ można równanie (111) 

p rze d staw ić  w p o s ta c i całkowej

.0 +271
x (0 )  = $ (0 ,0  )x (0  ) + 0 $ (e ,T ) f  ( x ( r ) , T )d r  , 02:0 (112)

0 0 Ja  0'0 0
gd z ie  d ( - )  j e s t  m iarą Haara na to ru s ie  (zw ykłą m iarą Lebesgue’ a na zb io rz e  

[0 ,2ti] , [3 72 ]).

0 0
J e ż e l i  zd e fin iow ać  odwzorowanie Po inca rego  Pg : 2 — » Z jako

H M 4  s o) - »  H ( 5- v 2ti) a ) '  §o+2n s5o) •

lub

x ( ( S - e ° ) A )  —> x ( ( 0- V 2. )/ v )  . (113)

to zauważmy, że z n a le z ie n ie  punktu s ta łe g o  o p e ra c j i Pg j e s t  równoważne z 

ok re ślen iem  27i/i>-okresowego ro zw iązan ia  równania (112), natom iast k-okresow e 

punkty s t a łe  o p e ra c j i Pg korespondują  z okresowymi rozw iązan iam i (1 1 2 ) ,k tó re

p rz e c in a ją  Z9 k razy, zanim " t r a f i ą "  w punkt sta rtow y. Problem y d rgań  ok re 

sowych są  s z e rz e j  dyskutowane w ro z d z ia le  8.



R o z d z ia ł  IV . MODELE MATEMATYCZNE SYGNAŁÓW FIZYCZNYCH

W badan iach  układów mechanicznych, a w sz c z e g ó ln o śc i w a n a l i z ie  ic h  dy

nam ik i, wprowadza s ię  pewne p o ję c ia  matematyczne, zwane modelami matematycz

nymi. Modele matematyczne um oż liw ia ją  o p is  i  a n a liz ę  z ja w isk  o ra z  obiektów  

m echanicznych w sposób  ś c i s ł y  z matematycznego punktu w idzen ia , a w konsek

w encji kon struow an ie  odpow iednich sfo rm alizow anych  t e o r i i ,  w ramach k tó rych  

z ja w isk a  te  i  o b ie k ty  są  badane. In te re su ją c y  p rze g lą d  zagadn ień  zw iązanych 

z  modelowaniem w uk ładach  mechanicznych o ra z  ob sze rną  l i t e r a t u r ę  można zna

le ź ć  w p ra cy  G ie rg ie la ,U h la  [91].

Jednym z podstawowych pojęć w ystępujących  w modelowaniu j e s t  sy g n a ł,p o r.  

r o z d z ia ł  I I .  Sygna łam i w uk ładach  mechanicznych są  np. p rz e b ie g i s i ł  wymu

sz a ją c y c h  lub  kinem atyczne oddz ia ływ an ia  innych  elementów k o n s t r u k c j i.  Czym 

na to m ia st  z punktu w id zen ia  matematyki j e s t  s y g n a ł?  O bszerną a n a l iz ę  tego 

za ga d n ie n ia  zn a le źć  można w pracach [91,257].

P rz y k ła d y  układów  m echanicznych omawiane szczegó łow o w r o z d z ia le  I I I  na

suw ają m yśl o p o d z ia le  w sz y stk ic h  sygnałów  (n ie  t y lk o  m echan icznych ), z j a k i 

mi możemy s ię  spo tkać  w n a sze j a n a l iz ie ,  na s y g n a ły  sto ch a styczn e , zwane też 

losowymi lub  przypadkowymi 1 s y g n a ły  dete rm in istyczne . 0 wyborze typu modelu 

decyduje  w w ię k sz o śc i przypadków rodza j zagadnień, ja k ie  mają być badane za 

pomocą tego modelu.

4.1. SYGNAŁY DETERMINISTYCZNE

Przyjm iem y, że dete rm in istycznym  modelem sy g n a łu  f iz y c zn e g o  (w s z c z e g ó l

n o ś c i  m echanicznego) j e s t  rze c zyw ista  lub  ze spo lona  fu n k c ja  czasu. Przedm io

tem d a lsz y c h  rozważań będą n ie  t y le  sy g n a ły  f iz y c zn e ,  co ic h  modele matema

tyczne. Z tego też w zględu wygodnie będzie  terminem " s y g n a ł "  o k re ś la ć  n ie  

t y lk o  sy g n a ł f iz y c z n y  (m echaniczny), a le  przyporządkow any mu model matema

tyczny. Przyjm iem y zatem umowę, że p rzez p o ję c ie  sy g n a łu  d e te rm in istyczn eg o  

będziem y rozum ieć rz e c zy w is tą  lub  ze spo loną  fu n kc ję  c za su  (n ie k ie d y  także  

d y s t ry b u c ję  lu b  m iarę ).
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D a le j  zak łada  s ię  na ogół, że sy gn a ły  są  elementami pewnych p rz e s t rz e n i 

funkcyjnych , na o gó ł są  to p rze s t rz e n ie  Banacha (o g ó ln ie  p r z e s t r z e n ie  topo

lo g ic z n e ).

4 .1 .1 . S y g n a ły  c ią g łe  i  ogran iczone

Oznaczymy p rze z  C(G;Rn) (C(G;Cn)) z b ió r  w sz y stk ic h  sygnałów  c ią g ły c h  i  

o g ran iczon ych  o k re ś lo n ych  na G o w arto śc ia ch  w Rn (Cn). P rze z  CQ(G;Rn) 

oznaczymy z b ió r  w sz y stk ic h  sygnałów  c ią g ły c h  xeC(G;Rn) ta k ich , że V e>0 

i s t n ie j e  z b ió r  zw arty FcG, d la  k tó rego  |x(t)|<e  V t e F '. P rze z  C^tG-.R11) 

oznaczać będziemy z b ió r  w sz y stk ich  sygnałów  c ią g ły c h  X€C(G;Rn), d la  k tó rych  

i s t n ie j e  z b ió r  zw arty  FcG ta k l. ż e  x ( t ) = 0  V t e F '.  P rz e s t rz e ń  C nazywamy 

p r z e s t r z e n ią  fu n k c j i  o n o śn iku  zwartym. A n a lo g ic z n ie  określam y p rz e s t rz e n ie  

sygnałów  ze spo lonych  CQ(G;Cn) o raz C ^ fG jC ").

T o po log ię  z b ie ż n o śc i jedno sta jne j wprowadzamy d e f in iu ją c  normę w p rz e s 

t r z e n i  C (G;Rn) w n a stępu ją cy  sposób

l|x( • )||u :=  suptgc lx (t )|  (1)

O czyw iste  j e s t  zaw ie ran ie  C (G;Rn)cC (G;Rn)cC(G ;Rn) , ponadto C (G;Rn)
00  0  00

j e s t  gęstym  podzbiorem  p rz e s t rz e n i Co(G;Rn). J e ż e l i  G j e s t  g rupą  zwartą, to

Co (G;Rn)=C(G;Rn), a le  j e ż e l i  G je s t  lo k a ln ie  zwarta, k tó ra  n ie  j e s t  zwarta,

to wówczas Co (G;Rn)*C (G ;R n) [36 ,315,357,372].

N iech  AcG będz ie  dowolnym podzbiorem lzga. G. J e ż e l i  n o śn ik  sy g n a łu  x,

su pp (x )cA  i  z a le ż y  nam na w yróżn ien iu  tego fa k tu  w te k śc ie ,  to  p iszem y

C (A ;Rn ), C (A;Rn), C (A; Rn) etc.
0 00

P rze z  8(G;IRn) oznaczać będziemy p rze s trz e ń  sygnałów  og ran iczon ych  z 

normą o k re ś lo n ą  re la c ją  (1 ) [36,315,357 ,372 ].

P rze z  BQ(G;Rn) oznaczymy podzb ió r w sz y stk ic h  sygnałów  og ran iczonych  

xeB (G ;Rn) ta k ich , że V e>0 3 z b ió r  zw arty FcG, d la  k tó re go  | x (t)| < c  V te F '.  

Będziemy w takim  przypadku w up ro szcze n iu  mówić, że sy g n a ł x ( t )  — > 0 p rzy  

" t — » co".

4 .1 .2 . S y g n a ły  o o g ran iczo n e j e n e rg i i

P r z e s t r z e n ią  sygnałów  LP(G;Rn) , lsp<oo, nazywać będziemy z b ió r  w sz y stk ic h  

m ie rza ln ych  fu n k c j i  x o k re ś lo n ych  na lzga. G, o w a rto śc ia c h  w Rn, p o s ia 

d a jących  w ła sność

II x ( ' ) IL P :=  [ I x ( t ) |pfi(d t)<  », (2)
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a ||x(- ) || normą sy g n a łu  x. P rze s t rz e ń  L2(G;IRn ) nazywać będziemy p r z e s 

t r z e n ią  sygnałów  o skończonej e n e rg i i,  a w ie lk o ść  ||x(-)||22 e n e rg ią  s y g n a łu  x. 

J e ż e l i  G j e s t  g rupą  d ysk re tną , to  zachodzi izom orfizm  L  (G;Rn ) s l  (IRn),

g d z ie  l 2 oznacza  p rz e s t rz e ń  ciągów  x = ^ x ^  ta k ich , że ||x|| 2:=£|x |2< ». J e ż e l i
" l n

supp(x)cAcG , to  p iszem y LP(A; IRn) , por. [6 3 -6 4 ,7 0 ,7 7 ,87 ,2 07 ,3 72 -3 7 3 ].

P rze z  L°°(G;Rn) oznaczymy p rze s t rz e ń  sygnałów  i s t o t n ie  o g ran iczonych , tzn. 

p o s ia d a ją c y c h  taką  w łasność, że

j i-e ss  sup ig c | x (t)  |: = inf-joceR1: ałO, fi-{ teG: |x( t ) | >a}-=0 }■ < m (3)

Normę w p rz e s t r z e n i  L°°CG; IRn) oznaczać będziemy

| | |x( -) | | | :=  ł i- e s s  suptg c|x(t)|  (4 )

P r z e s t r z e n ie  L p(G;Rn) d la  V p ł l  są  p rze strze n ia m i Banacha [6 4 ,70 ,315 ].

4 .1 .3 .  S y g n a ły  okresowe

2
W o d ró żn ie n iu  od podanych o k re ś le ń  sygnałów  c ią g ły c h  i  k la s y  L  , n ie  j e s t  

łatw o podać d e f in ic j ę  sy g n a łu  okresowego, k tó ra  b y łab y  zgodna z k la sy c zn ą , 

np. d la  G = R1.

N iech  G będz ie  l z g a . , H pewną domkniętą normalną podgrupą w G.

Sygn a ł f  (ew entua ln ie  o w a rto śc ia c h  ze sp o lo n yc h ), o k re ś lo n y  na G, nazwiemy 

okresowym (H-okresowym), j e ż e l i  j e s t  s t a ł y  na warstwach G względem H, tzn. 

f ( g + h )  = f ( g )  V geG, heH. Sy g n a ł ten można p rzed staw ić  w p o s ta c i ? ° " H. g d z ie  

f  j e s t  fu n k c ją  o k re ś lo n ą  na G/H i  "o "  oznacza zw ykłe z ło ż e n ie ' odwzorowań. 

Funkc ja  f  j e s t  c ią g ła  wtedy i  t y lk o  wtedy, gdy f  j e s t  c ią g ła  [207].

W d a lsz y c h  rozw ażan iach  przyjm iemy, że H je s t  podgrupą d y sk re tn ą  o ra z  że 

G/H j e s t  g rupą  zwartą.

Można wprowadzić s y g n a ły  okresowe in acze j. Nazwiemy element reG okresem 

sy g n a łu  (ze spo lonego ) f  o k re ś lo n ego  na G, j e ż e l i  f ( g + r ) = f ( g )  d la  fi-p raw ie  

w sz y s t k ic h  g€G. Dowodzi s ię ,  że każdy o k re s  sy g n a łu  gene ru je  dom kniętą pod

grupę H w G i  fu n k c ja  f  pokrywa s ię  (i-praw ie w szędzie  z fu n k c ją  f  °n  , g d z ie
1 H

f  ̂  o k re ś la  fu n kc ję  o k re ś lo n ą  na G/H [199].

PRZYKŁAD 4. 1. K o n stru k c ja  sy g n a łu  okresowego naw iązuje  do k la sy c z n e j  

d e f i n i c j i  fu n k c j i  okresow ej na o s i  rze c zyw iste j,  n ie ch  je j  o k re s  w ynosi t . 

R ze c zyw iśc ie  n ie c h  G = r \ h  = t Z ^ t  e R*. Zauważmy, że
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g d z ie  TX j e s t  m u lt ip lik a tyw n ą  grupą l ic z b  zespo lonych. Co w ięce j

r ’/t z 1 = j t :  t e [ t o . t o+ r ] ,  T6R‘ , t oe R1}

k tó ra  j e s t  addytywną grupą l ic z b  rze czyw istych  ze z b io ru  ^tQ, t Q+ r j  z 

ope racją  grupową dodawania m od(r). ■

Oznaczmy p rze z  L2 (G;Rn) z b ió r  H-okresowych, m ie rza ln ych  sygnałów  

rze c zyw isty c h  f,  o w a rto śc ia c h  w Rn,o k re ś lo n ych  na G, ta k ic h  że

I K ^ I I l 2 : = 7 T f i W J  l ? c t ) | 2M l(d t) < »  (5)
H I C/H

gd z ie  f  = f ° " H- Łatwo zauważyć,że tak ok re ś lon a  p rze strz e ń  j e s t  p rz e s t rz e n ią

H ilb e rta .  Będziemy p is a ć  w u p ro szcze n iu  L2 (G;Rn)=L2 (G/H;Rn) i  fi =fi, j e ż e l iH 1
n ie  prow adzi to  do nieporozum ień, o jaką  podgrupę H chodzi.

S iln ym  aparatem stosowanym do a n a l iz y  sygnałów  okresow ych je s t  

p rz e k sz t a łc e n ie  F o u r ie ra  c ią g łe  i d ysk re tne .C zy  podobnie e fektyw ny aparat 

można zastosow ać do a n a l iz y  fu n k c j i  H-okresowych na lzga . G?

TWIERDZENIE 4.1. Transform ata  F o u rie ra  dowolnego sy gn a łu  xeL1(G;Rn), G -  

g rupa  zw arta z m iarą  Haara n, o k re ś lo n a  w sposób na stępu jący

x ( * )  :=  |  x ( t ) x ( t ) j i ( d t )  *eG (6)
c A

j e s t  fu n k c ją  c ią g łą  o k re ś lo n ą  na g ru p ie  dua lnej G i  "dąży  w n ie sk o ń c z o n o śc i"  

do zera, tzn. j e s t  elementem p rz e s t rz e n i CQ(G;Rn), j e ż e l i  t y lk o  G n ie  je s t  

d y sk re tna . Ponadto

( i )  c h a ra k te ry  g rupy G stanow ią  uk ład  ortonorm alny;
a

( i i )  j e ż e l i  xeL2 (G;Rn), to x ( - )  = £  a i  ponadto
k = l

II x M | | 22 = [  |a |2 , gd z ie  a = i - J  X ( t ) x ( t )| i(d t ) ,  V *  eG
L (G;R ) k = l  ^  J G

( i i i )  j e ż e l i  x€C(G;(Rn), to  x  j e s t  g ra n ic ą  c ią gu  fu n k c j i  -{x (• ) J- p o s ta c in

x ( t )  = [ a ' nV " ' ( t )
A  k k

zb ieżnego  je d n o sta jn ie  na G ,p rzy  czym cha rak te ry  ( • ) w ystępujące w

tyc h  sumach w ystępują  też e x p l ic i t e  w sze regu  F o u r ie ra  ) a x  •L  k k

Dowód. P a t rz  [1 11 ,207 ,372 -373 ].«

Cytowane tw ie rd zen ie  j e s t  odpowiednikiem  znanego w te chn ice  

tw ie rd ze n ia  R ie s z a -F is c h e ra  [131,138]. Wynik ten j e s t  sze ro ko  w ykorzystyw any 

w a n a l iz ie  sygnałów  okresowych w układach dynamicznych.
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4 .1 .4 . S y g n a ły  p raw ie  okresowe

N iech  CAP(G;IRn ) oznacza  z b ió r  sygnałów  praw ie okresow ych (spo. ) w se n s ie  

Bohra o k re ś lo n y c h  na G,o w a rto śc ia c h  rzeczyw istych . W z b io rz e  spo. CAP(G;IRn) 

w yróżnim y p o d zb ió r  T rig (G ;IRn) wielomianów trygonom etrycznych, t j .  fu n k c j i  

p o s ta c i
n,

x ( t )  = ) a x  ( t )  , teG, a eCn, x  eG (7)L k k k k
k = - n

a ponieważ w za sto sow an iach  In te re su ją  nas g łów n ie  fu n k c je  rze czyw iste , 

założym y, że c h a ra k te ry  są  tak  ponumerowane,że * k= X_ k i  a k= a - k '

TWIERDZENIE 4.2. P rz e s t rz e ń  T r ig (G ;R n) je s t  g ę s ta  w CAP(G;Rn).

Dowód. P a t rz  [1 1 1 ,3 57 ,3 7 2 -3 7 3 ].«

N iech  (Gb, i 0 )-kom paktyf ik a c ja  Bohra grupy G. D la  każdego spo. f€CAP(G;IR ) 

i s t n ie j e  taka  fu n k c ja  feC (G B; Rn) , że f = f ° i B- Na zb io rz e  spo. CAP(G;Rn) o k re ś 

lo n y  j e s t  fu n k c jo n a ł n ie zm ie n n iczy  IM( * ) ,  zwany czasem w a r to śc ią  ś re d n ią  spo. 

W artość ś re d n ią  spo. feCAP(G ;Rn) oznaczać będziemy p rze z  W (f):

M ( f ( - ) )  :=  f ( t ) n ( d t )  (8)
b '  j G

b

LEMAT 4 .3. N iech  lz g a  G będzie  p r z e l ic z a ln ie  zwarta. Wówczas i s t n ie j e  

c ią g  ]G  k  n = l , 2 , 3 , . . . .  w G sp e łn ia ją c y  warunki:
n

( i )  każdy  z b ió r  G j e s t  otw arty  i  jego dom knięcie j e s t  zwarte;

(11) G c G c G c ........... c G c
1 2  3 n

( l i i )  U G = G;

M ((tG  )n G ')
( i v )  lim   n = 0, V teG [111 ,372-373]. ■

n  — >oo / i l b  )
n

Można udowodnić [372], że d la  c ią g u  -{G sp e łn ia ją ce g o  w arunki lem atu 4 .3

M ( f ( - ) )  = lim ^  J  f ( t ) f i( d t )  V feCAP (G ;R ") (9)
n G

n

PRZYKŁAD 4.2. N iech  G=Rn. Oznaczmy ST:=^xeRn: | x J s T , k = l , 2  n}-. Wówczas

można udowodnić, że d la  V feCAP(Rn;Rn) zachodzi

IM(f ( - ) )  = lim  ---- -—  f  f ( x )n (d x )  (10)
T ^ °  (2T )n J BłST

gdzie granica istnieje jednostajnie ze względu na s [357].»
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PRZYKŁAD 4 .3. W lin iow ym  zb io rze  T r ig (G ;R n) w ielom ianów trygonom etrycz

nych wprowadzimy normę

i k C IB: - #,( i x ( - ) i2)

Można pokazać,że  d la  każdego w ielom ianu trygonom etrycznego x p o s ta c i (7) 

zachodzi równość

n < „  ■ i  w *  <i21
k = - n

Z b ió r  w ielom ianów  trygonom etrycznych p o sta c i (7) z normą (11) stanow i 

p rz e s t rz e ń  l in io w ą  unormowaną. U zupe łn ien ie  te j  p r z e s t r z e n i  (w se n s ie  

z b ie ż n o śc i względem normy (1 1 ))  nazwiemy p rz e s t r z e n ią  sygna łów  prawie 

okresowych w s e n s ie  B e s ic o v it c h a  i  będziemy oznaczać BZ(G;Rn) [138 ,357 ]. ■

O gó ln ie  p r z e s t r z e n ią  B e s ic o v itc h a  Bp(G;Rn), ls p so  nazwiemy p rze strz e ń  

Lp(GB;Rn). Norma w p rz e s t r z e n i  Bp(G;Rn) je s t  o k re ś lo n a  wzorem

11 f  ( *) 11 Pp: = W (|f ( ' ) | P) = J |f (x) |PM(dx), d la  lsp < »  (13)

B CB

D la  p=» normę o k re ś la  s ię  in a cze j

||f(-)|| m :=  H -e ss  s u p ^  | f(x)|  (14)
B B

Bp(G;Rn) j e s t  p r z e s t r z e n ią  Banacha z normą (13 -14 ). Można utożsam iać

p rze s t rz e ń  spo. CAP(G;Rn) z p rz e s t rz e n ią  sygnałów  c ią g ły c h  C(GB;Rn), więc

na tu ra ln e  je s t ,  że CAP(G;Rn)cBp(G;Rn) 1 zaw ie ran ie  to j e s t  g ę ste  p rz y  p<co.

Zachodzi p rz y  tym ||f|| s||f|| . Zauważmy, że w ła sn o śc i sygnałów  z p r z e s t r z e -
b p  CAP

n i  Bp (G;Rn ) w yn ika ją  z odpow iednich w ła sn o śc i p rz e s t rz e n i LP (G ;Rn) [357].
B

Zauważmy, że B (G;Rn) j e s t  p rz e s t rz e n ią  H ilb e r ta  z iloczynem  skalarowym  

< u ( - ) , v ( - ) > b2 :=  w |<u (-), v ( - )> j  = |  <u (x ), v (x )> n (d x )  (15)

GB

P rz e k sz ta łc e n ie  F o u r ie ra -B o h ra  Ffi d e f in iu je  s ię  w n a stę pu ją cy  sposób

(F f ) ( x )  :=  M ( f (• ) i ( ■ )), V xeGo (16)
B B

Je st  ono po p ro s tu  p rzek szta łcen iem  F o u rie ra  na g ru p ie  G . D la te g o  stosowane
- I n

będzie  to  samo oznaczen ie  f= F Bf. Formuła (16) ma sens np. d la  feB  (G;R ).

Spektrum  fu n k c j i  f  nazywany j e s t  zb ió r

S p ( f )  :=  -jXeGB: f ( * ) * 0 } .  (17)

D la  fe B 1 (G; Rn)uB2 (G; Rn) spektrum  S p ( f )  je s t  co najwyżej p r z e l ic z a ln e .  D latego  

p rz e k sz t a łc e n ie  F o u r ie ra  spo. będziemy czę sto  zap isyw ać w p o s ta c i sze regu  

F o u r ie ra
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x ( t )  = a ( * ) * ( t )  (18)

g d z ie  a ( x )  = M (J (*  )x (  • )).

J e s t  on fo rm a ln ie  równoważny z szeregiem  F o u r ie ra  sygn a łu . W yp isu je  s ię  

t y lk o  s k ła d n ik i  różne  od zera. Je st  ic h  p r z e l ic z a ln ie  w ie le . Odpowiednie

ch a ra k te ry  tw orzą  tzw. widmo sygn a łu  x, S p (x )c  G.

D la  dowolnego spo. xeB1(G;Rn) zachodzi n ie rów ność

|(FBx ) ( * ) |  s  W (|x (-)| ) = ||x(- )||b i  V *eG (19)

na tom ia st d la  każdego spo. xeB2 (G;Rn) prawdziwa j e s t  równość Parsew a la

Ilx ( - ) | | 22 = [  | x (*k) | 2 (20)
» B k

g d z ie  x (*)= IM (x ( • )x ( • )) (p rze k sz ta łc e n ie  F o u r ie ra -B o h ra  spo. x ) i  sumowanie 

ro z c ią g a  s ię  na w sz y stk ie  punkty widma x  e Sp (x ). Dowody i  w ie le  innych  

szczegó łów  w m onogra fiach  [70,357,372 -373 ].

4 .1 .5 .  S y g n a ły  o og ra n ic zo n e j mocy ś re d n ie j

Rozpatrzym y te ra z  ważną k la sę  sygnałów, k tó re  będziemy nazywać sygna łam i 

o o g ra n ic zo n e j  mocy ś re d n ie j  d la  p od k re ś le n ia  f iz y c z n e j  in t e r p r e t a c j i.  N iech 

^  b ęd z ie  c ią g iem  podzbiorów  G spe łn ia jącym  z a ło ż e n ia  ( i - i v )  lem atu 4.3. 

D la  fu n k c j i  x€L|oc(G;Rn), x ł 0, zde fin iu jem y

W (x ( - ) )  :=  llm ^sup  ̂ J x ( t ) n ( d t )  (21)
n G

n
Oznaczymy Mp (G;Rn), lsp<oo, z b ió r  fu n k c j i  m ie rza lnych , będący pod p rze s- 

t r z e n ią  L^oc(G;Rn), d la  k tó rych  półnorma

<x ( - ) > mp := w ||x(-)|pj 1/p < oo (22)

a p rze z  Mp (G;Rn) p od p rze strze ń  Mp(G;Rn) fu n k c j i  x, d la  k tó ry c h  < x ( - )> mp=0. W 

p r z e s t r z e n i  ilo ra zo w e j

B ^ G iR " )  :=  Mp(G;Rn)/Mp(G;Rn) (23)

półnorm a (22) gene ru je  normę. Można udowodnić, że Bp (G;Rn ) j e s t  p r z e s t r z e n ią  

Banacha. W p r z e s t r z e n i  BZ(G;Rn) można wprowadzić p o ję c ie  p se u d o ilo czyn u  

ska la row ego

< x ( - ) , y ( - ) > B2 :=  W ^ < x ( - ) ,y ( - )> j .  x ,ye B 2 (G) (24)

R e la c ja  (24) n ie  o k re ś la  i lo c z y n u  skalarowego, ponieważ n ie  j e s t  lin iow a .

Modele matematyczne sygnałów fizycznych 57

P rz e s t rz e ń  spo. Bp(G;Rn) je s t  p od p rze strze n ią  Bp (G;Rn), d la  l£p<to. 

P o ję c ie  p se u d o ilo czyn u  skalarow ego p rze n o s i s ię  w ięc rów nież na spo. z 

p r z e s t r z e n i  B2 (G;Rn), ponieważ na zb io rze  Bp(G;Rn ), lsp<co, I s t n ie j e  g ra n ic a

lijn^ ^ |  x ( t ) f i(d t ) ,  V xeBp(G) (25)
n G

n
równa, oc zyw iśc ie , g ra n ic y  gó rne j (21).

J e ż e l i  dwa sy g n a ły  rze czyw iste  x,yeB2 (G;Rn) , to  możemy je  z a p isa ć  w 

p o s ta c i ic h  szeregów  F ou rie ra -B o h ra

x ( t )  = £  xk* k ( t ), y ( t )  = ^  teG (26)
k k

a ch a ra k te ry  ^ 6 S p (x )u S p (y )  można tak ponumerować (z b ió r  p r z e l ic z a ln y ) ,  że

k> xk=x k ' y k=y  k’ ze wzg l ^ u na rze c zyw isto ść  sygnałów. I lo c z y n  s k a la -  

rowy (24) p rzy jm ie  wtedy postać

< x ( - ) , y ( - ) > B2 = W ^<x(-),y ( • ) > ! = [  xkyk = xoyQ+ 2Re| £  xky j  (27)

Z r e l a c j i  te j  będziemy czę sto  ko rzystać.

4.2. SYGNAŁY STOCHASTYCZNE

Proce s  s to c h a sty c zn y  ok re ś lo n y  w 1.2 przyjm iemy jako  model s to ch a styczn y  

losow ych sygnałów  f izyc zn ych , w ięc p rocesy  s to ch a styczn e  będziemy d a le j  

nazywać po p ro s tu  sygna łam i stochastycznym i.

S y g n a ły  sto ch a sty c zn e  można k la sy f iko w ać  w ró żny  sposób, w z a le ż n o śc i od 

p rz y ję te g o  k ry te r iu m  k la s y f ik a c j i .  Na ogó ł nadrzędne j e s t  k ry te r iu m  oparte  

na " s t r u k t u r z e "  czasowej sygna łu  stochastycznego, mówiąc in a cze j, zw iązane z 

typem z b io ru  o k re ś lo n o ś c i G.

J e ż e l i  G=R1, tzn. cza s je s t  elementem o s i  rz e c zy w is te j  lu b  n a le ż y  do 

p od zb io ru  te j  o s i ,  to  sy gn a ł nazywany je s t  sygnałem  z czasem ciąg łym . J e ż e l i  

G=Z1 lub  G=rZ1,TeR1, tzn. cza s je s t  elementem p rz e lic z a ln e g o  z b io ru  punktów 

o s i  r z e c z y w is te j  (jednakowo od s ie b ie  o d le g ły ch  na o s i  cza su ), to  sygn a ł 

nazywamy sygnałem  z czasem dyskretnym. Czasem mówimy o sy gn a le  dyskretnym , 

j e ż e l i  g rupa  G j e s t  dyskre tna.

D ru g ie  k ry te r iu m  k la s y f ik a c j i  dotyczy  " s t r u k t u r y  am plitudow ej" sy gn a łu  

s to ch a sty c zn e go ,b ę d z ie  w ięc ono związane z typem zm iennych losow ych będących 

w arto śc iam i s y g n a łu  stochastycznego , charakterem  zm iennośc i w c z a s ie  i  w ła s

no śc iam i energetycznym i.



58 Rozdział IV

Ponieważ p r z y ję c ie  koncepcji, że czas j e s t  elementem grupy, e lim in u je  

k o n ie c zn o ść  r o z ró ż n ia n ia  sygnałów  ze względu na p ie rw sze  k ry te r iu m , skoncen

tru jem y s ię  na w ła sn o śc ia ch  "am plitudow ych".

4 .2 .1 . S y g n a ły  c ią g łe  i  og ran iczone

P o ję c ie  c ią g ł o ś c i  może być wprowadzone d la  sy g n a łu  stocha stycznego , 

o k re ś lo n e g o  na g ru p ie , na k i l k a  różnych  sposobów, podobnie ja k  to  s ię  d z ie je  

d la  sygna łów  s to ch a sty c zn yc h  z czasem ciąg łym  i  dyskretnym . Fakt ten  w ynika 

z tego, że zb ie żn o ść  w zb io rz e  zmiennych losowych może być zde fin iow ana  na 

k i l k a  sposobów. N a jc z ę śc ie j  wprowadza s ię  zb ieżno ść  według m iary, z prawdo

podobieństwem 1 (mod (P ))  lub  w se n s ie  średnim. Porównanie ró żnych  rodzajów  

z b ie ż n o ś c i można zn a le źć  np. w [92 ,94 ,295 ,318 ].

P o n iż e j  skoncentrujem y s ię  na w yko rzy stan iu  p o ję c ia  z b ie ż n o śc i w se n s ie  

średnim . Oznaczymy p rze z  C(G; Lp(f i,g ,P ;R n) ) (a n a lo g ic z n ie  C(G; Lp (n, g, P; Cn) ) 

o ra z  C(G; LP (Q, g, P; .2(Rn,Rn ) )) z b ió r  w sz y stk ich  sygnałów  sto ch a styczn ych  

ę (t,Ł>), teG.uen, c ią g ły c h  i  o g ran iczonych  w se n s ie  p -średn im , p s i ,  o w arto ś

c ia c h  w LP (Q, 3 , P;IRn) (Lp(n ,g ,P ;C n) lub  LP(C2, 5 ,P; 2(IRn,Rn) ) odpow iedn io).

T o p o lo g ię  z b ie ż n o śc i je d n o sta jn e j wprowadzamy d e f in iu ją c  normę w p rz e s 

t r z e n i  C (G ;Lp (f i,g ,P ;R n)),  p Ł l, w na stępu jący  sposób

I M '«  '  )HC (G ;Lp(n, g ,P ;R n)) : = suPteGHx ( t - “ ’Hp (28)

Wprowadzone s y g n a ły  z p rz e s t rz e n i C(G; LP(C2, g, P; Rn) ) nazywa s ię  sygnałam i 

c ią g ły m i i  ogran iczonym i w se n s ie  p-średnlm , a w p rzypadku  gdy p=2, będziemy 

mówić po p ro s tu  o c ią g ło ś c i  średniokw adratow ej.

P rze z  Cq (G; L p (S2, g, P; Rn) ) oznaczymy z b ió r  w sz y s tk ic h  sygnałów  s to c h a s 

tycznych  £eC(G; Lp (fi, g, P; Rn) ) ta k ich , że V e>0 i s t n ie j e  z b ió r  zw arty  FcG, d la  

k tó re g o  iię( t , •) II <e V t e F '. P rzez  C (G; Lp (£2, g, P; Rn) ) oznaczać będziemyp 00
z b ió r  w sz y s t k ic h  sygnałów  sto ch a styczn ych  £eC(G ;LP (Q, g, P; Rn) ), d la  k tó rych  

i s t n ie j e  z b ió r  zw arty  FcG ta k i,  że ę ( t ,u )= 0  V teF ',m od (P ).  P rz e s t rz e ń  C
00

nazywamy p r z e s t r z e n ią  sygnałów  p -te go  rzędu o n o śn ik u  zwartym mod(P).

Podobn ie  ja k  w przypadku determ in istycznym  zachodzi zaw ie ran ie

Coo(G ;Lp (n,g,P ;IRn)) C Cq (G; Lp(f2, g, P; Rn) ) c C(G; Lp (£2, g, P; Rn) ) 

ponadto Coo(G ;Lp(£2, g ,P ;R n) j e s t  gęstym  podzbiorem  p rz e s t r z e n i 

Co (G ;Lp (n ,g ,P ;R n)). J e ż e l i  G je s t  grupą zwartą, to  Cq (.G-, Lp (n, g, P; Rn) ) =

C(G; L p(£2, g, P; IRn ) ), a le  j e ż e l i  G j e s t  lo k a ln ie  zwarta, k tó ra  n ie  j e s t  zwarta, 

to  wówczas Co (G ;Lp (Q ,g ,P ;R n)) *  C(G; LP(Q, g, P; Rn) ).
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P rze z  8 (G ;L P (Q, g ,P ;R n) )=8p(G;Rn), pa l, oznaczymy p rz e s t rz e ń  sygnałów  

og ran iczo n ych  w s e n s ie  p -średn im  z normą (28).

P rze z  8o (G ;Lp(n ,g ,P ;R n))= 8 p(G;Rn), p i l ,  oznaczymy p odzb ió r w sz y stk ich  

sygnałów  og ran iczon ych  w se n s ie  p -średn im  xe8p(G;Rn) ta k ic h ,ż e  V e>0 3 z b ió r  

zw arty FcG, d la  k tó re go  ||x(t)|| <e V t s F ' . Będziemy w takim  przypadku w 

u p ro szc z e n iu  mówić, że sy gn a ł l. i.m . x ( t )  = 0 p rz y  " t — » a>".

J e ż e l i  su pp (x )cA  i  z a le ży  nam na w yróżn ien iu  tego fa k tu  w te k śc ie ,  to 

p iszem y C(A; Lp(£2, g, P; Rn) ) etc. W ięcej in fo rm a c ji c z y t e ln ik  zn a jd z ie  w pracach 

[2 0 -2 2 ,3 6 ,3 1 4 -3 1 5 ].

W podobny sposób  będziemy rozumieć p rz e s t rz e n ie  sygnałów  c ią g ły c h  o 

w a rto śc ia c h  w Lp(n, g, P; Cn) , C(G; Lp(fl, g, P; JC(Rn, Rn) ) d la  lsp s» ,  etc.

Podobnie  ja k  w przypadku determ in istycznym , wśród sygnałów  sto c h a sty c z 

nych, w ystępujących  w układach dynamicznych, w yróżn ić  można tzw. " s t a n  

u s ta lo n y "  i  " s t a n  p rze jśc io w y ",  k tó ry  ch a rak te ryzu je  s ię  procesem dążącym do 

ze ra  p rz y  " t — » <»", p rz y  czym zb ieżno ść  można rozum ieć na w ie le  sposobów. W 

w ie lu  p rzypadkach  in te re su je  nas ty lk o  stan  u sta lo n y . S y g n a ły  z p rz e s t rz e n i 

Cq (G; L 2 (Q, g, P; Rn) ) i  8 q (G; Lp(fi, g, P; Rn) ) p o s iad a ją  in te re su ją c ą  nas in t e r 

p re ta c ję  f iz y k a ln ą ,  są  to sygna ły , k tó re  "dążą  do ze ra  w se n s ie  średnim  p rzy  

t — > O sta tn ie  stw ie rd ze n ie  je s t ,o c z y w iś c ie  ś c i s ł e , t y l k o  d la  grup  lin iow o  

uporządkowanych (p a trz  Dodatek A).

Podzie lm y p rz e s t rz e ń  C(G; L2 (fi,g,P; Rn) ) na ro z łą c zn e  k la s y  równoważności 

w t a k i  sposób, że dwa sy g n a ły  s to cha styczne  f^eCtG ;LZ(Q, g ,P ;R n) ) będą 

n a le żeć  do te j  samej k la s y  wtedy i  ty lk o  wtedy, gdy £ eC (G; L2 (£2, g, P; Rn) ). 

Z b ió r  tak  wprowadzonych k la s  równoważności oznaczać będziemy jako  p rze strz e ń  

ilo ra zo w ą  C/Cq (G; L2 (Q, g, P; Rn) ).

In te rp re ta c ja  f iz y c z n a  tego fa k tu  j e s t  taka, że dwa sy g n a ły  £ ,ę  eC/C 

będziemy uważać za jednakowe, j e ż e l i  rep re zen tu ją  ten sam " s t a n  u s ta lo n y  w 

se n s ie  średn im ".

W podobny sposób  można wprowadzić p rz e s t rz e n ie  ilo razow e  sygnałów  

c ią g ły c h  C/Cq (G; L p(n, g, P; Cn) ) o w arto śc ia ch  w Lp (n, g ,P ;C n) d la  lsp<co.
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4 .2 .2 .  S y g n a ły  o skończonej ś re d n ie j  e n e rg i i

Oznaczymy p rze z  L r ,q (G;IRn) = L r (G; Lq (fi, g,P ; Rn) ), lsr,q<a> p rz e s t rz e ń  mie

r z a ln y c h  sygna łów  sto ch a styczn ych  £ (t ,  O . t e G  o w a rto śc ia c h  w p r z e s t r z e n i  

f u n k c j i  losow ych Lq (£2, 5, P; Rn) , d la  k tó rych

l l«t -.*> llpq ( [ |K < t .« ) | lV ( d t ) ] l 'q < «  (29)
L ’ (C) '  ■'O '

P rz e s t r z e n ie  L r ,q (G;Rn) bywają nazywane p rze s trz e n ia m i z m ieszaną normą.

D a le j  używamy sk róco n e j n o ta c j i

IK ( -. - )| | r q :=  ||€(-.-)||Lr . , (c) (30)

W przypadku  gdy r=q=2, mamy do c z y n ie n ia  z p r z e s t r z e n ią  H ilb e rta .  N iech

Ę,V eL2,2(G;Rn). W tym przypadku p iszem y również

<€ (• .• ).» » (• ,• )>  := < ? ( * ,  •),!)(•. •)> : = [  E [< ę (t.w ),T )(t,w )> ]/ i(d t) (31)
L * (G) G * >

d la  o znaczen ia  i lo c z y n u  skalarow ego w p r z e s t r z e n i L  ’ (G;Rn ).

Będziemy mówić, że sy g n a ły  s to ch a styczn e  na le żące  do p r z e s t r z e n i

L 2,2(G;IRn) p o s ia d a ją  skończoną e n e rg ię  średn ią .

4 .2 .3 .  S y g n a ły  s ta c jo n a rn e

S y g n a ły  s to ch a styczn e  sta c jo n a rn e  zajm ują bardzo ważne m ie jsce  w z a s to -  

waniach. Z tego powodu zajmiemy s ię  n im i b a rd z ie j  szczegółow o.

D EF IN IC JA  4.1. S y g n a ł s to ch a sty c zn y  ę ( t ,u ) ,  teG, ueQ, nazwiemy sygnałem

stacjonarnym  w ś c is ły m  se n s ie ,  j e ż e l i  V k e Z \x e G  d y st ry b u a n ty  s y g n a łu  £ ( t ,  •)

i  s y g n a łu  £ ( t + r ,  •) są  so b ie  równe V t , t  t eG, x  , x ^ , . . . , x  eRn, tzn.
1 2 k  1 2 k

F (x ,x  ......... x ) = F (x  , x ........,x  ) .■
t  , t  , . . . , t  1 2 k  t  + T , t  + T  t  +T  1 2  k1 2 k  1 2 k

Warunek ś c i s ł e j  s ta c jo n a rn o śc i j e s t  zazw yczaj warunkiem zbyt s iln ym  w 

o d n ie s ie n iu  do sygnałów  o praktycznym  znaczen iu . B a rd z ie j  p ra k tyczne

zn acze n ie  ma p o ję c ie  s ta c jo n a rn o śc i w szerszym  se n s ie .

D EF IN IC JA  4.2. Sygn a ł s to ch a sty c zn y  ę (t ,w ), teG,ueQ, o w a rto śc ia c h  w Rn 

nazwiemy stacjonarnym  w szerszym  se n s ie , j e ż e l i

( i )  E ę ( t , •) = con st, V teG;

( i i )  £ ( t ,  • )€L2 (n ,g ,P ;R n), V t€G;

( i i i )  R ^ ( t , s )  = R ( t - s ) ,  V t,se G  .g d z ie  ReC(G; J?(Rn,Rn) ) [ 107, 118,126]. ■
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Każdy sy g n a ł sto ch a sty c zn y  £ ( t , u ) , teG, Ł>eQ, s ta c jo n a rn y  w szerszym  se n s ie  

p o s iad a  rep re zen tac ję  sp e k tra ln ą  p o s ta c i

€ ( t , u )  = f  x ( t )< (d x ) ,  V teG (32)
G

g d z ie  £  j e s t  m iarą  losową, tzw. procesem spektra lnym  p rocesu  £,

E ^ (d x )C * ( d z ) j  = F? (dx), t r ^ ( G ) j <  »  (33)

Z d ru g ie j  strony,pon iew aż  R j e s t  fu n kc ją  dodatn io  ok re śloną , w ięc na p od sta 

w ie tw ie rd ze n ia  W eila  [207] zachodzi r e la c ja

R ( t )  = f  x ( t ) F ? (dx) , V teG (34)

e n c
M ia ra  F o w a rto śc ia c h  z £ (R n ,Rn ) j e s t  o k re ś lo n a  jednoznaczn ie  p rzez funkcję  

R 1 j e s t  nazywana m iarą sp e k tra ln ą  p rocesu  ę [94 ,107,118 ,299 ].

B a rd z ie j  zaawansowana a n a liz a  układów dynam icznych z procesam i s t a c jo 

narnym i w szerszym  se n s ie  j e s t  zawarta w dodatku C.

4. 2. 4. S y g n a ły  okresowe

N iech  ę(t,Ł>), teG, ueQ będzie  procesem stochastycznym  m ierzalnym  i  o ś rod 

kowym o w a rto śc ia c h  w Rn.

DEF IN IC JA  4.3. Sygna ł s to ch a styczn y  £ ( t , u ) , teG,uefi nazwiemy H-okresowym 

w s iln ym  se n s ie ,  j e ż e l i  V k e Z * , ^ , ^ .......^k6^ ’ X i ’ X2 Xk6Rn ^un*ccJe zmien

ne j reG

F |x , x  x ] (35)
t  + T , t  * r , . . . , t  +t |  i  2 k!

1 2 k v '
są  funkcjam i H-okresowym i. ■

PRZYKŁAD 4.4. N iech  G=R1, H=tZ1, re R 1, teG, wówczas sy g n a ły  

ę (t ,w )=  co s^  |t)^ g ( t ,  u )=co s^  ) +T)( te<J, ueC2 (36)

g d z ie  i? j e s t  procesem stacjonarnym , są  sygnałam i T-okresowym i. ■

D e f in ic j a  4 .3  j e s t  równoważna poniższym  defin ic jom .
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D EF IN IC JA  4.4. S y gn a ł ę ( t , u ) ,  teG.ueB nazwiemy H-okresowym w s iln ym  

se n s ie ,  j e ż e l i  V re Z 1, t , t  t eG i  dowolnych zb io rów  b o re lo w sk ich♦ 1 2  r
A , A  A eg(IRn) fu n kc je1 2  r

p {ę ( t  +x,w )eA ,ę ( t  +x,u>)eA  ,ę ( t  +x,u )eA  i  (37)I I  1 2  2 r r I
są  H -okresowe ze w zględu na zmienną T. ■

D EF IN IC JA  4.5. S y g n a ł ę ( t , u ) , teG, oeQ nazwiemy H-okresowym w s iln ym

se n s ie ,  j e ż e l i  V r e Z * , t  , t  t^eG i  dowolnej c ią g łe j  1 o g ra n ic zo n e j

fu n k c j i  f  o k re ś lo n e j  na Rn funkcje

E ^ f  ̂ ( t ^ r . w l . ę d n , « ) ..........ę ( t r + T ,u )jj  (38)

są  H-okresowe ze w zględu na zmienną t . ■

J e ż e l i  V teG i s t n ie j e  w artość  oczekiwana m̂  (t  )=Eę (t, w ) , to  m ( t )  j e s t  

fu n k c ją  H-okresową. J e ż e l i  i s t n ie j ą  momenty

( k k k \
? ( t  ,« )  ‘ę ( t  ,w) 2. . . . ? ( t  , u )  r (39)

1 2  r i
to  fu n kc je

i* . ( t  +x, t +x  t +t ) (40)k1>k2 kr 1 2  r
s ą  H-okresowe ze w zględu na zmienną t .

DEF IN IC JA  4.6. S y g n a ły  s to ch a styczn e  ( t ,« )^ ,  teG,o>en, d la  k = l,2 ,  ..,m , 

nazwiemy H -p e r io d y c zn ie  zw iązanym i w s iln ym  se n s ie , J e ż e l i  V n . n  n eZ+p
. 1 . 1  , m _ 1 1  m _n _ , ,
t  , t    t eG, x , x  x elR funkc ja1 2  n i 2 n Jm m

p {e  ( t ’ +T,w )<x‘ ,ę I ( t ‘ + T ,« )< x ! ....................C (t "+ r ,w )< x *  ę ( t B + t ,  u )< x m 1 (41)
1 1 1  1 1 2  2  m l  1 m n  nv r a m 7

j e s t  H -okresow ą fu n k c ją  zm iennej xeG. ■

Warunek ś c i s ł e j  ok re sow ośc i j e s t  zazw yczaj warunkiem zbyt s iln y m  w od

n ie s ie n iu  do sygna łów  o praktycznym  znaczeniu. B a rd z ie j  p ra k tyczn e  znaczen ie  

może m ieć p o ję c ie  ok re sow ośc i w s e n s ie  szerszym  (średn im ).

D EF IN IC JA  4.7. S y g n a ł s to c h a sty c zn y  £ (t ,w ),  teG.ueCJ o w a rto śc ia c h  w IRn 

nazwiemy H-okresowym w se n s ie  szerszym  (średn im ), j e ż e l i

( i )  ? ( t ,  O e L ^ a . g . P j R " ) ,  V teG;

( i i )  E £ ( t , •) j e s t  sygnałem  H-okresowym;
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( i i i )  m ac ie rz a u to k o re la c j i  sy gn a łu  £, tj .  R ^ ę (t+ T ,s+ x ) j e s t  H -okresową 

fu n k c ją  zm iennej xeG, V t.seG .«

D EF IN IC JA  4.8. Oznaczmy p rzez L2,2(G; !Rn)=L2 (G/H; L 2 (C2. 3, P; Rn )) z b ió r
H H

H-okresowych, m ie rza ln ych  sygnałów  stocha stycznych  2. rzędu  x, o w a rto śc ia c h  

w Rn, o k re ś lo n y c h  d la  teG.wefi, ta k ic h  że

•. * } l l V a ! — iZTETHTJ l|x(t.-)||2 M (dt) < -  (42)
L G/H

H
g d z ie  x  =  x«7tH- ■

Łatwo zauw ażyć,że tak  o k re ś lo n a  p rze strz e ń  j e s t  p r z e s t r z e n ią  H ilb e rta .

TWIERDZENIE 4 .4. T ransform ata  F o u r ie ra  dowolnej fu n k c j i  losow ej 

xeL2,2(G;IRn), G/H -  grupa zwarta, ok re ślona  w sposób n a stępu ją cy

x ( * ’ Ł)) := n(G/H) J Ł)x(fc* ). *eG  (43)

g d z ie  c a łkę  rozumiemy w s e n s ie  średniokwadratowym, je s t  fu n k c ją  c ią g łą  w

se n s ie  średnim , o k re ś lo n ą  na g ru p ie  dua lnej G i  j e s t  elementem p rz e s t rz e n i

C (G; L 2 (CJ, 3 .P :C n )),  J e ż e l i  t y lk o  G n ie  je s t  dyskre tna.
00

J e ż e l i  X€L2,2(G; IRn) , to  x(t,u>) = Y  a (w )* (t ) ,  t€G,w€Q i  ponadto 
H L k k

k = 1

II x ( - . - ) | | 22 2 - = U4)L ’ (C) k = l
1 r  -  Hg d z ie  a^(o))= -" ( g y  I * k ( t ) x ( t , u ) f i ( d t )  V R e la c ja  (43) o k re ś la  Izome-

G

t ry c zn y  izom orfizm  L 2,2(G;Rn) a 12(L2 (£2,3,P ;Cn )).

Dowód. Wynika b ezpo średn io  z  w ła sn o śc i p rz e k sz ta łc e n ia  F o u r ie ra -B o h ra  na 

k o m p a k ty f ik a c j i Bohra Gfi grupy G i  d e f in ic j i  4 .8 .«

4 .2 .5 . S y g n a ły  p raw ie  okresowe

D EF IN IC JA  4.9. S y gn a ł s to ch a styczn y  £ ( t ,u ) , teG,ueQ nazwiemy sygnałem  

praw ie  okresowym w ś c is ły m  se n s ie  j e ż e l i  V keZ*,xeG d y stryb u an ta  s y g n a łu  ?

F (x , x .......... x )
t +X,t +X t +X 1 2 k
1 2 ’ ’ k

j e s t  V t j , t 2 X 1 ,X 2  XkeRn Praw ie okresową fu n k c ją  x. ■
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Warunek ś c i s ł e j  p raw ie  okre sow ośc i j e s t  zazw yczaj warunkiem zb y t s iln ym

w o d n ie s ie n iu  do sygnałów  o praktycznym  znaczen iu . W d a lsz y c h

za sto sow an ia ch  b a rd z ie j  p raktyczne  znaczen ie  będzie  m ia ło  p o ję c ie  p raw ie

ok re sow o śc i w s e n s ie  szerszym  (p-średnim , gd z ie  p s i ) .

N iech  CAPp (G; Rn)=CAP(G;Lp (fl,3 .P ; R " ) ), PS 1, oznacza d a le j  z b ió r  sygnałów

sto c h a sty c zn y c h  p raw ie  okresow ych (sspo. ) w se n s ie  Bohra o k re ś lo n y c h  na G, o

w a r to śc ia c h  w p r z e s t r z e n i  zm iennych losowych rze c zyw isty c h  rzędu  p, p s i  por.

[357]. 0  sy g n a ła c h  sto ch a sty c zn yc h  z p rz e s t rz e n i CAPp (G;IRn ) będziemy mówić,

że są  p raw ie  okresowe w s e n s ie  szerszym  (p -średn im ). W z b io rz e  CAPp (G;Rn)

wyróżnim y p o d zb ió r  T r ig p(G;Rn)= T r ig p(G;LP(H, 3 ,P ;Rn) ) lo sow ych  wielom ianów

trygonom etrycznych, t j .  f u n k c j i  p o s ta c i 
n

x(t,Ł>) = V  a ( u ) *  ( t ) ,  teG, a €LP(£5, g .P iC '1), x  eG (45)U k k k k
k = -  n

a ponieważ w za sto sow an ia ch  in te re su ją  nas g łów n ie  fu n k c je  rze c zyw iste ,  za 

łożymy, że c h a ra k te ry  są  tak  ponumerowane, że x  =X i  a =a mod(P).
k ” k k - k

TWIERDZENIE 4 .5. P rz e s t rz e ń  T r ig p(G; LP(C2, 3, P; Rn) ), p s i , j e s t  g ę s ta  w 

CAP(G;Lp (n,3 ,P;IRn )).

Dowód. W ynika z [3 5 7 ,s . 123, d la  przypadku gdy G=R* por. rów nież [7 ] .»

D la  każdego sspo. £eCAPp (G;LP(Q, 3 .P ; R " ) ) . P - l . i s t n ie j e  t a k i  c ią g ły  

p ro c e s  s to c h a sty c z n y  6;€C(Gb; LP (Q, 3, P; Rn) ) ■ że ę = § ° iB. Na z b io rz e  sspo. 

CAPp (G;Rn) o k re ś lo n y  j e s t  losow y fu n kc jo n a ł n ie zm ienn iczy , podobny do W, 

o k re ś lo n e g o  r e la c j ą  (8 ), z tą  ró żn icą , że c a łka  o k re ś lo n a  j e s t  w p r z e s t r z e n i  

Lp(f l,3 ,P ;R n). D la  u n ik n ię c ia  wprowadzania nowych oznaczeń, będziemy używać 

tego samego ozn acze n ia  IM(•). N ie  powinno to p row adzić do n ieporozum ień.

F u n kc jon a ł ten  ( in a c z e j  w arto ść  ś re d n ia  sspo. ęeCAPp (G;Rn ) ) oznaczać 

będziemy p rze z  M (ę):

N(ę(-,fc>)) :=  -M(g ' y  J  € (t,w )M (d t ).  mod(P) (46)
B c

B

p rz y  czym ca łkow an ie  rozum iane j e s t  w se n s ie  p r z e s t r z e n i  LP (Q ,3 , P; Rn) •

LEMAT 4 .6. Można udowodnić że d la  c ią g u  -jG }• sp e łn ia ją c e g o  w arunki' n 1
lem atu 4 .3

M (ę (> ,w )) = l. i.m .  f ę ( t ,u ) ) i(d t ) ,  mod(P), V ęsCAPp (G) (47)
n —» co ) J

n G
n

Dowód. Dowód pominiemy. Por. [3 72 ,s . 546]»
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PRZYKŁAD 4. 5. N iech  G=R*. Wówczas można udowodnić, że d la  V ęeCAPp (Rl ; Rn) 

p ł l ,  zachodzi

1 rT
W (ę ( - .u ) )  = l.JLm. —i y j  ę(t,fc))M(dt), mod(P) (48)

Por. [138 ,357 ].i

PRZYKŁAD 4.6. W lin iow ym  zb io rze  T r ig 2 (G; LZ(£2,3, P; Rn) ) losowych 

w ielom ianów trygonom etrycznych  wprowadzimy normę

ll«( ' * >)llTrl, .2: = M ( l |€( ' , ' )|l3 ’ ^ T r i «2(G) (49)
Można pokazać, że  d la  każdego losowego w ie lom ianu trygonom etrycznego £ 

p o s ta c i (49 ) zachodz i równość

ns( - * - c . a,2 = E (5°>
k = - n

Z b ió r  losow ych w ielom ianów trygonom etrycznych p o s ta c i (45 ) z normą (49) 

stanow i p rz e s t rz e ń  l in io w ą  unormowaną. U zu p e łn ie n ie  te j  p r z e s t r z e n i  (w 

s e n s ie  z b ie ż n o śc i względem normy (4 9 ))  nazwiemy p r z e s t r z e n ią  h ilb e r to w sk ic h  

sspo. (ew entua ln ie  sspo. w se n s ie  średniokwadratowym) w s e n s ie  B e s ic o v it c h a  

i  będziemy oznaczać BZ (G; L2 (E2, 3, P; Rn) )=B2,2(G; Rn) . ■

D EF IN IC JA  4 .10. O gó ln ie  p rz e s t rz e n ią  B e s ic o v it c h a  BP (G; Lq (C2, 3. P; Rn) ) = 

Bp,q(G;Rn), lsśp.ąsco, nazwiemy p rze strz e ń  sygnałów  losow ych Lp,q(GB;Rn). 

Norma w p r z e s t r z e n i  Bp,q(G;Rn) , l£p<oo, lsąsoo j e s t  o k re ś lo n a  wzorem

i l € ( - . - ) i r p>q: = w  (l|€C-.*J||qP)  = ll€ ( t - * )IUP#*(dt) (51)
B

D la  p=oo , l<q<oo normę o k re ś la  s ię  in a cze j

IK( ' - ° l l  00 „ := M' eSS SUPt €C llę ( t * * )IL (52)
B B

Bp,q(G; Rn) , p, q s l  j e s t  p rz e s t rz e n ią  Banacha z m ieszaną normą (51 -52 ) [3 57 ].»

Ponieważ można utożsam iać p rze strze ń  sspo. CAPq (G;Rn) z p rz e s t rz e n ią

sygnałów  c ią g ły c h  C(Gg; Lq(Q, 3, P; R " ) ) > w ięc n a tu ra ln e  je s t ,  że CAPq (G;Rn) c

Bp,q(G;Rn) i  zaw ie ran ie  to j e s t  gę ste  d la  p,q<oa. Zachodzi p rz y  tym II-II s
BP , q

||-||cAPq- Zauważmy, że w ła sn o śc i fu n k c j i  z p rz e s t rz e n i Bp,q(G ;Rn) w yn ika ją  z 

odpow iednich  w ła sn o śc i p rz e s t rz e n i Lp,q(GB;Rn).
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Zauważmy, że B2,2(G;IRn) j e s t  p r z e s t r z e n ią  H i lb e r t a  z iloczynem  

skalarowym

<€(•. -).■*!(-. - )> B2,2 : = « (« ;(• .  • ) . v ( - , - ) > 2] = -̂ rTi - r J  < € ( t , - ) . n ( t ,  - )> 2M (d t)

B Cb

(53)

P r z e k sz ta łc e n ie  losowe F o u r ie ra -B o h ra  F  zd e fin iu je m y  w yko rzy stu ją c  

lo sow y fu n k c jo n a ł (46) w n a stępu ją cy  sposób

(F  £)(;«) :' = W (ę(-,t1> )x (, ) ) 1 mod(P), V *eG (54)B B
J e s t  ono po p ro s tu  losowym p rze k sz ta łcen ie m  F o u r ie ra  na g ru p ie  Gb_ D la tego  

stosow ane b ęd z ie  to  samo oznaczen ie  ę=FB£. Form uła (54) ma se n s  np. d la  

ęeB ,q(G;IRn), q s l .  Spektrum  sy g n a łu  losowego £  nazywamy z b ió r

Sp (ę )  :=  U eGB: €(*.<<>)*0 d la  0)6^  ££2, P(f2i )>0}- (55)

D la  ę€B1,q(G; IRn)uB2,q(G; IR"), q £ l spektrum  S p (£ )  j e s t  co najw yżej p r z e l i 

c za lne . D la te g o  rów nież losowe p rz e k sz ta łc e n ie  F o u r ie ra  sspo. będziemy 

c z ę s to  zap isyw ać  w p o s ta c i losowego sze regu  F o u r ie ra

ę(t,Ł>) =  V  - a ( * . <*>)*, mod(P), *eG  (56)UXGG
g d z ie  a ( * , u )  = W(*(• ) ? ( • ,  u ) ) .

J e s t  on fo rm a ln ie  równoważny (m od(P)) z losowym sze reg iem  F o u r ie ra  

s y g n a łu  £. W yp isu je  s ię  t y lk o  s k ła d n ik i  różne  od zera. J e s t  ic h  p r z e l i 

c z a ln ie  w ie le . Odpowiednie ch a ra k te ry  tworzą tzw. widmo fu n k c j i  £, S p (£ )c  G.

D la  dowolnego sspo. ęeB1,q(G;Rn) zachodzi n ie rów ność  -

||(FBę)(x)||q *  M(||€(-,-)||q ) = ||x( • ) 11B1 ,q . V x<=G,qil (57)

na tom iast d la  każdego sspo. ęeB2,2(G;Rn) prawdziwa j e s t  równość Parsew ala

||ę(-.-)||22 2 = l  ||£(Xk . ’ )|| 2 (58)
B ’ k

g d z ie  ? ( * ,  w)=M(a:( • ) ? (■ ,  w )), mod(P) (losow e p rz e k sz t a łc e n ie  F o u r ie ra -B o h ra  

sspo. ę i  sumowanie ro z c ią g a  s ię  na w sz y stk ie  punkty  widma Sp (x ).  Dowody 

i  w ie le  in nych  szczegó łów  w m onografiach  [7 ,357].

4 .2 .6 .  S y g n a ły  o skończone j ś re d n ie j  mocy

Rozpatrzm y te ra z  ważną k la sę  sygnałów  sto ch a styczn ych , k tó re  będziemy

nazywać sygna łam i o og ra n ic zo n e j mocy ś re d n ie j  d la  p o d k re ś le n ia  c z y te ln e j  

f iz y c z n e j  in t e r p r e t a c j i.  N iech  -{G będz ie  c iąg iem  podzbiorów  G spe łn ia jącymn
założenia (i-iv) lematu 4.3.

Modele matematyczne sygnałów fizycznych 67

D EF IN IC JA  4.11. Oznaczymy Mp,q(G; Rn)=Mp(G; Lq(£2, 3, P; Rn) ), lsp <» , q ł l  z b ió r  

sygna łów  m ierzalnych, będący p od p rze strze n ią  Lp^  (G; Lq (£2, 3, P; Rn) ). d la  

k tó ry c h  półnorm a

< € ( - . - ) > MP.q := M(||€(-,-)||qPj 1/P < CO (59)

a p rze z  Mp,q(G;Rn) p odp rze strzeń  Mp,q(G;Rn) fu n k c j i  losowych ę, d la  k tó ry ch  

<ę ( - ,  - )>mp,ci=0. W p rz e s t rz e n i ilo razow e j

Bp,q(G;Rn) :=  Mp,q(G;Rn )/Mp’q (G ;R") (60)

półnorm a (59) generuje  normę.»

Można udowodnić, że Bp,q(G;Rn) je s t  p r z e s t rz e n ią  Banacha. W p rz e s t rz e n i 

fl2,2(G;Rn) można wprowadzić p o ję c ie  p seudo ilo czynu  skalarow ego

< € ( - . - ) , h ( * . - ) > b 2,2 :=  * ) , ti(-,  • ) > J  . V ę.r, 6 B2>2(G ;R") (61)

R e la c ja  (59) n ie  o k re ś la  i lo c z y n u  skalarow ego, ponieważ n ie  j e s t  lin iow a .

P rz e s t rz e ń  sspo. Bp,q(G;Rn) je s t  p od p rze strze n ią  Bp,q(G;Rn), d la  lsp<co. 

P o ję c ie  p se u d o ilo czyn u  skalarow ego p rze n o s i s ię  w ięc również na sspo. z 

p r z e s t r z e n i  B2,2(G;Rn), ponieważ na zb io rz e  Bp,q(G;Rn), lsp,q<m , i s t n ie j e  

g ra n ic a

i 1- ^  w y j  I K ( t - - ) l l > (d t) . V ę6Bp' q(G;Rn) (62)
n Gn

równa, oc zyw iśc ie , g ra n ic y  gó rn e j (59).

J e ż e l i  dwa sy g n a ły  rze c zyw iste  ę, t)€B2,2(G; Rn) , to możemy je  z a p isa ć  w 

p o s ta c i ic h  szeregów  Fou rie ra -B o h ra

ę(t,Ł>) = y  ę iu ) x ,  ( t ) ,  T)(t,m) = y  v  ((*>)* ( t ) ,  mod(P), V teG (63)L k k L k k
k k

a ch a ra k te ry  ̂ e S p (x )u S p (y )  można tak ponumerować (z b ió r  p r z e l ic z a ln y ) ,  że

X -X  . € =€ . H -H , m od(P),ze względu na rze c zyw isto ść  sygnałów . I lo c z y n
k - k  k - k  k -k

ska la row y  (61 ) p rzy jm ie  wtedy postać

< € ( • , • ) , ! » ( • . -)>B2,2 = s [ < € ( - . - ) . f l ( - , - ) >  ]=  y  ękV ęo V  2Ref [  ? a )  (64)v. ;  k v. ;
Z r e l a c j i  te j będziemy c zę sto  ko rzy stać .



R o z d z ia ł  V. UKŁADY DYNAMICZNE LINIOWE

5.1. RÓWNANIE REZOLWENTY

W t e o r i i  równań całkow ych i  w ic h  zastosow aniach, s z c z e g ó ln ie  w przypadku 

c ią g łym  G=R1 i  Q=R*, po jaw ia ją  s ię  bardzo czę sto  p o ję c ia : ją d ra  ro zw iązu jącego  

i  rezo lw enty. Używane są  one w za sa d z ie  powszechnie [7 9 -8 0 ,1 67 ,1 90 ,1 96 ].

Czy można ten  bardzo  wygodny pomysł zastosow ać do równań całkow ych p o s

t a c i  (2 .7 )  o k re ś lo n y c h  na lzga . G?

N iech  dany będz ie  d e te rm in is ty c zn y  uk ład  dynam iczny o p isa n y  lin iow ym  

równaniem całkowym z jądrem k ( t , s )

x ( t )  = z ( t )  + f k ( t ,  s ) x ( s ) / i ( d s ) , teQ (1)

Odpowiadające mu ją d ro  rozw iązu jące  oznaczymy p rzez  r ( t , s ) .  Omówimy k ró tko  

jego  w ła sn o śc i.  Fo rm a ln ie  równanie d la  Jądra ro zw iązu jącego  sko ja rzonego  

z k ( t , s )  zap isyw ać  będziemy w p o s ta c i następującego równania

r ( t , s )  = k ( t , s )  + f r ( t , u ) k ( u , s ) n ( d u )  (2)
J Q \Q

t  S

J e ż e l i  k j e s t  w ie lk o śc ią  ska la rn ą , podobną w łasność  p o s iad a  r. Podobnie, gdy 

k j e s t  m ac ie rzą  o wymiarach nxn, r  również je s t  m acierzą  o wym iarach nxn. 

Przypuśćmy, że ją d ro  rozw iązu jące  r  i s t n ie j e  jako  ro zw ią zan ie  równania (2) 

o ra z  że w sz y s tk ie  c a łk i  mają sens. Pomnóżmy ob ie  s t ro n y  rów nania (1 ) p rzez 

r ( t , s )  i  sca łku jm y  na z b io rz e  Q^. Otrzymamy

| r ( t , u ) x (u ) f i( d u ) - |  r ( t ,u )z (u ) f i( d u )  = f r ( t , u ) f  k (u , s )x ( s ) fx (d s )n (d u )  =
0. J 0 o o

= f f r ( t , u ) l  ( s )k (u ,  s ) x ( s ) j i (d s )n (d u )  =

V ° i

= I f  r ( t . u ) k ( u , s ) x ( s ) n ( d u ) n ( d s )  = f ( r ( t , s ) - k ( t , s ) ) x ( s ) n ( d s )
J Q J Q \ Q  Q

t  t  S  t

O s ta tn ia  rów ność,po u w zg lęd n ien iu  r e la c j i  (2), upoważnia do n a p isa n ia ,  że

f r ( t ,  s ) z ( s ) n ( d s )  = f k (t ,  s ) x ( s )/ i(d s )  (3)
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a zatem

x ( t ) = r ( t , s ) z ( s ) n ( d s ) (4)

W ynika stąd , że j e ż e l i  znane je s t  ro zw iązan ie  równania rezolwentowego

(2 ), to  ro zw ią zan ie  równania lin iow ego  (1) może być zap isan e  w p o s ta c i 

jawnej z a le ż n o śc i od fu n k c j i z. Ten fa k t  uzasadn ia  sto sow an ie  "k la sy c z n e g o " 

o k re ś le n ia  " ją d ro  rozw iązu jące " d la  fu n k c j i r.

Można pokazać,że

(5)

(6)

r ( t ,  u )k (u , s ) f i(d s )  = I" k ( t , u ) r ( u , s ) | i( d s )
■'0 \Q 0 \Q

t  S  t  S

a równanie re zo lw enty  (2) można za p isa ć  w p o s ta c i równoważnej

r ( t , s )  = k ( t , s )  + f k ( t , u ) r ( u ,  s )n (d u )
J q \o

t  S

J e ż e l i  m acierz k po siada  w łasność, że k ( t , s ) = k ( t - s ) , rozw ażania można 

u p ro śc ić .  Z rów ności (6) wynika w tym przypadku, że

r ( t + s , s )  = k ( t )  + f k ( t+ s ,  u )r (u ,  s )fi(d u ) =
V  \Q

t  +  S  S

= k ( t )  + f k (  t+ s, u + s ) r  (u+s, s  )/i(du) = k ( t )  + f k ( t -u ) r ( u + s ,  s)/i(du) (7)

a to  oznacza, że r ( t + s , s ) = r ( t , e ) = r ( t )  n ie  za le ży  od param etru s. W tym p rz y 

padku równanie (6) można za p isa ć  w p o sta c i up roszczonej

r ( t )  = k ( t )  + f k ( t -u ) r (u )n (d u )

W ynika stąd , że j e ż e l i  jąd ro  k ( t , s ) = k ( t - s ) ,  to tę samą w ła sność  posiada  

ją d ro  ro zw iązu jące  r ( t , s ) = r ( t - s ) .  Fakt ten, znany w przypadku G=r \  je s t  

sze ro ko  w ykorzystyw any w k la sy c zn e j  t e o r i i  lin iow ych , sta c jo n a rn ych  układów 

dynam icznych.

5 .2. UKŁADY DETERMINISTYCZNE

A n a liz ę  rozpoczniem y od przedyskutow ania  w ła sn o śc i jednowymiarowego, 

sta c jo n a rn e go  i  przyczynowego operato ra  lin iow ego  A danego r e la c ją

y ( t ) : =  ( A x ) ( t ) : =  [ x ( t -h )k (d h ) ,  teQ (8)

g d z ie  k j e s t  m iarą  re gu la rn ą  o wahaniu ograniczonym: keV(Q; if(R, R ) ), supp(x)cQ .
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5 .2 .1 . W ła sn o śc i w p rz e s t rz e n ia c h  L2

A n a l iz y  op e ra to ra  A dokonamy p rz y  za ło że n iu , że A: L2 (Q ;Rł ) — » L ZCQ;IR1). 

Sprawdzim y na jp ie rw  no śn ik . N iech supp(x)cQ , wówczas prawdziwy j e s t  c ią g  

r e l a c j i

] | x (t -h )k (d h )= o j  o  ^hesupp(k)j a  ^t-he supp (x )j »

«  ^h€supp(k)j a  ^te supp (x )n supp (k )j (9 )

A le  ponieważ Q j e s t  p ó łg ru p ą  domkniętą, na podstaw ie  (9) mamy 

supp (Ax) = •{ t: (Ax) (t)^O ^dc (su p p (x )n su p p (k ) )dcQ 

N iech  xeL2(Q ;R1). D la  dowolnego ueL2^ ; « 1) 1 reQ mamy

x ( t )u ( t ) f x (d t )  = f  x  (x )u  (*)m (d *)  (10)
O Jr  T
° T

g d z ie

xT(x) = [  i ( t ) x T ( t ) f i(d t )  = f i ( t ) x ( t ) ł i ( d t )  ( 1 1 )

R e la c ja  (10) n ie  za le ży , o c zyw iśc ie , od zachowania s ię  u ( t )  d la  tfSCJ .̂ N iech

u ( t ) :  = J XT (t -h )k (d h )  (12)

° t
Zauważmy, że

u ( t )  = I" x ( t -h )k (d h )  = y  ( t ) (13)
J n nn
°t"*r

ponieważ op e ra to r A j e s t  przyczynowy. Wyznaczymy tran sfo rm a tę  F o u r ie ra  

fu n k c j i  u. Mamy

u ( * )  = I* a :(t) f x (t -h )k (d h )/ i(d t )  =
n J n

° t

= |  i l t ) J  l ^ h;St^ (h )k (d h )xT (t-h )/ i(d t)  (14)

Dokonamy w (14) zam iany zm iennych t - h — > t/. Otrzymamy

u ( * )  = f f z(T )+h)k(dh)x  (T|)n(dr)) = k ( * ) x  ( * )
J nJ n T0 Q

S tąd  o ra z  z r e l a c j i  (10) wynika, że

| y ( t )| 2M (d t) a f | u (t )| 2M(d t) = f  | k ( x ) x ( x ) | 2m(dx) s  
0T Q c T

25 su ^ ea lk ( ^ ) = suP ^ | k ( * ) | 2||xT (t)||2 (15)
c

O sta tn ia  równość zachodzi na podstaw ie  tw ie rd zen ia  P a r se v a la  [7 ,111 ].
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Podobnie dowodzimy, że

x ( t ) y ( t ) > i ( d t )  = f x ( t ) u ( t ) f i ( d t )  = f x  ( x ) ( k ( * ) x  (x))  m (d*} =

'  \
= J . R e ^ k ( * ) j  | x T ( x ) | 2m ( d x )  s  s u p ^ -  R e | k ( * ) j | | xt ( • ) | | 2 (16)

W a n a lo g ic zn y  sposób  możemy oszacować i lo c z y n  ska la row y  fu n k c j i  x (  •) i  

y  (• ) z dołu.

TWIERDZENIE 5 .1. V xeQ op e ra to r A dany re la c ją  (8) p rz e k sz t a łc a  p r z e s t 

rzeń  l/ tO ^ jR 1) w s ie b ie  i  zachodzą n ie rów nośc i:

( U  M 2 : = I A t 2 s suPz6g “ W  ;

( i i )  sup (A) :=  sup 2 (A) a sup - R e [k (*)| ;2 L *fcG  ̂ )

( i i i )  i n f  (A) :=  in f  2 (A) — in f  ; Re fk (x )| .
2 L ^ )

W p rz e s t r z e n i  ^ ( O j R 1) we wzorach ( i - i l i )  zachodzi znak rów ności.

Dowód.Dla w zględn ie  zwartego n ie rów nośc i ( i - i i i )  w yn ika ją  w prost z

oszacowań (1 5 -16 ). Aby pokazać, że d la  Q =Q zachodzą rów ności, pokażemy, że
* ^ 2 * 1  

i s t n ie j e  c ią g  *{x ( * )  k  elementów p rz e s t rz e n i L (G; IR ) o normach równych n A
je d n o śc i,  d la  k tó re go  3 x r eG, ta k ie  że

■ 2
_|k (*)x _ (x ) m(dx) k ( / ) |

oraz

J . R e f k t * ) ) ! ^ W m(d*) Re|k(*7)J

(17)

(18)

p rz y  n — » <*>. D la  u p ro szcze n ia  rozważań załóżmy, że eeQ o ra z  Qu(-Q )-G . N iech  

•(S V będz ie  c iąg iem  zwartych, sym etrycznych (S  = -S  ) o toczeń  elementu
I n I n n
ne u tra ln ego  e w g ru p ie  G, k tó re  s p e łn ia ją  warunki:

( i )  S  cS  c S  c  cS  c .........
1 2  3 n
00

( i l )  U S  =G;
n

n = l
n((t+s )nS )

( i i i )  lim  ------. . „ A  .** = 1,
n - * » M(S ) V teG.

Z a ło że n ia  te są  szczególnym  przypadkiem  warunku ( iv )  lematu 4.3.

N iech  F (• ) będz ie  tran sfo rm atą  F o u r ie ra  fu n k c j i  c h a ra k te ry s ty c zn e j  
s

1 (• ), tzn.
s

n
F ( * ) : = [  * ( t ) l  ( t ) f i(d t ) ,  *eG.
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Ponieważ Sn= - S n> Fs ( * )  j e s t  fu n kc ją  rze czyw istą  i  Fg (x )= F  ( * ) .
n  n n

Zd e fin iu je m y  c ią g  fu n k c j i  -{x (•)}•, n = l , 2 , 3 .......  w sposób  n a stę p u ją cy

x  ( t )  :=

1/2
Z ( t ) l g ( t )  d la  teQ

d la  t*Q

g d z ie  x  eG, j e s t  pewnym usta lonym  charakterem  grupy  dua lne j. Zauważmy, że

Fs (xxy ) = [ i s / ] ' ( * )  .
n ^ n '

D a le j  mamy

J  |xn( t ) |  M(dt) -  J  —(2 ] l s ( t) f i (d t)  = 1, v n
^ 0 n n

T ran sfo rm ata  F o u r ie ra  fu n k c j i  x  ma postać
n

k 1/2

xn(x) = x7( t ) l s (t)M(dt) =
Q v n ' n

= (2fi(s ) ) '1/2f (ż(t)xr(t)+x(t)*T(t) ) i  (t)n(dt) =
G Sn

= (2M(Sn)) '1/Z(Fs (ixr )+Fs ( x i r )) , V X€G
'  n  n ' (19)

Oznaczmy Fg (Z )=Fg ( ^ y ) +Fs ( ^ y ). Otrzymamy
n n n

l i
* ( t )

■ ' « ' ’ f - “ 1* ’ -  T n f r l 1,  < « * ’ “ >) ■
n G n 1 n v n '  x n

„ M ( ( t s  )nS )
= * 7 ( t )  n n

M (S ) (20)

W yrażen ie  po prawej s t r o n ie  r e la c j i  (20) j e s t  równe * 7 ( t )  d la  t=e  i dąży 

do * 7 ( t )  p rz y  n — » oo d la  t*e . To znaczy, że

l \m | X„(X>| = d x x r ) .n —X» j n j

g d z ie  p rze z  c ( ^ 7 ) oznaczono m iarę atomową w p unkc ie  * 7 . To dowodzi p raw d z i

w ości r e l a c j i  (17) i  (1 8 ) .«

W przypadku  wielowymiarowym tw ie rd zen ie  5.1  da s ię  u o g ó ln ić  w n a stę 

p u jący  sposób. N iech  w ielowym iarowy uk ład  dynam iczny o p isa n y  j e s t  wektorowym 
operatorem  splotowym:
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y ( t )  :=  (A x ) ( t ) : =  f h ( d s ) x ( t - s ) ,  teQ (21)

°t
gd z ie  h ( - )  j e s t  re gu la rn ą  m iarą macierzową o wahaniu ograniczonym : 

h6l/(Q;£((Rn,(Rm)) i  supp(x)cQ .

TWIERDZENIE 5.2. Operator A dany re la c ją  (21) p rz e k sz ta łc a  n-wymiarową 

p rz e s t rz e ń  L2 (QT ;Rn), reQ,w m-wymiarową p rze strz e ń  L2 ( ;  R” ) , xeQ i  prawdziwe 

je s t  oszacow anie:

M 2 s  suPxeó -  sup*6;  m?x (‘rr ^ )) (22)

g d z ie  tr (x),cr ( x ) . - - - . ° "  (X ) SĄ w artośc iam i w łasnym i m ac ie rzy  he rm itow sk ie j 
^ 1 2 n

h *(x )h (;t ) .

W p rz e s t r z e n i  L 2(Q;Rn) we wzorze (22) zachodzi znak rów ności.

Dowód. Dowód w ynika z n ie rów nośc i a lge b ry  l in io w e j  [138,143] i  rozważań 

a n a lo g ic zn ych  do podanych w dowodzie tw ie rdzen ia  5 .1 .«

TWIERDZENIE 5.3. J e ż e l i  n=m i  opera to r A dany re la c ją  (21) p rz e k sz ta łc a  

n-wymiarową p rz e s t rz e ń  L2 (QT ;Rn), xeQ, w s ie b ie  to prawdziwe są  oszacowania:

( i )  sup2 (A) s  s u p ^ -  [ \ J h ( x ) )  = s u p ^ -  max Mp( * ) ;

( i i )  i n f  (A) ł  i n f  * [a ( h ( * ) ]  = in f  ;  min n ( * ) ,
2 *€G (  min ) *eG r  r

g d z ie  fi ( * ) , n  ( ^ ) , . . . , n  ( * )  są  w artośc iam i w łasnym i m ac ierzy he rm itow sk ie j
1 2  n

(h ( * )+ h  ( * ) )/ 2 .

W p rz e s t r z e n i  L2 (Q;Rn) we wzorach ( i - i i )  zachodzi znak rów ności.

Dowód. P a t rz  uwagi do tw ie rdzen ia  5. 3. ■

5 .2 .2 . W ła sn o śc i w p rze s t rz e n ia c h  sygnałów  okresowych i  p raw ie  okresowych

N iech  sy g n a ł w ejściow y xe T rig tG jR 1) będzie  dowolnym rzeczyw istym  w ie lo 

mianem trygonometrycznym

x ( t )  = l  ak* k ( t )  , **=*-,<> V a-R ' teG (23)
k = - n

W arunki w r e la c j i  (23) można uzyskać numerując w odpow iedni sposób 

cha rak te ry .

Zbadamy sy g n a ł na w y jśc iu  jednowymiarowego uk ładu  dynam icznego op isanego

operatorem  splotowym A

y ( t )  :=  (A x ) ( t )  :=  (x *h ) ( t )  := f x ( t - s ) h ( d s ) , teG (24)
G
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g d z ie  m iara  h  j e s t  m iarą  re gu la rn ą  o wahaniu ograniczonym : heV(G; iC(IR1, IR1)). 

y ( t )  = I" jT ak* k ( t - s ) h ( d s )  = Y Z ( s ) h ( d s )  =
J G k k G

= [  ̂ ( ^ ^ ( t )  = [  b * k ( t )
k k

g d z ie  b ^ a ^ h C ^ ) .  W ynika stąd , że ope ra to r sp lotow y p rz e k sz t a łc a  sy g n a ł typu 

w ie lom ianu  trygonom etrycznego w in n y  w ie lom ian trygonom etryczny.

J e ż e l i  s y g n a ł typu (23) d z ia ła  na w e jśc ie  op e ra to ra  stac jona rnego , 

przyczynow ego B (ze  w zględu na Q)

(B x ) ( t )  :=  f  x ( t - s ) h ( d s ) ,  teQ (25)

to  s y g n a ł w y jśc iow y z ma postać

z ( t )  = f x ( t - s ) h ( d s )  (26)

Otrzym aną re la c ję  p rzep iszem y w inne j p o s ta c i

z ( t )  = f x ( t - s ) h ( d s )  -  f x ( t - s ) h ( d s )  (27)
G G\ 0t

Sy g n a ł będący drugim  sk ład n ik iem  prawej s t ro n y  rów nośc i (27) można oszacować

|J x ( t - s ) h ( d s  £ suPte(AQ l x ( t H  Vcv) (28)

Z  r e g u la r n o ś c i  m ia ry  h wynika, że V  (h )eC  (G ;R1) i  z n ik a  "w n ie sk o ń -G\Q̂  0
c z o n o ś c i“ .W zw iązku  z tym z  (27) i  (28) wynika, że sy g n a ł z  na w y jśc iu  uk ładu  

s ta c jo n a rn e go  (2 .3 )  j e s t  sumą w ielom ianu trygonom etrycznego i  sy gn a łu , k tó ry  

zn ik a  "w n ie sk o ń c z o n o śc i".

Odnotujmy, że  podobna w ła sność  j e s t  znana d la  układów  c ią g ły c h ,  t j .  G=IR1, 

por. np. [138, s t r .  82].

Ciekawe j e s t  zachowanie s ię  dowolnego c ią g łe g o  sy g n a łu  H -okresowego p rzy  

p r z e j ś c iu  p rze z  u k ła d  dynam iczny op isan y  równaniem splotowym  (23). Wiemy,że 

dowolny sy g n a ł H -okresow y można p rzed staw ić  w p o s ta c i x (t )= (x° rcH) ( t )= x ( t+ H ) ,  

g d z ie  fu n k c ja  x  j e s t  c ią g ła  i  o k re ś lo n a  na G/H, G/H zwarta. Wówczas

x ( t ) = V a x  ( t )  , V teG/H (29)L, k k 
k

g d z ie  * k o zn ac za ją  ch a ra k te ry  g rupy G/H. Mamy d a le j

y ( t )  = f Y  a ( ?  °7t ) ( t - s ) h ( d s )  = f V a *  ( t - s + H )h (d s )  =
G k J G k “ “

= Y a„ * , ( t+H ) f  K  ( s ) h (d s )  = Y a ( t ) (30)f- k k J k  u k k k Hk G k
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skąd wynika, że y  j e s t  również funkc ją  H-okresową, co j e s t  ro zsze rzen iem  

dobrze  znanego fa k tu  z t e o r i i  układów c ią g ły c h  [138, s t r . 84].

UWAGA 5 .4. J e ż e l i  x ( t ) = R e ( * ( t ) ) , teG, to

y ( t )  = R e | x ( t )h ( * ) j  (31)

N iech  * ( t ) = e x p ( i a ( t ) ), g d z ie  a ( t )  rze czyw ista  fu n k c ja  argumentu teG. Funkcja  

a  m usi mieć następu jące  w ła sn o śc i,  k tó re  w yn ika ją  w prost z o k re ś le n ia  

c h a ra k te ru  x

( i )  o c ( e ) =0 ;

( i i )  < x (t)+ a (s )  = a ( t + s ) ,  V t.seG.

U w zg lędn ia jąc  wprowadzone w ła sn o śc i re la c ję  (31) możemy z a p isa ć  w inne j

p o s ta c i

y ( t )  =  | e x p ( i a ( t ) ) h ( ia ( t ) ) + | e x p ( - ia ( t )  )h  ( io c (t))  =

= |h( lot( t ) )  | c o s^ a (t )+ a rg | h ( ia (t )  )j j ,

a w ięc harm oniczny sy gn a ł w ejściow y po p r z e j ś c iu  p rze z  l in io w y  uk ład  

s ta c jo n a rn y  (25) j e s t  z d ok ła d n o śc ią  do fu n k c j i  k la s y  Cq (zm ie rza jące j do 

ze ra  p rz y  " t — » co"), również sygnałem  harmonicznym o te j  samej "c z ę s to 

t l iw o ś c i "  w yn ika ją ce j z p o s ta c i a ( t ) ,  zm ien ionej a m p litu d z ie  i  " f a z ie " .  

O czyw iśc ie  p o ję c ia  "c z ę s to t l iw o ś ć "  i  " fa z a ” są  u żyte  w sposób  umowny. D la  

0=5*' lu b  G=aZ*. aelR* p o ję c ia  te pokrywają s ię  z o g ó ln ie  stosowanym i o k re ś 

le n ia m i c z ę s t o t l iw o ś c i  1 fa z y  [138,322]. ■

W d a lsz y c h  rozw ażaniach skoncentrujem y s ię  na a n a l i z ie  w ła sn o śc i uk ładu  

dynam icznego (24) p rz y  za ło żen iu , że supp(x)cQ , w p rz e s t r z e n i spo. B2 (G;IR1).

TW IERDZENIE 5.5. J e ż e l i  h j e s t  m iarą o wahaniu ograniczonym , to  ope ra to r
2 1

(24) p r z e k sz t a łc a  p rze s trz e ń  spo. B (G;IR ) w s ie b ie  i  prawdziwe są  

n a stępu ją ce  oszacow ania:

( i )  l AlB2 = suP;t:e- | h ( x ) | ;

( i i )  sup 2 (A) = sup - R e [h (x )| ;B  ̂ )

( i i i )  i n f  2 (A) = i n f  - R e fh (^ )1 - b X€G  ̂ j
Dowód. Na początku  udowodnimy, że równości ( i - i i i )  są  prawdziwe na zb io rze  

T rig (G ;IR 1)cB2 (G;IR1), k tó ry  je s t  gę sty  w zb io rze  spo. B e s ic o v itc h a .

Załóżmy, że x  j e s t  dowolnym wielomianem trygonom etrycznym  p o s ta c i (23).
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Wtedy

(A x ) ( t )  = £  akh ( * k ) * k ( t )  (32)
k

a s tą d

l ^ l l 2 “ Z (ak*»(V )  S supx e ć | ^ (a:) | IWIb2 (33)
Podobn ie  za chodz i

< A x , x > b2 =  [  h ( z k ) | a j 2 = [  R e [ h ( x k ) | a k | 2]  s
k k v *

S SUP*€G Ref (^ ))lWlB2 (34)
W sz c z e g ó ln o śc i d la  x q ( t )=X0 ( t ) zachodzą rów ności

I Axo Ib2 | h(V | l l XollB2

<AV xo V  = Re (h(a:o )) l lxollBZ 

w ięc można dobrać ta k i  s y g n a ł,ż e  o s ią g n ie  s ię  rów nośc i w re la c ja c h  ( i - i i ) . N a  

te j  pod staw ie  z n ie rów n ośc i (33 -34 ) wynika, że re la c je  ( i  —i  i ) są  prawdziwe 

d la  z b io ru  w ielom ianów trygonom etrycznych. Równości ( i i i )  dowodzi s ię  

a n a lo g ic z n ie .

Ponieważ z b ió r  wielomianów trygonom etrycznych j e s t  g ę s t y  w z b io rz e  spo.
2 1

B (G;R ), w ięc re la c je  ( i - i i i )  p ozo sta ją  prawdziwe d la  c a łe j  p r z e s t r z e n i 

B2 (G; R1). ■

W p rzypadku  wielowymiarowym tw ie rdzen ie  5 .5  da s ię  u o g ó ln ić  w następu 

ją c y  sposób. N iech  w ielowymiarowy uk ład  dynam iczny o p isa n y  j e s t  wektorowym 

operatorem  splotowym:

y ( t ) :=  ( A x ) ( t ) : =  f h ( d s ) x ( t - s ) ,  teQ (35)

g d z ie  h ( - )  j e s t  re gu la rn ą  m iarą macierzową o wahaniu ograniczonym : 

h€l/(Q;iE(Rn,R " ) )  i  supp(x)cQ .

TW IERDZENIE 5 .6. O perator A (35) p rz e k sz ta łc a  n-wymiarową p rz e s t rz e ń  

spo. B2 (G ;Rn) w m-wymiarową p rze strz e ń  spo. B2 (G;Rm) i  prawdziwe j e s t  

oszacow anie:

I AlB2 5 suP*Sc = sup*eG m?x ( ^ * > )  • (36)

g d z ie  <r (x),<r ( * )  o- ( * )  s ą  w arto śc iam i w łasnym i m ac ie rzy  h e rm itow sk ie jA ̂  ^ 1 2 n
h ( x ) h ( * ) .
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Dowód. Dowód wynika z n ie rów nośc i a lge b ry  l in io w e j  [138,143] i  rozważań 

a n a lo g ic zn ych  do podanych w dowodzie tw ie rd zen ia  5 .1 .«

TW IERDZENIE 5 .7 . J e ż e l i  n=m, ope ra to r A (35) p rz e k sz t a łc a  n-wymiarową 

p rz e s t rz e ń  spo. B2 (G;Rn) w s ie b ie  i  prawdziwe są  oszacow ania:

( i )  sup B2 (A) a  s u p ^ -  ( *M x C h (*)) = s u p ^ -  max M * ) ;

( i i )  i n f B2(A) *  i n f ^  ( \ lnC M * ) )  = i n f ^  min Hr W .

g d z ie  fi ( * ) , n  ( * )  f* ( * )  są  w artośc iam i w łasnym i m ac ie rzy  he rm itow sk ie j
1 2  n

( h ( * ) + h  ( * ) )/2 .

Dowód. P a t rz  uwagi do tw ie rd zen ia  5 .6 .«

5 . 3 .  UKŁADY STOCHASTYCZNE

A n a liz ę  rozpoczniem y od przedyskutow ania w ła sn o śc i jednowymiarowego, 

s ta c jo n a rn e go  i  przyczynowego losowego ope ra to ra  lin iow e go  A danego re la c ją

y (t ,Ł > ):=  (A x ) ( t ,u ) : =  f  x( t-h, w)k (dh, u ) , teQ, uefl (37 )
** n

g d z ie  k ( - )  j e s t  m iarą s to cha styczną  re gu la rn ą  o wahaniu ograniczonym: 

k 6^ (Q ;L ” (n ,5 ,P ; ie (R 1,R1) ) )  i  supp(x)cQ  mod(P).

5 .3 .1 . W ła sn o śc i w p rze s trz e n ia c h  sygnałów  h ilb e r to w sk ic h

2 2 1
A n a l iz y  op e ra to ra  losowego A dokonamy p rzy  za ło że n iu , że A :L  ’ (Q;R ) — » 

L2,2(Q ;R1).. Podstawowe rozw ażania p ozo sta ją  podobne do przeprowadzonych w 

dowodzie tw ie rd ze n ia  5.1. Z równań (10) i  (14) otrzymamy

J E | | y ( t, w) | 2Jfi(dt) s J E | |u( t ,u)  | 2jn(dt) = J.E||k(x,t*>)xT(x,<<>) | jm(dx) a

S  SUP^ | | | k (X ’ - ) ||| I - E (|Xt ^ u ) | ) ™ (dX ) = s u p ^ | | | k ( Z ,.)| ||  ||x t ||2 2 (38)

O s ta tn i c ią g  r e l a c j i  zachodzi na podstaw ie n ie rów nośc i H o ldera  i  tw ie rd zen ia  

P a r se v a la  [111 ,157 ,159].

Podobn ie  dowodzimy, że

f E (x (t,Ł> )y (t,o > ))łi(d t) = (" E (x (t ,u )u (t ,£ d ))M (d t )  =

° T  ° T
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= ^ k (z .u )x T (a:,(j)j Jm (d*) = J.E^Re  ̂ k(*, o>)j |x t  (*, ł>) jm (d *) <

S SUP*6G P_eSS SUPU€nRe(k(;ł:' tj)) | |XT |  (39)

W podobny sposób  możemy oszacować i lo c z y n  ska la row y  < ‘ . > 2 2  procesów  

sto c h a sty c zn y c h  x  i  y  z dołu.

Przypom nijm y, że w c a łe j  p racy  stosowane są  oznaczen ia:

P -e s s  s u p ^ f » ) ]  := inf-joceR1: P-jucO: x (u>)> a }-=0 }■ (40)

P -e s s  l n f ^ ^ c f w j j  :=  supjaeR1: P-jweQ: x(u)<a}-=0^ (41)

TWIERDZENIE 5.8. V reQ op e ra to r losowy A, dany re la c ją  ( 3 7 ) ,p rz e k sz ta łc a  

p r z e s t r z e ń  L (QT ; L  (£5, g .P jR 1)), xeQ, w s ie b ie  i  zachodzą n ie rów nośc i:

l Al2>2 := IaIl2>2 s s“PxeĆ P_ess supa,en(|k(^-t*,) |) ;

( i i )  sup2>z(A) :=  supL2,2 (A) s  s u p ^ -  P -e s s  s u p ^ ^ R e  ̂ k(*. w) j j ;

^Re | k ( * ,u )J j .( i i i )  i n f  (A) :=  in f  2,2 (A) s  in f  * P -e s s  in f  _
2 , 2  l  *€G u e f i

Dowód. D la  w zględn ie  zwartego n ie rów n ośc i ( i - i i i )  w yn ika ją  w prost z

oszacow ań (3 8 -39 ).  ■

W p rzypadku  wielowymiarowym tw ie rd zen ie  5 .8  da s ię  u o g ó ln ić  w n a stę 

p u jący  sposób. N iech  w ielowymiarowy uk ład  dynam iczny o p isan y  j e s t  wektorowym 

operatorem  splotowym:

y (t ,Ł > ):=  (Ax) ( t , u ) : = J h ( d s , o i ) x ( t - s , u ) , teQ, wen (42)

g d z ie  h J e s t  re g u la rn ą  s to ch a styczn ą  m iarą macierzową o wahaniu ogran iczonym  

he V (Q ;L  (Q, 3, P; i?(lRn, R1" ) ) i  supp (x)cQ  mod(P).

TW IERDZENIE 5 .9. O perato r A dany re la c ją  (42) p rz e k sz t a łc a  n-wymiarową 

p r z e s t r z e ń  L ' (QT ;Rn) w m-wymiarową p rz e s t rz e ń  L2,2 (Qt :R” ). i  prawdziwe

je s t  oszacow anie:
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g d z ie  .......cr (x,i<>) są  w artośc iam i w łasnym i m ac ie rzy  herm itow-

s k ie j  h *(x ,Ł> )h (x .u ).

Dowód. Dowód wynika z n ie rów nośc i a lge b ry  l in io w e j  [138,143] i  rozważań 

a n a lo g ic zn y c h  do podanych w dowodzie tw ie rd zen ia  5 .8 .«

TWIERDZENIE 5.10. J e ż e l i  n=m i  ope ra to r A dany re la c ją  (42) p rz e k sz ta łc a  

n-wymiarową p rze s t rz e ń  L2,2(Q^; Rn) , xeQ, w s ie b ie  to  prawdziwe są  oszacow ania:

( i )  sup2 2 (A) a su p xe - P -e s s  s u p ^ J ^ f h l * . « ) ] )  =

= s u p ^ -  P -e s s  suP(jen(max ( * , « ) ] ;

( i i )  i n f 2 2(A) £ i n f ^ -  P -e s s  =

= l n f x e ‘ P -e s s  i n f ^ f m i n  ^ (a .« # )].  

g d z ie  .......M ( z . “ ) ssl w artośc iam i w łasnym i m ac ie rzy  herm itow-

s k ie j  (h (x ,u )+ h  ( * ,u ) )/ 2 .

Dowód. P a t rz  uwagi do tw ierdzeń  5 .8  i  5 .9 .»

5 .3 .2 . W ła sn o śc i w p rz e s t rz e n ia c h  sygnałów  sto ch a styczn ych  okresow ych i 

p raw ie  okresowych

N iech  sto ch a sty c zn y  sy gn a ł w ejściow y x e T r ig 2 (G; R1) będzie  dowolnym rz e 

czyw istym  wielomianem trygonometrycznym
n _ _

x ( t ,u)) = V a (u )>  ( t )  , X.~X Ł. at=a mod(P), teG (43)Lt k k k -K k -K
k = - n

Zbadamy sy gn a ł na w y jśc iu  jednowymiarowego uk ładu  dynam icznego op isanego 

losowym operatorem  splotowym A

y ( t , u )  :=  (A x ) ( t ,u )  :=  (x *h )(t ,w ) :=  f x ( t - s ,  w )h(ds, <i>), teG,ueQ (44)
•“g

g d z ie  m iara h j e s t  sto ch a styczn ą  m iarą re gu la rn ą  o wahaniu ograniczonym:

hel/ (G; L°°(n, 3, P; £ (R * , R1)).

D la  u l^adu  dynamicznego (44) można p rzeprow adzić podobne rozw ażania, jak

w p unkc ie  5 .2 .2 . Zaakcentowane zo staną  t y lk o  pewne elementy te j a n a liz y .

W d a lsz y c h  rozw ażaniach skoncentrujem y s ię  na a n a l iz ie  w ła sn o śc i uk ładu
2 2 1

dynam icznego (44) p rz y  za ło że n iu ,że  supp(x)cQ ,w  p rz e s t r z e n i s sp o .B  ’ (G;R ).
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TWIERDZENIE 5 .11. J e ż e l i  h j e s t  m iarą o wahaniu ogran iczonym , to 

o p e ra to r (44) p rz e k sz t a łc a  p rze s t rz e ń  sspo. B2,2(G ;R1) w s ie b ie  1 prawdziwe 

są  na stępu jące  oszacow ania:

( i )  | A [ ^ , 2  a supx g - P -e s s  s u p ^ ^ M * ,  u )  | j  ;

( i i )  supB2,2 (A) a  sup^g * P -e s s  s u p ^ ^ R e ^ h ( * . u ) j  j  ;

( i i i )  i n f  2 ,2 (A ) ł  i n f  - P -e s s  in f  _ 
b *<=g ueQ ^ R e | h ( * , u ) j j .

Dowód. Na początku  udowodnimy, że n ie rów nośc i ( i - i i i )  są  prawdziwe na 

z b io rz e  T r ig Z(G ;R1), k tó ry  j e s t  g ę s ty  w z b io rz e  sspo. B e s ic o v it c h a  

B2,2(G ;R1).

Załóżmy, że x j e s t  dowolnym losowym wielomianem trygonom etrycznym  

p o s t a c i  (43). Wtedy

(A x ) ( t ,u )  = T  a (w )h(y ,« )>  ( t )  (45)k k k
k

a stąd , ponieważ ch a ra k te ry  są  o rtogona lne  w BZ(G;R1), otrzymamy

|Ax|22,2  = |T E^ak (a i)h (^ ,u ) j  a s u p ^ -J  | |h (*)|  | ||x||22,2 ( 46)

Podobn ie  zachodzi

<Ax,x>b2,2 = ]T E^h(^k , w) |ak (o>) |2J = [  E^Re|h(xk ,<l,)|ak (u )| Zj j  a

a s u p ^ -  P -e s s  s u p ^ R e [ h ( x k ))j||x||22,2  ( 47)

Na te j  pod staw ie  z n ie rów nośc i (46-47) wynika, że re la c je  ( i - i i ) są  

prawdziwe d la  z b io ru  w ielom ianów trygonom etrycznych. N ie rów nośc i ( i i i )  dowo

d z i s ię  a n a lo g ic z n ie .

Ponieważ z b ió r  w ielom ianów trygonom etrycznych j e s t  g ę s t y  w z b io rz e  
2 2 1

sspo. B ’ (G;R ), w ięc r e la c je  ( i - i i i )  p o zo sta ją  prawdziwe d la  c a łe j  p rz e s 

t r z e n i  BZ,2(G ;R1) . b

W przypadku  wielowymiarowym tw ie rd zen ie  5.11 da s ię  u o g ó ln ić  w następu 

ją c y  sposób. N iech  w ielowymiarowy uk ład  dynam iczny o p isa n y  j e s t  wektorowym 

operatorem  splotowym:

y ( t ,  w): = (Ax) ( t, o>): = F h (d s, a>)x(t-s, u )  teQ ,
J  r.

(48)

g d z ie  h j e s t  re g u la rn ą  sto ch a sty c zn ą  m iarą macierzową o wahaniu o g ra 

niczonym: h e y (G ;L“ (n ,3 ,P ; je(Rn,Rm) ) )  i  supp(x)cQ.
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TWIERDZENIE 5.12. O perator A (48) p rz e k sz ta łc a  n-wymiarową p rze s trz e ń  

sspo. B2,2(G;Rn) w m-wymiarową p rze strze ń  sspo. B2,2(G ;R ") i  prawdziwe je s t  

oszacowanie:

I A I jjZ»2 s  supx6- P -e s s  supüen(<rœax(h (X .W)) )  =

= supx6 - P -e s s  suP(i)6Q(max(<rr (Z>W)) )

g d z ie  <r (y ,u ),(r  ( x , “ )  o- (Z .“ ) są w artośc iam i w łasnym i m ac ie rzy  herm i-1 2  n
A# A 

to w sk ie j h (x,o>)h(;*:,ti>).

Dowód. Dowód w ynika z n ie rów nośc i a lge b ry  l in io w e j  [138,143] i  rozważań 

a n a lo g ic zn ych  do podanych w dowodzie tw ie rd zen ia  5 .5 .«

TWIERDZENIE 5.13. J e ż e l i  n=m,to operato r A (48) p rz e k sz ta łc a  n-wymiarową 

p rz e s t rz e ń  sspo. BZ,Z(G;Rn) w s ie b ie  i  prawdziwe są  oszacowania:

( i )  supB2,2 (A) a s u p ^ *  P -e s s  s u p ^ J m * , » ) ) )  =

= s u p ^ -  P -e s s  s u p ^ j m a x  ^ ( x . u ) ) ;

( i i )  i n f B2,2 (A) *  i n f ^ *  P -e s s  =

= i n f * «  P' es s  in f u€n(mrln 

gdzie  n (*,<<>), M2(*,<<>) n (x,ł>) są wartościami własnymi macierzy hermi-

to w sk ie j (h(x,Ł>)+h ( * ,u ) )/ 2 .

Dowód. P a t rz  uwagi do tw ie rd zen ia  5.12. ■

W yn ik i p rzedstaw ione  powyżej odgrywają decydującą ro lę  w rozw ażaniach 

d o tyczących  l in e a r y z a c j i,  s t a b i ln o ś c i  oraz d rgań  okresow ych i  p raw ie  o k re so 

wych, k tó re  omawiane są  w ro zd z ia ła c h  V I, V I I  i  V I I I .

W yn ik i dotyczące  procesów stacjonarnych  z o s t a ły  podane w dodatku C.
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L in e a ry z a c ja  s ta ty s t y c z n a  j e s t  jedną z n a jc z ę śc ie j  stosow anych  metod 

a n a l iz y  n ie lin io w y c h ,  s to ch a styczn yc h  układów dynam icznych n ie  t y lk o  w me

chan ice , a le  rów nież w w ie lu  innych  d z ied z in a ch  [1 2 -1 3 ,3 2 ,4 0 ,45 ,7 9 ,1 0 2 ,11 4 , 

1 91 -194 ,208 ,234 ,238 ,241 ,243 ,248 -249 ,251 -252 , 287-289, 304, 329, 339, 359].

Bogatą  b ib l i o g r a f i ę  c z y t e ln ik  zn a jd z ie  w m onografiach  [1 02 ,194 ,208 ,248 - 

249 ,329 ].

I s t n ie j e  w ie le  metod l in e a r y z a c j i  n ie lin io w y c h  problemów s to c h a s t y c z 

nych. N a jb a rd z ie j  znaną j e s t  prawdopodobnie metoda l in e a r y z a c j i  wprowadzona 

po ra z  p ie rw szy , n ie z a le ż n ie ,  p rze z  Bootona [32] i  Kazakowa [329].

W za sa d z ie  metoda l in e a r y z a c j i  s ta ty s t y c z n e j  (d a le j  w s k r ó c ie  m is . ) może 

być stosow ana w przypadku, gdy mamy do c z y n ie n ia  ze " s ła b y m i"  n i e l i n i o -  

w ościam i, a le  ja k  wykazano, b y ła  stosowana z powodzeniem w p rzypadkach  

" s i l n y c h "  n ie l in io w o ś c i ,  nawet zaw ie rających  elementy n ie c ią g łe .

N a le ży  zaznaczyć, że op isyw ana techn ika  b y ła  bardzo sze ro ko  stosowana, 

na tom ia st w z a sa d z ie  b rak  j e s t  d o k ła d n ie jsz e j  a n a l iz y  je j  d o k ła d n o śc i.  Znane 

w yn ik i dotyczące  d o k ła d n o śc i mis. można p o d z ie l ić  na t r z y  g ru py  zagadnień.

P ie rw sza  grupa  zaw iera  prace, w k tó rych  ro zw ią zan ia  zagadn ień  z l in e a r y 

zowanych są  porównywane z rozw iązan iam i dokładnym i. Metoda ta  może być s t o 

sowana t y lk o  w przypadkach, gdy możliwe je s t  a n a lity c z n e  ro zw ią zan ie  równań 

n ie l in io w y c h  o p isu ją c y c h  w yjśc iow e zagadn ien ie  dynamiczne. W ynika stąd , że 

k la s a  zagadn ień, do k tó ry ch  można zastosow ać wspomnianą metodę, obejmuje 

prob lem y ra c z e j  p ro ste , zw ykle n is k ie g o  rzędu, z zak łócen iam i sta cjona rnym i 

lu b  typu b ia łe g o  szumu [79,102 ,191 -194 ,241 ,304 ,329 ,339 ].

Druga k la s a  zagadn ień  obejmuje p rzypadk i, w k tó ry c h  dok ładność  m is. je s t  

w eryfikow ana p rze z  porównanie wyników, otrzym anych z zagadn ień  z lin e a ry zo w a 

nych, z wynikam i otrzymanymi p rze z  za stosow an ie  metod sym u la c ji komputerowej 

do dok ładnych  m odeli n ie lin io w y c h .  O czyw iśc ie , metoda ta  dopuszcza  s z e r s z ą  

k la s ę  wymuszeń zewnętrznych, k tó re  mogą być analizow ane [1 2 ,79 ,208 ,248 -249 , 

304].

Analiza dokładności metod linearyzacji statystycznej 83

T rz e c ia  grupa zaw iera  próby a n a liz y  teo re tyczne j za ga d n ie n ia  m is . , k tó re  

trudno uznać za sa ty s fa k c jo n u ją c e  ze względu na wykazywane n ie d o c ią g n ię c ia  w 

rozw ażan iach  matematycznych [114,309,329,339]. Rozważania n in ie j s z e g o  ro z 

d z ia łu  są  kon tynuacją  p rac  [234,238,241,243], z w iększym  nac isk ie m  na p ra k 

tyczne  a spek ty  t e o r i i  matematycznej.

W yn ik i n in ie j s z e g o  ro z d z ia łu  i lu s t r u j ą  ś c i s ł ą ,  z matematycznego punktu 

w idzen ia , a n a liz ę  jako śc iow ą  m is.,w  zastosow an iu  do w ielowym iarowych układów 

dynam icznych op isan ych  losowymi równaniami całkowymi. Idea  po le ga  na adap

t a c j i  metod s to ch a sty c zn e j s t a b i ln o ś c i  w ce lu  o trzym an ia  c zy te ln y ch  

k ry te r ió w  oceny p rz y d a tn o śc i mis. oraz oceny g ra n ic y  b łędu  l in e a r y z a c j i ,  

traktow anego jako  ró ż n ic a  między dokładnym i p rzyb liżonym  rozw iązaniem  

problemu n ie lin io w e g o .

6.1. LINEARYZACJA STATYSTYCZNA W UKŁADACH NIESTACJONARNYCH

Będzie  rozpatryw any n ie l in io w y  uk ład  dynam iczny ze sprzężen iem  zwrotnym 

o p isa n y  równaniem operatorowym p o sta c i

x = KFx + z (1)

g d z ie  z j e s t  n-wymiarowym sygnałem  stochastycznym  określonym  na p ó łg ru p ie

QcG, F j e s t  n ie lin iow ym  operatorem  determ in istycznym , K j e s t  d e te rm in is ty c z 

nym, lin iow ym  i  przyczynowym operatorem całkowym.

Załóżmy, że o p e ra to ry  F i  K przyjm ują następu jącą  postać, odpow iednio:

(F x ) ( t ,w ):  = f ( t , x ( t , u ) )  , teQ,uen (2)

g d z ie  f:QxlRn — > !Rn j e s t  fu n kc ją  n ie lin io w ą , natom iast

(K x )(t,u> ):=  f k (t,s )x (s ,< i))t i(d s),  teQ,uen (3)

g d z ie  ją d ro  V o lt e r r y  k j e s t  ok re ś lo ne  na t ró jk ą c ie  ń o ra z  p o s ia d a  w łasność

k ( t ,  • JeL1 (Q; JC(Rn, IRn) ), V teQ.loc
G ene ra ln ie  za sto sow an ie  każdej z mis. powoduje z a s tą p ie n ie  zagad n ie n ia  

n ie lin io w e g o  op isanego  równaniem całkowym (1) w p o s ta c i

x  ( t , td) = z (t ,w ) + f k ( t , h ) f  (h, x(h, u) )f i(d h ), teQ,ueC2 (4)

°t
p rzez  zagad n ie n ie  lin io w e  w następu jące j form ie

y(t,Ł>) = z(t,Ł>) + [ k ( t , h ) l ( h , y ( h , u ) ) n (d h ) ,  teQ ,uen (5)
J n
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Załóżm y d a le j ,  że

C y = lC ,0 ]y  = Cy . C :Rp — > Rn
n (1)

P rz y  takim  sfo rm u łow an iu  zagadn ien ie  l in e a r y z a c j i  s t a t y s t y c z n e j  s ta je  

s ię  podobne do podanego p rze z  Kazakowa [329], Booton w sw oje j p ro p o z yc j i 

p r z y j ą ł ,  że c ( •)=0 [32].

N a tu ra ln ie ,  z linea ryzow ane  równanie (5) będz ie  dob rą  aproksym acją  

problem u n ie lin io w e g o  (1=4), J e ż e l i  rozw iązan ia: dok ładne  x  i  p rz y b liż o n e  y  

ró ż n ią  s ię  "m a ło " od s ie b ie .  Dokładność m is . , tzn. m iara  ró ż n ic y  

|x(t, a>)-y(t, ł>) |, d la  teQ, może być ok re ś lon a  na w ie le  sposobów, np.

E := SUPtgQ^ | x ( t , Ł > )  -  y ( t , u ) | 2j j  (6)

ew entualn ie
1/2

(7)

T ak ie  sfo rm u łow an ie  problemu dok ładnośc i mis. ma podstawową wadę. Naj

w ażn ie jszym  problemem je s t  fa k t,  że dokładne a n a lit y c z n e  ro zw ią za n ie  tak 

postaw ionego za ga d n ie n ia  n ie  j e s t  do d z i s i a j  znane. D la te g o  w u ż y c iu  są  inne 

fu n k c jo n a ły ,  różne  od (6 -7 ) ,  pozwalające na ocenę d o k ła d n o śc i m is. W te j 

sp raw ie  n ie  ma z re s z t ą  zgodnośc i, por. np. [40,329].

Załóżmy, że w sp ó łc z y n n ik i l in e a r y z a c j i  C l e  z o s t a ły  o k re ś lo n e  na pod-
n

staw ie  pewnego wybranego kryterium .

P o n iże j  dyskutowane j e s t  zagadn ien ie  d ok ła d n o śc i m is. w p rzypadku  n ie 

stacjonarnym . Pominiemy zagad n ie n ia  i s t n ie n ia  i  je dnoznaczno śc i rozw iązań.

LEMAT 6. 1. Załóżmy, że sp e łn ion e  są  następujące  h ipo te zy :

( i )  3 AeR.reR V teQ, x , x eC(Q; L 2(£J, 3, P ;Rn) ) zachodzi
+ 1 2 2 

E f  ( t, x^ ( t, •) ) - f  ( t, x z ( t, •) )-A  |x j (t, • ) - x z ( t, •) j | | a

a r ^ ^ U ,  ■ )-xz(t,  •) | j ;

( l i )  ją d ro  ro zw ią zu ją ce  r ( t , s )  generowane p rzez jąd ro  V o lt e r r y  k ( t , s ) , i s t 

n ie je  na z b io rz e  ń i  p o s iad a  w łasność następującą:

l Blc a Irl
g d z ie

| R |c : = supŁgQ |  | r ( t , s ) | n (d s )

Wówczas i s t n ie j e  s t a ła  rze c zyw ista  a>0, taka, że d la  w sz y s t k ic h  d ok ład 

nych  i  p rz y b liż o n y c h  ro zw iązań  ( j e ż e l i  i s t n ie j ą )  u k ładu  dynam icznego (4) za 

chodz i oszacow anie:

•• IM
x(t,Ł>) -  y ( t , 0>) 2jn(dt) |
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H X  _  y I U ; L 2 ) S  a p U )
g d z ie

p ( l ) :  = suptgQ | f  ( t, y (t ,  •)) -  Cn ( t ) y ( t ,  • ) - c ( t )  j j j  (8 )

o k re ś la  s ta ty c z n y  b łą d  l in e a ry z a c j i  s ta ty sty c zn e j.

Dowód. Załóżmy, że rozw iązan ia  równań (1=4) i  (5 ) i s t n ie j ą  i  są  m ie rz a l

nymi p rocesam i stochastycznym i. Równania (4 -5 ) można z a p isa ć  w równoważnej

p o s ta c i operatorow ej

x -  AKx = KFx -  AKx + z (9)

y  -  AKy = K(C  y  +c -A y) + z (10)
n

W ynika z r e l a c j i  (9 -1 0 ) ,  że

( I  -  A K )(x -y )  = K (Fx  -  Ax -C  y  -  c  + Ay) =n

= K (Fx  -  Fy -  A ( x - y ) ) + K (Fy  -  C y  -  c) (11)n
Przypom nijm y, że jąd ro  rozw iązujące r ( t , s )  s p e łn ia  równanie całkowe

r ( t , s )  = k ( t , s )  + T r ( t ,u )k (u ,  s)n(du) (12)
J 0 \Qt s

Z (11 ) i  (12) w ynika 

x ( t ,  0))=y( t,w )+ ^ J  r ( t , s ) ^ f ( s , x ( s , u ) ) - f ( s , y ( s , id ) ) - A | x ( s , u ) - y ( s , t d ) j j n ( d s )  + 

°t

| J  r ( t ,  s )  ^f (s,y(s,a>) )-Cn( s ) y ( s ,  u ) - c ( s ) j f i ( d s )

Mamy s tą d  łatwo, że

sup i6Q ||x(t. •) -  y (t .-)||2 a

S  T ł r l Rlcr SUPt€Q llX(t’ -) “ y (t»*)lla + “f X r l RlcP(1) (13)

Z n ie rów n o śc i (13) i  z a ło że n ia  ( l i )  wynika natychm iast, że te za  lematu je s t  

p raw dziw a.■

UWAGA 6.2. Z a ło że n ie  ( i i )  je s t  n ieco  s i ln e .  D la  w yp e łn ie n ia  go czasami 

j e s t  kon ieczne , a le  c zę sto  możliwe, p rzy ją ć  do rozważań pewne spec ja lne  

p r z e s t r z e n ie  sygnałów  c ią g ły c h  z wagą [207 ].«

W s y t u a c j i  gdy n ie l in io w o ś ć  je s t  stacjonarna , a k ( t ,  s ) = k ( t - s ) ,V (t ,s )€ A ,  

można podać b a rd z ie j  p re cyzy jn y  wynik w o p a rc iu  o lemat 6 .1  i  r e z u lt a t y  za

w arte  w dodatku  B.
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LEMAT 6. 3. N iech  będą spe łn ion e  następujące  za ło że n ia :

( i )  3 AelR, reR+ V teQ, x j , x .eL2(Q; L2 (C2, g, P; IRn) ) zachodzi

[" E^|f (xt (s, •) ) - f  (x2(s, •) )-X(xt (s, • )-x2(s, •) )  | 2jfi(ds) a

s r2J E^|xi (s, • )-X2(s, • ) | 2jfi(ds);

( i i )  s u p ^ -  « ^ ( d t a ) )  < ± .

g d z ie  d ( * )  = ^1 -  A k ( * ) j  k ( * ) ;

( i i i )  d e t^ I -  A k (m )j * 0, V meJIl.

Wówczas i s t n ie j e  s t a ła  rze c zyw ista  a>0, taka  że w sz y s tk ie  dokładne i

p r z y b l iż o n e  ro zw ią za n ia  ( j e ż e l i  i s t n ie j ą )  u k ładu  dynam icznego (4 -5 )  s p e łn ia 

j ą  n ie rów ność

llx -  y|l2 2 s  a p ' 1 )
g d z ie

p ( l ) : =   ̂ J  e | |  f  (y  ( t, ■)) -  C y ( t ,  - ) - c | 2J | i ( d t ) j 1/2 (14)

d e f in iu j e  b łą d  l in e a r y z a c j l  s ta ty s ty c zn e j.

Dowód. J e s t  ca łk iem  podobny do dowodu lematu 6 . 1 . *

UWAGA 6. 4. W lem acie  6 .3  s t a ła  X może być za s tą p io n a  p rze z  pewien s t a c jo 

na rny  i  przyczynow y op e ra to r k la s y  Bq (Wq ) , p o r . [77, 87, 234] ,-rów nież dodatek B.

W te j  s y t u a c j i  warunek ( i i i )  p rzy jm ie  postać:

( i i i ) '  d e t^ I -  k (m )b (ra )j  * 0 V meJJI,

g d z ie  b j e s t  jądrem operatora; 

n a tom ia st m ac ie rz  d o k re ś lo n a  je s t  wzorem

d ( * )  = ^1 -  k ( * ) b ( x ) j  k ( * ) .

Dowód j e s t  p raw ie  ta k i sam. ■

LEMAT 6 .5 . Załóżmy, że następujące  w arunki są  w ypełn ione:

( i )  s u p *<=g  ° B4 * ( * ) )  "

( i i )  3 aelR V teQ, x j ,x 26L2(Q ;L2 (£2, 5 ,P ;IR ")) zachodzi
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a J E^|f (xi (s, •) ) - f  (x2(s, ■)) | 2jn (ds);

( i i i )  sup  * X
r *€G max I( [ k ( * ) ]  < a.

Wówczas teza  lematu 6 .3  pozo sta je  prawdziwa.

Dowód. Załóżmy, że is t n ie ją ,  n ie ko n ie c zn ie  jednoznaczne, ro zw iązan ia  

równań (4 -5 ) .  Odejmując te  równania stronam i otrzymamy

x -  y  = K (Fx  -  C y  -  c) = K (Fx  -  Fy) + K (Fy  -  C y  -  c) (15)
n n

Mnożąc równanie (15) ska larow o p rzez Fx-Fy, otrzymujemy

<Fx -  F y ,x  -  y>2 2= <Fx -  F y ,K (F x  -  F y )> 2>2+

+ <Fx -  F y ,K (F y  -  C y -  c )> (16)
n 2, 2

Na podstaw ie  z a ło ż e n ia  ( i i i )  otrzymamy

<*||Fx -  Fy||2>2 s  ^sup2 2Kj||Fx -  Fy||2_.

+ l K l2i2llFx -  Fy ll2, 2HFy "  Cny “ CH2,2 (17)

N a tu ra ln e  j e s t  za ło że n ie , że ||Fx -  Fy||2 * 0, wówczas na podstaw ie  ( i ) ,

( i i i )  o ra z  n ie rów n ośc i (17) otrzymamy

(a -  sup2 2K)||Fx -  Fy||2 2 a |K|2>2||Fy -  C j  -  c||2 2

1K |
||Fx -  Fyll s  ------- ^ — r p ( l )  (18)11 J,,2 . 2 a  -  sup K2, 2

Z n ie rów n o śc i (18) na podstaw ie  (15) wynika

i n 2
x - y||, 2 5 l Kl,J Fx - fyll,., + lKl2.2P(1) s

+
i 2

"2,2

O s ta tn ia  re la c ja  kończy dowód.

2, 2
ot -  s u p  K * *2, 22, 2

P ( l )

LEMAT 6.6. Załóżmy, że sp e łn io n y  je s t  warunek ( i )  lematu 6 .5  i  ponadto:

( i )  3 (?€lR V teQ, x i ,x 26L2 (Q;L2 (n ,3 ,P ;R n)) zachodzi

R e j  E ^ < f(x i (s, - ) ) - f ( x 2 (s, - D ^ ^ s ,  - ) ) - x 2 ( s , - ) > j n ( d s )  s

0 J e | | f  (x̂  (s, •)) —f  (X2(s , •))  12j / i (ds) ;
Qt

( U )  i n f ^ G  \ | - l k W I  > *
Wówczas teza  lematu 6 .5  pozo sta je  prawdziwa. 

Dowód. J e s t  podobny do dowodu lematu 6.5. ■
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W yn ik i zaw arte w lematach 6 .3 -6 .6  są  i l u s t r a c j ą  fa k tu , że "o d le g ło ś ć "  

pom iędzy rozw iązaniem  dokładnego równania (4) i  rozw iązaniem  rów nania p rz y 

b liż o n e g o  (5 ) p o zo sta je  w ś c is ły m  zw iązku ze statycznym  błędem l in e a r y z a c j i ,  

k t ó ry  wprowadzony z o s t a ł  w re la c ja c h  (8) 1 (14).

TW IERDZENIE 6 .7 . N iech  będą sp e łn ion e  na stępu jące  za ło że n ia :

( i )  3 r>0, Be£(Rn,Rn) V x r  x.6L2(Q; LZ(fi, 5, P; IRn) ) zachodzi

||Fx -F x  -B (x  -x  )|| s  r||x - x  II ;11 1 2 1 2  "2,2 11 1 2"2,2
( i i )  ke L1(Q;2(IRn,Rn))  1 ponadto

| d e t ( I  '  * (ra)B| > °:

( i i i )  sup  * rcr ( d ( * ) j  < 1,

g d z ie  d j e s t  zde fin iow ane  w warunku ( i i i ) '  lem atu 6 .4;

( i v )  i s t n ie j e  rezo lw enta  d la  ope ra to ra  całkowego z jądrem k ( t - s ) C  ( s )  w
2 n np r z e s t r z e n i  L (Q;IRn).

Wówczas i s t n ie j e  jednoznaczne ro zw iązan ie  rów nania n ie lin io w e g o  (4 ), 

k tó re  można otrzym ać metodą ko le jn ych  i t e r a c j i ,  na tom iast b łą d  l in e a r y z a c j i  

p o s ia d a  oszacow an ie  ja k  w lematach 6. 4 -  6.6.

Dowód. N iech  ro zw ią zan ie  y  równania z linea ryzow anego  (5 ) b ęd z ie  p ie rw 

szym p rz y b liż e n ie m  d la  metody k o le jn ych  i t e r a c j i ,  zasto sow anej do równania 

(4).

Na pod staw ie  z a ło ż e n ia  ( i i )  możemy n ap isa ć

x = ( I  -  KB )"*KFx + ( I - K B ) -1z (19)

g d z ie  Fx = Fx -  Bx. O perator A ok re ś lim y  w n a stępu ją cy  sposób:

Ax :=  ( I  -  KB )_1KFx + ( I - K B ) _1z

Zauważmy, że równanie (4=19) Je st  równoważne fo rm ie  up ro szczone j

x = Ax (20)

Jak wspomniano,zbadamy zb ie żno ść  metody k o le jn ych  i t e r a c j i  w za sto sow an iu  do

rów nan ia  (20 ). Otrzymamy

xo = ?
x = Ax i= 0 , 1 ,2 ............. (21)l+l i

g d z ie  x q oznacza  p ie rw sze  p rz y b l iż e n ie  mis. P r z y b l iż e n ie  x q j e s t  ro zw iąza 

niem  rów nan ia  (5 ). Z  warunku ( i v )  w ynika d a le j

x = ( I  -  KC )_1 (Kc + z )  (22)0  n
ora z

x -  x = ( I  -  KB)_1KFx + (I-KB)_1z -  x =
1 0  o o
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= ( I  -  K B )_1KFx - ( I  -  K B )*1KBx + ( I - K B ) _1z -  x„ (23)
0 0 o

D a le j mamy

x -  KBx = KLx -  KBx + z o o o o

x  =  ( I  -  K B ) 'lK (Lx  -  Bx ) + ( I  -  K B )”*z  (24)
0  0  0

Z równań (23 -24 ) wynika

x -  x  = ( I  -  KB)_1K (Fx  -  Lx  ) (25)
1 0  0 0

I K  - Xoll2, 2 S l ( I  - KB ) ' l K l2.2 ~p n )
(26)

Na podstaw ie  (19) można oszacować ró żn icę  pom iędzy ko le jnym i ite ra c ja m i

x o ra z  x 
1+1 1 ~

x -  x = ( I  -  KB) K (Fx  -  Fx ) (27)i+i i i l -l
i  n a stę p n ie

HX,+l “ XiH2 , a 5 l (I “ KB)’ lKl2t2llFxl " Fxi-ill2,2 "

S | ( I  K B ) "1K|2 ẑr||xi - V i ||2 2 (28)

Na podstaw ie  z a ło że n ia  ( i i i )  wnioskujemy, że •jx[  ̂ j e s t  c iąg iem  Cauchy’ego 

i  w zw iązku  z tym i s t n ie j e  g ra n ic a  x wspomnianego c ią gu  •jx^, k tó ra  je s t  

dokładnym  rozw iązaniem  równania (4).

Ponadto, na podstaw ie  n ie rów nośc i (26) i  (28), możliwe j e s t  oszacowanie 

b łędu  l in e a r y z a c j i  s ta ty s t y c z n e j  ||x—x q||2 , k tó ry  można w y ra z ić  jako  funkcję

p ( l ) .  Szczegółow e rozw ażania w yn ikają  z dowodu tw ie rd ze n ia  o punkc ie  sta łym  

d la  o p e ra c j i  zwężających. To kończy dowód. ■

6 .2. LINEARYZACJA STATYSTYCZNA W UKŁADACH STACJONARNYCH

L in e a ry z a c ja  s ta ty s t y c z n a  z o s t a ła  zastosowana początkowo w uk ładach  dy

nam icznych stacjona rnych . Dop ie ro  późn ie j z o s t a ła  u og ó ln io n a  na przypadek 

n ie sta c jo n a rn y .

Rozważmy n ie lin io w y ,  sta c jo n a rn y  uk ład  dynam iczny ze sprzężeniem  zw rot

nym o p isa n y  następującym  równaniem operatorowym

x = KFx + z (29)

g d z ie  z j e s t  n-wymiarowym, stacjonarnym  sygnałem  stochastycznym , określonym

na lzga . G, F  j e s t  n ie lin iow ym , stacjonarnym  operatorem, K j e s t  f i l t r e m  g ra 

n icznym  (p a t rz  dodatek C). Załóżmy, że

(Fx) ( t, u) = f(x (t,< o )) (30)

g d z ie  teG, f : R n — » !Rn, natom iast operator K j e s t  zd e fin iow any  re la c ją
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( K u M t .u )  :=  f.;d t)lc (;*)< (d x ). teG.uefi (31)
G

oraz

T)(t,Ł>) = f * ( t ) ę ( d x ) ,  teG.uen
G

P o z o s ta łe  z a ło ż e n ia  są  ta k ie  same, ja k  w ro z d z ia le  5.

G en e ra ln ie , podobnie  ja k  w przypadku n ie sta c jo n a rn y c h  układów dynam icz

nych, za sto sow an ie  l in e a r y z a c j i  s ta ty s t y c z n e j  po lega  na z a s tą p ie n iu  uk ładu  

n ie lin io w e g o  op isan e go  równaniem (29) problemem liniowym , k tó ry  zapiszem y:

y  = KLy + z (32)

g d z ie  L  j e s t  lin iow ym , stacjonarnym  operatorem  zdefin iow anym  podobnie  ja k  w 

p rzypadku  n ie stac jona rnym

Ly : = C y  + c
n

g d z ie  Cn 1 c n ie  z a le ż ą  od cza su  i  n o ta c ja  j e s t  taka  sama, ja k  w c z ę ś c i  6.1. 

Załóżmy, że w sp ó łc z y n n ik i l in e a r y z a c j i  C i  c z o s t a ły  wyznaczone za
n

pomocą dow olnej z metod l in e a r y z a c j i.

TW IERDZENIE 6.8. Załóżmy, że z (t ,w ),  teG.wefl j e s t  stacjonarnym  w s iln ym  

se n s ie ,  c ią g łym  w s e n s ie  średniokwadratowym sygnałem  stochastycznym  d ru g ie go  

rzędu  i  ponadto są  sp e łn io n e  następujące  warunki:

( i )  i s t n ie j e  f i l t r  g ra n ic z n y  B, generowany p rzez jąd ro  b ( * ) ,  *eG  oraz

in f *eG |d e t [ I “ k ( * ) b (x )j  | > °;

( i i )  i n f ^ -  |det^I -  k ( * ) c j |  > 0;

( i i i )  3 r>0  V x i ,x 2e C (G ;L2 (n,g,P ;IRn) ) )  zachodzi

S Up t €G E(lf < V t . - ) ) - f ( x 2 (t, • ) ) -B ( x ł ( t , - ) ) - X 2 ( t , - ) ) | 2j a 

£ r 2supt6c E ^ lx j (t, •) -  x2 (t. -) |2] ;

( l v )  s u p ^ -  n r ^ * ) )  < 1 ,

g d z ie  a ( * )  = ^ I- k ( x ) b ( * ) J  k ( * ) .

Wówczas i s t n ie j e  stac jona rne , c ią g łe  w se n s ie  średniokwadratowym  ro zw ią 

za n ie  rów nan ia  (29). B łąd  mis. może być o k re ś lo n y  w n a stę pu ją cy  sposób:

s u PteG [e [ | x U ,  • )  -  y  ( t , ' )  12 j  j s  c o n s t  s u Pt6G

g d z ie  p (  1) = ^ E ^ | f(y (t ,  •) -  C ^ y ( t , - )  -  c | 2j j  i  Y oznacza ro zw ią za n ie  rów

n a n ia  problem u p rz y b liż o n e g o  (32).
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Dowód. S t ru k tu ra  dowodu j e s t  an a log ic zn a  do tw ie rd ze n ia  6 .7 . Równanie

(29) j e s t  równoważne

x -  KBx = KFx -  KBx + z = KFx + z (33)

g d z ie  Fx=Fx-Bx. N iech y  będzie  rozw iązaniem  równania p rz y b liż o n e g o  (32).

Równanie p rz y b liż o n e  (32) j e s t  równoważne

( I  -  KC )y  = KC + z (34)
n

Z z a ło ż e n ia  ( i i )  wynika, że i s t n ie j e  stacjonarne , c ią g le  w s e n s ie  ś re d 

niokwadratowym ro zw ią zan ie  równania p rzyb liżon e go  (32=34) o raz

y = ( I  -  KC )_1 (Kc + z) (35)
n

N iech  f i l t r  g ra n ic z n y  D j e s t  o k re ś lo n y  w następu jące j p o s ta c i 

Dx :=  ( I  -  KB )_IKFx + ( I  -  KB )_1z

N iech  d a le j  XQ=y o raz

x = Dx d la  1 =0 ,1 ,2 ...............l+i i
o k re ś la  k o le jn e  It e ra c je  p rocedury rozw iązu jące j.

P o stęp u jąc  podobnie ja k  w dowodzie tw ie rd zen ia  6.7, otrzymamy

x -x  = ( I - K B ) '’k Fx  -  ( I - K B )_1KBx + ( I - K B ) _1z -  xn (36)
1 0  o o o

x  = ( I - K B ) _1K (Lx  -  Bx ) + ( I - K B ) '^  (37)
0  0 0

a na podstaw ie  (36 -37 ) otrzymamy

x -  x = ( I - K B ) _1K (Fx  -  Lx ) (38)
1 0  0 0

P roce s  s to c h a sty c zn y  wq=x i - x o j e s t  stac jona rny , d ru g ie go  rzędu, c ią g ły  w 

s e n s ie  średniokwadratowym ,ponieważ Je st  kom binacją o p e ra c j i s ta c jon a rn ych .N a  

te j  podstaw ie  można pow iedzieć, że posiada  rep rezen tację  sp e k t ra ln ą  p o s ta c i

w ( t ,w) = f x ( t ) c  (d *)
G

g d z ie  E ^ 0 (d;*)<0 (dx)j = FQ(d;*), t r ( F Q(G)) < a  .

Zauważmy dodatkowo, że

suptgc E^|wo(t,w ) |2j = t r ( F Q(G )) £ a 2suptgc p2 ( l )  (39)

g d z ie  a=\ ( I - K B ) '1 ! ^ . ^ ,  p ( l ) = ^ | F x o-L x o |2j| .

Ocenimy ró żn icę

x - x  = ( I - K B ) _1K (Fx  -F x  ), i= l ,  2 , 3 .........l+i l l l-i
W szy stk ie  p ro ce sy  wj= x ( - x  są  stacjonarne , d ru g ie go  rzędu 1 c ią g łe  w sen

s ie  średnim , na podstaw ie  ta k ic h  samych argumentów, ja k  w p rzypadku  wq . Mają

zatem re p re ze n ta c ję  sp e k tra ln ą  p o sta c i
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w ( t ,u )  = r * ( t ) <  (d *)  (40)
G

g d z ie  (d^;)ę*(da:)J = F ^ d * ) ,  t r ^ G j j  < “M ^ * 1 ” ^X i i l  ) '

Na podstaw ie  z a ło ż e n ia  ( i i i )  można nap isać, że

supt60 E ( l x i * i ( t ’ * } "  x , ( t - - ) |2] = t r ( F { G ) j  £

£ a 2r 2sup tec e [|x i (t, -)  -  X t i (t, O l ^ V t r ^  j G j j ,  V 1=1,2, 3 ,. . (41)

Na podstaw ie  z a ło ż e n ia  ( iv ) ,  w ykorzystu jąc  n ie rów nośc i (39) i  ( 4 1 ) ,można

s tw ie rd z ić ,  że - jx ^ , i  = 0 ,1 ,2 ........  je s t  ciągiem  Cauchy’ ego i  w zw iązku  z tym

i s t n ie j e  g r a n ic a  x  tego c iągu . Używając podobnych argum entów,jak w tw ie rd ze 

n iu  6 .7 , otrzymamy na stępu jące  oszacowanie

SUpt€G (E( | x ( t .  -) -  XQ(t.  ‘ ) I2]]  * (1 -  <xr)‘1suptec p( 1) (42)

ponieważ ocr<l. To kończy dowód. ■

6 .3. METODY LINEARYZACJI STATYSTYCZNEJ

METODA 1. P ie rw sza  m is. p o lega  na z a s tą p ie n iu  fu n k c j i  n ie l in io w e j  

f ( t , y ) ,  teG.yeR , f:GxlRn — > Rn, p rzez  n-wymiarową fu n kc ję  l in io w ą

1 ( t , y ) = C ( t ) y (i) + c ( t ) 

g d z ie  y = Cy(1)• y (2) 1 € R . m- n i k tó ra  m in im a lizu je  ze w zględu na

m acierze  C i  c b łą d  średniokw adratow y

Pt ( l )  :=  E^| f ( t, x (  t, w )) -  l ( t , x ( t , Ł ) ) ) | 2j

V teG 1 d la  pewnej k la s y  procesów  stochastycznych .

LEMAT 6 .9. Fun kc jon a ł p t ( l )  przyjm uje w artość  m inim alną V teG, d la  

na stę pu ją cych  w a r to śc i w spółczynników  i  c :

( i )  C ^ t )  = r i ( t )K _1(t ) ;

( i i )  c t ( t )  = E ^ f ( t , x ( t ,  • )) -  Cl ( t ) E ( x ( iJ ( t , - ) ) j ;

( i i i )  r i ( t )  = E ^ f  ( t , x ( t ,  ’ ) )| x (1)(t, •) -  E ( x u ) ( t , - ) ) j TJ;

( iv )  K(t )  = "  E(x ( i , ( t - - ) ) ) ( x a , ( t - - ) -  E (x<i,( t ' - ) ) ) T)-

Dowod. J e s t  powtórzeniem  rozważań z p racy  [40]. ■
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METODA 2. Rozważmy, podobnie jak  wyżej, n ie lin io w ą  fu n kc ję  f ( t , x ( t , w ) ) i  

je j  l in io w e  p r z y b l iż e n ie  1 ( t , x ( t , u ) ). Notacja p ozo sta je  bez zm ian w sto sunku  

do metody 1.

Idea  metody j e s t  dobrze  znana [1 02 ,194 ,208,248-249,329]. Poszukiw ana 

je s t  taka  fu n k c ja  lin io w a  l ( t , x ( t , u ) ) ,  za leżna  od p rocesu  x ( t , u ) ,  k tó ra  

po s iad a  w arto ść  oczekiw aną i  macierz kow a rianc ji równe ana log icznym  w ie l

kościom  w yjśc iow ej fu n k c j i  f ( t , x ( t , u ) ), V teG .

N iech
E ( l ( t , x ( t ,  • ) ) )  = C ( t ) E ( x {l) (t, •)) + c ( t ) (43)

Warunek rów ności w a rto śc i oczekiwanych prowadzi do równania

C ( t ) E ( x  (t, • )) + c (t ) = E ( f ( t , x ( t , • ) ) )  (44)

M ac ie rze  k o w a r ia n c j i f u n k c j i  l in io w e j i  n ie l in io w e j  p rzy jm ują  następu jącą  

p ostać

T2 ( t )  = E ^ f ( t , x ( t , - ) ) - E ( f ( t , x ( t , - ) ) ) j | f ( t , x ( t , - ) ) - E ( f ( t , x ( t , - ) ) ) j  J (4 5 )

D ( t )  = E ^ l ( t , x ( t , - ) ) - E ( l ( t , x ( t . - ) ) ) j | l ( t , x ( t . - ) ) - E ( l ( t , x ( t , - ) ) ) j  j =

. E f f c C t l f * , , , » . - )  ■ » ) ) ' )  -

= C ( t )K ( t )C T(t )  (46)

g d z ie  m acierz K j e s t  o k re ś lo n a  jak  w warunku ( iv )  lematu 6.9.

Zauważmy, że bez zm n ie jszen ia  og ó ln o śc i można za ło żyć , że m acierze  K i

r  są  sym etryczne i  dodatn io  określone. Wynika stąd , że i s t n ie j ą  m acierze

K1/2( t )  i  T 1/2( t ) ,  V teG. Z równań (45-46) otrzymujemy 2
C ( t )K 1/2(t )  = r 2l/2(t )  (47)

W sp ó łc zyn n ik i c ( t ) , C ( t ) ,  teG,można zatem wyznaczyć z równań (47) o ra z  (44). 

Udowodniony z o s t a ł  zatem następu jący  lemat.

LEMAT 6.10. Załóżmy, że spe łn ione  są  następujące  za ło że n ia :

( i )  Ca ( t )  = r 21/2( t )K ‘ 1/2(t ) ;

( i i )  cz ( t )  = E ^ f ( t , x ( t ,  •)) -  C2 ( t ) E ( x ( l ) ( t , - ) ) j ;

( i i i )  r y t )  = E ^ f ( t , x ( t ,  * ) ) - E ( f ( t , x ( t , ') ) ) j ^ f ( t , x ( t ,  • ) ) - E ( f ( t , x ( t , - ) ) ) j  j ;

( l v )  K ( t )  = E ( ( x n ) ( t , - )  -  E ( x (l) (t, • ))) (x (i) (t, •) -  E ( x ( i ) ( t , - ) ) ) T),

wówczas w a rto śc i oczekiwane i  m acierze k ow a rian c ji f u n k c j i  n ie l in io w e j  

f ( t , x ( t , w ) )  o ra z  fu n k c j i  lin io w e j  1 ( t , x ( t , u ) ) = t ) x (i) ( t , u )  + c2 ( t )  są  

so b ie  równe.■
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UWAGA 6.11 . N ie k tó rz y  a u to rzy  [329,339,359] rekomendują n ie co  in n y  dobór 

w spó łczynn ików  l in e a r y z a c j i  s ta ty s ty c z n e j,  m ianow icie:

c i2( t)  = 4- (ci ( t)  ♦ c2(t))  . Sia(t)  = 4 - ^ ( 1 )  + 5a(t)] (48)

g d z ie  C ^ t )  o ra z  c ^ t )  d la  1=1,2  oznaczają  w sp ó łc z y n n ik i l in e a r y z a c j i  o p i 

sane w omówionych m etodach.■

METODA 3. W n in ie j s z e j  metodzie p rzedstaw iona  j e s t  mało znana te chn ika  

l in e a r y z a c j i  s t a t y s t y c z n e j  zaproponowana p rzez Z h a n g a ,E lis h a k o f fa  [304] i  

ro z sze rzo n a  na u k ła d y  wielowymiarowe w pracach Sk rzyp czyka  [241 ,243 ]. Metoda 

po le ga  o g ó ln ie  na takim  doborze współczynników , aby ś re d n i b łą d  kwadratowy 

r ó ż n ic y  m iędzy e n e rg ią  po ten c ja ln ą  uk ładu  n ie lin io w e g o  K ( - )  i  e n e rg ią  

p o te n c ja ln ą  p rz y b liż o n e g o  u k ładu  lin iow ego  b y ł ja k  na jm n ie jszy .

Załóżmy, że n ie l in io w o ś ć  f ( - )  j e s t  stacjonarna . D la  u p ro sz c z e n ia  z a ło ż o 

no d a le j ,  że t i(0 )  = 0.

W proponowanym schem acie l in e a r y z a c j i  wymagane je s t ,  aby

p := E[ | l i ( x ( t . « 3 )  -  j- l  £  c x (t,w)x (t,w) | ) =
v i = l k  = l  *

= E^| K U U . u ) )  -  - i - < x ( t , u ) , C x (i) (t,w )>| j  =

= E | | l( (x (t ,Ł > )) -  -i- \  xT( t ,u )C (X ( i ) i(t ,< ,>) | | = min (49)

g d z ie  I t ( - )  oznacza e n e rg ię  po ten c ja ln ą  zw iązaną z n ie l in io w o ś c ią  f.

M a c ie rz  C = [c ik ] zap iszem y w sp e c ja ln e j  fo rm ie  w ie rszow ej C

c. ■ hJ - [c'A cl]T
<r ...............c„.] ■ k- > ’2 .......... >>•g d z ie  C = c , c   c , k = l , 2 , ___ ,p, oznacza ją  kolumny m ac ie rzy  C.
k I l k  2k nkj

T
oznacze -[ d d d 1

............ -g—  . We wprowadzonych

Xi X2 Xn->
ich  warunkiem koniecznym  minimum fu n kc jo n a łu  p j e s t  V k = l , 2  p

Vc p = E ^ l/ ( x ( t , u > ) ) -  - i-  ^  xT( t ,u )C ix ( i ) ( ( t , u ) j x ( t ,  u ) x ( i)k ( t , u ) j  = 0 (50)

Z rów nan ia  (50) otrzymamy po p rze k sz ta łc e n ia c h

r » - ł ! * „ c , <5 ”1=1
g d z ie  o zn acze n ia  są  na stępu jące

T : =E|‘U (x )x x  I,  <j> : =E|x x  x x T |k  ̂ (l)kj ki { (l )k (1)1 J
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Wprowadźmy d la  u p ro szcze n ia  n o ta c j i następujące  m acierze  k latkow e

r == [r ] - r i  r : ] T. * == [♦«] •  d ia  i - ic=i- 2  p -

O sta te c zn ie  otrzymamy

2 r = 4>CW
a stąd , j e ż e l i  m acierz $ j e s t  n ieosob liw a, wynika natychm iast

C = 24>~1r  (52)
3w

Równanie (52) kończy  rozw ażan ia .«

W p racach  [79,241,304 ] au to rzy  dochodzą do wniosków, że w pewnych p rz y 

padkach p rzedstaw iona  metoda wykazuje w iększą  dok ładność  n iż  omówione wcześ

n ie j  metody 1 1 2 ,  zw ła szcza  d la  układów dynam icznych z "u tw a rd za ją cą " s ię  

c h a ra k te ry s ty k ą  sp rę ż y s tą  (n ie lin io w ą ).

6 .4. PRZYKŁAD

Aby z i lu s t ro w a ć  rozw ażania na temat d ok ład n o śc i różnych  m is. i  w ce lu  

porównania p rzedstaw ionych  wyników weźmy pod uwagę Jednowymiarowy układ  

d rga ją cy , k tó re go  ruch  op isan y  je s t  równaniem różniczkowym  w znorm alizow anej 

fo rm ie

x ( t , u )  + |3x(t,o>) + F ( x ( t , u ) ) = z ( t , u )  teR,Ł>€n (53)

g d z ie  0=const>O  oznacza w spó łczynn ik  lin iow ego  t łu m ie n ia  w isk o tyczn e go ,n a to 

m ia st fu n k c ja  F (x ) ,  xeR je s t  ch a ra k te ry styką  n ie l in io w e j  s i ł y  sp rę ż y ste j.  

Z a ło żono  d a le j,  że F przyjm uje  postać  następującą

y ( x - l ) + l ,  d la  x s  -1 
F (x )  = x , d la  -1  < x < 1

y ( x + l )—1, d la  x s  1

p rz y  w a rto śc ia c h  param etru r = 0 .5 oraz y=2.0 .

B ędz ie  rozpatryw any p rzypadek,gdy s i ł a  wymuszająca j e s t  procesem  s t a c jo 

narnym 2. rzędu  ze ś re d n ią  zero  i  g ę s to ś c ią  sp e k tra ln ą  p o s ta c i

S
S  ( iu )  = ----- 5—  , ueR (54)

z i . 2 2l+u  T

g d z ie  S  i  t  są  pewnymi sta łym i [241 ,243 ].

Równanie (53) można sprow adzić do standardowego losow ego rów nania c a łk o 

wego, por. r o z d z ia ł  I I I .  Rozw iązanie  równania rozum iane j e s t  w se n s ie  

R -ro zw ią zań  [40] .
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R y s . 6 .1. Porów nanie w a rto śc i względnych dok ładnych  p rzem ie szczeń  ś re d n io -  
kwadratowych w n ie lin iow ym  u k ła d z ie  drgającym  z wynikami 
p rz y b liż o n y m i (krzywa " i "  odpowiada m is. typu i )

F i g . 6 .1 . Com parison o f  r e la t iv e  va lu e s  o f  exact m ean-square d isp la ce m e n ts  in  
a n o n l in e a r  v ib r a t in g  system  w ith  approxim ate ones (cu rve  " i "  
co rre sp o n d s w ith  mis. o f  1 -th  type)

G ę sto ść  prawdopodobieństwa ro zw iązan ia  problemu (5 3 -54 ) p ( x , x , x )  można 

o k r e ś l i ć  w sposób  ś c i s ł y  na podstaw ie rozważań zaw artych  w p ra cy  [242]. 

Funkc ja  prawdopodobieństwa ma postać

p( y ł , y 2, y 3 ) = P (y1. y 2. y 3) =

= N e x p f - f L j 3̂  g _ + A ) F (z )d z  -  ! _ ( i  + 0 T 
'  0 0 v '  0 '

2 dF 1 2
d yt J y 2

t ( 1 + 0 t ) 2 2 x F ( y i )
y3 “S V  y3)o o '

g d z ie  y j=x, y 2=x, y 3=x i  N j e s t  pewną s ta łą ,  k tó ra  j e s t  o k re ś la n a  z warunku

n o rm a liza cy jn e go

(55)

_CO 00 „00

i J l  P ‘3, (yi ’y2’y3)dyidy2dy3 = 1-CO -00 -00
Przypom nijm y, że jednowymiarowa g ę sto ść  prawdopodobieństwa zm iennej y  =x 

j e s t  o k re ś lo n a  następu jąco
00 00

P < 1 ) ( x ) = j  [  p(3>(yr y2,y3)dy2dy3
- 0 0  - 00

w zw iązku  z tym w arianc ję  p rzem ie szczen ia  ob liczam y z r e la c j i

2 f“  2 ( l ) ,  , ,
<r = x p (x )dx
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Forma z linea ryzow ana  zw iązana z równaniem (53) j e s t  lin iowym , 

tycznym równaniem różniczkowym

y(t,Ł>) + P y ( t ,u )  + Cjy (t , Ct>) = z ( t , u ) ,  t€R,Ł>eC2

g d z ie  w ie lk o ś c i  C ^  i= l , 2 , 3  za le żą  od wyboru metody l in e a r y z a c j i.

R y s . 6 .2. Porównanie względnych błędów wyznaczenia od ch y le n ia  standardowego 
d la  różnych  m is.(k rzyw a  “ i "  odpowiada mis. typu i-e g o )

F ig .  6 .2. Com parison o f  r e la t iv e  e r ro r s  o f standard  d é v ia t io n s  fo r  d if fé re n t  
m is. (cu rve  " i "  co rre sponds w ith  mis. o f  i - t h  type)

Oznaczmy p rze z  x i  y  R -ro zw ią zan ia  równań (53) i  (56) odpow iednio oraz 

p rze z  <r , cr ( odpow iadające tym rozw iązaniom  od ch y len ia  standardowe. D a le j 

używamy te ż  n o t a c j i  a- do oznaczen ia  od chy len ia  standardowego ro zw iązan ia  

l in io w e j  w e r s j i  równania (53), tzn. d la  y=1.0. P rzed staw iono  ab so lu tn e  b łędy 

w yznaczen ia  od ch y le n ia  standardowego d la  różnych metod l in e a r y z a c j i

£T = I <r -  tr err,1 1 x y
o ra z  b łę d y  względne

2 / 2
Tł =  <r /  (T

i err, \ f  0
2 / 2

i  o- / a -  zw iązane z konwencjonalnymi ( 1=1,2) o raz  najnow szą (1=3) mis. 
y. i/  0

D la  u p ro szc ze n ia , ro zpatrzono  ty lk o  ro zw iązan ia  stac jona rne .

W yko rzy stu jąc  gę s to ść  prawdopodobieństwa (55) wyznaczono metodą nume

rycznego  ca łkow an ia  d ru g ie  momenty rozw iązań, zarówno rów nania n ie lin io w e g o

(53), ja k  i  jego  l in io w e j  aproksym acji (56).

s to c h a s-

(56)
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Na r y s . 6 .1  p rzedstaw iono  porównanie w zględnych w ie lk o ś c i  d ru g ic h  momen

tów ro zw ią za n ia , wyznaczonych w sposób  dokładny, z a na log ic znym i w ie lk o ś 

c iam i otrzym anym i trzema mis. Krzywa " i "  odpowiada mis. typu  i.  Porównanie 

m is. można zn a le źć  rów nież w innych pracach, np. [79 ,241 ,243 ].

R y s . 6 .3. Porów nanie dokładnych, bezwzględnych błędów w yznaczenia od chy len ia  
standardowego w n ie lin iow ym  u k ła d z ie  drgającym  z wynikami 
teore tycznym i ( l i n i a  c ią g ła  -  dok ładny b łą d  m is. typu 1, l i n i a  
przeryw ana -  dok ładny b łąd  mis. typu 3, l i n i e  z symbolami -  
teo re tyczne  b łę d y  odpow iednich mis. )

F i g . 6 .3. Com parison o f  exact, ab so lu te  e r r o r s  o f  s t a n d a rd -d e v ia t io n s  in  non
l in e a r  v ib r a t in g  system  w ith  th e o re t ic a l bounds (co n tin u ou s l in e  -  
exact e r r o r  o f  1 - s t  mis. , dashed l in e  -  exact e r ro r  o f  3 - rd  m is . , 
l i n e  w ith  sym bols -  t h e o re t ic a l e r ro r  bounds o f  c o rre sp o n d in g  m is. )

R y s .6 .2  i l u s t r u j e  w ie lk o śc i  błędów w zględnych tj zw iązanych z mis. typu

i.  Jak w idać z r y s . 6.1  i  6 .2, konwencjonalne metody l in e a r y z a c j i  (1=1 ,2 ) 

d a ją  w y n ik i,  k tó re  są  b l i ż s z e  re zu lta tom  dokładnym, n iż  w yn ik i metody 

e n e rge tyc zn e j ( i= 3 ) .

Na pod staw ie  a n a l iz y  te o re tyczne j (tw. 6 .8 )  można p rze w id z ie ć  za k re s  

b łę d u  w yznaczen ia  od ch y le n ia  standardowego, co w ynika z p ro ste g o  oszacow ania

sup telRł I0* "  °yl 5 s u p te R 1 (E ( l x( t ,fc ,)  "  ÿ(t>u)|2]] s  c o n st  sup teRip ( l )

a s t a ł a  w yn ika  z n ie rów n o śc i (42). Ponieważ konw encjonalne mis. (1=1 ,2 ) dają  

w y n ik i ( i = l , 2) b l i s k i e  sob ie , n ie  będą one d a le j  ro z ró żn iane .
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Na ry s .  6 .3  porównano abso lu tne  b łędy  wyznaczenia od ch y len ia  standardowe

go I o- -  <r I, d la  dwóch metod l in e a r y z a c j i  (1 i  3 ), wyznaczone dok ład n ie , z
X  y |

teoretycznym  oszacowaniem b łędu wynikającym  z n ie rów nośc i (42).

2 2
Względne b łę d y  wyznaczenia odchy len ia  standardowego (cr  ̂ -  c O  / a Q , d la  

tych  samych metod l in e a ry z a c j i ,  wyznaczone dok ładn ie , o raz  oszacow ania  teo 

re tyczn e  są  p rzedstaw ione  na ry s. 6. 4. ■

R y s .6 .4. Porównanie dokładnych, względnych błędów wyznaczenia od chy len ia  
standardowego w n ie lin iow ym  u k ła d z ie  drgającym  z wynikami teo
retycznym i (oznaczen ia  jak  na ry s. 6 .3 )

F i g . 6 .4. Com parison o f  exact, r e la t iv e  e r r o r s  o f standard  d e v ia t io n s  in  non
l in e a r  v ib r a t in g  system  w ith  th e o re t ic a l bounds (n o t io n  i s  the same 
a s in  f i g . 6 .3 )

Głównym celem rozważań przedstaw ionych  w powyższym p rz y k ła d z ie  n ie  b y ło  

w y łą czn ie  porównanie trzech, a k tu a ln ie  używanych, m is. zastosow anych do t y 

powego uk ładu  m echanicznego,ale  w yko rzystan ie  teo re tycznych  m oż liw o śc i o sza 

cowania b łędu  wyznaczenia odchy len ia  standardowego ro zw ią zan ia  problemu 

z linea ryzow anego  w porównaniu z rozw iązaniem  śc is łym . Zastosow ana techn ika  

j e s t  podobna do metod badania s t a b iln o ś c i  i  daje  w yn ik i o podobnej d ok ład 

n o śc i.  N a tu ra ln ie ,  aby uzyskać b a rd z ie j  dokładne oszacow anie błędu, n a le ży  

w yko rzy sta ć  b a rd z ie j  sub te lne  metody a n a liz y .
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W ro z d z ia le  n in ie js z y m  rozpatryw ane będą zagad n ien ia  s t a b i l n o ś c i  n i e l i 

n iow ych  układów  dynam icznych op isanych  stochastycznym i, n ie lin io w y m i równa

n iam i całkowymi zdefin iow anym i na lzga. G.

I s t n ie j e  w ie le  różnych  d e f in ic j i  s t a b i ln o ś c i  s to ch a sty c zn e j  d la  układów 

n ie lin io w y c h .O g ó ln ie  można pow iedzieć, że p o ję c ia  s t a b i ln o ś c i  s to c h a sty c zn e j  

można rozpatryw ać jako  kom binacje koncepcji s t a b i ln o ś c i  typu Lapunowa i  

L a g ra n ge ’ a d la  zdeterm inowanych układów dynam icznych [5 2 ,56 ,6 0 ,7 8 ,87 ,1 02 , 

1 09 ,123 ,138 ,141 ,177 ,183 ,214 ,225 ,285 ,302 ,354 ,366 ,374 ] i  różnych  rodzajów  

z b ie ż n o ś c i  znanych  w t e o r i i  m iary  [2 0 ,28 ,33 ,4 0 ,92 -9 4 ,1 0 5 ,14 9 ,15 7 ,16 3 ,22 5 , 

2 79 -280 ,313 ,315 ,318 ].

W t e o r i i  procesów  sto ch a styczn ych  możemy w yróżn ić  na stępujące , dobrze 

znane rod za je  z b ie ż n o śc i:

( i )  zb ie żno ść  jedno sta jna ;

( i i )  zb ie żno ść  praw ie  jednosta jna;

( i i i )  zb ie żn o ść  p raw ie  w szędzie  (z prawdopodobieństwem 1 = m od(P));

( i v )  zb ie żn o ść  w s e n s ie  średnim  (w Lm(fl,3 ,P ) ,m 2l);

(v ) zb ie żno ść  według m iary.

W ynika stąd , że koncep cji s t a b i ln o ś c i  stocha stycznych , n ie lin io w y c h  

układów  dynam icznych J e s t  co najm niej p ię c io k ro tn ie  w ięce j n iż  w przypadku

zdeterminowanym. P rze g lą d  tych  d e f in ic j i  można zn a le źć  w p ra cy  Ahmeda, Teo

[6].

Ze w zględu na fa k t,  że w n in ie j s z e j  p racy  do o p isu  układów  dynam icznych 

w ykorzystyw any j e s t  apa ra t równań całkowych, w a n a l iz ie  s t a b i l n o ś c i  n ie  

b ęd z ie  stosow ana metoda funkcjona łów  Lapunowa. Za interesow anego c z y te ln ik a  

odsyłam y do l i t e r a t u r y  [225 ,279 -280,354].

W p rzypadku  gdy u k ła d  f iz y c z n y  o p isan y  j e s t  równaniem całkowym, p o ję c ie  

s t a b i l n o ś c i  Lapunowa t r a c i  sens. Na o gó ł z o sta je  ono za stą p io n e  o g ó ln ie jszym  

pojęciem  c ią g łe j  z a le ż n o śc i ro zw iązan ia  od fu n k c j i  pobudzającej, p rz y  czym 

c ią g ło ś ć  j e s t  o k re ś lo n a  np. p rze z  normę p rz e s t rz e n i Banacha sygna łów  s t o 

cha stycznych , w k tó re j  badamy rozw iązan ie .
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W c ią g u  o s t a tn ic h  30 la t  c zę sto tliw o śc iow e  k r y t e r ia  s t a b i ln o ś c i  układów 

zdeterm inowanych z czasem ciągłym , oparte  na w ynikach Sandberga [214 -2 1 7 ], 

Zamesa [302] i  Jakubow icza [3 7 7 -3 8 2 ], b y ły  ro zsze rzane  na w ie le  sposobów .Pra

ce Corduneanu [5 2 ] ,D e soe ra ,V idya saga ra  [6 0 ] , Jakubow icza [3 8 1 -3 8 2 ],Kudrew icza 

[1 3 8 ] , H a r r is a ,V a le n c i  [109] dają  obsze rny  p rze g lą d  tych  wyników, s z c ze g ó ły  

można zn a le źć  w p racach  [3 ,1 5 ,1 8 ,2 3 ,3 1 ,4 3 ,4 7 - 4 8 ,5 1 -5 2 ,5 7 -6 2 ,7 8 ,8 5 -8 6 ,8 8 ,9 8 -  

100, 1 0 3 ,1 0 9 ,1 1 2 ,1 2 9 -1 3 0 ,1 3 8 ,1 4 4 ,1 4 7 ,1 5 1 -1 5 4 , 160, 162, 165-166, 169, 1 7 3 -1 7 4 ,1 7 6 - 

180, 195, 2 1 3 -2 1 7 ,2 2 5 ,2 8 5 ,2 5 4 -2 5 5 ,2 9 2 -2 9 6 ,3 0 0 ,3 0 2 , 350, 3 5 4 ,3 7 7 -3 8 2 ].

U kłady z czasem dyskretnym  n ie  b y ły  badane tak  in tensyw n ie , n iem niej 

jednak w ię k szo ść  wyników an a log ic zn ych  do re zu lta tów  o s ią g n ię ty c h  w t e o r i i  

układów c ią g ły c h  z o s t a ła  sformułowana również d la  układów dysk re tnych , p a trz  

np. [109, 121, 1 4 1 ,2 1 3 ,2 7 2 ,3 6 5 -3 6 6 ] .
Obszerną l i t e r a t u r ę  dotyczącą  te j tem atyki c z y t e ln ik  z n a jd z ie  w p racy 

Cypkina  i  Popkowa [374 ].
A n a liz a  s t a b i ln o ś c i  s to ch a styczn e j c ią g ły c h  układów dynam icznych o para 

metrach losowych, k tó re  op isano  za pomocą równań całkowych typu V o lt e r r y  2 

rodzaju , to  p rzede w szystk im  prace Ahmeda [ 2 ,4 ,6 ] ,  Sk rzyp czyka  [2 0 4 ,2 2 7 - 

2 3 3 ,2 4 4 ] , T soko sa ,P adge tt [1 7 0 ,2 7 5 -2 7 8 ], L ie w ita  [348] oraz  [2 1 -2 2 ,6 9 ,1 0 1 , 

1 7 2 ,2 7 9 -2 8 0 ].
D e te rm in istyczn e  u k ład y  dynamiczne zdefin iow ane na lzga . b y ły  ana lizow a

ne, z punktu w id zen ia  ic h  s t a b iln o ś c i ,  w p racy  Falba,Freedm ana,Zamesa [87 ].

Pewne w yn ik i dotyczące  w ła sn o śc i,  p ro st szy c h  od rozpatryw anych  w pracy, 

układów dynam icznych zde fin iow anych  na p ie r ś c ie n iu  abelowym p o d a li Emre i  

Khargonekar [7 3 -7 4 ,1 3 3 ] , p a t rz  również [124].

W p racy  og ran iczon o  rozw ażania dotyczące s t a b i ln o ś c i  do pojęć zw iązanych 

ze s t a b i ln o ś c ią  w se n s ie  średnim , a le  a n a liz a  prowadzona j e s t  w ro z sze rzo n e j 

p r z e s t r z e n i  energetyczne j, co pozwala na uw zględn ien ie  sygnałów  o n ie o g ra 

n ic zo n e j  e n e r g i i  ś re d n ie j.

Podstawowe p o ję c ia  i  d e f in ic je  dotyczące rozpatryw anych rodzajów  s t a b i l 

n o ś c i układów dynam icznych op isanych  wielowymiarowymi, losowymi równaniami 

całkowymi podane są  w c z ę śc i 7 .1 .1  n in ie j s z e g o  ro z d z ia łu .  Następne dwie 

c z ę śc i p ra cy  zaw ie ra ją  w yn ik i dotyczące s t a b i ln o ś c i  uk ładu  op isanego  równa

niem całkowym w dwóch przypadkach: gdy część n ie lin io w a  zaw iera  s ię  w pewnym

se k to rz e  stożkowym o ra z  gdy n ie lin io w o ść  zaw iera s ię  w se k to rz e  określonym
2 2

form ą kwadratową w ro z sze rzo n e j p rz e s t rz e n i sygnałów  L ’ .
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W c z ę ś c i  7 .3  p rzedstaw ione  z o s t a ły  w ła sn o śc i asym ptotyczne rozw iązań  

o ra z  dodatkowe za ło że n ia ,  p rz y  k tó ry c h  ro zw iązan ia  x ( t , - )  dążą do ze ra  p rzy  

" t — » co".

Pokazano m iędzy innym i, że znane do te j  p o ry  w yn ik i t e o r i i  układów  c ią 

g ły c h  i  d y sk re tnych , zarówno w przypadku stochastycznym , ja k  i  d e te rm in is 

tycznym, są  wnioskam i z p rzedstaw ione j pon iże j, o g ó lne j t e o r i i  s t a b i ln o ś c i  

układów  dynam icznych zde fin iow anych  na lzga.

7 .1. STABILNOŚĆ UKŁADÓW, KTÓRYCH CZĘŚĆ NIELINIOW A LEŻY W SEKTORZE STOŻKOWYM

U k ład y  dynam iczne w te j c z ę śc i p racy  rozpatryw ane będą ja k  u k ła d y  s t e ro 

wania. Przypom nijm y (por. rozdz. I I ) ,  że matematyczny model ta k ie g o  u k ład u  

dynam icznego można o p isa ć  jako  pary  sygnałów  s to ch a styczn yc h  w ejściow ych  u i  

w yjśc iow ych  y, n a le żących  do pewnych p r z e s t r z e n i funkcyjnych , o ra z  dowolną 

(n ie l in io w ą )  re la c ję  A zde fin iow aną  na elementach tych  p rz e s t rz e n i,  

o k re ś la ją c ą  zw iązek m iędzy sygna łam i wejściowymi i  wyjściowym i p o s ta c i

y  = Ax (1 )

Wprowadzone o k re ś le n ie  dopuszcza  re la c je  w ie loznaczne , k tó re  jednemu 

w e jśc iu  p rzyporządkow ują  k i l k a  w ie lk o śc i  w yjściowych. J e ś l i  o g ra n ic z y ć  ro z 

w ażania do r e l a c j i  jednoznacznych, to  A będzie  operatorem, nazywanym ró żn ie : 

operatorem  p r z e j ś c ia ,  op e ra c ją  w e jśc ie -w y jśc ie  itp .

7 .1 .1 .  O znaczen ia  i  d e f in ic j e

Wprowadzimy do rozważań nową p rz e s t rz e ń  sygnałów  s to c h a sty c zn y c h .N ie c h  Q 

będz ie  dom kniętą podpó łg rupą  lzga . G, d la  k tó re j  n(Q )>0. P ó łg ru p a  Q o k re ś la  

częśc iow e  uporządkow anie  g rupy  G, p a t rz  czę ść  2 .2. Z ak łada  s ię  d a le j,  że 

p ó łg ru p a  Q j e s t  u sta lo n a .

D EF IN IC JA  7 .1. P rz e s t rz e ń  sygnałów  sto ch a styczn yc h  x (t ,6 )), teG.wen 

ta k ich ,  że xTeLp,q(G; Rn) , V reG, p ,q Ł l,  oznaczać będziemy Lp,q(G;Rn), stanow i 

ona ro z s z e rz e n ie  (ze w zględu na pó łgrupę  Q) p r z e s t r z e n i Lp,q(G;Rn). ■

S t a b i ln o ś ć  rozpatryw anych  układów dynam icznych będziemy rozum ieć w 

s e n s ie  "w e j ś c ie -w y j ś c ie " , o g ó ln ie  znanym w l i t e r a t u r z e  [6 0 ,109 ,302 ].
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DEF IN IC JA  7.2. N iech operato r A: Lp,q(G;Rn) — > L p ' q (G;Rm), p ,q s l.  Układ  

dynam iczny o p isa n y  operatorem A nazwiemy s ła b o  stab iln ym  w s e n s ie  średnim , 

j e ż e l i  i s t n ie j ą  nieujemne s t a łe  rze czyw iste  y,0<a> ta k ie , że prawdziwe je s t  

oszacow anie

II(Ax ) || s  r||x H + 0  V T6Q,x6Lp,q(G)« (2)
"  T  T " p , q  11 T " p , q  e

D EF IN IC JA  7 .3. U k ład  dynam iczny op isan y  operatorem  A nazwiemy stab iln ym  

( s i l n i e )  w s e n s ie  średnim , j e ż e l i  w r e la c j i  (1) możemy p rz y ją ć  /3 = 0 . m

J e ż e l i  d la  pewnego ope ra to ra  A zachodzi oszacow anie typu (2), to  umownie 

p rzyjm uje  s ię ,  że ope ra to r A je s t  Lp,q(G;Rn ) -  s ta b iln y .

O gó ln ie  można pow iedzieć, że j e ż e l i  A0=0 mod(P), to z n ie rów n o śc i (2), 

p rz y  /3=0, można wnioskować o c ią g ło ś c i  operato ra  A w ze rze  0 ro z sze rzo n e j 

p r z e s t r z e n i  Lp,q(G;Rn). Zauważmy między innym i, że uk ład  dynam iczny s t a b i ln y  

w s e n s ie  d e f i n ic j i  7 .3  po siada  s ta b iln e  ro zw iązan ie  zerowe. W yn ikają  stąd  

rów nież pewne m odyfikacje  d e f in ic j i  7 .3  spotykane w l i t e r a t u r z e ,  p o r . [60, 

302]. Można pow iedzieć, że n a jb a rd z ie j  ogólne sform ułow anie  powinno pokrywać 

s ię  po p ro s tu  z d e f in ic j ą  c ią g ło ś c i  operato ra  A w punkcie  0eLp,q(G; Rn) .

D EF IN IC JA  7.4. Układ  dynam iczny op isany  operatorem  A : Lp,q(G;Rn) — »

L p ,q (G;Rm), p ,q s l ,  nazywamy stab ilnym  ( s i l n i e )  w se n s ie  średnim , j e ż e l i  

V xeQ, e>0 3 6>0 V xeLp,q(G): ||x || < 5 =* ||(Ax) || <c.me " T " p , q  " T' ' p , q

O czyw iśc ie , ze s t a b i ln o ś c i  w se n s ie  d e f in ic j i  7 .3  w ynika na tychm iast 

s t a b i ln o ś ć  w s e n s ie  d e f in ic j i  7.4.

W podobny sposób  można o k r e ś l ić  s t a b iln o ś ć  uk ładu  dynam icznego w innych  

p rz e s t rz e n ia c h  sygnałów  stochastycznych , co może łą c zyć  s ię  z rozm aitym i 

wymaganiami staw ianym i takim  układom. Na p rzyk ła d  s t a b iln o ś ć  d rgań  okresowych 

w s t a n ie  usta lonym  wymagać będzie  innych  p rz e s t rz e n i sygnałów  s to c h a s 

tycznych, a n i ż e l i  a n a l iz a  stanów n ie u sta lo n ych  w uk ładach  s t a b i l iz u j ą c y c h  

ruch  układu.

D la  u p ro szc z e n ia  n o ta c j i  będziemy d a le j  używać następu jącego  oznaczen ia:

ll*( - ' - > I U . q := ! l* TC‘ .->llp,q (4)

D EF IN IC JA  7.5. D la  r e la c j i  o p isu ją c e j  zw iązek w e jśc ie  -  w y jśc ie  uk ładu  

dynam icznego A :Lp,q(G;Rn ) — > L p ,q (G;Rn ) zd e fin iu jem y w ie lk o ść
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y (A) :=  in f^ jy e R *  : ||Ax||^t  ^ s y llx llpT q + V x€Lp,q(G; Rn ) , T € q | (5 )

k tó ra  nazywana b ęd z ie  średnim  w spółczynnik iem  wzm ocnienia.»

O czyw iste  j e s t . ż e  j e ż e l i  y(A)<oo, to  uk ład  dynam iczny j e s t  s t a b iln y .  C zę s

to  n o rm a lizu je  s ię  równania uk ładu  w ta k i spo sób ,że  zachodzi A0=0 , wówczas

( I M I  ^
y(A ) = sup | — ||x||PT,q : xeLp,q(G; Rn) , reQ, x ^*0 |

S zc ze gó ln e  znaczen ie  odgrywa w zastosow an iach  p rz e s t rz e ń  L 2,2(G;Rn). We
c e lu  u s t a le n ia  uwagi przyjm iemy, że w szy stk ie  s y g n a ły  w ejściow e i  w yjśc iow e 

układów  dynam icznych rozpatryw anych w tym ro z d z ia le  są  elementami

(6)

p rz e s t r z e n i  L 2,2(G;IRn).e
N iech  d a le j  sp e łn io n e  będą następujące  za łożen ia :

H I)  S  będz ie  lin iow ym , stacjonarnym , przyczynowym operatorem  losowym typu 

V o l t e r r y - S t i e l t je sa , określonym  p rzez m iarę macierzową o wahaniu 

ogran iczonym  seMQ(G; Lm(u ,3 ,P; ^ (R ",R m) )) o ra z  n o śn iku  su p p (s )c Q ,p o s ta c i

( S x ) ( t , u )  :=  f  s ( d T , u ) x ( t - T , u ) ,  teQ, oeC2 (7)

°t
d la  dow olnych xeL2, Z(G; Rn) . ■e

Mówiąc d a le j  o dowolnym stacjonarnym , lin iow ym  i  przyczynowym op e ra to rze  

losowym będziemy s t a le  uważać, że ma on postać  ope ra to ra  całkow ego typu (7). 

W przypadku  d e te rm in istycznym  n a tu ra ln ie  m iara s ( - )  n ie  j e s t  losowa.

H2) L in io w e ,s ta c jo n a rn e  i  przyczynowe ope ra to ry  K ,C ,R  są  o k re ś lo n e  w ana

lo g ic z n y  do (H I)  sposób, odpow iednio p rze z  m ia ry  n ie lo sow e  k , c  i  r . a

O p ie ra ją c  s ię  na k on ce p c ji Safonova i  Athansa [213] sfo rm ułujem y p o n iże j 

dwie h ip o te zy , k tó re  odgrywać będą podstawową ro lę  w d a lsz y c h  rozw ażaniach. 

H3) N iech  dany b ęd z ie  op e ra to r K. Załóżmy, że i s t n ie j ą  op e ra to ry  C,R i  S 

o ra z  l i c z b a  rze c zy w is ta  e>0 taka, że

||s<y-c*)|k 2 * * llC .J  m
V y=Kx, xeL2,2(G;Rn), xeQ. Powiemy wówczas, że op e ra to r K n a le ż y  do 

w nętrza  se k to ra  stożkow ego o param etrach (C ,R ,S ) ,c o  oznaczamy d a le j

K 6 In t^ S t |c ,R ,S ;L 2,2(G;Rn) j j

Hs (y - cx)||2T,2 = | M | 2Tj2 (9)

H4) Jeżeli
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V x= -Ky, yeL2,2(G; Rn) , xeQ, to mówimy, że re la c ja  odwrotna do -K, ozna-
O

czona d a le j  ( -K ) , le ż y  poza sektorem stożkowym o param etrach (C ,R ,S ), 

tzn.

( - K ) 1 <t S t^C ,R ,S ;L2,2(G;Rn) j  ■

N otac ja  A1 używana będzie  do oznaczen ia  o p e ra c j i odw rotnej do A, tzn. A1 

będzie  re la c ją  przyporządkow ującą każdej fu n k c j i  yeL2,2(G;Rn ) je j  p rzec iw - 

obraz, t j .  z b ió r  fu n k c j i  xeL2’ (G;Rn) tak ich , że y = A x .R e la c ja  A j e s t  zawsze 

ok re ś lo n a , nawet d la  operatorów  A, d la  k tó rych  op e ra to r odwrotny A n ie  

i s t n ie j e .

7 .1 .2 . U o g ó ln ie n ie  k ry te r iu m  N yqu ista

Weźmy pod uwagę w ielowymiarowy uk ład  dynam iczny ze sprzężeniem  zwrotnym, 

k tó ry  może być p rzed staw iony  schem atycznie jak  na r y s . 7 .1. S y g n a ły  s to ch a s 

tyczne  z i  v  uważane będą za wejściowe, sy g n a ły  x  i  y  za  w yjściowe. Układ

można o p isa ć  za pomocą dwóch równań operatorowych

y  = Fx (10)

x = -  K (y  + v) + z (11)

g d z ie  x ,y , z ,v e L 2,2(G ;R ") o ra z  K, F: L2,2(G; Rn) — -> L2,2(G;Rn), op e ra to r F je s t

n ie lin io w y .

R y s .7 .1. Schemat uk ładu  dynamicznego ze sprzężeniem  zwrotnym 

F i g . 7 .1. Scheme o f a feedback dynamie system
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N iech  u : = | x T, y Tj  , w : = ^ z T , v Tj  oraz  re la c ja  m iędzy wejściem  u i  wyjściem  

w u k ład u  dynam icznego (10 -11 ) dana je s t  pewną op e ra c ją  A:

w = Au

Badaniem s t a b i l n o ś c i  tego uk ładu  zajmiemy s ię  pon iże j.

TW IERDZENIE 7.1. Przypuśćmy, że i s t n ie j ą  lin io w e , s t a b i ln e  w L2,2(G;Rn)O
o p e ra to ry  C ,R  i  S  ta k ie ,  że d la  ope ra to ra  F sp e łn io n a  j e s t  h ip o te za  (H3), a 

d la  o p e ra to ra  ( - K ) 1 h ip o te za  (H4). J e ż e l i  i s t n ie j ą  s t a b i ln e  w  L 2’2(G;IRn ) 

o p e ra to ry  S  1 i  R 1 o ra z  s t a b i ln y  w L2,2(G;IRn ) op e ra to r ( I+ C K ) ’ 1, to system  

dynam iczny (1 0 -1 1 ) j e s t  s t a b i ln y  s i l n i e  w L 2,2(G;IRn).e
Dowód. Na pod staw ie  równania (11) możemy n a p isa ć

K (y+ v ) = K d + C K r^ C z -C y + y + y )  (12)

i  d a le j  na pod staw ie  (11 -12 )

x = - K ( I+C K ) 1 (C z-C x+y+v) + z (13)

Zauważmy, że

Cz -  Cx + y  + v = (F -C )x  + Cz +v (14)

Wprowadźmy o znaczen ia

y  = S ( y -C (x -z )+ v )  (15)

x = Rx (16)

z = Rz (17)

v  = S (v+C z) (18)

Na pod staw ie  równań (15 -17 ) i  (13) otrzymamy

x = -R K ( I+ C K ) '1S ”1y + z (19)

i  z r e l a c j i  (12) na podstaw ie  (15 -16 ) i  (18)

y  = S (F -C )R _1x + v (20)

O p ie ra ją c  s ię  na h ip o te z ie  (H3) wnioskujemy, że V xeQ zachodzi

||scF-cm-*;iki2 .  | |5 4  2 2 ♦ ||f; i4  2) < Iplg^ 2 (zi>
a s tą d  wynika, że

r ^ S ( F -C )R '‘| < 1 (22)

N atom iast h ip o te za  (H4) pozwala na stw ie rd ze n ie  n a stępu jącego  fa k tu

l ls a + O O y l l2^  ,  ||Rx ||2t>2 = ||RKy||2T>2 (23)

d la  dow olnych y  ta k ich , że x=Ky. Z i s t n ie n ia  operatorów  S  1 i  ( I+C K ) 1 w yn i

ka, że r e la c j a  u = S ( I+ C K )y  o k re ś la  wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie m iędzy
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u i  y  i  o c zyw iśc ie , y= (I+C K ) 1S "1u. Na te j podstaw ie  z n ie rów nośc i (23) 

w ynika na tychm iast, że

||u||2T,a *  l l R K d + a o ^ u l l ^ ^

V ueL2,2(G; IRn), reQ, a stąd

y  ̂ RK (I+CK)*1S ' 1j s l  (24)

Z oszacowań (22) i  (24) norm operatorów  w ynika na tychm iast s i l n a  s t a b i l 

ność  u k ład u  (19 -20 ) w L2,2(G;IRn), a stąd  s t a b iln o ś ć  u k ładu  w yjściowego
e

(10-11) .«
W yko rzystan ie  se k to ra  stożkowego pozwala na d o k ła d n ie js z e  o k re ś le n ie  

b rzegu  ob sza ru  s t a b iln o ś c i ,  p o r . [213].

D a lsz e  rozw ażan ia  poprzedzone zo staną  udowodnieniem k i l k u  lematów.

LEMAT 7.2. Przypuśćmy, że losowy ope ra to r całkow y K o p isu je  uk ład  dyna

m iczny typu (7 ), a C ,R ,S  są dete rm in istycznym i operatoram i całkowymi i  s p e ł

n ione  są  na stępu jące  za łożen ia :

( i )  i n f me!Dl det
|s(m )j * 0; 

^ I+c(m )k (m ,w )j * 0( i i )  det | I+ c (m )k (m , w) | * 0 mod(P);

( i i i )  sup * P -e s s  sup „  max _ _ n (x ,u ) < “ ,*€G lSrSn

g d z ie  m (x,<*>),fi ( x , u ) , . . . . ,ii (x ,u ) są  w arto śc iam i w łasnym i m acierzy
1 2  n

/'*  A A 
he rm itow sk ie j o w spółczynn ikach  losowych 1 [x ,  w ) 1 (£ ,u ) , *eG, uefl oraz

l(x ,u )= k (x ,Ł > ) | I+c (^ )k (^ ,Ł ))j  .

Wówczas h ip o te za  (H4) d la  operato ra  (—K )1 j e s t  sp e łn io n a  wtedy i  ty lk o  

wtedy, gdy

sup ■ P -e s s  sup „ max ,  „ tr ( * , u ) s  1 (25)
*xeG 'w en i —r—n ( r J

g d z ie  <r ( x , u ) , o -  (;t,w)........ 01 (*.<<0 w artośc iam i w łasnym i m ac ierzy herm i-
1 2  n * *

to w sk ie j o w spó łczynn ikach  losowych h ( x ,u )h (^ ,u ) , *eG,u€Q oraz

h(^ ,Ł ))= r(x )k (^ ,o )) | l+c(x)k(x,u>)j s  1(x)-

Dowód. (=») N iech  x=-Ky. Oznaczymy

y = S (y -C x )  (26)

Załóżmy, że n ie rów ność (25) je s t  spe łn iona . S tąd  w ynika bezpośredn io , że

r(x )k (x ,c> ) ^ I+c(x )k(x ,u>)j s _1(x )yT (j;.u)
2

2,2
yT(X.w) , V xeQ (27)

2,2
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D a lsz e  k ro k i dowodu będą ty lk o  sygna lizow ane. Szczegółow e rozw ażan ia  są  

powtórzeniem  te c h n ik i  z dowodu tw ie rd zen ia  5. 7. Mamy zatem

l|2 _  „2I N I « , a = ||RK(I+CKr S ' y | | ^ 2 = ||RK(I+C K )-1S - 1? T||^>.

J  l|RK( I+C K )-1S _1yT Ctt - )||2M(d t) (28)

Z  n ie ró w n o śc i (28) w ynika

a f -  ||r (z)ic(x.w ) ^ I+ c (x )k (x ,u ) j  s _1(Z )yT (x.Ł>)| m (d*)

m (d*) = yT Cx.») = ||S(y-Cx)||
2 ■' ' ' 2T ,  2 2 T , 2

na pod staw ie  r e l a c j i  (26 -27 ). To kończy dowód tezy  lematu w prost. □

(«•) Przypuśćmy, że h ipo te za  (H4) j e s t  spe łn iona . Wybierzmy c ią g  { y  ( * ,w ) } ’, 

k = l , 2, 3 .......  o normach w L2 (G;Rn) równych 1, mod(P) ta k i,  że

1 = yk ( - , u ) — ||r (• )k( •, u) | l+c (  • )k( •, u)j s _1( - )yk( 

: (*y ) k ( / , u ) | l + Ć ( * r )k(*r ,a>)J W ) f .  mod

w)

(P)

d la  pewnego x  eG, p rz y  n — » co, por. tw. 5.1. To dowodzi n ie rów n o śc i (25). i

LEMAT 7 .3 . N iech  K oznacza ope ra to r całkow y typu (7 ), a C ,R  i  S  będą

operato ram i n ie losow ym l, s ta b iln y m i w L2,2(Q;Rn) i  ponadto

i n f meJH | d e t (  r ( m ) )  | *  ° -  '  ( 2 9 )

Wówczas h ip o te za  (H3) d la  ope ra to ra  K je s t  sp e łn io n a  wtedy i  t y lk o  w tedy,gdy

A 2 2 A n A
3 e>0 V xeL ’ (G;R ), *eG  j e s t  sp e łn io n a  n ierów ność

s(x) w)-c(x)jx(x,w) -  r(*)x(x,u) x(x,  w) mod(P) (30)

Dowód. (=>) Załóżmy, że re la c ja  (30) j e s t  prawdziwa. N iech  x = Rx. D la  

y=Kx mamy

l |2 _  n „ , „||S(y-c x)||2T 2 = ||S(K-C)x||2x 2 = ||S(K-C)R_1x |[2t  2 (31)

K o rz y s t a ją c  z fa k tu , że op e ra to r R j e s t  przyczynow y i  w yko rzy stu ją c  tw ie r

d ze n ie  P a r se v a la  [318,319] równość (31) można kontynuować

||S(y-Cx)||2T 2 = ||S(K-C)R-1x ||L. s [ ||(S(K-C)R_1x )(t,-)||ji(dt) =
J o

= I ‘ (k t * - ' m(dj;) s
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XT(X. •) r‘ (z)xT (x.•) m(d*) (32)

g d z ie  o s t a t n ia  n ie rów ność wynika z oszacowania (30). Ponownie w yko rzystu jąc  

tw ie rd ze n ie  P a r se v a la  otrzymamy

Hs ( y - CX)||2T,2 * J J  • >||a -  El (R_1XT) ( t ,  •) U i(d t)  =

= |  ||xT (t. •) ł i(d t )  -  e j  | ( R '‘xT ) ( t .  •: fi(d t) =

||2
!i2 T , 2l f t j l » .2  -  eHR'" x l lL .2  " M

S IIR< . 2 - E' ( K t , 2 + I M | 2t>2)

g d z ie  e '= c / ( l + y 2 ( K ) ) ponieważ K j e s t  operatorem L2’2 (Q; Rn )-s ta b iln ym . □

(«=) Rozumowanie d la  warunku koniecznego prowadzimy w ta k i  sam sposób, jak 

w dowodzie lematu 7.2. To kończy dowód.■

PRZYKŁAD 7.1. Weźmy pod uwagę jednowymiarowy uk ład  c ią g ły ,  G=R , Q=R+. 

N iech  d a le j

c (ii> ) : = c(li> )

r ( ii> )  :=  r ( i l> ) s ( i iO  

g d z ie  yeR1 o ra z  sp e łn io n y  j e s t  następujący  warunek

2 2
k(it>,w) -  c (ii> ) s  r  ( iv )  -  c - (33)

d la  pewnego c>0, V yeR1, mod(P). N ierówność (33) j e s t  warunkiem w ysta rcza ją 

cym, aby z a c h o d z iła  re la c ja  (30). Zatem op e ra to r losow y K generowany p rzez 

m iarę  losow ą k le ż y  wewnątrz se k to ra  stożkowego, tzn.

K e I n t | s t | c , R , S ; L 2,2(G;IRn ) j j

In te rp re ta c ja  geometryczna warunku (33), d la  jednej z m ożliwych r e a l i -
A j

z a c j i  p roce su  k ( ii> ,u o ), w^en, i>eR , przedstaw iona z o s t a ła  na ry s .  7 .2 .«

LEMAT 7 .4. N iech  f  (x, u ) , xelRn, wen, będzie  n ie l in io w ą  fu n k c ją  losową, k tó ra

odwzorowuje Rnx n — » Rm i  s p e łn ia  warunki C a ra theodory ’ ego. Generuje ona

o p e ra to r n ie l in io w y  F

(F x )( t ,w )  :=  f ( x ( t . u ) ,w ) ,  teG, xeL2,2(Q;Rn ) (34)
° -l

Załóżmy, że C,R i  S będą sta łym i m acierzam i o ra z  że S i s t n ie j e .  Wów

cza s  h ip o te za  (H3) d la  ope ra to ra  F  je s t  sp e łn io n a  wtedy i  t y lk o  wtedy, gdy
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||S(f(x (t, •). •) -  C x (t.- ))||2 s  ||Rx(t,-)||2 -  c||x(t,-)||2 (35)

V xeL2,2(Q; IRn) , teQ.©
Dowód. (=») N iech  y ( t,<j ) : = f ( x ( t , w ) ,u) i  n ie rów ność (35) j e s t  spe łn iona . 

W ynika stąd , że

(||Sy(t. ■ )||2 -  ||SCx(t,.)||2) 2 ^ ||Rx(t, • )||2 -  c||x( t, • )||2 s  ||Rx(t, • )||2 V teQ

||Sy(t,-)||2 -  ||SCx(t,-)||2 s  ||Rx(t, - )||2 V teQ (36)

Przypom nijm y, że <r (S ) (<r ( S ) )  oznacza n a jw ię k szą  (na jm n ie jszą )
max min ^

w arto ść  w ła sną  m ac ie rzy  he rm itow sk ie j S  S. Z n ie rów n o śc i (36) w ynika n a stę 

pu jące  oszacow an ie

er (S)||y(t, - )|l -  <r (S)<r (C)||x(t, • )|| s  <r (R)||x(t, • )| l, V teQ
min "  " 2  max max 11 " 2  max 11 " 2

a s tą d  w o c zy w is ty  sposób

||y(t, -)||2 S  a||x(t, -)||2, V teQ (37)

o' (R) o* (S)o- (C)
j  i max ®ax  max , . , . , ,g d z ie  a  = — ---- + ------------- - ----- ^ -------- . Na podstaw ie  n ie rów n o śc i (37) mamy

min mi n

||S(Fx -C x )||2t  2 = f ||S(f (x (t ,  - ) , - )  -  C x (t,- ))| | 2f i(d t)  s  

°r

S |  ^||Rx(t, • )||2 -  e||x(t, •) )||2jn (d t )  S

* f  [l |R*<t.-)|g -  C' ( | |x (t . -)>| | |  .  | | y<t . . » |g )} i i (a t>  -

-  I M Ł . 3  -  * I I C . J

2
d la  c ' s  e / ( l+ a  ). O s ta tn ia  n ie rów ność dowodzi te zy  lem atu.a

(<=) Załóżmy, że h ipo te za  (H3) j e s t  spe łn ion a . N iech  x ( t , cj)=x o ((<>) mod(P)

będ z ie  zm ienną losow ą e pewną s t a łą  dodatn ią. Mamy d a le j

||S(f(xo ( - ) , - ) - C x o(.))||2 = - ^ | | s (Fx o-C x o )||2t  2 *

*  t ^ K i i l ,2 - c ( i m :x ,2 h m i 22t ,2) )  -

-  (llRXoll2T ,2  - CHXoII22T , J  = llRX0 ( - } ll2 -  e llX0 ( - ) ll2

co kończy  dowód. ■
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PRZYKŁAD 7 .2 . N a leży  zaznaczyć, że w s y tu a c j i,  gd y  u k ła d  dynam iczny 

(1 0 -11 ) j e s t  jednowymiarowy, możemy p rzy ją ć  np. , że S = l,  C=A,R=r, g d z ie  ^.relR1. 

N ierów ność (35) p rzyjm ie  w tym przypadku p o sta ć

II2l,2T,2||y-Xx|r . *  r “||xir . "  G- w „ . ,  -  *  K , . , )  -  r i K . ,
(38)

R y s .7 .2 . In te rp re ta c ja  geometryczna warunku c zę sto tliw o śc io w e g o  

F i g . 7 .2 . G eom etrica l In te rp re ta t io n  o f  a frequency  c o n d it io n

R y s .7 .3 .  In te rp re ta c ja  geometryczna se k to ra  stożkowego 

F ig .  7 .3 . Geom etrica l in te rp re ta t io n  o f  c o n ic  s e c to r
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Otrzym ana re la c ja  j e s t  podobna do r e la c j i  znanej z a n a l iz y  s t a b i ln o ś c i  

układów  c ią g ły c h ,  p o r . [138 ,214 -216,302]. Z n ie rów n o śc i (38) w yn ika  m iędzy 

innym i, źe

IMI„>a* <|r|*M)|HI„ła
a w ięc  u k ła d y  op isan e  re la c ją  (38) mają og ran iczon e  ś re d n ie  wzmocnienie 

( c z y l i  w sp ó łcz ynn ik  y ( - )  w p rz e s t rz e n i L2,2(Q; IRn) ), p a t rz  ry s .  7. 3. J e ż e l i  r=0, 

mamy do c z y n ie n ia  z układem lin iow ym .»

7 .1 .3 .  S t a b i ln o ś ć  z łożonego  uk ładu  dynam icznego

Zajmiemy s ię  p o n iże j  sformułowaniem  warunków s t a b i l n o ś c i  z łożonego , w ie 

lowymiarowego uk ład u  dynam icznego w przypadku losowym. Załóżmy, że u k ład  

dynam iczny ma budowę ja k  na ry s. 7.4.

R y s . 7.4. Schemat złożonego  systemu w ielowymiarowego 

F i g . 7.4. Scheme o f  a composed m u lt id im e n sio n a l system

Przyjm iem y d a le j  n a stępu jące  oznaczenia:

F  :=  d ia g |F ,F  ,
L 1 2

(39)

C :=  d ia g |c ,C ,. 
L 1’ 2* (40)

R :=  d iag j[r  ,R ,
L 1 2

. . . , R n] (41)

S  :=  d ia g j S  ,s , 1 2 (42)
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g d z ie  C ,R ,S  są  macierzam i klatkowym i, natom iast re la c ja  d i a g ^ . F ^ , ........... f J

j e s t  zd e fin iow ana  w sposób następujący:

d i a « [ Fl ’F3 FN] [ v *2 Xn]T=[ (F1XX)T’ (F2X2)T < W T] T
^zj , z 2............. z j  oznacza m acierz klatkową, k tó re j  kolumnami są  w ektory

z , z  z .
1 2  N

U kład  dynam iczny p rzedstaw iony na rys. 7 .4  j e s t  o p isa n y  systemem w ie lo 

wymiarowych równań n ie lin io w y c h

y = F x  , i = l , 2 , 3  N (43)l i i
o ra z  wielowymiarowym lin iow ym  równaniem operatorowym (całkowym)

x = z -  K (y+v ) (44)

g d z ie r  _ T  T

« -  [ « i . « ; .............. *;]

?  -  [ y > i .............. < f

■ [ w ...... 4
r t T , ] T:=  z , z .............zL i* 2 J

K :=  [k . J ,  l , j = l , 2  N

v

z

i  elem enty m ac ie rzy  k la tkow ej K są  wielowymiarowymi, lin iow ym i, s t a c jo 

narnym i i  przyczynowymi operatoram i całkowymi V o l t e r r y - S t ie l t j e s a  o paramet

ra ch  losow ych, p o s ta c i (7).

LEMAT 7 . 5 . J e ż e l i  d la  w sz y stk ic h  1=1 ,2  N sp e łn io n a  j e s t  h ip o te za  (H3)

d la  operatorów  F i  odpow iednio (C ,R ,S  ), to h ipo te za  (H3) j e s t  prawdziwa

rów nież d la  ope ra to ra  F i  t r ó j k i  (C ,R ,S ).

Dowód. Wynika p ro s to  z d e f in ic j i  operatorów  (3 9 -4 2 ).»

TWIERDZENIE 7.6. Załóżmy, że i s t n ie j ą  op e ra to ry  C,R i  S, k tó re  są  l i n i o -  

sta c jo n a rn e , przyczynowe or. 

sp e łn io n e  następu jące  za łożen ia :

we, sta c jon a rn e , przyczynowe o raz s t a b iln e  w L^(Q;IR ). N iech  ponadto będą
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( i i )  ł n f me!Hl | d e t (? (m)] |  54 0>

i n f m€W <m)) |  * 0;

( i i i )  d la  w sz y s t k ic h  1 =1 ,2 ...... N sp e łn ion a  j e s t  h ip o te za  (H3) d la  operatorów

F ( i  odpow iednio (C ,R  , S  );

( i v )  losowe o p e ra to ry  F i  K op isu ją c e  uk ład  dynam iczny (43 -44 ) są  p rz y c z y 

nowe 1 u k ład  j e s t  L 2’2 (Q;Rn) - s t a b i ln y  w przypadku, gdy d la

1 = 1 ,2  N;

( V)  s u p ^ -  P -e s s  supu6n « ^ ( h t a . « ) )  a 1,

g d z ie  h (x ,w )= r  ( * ) k  (x ,w )^ I+ c  ( * ) k  (*,a>)j s  ( * ) .

Wówczas u k ła d  dynam iczny (4 3 -44 ) j e s t  s t a b i ln y  w L 2,2(Q;Rn).

Dowód. Na pod staw ie  z a ło ż e n ia  ( iv )  z lematu 7 .5  w ynika w sposób  o c zyw is 

ty, że sp e łn io n a  j e s t  h ip o te za  (H3) d la  ope ra to ra  F i  t r ó j k i  (C ,R ,S ).  Z wa

runku  (v )  i  p o z o s ta ły c h  za ło że ń  wynika, że sp e łn ion e  są  wymogi lematu 7 .2 , a 

zatem d la  r e l a c j i  ( - K ) 1 sp e łn io n a  j e s t  h ipo te za  (H4).

Na podstaw ie  udowodnionego w cze śn ie j tw ie rd ze n ia  7. 1 w nioskujem y zatem, 

że teza  tw ie rd ze n ia  z o s t a ła  uzasadniona. ■

UWAGA 7 .7. Można zauważyć, że j e ż e l i  m acierz K (m ,u ) j e s t  odw racalna 

V tneJH, mod(P), to warunek (v ) można za p isa ć  in a cze j

( v ')  i n f  - P - e s s  i n f  „  <r ( u ( x , ł > ) 1  ł  1 ,
*6G u e Q  min ^ J

g d z ie  u ( x , ł > ) = s  ( * ) ^ c  ( * ) + k  ( x , w ) j r  ( * ) • ■

7 .2. STABILNOŚĆ UKŁADÓW, KTÓRYCH CZĘŚĆ N IELINIOWA LEŻY W SEKTORZE OPISANYM

FORMĄ KWADRATOWĄ

W rozpatrywanym  w c z ę śc i 7.1  złożonym  u k ła d z ie  dynamicznym n ie l in io w a  

czę ść  u k ład u  o p isan a  b y ła  re la c ją  n ie rów nośc i d la  pewnej s z c z e g ó ln e j  form y 

kwadratowej.

S t a b i ln o ś ć  c ią g ły c h  układów  dynam icznych w przypadku  dete rm in istycznym , 

k tó ry c h  czę ść  n ie l in io w a  op isan a  b y ła  re la c ją  n ie rów n o śc i d la  pewnych o g ó l

nych  form  kwadratowych, in ten syw n ie  badał Jakubow icz [377 -382 ], por. rów nież 

[1 3 8 ,s t r .  190].
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Z agad n ie n ia  zw iązane z re la c ją  między s t a b i ln o ś c ią  w e jśc ie -w y jśc ie  i 

s t a b i l n o ś c ią  w s e n s ie  Lapunowa, oparte  na p o ję c iu  tzw. (Q ,S ,R ) -  d yssypatyw - 

n o śc i badane b y ły  p rze z  H i l l a  i  Moylana [112,174].

Na p rzypadek c ią g ły c h  układów stochastycznych , o param etrach losowych, 

w yn ik i Jakubow icza z o s t a ły  ro zsze rzone  p rzez L ie w ita  [384] o ra z  Sk rzypczyka  

[2 27 ,229 -232 ].

Badany będz ie  rozpatryw any w cześn ie j uk ład  dynam iczny z dwoma w ejściam i 

o p isa n y  równaniam i (10 -11 ). Załóżmy, że prawdziwa je s t  h ipo te za :

H5) R e la c ja  o p isu ją c a  u k ład  n ie lin io w y  F ma postać:

Di (y ,x )  + 0 ł  0

g d z ie  0 ł O i  D ^ t-) j e s t  pewną formą kwadratową zm iennych y  i  x 

w w ielowym iarowej (za le żn e j od wymiarów wektorów y i  x )  ro z sze rzo n e j 

p r z e s t r z e n i  L 2’2 (Q; Rn ) . ■

P o n iże j  p rzedstaw ione  z o sta n ie  dość ogólne  tw ie rd zen ie  dotyczące  s t a b i l 

n o ś c i  w s e n s ie  średnim , k tó re  je s t  rozszerzen iem  znanych wyników [138,227, 

377 -382 ], na przypadek losow ych układów dynam icznych o k re ś lo n ych  na lzga. G. 

Załóżmy, że w d a lsz y c h  rozw ażaniach x j e s t  usta lonym  elementem p ó łg rup y

Q'cG.

TWIERDZENIE 7.8. J e ż e l i  llK ll2T 2<c° 1 D1( y 'x ^+P -0 - a ponadto forma kwadra

towa Di (y ,K y )  j e s t  ujem nie o k re ś lona , to  uk ład  dynam iczny (1 0 -11 ) j e s t  s ła b o  

s t a b i ln y  w L2,2(Q; Rn).

Dowód. Oznaczymy p rze z

D (w ,v) :=  D (w+v) -  D (w) -  D (v)2 1 1 1
formę dw u lin iow ą  i  p rze z  2q normę formy D [120, s t r .  191]. Otrzymamy d a le j

Dj (y ,K (y+ v )+ z ) =

= Di (y ,K y )+ D i (0 ,K v)+D i ( 0 ,z ) + D 2 ^ 0 ,K v } - , -{ y ,K y ^ + D 2 |- j0 ,z | - , - { y ,K (y + v )  }.j s  

s  D ^ y .K y )  + Dt (0 ,K v )  + D ^ O . z )  + 2q ||Kv||2T y , KyHI2T, 2 +

+ 2q||z||2T,2IMy . K (y+v) (45)

Ponieważ D ^ y , x )+0ł O, a forma kwadratowa Dt (y,Ky)s-5||y||2^ 2> 6>0, w ięc

n ie rów ność  (45) można za p isa ć  w p o sta c i

- a l l C , ,  • q | M | ^  .  * 4 s (| | y| gT a .  M L , , ) ’"  *

*  2 < | IIz i Ł , 2 ( i m i L , 2  *  HK ( y * v ) i Ł . J  *  “ 1 0  ( 4 6 >
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+2

c z y l i

2 T ,  2  "

Po p ro s ty c h  oszacow an iach  z n ie rów nośc i (46) w yn ika ,że

-» im  t . ,  • 2 q ( ‘ * i M t . J ' /2 ( i w u . J M i « . s  * i m u J i m u  

* " ( m u , !  * M U J H U . i )  * B ‘ 0

* ( ł )
a s tą d  w ynika, że u k ład  (10 -11 ) je s t  s łab o  s t a b i ln y  w L2,2(Q;Rn).«

Z tw ie rd ze n ia  7 .8  w yn ika ,ja ko  in te re su ją c y  w n io se k ,tw ie rd ze n ie  Ske le to n a  

d la  układów  d e te rm in is ty c z n ych  [87].

PRZYKŁAD 7 .3. N iech  forma kwadratowa o p isu ją c a  jednowymiarową re la c ję  

n ie l in io w ą  ma p o sta ć

D (y ,x )  :=  f  y ( t ) x ( t ) j i ( d t )  -  <xf  | y (t)  |2|i(dt) ł  0 , teQ 
J n J /■» (47)

g d z ie  a  j e s t  u s ta lo n ą  l ic z b ą  rze czyw istą .«

Możemy łatw o udowodnić na stępu jący  wynik.

WNIOSEK 7 .9 . Weźmy pod uwagę jednowymiarowy u k ła d  dynam iczny (10 -11 ). 

J e ż e l i  fu n k c ja  n ie l in io w a  (10) s p e łn ia  warunek (47) i  ponadto:

( i )  SUP^€Ć p_ess  | k (*.w) |  < «;

( i i )  sup^g * P - e s s  supug£J Re |k(*,Ł>)j < a;

to  rozpatryw any  u k ła d  dynam iczny j e s t  s i l n i e  s t a b i ln y  w LZ,2(Q;IRn ) . ■

Jak łatw o zauważyć, w przypadku uk ładu  c ią g łe g o  i  d e te rm in istyczn ego , 

otrzym ujemy znany w yn ik  [1 38 ,s t r . 142].

PRZYKŁAD 7 .4. N iech  forma kwadratowa o p isu ją c a  r e la c ję  jednowymiarową ma 

tym razem postać:

D (y ,x )  :=  /?f |y( t ) |2ji(d t) -  f y ( t ) x ( t ) | i ( d t )  i  0, teQ (48)

g d z ie  j e s t  u s ta lo n ą  l ic z b ą  rze c zyw istą .«
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WNIOSEK 7 .10. J e ż e l i  funkc ja  n ie lin io w a  (10) s p e łn ia  warunek (48 ), je s t  

s p e łn io n y  warunek ( i )  w niosku 7 .9  i  ponadto

( i )  in f^ ^ "  P -e s s  Re ^ (x ,w )|  > /3;

to u k ład  dynam iczny (10 -11 ) je s t  s i l n i e  s t a b i ln y  w L2’2 (Q; IRn ) . ■

Pow yższy w ynik  j e s t  również znany w t e o r i i  układów c ią g ły c h  [138].

7.3. WŁASNOŚCI ASYMPTOTYCZNE

Rozw ażania te j  c z ę śc i p racy  oparte  są  na następującym  lemacie.

LEMAT 7 .11. J e ż e l i  q je s t  l ic z b ą  rze czyw istą , l<q<co i  q '= q / ( q - l )  o raz 

keLq (G;IR1) i  xeLq< (G;IR1), to ca łka

v ( t )  : =  f  k ( t - T ) x ( r ) n ( d r )

G

( i )  i s t n ie j e  V teG i  o k re ś la  funkcję  z p rz e s t rz e n i Cq (G; (R1);

( i i )  j e ż e l i  keL1(G;R1) i  X6L°°(G;IR1), to ca łka  i s t n ie j e  V teG i  o k re ś la

fu n kc ję  je d n o s ta jn ie  c ią g łą  z p rz e s t rz e n i C (G ;R1)cC (G ;R1);

( i i i )  j e ż e l i  sp e łn io n e  są  warunki punktu ( l i )  i  ponadto xeL (G;R ), to sp lo t  

v  j e s t  fu n k c ją  z Cq (G ;R1).

Dowód. A d . ( i - i l )  p a t rz  [372 ,s t r . 376].

Ad. ( i i i ). Dowód przeprowadzony zo sta n ie  metodą n ie  wprost. Funkc ja  v na le ży  

do L2 (G;R1 )nC (G jR1). Wobec tego V e>0 I s t n ie j e  o toc ze n ie  U punktu  e tak ie ,
U

że | v ( t ) - v ( s ) | s e  V t , s : t - s e U .  J e ż e l i  v tC  (G;R1) , t o  wówczas 3 e >0, ta k ie , że 
i i  o o

d la  dowolnego z b io ru  zwartego FcG is t n ie j e  t e F ', d la  k tó rego  |v(t )|ŁeQ-
2

Ponieważ v  (■ ) j e s t  nieujemną fu n kc ją  m ie rza lną  taką, że

f  v 2 ( t ) f i ( d t )  < co 

• ' g

w ięc i s t n ie j e  fu n k c ja  y  ok re ś lon a  na G taka, że

0 s  y ( t ) 5 v2 (t ) ,  V teG

oraz

J y ( t ) f i(d t )  = J v2(t)/ i(d t)
G G

Ponadto d la  dow olnej l ic z b y  rze czyw iste j a łO  zachodzi, że z b ió r  teG: y (t)>a j- 

j e s t  o— zwarty. N iech  A = •{ teG: y  ( t )>0 }•. Prawdziwy j e s t  c ią g  n ie rów n ośc i

J  v 2 ( t ) n (d t )  ł  J  v2 ( t )n (d t )  — J* y ( t ) f i(d t )  = J  y ( t ) j j (d t )  = J  v 2 (t)fx (d t)
G A A G G
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a na te j  pod staw ie

I" v 2 (t ) j i(d t )  = f  v2 ( t ) f i(d t )
A

Ponieważ A j e s t  zbiorem  <r-zwartym, i s t n ie j ą  zw arte p o d zb io ry  G ^.G ^G  , .. 

g rupy  G ta k ie ,  że G cG d la  w sz y stk ic h  n a tu ra ln yc h  n, s p e łn ia ją c e  warunekn n+1
00

u Gn = A
n = 1

T ak i wybór zb io rów  G p oc iąga  za sobą, że
n

f v 2(t)> j(d t) = lim  I" v 2(t ) ) i(d t )
C n - * ° J G

n

lim  f v 2( t ) f i(d t )  = 0 (49)n —>oo J
G\G

n
CO 00

I s t n i e j e  t a k i  punkt tQe (J G^, że tQ+Uc U G^. Można to  łatw o wykazać.
k= n + 1 k = n +1

D a le j  mamy

v2 ( t )n (d t )  ł  f v 2( t )n (d t )
•*0X0 ■'t +un 0

N iech  £q=2 e . Z  je d n o sta jn e j  c ią g ło ś c i  v  wynika, że V t : t - t ^ e U

|V( t ) | Ł |V( tQ) | -  |V( t ) -  v ( t Q)| Ł 2C -  € = E 

a s tą d  w ynika, że

v 2 (t)^t(dt) Ł e 2m (U) > 0
t +u 
o

co dowodzi sp rz e c z n o śc i z (49). To kończy dowód.«

O p ie ra ją c  s ię  na lem acie 7.11 sform ułujem y p o n iże j  lemat d la  fu n k c j i  o 

w a rto śc ia c h  wektorowych, k tó ry  w ykorzystany z o s t a n ie  w a n a l iz ie  w ła sn o śc i 

asym ptotycznych  n ie lin io w y c h  układów stochastycznych .

LEMAT 7 .12 . N iech  q i  q ' będą ta k ie  same ja k  w lem acie  7.11. J e ż e l i  po

nadto k6Lq (G;L"(£2,3,IP;ie(IR“,Rn) ) )  i  xeLq< (G; L2 (fi, g, P; r " )  ), to  c a łk a

v ( t , u )  = f k ( t - x , u )x (t , u)fx(dT)
G

( i )  i s t n i e j e  V teG, mod(P) i  j e s t  fu n kc ją  losow ą z Cq (G ;L2 (Q, g, P; Rn) );

( i i )  j e ż e l i  keL1 (G; L°°(fi, g, P; ^ ( r ”,Rn) )) i  x e L "(G ;L 2 (n, g,P ; R™ )), to  c a łk a  i s t 

n ie j e  mod(P), V teG i  o k re ś la  funkcję  je d n o s ta jn ie  c ią g łą  w se n s ie  

średniokwadratowym , t j .  veC (G; L2 (Q, g, P; Rn) );u
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( i i i )  j e ż e l i  sp e łn io n e  są  warunki punktu ( i i )  o ra z  xeL2 (G ;L2 (Q, g ,P ;R m) ), to 

s p lo t  j e s t  fu n kc ją  losową k la s y  Cq (G; L2(£2, g, P; Rn) ).

Dowód. W ynika z rozumowania ana log icznego  do przeprowadzonego w dowodzie 

lem atu 7 .1 1  i  t e o r i i  c a łk i  w p rze s trz e n ia c h  wektorowych [6 4 ,3 1 5 ] .»

Możemy te ra z  sform ułować w yn ik i dotyczące  w ła sn o śc i asym ptotycznych ro z 

w iązań  u k ład u  równań (10 -11 ) op isu jącego  n ie l in io w y  uk ład  dynam iczny o pa ra 

m etrach losowych.

TWIERDZENIE 7 .1 3 . Przypuśćmy, że 

( i )  w sz y s tk ie  ro zw ią zan ia  uk ładu  równań (10 -11 ) s p e łn ia ją  warunek

FxeL2,2(Q;Rm), V xeL2,2(Q;Rm) ;

( i i )  keL2 (Q ;L“ (n ,g ,P ; je(Rm,Rn) ) ) ;

( i i i )  z, veL2’2 (Q;R” ) o raz  zeB2(Q;Rm).

Wówczas sy g n a ł x  będący rozw iązaniem  uk ładu  równań (1 0 -1 1 ) również

n a le ż y  do p r z e s t r z e n i L2’2 (Q; Rm)nB2 (Q; Rm) , tzn. p o s iad a  skończoną ene rg ię  

ś re d n ią ,  j e s t  o g ran ic zo n y  w se n s ie  średnim  i  dąży do ze ra  w s e n s ie  ś re d n io 

kwadratowym p rz y  " t — » o j " .  J e ż e l i  ponadto zeCQ(G; L2 (CJ, g,P ; Rm) ), to  również

s y g n a ł x  j e s t  elementem p rz e s t rz e n i Co(G;L (£2, g ,P ;R m) ).

Dowód. W ynika w prost z w ła sn o śc i ( i )  lematu 7 .1 2 .«

TWIERDZENIE 7 .1 4 . Przypuśćmy, że

( i )  V ro zw ią za n ia  x uk ładu  równań (10 -11) sp e łn io n y  j e s t  warunek, że

||(Fx) (t, •)||2eL2 (Q;Rn )n8(Q ;Rm), V xeL2,2(Q; R "),

tzn. n ie l in io w o ś ć  j e s t  fu n kc ją  og ran iczoną  w s e n s ie  średn im  V teQ;

( i i )  keL1 (Q ;Lm(n, g,P ; J£(Rm,Rn) )) ;

( i i i )  v, zeL2,2(Q;Rm) o ra z  ze82 (Q;Rm).

Wówczas każdy sy gn a ł x będący rozw iązaniem  uk ład u  równań (10 -1 1 ) ma 

skończoną  e n e rg ię  ś re d n ią  i  j e s t  og ran iczony  w s e n s ie  średn im ,tzn . n a le ż y  do

p r z e s t r z e n i  L 2,2(Q; Ri”)a B2 (Q; R1" ) . J e ż e l i  ponadto s y g n a ły  v, ze82 (Q; Rm) , to

rów nież xe 82 (Q;Rm). 
o

Dowód. W ynika w prost z w ła sn o śc i ( i i i )  lematu 7 .1 2 .«
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7.4. PRZYKŁAD

Weźmy pod uwagę dwa pojazdy mechaniczne p o ru sza ją ce  s ię  jeden za drugim, 

w zd łuż to ru  p ro s to lin io w e g o ,  jak  p rzedstaw iono na ry s .  7 .5.

z (t ,w )
-------->

o o o o

R y s .7.5. Modelowanie ruchu dwóch pojazdów 

F ig .  7. 5. M o d e llin g  o f  two c a r s  m otion

Równania o p isu ją c e  ruch  pojazdów są  następujące

yi = v

my = - y  + F ( t ) — z(t,ot)2 2
g d z ie  m oznacza  masę d ru g ie go  pojazdu, F -  s i ł ę  napędową d z ia ła ją c ą  na d ru g i 

p o ja z d ,k tó rą  uważać będziemy za s te ro w a n ie ,c z y l i w ejściow y sy g n a ł ste ru ją cy ,  

v  j e s t  p rę d k o śc ią  p ie rw szego wehikułu, a zarazem wymuszeniem kinematycznym, 

z j e s t  zak łócen iem  stochastycznym .

Przyjm ując  d a le j,  że m=l, x 1=y2- v > x2= y ^ y  , otrzymamy

_d_
dt

X - I ,  0  ' X '1 - 1
1 = 1 + F ( t  ) +

X
2 i

O•H1
•

X
2 0 0

z ( t , u ) ,  tsO .uen (50)

Rozważmy p ro je k t  n ie lin io w e g o  uk ładu  s te ru ją c e g o  ruchem d ru g ie g o  pojazdu 

w sy ste m ie  ze sprzężeniem  zwrotnym, p o s ta c i

F ( t ) = f ( x  ,x  ): = - f  (x ) - f  (x ) 1 2  1 1 2  2 (51)

g d z ie  f  i  f  oznacza ją  pewne funkcje  n ie lin io w e . Będziemy zak ład ać  d a le j,  że 

fu n k c je  te  s p e łn ia ją  "n ie rów n o śc i sektorow e" p o s ta c i

f . ( y )
m s  ---------  < m ,

i y  i
1= 1,2 V yelR (52)

g d z ie  mj ,M i są  pewnymi sta łym i. N iech  k i  = (Mj+mi )/2, f i ( y )= k [y  -  g  ( y ) , 1=1,2.

Wprowadzone do rozważań funkc je  g ( mają także  w ła sn o śc i sektorow e, podobne
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do (52 ), ze zm ienionym i sta łym i, tzn. m(= - (M ^ m ^ / 2 ,  (^ -(M ^ n ^  )/2, lub  w

p o s ta c i,  k tó ra  p o ja w iła  s ię  w n ie rów nośc i (38), w p rz y k ła d z ie  8 .2

| g , (y )  -  * , y | s  r ly l • v y6Rl

g d z ie  ^ = 0 ,  r = m ą x - i - . d la  1=1,2.

Rys. 7 .6. Dopuszcza lne  w a rto śc i brzegowe parametrów systemu s ta b iln e g o  

F i g . 7 .6. A d m iss ib le  boundary va lue s  o f  param eters o f  s ta b le  system

Równania zam kniętego uk ładu  ste row an ia  w zm ienionych oznaczen iach  będą 

m ia ły  p o sta ć

d_
d t

Oznaczmy d a le j

-1 -ki ,  -k2 X
i 4. ’ V Xl ) + g 2 ( X2 ) ' 4.

'  - 1  '

X
2 0 0

z (t ,  u) (53)

x := [x ,x^]T, A : =
r - l - k  , - k  1 1 2

. g (x ) :=
g1(Xl )+g2(X2) ' , b : =

- I

1 2
- 1 - 0 0 0

W nowych oznaczen iach  równanie (53) przyjm uje  standardową postać, por. 

c zę ść  3. 3. 2.

x(t,a>) = Ax(t,<j) + g ( x ( t , u ) )  + b z ( t ,u ) ,  taO.uen (54)

Równanie (53=54) można w p ro s t y  sposób p r z e k s z t a łc ić  w równanie całkowe typu 

V o lt e r r y  2 rodza ju
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gd z ie ,  zgodn ie  z w cze śn ie j p rz y ję tą  no ta c ją  k ( t ) : = e x p (A t),

z ( t ,(*)) :=  k (t)x (0 ,Ł> ) + [" k ( t -T )b z (T ,u )d r ,  tŁO.wen
•*o

na tom ia st

T s/S
k ( s )  =

oznacza  tran sfo rm a tę  L a p la c e ’ a m ac ierzy k

-k  /5 2
- 1 /6  ( l+kj+s l /S S = ( l+ k  + s ) s - ki 2

1 1  2 2
Do s p e łn ie n ia  warunku, że keL (R^jiStR , R ) )  po trzeba  i  w ysta rcza , aby 

c z ę ś c i  rze c zy w is te  w sz y stk ic h  w a rto śc i w łasnych  m acierzy system u (54), tzn. 

m ac ie rzy  A, b y ły  ujemne, co z a c h o d z i, je ż e l i  k i > -1  o raz  k^< 0. J e ż e l i  wymię-

2 1 2 2n ion e  w arunki s ą  spe łn ion e , zachodzi ponadto keL (R+;£ (R  , R )).

W c e lu  zapew nien ia  s t a b i ln o ś c i  w se n s ie  średnim  w ysta rczy  spraw dzić, czy 

sp e łn io n e  są  z a ło ż e n ia  jednego z tw ierdzeń: 7 .1 ,7 .6 ,  ew entualn ie  lematu 7.2.

N iech  op e ra to r CeiECR ,R ) i  j e s t  zd e fin iow any  w na stę pu ją cy  sposób: 

Cx : =
X x +X x 

1 1  2 2
X= [ X X i W

Z n ie ró w n o śc i (52) wynika, że

m2
||g(x) -  Cx||2 = i W + g ^ J - A ^ - ^ x / s  r 2||x||2

R y s . 7 .7 . G ran ice  t o le r a n c j i  param etru se k to ra  r  u k ładu  s ta b iln e g o  

F i g . 7 .7 . C on ic  s e c to r  bounds o f  param eter r  o f  a s ta b le  system
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W rozpatrywanym  p rz y k ła d z ie  warunki c zę sto t liw o śc io w e  mogą być wyrażone 

np. w p o s ta c i następu jące j:

in f  _ d e t f l  -  C k(s)|  *  0;
R e ( s ) Ł 0  ^  J

sup _ m ax  u (s ) < »,*Ra(s)£0 lSrS2^ r J

g d z ie  f i ( s ) ,H2(s )  są  w artośc iam i własnym i m acierzy he rm itow sk ie j 1 ( s ) l ( s ) ,

1 ( s ) = k ( s )  ^ I+ C k (s ) j  , seC1.

W yn ik i o b lic z e ń  p rzedstaw ione  są  w p o s ta c i g r a n ic  obszarów  parametrów, 

k tó re  zapew niają  s t a b iln o ś ć  uk ładu  (54=55).

Zauważmy, że wpływ warunku początkowego x^(0) j e s t  ta k i sam, ja k  z a k łó 

cen ie  p o s ta c i x z ( 0 ) S ( t ) .Prezentowane w a rto śc i parametrów r . k ^ k ^  zapewniają, 

że e fe k ty  w yn ikające  z warunków początkowych w c h w ili  t=0 za n ika ją . J e ż e l i  

ponadto p roce s  z s p e łn ia  z a ło że n ia  tw ie rd zen ia  7. 13 lu b  7. 14, to  u k ład  j e s t  

g lo b a ln ie  a sym ptotyczn ie  s t a b i ln y  w se n s ie  ro z d z ia łu  7.3.

J e ż e l i  n ie rów ność  (53) j e s t  sp e łn io n a  d la  p rzyro stów  fu n k c j i  f  , tzn.

f  ( x ) - f  (y)
m s  — i-------- !--------  < M , i  * 1 , 2  V x, yeR

i x  -  y  1

p rz y  tych  samych o z n aczn iach ,to  można pokazać, że wpływ warunków początkowych 

za n ika  p rz y  t — > oo. J e ż e l i  natom iast p roces z J e s t  sumą

z(t,u>) = z ^ t . u )  + z2 (t ,u )  

p rocesu  s tac jona rnego  w s iln ym  se n s ie  z i  procesu, k tó ry  s p e łn ia  z a ło że n ia

[ t  t 1  t

X1 ’ X2 *

j e s t  a sym ptotyczn ie  s ta c jo n a rn y  [244].
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R o z d z ia ł n in ie j s z y  d o tyczy  w c a ło ś c i  p rob lem atyk i d rgań  okresow ych i  

p raw ie  okresow ych w z łożonych  n ie lin io w y c h  uk ładach  dynam icznych o parame

tra c h  losowych. Rozpatrywane są  dwa za sadn icze  rodza je  układów, u k ła d y  au to 

nom iczne (czę ść  8 .4 )  i  n ieautonom iczne (czę ść  8 .3 ).  U k łady n ieautonom iczne  

to  ta k ie ,  k tó re  pobudzane są  zewnętrznym sygnałem  okresowym lub  praw ie 

okresowym i  k tó ry c h  param etry zm ien ia ją  s ię  w c za s ie .  W p rzypadku  okresowym 

poszuku je  s ię  wtedy rozw iązań  okresowych o takim  samym o k re s ie ,  j a k i  

p o s ia d a ją  zewnętrzne pobudzenie i  param etry układu.

Zak łada  s ię  s ta le ,  że dyskutowane u k ład y  n ieautonom iczne  op isyw ane będą 

wielowymiarowym, n ie lin iow ym , losowym równaniem całkowym typu V o lt e r r y  -  

S t ie l t j e s a  2. rodzaju :

x(t,a>) = z(t,a>) + T k (d r ,w )f  ( x ( t - r , u ) ), t€Q, wen
0

Odmienne za ga d n ie n ia  zw iązane są  z układam i autonom icznym i. Ic h  param et

r y  n ie  zm ie n ia ją  s ię  w c z a s ie ,a  zewnętrzne pobudzenie może być najw yżej s y g 

nałem sta łym . W uk ładach  ta k ic h  mogą w ystąp ić  d rg a n ia  okresowe, k tó ry ch  

o k re su  n ie  można z g ó ry  p rzew idz ieć. W zw iązku z tym za łożono, że rozważane 

u k ła d y  autonom iczne opisywane będą wielowymiarowym, n ie lin iow ym , losowym 

równaniem całkowym typu V o l t e r r y - S t ie l t j e s a  1. rodzaju:

y (t,t> ) = I h (d s ,o ) )g (y ( t - s ,w ),(*>), teQ ,usn
0

W obu przypadkach  zak łada  s ię ,  że Q j e s t  podgrupą pewnej częśc iow o uporząd 

kowanej lzga . G, QcG, na tom iast h j e s t  m iarą o wahaniu ograniczonym .

P o szuk iw an ie  d rgań  okresowych i  praw ie okresow ych poprzedzone z o s t a ło  

d y sk u s ją  nad "stanem  usta lonym " sy gn a łu  w u k ła d z ie  dynamicznym (czę ść  o k re 

sowa lu b  praw ie  okresowa sy g n a łu )  o raz  nad jego  "stanem  n ie u sta lon ym " (czę ść  

s y g n a łu  o skończone j e n e r g i i ) .  D a lsz a  a n a liz a  d o tyczy  t y lk o  z ja w is k  u s t a lo 

nych z pom in ięciem  sygnałów  p rze jśc iow ych , za n ika ją cyc h  "p r z y  t — > m", tzn. 

n a le żących  np. do p rz e s t r z e n i Cq (Q ;L2(£2, 3, P; Rn) . Odpowiednie rów nania stanu  

u s ta lo n e g o  wyprowadzone z o s t a ły  w c zę śc ia ch  8.1 i  8. 2 n in ie j s z e g o  ro z d z ia łu .
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Równania d rgań  okresowych i  praw ie okresowych p rz y b ie ra ją  po stać  

n ie skończonego  uk ład u  n ie lin io w y c h  równań losowych. Rozw iązan ie  ta k ie go  

n ie skończonego  uk ładu  równań n ie  j e s t  p ra k tyczn ie  możliwe nawet w przypadku 

dete rm in istycznym . A n a liz a  prowadzona je s t  za pomocą metod p rzyb liżo n yc h , 

p o le ga ją cyc h  na o b c ię c iu  uk ładu  nieskończonego do aproksym ującego go układu, 

sk ła d a ją ce go  s ię  ze skończonej l ic z b y  równań. Metody postępow ania w p rzypad 

ku dete rm in istycznym  b y ły  w szechstronn ie  badane, por. np. [138].

Zasadn iczo , a n a l iz a  oparta  z o s t a ła  na koncepcjach znanych w metodach de

te rm in isty c zn ych : f i l t r u  idea lnego  i  fu n k c j i o p isu ją c e j  i  w tym s e n s ie  s t a 

nowi ic h  u o g ó ln ie n ie  na zagadn ien ia  sto cha styczne ,po r. [52 ,138 ,168 -169 ,303 ].

Rozw ażania oparte  z o s t a ły  na tw ie rdzen iach  Banacha i  Le raya -Schaude ra  o 

p unkc ie  sta łym  operato ra . W ykorzystuje  s ię  p o ję c ie  indeksu  Le raya-Schaudera  

d la  p rzypadku  hom otop ii operatorów  zwartych o raz  d la  operatorów  zw artych z 

zaburzeniem  w p o s ta c i małego operato ra  zwężającego. P o ję c ia  te s łu ż ą  do ro z 

w ią za n ia  i  a n a l iz y  układów analizow anych równań losow ych w odpow iednio 

dobranych p rz e s t rz e n ia c h  Banacha procesów stochastycznych .

Sform ułow an ie  zagad n ien ia  i  odpow iadających im wyników j e s t  na ty le  

ogólne, że pozwala na rozpatryw anie  zarówno c ią g ły c h ,  ja k  rów nież d y sk re t 

nych układów stochastycznych .

P rzed staw ione  w yn ik i są  użyteczne d la  bardzo w ie lu  zastosowań. W ce lu  

zadem onstrowania p rzyd a tn o śc i jednego z wyników teo re tycznych  p rze dy sku to 

wano w c z ę śc i 8 .3 .4  p rzyk ła d  specyficznego , d ysk re tnego  uk ładu  dynam icznego 

z parametrycznym  zakłóceniem  stochastycznym .

8 .1. RÓWNANIA DRGAŃ OKRESOWYCH I PRAWIE OKRESOWYCH

Weźmy pod uwagę s to ch a styczn y  uk ład  dynam iczny (ze sprzężeniem  zwrotnym) 

o p isa n y  n-wymiarowym losowym równaniem całkowym typu V o l t e r r y - S t ie l t j e s a  2. 

rodzaju , określonym  na lzga . G

x ( t , u )  = z(t,Ł>) + f h (d s ,u ) f ( x ( t - s , a i ) , u ) ,  teQ,weQ (1)

°‘
g d z ie  supp(h)cQ , heV (G ;L“ (n ,3 ,P; JE(IRn,IRn) ), oznaczymy p rze z  l/ar^Ch) bez

względne wahanie fu n k c j i  h. Załóżmy ponadto, że:

P I )  op e ra c ja  F ok re ś lo n a  p rzez n ie lin io w o ść  f  s p e łn ia  w p rz e s t rz e n i

L2,2(Q;IRn) warunek L ip s c h lt z a  ze s t a łą  a  i  f ( 0 ,  • )=0 mod(IP). N iech

d a le j  F odwzorowuje p rze strzeń  B2’2 (G; IRn) w s ie b ie  i  s p e łn ia  w

B2,2(G;IRn ) warunek L ip s c h lt z a  z tą  samą s t a łą  a .»
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D la  u p ro sz c z e n ia  rozważań przyjmiemy, że sp e łn io n e  są  dodatkowo n a stę 

pu jące  h ip o te zy :

P2) a sup^e * e s s  s u p ^ ^  max^Ap( * , u )j <1,

g d z ie  A (x , ł>),A ( * , u ) , . . . , A ( z . “ ) są  w arto śc iam i w łasnym i m ac ierzy1 2  n
A

h e rm itow sk ie j h (x, w )h(x, u ) . ■

P3) V xoeB2,2(G;IRn) 3 N>0 ta k ie , źe supU Q ||f (xq ( t, u ) ,<«>)||2^ N. ■

P4) v ( t ) : =  V a r”  (h ) e L 2« ^ 1).«
Q\ Qt

H ip o te zy  (P1 -P3 ) gw arantują, że d la  każdego p roce su  s to ch a styczn e go  

zeL2' 2 (Q;Rn ) (ew entua ln ie  z€B2' Z(Q; Rn) ) równanie (1) ma w L2' 2 (Q;Rn ) ( lu b  

B2' 2 (Q;Rn))  jednoznaczne ro zw iązan ie , k tó re  za le ż y  w sposób  c i ą g ł y  od wymu

s z e n ia  z. J e ż e l i  z  j e s t  procesem ograniczonym  w s e n s ie  średnim , taką  samą 

w ła sn o ść  p o s ia d a  rów nież ro zw iązan ie  x. Wynika to z p ro s te j  r e l a c j i

||x(t, -)||2 s  N V a r " ( h )  + ||z(t,-)||2, V teQ (2)

Przypuśćm y, że na w e jśc iu  uk ładu  dynamicznego p o ja w ił s ię  sy g n a ł z (t ,w ),  

t€Q,Ł>en, supp (z)cQ , k t ó ry  j e s t  sumą

z ( t , u )  = z (t,w ) + 0 ( t ,u ) ,  teQ,u>€fi (3)
o z

sspo. z q o ra z  s y g n a łu  6 eL2,2(Q;Rn). Można oczekiwać, że sy g n a ł,  k t ó ry  j e s t  

rozw iązaniem  x rów nania (1 ), będzie  m iał podobną postać

x ( t , u )  = x ( t .u )  + 0 ( t ,u ) ,  teQ,u€f2- (4)
o x

g d z ie  x q j e s t  fu n k c ją  p raw ie  okresową, a 0 eL ’ (Q;Rn).

Podstawmy rów nanie (4 ) do w yrażen ia  (1 ), otrzymamy

x (t ,w )+0  (t,Ł>) = z (t,o>)+0 ( t ,u )  + f  h(ds,(i))f|x ( t - s , u ) + 0 ( t —s , o>), t»> 1 (5)o x o z  J Q l  o X )

Równanie (5 ) można p rz e p isa ć  w p o s ta c i równoważnego uk ładu  dwóch równań

Xo (t,Ł>) = ZQ(t,Ł)) + J  h (d s ,u ) f  ^Xo (t -S ,Ł )),u j  (6)

0 (t,Ł>) = 0 (t,u>) + J  h(ds,< j ) ^f x̂ q ( t-s,o>)+0 ( t - s , w ) , u j - f  x̂ q ( t - s , łj) , uj j -

-  f  h ( d s , u ) f [ x  ( t - s ,w ) ,u ]  (7 )
Q\Q̂   ̂ ° '

Na mocy poczyn ionych  za łożeń, równanie (6) p o s iad a  w p r z e s t r z e n i  sspo. 

B2,2(Q;Rn) d o k ła d n ie  jedno ro zw ią zan ie  d la  dowolnego sy g n a łu  z^eB2,2(Q ;Rn) . 

R o zw ią zan ie  to n ie  z a le ż y  od z a k łó ce n ia  0 i  wobec z a ło ż e n ia  (P3) j e s t
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og ran ic zon e  w s e n s ie  średnim . Rozw iązanie  to może być in te rp re tow ane  jako 

" s t a n  u s ta lo n y "  u k ładu  dynamicznego (1).

Zastanówmy s ię  zatem nad równaniem (7 ). Na podstaw ie  h ip o te z  (P3) i  (P4) 

o ra z  n ie rów n o śc i

||J h ( d s , u ) f  ̂ xo (t-s,u ),u j||  a N V a r”^Q (h) (8)

możemy s tw ie rd z ić ,  że sy g n a ł 0 ( t ,w ) -  h ( d s , u ) f  x ( t - s ,  u ) , oi eL2,2(Q;Rn) , a
z Q\Q. I  °  '' t

r 2»2/ope rac ja  V o k re ś lo n a  na p rz e s t rz e n i L ‘!’‘!(Q;Rn) re la c ją

( ł 0 ) ( t ,w )  :=  J  h(ds,u)  ^f ̂ xo(t-s ,Ł > )+ 0(t-s ,u ) ,( j j- f  |xq( t - s ,  ł>) , u j j  (9)

" 2 . 2

p o s iad a  oszacow anie

( 11/2
I M I 2>2 s  su P *e£ p - e s s  su Pu6n  n.ax^Ar (x,(0)J ||f(x0+e, - ) - f ( x 0, -)||_

S aSUp*eG P_eSS supa>gn max^Ar (x,Ł))j ||e||2>2(10)

W ynika stąd , że w sz y stk ie  ro zw iązan ia  równania (7) n a le żą  do L2,2(Q;Rn). Wa

ru n k i,  k ie d y  0 eC (Q; LZ (Q, 5, P; Rn) . tzn. 0 — » 0 p rzy  " t — > , w yn ika ją  z9 x 0 x
rozważań c z ę ś c i  7 .3. Sygn a ł 0 można in te rp re tow ać np. ja ko  zan ika ją ce

zabu rze n ie  spowodowane is tn ie n ie m  w u k ła d z ie  n iezerow ych  warunków począt

kowych. D la  przypadku c ią g łe g o ,tz n .  G=R1,Q=k \  powyższe w yn ik i można porów

nać z in te re su ją c ą  a n a l iz ą  zawartą w pracach Corduneanu [52], Sandberga [214 

-  215], Kudrew icza[138] i  Sk rzypczyka  [237-238 ,245-246].

J e ż e l i  ope rac ja  F  p rz e k sz ta łc a  funkcje  okresowe w okresowe, to  te  same 

rozw ażan ia, d otyczące  i s t n ie n ia  i  jednoznacznośc i rozw iązań, obow iązują  d la  

okresow ych ro zw iązań  (na leżących  do p rz e s t rz e n i L 2,2(Q;Rn)) rów nania (5), 

d la  G=r \ q =r ‘ , por. [144 ,214-215].

D a ls z ą  a n a l iz ę  ogran iczym y do badania w ła sn o śc i d rgań  okresow ych i 

p raw ie  okresow ych w u k ła d z ie  dynamicznym opisanym  następującym  równaniem 

całkowym V o l t e r r y - S t ie l t j e s a

x ( t , u )  = z ( t , o ) + f h ( d s , u ) f ( x ( t - s , w ) , u ) , teG.wefi (11)
0

p rz y  tych  samych wstępnych za ło że n ia ch  jak  d la  równania (1 ).
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8.2. ROZKŁAD ROZWIĄZANIA W SZEREG FOURIERA

N iech  sy g n a ł w ejściow y z będzie  losowym wielomianem trygonom etrycznym  

z(t,u>) =  V  *,(«);» ' ( O  . teG.uefi, z eL2 (£J, 3 ,P ;C n), *  eG (12)u k k k kk

g d z ie  ^ e A (G ,H ) ,  Vk j e s t  daną funkc ją  H-okresową. A(G,H) j e s t  a n ih ila to re m  

z b io ru  H w G. Można udowodnić, że z j e s t  rz e c z y w iśc ie  fu n k c ją  H -okresową i 

odw rotn ie: każdy  w ie lom ian  trygonom etryczny H -okresow y ma p o s ta ć  (12) p a trz  

[2 07 ,3 72 -3 7 3 ].  Załóżm y d a le j,  że:

Q1) fu n k c ja  n ie l in io w a  f  p rze k sz ta łc a  z b ió r  f u n k c j i  H -okresow ych  w s ie b ie  

i  f  (0, a))=0 mod (P ). ■

Poszuk iw ać  będziemy H-okresowego ro zw iązan ia  rów nania (11). Przedstawmy 

w tym c e lu  s y g n a ły  x(t,Ł>) i  u (t , u )= f  (x( t, o>), w) w p o s ta c i odpow iednich 

szeregów  F o u r ie ra

x ( t , w) = Y x  ( u ) *  ( t )  , u ( t , u>) = V u (0>)x ( t )  (13)U k k Li k k
k k

Podobn ie  ja k  w ro z d z ia le  IV,przyjm iem y, że Xk=X k- W zw iązku  z  tym, ponieważ 

in te re s u ją  nas w y łą czn ie  ro zw iązan ia  rze czyw iste , n a tu ra ln e  s t a je  s ię  z a ło 

żen ie , że z =z , x =x , u =u . Podstaw ia jąc  w równaniu (11) s z e re g ik - k  k - k  k -k
F o u r ie ra  odpow iednich  fu n k c j i  (12) i  (13) 1 porównując w sp ó łc z y n n ik i p rzy  

odpow iedn ich  ch a rak te ra ch  otrzymamy

x  (u) = z (u) + h (y  ,« )u  (x„(<<>),x (u ) ,x  (w ).........,u) fc=0,1 , 2 , . . .  (14)
k k k k 0 1 2

g d z ie

uk (xo (Ł>),xi (Ł)),x2 ( u ) ,  u )  = ^(g/H) J  * k ( t )u ( t . “ )M (d t) (15)

są  w spó łczynn ikam i F o u r ie ra  sy gn a łu  u. W nieskończonym  u k ła d z ie  losowych

równań a lg e b ra ic z n y c h  (14) równania d la  numerów ujemnych z o s t a ły  pom in ięte

ze w zględu na poczyn ione  za łożen ia .

K o rz y s t a ją c  z fa k tu , że p rz e s t rz e n ie  L2,2(G;Rn) i  12 (L2 (C3, g, P; Cn) )=12,2

są  izo m e try c zn ie  izom orficzne , uk ład  równań (14) będziemy traktow ać jako
2 2losow e rów nan ie  operatorow e w p rz e s t rz e n i 1 ’ . Oznaczymy

r}(u ):=£x^ (Ł> ),X j(w ),X2( u )  j  , ę ( w ) : =£z^(u>),z^(w ), z ^ fw ), .. .1 (16)

(Atj) (w ): = [ (k (>  , « ) x  (w ))T, (k (v  ,w)x (w) )T, (k (»  , w)x (w) )T.......... 1 (17)U U 1 1  eL c*

(Urj) (u ): =^u^(xo,x it xa>. . ,(<)),u^(x0,x i ,x 2, .. , w), U2 (xq, x t> x2, . . ,  w). . . J (18)
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Zgodn ie  z n o ta c ją  (16 -18 ), równanie (14) p rzy jm ie  po sta ć  up roszczoną

T)(o>) = < (u ) + A(u)U(u)r|(u) (19)

Z  tw ie rdzeń  5 .2 -5 . 3, iz o m e tr ii p rz e s t rz e n i L2,2(G;Rn) 1 l 2 (L2(£2, 3, P;Cn) )

w yn ika ,że  c h a ra k te ry s t y k i operatora  lin iow ego  A, rozpatryw anego jako  odwzo- 
2 2

row anie  p r z e s t r z e n i  1 ’ w s ie b ie ,  są  następujące

( \ 1/2
| A | z a sup P -e s s  supuefJ max ^ ( j ; , u )  (20)

l 2 , 2  * n  ^  '

sup  (A) a  sup P -e s s  s u Pu€q  max|/i (x ,u )|  (21)
l 2’2 *n '  '

i n f  (A) ł  in f  P -e s s  in f  0  m inlfi (x ,u )|  (22),2,2 X r I r  Il n  v ’
g d z ie  X (x ,w ),X  (x ,w ) X (*,<<>) ok re ś lone  ja k  w (P2), na tom iast u  (x ,u ),

1 2  n  1
fi (^,(<)),fi ( x , v )  H ( *> w) są  w artośc iam i w łasnym i m ac ie rzy  he rm itow skie j

2 3 n

jh*(x.<*>)+h(x,u) o raz  d la  sk ró ce n ia  z a p isu  sup oznacza sup jjj
L J "̂n n *

(a n a lo g ic z n ie  i n f  ). W ła snośc i operato ra  U można wywnioskować bezpośredn io
n

z w ła sn o śc i op e ra to ra  F. K o rz y s ta ją c  z powyższego łatwo j e s t  udowodnić n a s

tępujące  tw ie rd zen ie .

TW IERDZENIE 8.1. J e ż e l i  ope ra to r F s p e łn ia  w L2,2(Q;Rn) warunekH

L ip s c h i t z a  ze s t a ł ą  a  i  j e ż e l i

{ l  1/2
q : = a su P^ P-e s s  su P(i)6q max^X (x,w )J < 1 (23)

to d la  dow olnej fu n k c j i  losow ej H-okresowej zeL2,2(Q;Rn) równanie (11=19) ma

w p rz e s t r z e n i  L 2,2(Q;Rn) dok ładn ie  jedno H-okresowe ro zw ią zan ie  x, a w spó ł- 
H

c z y n n ik i  F o u r ie ra  tego równania sp e łn ia ją  n ierów ność

H*Jla * HZJ I 2 + TI Ti T! — (24)2 (1- a q )
d la  n = 0 ,1,2, 3 , .......

Dowód. W ynika z tw ie rd zen ia  o punkcie  sta łym  d la  o p e ra c j i zwężających i  

w ła sn o śc i operatorów: lin iow ego  A i  n ie lin io w e g o  F . ■

Z a ło ż e n ia  podanego tw ie rd zen ia  są  dość  s i ln e .  Podstawowe p ytan ie , k tó re  

można zadać, to  czy  o w ła snośc iach  układu (11=14=19) można wnioskować na 

pod staw ie  zredukowanego, skończonego uk ładu  równań. Metoda re d u k c j i uk ładu  

równań (11=19) do skończonego układu  równań, w p rzypadku  c iąg łym  G=Rł , je s t  

dobrze  znana i  prow adzi do metod: f i l t r u  idea lnego  i  f u n k c j i  o p isu jąc e j,

por. [138].
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8.3. DRGANIA OKRESOWE W UKŁADACH NIEAUTONOMICZNYCH

T w ie rdzen ie  8.1  podaje warunki, k tó rych  s p e łn ie n ie  gw arantuje  i s t n ie n ie  

i  jednoznaczno ść  rozw iązań  okresowych równania (11). Z tw ie rd ze n ia  Banacha o 

p u nkc ie  sta łym  wynika, że ro zw iązan ie  to może być uzyskane  metodą ko le jn ych  

p rz y b l iż e ń .  Metoda ta  wymaga s p e łn ie n ia  dość s i l n y c h  za ło że ń  i  c zę s to  zawo

d z i.  N ie  można j e j  stosow ać np. w przypadkach, gdy równanie (11) p o siada  

w ie le  ro zw iązań  lu b  gdy n ie lin io w o ść  n ie  s p e łn ia  warunku L ip s c h it z a  (nawet 

lo k a ln ie ) .  D la te g o  w d a lsz y c h  rozw ażaniach w ykorzystane  zo stan ą  b a rd z ie j  

su b te ln e  metody zw iązane z indeksem punktu s ta łe g o  Le raya -Schaude ra  o raz 

hom otopią operatorów  zwartych. Notacja  i  oznaczen ia  p a t rz  [303].

8 .3 .1 .  Metody rzutowe rozw iązyw an ia  równań

N iech  A^(G ,H )cA (G ,H ) będzie  skończonym podzbiorem  charakterów . D la

u p ro sz c z e n ia  n o t a c j i  przyjm iemy, że A oznaczać będz ie  pewien skończony z b ió r

numerów •( 0, 1, 2, . . , N V, ta k ich , że x e A , (G ,H )  VkeA. Mając ten fa k t  na uwadze 
1 1 k A2 2

o k re ś lim y  w 1 ’ op e ra to r rzutowy

( x d la  neA 
(Pił) :=  •! "  (25)

"  ( 0  d la  n£A

g d z ie  zachowujemy oznaczen ia  (16). Por. [157 ,159 ,171].
2 2

Każdy element rjel ’ można jednoznaczn ie  p rze d staw ić  w p o s ta c i sumy 

t j =v+w,  g d z ie  v =Pt), w= ( I - P ) t). Oznaczmy ę=a+b, g d z ie  a=Pę, b = ( I-P )ę .  Wówczas 

równanie (19) można p rze p isa ć  w p o sta c i uk ładu  dwóch równań

v = a + PAU(v + w) (26)

w = b + ( I - P )AU(v+w) (27)
2 2

Wybierzmy z b ió r  A tak, aby d la  każdego V€P(1 ’ ) równanie (27) p o s ia d a ło  
2 2

w p o d p rz e s t rz e n i ( I —P )(1  ' ) jednoznaczne ro zw ią zan ie  (zauważmy,że za ło że n ie

dotyczące  je dnoznaczno śc i można pom inąć). J e ż e l i  np. warunek (23) w

tw ie rd ze n iu  8 .1  z a s tą p ić  słabszym

r ) 1/2q = asup  P -e s s  suPugjj max X (*,c<>)| < 1 (28)
*n “ r l r )

to  te za  tw ie rd ze n ia  8.1  p ozo sta je  prawdziwa w za sto sow an iu  do równania (27).

J e ż e l i  p rze z  R oznaczymy rezo lw entę  op e ra to ra  ( I-P )A U , to ro zw ią zan ie  w 

rów nan ia  (27) możemy z a p isa ć  w p o sta c i

w = b + R(v+b) (29)
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2 2 2 2 
i  o c z y w iśc ie  R :P (1  ’ ) — > ( I —P )(1  ’ ). Jednocześn ie  z n ie rów n ośc i

||R(v +b ) ||2,2 = ||( I-P)AU(v+w)||2 2 s  q||v+w||2>2 a q||v+b||2(2+q||w-b||2 2 (30)

w yn ika  oszacow anie

l l R ( V + b ) H 2 > 2  £  l V l | V + b | l 2 , 2  ( 3 1 )
J e ż e l i  ro zw ią zan ie  w równania (27), zna le z ione  dowolną metodą, np. k o le jn ych

p rz y b liż e ń ,  wstawimy do równania (26), to otrzymamy

v = a + PAU (v+b+R(v+b)) (32)

Równanie operatorowe (32) je s t  skończonym układem losow ych a lge b ra ic zn ych

równań n ie lin io w y c h .

8 .3 .2 . Metoda f i l t r u  idea lnego

Metod rozw iązyw an ia  równań, zarówno typu (26) ja k  i  (32) i s t n ie j e  w ie le , 

i s t o t a  problemu le ż y  jednak gd z ie  in d z ie j.  J e ż e l i  l ic z b a  q j e s t  dużo m niej

sza  od je d n o śc i,  to  oszacowanie (31) sugeruje , że w równaniu (32) s k ła d n ik  

R (v+b ) można pominąć bez p op e łn ie n ia  "dużego" błędu. Otrzymamy wówczas 

równanie

v = a + PAU(v+b) (33)

k tó re go  ro zw iązan ie , zarówno pod względem teoretycznym , ja k  i  praktycznym , 

j e s t  dużo p ro s t s z e  n iż  problemu (26-27). Za p rz y b liż o n e  ro zw ią zan ie  problemu
w m ~ 2 2

(2 6 -27 ) będziemy zatem uważać funkcję  T)=v+b, g d z ie  v e P ( l ’ ) j e s t  ro zw iąza 

niem uk ład u  równań (33). Technika ta, d la  p rzypadku G=R1, n o s i  nazwę metody 

f i l t r u  idea lnego , por. [138].

Oszacowanie d ok ład n o śc i, z jaką  ro zw iązan ie  p rz y b liż o n e  aproksym uje ro z 

w ią zan ie  dokładne, je s t  głównym celem d a ls z e j  a n a liz y .  Zam ieszczone w yn ik i 

są  n ie w ie lk ą  m odyfikacją  p racy  Skrzypczyka  [245].

Zaczniem y od p rz e k sz ta łc e n ia  równania (27). Zap iszem y je  w p o s ta c i

v  -  PAU(v+b) -  a = PA(PU(v+w) -  PU (v+b )) (34)

Oznaczymy d a le j

$ (v ):  = PAU(v+b) -  a 

G (v,w ): = PA(PU(v+w) -  PU (v+b )) (35)

r ( v ,w ) :=  (I-P )AU (v+w ) + b 

wówczas rów nania (26) i  (27=34) przyjm ują postać, k tó ra  będzie  d a le j  czę sto  

w ykorzystyw ana

w -  r(v ,w ) = b (36)

v  -  $ (v )  = G(v,w) (37)
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Zauważmy,że w nowych oznaczen iach  równanie p rz y b liż o n e  (33) przyjm uje  

p o s ta ć  lew ej s t ro n y  równania (37), tzn.

v -  ł ( v )  = 0 (38)

W d a ls z y c h  rozw ażan iach  ro zw iązan ie  równania (38) oznaczać będziemy p rze z  v.

B io rą c  pod uwagę o k re ś le n ie  zb io ru  A, równanie (38) w n o t a c j i  naw iązu jące j

do p o s t a c i  (14) może być zap isane  w na stępu jący  sposób

TW IERDZENIE 8 .2. N iech  v e P ^ ( l2,2) będzie  rozw iązaniem  równania p r z y b l iż o 

nego (38 ). N iech  d a le j  U (v+b) będzie  lo k a ln ie  k la s y  C1. J e ż e l i  $ ' (v ) je s t  

b ij e k c j ą  i  ponadto l ic z b a

f ! l/2ic = sup P -e s s  sup „  max A ( r ,u )  (40)X«A^ uetJ r l r )
j e s t  w y sta rc za ją co  mała, to równanie (19) po s iad a  d ok ła d n ie  jedno ro zw iąza 

n ie  w małym o to c ze n iu  v+b. N otacja  p ozo sta je  ja k  w h ip o te z ie  (P2).

Dowód. Idea  dowodu j e s t  podobna do zaw artej w tw ie rd ze n iu  8 .3. Zauważmy,

że op e rac ja  lo k a ln ie  ró żn iczkow a lna  sp e łn ia  warunek L ip s c h it z a .  Teza wynika

z tw ie rd ze n ia  Banacha o punkcie  sta łym  i  z tw ie rd ze n ia  o lo k a ln e j

od w ra ca ln o śc i odwzorowań w p rz e s t rz e n ia c h  funkcyjnych , por. [7 0 ,1 5 7 ,3 0 3 ].■

8 .3 .3 . Metoda fu n k c j i  o p isu ją c e j

W szczegó lnym  przypadku, gdy z b ió r  A zaw iera  t y lk o  jeden numer (n= l d la  

u s t a le n ia  uw ag i), metoda f i l t r u  idea lnego  nazywana będzie , p rze z  a n a lo g ię  do 

p rzypadku  k la sy c zn e go  G=IR1, metodą fu n k c j i  o p isu ją c e j.  U k ład  równań (39)

reduku je  s ię  wtedy do jednego równania n-wymiarowego zm iennej ze spo lo ne j

x  (u )-h (^; ,u )u  x (u ) , z  ( u ) , z  ( u ) , z  (o>),z (<*>) w \= z  (u) (41)1 1 1 1 1  0 2 3 4 I I

U1(V Z0’ V Z3-Z4.......... “ ) =

= H ( W I  V t ) f (xi V t ) + V i ( t )+ z o V t)+ E ( v k ( t)+ 5 A ( t} H ' łW t)  (42)G/H '  k = 2 '  '  1
U kład  n równań ze spo lonych  (41) można, o c z y w iśc ie ,p rz e p isa ć  w p o s t a c i  uk ładu  

2n równań rzeczyw istych .
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Ana lizow ać  będziemy uk ład  dynamiczny op isan y  losowym równaniem całkowym 

(11 ), g d z ie  z j e s t  H-okresowym procesem stochastycznym  (12) i  sp e łn io n a  je s t

h ip o te za  (Q l). Załóżmy d a le j,  że

R 1 ) Xh i  Yh będą dwoma p rze strzen iam i Banacha H -okresowych procesów  s t o 

cha stycznych  x ( t ,  • )eL2 (n, g ,P ;R n), V t€Q. Przypuśćmy, że zeXH- ■

R2) O pera to r n ie l in io w y  F :Xh — > YH i  j e s t  operatorem  c iąg łym .«

R3) Losowy op e ra to r A dany re la c ją

(A u K t.t t )  :=  f h (d r,Ł ))u (t -x ,u )  = V h (x  ,o>)u (o>)* ( t )L k k k 
J 0 k

g d z ie  u(t,o>)=) u (u )x  ( t ) ,  teQ,wen, j e s t  lin iow ym  i  zwartym operatorem  Lt k k 
k

p rze k sz ta łc a ją cym  p rze strz e ń  Y w X . ■H H
R4) Oznaczymy p rzez  P i  ( I - P )  op e ra to ry  rzutowe

(P u )(t,w ) :=  u ^w Ja jjU ) + u ^ u JK jC t )

( ( I —P )u ) ( t, (•>) :=  y  U M x  ( t )L k k 
k * l

d la  teO.weCJ. ■

Zauważmy, że mimo pewnych m od yfika c ji w sto sunku  do rozważań dotyczących  

metody f i l t r u  idea lnego  w yn ik i c zę śc i 8 .3 .2  p o zo sta ją  prawdziwe. W zw iązku z 

tym równanie (11) j e s t  równoważne układow i dwóch równań w yn ikających  bezpo

ś re d n io  z równań (36 -37 )

w -  r (v ,w ) = b (43)

v  -  <t>(v ) = G(v,w) (44)

g d z ie  4>(v): =PA F(v+b )-a , G (v,w ): =PA (P F (v+w )-P F (v+b )), T(v, w ): =( I-P )AF(v+w )+b . 

Ponieważ v ( t, u )= x i iu>)xi ( t )+x (<*>) î ( t ), w d a lsz y c h  rozw ażaniach używane są  

zam iennie  oznaczen ia : 4>(v)h$(xi ), G(v, w )sG (xt , w ), co n ie  powinno prow adzić 

do n ieporozum ień.

U za sadn ie n ie  metody fu n k c j i  o p isu ją c e j  po lega  na u s t a le n iu  związków 

pom iędzy ro zw iązan iam i równania p rzyb liżon e go  (38) i  rozw iązan iam i uk ładu  

równań (4 3 -44 ). O czyw iśc ie , tw ie rdzen ie  8 .2  znajduje  tu ta j  zastosow an ie , 

n iem n ie j jednak wymaga ono s i l n e j  ró żn iczkow a ln o śc i ope ra to ra  F. O s ła b ie n ie

za ło że ń  tego tw ie rd ze n ia  może być przeprowadzone na różne sposoby. P on iże j

pokazany z o s ta n ie  jeden z możliwych kierunków  postępowania.

UWAGA 8.1. W d a lsz y c h  rozw ażaniach wykorzystywane są  sze ro ko ,bez  szc ze 

gółowego cy tow an ia ,w ła sn o śc i operatorów  zw artych o raz  o k re ś le n ia  zw iązane z 

hom otopią operatorów  zw artych i  indeksem Leraya-Schaudera. N otacja  i  w yn ik i 

dotyczące  tych  w ła sn o śc i są  zgodne z [303].
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TWIERDZENIE 8 .3. J e ż e l i  prawdziwe są  h ip o te zy  (R1-R4) i  ponadto sp e łn io n e  

są  n a stę p u ją ce  za ło że n ia :

( i )  i s t n ie j e  ro zw ią zan ie  veP (X  ) (odpow iednio x eLZ(n, 3, P; Cn) ) równania
H  1

p rz y b liż o n e g o  (38), k tó re  w pewnym małym o to c ze n iu  U ( v ,  r ^ ,  ^ > 0 ,  je s t  

rozw iązan iem  izolowanym;

( i i )  3 r z>0 V v€ li(v ,  r ^ )

( I-P )A F (v + w )e l/ (0 ,r2 ) V w e l it b ,^ ) ;

to  rów nanie  (11) p o s iad a  w p rz e s t r z e n i X co najm niej jedno H -okresowe ro z 

w ią za n ie  x ( t ,w ), teQ,w€fi, d la  k tó re go  zachodzi oszacow anie

||x( - , • ) - x (  - . • )|| 5 r  + r
H  1 2

g d z ie  x ( t , u ) = S  U »)* ( t ) + J " ( u ) ;  ( t )+ z  y ( t ) + f  ( z *  ( t ) + i ^  ( t ) ] .1 l 1 1 0 0  L. I k k k kk = 2 v '

Dowód. Z z a ło ż e n ia  o i s t n ie n iu  izolow anego ro zw ią zan ia  veP (X  ) równania
H

p rz y b liż o n e g o  (38) wynika, że i s t n ie j e  pewne o to cze n ie  U (v , r  ), r j >0, tego 

ro zw ią zan ia , w którym  jego  lo k a ln y  indeks Le raya-Schaudera

i ( * ,  ti(v , r  ) )  * 0 (4 5 )

o ra z  3 a>0 ta k ie ,  że

SUpl lv - v l l  „  Hł ( v ) l lp (x , > «
P ( X H > 1 H

Z z a ło ż e n ia  ( i i )  wynika, że V veV .(v ,  r j ), prawa s t ro n a  równania (43) o k re ś la

c ią g łe  odwzorowanie U ( b , r  ) w s ie b ie .  Można łatwo wykazać, że odwzorowanie to

j e s t  p e łn o c ią g łe .  W ynika s tą d  na podstaw ie  tw ie rd ze n ia  Schaudera  o punkc ie

stałym , że rów nanie  (43) p o s iad a  ro zw iązan ie  w€ti(b, r  ).
2

Je d nocze śn ie  z c ią g ło ś c i  o p e ra c j i G (v,w ) wynika, że V v e l t ( v ,  r  ) 3 r  >0 

ta k ie ,  że V ||w-b||( l_p) (x ^  zachodzi

IIG (V ' W)IIP(X , < “  (47)
H

Z n ie ró w n o śc i (46 -47 ) w ynika [336], że op e ra to ry  zwarte 4> i  4>-G są  homoto- 

p ijn e  na b rzegu  z b io ru  3 1 i(v ,r  ) . N ierów ność (45) gw arantuje, że in de k s  punktu 

s ta łe g o  Le raya -Schaude ra  op e ra to ra  $-G

K i - G . I/ f y . r  )) * 0 (48)

W konsekw encji z o s t a t n ie j  n ie rów n ośc i wynika, że równanie (44) ma co n a j 

m niej jedno ro zw ią za n ie  ve t/ (v ,r ). Równanie (11) p o s iad a  w ięc w p r z e s t r z e n i  

XH ro zw ią za n ie  x=v+w. Zauważmy ponadto, że
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O sta tn ia  n ie rów ność daje  oszacowanie błędu, j a k i  popełniam y p rz y  wyzna

c za n iu  d rgań  okresow ych metodą fu n k c j i  o p isu ją c e j.  To kończy dowód.■

8 . 3 .4. P rz y k ła d

Weźmy pod uwagę jednowymiarowy uk ład  d rga ją cy  z wymuszeniem paramet

rycznym o p isan y  równaniem

Mx(t,<j)+Rx(t,Ł>) + (C +2a (a ))co s(2 i/ t))x (t,o ))-c2f i ( x ( t - t o,u ))= 0 , teR^ueCJ (50)

Równanie (50) może op isyw ać w ie le  układów mechanicznych, p rz y k ła d y  te c h n ic z 

ne por. [102]. In te rp re ta c ja  poszczegó lnych  sk ładn ików  równania typu (50) b y ła  

przeprowadzona w c z ę śc i 3 .2 ,w sz c ze g ó ln o śc i w c zę śc ia c h  3 .2 .3  i  3 .2 .4  d ysku 

towana b y ła  kw e st ia  op ó źn ie n ia  w u k ła d z ie  mechanicznym.

Ponieważ in te re su je  nas sta n  u s ta lo n y  w u k ła d z ie  dynamicznym (50) p r z y j 

miemy, że x (0 ,w )= x ( t ,u )= 0  i  równanie (50) można w standardowy sposób  p rze k sz 

t a ł c i ć  do p o s ta c i równania całkowego typu V o lte r r y  1. rod za ju  p o s ta c i
00

x(t,< j) = I" f ( x ( t - r , o > ) , u ) k ( T ) d T ,  t€R\ax=n (51)
o

W ce lu  zadem onstrowania m ożliw ośc i zastosow an ia  p rzedstaw ionych  wyników 

do z n a le z ie n ia  d rgań  okresowych dyskre tnego uk ładu  dynam icznego op isanego 

losowym równaniem całkowym na g ru p ie  G=Zł , Q=Z*, p o s ta c i

“  i
x (k ,u )  = £  f ( x (k - j ,w ) ,c j )h ( j )  , keZ+ (52)

j=o
00

g d z ie  £  |h( J ) | <oo, natom iast
j =0

f  (x (k,Ł> ),u ) :=  ( l+ 2 a(&>)cos(2 i>k) )x(k, u) -  c2f j ( x (k -k Q, u ) ) ,

a ( - )  j e s t  zmienną losową, TeZ*, v= Z n /r ,  f i ( x ) := x 3, yeR1. D la  u s t a le n ia  uwagi 

(n ie  zm n ie jsza  to  w niczym  o g ó ln o śc i rozważań), przyjm iemy, że zmienna 

losowa a ( - )  ma ro zk ła d  równomierny na p rze d z ia le  [1 ,4 ].
A i  j

Grupa charakterów  Z grupy d y sk re tne j Z j e s t  izom o rfic zn a  z torusem  T, 

tzn. j e s t  zb iorem  l ic z b  ze spo lonych  p o sta c i

Z1 = •{elnx :neZł ,xeR1, |x|s2t4 

Podgrupa H, generowana p rzez d ysk re tne  sy g n a ły  okresowe o o k re s ie  T6Z+, 

p rzyjm uje  p o sta ć  H ^ Z 1. Podobnie

G/H = -jn :n=m+kr m od(r), m, keZ1 J- s  -{0 ,1 ,2 ..........,T -1  mod(r)}-

Podgrupa o rto go n a ln a  ( a n ih i la t o r )  A(G,H) je s t  zde fin iow ana  n a stępu jąco

A(G,H) :=  {*eG  : * ( g ) = l  VgeH}-
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w s z c z e g ó ln o śc i w rozpatrywanym przypadku musi zachodz ić

e lnx = 1 d la  n=kx, kez '.xe IR1, |x|s2 ti 

O s ta tn ia  równość zachodzi d la  tx=2ti1 , d la  le Z 1, tzn. d la  x=2jt1/t=i>1. Stąd  

w ynika, że a n ih i l a t o r  j e s t  zbiorem  charakterów  p o s ta c i

A ( Ź \H )  = •je1"1' 1 :n, le Z 1}- (53)

Łatwo sp raw dzić , że dowolny ch a ra k te r * (n )= e x p ( in i> l) j e s t  fu n k c ją  H-okresową. 

R ze c zyw iśc ie , d la  neZ '.keH  mamy

 l < n + k m  lnl»l lkl>l l n V l  ,  .
* (n + k )  = e = e - e  = e  = * ( n )

ponieważ k i^ k ^ ir ,  g d z ie  k^eZ1.

R y s . 8 .1. Rozw iązan ia  równania (56) d la  ró żnych  w a r to śc i kQ 

F i g . 8 .1. S o lu t io n s  o f  e q . (56) f o r  d if f e r e n t  v a lu e s  o f  ko

UWAGA 8.2. C h a rak te ry  na g ru p ie  d y sk re tne j można wprowadzić in a c ze j,  tak 

aby pozo sta ć  w zgo d z ie  z n o ta c ją  p rz y ję tą  w te ch n ice  d la  p rz e k s z t a łc e n ia  Z, 

k tó re  j e s t  n iczym  innym, ja k  p rzek szta łcen iem  F o u r ie ra  na g ru p ie  d y sk re tn e j  

Z1. W tym c e lu  zauważmy, że e x p ( in x )  d la  neZ1 i  |x|s2Tt j e s t  l i c z b ą  zespo loną. 

N iech  z = e x p ( ix ) ,  o c z y w iśc ie  |x|sl.

Z b ió r  charakte rów  I 1 g rupy  d y sk re tne j Z1 zap iszem y w p o s ta c i

Z 1 = -jz" : n sZ1, zeC1, | z | s l  ^

D e f in ic j a  p r z e k s z t a łc e n ia  Z, znana w l i t e r a t u r z e  [1 15 ,1 21 ,1 4 1 ,2 7 2 ,3 6 6 ],  po

krywa s ię ,  p rz y  tak  wprowadzonej n o ta c j i,  z wprowadzoną w dodatku  B. Mamy
00

h (z )  = h ( * )  = £  z "h (n ) = I ^ (g J h t g J n td g ) ,  ^eZ 1
n = —00 Ẑ
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A n ih i la t o r  A ( z ' , H )  je s t ,  w tym przypadku, zbiorem  n - t y c h  p ie rw ia stków  

ze spo lonych  z l i c z b y  1. Wyznaczenie tych p ie rw ia stków  prow adzi "de  fa c to "  do 

powrotu do n o t a c j i  (52). ■

Zgodn ie  z metodą fu n k c j i  o p isu jąc e j,  poszukiw ać będziemy ro zw iązan ia  

p rz y b liż o n e g o  równania (50) w p o sta c i

.ix(n,  Ct>) = X ( w ) *  (n) + X t (uJXjfn) , neZ

g d z ie  x  (n )=exp (ii>n ), a x i (u) je s t  losowym rozw iązaniem  równania w yn ika

jącego  z (38 ), k tó re  w tym przypadku przyjm ie  postać

g d z ie  h t *  )= h (z )

xi (u) -  h (^ i )ui (xi (o)),u) = 0

, a funkc ja  u dana je s t  re la c ją  n ie l in io w ą  
z=*i 1

U ^ X j , « )  =  4 " E  ( ( 1 +  2 a ( Ł,) C O S ( 2 y k ) j  ( * 1* 1 ^  +  C lc jJ ^ jC lc )  -

i ) ) ; , « . )-  e f t V i (k-k0) + xi * t (k“ko) l

(54)

(55)

Rys. 8 . 2. Rozw iązan ia  równania (56) d la  różnych  w a rto śc i a(o>i ) 

F i g . 8 .2. S o lu t io n s  o f  eq. (56) fo r  d if fe re n t  v a lu e s  o f  a(o>j )

N iech  t> 4 . Dokonamy p rze k sz ta łc e ń  ko le jn ych  sk ładn ików  wzoru (55). Zauważmy
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W ynika to  z fa k tu ,  że

T - l

D a le j  mamy

: - l  . T - i  , .

£  cos(4i>k) = ~ 2  ^  I exp( i 8jtk/x) + e x p ( - i8n k/ r)  I =
:=0 k=0 J

_ 1 l-exp(18n) 1 l-exp(-18Tt)
2 l-exp(18it/x)  2 l-exp (- i8 ir /r )  "

1 T_1 (
—  ^  e2 x i 3exp(13t>(k-ko )) + 3xi 2x i e xp (i2 i> (k -kQ) - i i> (k -k o ) ) +

k = 0

+ 3x x  2e x p ( iv ( k - k  )- i2 i> (k -k  )) + x  3e x p (- i3 i> (k -k  ) ) ]  = 
l l  o o l o J

= e2 —  jT 3x i 2x i exp (-ii>k  ) = 3e2|x |2x e x p ( - iv k  )
k = 0

Wówczas rów nanie  (55) p rzy jm ie  postać

u (x  ,ł>) = x + a(o>)x -  3e2x |x |2e xp (-ii> k  ) = l l  i i i 1 i 1 o

= |xi | e xp (i^ ) + a(<j) |x^ | e x p (- i^ )  -  3e21 x j 13exp (-ii> ko+ i 0 ) 

g d z ie  x i =|x i | ex p (i0 ). Z  równania (55) wynika 

|xj | e x p ( i^ ) - h ( x i ) ||xj |exp(i^)-a(o>) |x^ |exp (-10 )+3c2 |xi |3e x p ( - l i 'k o+ i 0 )j=O 

z n ieznanym i losowymi w ie lk o śc ia m i |x^| (<o) i  <p{u), o>eQ.
(56)

R y s . 8 .3. D ok ładna  fu n k c ja  g ę s to ś c i  prawdopodobieństwa |x | ( l i n i a  c ią g ła )  i  
fu n k c ja  g ę s t o ś c i  uzyskana metodą M onte -C a rlo  ( l i n i a  p rzeryw ana)

F ig .  8 .3 . Exac t p r o b a b i l i t y  d e n s ity  fu n c t io n  o f |x | (c o n t in u o u s  l in e )  and a 
d e n s it y  fu n c t io n  ob ta ined  by M onte -Carlo  method (dashed l in e )
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O peracja  F odwzorowuje L 2’ 2 w s ie b ie  i  j e s t  w sposób  c ią g ł y  ró ż n ic z -  

kowalna. J e ż e l i  l ic z b a  K = s u p j ^ ^ | h ( z )  | j e s t  w y sta rcza ją co  mała, za ło że n ia  

tw ie rd ze n ia  8 .2  są  spe łn ione .

Równanie (56) ma ro zw iązan ia  losowe. Załóżmy, że x ( ’ )*0 . D la  w a rto śc i 

2r[/v=600 wyznaczone z o s t a ły  niezerowe ro zw iązan ia  |x |. W a rto śc i rozw iązań 

|x^|(fa> ) d la  u sta lo n e g o  są  p rzedstaw ione na ry s .  8 .1  i  8 . 2 , d la  odpowied

n io  zm ie n ia ją cych  s ię  w spółczynników  kQ i  a (u ^ ). Łatwo zauważyć, że równanie

(56) p o s iad a  maksymalnie dwa niezerowe ro zw iązan ia , za le żne  od w ie lk o śc i 

parametrów.

W c e lu  z i lu s t r o w a n ia  losowego charakte ru  tych  ro zw iązań  z o s t a ła  wyzna

czona fu n k c ja  g ę s to ś c i  prawdopodobieństwa zm iennej lo sow ej |x |. Z o s ta ło  to 

wykonane dwoma sposobam i. Po pierw sze, fu n kc ję  g ę s to ś c i  wyznaczono na 

podstaw ie  równania (56), k tó re  o k re ś la  funkcyjne  p rz e k sz ta łc e n ie  m iary praw

dopodobieństw a generowanej p rzez zmienną losową a, w m iarę zw iązaną ze 

zmiennymi losowymi | x j  i  <t>. W yniki z o s t a ły  porównane z fu n k c ją  g ę s to śc i 

u zy skaną  na drodze sym u la c ji numerycznej metodą M on te -C a rlo  ( lic z e b n o ść  

p ró b k i 100000 sy m u la c j i) .  Na r y s . 8 .3  p rzedstaw ione  j e s t  porównanie wyników 

d la  fu n k c j i  g ę s t o ś c i  brzegowego ro zk ładu  prawdopodobieństwa zm iennej | x j .  

Zaobserwowana z o s t a ła  duża zgodność wyników, św iadcząca o poprawności 

o b lic z e ń .

8.4. DRGANIA OKRESOWE W UKŁADACH AUTONOMICZNYCH

8 .4 .1 . Podstawowe w ła sn o śc i

U k ład  dynam iczny op isan y  losowym równaniem całkowym V o l t e r r y - S t i e l t je sa

x(t,i<>) = z ( t , (j) + f h (d s,Ł > )f (x (t -s , (d ),u ),  t€Q,uefl (57)
0

nazwiemy autonomicznym, j e ż e l i  z ( t ,  w)=zo (Ł))=const ( u ) , wefi, a ope racja  F, 

generowana p rze z  n ie lin io w o ść  f, je s t  przem ienna z op e ra c ją  p rz e su n ię c ia  w 

c z a s ie  ( t a k ie  o p e ra to ry  nazywane bywają “f i l t r a m i " ,  por. dodatek C), tzn.

(Fx ( s +t , a>) ) (t, u) = (Fx (s, u) ) (t+ r , ł>), V zeG.wen (58)

O peracje  p o s iad a ją ce  powyższą w łasność nazywane bywają rów nież s ta c jo n a rn y 

mi. O peracje  s ta c jo n a rn e  p rz e k sz ta łc a ją  funkc je  H -okresowe w funkc je  H -okre - 

sowe o tym samym o k re s ie .  Is t o t n ie ,  n iech  x ( t + r , u ) = x ( t , u ) , V x€H, mod(P).
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Zauważmy, że

(F x (s ,  u ) ) (t, w) = (Fx (s +t , u ) ) ( t, u) = (F x (s,  u ) ) ( t+T,«j), V T€H,mod(P) 

co dowodzi ok re sow o śc i fu n k c j i  (Fx)(t,Ł>).

Załóżmy, że

51 ) op e ra c ja  F  p rz e k sz ta łc a  w sposób c ią g ł y  p rz e s t rz e ń  fu n k c j i  praw ie 

okresow ych  B2,2 (G;Rn) w s ie b ie  i  j e s t  og ran iczon a , tzn. i s t n ie j e  s t a ła  

N>0 taka, że | ( F x ) ( t,u )|<N  V xeRn, uefi.■

52) Równanie (57) po siada  s t a łe  x ( t ,u )= c o n s t (u )  V teQ ro zw ią za n ie .»

Wówczas równanie rozpatryw anego uk ładu  autonom icznego (57) można zawsze

sp row adz ić  do równoważnego równania całkowego 1. rodzaju . I s t o t n ie ,  n ie ch  

Xq (ł>) oznacza  fu n kc ję  losową będącą rozw iązaniem  rów nan ia  (57 ), tzn.

x q (g>) = zq (w ) + K (xo,u>)f (x q, tc>) (59)

g d z ie  K ( * o,<j )= J  h (d s ) .Z  h ip o te zy  ( S I )  wynika, że fu n k c ja  losowa f ( x o,u ) je s t

c ią g łą  fu n k c ją  zm iennej losow ej x q. N iech x q b ędz ie  takim  dowolnym rozw iąza 

niem  rów nania (59 ), wówczas p roces y ( t , u ) = x ( t , u ) - x q (ł)) s p e łn ia  równanie

y ( t , u )  = h(ds,ii))g(y(t-s,Ł)),<<)) t€Q ,uen (60)
Q

g d z ie  g (y ,o > )= f(y+xo>u ) - f ( x o, ł>), yeRn, o c zyw iśc ie  g (0 ,w )=0  V wefl.

Będą nas in te re so w a ły  niezerow e ro zw ią zan ia  rów nania (60). Łatwo zauwa

żyć, że prawdziwy j e s t  n a stępu jący  re z u lta t ,  w ynika on na tychm iast z w ła s 

n o ś c i  f u n k c j i  n ie l in io w e j  f.

TWIERDZENIE 8 .4. J e ż e l i  p roces x ( t, o>), teQ, wetl, j e s t  rozw iązaniem  równa

n ia  (60 ), to p roce s x (t+x ,w ), tsO.uefi, j e s t  rów nież rozw iązaniem  tego rów

n a n ia  V tsG.

Dowód. W ynika w prost z w ła sn o śc i uk ładu  autonom icznego.■

W ynika s tą d  natychm iast, że rozw ażania z c z ę śc i 8 .3  n in ie j s z e j  p ra cy  n ie  

mogą być p rz e n ie s io n e  na sformułowane powyżej za ga d n ie n ie  d rgań  w uk ładach  

autonom icznych.

P rz y  p o szu k iw an iu  rozw iązań  H-okresowych p o s ta c i

X ( t+T , Ci)) = £  xk ( u ) ^ ( t + x )  = £  (x^ ( ( d ) > ( T ) ] y ( t )  
k k '  '

rów nan ia  (60 ), o n ieu sta lonym  o k re s ie  (podgrup ie  H), można o g ra n ic z y ć  s ię  do

z n a le z ie n ia  jednego ro zw iązan ia  spo śród  n ie skoń czon e j i l o ś c i  rozw iązań

x(t+T,o>) ró żn ią c y c h  s ię  "p rze su n ię c ie m " argumentu.
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S to su ją c  rozumowanie ana log ic zne  do p rzedstaw ionego w o p is ie  metody 

f u n k c j i  o p isu ją c e j  poszukiw ać będziemy ro zw ią zan ia  w p o s ta c i

x (t ,w )  = x  (u) + x ,(<■>)* ( t )  + x ( » ) *  ( t )  + 7 ,. x (id)x ( t )  (61)
0 1 1 1 1 Li 1 k | ^ 2  k k

Zauważmy, że x i ^ i +xi ^ i =2Re(xi J R e ^  )-,2 Im (x i ) Im t;^ ). Ze względów form alnych 

(bez zm n ie jszan ia  o g ó ln o śc i)  przyjmiemy, że Im (x ) *0  i  x j >0 V uen, wówczas 

równość (61) p rzy jm ie  postać

x(t,t>) = x (u) + 2x (w)Re|> ( t )| +  V. l5. x  (« )»  ( t )  (62)
O 1 ^ 1 )  ̂I k 12:2 k k

Zadan ie  o k re ś le n ia  ro zw iązan ia  równania (60) w p o s ta c i sze re gu  (62) je s t

dodatkowo skomplikowane faktem, że n ie  j e s t  znana podgrupa H grupy  G

decydująca  o o k re s ie  d rgań  rozw iązan ia . Z d ru g ie j  s t ro n y  wiadomo, że j e ż e l i  

znamy o k re s  fu n k c j i  periodyczne j, to generuje  on w sposób jednoznaczny pod

grupę  HcG.Jak jednak sformułować warunki dotyczące  tego okresu, aby podgru

pa K b y ła  d ysk re tna , podobnie jak  odpow iadający je j,  in te re su ją c y  nas, 

bazowy z b ió r  charakterów , będący a n ih ila to rem  H1  z b io ru  H.

N iech  AeR1 będzie  jednoparam etryczną ro d z in ą  normalnych, d ysk re tnych

podgrup te j  samej grupy G. D la  a n ih i la t o r a  każdej z tych  podgrup zachodzi

H^=A (G , IŁ ) .  Jak wiemy, (G / IŁ ) =H^. C harakte ry  ze z b io ru  oznaczać
A A A A A  A

będziemy zgodn ie  z p rz y ję tą  w cześn ie j notacją.

Będziemy zak ładać, że z a ło że n ia  wstępne n in ie j s z e g o  pa rag ra fu , dotyczące 

p o s ta c i rozw iązań, p ozo sta ją  w mocy d la  każdego AeR*.

Przyjm iem y d a le j,  że prawdziwe będzie  s t a le  następu jące  za ło żen ie :

S3 )  ro d z in a  charakterów  -{H^.AeR*, je s t  c ią g łą  fu n k c ją  param etru A.«

D a ls z y  c ią g  rozumowania będzie  podobny do p rzedstaw ionego w c z ę śc i 8.3. 

J e ż e l i  podstawim y funkcję  p o s ta c i (62) do równania (60), to  porównując 

w sp ó łc z y n n ik i p rz y  odpow iednich charakte rach  otrzymamy n ie skończony  uk ład  

równań losow ych

x (u) = h f a ^ . u l u  (A ,x  (<<)),x (<j ) , x  (u ) ......... u ), k = 0 , l , 2 , .......  (63)
k ^ k J k 0 1 2

w którym  fu n kc je  u^ ok re ś lim y  podobnie ja k  poprzedn io

u (A,Xo,X  X2 ■ J f ( £  x x ‘A , ( t ) , W) * ‘X ) ( t )M (d t )  (64)

W yznaczeniu p od le ga ją  zmienne A ,xQ(a)),x j (o>),x 2 (w )............
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8 .4 .2 . Metoda fu n k c j i  o p isu ją c e j

Metoda fu n k c j i  o p isu ją c e j  po lega  na o b c ię c iu  n ie skończonego  u k ładu  

równań (63) do jednego n-wymiarowego losowego równania ze spo lonego, p rzez
A  I V )

z a s tą p ie n ie  w spółczynników  ) zerami d la  k * l  (d la  u s t a le n ia  uwagi).

Wówczas u k ład  równań (63), redukuje  s ię  do jednego wektorowego równania 

ze spo lonego , k tó re  będziemy zap isyw ać w p o sta c i

x i (u) -  <*> (A, ( u ) , <*>) =  x i (u) -  h ^ | A),fc)jui (X ,0 , x i ( u ) , 0 , 0 ,  u ) (65)

J e ż e l i  i  X będą zmiennymi dodatnim i sp e łn ia ją cym i równanie ze spo lone  

(65 ), to  fu n kc ję  losową

x ( t , u )  = 2 x i ( u ) R e ^ * A) ( t + x ) j , teQ,o>€Q (6 6 )

d la  dowolnych xeG uważać będziemy za p rz y b liż o n e  ro zw ią zan ie  równania (60).

P o n iż e j  pokażemy, że j e ż e l i  i s t n ie j ą  x i ( >)>0 mod(P), X>0, to  dokładne

ro zw ią za n ie  równania (60) j e s t  okresowe i  ma postać

x ( t , u )  = x  (u) + 2x (u>)Refx<' ' ) ( t+ T )]+  T. , x (a>)x<A) ( t + r )  (67)
0 1 ^ 1 J U | k | k k

g d z ie  T € G  o ra z  ||xt ( ■ ) - x  (• )|| , |X-X|, ||x (• )|| d la  i=0, ±2, ± 3 .......  są  lic zb am i

małymi.

U k ład  równań (63) p rzep iszem y w p o s ta c i dwóch układów  równań, z  k tó ry c h  

p ie rw szy  zaw ie ra  równania o numerach k * l

x  (u ) =  h f ;/ A)] u  (A ,x  ( u ) ,x  ( u ) ,x  ( u )  u ) k=0~, 2 , 3 ......... (6 8 )k ^ k J k 0 1 2

a d ru g i równanie o numerze k= l,  k tó re  ma postać

x j ((i)) = h ^ ‘X,j u i (A ,xo (w ),x i ( u ) ,x 2 (ui) u ) (69)

Będziemy zak ład ać  d a le j,  że następujące  h ip o te zy  są  prawdziwe:

T l ) X i  Y oznacza ją  dwie p rz e s t rz e n ie  Banacha n ie skończonych  wektorów, 

k tó ry c h  elementami są  n-wymiarowe ze spo lone  zmienne losowe typu 

L 2 (n ,3 ,P ;C n). N iech

7) (u ) :=  jx*(ti>),x *(Ł>),x *(u )............ J , wen.»

Mogą to  być np. p rz e s t rz e n ie  z normami:

( o \ 1/2
l h ( * ) | | x : = ( l  ( i +*2)| |xk ( . ) | | 22j

( \ 1/2

l l - 0 ( '> l la2 *  2 l l l V > l l , 1
k ’
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llT»( ‘ ) llX := SUPt€G| l  Xk( , ) \ U )
3 1 k

g d z ie  x  € (G/H) , H j e s t  normalną podgrupą w G; 
k

Ihi(-)«, =■ [  IIV>lla
4 k

g d z ie  za łożono  x ( * )= x  (•) mod(P) V k . 1
- k  k

1 2 )  P i  ( I - P )  oznacza ją  podobnie ja k  poprzednio  op e ra to ry  rzutowe

Pr) :=  ^0T, x ^ , 0 T, 0 T................... j  , ( I - P ) rj : =  j x * ,0 T,X2>x * ...............j  ■

W d a lsz y c h  rozw ażan iach  używać będziemy następu jących  oznaczeń:

(U^tjH gO :=  ^uJ(X,xo>x ł , . . .  ,u ),u ^ (X ,x o,x i  u ) ...........J (70)

(Aatj) (tu) :=  [ [ h ( x ‘X ) ,u )x o) , ( h ( J;)A ),U)x i ) , [ h ( * ‘A ), 0> ) x J ........] (71)

[  7 T T  1 T f  T  T  T T 1 T
1} :=  0 , X j , 0 ,0  , . .  . , a p rzez S i  5^ normy elementu 0 ,1 ,0  ,0  , . . .

odpow iednio w p rz e s t rz e n ia c h  X i  Y. Załóżmy, że p rz e s t rz e n ie  X i  Y są  w

d a lsz y c h  rozw ażaniach u sta lone .

TWIERDZENIE 8 .5 . Załóżmy, że spe łn ion e  są  h ip o te zy  (T1-T2) 1 ponadto:

( i )  i s t n ie j e  n ie p u s ty  z b ió r  D: (X ,x^ ): | X -X|a r , k t ó ry  n * e

zaw iera  w swoim wnętrzu, an i na brzegu 3D, innych  ro zw iązań  równania

(65) poza punktem (X ,x t ) o raz  indeks Le raya-Schaudera

1($ ,D) * 0

( i i )  V X e [X -r  , X+r ] ope ra to r U , o k re ś lo n y  re la c ją  (70 ), odwzorowuje ku lę
1 1  A

K(i), r )  p rz e s t rz e n i X w p rze strz e ń  Y, z a le ż y  w sposób  c ią g ły  od

param etru X i  s p e łn ia  w te j  k u l i  warunek L ip s c h it z a

[lux,,1 ■ v 2IIy *  a ( r - r . ) l K  "  7ł2Hx* v v v u ( ’ , r ) ;  (72)

( i i i )  op e ra to r o k re ś lo n y  re la c ją  (71) j e s t  lin iowym , zwartym p rz e k s z t a ł 

ceniem p rz e s t rz e n i Y w X, zależnym w sposób  c ią g ł y  od param etru

X€K (X, r i ), fu n kc ja  h (x jA ,,u ) je s t  c ią g ła  V Xe'U(X, r^);

( i v )  prawdziwa je s t  n ierów ność

ą t r . r j  < m in [r -5 xr if _ r- I - T i n f aD||$(X,xi .a,)||2) (73)

gd z ie

q (r .r i ):=suPx6<u(S:,r i )| ( I -P )Ax U x(r+«xllX1ll2)0t{r-r1) -
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Wówczas rów nanie (60) po siada  ro zw iązan ie  okresowe

x(t,Ł>) = xQ(u) + 2 x i ( u ) R e ^ 'V>( t ) j +  2 ^ | ^ R e ( t ) | (74)

i  ponadto zachodzą następujące  oszacow ania ro zw ią zan ia  p rz y b liż o n e g o  (6 6 ):

llXr Xlll<r2' ||[V°T’X2’X3.....
Dowód. N iech

m . x  , ( I-P )t j )  :=  ( I - P ) A xUaT7

W n o t a c j i  operatorow ej równanie (68 ) można z a p isa ć  w p o s ta c i

(I-P )T I = r ( A , x i , ( I - P ) tj) (75)

D la  każdego u s ta lo n e g o  punktu ( A ^ J e D ,  j e ż e l i

I I ( I - P ) tj|| a r  : = r - 5  r
11 MIX 3 X 1

to

IM|X s ||Phr5)||x + ||(I-P)(H-5)||X =
= l| P (» -^ llx + ||(I-P3n||x s  5xr i  + r 3 = r

W ynika stąd , że j e ś l i  || ( I-P)t)||x a r 3, llx 1- x 1ll2:Sr1> *-° ^ n a l eży  do d z ie d z in y  

op e ra to ra  U^, a ( I - P ) i)  do d z ie d z in y  ope ra to ra  T. O perato r T p rz e k sz t a łc a  

k u lę  ||( I —P)tj||x—r 3 p o d p rze st rze n i ( I - P ) X  w podp rze strze ń  ( I —P )X  i  zachodzi

* ą f r , ^ ) .
x

oszacow anie

| r ( ^ x 1 , ( i -P ) i ) | | x s  | C I-P )A a |y ^ x ||uad||y a

*  s u p X6 ' i i ( X , r ł ) l ( I - p ) A A l Y ^ x ( r + 5 x l l x i l l 2) < x ( r ’ r i ) =  q ( r ’ r ! )

J e ż e l i ' q ( r , r ) s r ,  to na mocy z a ło że n ia  ( iv ) ,  op e ra to r T odwzorowuje k u lę

||( I —P ) 'ł?|lx—r 3 w s ie b ie .  Pokażemy, że j e s t  w te j  k u l i  zwężający. Z warunku

L ip s c h it z a  (72) d la  ope ra to ra  U., prawdziwego w k u l i  o p rom ien iu  r > r  w ynika
A 3

| | m , x lf ( i - p ) ^ )  -  r ( x ,x l f ( i -p )n 2) | | (l_ ^
-P)X

* I ( I - P )\ U X l l ^ d - P ) ^  -  UX (I-P )T ,; <
2"Y

25 supA€7 iU , r i ) l ( I ‘ P )Ax lY ^ x a ( r »r i ) ll( I “P)7?i “ ( I “P)T,2Hx (76)

Z warunku (73) łatw o wynika, że T j e s t  operatorem  zwężającym w k u l i  

| | ( I  —P) 7ł|lx~r 3• Układ  równań (63=75) ma w ięc w te j  k u l i  d o k ła d n ie  jedno r o z 

w ią zan ie
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s p e łn ia ją c e  warunek ||v||x s  q ( r , r i ) i  za leżne  w sposób c ią g ły  od parametrów 

X i  x ^  Podstawmy ro zw iązan ie  (77) do równania (69). N iech d a le j

F (X , x i> w) :=  h ^ A)j |̂ ui (X ,x0(x ,x i ,(i)),xi ,x 2 (x ,x i , u )  u) -

-  ui (X ,0 ,x i ,0 ,0 ............w )j  (78 )

będz ie  zwartym operatorem  zm iennych w ob szarze  D. Łatwo zauważyć, że

||F(X,xi ,w)||y = ||F(X,Xi ,<j)||2óy s  a ( r ,  r^ ) ||v||x s  ot(r, ^  )q (r ,  ^  ) (79)

Z o s t a t n ie j  n ie rów nośc i wynika, że

||F(X,xi , u )||2 < i n f aD||$(X,xi , u )||2

a stąd , że

in f aD||^(A,Xi,Ł>) -  F (X ,x i , ł i)||2 > 0

To dowodzi, że op e ra to ry  $ o raz  ł - F  są  hom otopijne na 3D. Na podstaw ie  w ła s

n o śc i hom otop ii operatorów  zw artych wynika z z a ło że n ia  ( i ) ,  że

i($ -F ,D )  *  0

a stąd , że równanie (69) po s iad a  we wnętrzu ob sza ru  D co najm niej jedno 

ro zw iązan ie . Z i s t n ie n ia  ro zw iązan ia  równania (69) w ynika w prost i s t n ie n ie

ro zw ią za n ia  uk ładu  równań (63), k tó re  zap isujem y w p o s ta c i (74).

Oszacowania d ok ła d n o śc i ro zw iązan ia  p rzyb liżo n e go  w yn ika ją  w prost z 

d e f i n i c j i  ob sza ru  D i  n ie rów nośc i (7 6 ).«

UWAGA 8.3. W k o n s t r u k c j i  dowodu tw ie rd zen ia  8 .5  w yko rzy stu je  s ię  warunek 

L ip s c h it z a  fu n k c j i  n ie lin io w e j  f. Można zauważyć, że z warunku tego można 

zrezygnow ać rozumując podobnie jak  w dowodzie tw ie rd zen ia  8 .3. A n a lo g ic z n ie ,  

j e ś l i  za łożym y c ią g ło ś ć  ope ra to ra  A , V uefi, za ło że n ie  o zw a rto śc i otrzymamy 

w sposób  n a tu ra ln y , ponieważ wówczas AA:Cn — > Cn V ue£2 [2 45 -2 46 ].»
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Aby le p ie j  zrozum ieć genezę pracy, zwróćmy uwagę zarówno na za skaku jące  

podobieństw a, ja k  i  ró żn ice , k tó re  zauważamy porównując w yn ik i t e o r i i  

układów  dynam icznych z czasem ciąg łym  z wynikami a n a lo g ic z n e j  t e o r i i ,  gdy 

c za s  j e s t  elementem innego zb io ru , np. dyskre tnego  z b io ru  l i c z b  ca łko w itych  

lu b  to ru sa . Wspomniane z b io ry  chw il czasowych n ie  z o s t a ły  wymienione 

przypadkowo, odgryw ają  one w t e o r i i  układów m echanicznych decydującą  ro lę . 

Zauważmy, że w sz y stk ie ,  z punktu w idzen ia  matematyki, stanow ią  p od zb io ry  

z b io ru  l i c z b  rze c zy w is ty c h  IR1. Ponieważ d la  o s i  rz e c z y w is te j  c h a ra k te ry s 

tyczna  j e s t  to p o lo g ia  p rzedz ia łow a, wynika stąd, d la  wspomnianych ju ż  pod

zb iorów , ogromne podobieństw o w o p is ie  w sz y stk ic h  cech zw iązanych  ze 

z b ie ż n o śc ią .  D la  p rz y k ła d u  wym ienić tu można ta k ie  podstawowe w ła sn o śc i,  jak  

c ią g ło ś ć  czy  ca łkow alność. W zw iązku z tym n a jw ażn ie jsze  cechy sy gn a łu  

f iz y c zn e g o ,  t a k ie  jak: c ią g ło ś ć ,  og ran iczoność, okresow ość, s ta c jo n a rn o ść , 

e n e rg ia , moc, w ła sn o śc i asym ptotyczne ok re ś la n e  są  w bardzo  podobny sposób 

zarówno d la  sygna łów  z czasem ciągłym , ja k  1 dyskretnym .

Zwróćmy uwagę na je sz c ze  inną  ana log ię . T ran sfo rm acja  Z j e s t  ważnym 

narzędziem  a n a l iz y  lin iow ych , s ta c jon a rn ych  układów dynam icznych z czasem 

dyskretnym . Jak pokazano, p a t rz  dodatek B, tran sfo rm acja  Z j e s t  d la  układów 

z czasem dyskretnym  tym, czym d la  układów z czasem c ią g łym  je s t  

tran sfo rm ac ja  L a p la c e ’ a. Można pow iedzieć w ięcej, tra n sfo rm a c ja  Z j e s t  jakby  

lo g icznym  połączen iem  pom iędzy a n a liz ą  sygnałów  z czasem c ią g łym  i 

dyskretnym , ponieważ tran sfo rm ata  L a p la c e ’ a f ( s )  id e a ln e go  sy gn a łu  

impulsowego f ( t )  j e s t  zw iązana z Z -tra n sfo rm atą  F (z )  sy g n a łu  z czasem 

dyskretnym  f (n T )  poprzez p rz e k sz ta łc e n ie  z=exp (sT ). Wymieniona fu n kc ja  

odwzorowuje lewą p ó łp ła sz c zy zn ę  zb io ru  C1 w jednostkow y dysk. W ynika stąd  

na tychm iast, że w nętrze dysku  jednostkowego, jego  b rzeg  -  o k rą g  jednostkow y 

o ra z  d o p e łn ie n ie  d ysku  mają d la  układów z czasem dyskretnym  ta k ie  samo 

znaczen ie , j a k ie  d la  układów  z czasem c iąg łym  odgrywają: lewa p ó łp ła sz c z y z n a  

C , o ś  u ro jon a  z=ji> o ra z  prawa p ó łp ła szc zy zn a  C1. Mając powyższe na uwadze 

spo strzegam y na tychm ia st, że powszechnie znane w s t a b i ln o ś c i :  tw ie rd zen ie
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N y ą u is ta  d la  układów z czasem ciągłym  i  tw ie rd zen ie  Cypk ina  d la  układów z 

czasem dyskretnym  w yrażają  mniej w ięcej tę samą tre ść . T ak ich  a n a lo g i i  można 

pokazać w ięce j, a jednak te o r ie  układów z czasem c iąg łym  i  dyskretnym  są  w 

za sa d z ie  ro zw ijane  n ie za le żn ie .  G enera ln ie  można pow iedzieć, że te o r ia  

c ią g ły c h  układów  dynam icznych znaczn ie  w yp rzed z iła  w rozw oju an a lo g ic zn ą  

te o r ię  układów dyskre tnych , zw łaszcza  w ta k ic h  d z ied z in ach , ja k  te o r ia  drgań 

okresow ych i  p raw ie  okresowych, te o r ia  b if u r k a c j i  i  chaosu.

Podstawowym celem p racy  s t a ła  s ię  zatem odpowiedź na p ytan ie :

W jak im  z a k r e s i  e można próbować stw orzyć u n iw e rsa ln ą  te o r ię  

pozw ala jącą  na w szech stronną  a n a liz ę  różnorodnych, p raktycznych  

zagadn ień  z z a k r e su  dynam iki z łożonych  układów mechanicznych, z 

czasem zarówno c ią g łym ,ja k  i dyskretnym ?

Próbę odpow iedzi na tak  sformułowane p y tan ie  pod jęto  p rzyjm ując, że w 

c a łe j  p ra cy  stosow ane będą konsekwentnie następujące  za ło że n ia :

i )  u k ła d y  mechaniczne rozpatrywane będą jako szczegó lne  u k ład y  dynamiczne, 

rozum iane jako  uporządkowane z b io ry  pewnych pojęć, co pozwolą na u o g ó ln ie n ia  

w ykraczające  poza za k re s  m echaniki;

i i )  cza s, w tak  rozum ianych układach dynam icznych, j e s t  elementem pewnej 

g rupy  przem iennej (abelow ej), częściowo lub  ca łk o w ic ie  uporządkowanej; 

i i i )  do o p isu  z ja w isk , zachodzących w rozpatryw anych uk ładach  dynam icznych, 

zastosow ano losowe równania całkowe.

Z a ło ż e n ia  ( i - i i i )  omówione są  szczegółow o w ro z d z ia le  2. Mechaniczny 

uk ład  dynam iczny zde fin iow any  z o s ta ł jako ob ie kt, k tó ry  rozpatryw any j e s t  z 

punktu  w id ze n ia  t e o r i i  systemów. C zę śc i 2.1 i  2 .2  zaw ie ra ją  elem enty nowości 

w sto su n ku  do i s t n ie j ą c e j  t e o r i i ,  natom iast czę ść  2 .3  j e s t  c a łk o w ic ie  o r y g i 

na lna. Wprowadzone z o s t a ły  nowe sposoby o p isu  m odeli losow ych układów  dyna

m icznych. W ykorzystano w tym celu, kluczowe d la  c a łe j  p racy, nowe po ję c ie  

równania całkowego V o lt e r r y  okre ślonego  na lo k a ln ie  zw arte j g ru p ie  abelowej.

R o z d z ia ł  3 zaw iera  omówienie lic zn y c h  przykładów  modelowania układów 

m echanicznych p rz y  zasto sow an iu  równań całkowych. W c z ę ś c i 3.1  now ośc ią  je s t  

fragm ent punktu  3 .1 .2 . Część 3 .2 .1  zaw iera pewne elem enty now ości, c zę śc i 

3 .2 .2  -  3 .2 .4  stanow ią  is t o tn e  ro z sze rze n ie  publikow anych  wyników na uk łady 

z wielowymiarowym, całkowym sprzężeniem  zwrotnym. Część 3 .3  d o tycząca  zagad

n ie ń  z czasem dyskretnym  je s t  ca łkow ic ie  o ryg in a ln a .
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Tematyka ro z d z ia łu  4 b y ła  do te j pory  n a j le p ie j  opracowana pod względem 

matematycznym. Omówienie najw ażn ie jszych , z punktu  w id ze n ia  zastosow ań, 

sygna łów  d e te rm in is ty c z n ych  1 sto cha stycznych  op a rto  w z a sa d z ie  na znanych 

w yn ikach  matematycznych. W przypadku dete rm in istycznym , elem enty nowości 

p o ja w ia ją  s i ę  t y lk o  w przypadku sygnałów  okresowych, w c z ę ś c i  4 .1 .3 . W 

p rzypadku  stochastycznym  elementy nowości d o tyczą  wprowadzenia p rz e s t rz e n i 

Cq, Bq, C/Cq, k tó re  są  wykorzystywane p rz y  a n a l iz ie  stanów u s ta lo n y c h  w 

s e n s ie  średn im  w uk ładach  dynamicznych. Wydaje s ię ,  że c a łk o w itą  now ością  

j e s t  t r e ś ć  punktu  4 .2 .4  dotycząca  sygnałów  s to ch a sty c zn yc h  okresowych.

R o z d z ia ł  5 j e s t  konsekwencją wprowadzenia do rozważań nowego rod za ju  

operatorów  ca łkow ych  V o lte r ry .  Jego t re ść  pośw ięcona j e s t  w c a ło ś c i  badan iu  

ic h  w ła sn o śc i w p rz e s t rz e n ia c h  sygnałów, k tó re  są  s z c z e g ó ln ie  ważne z punktu 

w id ze n ia  zastosow ań. Nowością są  praw ie w sz y stk ie  w yn ik i zaw arte w tym 

ro z d z ia le .

R o z d z ia ł  6 pośw ięcony je s t  w c a ło ś c i  l in e a r y z a c j l  s ta ty s t y c z n e j .  Najważ

n ie j s z e  w y n ik i d o tyczą  głów n ie  próby oszacow ania błędów l in e a r y z a c j l  s t a t y s 

ty c zn e j w za sto sow an iu  do układów dynamicznych. N ie z a le ż n ie  od tego now ością  

są: w ielowym iarowa w ersja  nowej metody l in e a r y z a c j l  s t a t y s t y c z n e j  opa rta  na 

w ła sn o śc ia c h  energe tycznych  o raz p rzyk ład  6 .4  w yko rzy stu ją cy  ś c i s ł e  ro zw ią 

za n ie  nowej k la s y  równań Fokkera -  P lancka, opracowane p rze z  autora.

Z ag ad n ie n ia  s t a b i ln o ś c i ,  to jedyny d z ia ł  dynam iki, w którym  p ra k ty c zn ie  

zastosow ano koncepcję  zawartą w za ło że n iu  ( i i ) .  R o z d z ia ł  7 w c a ło ś c i  stanow i 

u o g ó ln ie n ie  wyników d e te rm in istyczn ych  znanych d la  układów z czasem c iąg łym  

i  częśc iow o znanych d la  układów z czasem dyskretnym .

R o z d z ia ł  8 zaw ie ra  u o g ó ln ie n ie  wyników d e te rm in is ty c z n ych  d la  układów z 

czasem c iąg łym , na przypadek układów o k re ś lo n ych  na g ru p ie  z jednoczesnym 

uw zględn ien iem  ic h  cha rak te ru  p ro b a b ilis ty c zn e g o .

W c e lu  u ła tw ie n ia  c z y ta n ia  i  zrozum ien ia  p racy,w  trze c h  dodatkach podano 

u zu p e łn ia ją c e  w iadom ości o cha rakte rze  matematycznym. Dodatek B zaw iera  o r y 

g in a ln e  w y n ik i a u to ra  dotyczące o k re ś le n ia  pewnych p rz e k sz ta łc e ń  całkowych 

fu n k c j i  zd e fin iow an ych  na grup ie , natom iast dodatek C podstawowe w iadom ości 

d o tyczące  p rz e k sz ta łc e ń  procesów sto ch a styczn ych  s ta c jo n a rn y c h  w uk ładach  

dynam icznych i  ic h  oszacowania. W znacznej m ierze są  to  w yn ik i o ry g in a ln e .

In te n c ją  au to ra , w c a łe j  pracy, b y ło  ta k ie  p rze d staw ie n ie  wyników, aby 

wywołać u c z y t e ln ik a  w rażenie, że są  one ja k  n a jb a rd z ie j  n a tu ra ln ą  i  p ro s tą  

konsekw encją u o g ó ln ie ń  w sform ułow aniu  problemu, zw ła szcza  w sto su n ku  do
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k la sy c zn e g o  u ję c ia  dynam iki układów c ią g ły c h  lub  dysk re tnych . Z tego powodu 

p raca  j e s t  p róbą uporządkowania i  zaawansowania is t n ie ją c e g o  stanu  w iedzy w 

przedstaw ionym  z a k re s ie  dynam iki i  w maksymalnym s to p n iu  p róbuje  odwoływać 

s ię  do znanych czy te ln iko w i, k la syc zn ych  wyników z dynam iki układów 

m echanicznych w warunkach p ro b a b ilis ty c zn ych .

N a le ży  zaznaczyć, że pomimo m onograficznego ch a ra k te ru  opracowania, wy

daje  s ię ,  że łatw o wskazać, w jakim  k ie runku  pow inny i ś ć  d a lsz e  badania:

-  w yn ik i r o z d z ia łu  5 zaw ie ra ją  oszacowania dotyczące  za sadn iczo  t y lk o  s y g 

nałów  h ilb e r to w sk ic h ,  okresowych 1 praw ie okresowych. W za sa d z ie  pom in ięto 

p raw ie  w c a ło ś c i  a n a liz ę  układów dynam icznych w p rz e s t rz e n ia c h  innych  

sygnałów , np. c ią g ły c h  czy  ogran iczonych;

-  skrótow o potraktow ano a n a liz ę  k o re la c y jn ą  układów lin iow ych , pom ija jąc  na 

p rz y k ła d  m ożliw ość g e n e ra ł iz a c j i  u ogó ln ion e j metody sp e k tra ln e j  w t e o r i i  

n ie s ta c jo n a rn y c h  procesów losowych w uk ładach  dynamicznych;

-  w yn ik i a n a l iz y  dok ład n o śc i metod l in e a r y z a c j l  s ta ty s t y c z n e j  trudno uznać 

za w p e łn i  sa ty sfa kc jon u ją ce , zw łaszcza  w o d n ie s ie n iu  do najnow szej metody 

o p a rte j  na w ła sn o śc ia ch  energetycznych;

-  a n a l iz a  s t a b i ln o ś c i  d o tyczy ła  ty lk o  w ła sn o śc i w se n s ie  średnim , z pomi

n ięc iem  innych  ważnych aspektów te j tem atyki, na p rzyk ła d  s t a b i ln o ś c i  z 

prawdopodobieństwem 1 ;

-  w ła sn o śc i asym ptotyczne oparte  są  na podstawowych w ynikach dotyczących  

s p lo tu  1 wydaje s ię ,  że mogą być w znacznym s to p n iu  rozsze rzone;

-  za ga d n ie n ia  d rgań  okresowych i  praw ie okresowych, k tó re  rozpatryw ane b y ły  

w ro z d z ia le  8 , można uznać jedyn ie  za wstępne potraktow an ie  problemu, 

zw ła szcza  że pom in ięto ca łko w ic ie  n iezw yk le  z łożone  problemy dotyczące 

b i f u r k a c j l  1 chaosu.

N a le ży  zaznaczyć, że d a lsz e  zaawansowanie badań w omawianych d z ied z in a ch  

wymaga z jednej s t ro n y  rozwoju t e o r i i  równań całkowych zde fin iow anych  na 

grupach  częśc iow o uporządkowanych, a z d ru g ie j  s i l n ie j s z y c h  wyników dotyczą 

cych p rz e k sz ta łc e ń  całkowych fu n k c j i o k re ś lo n ych  na grupach.

W ostatecznym  podsumowaniu warto zauważyć,że w sz y stk ie  o s ią g n ię te  w yn ik i 

w yn ika ją  z w ła sn o śc i a lge b ra ic zn ych  zb io ru  czasowego i  w żadnym wypadku n ie  

z a le ż ą  od w ła sn o śc i różn iczkow ych t r a j e k t o r i i  układów dynam icznych. O sta tn ia  

k o n k lu z ja , b io rą c  pod uwagę dominującą ro lę  równań różn iczkow ych  w t e o r i i  

układów  dynam icznych, wydaje s ię  zdumiewająca.



Dodatek A. PODSTAWOWE WIADOMOŚCI O GRUPACH ABEI.OWYCH

W c a łe j  p ra cy  podstawowymi ob iektam i będą grupy. D la  pewnych celów zw ią

zanych z naszym i zastosow aniam i b a rd z ie j odpow iednie będą o b ie k ty  zwane p ó ł-  

grupam i. P rze z  pó lg rupę  rozumieć będziemy uporządkowaną parę  sk ła d a ją c ą  s ię  

z n ie p u ste go  z b io ru  G i  odwzorowania b ina rnego  ( x , y ) — > xy,odwzorowującego 

GxG— > G ta k ie g o ,ż e  x (y z )  = (x y )z  V x ,y, zeG. Jednym słowem, p ó łg rup a  j e s t  dowol

nym n iepustym  zbiorem  z o k re ś lo n ą  na nim łączną  ope rac ją  b ina rną . Elementem 

neu tra lnym tjedynką ) p ó łg ru p y  G nazywany j e s t  element eeG .d la  k tó re go  ex=xe=e 

V xeG. P ó łg ru p a  G może mieć t y lk o  jeden element n e u tra ln y . P rzez półgrupę  

m u lt ip lik a ty w n ą  (addytywną) rozumiemy taką pó łgrupę, w k tó re j  ob raz elementu 

(x ,y )  oznaczamy x y  (x+y odpow iednio). W p ó łg ru p ie  addytywnej symbol "0 " 

oznacza  element n e u tra ln y  nazywany zerem i  w tym przypadku 0+x=x+0=x V xeG.

Elementem odwracalnym w p ó łg ru p ie  G nazywany j e s t  element x, d la  k tó rego  

i s t n ie j e  element yeG ta k i,  że xy=yx=e. Element y  o k re ś lo n y  j e s t  w sposób je 

dnoznaczny, oznaczamy go x 1 1 nazywamy elementem odwrotnym do x . J e ż e l i  p ó ł

g rupa  G j e s t  addytywna, to element odwrotny do x oznaczamy -x. W tym przypadku 

0 = x + (-x )= -x + x .  D la  dowolnego yeG oznaczymy y -x = y + ( -x ) .

Grupą nazywać będziemy pó łgrupę  z elementem neutralnym , w k tó re j  każdy 

element j e s t  odwracalny. Grupę G (pó łgrupę ) nazwiemy abelową (przem ienną), 

j e ż e l i  xy=yx  V x,yeG.

PRZYKŁADY
1 k

IR addytywna grupa l ic z b  rzeczyw istych , a n a lo g ic z n ie  IR , k ^ l,  k-wymiarowa

rz e c z y w is ta  p rze s t rz e ń  wektorowa.
1 r

C addytywna grupa l ic z b  zespo lonych, podobnie C , r i l .

0 addytywna grupa l ic z b  wymiernych.
1 kZ addytywna grupa l ic z b  ca łk o w ity c h ,a n a lo g ic zn ie  Z , kssl, "k r a t a "  punktów w

k 1 1
p rz e s t r z e n i  IR o w spółrzędnych w Z .D la  dowolnego aelR o k re ś lim y  grupę 

aZ1 ja ko  z b ió r  -{ak : keZ 1 }■, w p raktyce  będziemy b rać  a>0.

I 1 m u lt ip lik a ty w n a  grupa l ic z b  zespo lonych  o module 1 p o s ta c i •|e12nx: | x [s l|

1 1  kj e s t  ona izom orficzn a  z grupą ilo ra zow ą  R /Z .Grupa I  , k a l  j e s t  k-wym ia- 

rowym torusem. O czyw iśc ie  TJcC .
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Z (m )== {0 ,l,2 .........,m -l^, skończona grupa c y k l ic z n a  zaw ie ra ją ca  m elementów z

op e ra c ją  b in a rn ą  będącą dodawaniem mod m. ■

E lem enty g rupy  oznaczane będą małymi l it e r a m i t, s , T , g , h .......

N ie ch  A i  B będą podzbioram i g rupy G. AB oznaczać będzie  z b ió r  

■j ab: aeA, beB [•, n a tom iast A 1 z b ió r  -ja *:a€A}-. P iszem y d a le j  aB d la  oznaczen ia  

•{a}-B i  Ba d la  B-ja}-. A2: =AA, A3: =AAA ltd .

D la  podgrupy H grupy G symbol G/H oznaczać będzie  p rz e s t rz e ń  warstw 

względem H. Punktam i G/H będą z b io ry  (warstwy) xH i  G/H=-jxH: xeG}-. N iech  H 

b ęd z ie  normalną, dom kniętą podgrupą grupy G.Odwzorowanie kanon iczne  G na G/H 

oznaczymy p rze z  ir^ x — >y=jrH(x)=xH. Grupa G/H nazywana będzie  g rupą  ilo ra zow ą  

g rupy  G względem podgrupy H. W d a lsz y ch  rozw ażan iach  za ło żo n o ,że  warunek n o r

m a ln o śc i podgrupy H j e s t  zawsze spe łn iony .

Przyjm iem y d a le j,  że grupa G j e s t  grupą ze s t ru k tu rą  p r z e s t r z e n i  to p o lo 

g ic z n e j ,  tzn. z określonym  systemem zb iorów  o tw a r ty c h .J e ż e li b in a rn a  ope racja  

grupowa o ra z  in w e rsja  x — >x 1 g rupy  G na s ie b ie  są  c ią g le  w s e n s ie  wprowa

dzonej t o p o lo g i i ,  to grupę będziemy nazywać grupą  to p o lo g ic zn ą .

Będziem y mówić, że grupa G j e s t  zwarta ( p r z e l ic z a ln ie  z w a rta ), j e ż e l i  je j  

dowolne otw arte  p o k ry c ie  zaw iera podpokryc ie  skończone 1 że j e s t  lo k a ln ie  

zw arta  ( lo k a ln ie  p r z e l ic z a ln ie  zw arta), j e ż e l i  każdy element g rupy  po s iad a  

o to c ze n ie  ze zwartym (p r z e l ic z a ln ie  zwartym) domknięciem.

J e ż e l i  H j e s t  podgrupą grupy to p o lo g ic zn e j  G, to H j e s t  g rupą  to p o lo g ic z 

ną względem t o p o lo g i i  generowanej p rzez  grupę G .J e ż e li  G j e s t  lo k a ln ie  zwar

tą  g rupą  abelową (zw artą  grupą abelową) i  H j e s t  dowolną podgrupą, to p rz e s 

trze ń  G/H j e s t  lo k a ln ie  zw artą grupą abelową (zw artą  grupą  abelową).

W c a łe j  p ra cy  przyjm uje s ię ,  że grupy, z k tó rym i mamy do c zyn ie n ia , są  

lo k a ln ie  zwarte. D la  sk ró ce n ia  n o ta c j i  lo k a ln ie  zw artą grupę abelową bę

dziem y oznaczać lzga . [1 7 ,30 ,34 ,7 6 ,20 7 ,28 4 ,31 4 ,3 55 ,3 72 -3 73 ].

D EF IN IC JA  A l. N iech  M będzie  dowolnym zbiorem  , k tó ry  zaw ie ra  w ięce j n iż  

jeden element i  w którym  ok re ś lo n a  je s t  re la c ja  " s "  pom iędzy pewnymi parami 

elementów na leżącym i do M. Mówimy, że re la c ja  " s "  porządku je  z b ió r  M, j e ż e l i  

sp e łn io n e  są  na stępu jące  warunki:

( i )  J e ż e l i  x s y  i  y s z  wówczas x^z ;

( i i )  x  i  x  ;

( i i i )  J e ż e l i  x s y  i  y sx  wówczas x=y  ;
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V x , y , z  € M. J e ż e l i  z b ió r  M=G j e s t  grupą abelową, mówimy, że s t ru k tu ra  

grupowa i  s t ru k tu ra  porządku są  zgodne ze s o b ą , je ż e l i  n a stępu ją cy  dodatkowy 

warunek j e s t  spe łn iony :

( i v )  J e ż e l i  z e G i  x£y to  x z sy z  V x ,y  e G. ■

Uporządkowany z b ió r  M z odpow iednią s t ru k tu rą  grupy abelowej je s t  

nazywany uporządkowaną grupą abelową [34,284,372].

D EF IN IC JA  A2. N iech M będzie  dowolnym zbiorem, k tó ry  zaw iera  w ięcej n iż  

jeden element i  w którym  ok re ś lo n a  je s t  re la c ja  "< "  pomiędzy pewnymi parami 

elementów należącym i do M. Mówimy, że re la c ja  " < “ o k re ś la  ca łkow ite  lin iow e  

uporządkow anie z b io ru  M, j e ż e l i  są  spe łn ion e  następujące  warunki:

( i )  J e ż e l i  x<y  i  y<z, to x<z;

( i i )  J e ż e l i  x<y, to n ie  zachodzi y<x;

( i i i )  J e ż e l i  x *y , to  x<y lub  y<x;

V x , y , z  € M. J e ż e l i  z b ió r  M=G je s t  grupą abelową, powiemy, że s t ru k tu ra  

grupowa i  s t ru k tu ra  porządku lin iow ego  są  zgodne ze sobą, j e ż e l i  n a stępu jący  

dodatkowy warunek je s t  spe łn iony:

( i v )  J e ż e l i  zeG i  x<y, to xz<yz V x ,y  e G. ■

L in iow o  uporządkowany z b ió r  M z odpow iadającą mu abelową s t ru k tu rą  

grupową nazywany j e s t  grupą abelową lin iow o  uporządkowaną [34 ,284,372 ].

J e ż e l i  “<" j e s t  r e la c ją  porządku lin iow ego  i x<y, to p rz y ję to  mówić, że 

x poprzedza y  lu b  x j e s t  m niejsze  od y  (względem uporządkowania " < " )  o raz  że 

y  na stę pu je  po x lub  y  j e s t  w iększe  n iż  x. J e ż e l i  M j e s t  l in iow o  

uporządkowany ze względu na porządek "< "  , możemy zd e fin iow ać  uporządkowanie 

w n a stę p u ją cy  sposób

x sy  wtedy i  t y lk o  wtedy, gdy x<y  lub  x=y

N iech  G będz ie  grupą uporządkowaną ze względu na re la c ję  "a "  . Wynika z 

z a ło ż e n ia  ( i v )  def. A l, że j e ż e l i  e sx  i  esy, to  ysxy. Oznaczymy p rzez Q 

z b ió r  xeG ta k ich , że -{x: e^x}- je s t  domknięty ze względu na ope racje  grupowe. 

Ponieważ re la c ja  x sy  j e s t  równoważna esyx *, stąd  w yn ika,że  yx 1eQ.

Odwrotnie wynika stąd  następu jący  wynik.

LEMAT A l . J e ż e l i  QcG, eeQ i  QQcQ, to re la c ja  yx *e Q d e f in iu j e  re la c ję  

porządku  zgodną ze s t ru k tu rą  grupową w G. Ta re la c ja  o k re ś la  lin io w y
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porządek  w g ru p ie  wtedy i  t y lk o  wtedy, gdy QnQ 1 =■{ e }■. Wprowadzona w ta k i 

spo sób  r e la c j a  c a łk o w ic ie  porządkuje  G, j e ż e l i  ponadto QuQ *=G [3 4 ].»

D la  g rup  uporządkowanych p rzy ję to , że element x , s p e łn ia ją c y  warunek esx, 

j e s t  dod a tn i (ew entua ln ie  ujemny, gdy x se ).  Zauważmy, źe e j e s t  jedynym 

elementem, k tó r y  j e s t  je dnocze śn ie  dodatn i i  ujemny. Dowolny element, k tó ry  

s p e łn ia  warunek e<x, nazywany Je st  ś c i ś l e  dodatnim  ( ś c i ś l e  ujemnym, j e ż e l i  

x<e).

Powiemy, że p od zb ió r AcG j e s t  o g ran iczony  w G, j e ż e l i  p o s ia d a  gó rn ą  i  

d o ln ą  g ra n ic ę  w G. Z b ió r  G nazwiemy zupełnym (ze w zględu na porządek " < " )  

wtedy 1 t y lk o  w tedy,gdy każdy n ie p u sty  podzb ió r G o g ra n ic zo n y  z g ó ry  p o s iad a  

supremum.

D la  a,beG ta k ich , że a<b, oznaczmy ]a, b [ : =-jxeG: a<x<b}-. N iech  ro d z in a  

w sz y s t k ic h  zb iorów  ]a ,b [  będzie  otw artą  bazą t o p o lo g i i  na G, zauważmy, że G 

n ie  p o s ia d a  elementu na jw ięk szego  an i na jm nie jszego, co powoduje, że 

G=u{ ]a, b[: a<b}-. A zatem G j e s t  normalną grupą T . D a le j  używać będziemy 

n o t a c j i  [ a , b ] : =^xeG:a5xab^ d la  o k re ś le n ia  dom kniętych i  o g ra n ic zo n ych  

zb io rów  (p rze d z ia łów ).

Zakładam y d a le j ,  źe re la c ja  yx  ^ 0  (x ,ysG ) j e s t  r e la c ją  porządku  zgodną 

ze s t r u k t u rą  grupową i  ponadto QnQ_1=-je}- o ra z  QuQ_1=G. W konsekw encji 

będziemy rozpatryw ać G jako  lin io w o  uporządkowany z b ió r  z t o p o lo g ią  p rze 

d z ia ło w ą  p o s ta c i

]a, oo[ : = ^xeG: x>a}-, 

g d z ie  ]m, a [: =-{xeG: x<aj-, aeG, j e s t  otw artą  bazą te j to p o lo g i i .  Ponieważ w 

g ru p ie  uporządkowanej n ie  ma elementu najw iększego i  na jm n ie jszego, można 

wprowadzić a lte rn atyw n ą  to p o lo g ię  o k re ś lo n ą  p rzez otw arte  p r z e d z ia ły  p o s ta c i 

]a ,b [,  g d z ie  a<b. Zakładamy d a le j,  że grupa G je s t  zupe łna  ze w zględu na 

porządek "< " .

W ięcej szczegó łów  o grupach  uporządkowanych c z y t e ln ik  zn a jd z ie  w 

n a stę pu ją cych  p racach  [34 ,284 ,314 ,372 ].

D EF IN IC JA  A3. W dow olnej lzga. G można o k r e ś l ić  m iarę n ie zm ie n n iczą  fi. 

M ia ra  ta  p o s ia d a  na stępu jące  w ła sn o śc i:

( i )  n  j e s t  m iarą  re gu la rn ą ;

( i i )  fi(F)<co d la  dowolnego zwartego podzb io ru  FcG;

( i i i )  n (U )>0  d la  dowolnego otw artego podzb io ru  UcG;

( i v )  (i j e s t  m iarą  n ie zm ienn iczą , tzn. |i(gE )= n(E ) d la  dowolnego elem entu geG 

i  każdego z b io ru  b o re low sk iego  EeG.
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M ia ra  taka  j e s t  jedyna z dok ład n o śc ią  do c zyn n ika  s ta łe g o .  Nazywamy ją  

n ie zm ie n n iczą  m iarą Haara [33,314,372]. ■

N iech  d a le j  s t a le  G oznacza lzga. z m iarą Haara (i.Wówczas /i(G)<oo wtedy i  

t y lk o  wtedy, gdy G j e s t  grupą zwartą. J e ż e l i  grupa G n ie  j e s t  zwarta, to 

zawsze n(G)=a>.

S z c ze g ó ły  dotyczące  ca łkow an ia  na grupach lo k a ln ie  zw artych  c z y t e ln ik  

zn a jd z ie  w [33 ,105 ,314 ,372 ].

Podstawową ro lę  w zagadn ien iach  zw iązanych z p rze k sz ta łc e n ia m i całkowymi 

(np. p rze k sz ta łcen ie m  F o u r ie ra )  i  szeregam i fu n k c j i  okresow ych i  praw ie 

okresow ych o k re ś lo n ych  na grupach odgrywają sp e c ja ln e  funkc je , zwane 

charakteram i.

D EF IN IC JA  A4. Charakterem  lzga . G je s t  nazywana c ią g ła ,z e sp o lo n a  funkc ja  

X o k re ś lo n a  na G i  taka, że

( i )  x (g )eC * V geG;

(11) l * ( g ) l = l  V geG [2 07 ,372 ].»

I lo c z y n  X ^ 2 charakterów  o k re ś la  s ię  jako zw ykłe mnożenie:

(x ,x2) ( g ) : =  V geG

Dowodzi s ię ,  że każda lz:ga. G posiada  "w y sta rcza ją co  dużo" charakterów , 

tzn. d la  dowolnego geG, g *e  i s t n ie j e  cha rak te r ;*(•) ta k i,  że * ( g ) * l .

C h a rak te ry  g rupy G same tworzą m u ltip lika tyw n ą  grupę abelową z mnożeniem

jako  d z ia ła n iem  grupowym, elementem neutralnym  j e s t  fu n kc ja  1 ( x ( g ) = l  V geG)
, -i  -  
i  X =X-

D EF IN IC JA  A4. Grupę w sz y stk ic h  c ią g ły c h  charakterów  g rupy  G nazywamy 

grupą  charakterów  grupy G lub  grupą sprzężoną  (dua lną) i  oznaczamy G. M ia rę  

Haara w g ru p ie  d ua lne j oznaczać będziemy m (-) [2 07 ,372 ].«

PRZYKŁADY

G=R1 każdy ch a rak te r g rupy R ' ma postać  x — > exp (i2 n xy ), V yeR1,s tą d  wynika, 

że grupa charakterów  je s t  izom orficzna  z grupą R1,co  zaznaczamy R1sR I . 

G=Z* grupa charakterów  j e s t  grupą obrotów ko ła , tzn.

Z1 = -jexp(i27tnx): | x Is l ,n e Z 1 }•, łatwo zauważyć, że Z1=T*.

G=T1 grupą  dua lną  do grupy obrotów ko ła  je s t  grupa l i c z b  ca łko w itych , je j  

charakte ram i są  fu n kc je  -{exp( i2irnx: neZ1, |x|sl tzn.

Inne  p rz y k ła d y  c z y t e ln ik  zn a jd z ie  np. w p racy  [372, s t r . 506].
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W te j  c z ę ś c i  p ra cy  zebrano, na jw ażn ie jsze  d la  zastosow ań, f a k t y  z t e o r i i  

p rz e k sz ta łc e ń  całkow ych m iar i  fu n k c j i wektorowych, o k re ś lo n y c h  na lzga . G.Na 

w yn ikach  tych  w decydującym sto p n iu  oparte  są  te fragm enty p racy, w k tó ry ch  

ana lizow ane  są  u k ła d y  dynamiczne zaw ierające  czę ść  l in io w ą  sta c jo n a rn ą .

P rze z  M(G;Rn) i  M(G; Jf(Rn, Rn) ) oznaczać będziemy p rz e s t r z e n ie  lin io w e  

re g u la rn y c h  m iar b o re lo w sk ich  ok re ś lon ych  na g(G ) o w a rto śc ia ch , odpow iednio 

w Rn i  2 (R n,Rn).

N iech  oznaczać będzie  domkniętą p od p rze strzeń  m iar n a le żących  do M, 

MqcM, k tó ry c h  n o śn ik  zaw arty  j e s t  w Q. P rzez  QcG s t a le  oznaczamy pó łg rupę  o 

d o d a tn ie j  m ierze  Haara n(Q)>0.

P rzed staw ione  w yn ik i są  ro zsze rzoną  w ersją  p ra cy  Sk rzyp czyka  [234] i  uo

gó ln ie n ie m  wyników F a lb a  i  Freedmana [77].

Z ak łada  s ię . ż e  c z y t e ln ik  w za sad z ie  zna te o r ię  a lg e b r  Banacha,a  w sz c ze 

g ó ln o ś c i  t e o r ię  G e lfanda  a lge b r przemiennych [210 ,306 ,320].

Zauważmy, że d la  keM(G;Rn) i  heRn mamy k (• ): = < k (•), h>eM(G;R1) i  t r a n s -h
form atę F o u r ie r a - S t ie l t j e s a  m iary k d e fin iu jem y w zw ykły  sposób

h

kh (x) = |  * ( g ) k h (dg), *eG
G

por. [77 ,234 ,371 -373 ].

DEF IN IC JA  B I.  N iech  keM(G;Rn). Transform ata  F o u r ie r a - S t ie l t j e s a  m iary  k, 

oznaczona d a le j  k j e s t  fu n k c ją  ze spo loną  o k re ś lo n ą  na G, o w a rto śc ia c h  w Rn, 

taką, że

k. ( * )  = k (* ) .
a a n h

tzn. < k ( - ) ,h > = < k ,h >  (• ), V heRn [234 ,371 -373 ].«

DEF IN IC JA  B2. N iech  keM(G;J£(Rn,Rn) ). T ransfo rm ata  F - S  m ia ry  k, oznaczone 

d a le j  k, j e s t  odwzorowaniem określonym  na G, o w a rto śc ia c h  w j£(Rn,Rn), 

ok re ślonym  w sposób  n a stępu ją cy

k (x )  = f x ( g ) k ( d g ) , *eG  (1)
o

p a t rz  rów n ież [2 3 4 ,3 71 -3 7 3 ].«
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TWIERDZENIE B I.  N iech  k€M(G; if (Rn,Rn) ). T ransfo rm ata  F -S  m iary  k ma na s

tępujące  w ła sn o śc i:

( i )  k€C(G; ü (R n,Rn) );

( i i )  k ( - )  j e s t  fu n k c ją  ogran iczoną;

( i i i )  o g ra n ic zo n y  ope ra to r dw ulin iow y T^:RnxRn — » C1 o k re ś lo n y  re la c ją

T (h ,h  ) = f * (g )< k (d g )h  , h > V h ,h  eRn 
X 1 2 J Q 1 2  1 c

j e s t  w sposób  jednoznaczny zw iązany z operatorem k ( * )  d la  każdego *eG, tzn.

Dowód. Ponieważ | £ (g )|= l V *eG i  m iara k ma wahanie og ran iczone, więc 

op e ra to r k, wprowadzony re la c ją  ( i )  je s t  dobrze ok re ś lo n y , p o r . [372-373] i  

można go oszacować

|k(*)|  s  [ | *(g ) | |k(dg) | s  1/arc (k ), V *eG

g d z ie  V a r (k ) oznacza wahanie bezwzględne m iary  wektorowej k  [64 ,70 ,372 - 
G A

373]. S tąd  w ynika, że k je s t  funkc ją  ogran iczoną. D a le j mamy

| k ( * ) - k ( x _ ) |  s  sup I *  (g ) - x  (g )| v a r  (k ), V X , X eG
1 2 I gfcG | 1 d | u a c.

i  ponieważ wahanie K a r (k) je s t  ogran iczone, a to p o lo g ia  na G j e s t  to p o lo g ią  
G A

z b ie ż n o śc i je d n o sta jn e j,  k je s t  w sposób o c zyw isty  fu n kc ją  c ią g łą .  Zauważmy, 

że m iara i) o k re ś lo n a  re la c ją

r ł(-)  = < k ( - ) h i ,h2>

d la  dowolnych h ^ h ^ R "  j e s t  elementem MCG; R1) i  je j  p rz e k sz ta łc e n ie  F -S  ma 

p o sta ć  na stępu ją cą

T)(x) = < k (x )h l> hz>

To kończy dowód. ■

T e o r ia  t ra n sfo rm a c j i F o u r ie ra  fu n k c j i wektorowych z p r z e s t r z e n i  Lp(G;Rn) 

i  LP (G; £ (Rn,Rn) ), d la  p a l, wynika z powyższych rozważań, s z c z e g ó ły  p a t rz  [77, 

372 -373 ].

DEF IN IC JA  B3. Przypuśćm y,że xeL2 (G;Rn) i  keM(G; £ (R n,Rn) ). Splotem  fu n k c j i 

operatorow ej k i  fu n k c j i  wektorowej x  nazwiemy w ynik o p e ra c j i

(k * x ) ( g )  = f k (d h )x (g -h ),  geG ■ (2)
J c
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LEMAT B2. J e ż e l i  x€L2 (G;Rn), keM(G; 2 (R n, Rn) }, to  s p lo t  (k *x )e L 2(G;Rn) , 

j e s t  o k re ś lo n y  p raw ie  w szędzie  i  zachodzi oszacow anie

||(k*x)(-)||2 a t/arc (k)||x(-)||2 (3)

Dowód. Fo rm a ln ie  możemy n a p isa ć

f | (k *x )  (g) 12fx(dg) = f < f  k (d h )x (g -h ) ,  f k (d s )x ( g - s ) > f i( d g )  =
J G J r. J r.

- J J J  < k ( d h ) x ( g - h ) ,  k ( d s ) x ( g - s ) > f x ( d s )  a
G G C

S J I  I  lk fd h ) I |xCg-li) | |k(ds) | | x (g -s )  *  V a r _ 2 ( k ) | | x (  • )| |2
G G G

n a  p o d s t a w i e  t w i e r d z e ń  F u b i n i e g o  i  T o n e l l e g o ,  n i e r ó w n o ś c i  S c h w a r t z a  o r a z  n i e -  

z m i e n n i c z o ś c i  m i a r y  H a a r a .  P o n i e w a ż

[ <k(dh)x(g -h) , k(ds)x(g-s)>fj(ds)  = r <f k (dh)x(g -h) , f  k (ds)x(g -s )>n(dg)  
c c c  J G J c J c

w i ę c  c a ł k a  p o d w ó j n a  j j < k ( d h ) x ( g - h ) , k ( d s ) x ( g - s )> i s t n i e j e  p r a w i e  w s z ę d z i e
J GJ G

z g o d n i e  z  t w i e r d z e n i e m  F u b i n i e g o  [ 3 7 2 ] ,  p o n a d t o

f  f  < k ( d h ) x ( g - h ) , k ( d s ) x ( g - s ) >  = < f  k ( d h ) x ( g - h ) , f  k ( d s ) x ( g - s ) >  
cJ c J G G

c o  k o ń c z y  d o wó d  [ 7 7 , 3 7 2 ] . «

TWIERDZENIE B3.  J e ż e l i  x e L 2 (G; Rn ) ,  keM(G;  iC(IRn , Rn ) ) ,  t o

( k* x )  ( * )  = k ( * ) x ( x ) ,  V *€G ( 4 )

Dowód.  P o n i e w a ż  x ,  k * x e L 2 (G; Rn ) , t r a n s f o r m a t y  F o u r i e r a  x  i  ( k * x ) ~  s ą  d o b r z e  

o k r e ś l o n e .  P o d o b n i e , p o n i e w a ż  t r a n s f o r m a t a  k  j e s t  o g r a n i c z o n a , k x e L 2 (G; Cn ) . S t ą d  

w y n i k a , ż e  w s z y s t k i e  w i e l k o ś c i  w r ó w n a n i u  (4) m a j ą  s e n s .  N i e c h  h e R n , w ó w c z a s

< ( k * x )  ( • ) , h> = ( < ( k - x ) ( • ) . h > ) ~  =

^<J k(ds)x(g-s),h>j = < k (d s)x (g-s), h>j (5)

N i e c h  - { h ^ ,  i = l , 2  , n  b ę d z i e  b a z ą  o r t o n o r m a l n ą  w Rn . Możemy n a p i s a ć
n n

x(g) = £ <x(g),h i>hi = [ x  (g)h V geG (6)
ł=i  i=i  i

g d z i e  Xh ( g ) = < x ( g ) , h ^ .  P o d s t a w m y  ( 6 ) d o  r e l a c j i  ( 5 ) ,  o t r z y m a m y

< ( k * x )  ( - ) , h >  =  J < k ( d s ) h  , h > x h ( g - s ) j *  = ^  [ < k ( - ) h  , h > J ~  x h ( • )  ( 7 )

c o  w y n i k a  w p r o s t  z  d e f i n i c j i  s p l o t u .
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Ponieważ

< k ( - ) h ( ,h> = ^<kht, h>j (•)

w ięc

< (k *x )~ (  •), h> = < k ( - )  [ x h ( - ) h , h >  = < ta ,h > ( - )
ł=l l

co kończy  dowód.■

Odnotujmy d la  porządku, że j e ż e l i  k, leM(G; JK(Rn, Rn) ), to  możliwe je s t  

o k re ś le n ie  i lo c z y n u  tensorowego m iar (k®l)eM(GxG; if!(Rn, Rn) ).

D EF IN IC JA  B4. N iech  k, leM(G; J£(Rn, Rn) ). Sp lotem  k * l  m iar operatorow ych k 

i  1 nazwiemy m iarę o k re ś lo n ą  w sposób następu jący

( k * l ) (E) :=  [ [ 1E ( t, s )  ( k x l ) (d t ,d s )  (8)
GG 2

g d z ie  E e g (G ),E 2=^ (t, s ) :  t, seG, t+ seE^ .Z  o k re ś le n ia  w yn ika ,że  E2€g(GxG) [117 ].«

W ła sn o śc i s p lo tu  p a trz  [117 ,328,371-373]. Z w ażn ie jszych  w ła sn o śc i odno

tujmy, że mnożenie splotow e j e s t  łączne o raz

V a r  (k » l) a Var (k )V a r  (1 ) (9)
G G G

Czasem b a rd z ie j  p ra k tyczny  je s t  z a p is  n ie fo rm a lny  r e l a c j i  (8)

( k * l ) ( E )  = f k ( E - y ) l ( d y )
■’c

będziemy z n ie g o  d a le j  ko rzy sta ć .

TWIERDZENIE B4. N iech  k, leM(G; J6(Rn, Rn) ). Prawdziwa j e s t  re la c ja

( k * l ) ‘ (x) = k ( x ) l ( x ) ,  V *€G  (10)

Dowód.Wynika łatwo z w ła sn o śc i sp lo tu  [1 06 ,s. 128].

( k * l f  ( * )  = f [ x ( t s ) ( k * l ) ( d t , d s )  =
G G

= J ( J ź ( t ) k ( d t ) j x ( s ) l ( d s )  = |  i ( t ) k ( d t )  J * ( s ) l ( d s )  V xeG,

co dowodzi r e l a c j i  (10) [317 ,372 ].«

W t e o r i i  p rze k sz ta łc e ń  całkowych dużą ro lę  odgryw ają  a lg e b ry  Banacha. 

Zauważmy,że p rz e s t rz e ń  M(G;J?(Rn, Rn) ) je s t  n ieprzem ienną a lg e b rą  Banacha nad 

polem l i c z b  ze spo lonych ,ze  splotem  jako d z ia łan iem  mnożenia 1 wahaniem bez

względnym l/arc ( - )  jako  normą [372]. J e ż e l i  grupa G n ie  j e s t  d ysk re tna , to 

a lg e b ra  ta  p o s iad a  jedynkę.Co więcej,można dokonać dekom pozycji a lg e b ry  M na
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sumę p ro s t ą  M(G) = M (G)©M (G)©M (G) zb iorów  m iar operatorow ych n ie c ią g ły c h
d  s  a

M , m iar o so b liw ych  M oraz  m iar a b so lu tn ie  c ią g ły c h  M .Z a p isu ją c  m iarę k,
d  s  a

k tó ra  j e s t  elementem M(G; i£(Rn, Rn) ) w p o sta c i sumy k=k +k +k otrzymamy
d  s  a

l/ar (k ) = l/ar (k )+Var (k )+V a r (k )
C C d  G s  G a

J e ż e l i  g rupa  G j e s t  d ysk re tna , to M(G)=M (G)=M (G) i  M (G )=^0 .̂
d  a  s  * 1

D EF IN IC JA  B5. N iech  k, leM(G; Jt(Rn, Rn) ) 1 xeL2 (G;Rn) . Z de fin iu je m y  ope ra to r

(T^xM g) :=  (k *x ) ( g ) . ■

Każde odwzorowanie je s t  ograniczonym  operatorem  określonym  na

p r z e s t r z e n i  L  (G;Rn ),a  T^xeL (G;Rn) . Dowodzi s ię ,  że odwzorowanie k — » je s t  

dok ładną  — re p re ze n ta c ją  a lge b ry  M(G; £ (R n,Rn) ), tzn. 1^*0, j e ż e l i  k *0  [117].

D EF IN IC JA  B6. N iech B^ oznacza z b ió r  w sz y s tk ic h  tak  ok re ś lo n ych  

operatorów  Tfc, g d z ie  keM(G; i?(Rn, Rn) ). O k re ślim y  normę w p r z e s t r z e n i  B^ jako

||T|| ; = V a r ( k ) . .  (11)
X

Innym i słowam i, p rz e s t rz e n ie  i  M(G; J6(Rn, Rn) ) są  izom e tryczn ie  izom or

f ic z n e ,  co upoważnia do zastosow an ia  sk rócone j n o ta c j i,  w k tó re j  m ierze o 

w ahaniu ogran iczonym  keM(G; i£(Rn, Rn) ) odpowiada op e ra to r K^T^eB^ [77,117].

Ponieważ M(G; £ (R n, Rn) ) j e s t  p rz e s t rz e n ią  zupełną, p rz e s t rz e ń  B^ będzie

rów n ież zupe łna  ze względu na normę ||*|| , tzn. j e s t  p r z e s t r z e n ią  Banacha.
M

S p lo to w i m iar k * l  odpowiada z ło ż e n ie  operatorów  K I L  ( lu b  T i  T ), a
k  1

d o k ła d n ie j

( (K L )x ) (g )  = (K ( L x ) ) ( g )  = (k * ( l * x ) ) ( g )

S tąd  wynika, że B^ j e s t  n ieprzem ienną a lge b rą  Banacha.

D EF IN IC JA  B7. P rze z  oznaczymy podzb ió r B^ operatorów  ta k ich ,  że

B :=  I k s B : keM (G; JE(Rn, Rn) )
Q l  M Q 

W p rzypadku  gdy egQ wówczas de fin iu jem y

B :=  ■Ik +AI: KeB , AeC1, keM (G; ü (R n, Rn) )
Q I M Q

W ynika to z fa k tu ,ż e  w tym przypadku Mq (G; £ (R n, Rn) ) j e s t  a lg e b rą  bez jedynk i 

i  s tw ie rd z e n ie  to  p ozo sta je  prawdziwe nawet wtedy, gdy G j e s t  grupą 

d y sk re tną . D a le j  zakładamy s ta le ,  że eeQ. ■
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LEMAT B5. B j e s t  domkniętą podalgebrą  B .0 "
Dowód. N iech  K.LeB ,k ,leM  (G; J£(Rn, Rn) ). Aby udowodnić, że KLeB .w ysta rczy  0 0 0 n

w ykazać,że  supp (k *l)cQ . Z pomocą r e la c j i  (9 ), d la  dowolnych h^.h^eR , m iara 

k * l  o k re ś la  jednoznaczn ie  operato r dw ulin iow y

T (h ,h  ) :=  < ( k * l ) (E )h  , h > = < f  k ( E - y ) l ( d y ) h  h > =
E 1 2  1 2  J  ^  i  «s

= f < k (E -y )  1 (dy)h  ,h > = f f < k (E -y )h  , h ><1 (d y)h  h > (12)
J o 1 2 1=1 J g 1 2  1 2

g d z ie  -{h ^ , 1 =1 ,2  n baza ortonorm alna. N o śn ik  fu n k c j i  po prawej s t ro n ie

rów nośc i (12) zaw iera  s ię  w Q na mocy tw ie rd ze n ia  1 .2 .1  [371, s. 48], stąd

wynika, że supp (TE )cQ, a to dowodzi, że supp (k» l)cQ .W yn ika  s tą d  d a le j,  że Bq

j e s t  poda lgeb rą  B^. Aby udowodnić, że Bq j e s t  a lge b rą  dom kniętą w ysta rczy

wykazać, że j e ż e l i  c ią g  m iar { M - ) } - ,  su pp (kJcQ , n = l , 2 ....... j e s t  zb ie żny  do

k  w s e n s ie  normy (11), to supp(k)cQ.

N iech  lim  k =k. Pokażemy,że 
n —XX» n

supp(k) c lim  supp(k  ) (13)
nŁl n

Załóżmy, że zaw ie ran ie  (13) n ie  zachodzi. Wówczas i s t n ie j e  element 

ge supp (k ) t a k i,  że d la  dowolnego o toczen ia  U (g) i s t n ie j e  podc iąg  -jn^ , l a l  w 

z b io rz e  l i c z b  n a tu ra ln yc h  ta k i,  że U n s u p p ^  J=-{b ,̂ V ifcl. S tąd  wynika, że

>({*„. : l » } ) .

d ru g ie j  s t ro n y  supp^-jk : i Ł l j  j c U ',  co doprowadza do sp rze czn o śc i,  i

geUnsupp(k) c Unsupp| 

, d\

Odnotujmy, że elementy Bq są  operatoram i przyczynowymi ze względu na Q.

D EF IN IC JA  B8. N iech  W oznacza z b ió r  w sz y stk ic h  lin io w ych  odwzorowań A 
0

p r z e s t r z e n i  L (G;Rn) w s ie b ie  tak ich , że

( i )  A j e s t  operatorem  przyczynowym ze względu na Q;

( i i )  ( A x f  ( * )  = A ( x )x (z ) .  V xeL2(G;Rn), *eG , g d z ie  A (*)eC (G ; jf(Cn, Cn) . ■

W j e s t  p rz e s t rz e n ią  lin iow ą, wprowadzimy w Wq normę

llAllw := suP^eć lA( x) i

Wq j e s t  a lg e b rą  Banacha z jedynką [77]. Bq j e s t  poda lgebrą  Wq.

D EF IN IC JA  B9. Oznaczymy p rzez BQ dom knięcie Bq w  s e n s ie  normy p rz e s 

t r z e n i  W . ■0
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P rz e s t r z e ń  m iar rze c zyw istych  Mq (G; R1 )=Mq (G; iEtR1, R1)) j e s t  przem ienną 

a lg e b rą  Banacha z ope racją  mnożenia o k re ś lo n ą  jako  s p lo t  m iar. Ponieważ 

M ^ G jR 1) j e s t  a lg e b rą  Banacha z jedynką, można zastosow ać do a n a l iz y  te j a l 

geb ry  te o r ię  G e lfanda  [210,320].

N ie ch  IIJ1 oznacza p rz e s t rz e ń  ideałów  maksymalnych w M^CGjR1). O k re ś lim y

re p re ze n ta c ję  G e lfanda  m iary  keM (G;R1) jako  k (m ), me3Jt. Zauważmy, że d la
0 * « *

każdego meDT! i s t n ie j e  ta k i  ch a rak te r xeG, że k (v )= k (m )  V keM (G;R ). D la
0

a lg e b ry  z jedynką  zachodzi

SUPX€G lk(*}l = supme3Jl 

Ta r e la c j a  m iędzy charakteram i i  maksymalnymi idea łam i j e s t  czę sto  

w ykorzystyw ana w pracy.

Możemy ro z sz e rz y ć  rep re zen tac ję  G e lfanda  a lg e b ry  Mq (G;R1) do c ią g łe g o  

homomorfizmu B^ w B(3Ii; JS(Cn, Cn) ), k tó ra  oznaczać będzie  p rz e s t rz e ń  o g ra n i

czonych  odwzorowań 5T1— » £ (C n, Cn) . J e ż e l i  KeBQ i  odpow iednio keMQ(G; £ (R n, Rn ) ),

to  m iara  k o k re ś lo n a  wzorem 12

k (dg) :=  < k (d g )h  ,h  >, h ,h  eRn12 1 2  1 2
1 *

j e s t  elementem p rz e s t r z e n i  Mq (G;R }. N iech  k ^ t m )  oznacza rep re zen tac ję  

G e lfanda  m ia ry  k ^ ,  wówczas

k i2 (m) = |<k( • Jhj, h2>j (m ), V meJJl, h ^ f^ e R 11

LEMAT B6. N iech  keM^(G; JE(Rn, Rn) ) i  n ie ch  m b ę d z ie -u sta lo n y m  ideałem  

p r z e s t r z e n i  311. Wówczas odwzorowanie

Tm (hj , h2) :=  (<k( ■ )h i ,h2>) (tn), me3Il

j e s t  ogran iczonym  operatorem  dwuliniowym RnxRn — > C1.

Dowód. W ynika z fa k tu , że odwzorowanie k — > k j e s t  homomorfizmem 
1 1  12 12 

Mg(G; R ) — ) CO D jC1) i  ponadto

supme3n l Tm (h i - h2) l = supme3Jl l k i 2 (m) I S V a r0 (k) lhJ  lh2 l

V h  ,h  d i n. To kończy  dowód.»

Z lem atu w ynika, że V me3n, i s t n ie j e  jednoznaczn ie  o k re ś lo n y  element 

k(m )€ję (Cn, Cn) ta k i,  że

= < k (m )h i .h 2>

W ten spo sób  z o s t a ło  o k re ś lo n e  odwzorowanie M (G; £ (R n, Rn) ) — > £ (C n,Cn),

V meDJl.
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D EF IN IC JA  B10. Zde fin iu jem y odwzorowanie K: Bq — » £ (C r',C n) jako  K (m ): -k (m )  

V me3H. Odwzorowanie to nazwiemy rozszerzonym  odwzorowaniem Gelfanda, p rzez 

a n a lo g ię  do [7 7 ,2 3 4 ].»

Po drodze n ie ja k o  z o s t a ł  udowodniony n a stępu jący  wynik.

LEMAT B7. Rozsze rzona  tran sfo rm acja  G elfanda j e s t  c ią g łym  homomorfizmem

B — » B(3Ii; ie(€n,Cn) ) i  zachodzi oszacowanie 
Q

supmejn |KCm) | 5 l/arG(k), V keMQ(G; J£(Rn, Rn) )

Dowód. Pokażemy, że ( k * l )  (m )=K (tn )L (m ), V k, leM^(G; i6(R ,R )). Mamy 

< ( k * l ) ( E ) h  , h > = f  < k ( E - y ) l ( d y ) h i ,h  > = f  < k (E - y ) f  £  < l ( d y ) h i ,hp>h 1 ,h j>=
•*0 G '  p = l

= l  J  « ( E - y i h ^ K H d y J h  ,hp> = I  (kpJ* l tp) (E) (14)
p=1 G p=1

g d z ie  k (• ) = < k ( - ) h  ,h >, 1 (•) = <1( • )h ( , h >. Z d e f in ic j i  tra n sfo rm a c ji
° PJ P J iP 1 P
G e lfanda  w ynika w prost

n A A
< ( k * i r ( m ) h  ,h  > = y k  (m )* l,  (m ), V tneW (15)

1 J L  pJ lp
p = l

Z d ru g ie j  s t ro n y

<K (m )L (m )h  ,h  > = <K (m )[ V <L(m )h  ,h >h ,h  > =
ł J 1 U I P P J

P=1

= y  <K(m )h  , h ><L(m )h  ,h  > = f  k (rn )*l (m ), V meSJl (16)
L  p j i p L  Pj ip

P =1 P -*

Równości (15 -16 ) zachodzą d la  w sz y stk ich  h ( 1 h , co kończy dowód p ie rw sze j 

c z ę ś c i . □

Zauważmy, że d la  dowolnych h,d€Rn prawdziwe je s t

s u p z 6 - | k ( x ) |  =  s u p ^ '  s u P | h | = l i | d | = 1 l < k ( * ) h , d > |  =

= s u p |h|= l,|d|= lsupxeGl<k(:<:)h-d > l = s u p |h t= l,|d|= lsupme3)ll< k (m )h > d > ! =

= supme3Ils u p |h|= l,|d|= ll< k (ra )h ld > ! = suPmejj, lK ( m ) l (17)

To kończy dowód.»
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D EF IN IC JA  B i l .  N iech  KeB . Widmem ope ra to ra  K, oznaczonym d a le j  Sp  (K), 

i ° B°
nazywamy p o d zb ió r  C ta k i,  że

SpB (K): = jAeC1: ( K - A I ) '1 n ie  i s t n ie j e  w Bq|

Podobnie, j e ż e l i  AeW^, to  widmem ope ra to ra  A, oznaczonym d a le j  Spy (A) 

nazwiemy p od zb ió r  C ta k i,  że

Sp^ (A ):=  I a s C1: ( A -A I ) " 1 n ie  i s t n ie j e  w WQ| - ■

D EF IN IC JA  B12. N iech  KeB^ i  melJt. Wówczas K(tn)ei£(Cn, Cn) i  widmo op e ra to ra  

K (m ), oznaczone d a le j  <r|K(tn)j, będzie  podzbiorem  C1 określonym  re la c ją

<r(K(m )): = | a 6C1: ( K ( m ) -A I) -1 n ie  i s t n ie j e  w 2 (C n,Cn ) j . «

LEMAT B8. J e ż e l i  KeB , to 
0

Umem <r(K(m )) C SpB (K)
B
o

Dowód. J e s t  p ro s tą  konsekwencją fak tu , że tran sfo rm a ta  G e lfanda  je s t

homomorf izmem a lgeb ra icznym  B — > JE(Cn,Cn). N iech  AźSp (K). Wówczas
0 BQ

i s t n ie j e  op e ra to r LeBQ ta k i,  że

(K -A I)L  = L (K -A I)  = I  (18)

Ponieważ tran sfo rm a ta  Ge lfanda je s t  homomorfizmem, w ynika s tą d

(K (m )-A I )L (m ) = L (m ) (K ( m ) -A I ) = 1, V meJU

Stąd  w ynika, że jjj c r(K (m )).»

TWIERDZENIE B9. J e ż e l i  KeB , to U m <r(K(m )) = Sp (K).0 meJJi b
0

Dowód. Z  lematu B8 wynika, że musimy udowodnić zaw ie ran ie  t y lk o  w jedną

stro n ę , c z y l i  Um€jjj <r(K(m )) 3 Spe (K ) ,tzn . , że z fa k tu  o d w raca ln o śc i op e ra to ra
0

K (m ), d la  dowolnego meJJl, wynika odw racalność ope ra to ra  K w p r z e s t r z e n i  Bq.

N iech  - {h ^ .h  h ^  będzie  bazą ortonorm alną w (Rn, oznaczymy p rze z  k

m iarę  z Mq (G; JE(Rn, Rn) ) odpow iadającą operatorow i K, a p rze z  k ^ . i . j s  1,2, . . , n  

składow e m ia ry  m acierzowej k, tzn. k (  ̂(• )=<k( • Jh^ h^>.
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N iech  *d e t (k )  oznacza m iarę z p rz e s t rz e n i M^lGjR1)

*d e t (k ):  = EQ (sg n (0 )k i0 ( i ) .k20(2)............... knQ(n))

g d z ie  sumowanie p rzeb ie ga  po w sz y stk ich  perm utacjach 0  g rupy  sym etrycznej 

rzędu  n! i  sg n (0 )  oznacza znak perm utacji 0.

N iech  d a le j  d o p tk ]^  oznacza element m acierzy d o łączone j, c z y l i  

transponowanej m ac ierzy dope łn ień  a lge b ra ic zn ych

d o p lk ]^  = ( - l ) i+J- dop[k]

g d z ie  t k ] ^  oznacza ( n - l ) x ( n - l )  wymiarową m acierz d o p e łn ie n ia  a lge b ra ic zn e go  

elem entu k ^ .  Zauważmy, że V meM

| d e t (k )j

( W m . J

| (m) = det J^k(m)j

| * (m) = dop ^k(m)J

g d z ie  d e t ( - )  i  d op [-]  są  standardowymi oznaczeniam i d la  w yznacznika i

m ac ie rzy  d o łączone j w zasto sow an iu  do m acierzy k (m ) = jk (^(m)j , 1, j = l ,  2 , . .  , n.

J e ż e l i  m ac ierz k (m ) j e s t  odwracalna d la  dowolnego meJJl, to d e t (k (m ) ) *0  
*

V tneJJl, s tą d  wynika, że d e t (k ) n ie  na le ży  do żadnego maksymalnego id e a łu  i  

w zw iązku z tym po s iad a  odwrotność w M ^G jC 1).

N iech  1 będzie  elementem Mq (G; JE(Rn, Rn) ) takim, że

l j j ( ' )  = | d e t (k )j  d o p tk l^ j

Łatwo j e s t  wykazać, że ope ra to r LeB^ 1 L je s t  dwustronną odw rotnośc ią  opera

to ra  K ze w zględu na z ło ż e n ie  w B^. ■

UWAGA B10. Z fak tu , że B cW wynika, że j e ż e l i  KeB , to Sp (K) c Sp (K ) .»
0 0 Wq Bq

Możemy ro z sz e rz y ć  p o ję c ie  tran sfo rm aty  G elfanda na p rz e s t rz e ń  B^.

D EF IN IC JA  B13.N iech  B =sK=lim K , K eB . Z o k re ś le n ia  p r z e s t r z e n i  B i  B
0 n -KO n n Q 0 Q

w ynika, że

(Kx) ( * )  = K ( * ) x ( * )  , (K x) ( * )  = k ( * ) x ( x )
n » n

i  c ią g  -{k (*)}• j e s t  zb ieżny  je d n o sta jn ie  do K ( * )  na G. Z r e l a c j i  (17) wynika, 

że c ią g  -{K (m)}- j e s t  ciągiem  Cauchy’ego w JK(Cn,€n) i  p o s iad a  g ra n ic ę ,  k tó ra
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j e s t  in te re su ją cym  nas rozszerzen iem , oznaczymy ją  K (m ). Zbudowane 

ro z s z e rz e n ie  tra n sfo rm a ty  G e lfanda  je s t  homomorf izmem B^— » B ( JJI; JC(Cn, Cn ) ). ■

A n a lo g ic z n ie  do B10, dowodzi s ię  następującego wyniku.

LEMAT B i l .  J e ż e l i  KeB , to  U m <r(K(m )) = Sp - (K ).b  
0 meaJI “b

0
Funkc je  a n a lit y c z n e  na elementach p rz e s t rz e n i B , B i  W o k re ś la  s ię  w

<3 Q 0
sposób  standardow y d la  a lg e b r  Banacha [210,306].

P rzed staw ione  rozw ażan ia  p o zo sta ją  prawdziwe d la  m iar a b s t ra k c y jn y c h  o 

w a rto śc ia c h  w p rz e s t r z e n i  H ilb e r ta  [234]. Szczególnym  przypadkiem  j e s t  

a n a l iz a  harm oniczna w podalgebrach  M(G; iC(Rn, Rn) ), np. w M (G; 2(IRn,lRn ) ) =
I n n  a

L  (G; £(IRn, IRn) ). Rozw ażania podane d la  tego przypadku p rze z  F a lb a  i  Freedmana 

[77] są  o t y le  skomplikowane, że L 1 j e s t  a lge b rą  sp lotow ą bez je d yn k i (z  tzw. 

jedynką  aproksym atyw ną), co w iąże s ię  z pewnymi trudno śc iam i form alnym i.

PRZYKŁAD B I.  N iech  G=Z1, Q=Z*. Jak wiemy, grupa dua lna  Z1 J e s t  g rupą  

obrotów  k o la , tzn. Z =•{ exp( i k e ) : Oa0<2n, keZ1 ze zwykłym mnożeniem ja ko  ope ra -
2 n A

c ją  dualną. J e ż e l i  xeL (G; IR ), to tran sfo rm ata  F o u r ie ra  x (e x p ( ik 0 ) }  j e s t  

o k re ś lo n a  re la c ją

x f e lk9] = I  x ( k ) e - lk0 
V. ) k=-oo

J e ż e l i  leL^CG; £  (IR ,IR )), to  £  11 ( i ) | <oo i 1 (1) =0 d la  i<-0. W c e lu  o k re ś le -
1

n ia  tra n sfo rm a ty  G e lfanda  fu n k c j i  1 zauważmy, że p rz e s t rz e ń  idea łów  maksy

m alnych p r z e s t r z e n i  L^(G;IR1) je s t ,w  omawianym p rzypadku,dysk iem  jednostkowym 

|z|ai, zeC1 [306]. W ynika s tą d ,że  tran sfo rm ata  G e lfanda  j e s t  zw iązana z tzw. 

tra n sfo rm a tą  Z i  j e ż e l i  z€-{s€C : |s|slj-, to

1 (z ) = £  l ( l ) z ‘
1=0

Prostym  w nioskiem  z tw ie rd ze n ia  B9 je s t . ż e  op e ra to r LeB^ j e s t  odw raca lny 

wtedy i  t y lk o  wtedy, gdy det^  L ( z ) j  * 0 d la  w sz y stk ic h  z t a k ic h ,ż e  | z| a i.a

PRZYKŁAD B2. N iech  0=0^*, Q=IR*. Wówczas R1^ 1. J e ż e l i  xeL2(G;IRn), to jego  

p rze d sta w ie n ie  F o u r ie ra  j e s t  na stępujące
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A n a lo g ic z n ie ,  j e ż e l i  keL*(G; £(IRn,IRn) ), to odpow iedni element p rz e s t rz e n i 

Bq j e s t  operatorem  splotowym

(K x ) ( t )  = f k ( t - s ) x ( s ) d s  
J o

N a le ży  p o d k re ś l ić , ż e  ponieważ L* je s t  a lge b rą  bez je d yn k i,  w ięc p rz e s 

trze ń  Bg j e s t  izom orficzn a  z p rz e s t rz e n ią  L* (G; ,2(IRn, !Rn) )®^ 5 }■, g d z ie  S oznacza 

tzw. jedynkę aproksymatywną [210,306,372], można ją  traktow ać jako  u o g ó ln ie n ie  

d y s t r y b u c j i  d e lta  D iraca .

W decydujące j d la  naszych  celów p rz e s t rz e n i L^(r S IR 1 ) © • { 5 p rze s t rz e ń  

idea łów  maksymalnych koresponduje  z p ó łp ła szczyzn ą  ze spo loną  R e (s )Ł 0 ,  seC1 

[306 ,320 ], a odpow iednia transform ata  Gelfanda pokrywa s ię  z tran sfo rm atą  

L a p la c e ’a fu n k c j i  keL* (IR*; IR1), tzn.

00

k ( s )  :=  f e stk ( t )d t ,  R e (s )a 0
o

W konsekw encji, j e ż e l i  in f  Id e t ( K ( s ) - A I ) I >0, to op e ra to r K-A5 je s t
R© ( s ) — 0

odw racalny w Bq ( także  w Wq i  B^). Wynik ten stanow i t r e ś ć  tw ie rd zen ia  

W iene ra -Levy ’ ego [5 2 .S .1 6 ] .«

PRZYKŁAD B3. Powtórzmy za ło że n ia  z p rzyk ład u  B2. J e ż e l i  ponadto 

keM^tG; i?(IRn, IRn) ) i  m iara k n ie  posiada  c zę śc i o sob liw e j, to  w n a sze j n o ta c j i  

j e s t  to  przypadek, gdy M=M ©M . P rze strze ń  maksymalnych ideałów , w tym p rz y -
d  a

padku d la  M e  M (IR ; IR ) pokrywa s ię  z p ó łp ła szc zy zn ą  ze spo lo ną  R e (s )Ł 0 , a
Q s  +

tran sfo rm a ta  G e lfanda  z tran sform atą  L ap lace ’a - S t ie l t j e s a  m iary  k 

~ r00
k ( s )  :=  I e stk (d t ) ,  R e (s )Ł 0

J o
J e ż e l i

in f  Id e t ( K ( s ) I >0 (19)
Re ( s ) Ł0 '  1

to op e ra to r K j e s t  odw racalny w Bq. Dowodzi s ię . ż e  gdy m iara  k p o s iad a  część 

o sob liw ą , warunek (19) n ie  j e s t  w ysta rcza jący  [3 20 ,s . 2 1 3 ].■



Dodatek C. PROCESY STOCHASTYCZNE STACJONARNE

A n a liz ę  rozpoczniem y od przypom nienia pewnych a lg e b r  Banacha, k tó re  

odgryw ają  znaczącą  ro lę  w a n a l iz ie  procesów s to ch a sty c zn yc h  s ta c jo n a rn ych  

zd e fin iow an ych  na grupach  abelowych.

Zauważmy na początku, że L 1 (G; £ (R n, IRn) ) j e s t  n ieprzem ienną  a lg e b rą  Bana

cha nad polem C1, ze w zględu na sp lo t  (w n o ta c j i  * )  i  normę ||'|| i- J e ż e l i  G 

j e s t  d y sk re tn a , to  L 1 (G; £ (R n, IRn) ) zaw iera jedność  5. W p rzypadku  gdy G n ie  

j e s t  g ru pą  d y sk re tną , rozpatryw ana a lgeb ra  n ie  zaw iera  jedno śc i,w ygodne  może 

być wówczas j e j  fo rm alne  u zu p e łn ie n ie  o dodatkowy element 5, zwany d a le j  

je d n o śc ią  w t a k i  sposób, że zachodzą re la c je  5*5=5 o ra z  k *5=S*k=k, V keL1. 5 

może być uważana ja ko  forntalne u o g ó ln ie n ie  d y s t r y b u c j i  5 D ira ca . Zak ładać 

będziem y d a le j ,  że ||5||l i = 1 i  ro zsze rzoną  w ten sposób  a lg e b rę  oznaczać 

będziemy L 1 (G; £ (R n, IRn) )©^ 5 Elementami tak wprowadzonej a lg e b ry  będą pary  

(k ,X S ) ,  g d z ie  keL1 (G; J2(Rn, Rn) ) 1 XeC1 oraz dodawanie " + " i  mnożenie będą 

zde fin iow ane , ja k  następu je

^k.Asj + = ^k+l ,U+i>)sj  ( 1 )

^k.Asj • ^1, = ^k«l+vk+Xl, Awsj (2)

V k, l eL‘ (G;ie(Rn.Rn) ) ,  X, i>ec\

W c e lu  p o d k re ś le n ia  s u b te ln o śc i rozważań będziemy rozpatryw ać  przypadek, 

gdy g rupa  G n ie  j e s t  d y sk re tna . W ięcej szczegó łów  i  l i t e r a t u r a  p a t rz  dod. B.

D EF IN IC JA  C l. Oznaczymy L2 (FX; if!(Rn,Rn) ) p rz e s t rz e ń  m ie rza ln ych  fu n k c j i  

m acierzow ych o w ym iarzach nxn, ok re ślonych  na G i  p o s ia d a ją c y c h  na stępu jącą  

w ła sność: m ac ie rz  keL2 (Fx; L (R n, Rn) ) wtedy i t y lk o  wtedy, gdy

J . t r ^ k (* )F x (d *)k  ( z ) j m (d*) <oo.»

Zajmiemy s ię  d a le j  a n a l iz ą  sp e k tra ln ą  pewnych sp e c ja ln y c h  układów  dyna

m icznych, zwanych d a le j  f i l t r a m i  gran icznym i. Nazwę tę wywodzić będziemy z 

k la sy c z n e j  a n a l iz y  c ią g ły c h  procesów sta c jon a rn ych  w l in io w y c h  uk ładach  dy

nam icznych  [9 2 ,94 ,107 ].
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W c e lu  zachowania pe łne j ś c i s ł o ś c i  prowadzonych rozważań wprowadzimy

pewne a lg e b ry  Banacha, k tó re  będą odgrywać za sadn iczą  ro lę  w n a sze j a n a l iz ie

sygna łów  s ta c jo n a rn ych  op isanych  na lzga.
2

N iech  d a le j  L (fj) oznacza p rze strze ń  w sz y stk ic h  s ta c jo n a rn ych  w szerokim

s e n s ie  procesów  sto ch a styczn ych  2. rzędu T)(t,u), teG.weCJ, k tó re  można o t r z y -
2 2

mać z ę poprzez n iew yprzedzającą, lin iow ą  tran sfo rm ac ję ,tzn . L ( ? ) — » L (£), 

por. [94 ,361 ].

Zauważmy, że p rze s t rz e ń  L 1 (G; JC(Rn, Rn) )© -js}- może być "z re a lizo w a n a " jako
2

a lg e b ra  o g ra n iczo n ych  lin iow ych  odwzorowań p r z e s t r z e n i L  ( ? )  w s ie b ie .

D EF IN IC JA  C2. N iech  B oznacza z b ió r  w sz y stk ic h  lin io w y c h  odwzorowań
2

L  ( ? )  w s ie b ie ,  p o s ta c i

(Kx)(t,Ł>) :=  f k ( th _1)x(h,<i>)fi(dh) + Xx(t,i<>) (3)
•*0

g d z ie  keL1 (G; i£(Rn, Rn) ) o ra z  XeC1. W sk ró c ie  będziemy p is a ć  K=K+XS.«

~  2 2 
Jasne  je s t ,  że KxeL ( ? ) ,  j e ż e l i  xeL ( ? ) .

D EF IN IC JA  C3. D la  u sta lonego  procesu  £ tran sfo rm ację  K będziemy nazywać 

f i l t r e m  dopuszczalnym , p rzez a n a lo g ię  do [9 2 ,9 4 ,1 07 ].«

Załóżmy, że -{k ( * )  V je s t  c iągiem  podstawowym w L 2 (F^; JC(Rn,Rn) ). W tym 
n  1

p rzypadku  zd e fin iu je m y

k ( * ) :  = l. i.m .  k ( * )  w L2 (F^) (w s k r ó c ie )
n  —> oo n

a s tą d  w ynika, że

J*, t r | k(x)F^(dx)k*(x) j  < ». ■

D EF IN IC JA  C4. k ( * )  będzie  nazywany ch a ra k te ry s ty ką  c zę sto tliw o śc io w ą

f i l t r u  g ran iczn eg o  i  zde fin iu jem y

K: = 1. i.m. K (4)
n  — > CO n

g d z ie  op e ra to ry  całkowe K są  defin iow ane p rzez odpow iednie ją d ra  k , a K
n  n

b ęd z ie  nazywany f i l t r e m  gran icznym .«

J e ż e l i  p roce s  ? ,  s ta c jo n a rn y  w szerokim  s e n s ie , j e s t  c ią g ł y  w se n s ie  ś re d -  

niokwadratowym, to po s iad a  rep rezentację  sp e k tra ln ą  p o s ta c i [107,118,299]

ę (t,w ) = f x ( t ) C - ( d x )  
j g ^
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< co

g d z ie  j e s t  procesem  spektralnym  (zwanym też m iarą  s p e k t ra ln ą )  związanym z 

fu n k c ją  s t r u k t u r a ln ą  następu jącą  re la c ją

E [ę ę (d x K * ( d x ) j  = F? (d *),  t r ^ ( G ) j

P ro c e s  na w y jśc iu  f i l t r u  g ran icznego  p rzy jm ie  p o sta ć

(Kf;)(t,t.>) = f  x ( t ) k ( * ) <  (d *)  + xę (t ,w ) (5)

ew en tua ln ie  w s k r ó c ie  (ponieważ Ie L 2 (F^; J£(Rn, Rn) ))

(Kę )(t,a )) = J „ x ( t )^ k (x )  + A l j c ^ d * )

Zauważmy d a le j ,  że i lo c z y n  (z ło ż e n ie  operatorów ) i  suma f i l t r ó w  g r a n ic z 

nych  mogą być p rzedstaw ione  w na stępu jący  sposób

= J . s C t ^ k W + A l j ^ M + w j ę ^ d * )  (6)

o ra z

^ K + L ję J ( t ,w )  = J . x ( t ) ^ k ( x ) + l ( x )  + (A + v ) lję ę (dx) (7)

g d z ie  "o "  oznacza zw ykle z ło ż e n ie  operatorów.

D EF IN IC JA  C5. N iech  § s oznacza p rze s t rz e ń  lin io w y c h  odwzorowań Bg domk

n ię t ą  w o p is a n y  wyżej sp o só b .■

LEMAT C l. N iech  K=K+A5 będzie  elementem Bs - Wówczas K=0 wtedy i  t y lk o  

wtedy, gdy  k ( - ) = 0  o ra z  A=0.

Dowód. O czyw iste  je s t ,  że j e ż e l i  k ( - ) s 0  i  A=0, to K=0: Z d ru g ie j  stro n y , 

n ie c h  K=K+AS=0. Mamy wtedy

J „ X ( t )k (x )ę ę (d x )  = - x j . z ( t ) < ę (d z), V *eG, < €L2 (Fę )
C G  _

Ponieważ re p re ze n ta c ja  całkowa j e s t  izomorfizmem L 2 ( ? )  = L 2 (F ), w ięc

w nioskujem y stąd , że k ( * ) = - A I  V *eG i  na podstaw ie  tw ie rd ze n ia  23.11 

[3 7 2 ,s . 458] A=0 i  k ( - )= 0 .  ■

WNIOSEK C2. J e ż e l i  K=K+A3 j e s t  elementem § s , to  k ( - )  o ra z  A w sposób 

jednoznaczny  re p re ze n tu ją  K. ■

Teraz, w iedząc, że rep re zen tac ja  K=K+A5 j e s t  jednoznaczna, w idzimy, że

PIL := suPj,€ć I*1*5 + XIIB *
s -

d e f in iu j e  normę w Bg . Ponieważ L2 (F ) i  C1 są  zupełne, w ynika stąd , że § s 

j e s t  zup e łna  ze w zględu na ||-||

s
i
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LEMAT C3. N iech  K=K+AS i  L=L+i>3 będą elementami B . Wówczas (KL) = (K«L+ 

+ AL+vK, Ai>5) j e s t  elementem Bg oraz

|| (KL)~||_ a ||K||. ||L|L
B B B
s s s

Dowód. N iech

ę ( t ,u )  = f  x ( t )C e (dx)
Jc ę

Mamy d a le j

T)(t,u) = (L£)(t,Ł>) = J j n U H U K ^ d * )  + i>ę (t,u ) (8)

g d z ie

F ^ d * )  = i ( x ) F ę (d x ) i * ( x ) .  E ^ f d ^ J ^ t d A : ) ]  = F ^ d * )

Kon tynuu jąc  równość (8) możemy nap isać

(Kij) (t, u) = f  x ( t ) k ( x )C  (d *)  + AT)(t, u) =
■ ' g

= J"j*:(t) | k (x ) l(x )+ i> k (x )+ A l(x ) ję ę (d x )  + A i>ę(t,u)

skąd  w yn ika  p ie rw sza  część  te zy  lematu. □

Druga czę ść  j e s t  konsekwencją następujących  n ie rów n ośc i

| (KL) ||_ = sup^e~ | k ( * ) l ( x )  + A l ( x )  + y k (x )  + Ai>I | s  

Bs

s  sup vc;  + XI sup vcP 1(;<) + 1,1i i x = g  i i

A zatem Bg j e s t  a lge b rą  Banacha. Ten fa k t  je s t  in ten syw n ie  w ykorzystyw any w 

p racy. ■

W d a ls z e j  a n a l iz ie  będziemy potrzebować b a rd z ie j  dokładnego oszacow ania 

normy f i l t r u  gran icznego.

LEMAT C4. Prawdziwe je s t  następujące  oszacow anie

P i l .  s  s u p ^  <rmax[k (X ))

„ s
g d z ie  k ( x ) = k ( * ) + A I  •

Dowód. N iech

rjtt.u)) = f x ( t ) k  (x )< - (d x )  (9)
G

b ezpo śred n io  z (9) wynika

T)*(t,u ) = f x ( t ) ę * ( d * ) k  * ( * )
G ^
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i  na te j  podstaw ie

E ^ } ( t , o ) r j * ( t ,u ) j  = E ( t ) i 2 ( t ) k ( ^ K ę J d ^ K ę U ^ J k  * (x2 )j =

= f . z ( t ) k  (x )F ^ (d *)k  * ( * )  ( 10 )
J C

K ontynuu jąc  otrzymamy

s u p t€G Il1, ( t - " ) ll2 =  suptec t r [ E [ T) ( t . “ 5T ) * ( t , u ) j j  =

= sup t€G (x )F ? (d x )k  * ( x ) ]= s u p t6c J  * ( t ) t r ^ ć  * ( x ) k " ( z ) F ę (d x)j a

5 S U p ^ *  t r j k  * ( * ) k  (X))||ę(-. ■ JlIctGjL2, ( U )

O s ta t n ia  n ie rów ność w ynika z faktu , że tran sfo rm ac ja  F o u r ie ra  zachowuje 

r e la c ję  porządku. ■

LEMAT C5. N astępujące  oszacow ania  m acierzy k o w a r ia n c j i są  prawdziwe:

( i )  Re <Tj(t, • ) , ? ( t ,  • )>z a s u p ^ «  (k ‘ ( * ) )  ||ę( t, • ) \ \ \  ;

( i i )  Re < n (t,  • ) , ę ( t ,  ■ )>z a i n f ^ *  ABin(k ‘ W )||€(t..)||^ ;

V teG, n o ta c ja  p o zo sta je  taka  sama, ja k  w lem acie C4.

Dowód. Be zpo średn io  z d e f i n ic j i  (9) wynika, że

O ł ( t , - ) , ę ( t , - ) > 2 = E ^ T( t ,Ł >) f ( t ,u ) j  =

= E( f - J ^ 1( t)Ż 2 (t)< ę (d x i )k*T(xi )Ćę(dx2)) =

= | . x ( t ) E ^ ( d x ) k  T(x)Ć ę(dx)j = J .x ( t ) E ^ t r ^ ( d x ) ę ę ( d x ) k " T( x ) j j  (12)

Z podstawowych w iadom ości z a lge b ry  lin io w e j  wynika, że d la  m ac ie rzy  C,

k tó ra  odwzorowuje IRn — » Cn , prawdziwe je s t  oszacow anie

Re <Cx,x> = -i- <(C+C*)x, x> (13)

W yko rzy stu jąc  równość (13) w (12) otrzymujemy

2Re < i)(t, u ) , ? ( t , u )> 2 = J . x ( t ) E ^ t r  ^ ( d x ) C ę ( d x )  ^k ( * )+ k  -

a J j d t ) t r ^ k ‘ (x)+k~*(x)]Fę (dx)j ( u )

i  n ie rów ność  ( i )  j e s t  prostym  wnioskiem  z n ie rów n o śc i (1 4 ).□

N ierów ność ( i i )  można udowodnić w a n a lo g ic zn y  sposób. ■
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STRESZCZEN IE

W pracy przedstawiona jest jednolita teoria matematyczna pozwalająca na 

wszechstronną analizę różnorodnych zagadnień z zakresu dynamiki złożonych 

układów mechanicznych o parametrach losowych poddanych zakłóceniom stochas

tycznym. W całej pracy zakłada się, że układy mechaniczne rozpatrywane są 

jako układy dynamiczne, rozumiane jako uporządkowane zbiory pewnych pojęć, 

co pozwala na uogólnienia wykraczające poza zakres mechaniki. Czas, w tak 

rozumianych układach dynamicznych, jest elementem pewnej grupy przemiennej 

(abelowej), częściowo lub całkowicie uporządkowanej. Rozpatrywane są, w 

zasadzie, układy dynamiczne o parametrach losowych znajdujące się pod 

wpływem oddziaływań stochastycznych. Do opisu zjawisk zachodzących w 

omawianych układach dynamicznych zastosowano losowe równania całkowe.

Początkowe rozdziały zawierają wstępne definicje i oznaczenia oraz 

podstawowe wiadomości o układach dynamicznych. Wprowadza się, kluczowe dla 

całej pracy, pojęcie losowego równania całkowego Volterry określonego na 

lokalnie zwartej grupie abelowej i związane z tym nowe modele matematyczne 

układów dynamicznych.

Przytoczone są liczne przykłady modelowania układów mechanicznych przy 

zastosowaniu równań całkowych. Analizowane są układy dynamiczne z czasem 

ciągłym i dyskretnym oraz określone na torusie.

Jeden z rozdziałów poświęcono w całości na omówienie najważniejszych, z 

punktu widzenia zastosowań, sygnałów deterministycznych i stochastycznych.

Rozpatrywane są szczegółowo następujące zagadnienia dynamiki: podstawowe 

metody linearyzacji statystycznej wraz z analizą ich dokładności, stabilność 

w sensie średnim oraz zagadnienia drgań okresowych i prawie okresowych.

Uzupełnieniem pracy są trzy dodatki, które zawierają więcej informacji 

z zakresu teorii grup, przekształceń całkowych i procesów stacjonarnych.

Wykaz literatury zawiera 382 pozycje.

РЕЗЮМЕ

В работе представлена однородная математическая теория которая допускает 

универсальный анализ разнообразных проблем из динамики сложных механических 

систем со случайными параметрами, находящихся под влиянием стохастических 

возмущений. Во всей работе предполагается, что механические системы рассмот- 

ривается как динамические системы, которые понимаем как упорядоченные мно

жества некоторых понятий, что позваляет на обобщения выходящие вне области 

механики. Время, в так понимаемых динамических системах, является элементом 

некоторой коммутативной (абелевой) группы, вполне или частично упоря

доченной. Рассмотриваемы, в принципе, динамические системы со случайными 

параметрами находящиеся под влиянием стохастических возмущений. Для описания 

явлений, в описываемых динамических системах, использовано случайные 

интегральные уравнения.

Начальные разделы содержают вступительные определения и означения, а 

также элементарные информации о динамических системах. Вводится, фундамен

тальное для целой работы, понятие случайного интегрального уравнения типа 

Вольтерры определенного на локально компактной абелевой группе и связанные с 

етом новые математические модели динамических систем.

Представлены многочисленные примеры моделирования механических систем 

при применении интегральных уравнений. Рассмотрены динамические системы с 

непрерывным и дискретным временем, а также определенные на торе.

Один из разделов посвящен в целом обсуждении наиболее важных, с точки 

зрения применений, детерминистических и стохастических сигналов.

Рассмотрено подробно следующие проблемы динамики: главные методы стати с 

тической линеаризации вместе с анализом их точности, устойчивость в среднем, 

а также проблемы периодических и почти периодических колебаний.

Пополнением работы ябляются три приложения, в которых помещены дополни

тельные информации из теории групп, интегральных преобразований, а также 

стационарных процессов.

Указатель литературы содержает 382 позиции.



CONTENTS

This book presents, in the most systematic way, the theoretical founda

tions of analysis of a variety of dynamical problems arising in the theory 

of composed mechanical systems with random parameters subjected to stochas

tic excitations. It is assumed consequently, that mechanical systems are 

considered as dynamical systems i.e. ordered sets of some notions, so wide 

generalizations are possible going beyond limits of mechanics. A time, in 

such general system formulation, is an element of some ordered or partially 

ordered commutative (Abelian) group. There are considered, in general, 

dynamic systems with random parameters subjected to stochastic excitations. 

To describe occurances in considered dynamic systems random integral 

equations are applied.

Initial chapters contain basic definitions and notion as well as intro

ductory informations about dynamic systems. It is introduced a definition of 

the random Volterra integral equation defined over a locally compact Abelian 

group, which is a key-conception for the whole paper. As a consequence new 

types of mathematical models of dynamic systems are introduced too.

There are presented many of mechanical system modelling examples using 

integral equations. Dynamic systems with a continuous and discrete time are 

considered as well as defined over torus.

One of chapters is devoted in a whole to discuss the most important,with 

respect to applications, deterministic and stochastic signals.

The following dynamical problems are considered in details: basic methods 

of statistical linearizations with the accuracy analysis of approximations, 

stability in the mean and a variety of problems about periodic and almost 

periodic oscillations.

The monograph is completed by three appendixes, which contain additional 

informations about group theory, integral transformations and stationary 

processes.

Bibliography contains 382 positions.




