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PODSTAW OW E O Z N A C Z E N IA

x = ( x i ,  x2, x 3) -  z m i e n n e  p r z e s t r z e n n e
t  -  c z a s
fi , 0fi -  o b s z a r  g e o m e t r y c z n y  i  j e g o  b r z e g
Qi, fi2, -  p o d o b s z a r y  s k ł a d a j ą c e  s i ę  na o b s z a r  fi
fi/t. fis, “ p o d o b s z a r y  s k ł a d a j ą c e  s i ę  na o b s z a r  fi
dCli -  i - t a  c z ę ś ć  b r z e g u  3fi
a -  a n a l i t y c z n y  o p i s  o b s z a r u  fi ( r o z d . I I I . 1 . )
Ui -  a n a l i t y c z n y  o p i s  i - t e j  c z ę ś c i  b r z e g u  ( I I I .  18)
fi , U -  c z ę ś ć  w s p ó l n a  i  suma z b i o r ó w
A , V -  l o g i c z n a  k o n i u n k c j a  i  a l t e r n a t y w a
A* , V* -  « - k o n i u n k c j a  i  « - a l t e r n a t y w a  ( I I . 6 - 9 )
A0 , V0 -  « o - k o n i u n k c j a  i  ^ - a l t e r n a t y w a  ( I I . 7)
Bk , B2 -  f u n k c j a  l o g i k i  f c - w a r t o ś c i o w e j i  f u n k c j a  b o o l o w s k a
V -  g r a d i e t  ( o p e r a t o r )
V2 -  l a p l a s j a n
Di -  o p e r a t o r  r ó ż n i c z k o w y  ( I I I . 30)
3 ( . ) / 0 n  -  p o c h o d n a  n o r m a ln a  do b r z e g u
3 ( . ) / 3 v  -  p o c h o d n a  k i e r u n k o w a
<J> -  f u n k c j a  p r z y b l i ż a j ą c a  p o s z u k i w a n ą  f u n k c j ę  w e 

w n ą t r z  o b s z a r u  ( I V . 7)
Ak , A u  -  p o s z u k i w a n e  p a r a m e t r y
p “ g ę s t o ś ć
A. -  w s p ó ł c z y n n i k  p r z e w o d z e n i a  c i e p ł a
c  -  w ł a ś c i w a  p o j e m n o ś ć  c i e p l n a
a -  w s p ó ł c z y n n i k  p r z e j m o w a n i a  c i e p ł a
gj -  s t r u m i e ń  c i e p ł a  za d a n y  na b r z e g u  d f i i
qv -  w y d a j n o ś ć  o b j ę t o ś c i o w y c h  ź r ó d e ł  c i e p ł a
T -  t e m p e r a t u r a
T° -  t e m p e r a t u r a  o t o c z e n i a
T0d -  t e m p e r a t u r a  o d n i e s i e n i a
1* -  t e m p e r a t u r a  k r y t y c z n a
Tc -  t e m p e r a t u r a  w c h w i l i  t
U -  e n t a l p i a
f i  , hi -  p r z e k s z t a ł c o n e  w a r u n k i  b r z e g o w e  d l a  3fii

( V . 1 9 - 2 1 )  .
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N i n i e j s z a  p r a c a  p o w s t a w a ł a  w l a t a c h  1 99 0  -  1 9 9 3 ,  p o c z ą t k o w o  
w ra ma ch  C e n t r a l n e g o  P ro gr am u  Badań P o d s t a w o w y c h  0 2 . 0 9  k o 
o r d y n o w a n e g o  p r z e z  p r o f .  d r a  i n ż .  Wa c ła wa  SAKWĘ, a  p o t e m  w r a 
mach i n d y w i d u a l n e g o  g r a n t u  n r  3 1 1 3 8  91 01 ( 1 9 9 1 - 9 2 ) .

P r a c a  p o ś w i ę c o n a  j e s t  z a s t o s o w a n i o m  m e t o d y  « - f u n k c j i  (MRF) 
d o  r o z w i ą z y w a n i a  p r o b l e m ó w  c i e p l n y c h  t e r m o m e c h a n i k i , a  w
s z c z e g ó l n o ś c i  z a g a d n i e ń  w y m ia ny  c i e p ł a  z w i ą z a n y c h  z o b l i 
c z e n i a m i  s t a c j o n a r n y c h  i  n i e s t a c j o n a r n y c h  p ó l  t e m p e r a t u r y  w 
e l e m e n t a c h  m a s z y n  i  u r z ą d z e ń  o r a z  z  s y m u l a c j ą  n u m e r y c z n ą  p r o 
c e s ó w  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  m e t a l u  w s z e r o k o  r o z um ia n y m  
u k ł a d z i e  o d l e w - o t o c z e n i e .

P o d s t a w y  m e t o d y  z o s t a ł y  o p r a c o w a n e  w l a t a c h  60 p r z e z
V . L . RVACHEVa. J e j  a u t o r  z a p r o p o n o w a ł  l i c z n e  j e j  z a s t o s o w a n i a  
do  r o z w i ą z y w a n i a  p r o b l e m ó w ,  n p . t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  [ 4 7 ] ,  [ 4 8 ] ,  
w y m ia n y  c i e p ł a  [ 4 9 ] ,  [ 5 0 ]  i  i n n y c h  [ 1 7 ] ,  [ 1 8 ] .

M e t o d a  « - f u n k c j i  j e s t  d w u e t a p o w ą  m e t o d ą  a n a l i t y c z n o - n u m e -  
r y c z n ą .  E t a p  p i e r w s z y  p o l e g a  n a  w y p r o w a d z e n i u  a n a l i t y c z n e g o  
r ó w n a n i a  r o z p a t r y w a n e g o  b r z e g u .  S t o s u j ą c  « - f u n k c j e  m o ż l i w e  
j e s t  o p i s a n i e  z ł o ż o n e g o  b r z e g u  o b s z a r u  z a  p o m oc ą  j e d n e j  f u n k 
c j i  u w i k ł a n e j ,  z ł o ż o n e j  z  f u n k c j i  e l e m e n t a r n y c h .  P o d o b n i e  p o 
s z c z e g ó l n e  c z ę ś c i  b r z e g u ,  n a  k t ó r y c h  z a d a n e  mogą  b y ć  d o w o l n e
w a r u n k i  b r z e g o w e ,  o p i s u j e  s i ę  f u n k c j a m i  e l e m e n t a r n y m i .  P i e r w 
s z y  e t a p ,  a n a l i t y c z n y ,  k o ń c z y  w y p r o w a d z e n i e  o g ó l n e j  s t r u k t u r y  
r o z w i ą z a n i a  ( g e n e r a ł  s t r u c t u r e  o f  s o l u t i o n  -  GSS) b ę d ą c e j  
k l a s ą  f u n k c j i  s p e ł n i a j ą c y c h ,  w s p o s ó b  ś c i s ł y ,  w s z y s t k i e  z a d a n e  
w a r u n k i  b r z e g o w e .  GSS z a w i e r a  w sw e j  s t r u k t u r z e  n i e z n a n e  p a r a 
m e t r y ,  k t ó r y c h  w y z n a c z e n i e  s t a n o w i  c z ę ś ć  d r u g ą  -  n u m e r y c z n ą  -  
m e t o d y .

W p r a c y  r o z w a ż a m y  z a g a d n i e n i a  s t a c j o n a r n e g o  i  n i e s t a c j o n a r 
n e g o  p r z e p ł y w u  c i e p ł a ,  w tym r ó w n i e ż  z a d a n i a  z  ruch omy mi  b r z e 
gami  z w i ą z a n e  z  t e r m o d y n a m i k ą  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h  ( k r z e 
p n i ę c i e  i  s t y g n i ę c i e ) . D l a  z a d a ń  n i e s t a c j o n a r n y c h  s t o s u j e m y  
dwa nowe  p o d e j ś c i a  w r e l a c j i  d o  o p i s a n y c h  w l i t e r a t u r z e  m e t o d  
b a z u j ą c y c h  n a  « - f u n k c j a c h  ( p o r . [ 4 6 - 4 9 ] ) ,  a  m i a n o w i c i e  m e t o d ę  
k o m b i n o w a n ą ,  w k t ó r e j  p o c h o d n ą  t e m p e r a t u r y  po  c z a s i e  z a s t ę p u 
j e m y  j e j  r ó ż n i c o w ą  d y s k r e t y z a c j ą .  W yp ro w a dz on o  o d p o w i e d n i  f u n -
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k c j o n a ł ,  z a  p o m o c ą  k t ó r e g o  z n a j d u j e m y  n i e z n a n e  p a r a m e t r y .  D r u 
g i e  p o d e j ś c i e  p o l e g a  n a  p o t r a k t o w a n i u  z m i e n n e j  c z a s o w e j  w t e n  
sam s p o s ó b  j a k  z m i e n n e  p r z e s t r z e n n e .  Możemy w i ę c  ( p r z e n o s z ą c  
n a z e w n i c t w o  z  m e t o d y  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h )  m ó w ić  o  c z a s o p r z e 
s t r z e n n y c h  « - f u n k c j a c h .

W r o z p r a w i e  o m ó w i o n o  r ó w n i e ż  m e t o d y  r o z w i ą z y w a n i a  z a d a ń  
n i e l i n i o w e g o  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  z  n i e l i n i o w o ś c i a m i  z a r ó w n o  w 
r ó w n a n i a c h  r ó ż n i c z k o w y c h  ( z m i e n n e  z t e m p e r a t u r ą  p a r a m e t r y  t e r -  
m o f i z y c z n e ) ,  j a k  i  w ‘w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h .  R ' o z w i ą z a n i a  w y m i e 
n i o n y c h  p r o b l e m ó w  z  t e j  d z i e d z i n y ,  w tym r ó w n i e ż  s y m u l a c j ę  
n u m e r y c z n ą  k r z e p n i ę c i a  u z y s k a n o  ł ą c z ą c  p o d s t a w o w e ,  p r z e d s t a 
w i o n e  w p r a c y ,  a l g o r y t m y  w y k o r z y s t u j ą c e  « - f u n k c j e  z  pew ny mi  
m e t o d a m i  l i n e a r y z a c j i  r ó w n a n i a  p r z e w o d n i c t w a ( c i e p ł a  ( n a  e t a 
p i e  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h ) .

P i e r w s z e  c z t e r y  r o z d z i a ł y  p r a c y  z a w i e r a j ą  n i e z b ę d n e  p o d s t a 
wy m a t e m a t y c z n e  m e t o d y ,  w tym z w i ą z k i  p o m i ę d z y  o p e r a c j a m i  na  
z b i o r a c h  a o p e r a c j a m i  l o g i c z n y m i ,  d e f i n i c j ę  « - f u n k c j i ,  a l 
g o r y t m  t w o r z e n i a  z n o r m a l i z o w a n y c h  ró w n ań  d o w o l n e g o  o b s z a r u .  
W s z y s t k i e  d e f i n i c j e  s ą  z i l u s t r o w a n e  p r z y k ł a d a m i  d o t y c z ą c y m i  
r ó w n i e ż  p r a k t y k i  i n ż y n i e r s k i e j . P r z e d s t a w i o n o  t a k ż e  o g ó l n e  
s t r u k t u r y  r o z w i ą z a n i a  d l a  p o d s t a w o w y c h  p r o b l e m ó w  b r z e g o w y c h  
t e r m o m e c h a n i k i  ( w a r u n k i  D i r i c h l e t a ,  Neumanna  i  N e w t o n a ) . *

R o z d z i a ł  V p o ś w i ę c o n y  j e s t  z a s t o s o w a n i u  « - f u n k c j i  d o  r o z 
w i ą z y w a n i a  l i n i o w y c h  i  n i e l i n i o w y c h  s t a c j o n a r n y c h  z a g a d n i e ń  
w ym ia n y  c i e p ł a .  O k r e ś l o n o  CSS w p o s t a c i  u m o ż l i w i a j ą c e j  r o z 
w i ą z y w a n i e  z a d a ń  z  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i  I ,  I I ,  i  I I I  r o d z a j u  
za d a n y m i  n a  d o w o l n y c h ‘ c z ę ś c i a c h  r o z p a t r y w a n e g o  b r z e g u  o b s z a r u .  
S z c z e g ó ł o w o  w y p r o w a d z o n o  o s t a t e c z n y  u k ł a d  r ó w n a ń  p r o b l e m u .  
P r z y k ł a d y  n u m e r y c z n e  p o s ł u ż y ł y  do  t e s t o w a n i a  z a p r o p o n o w a n e g o  
s p o s o b u  p o s t ę p o w a n i a .  P o r ó w n a n o  u z y s k a n e  r o z w i ą z a n i a  z r o z w i ą 
z a n i a m i  a n a l i t y c z n y m i  i  m e t o d ą  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h .  W y n i k i  
p r z e d s t a w i o n o  w p o s t a c i  w y k r e s ó w  p o r ó w n a w c z y c h  i  t a b e l .

W r o z d z i a l e  VI w y p r o w a d z o n o  f u n k c j o n a ł  b ę d ą c y  p o d s t a w ą  a l 
g o r y t m u  r o z w i ą z y w a n i a  z a d a ń  n i e s t a c j o n a r n e j  w y m i a n y  c i e p ł a .  
A l g o r y t m  t e n  o p i e r a  s i ę  n a  m e t o d z i e  « - f u n k c j i  p o ł ą c z o n e j  z  
d y s k r e t y z a c j ą  c z a s u .  Obok p r z y k ł a d ó w  t e s t u j ą c y c h  p r z e d s t a w i o n o  
r o z w i ą z a n i a  k o n k r e t n y c h  z a d a ń  t e c h n i c z n y c h ,  t a k i c h  j a k  r o z k ł a d  
t e m p e r a t u r y  w k r y s t a l i z a t o r z e  u r z ą d z e n i a  d o  c i ą g ł e g o  o d l e w a n i a  
s t a l i  (COS) o r a z  w r y n n i e  s p u s t o w e j  p i e c a  k a r b i d o w e g o ,  a  t a k ż e  
s y m u l a c j ę  k r z e p n i ę c i a  s t a l o w e g o  w l e w k a  c i ą g ł e g o  o  n i e t y p o w y m  
k s z t a ł c i e  i  o b l i c z e ń  k r z e p n i ę c i a  w ę z ł ó w  c i e p l n y c h .  R o z w i ą z a n i a  
p o r ó w n a n o  z  w y n i k a m i  u z y s k a n y m i  i n n y m i  m e t o d a m i  o r a z  z  r o z 
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w i ą z a n i a m i  t y c h  s a m y c h  p r o b l e m ó w ;  a l e  t r a k t o w a n y c h  j a k o  s t a c 

j o n a r n e  .
R o z d z i a ł  o s t a t n i  z a w i e r a  o m ó w i e n i e  u o g ó l n i o n e j ,  c z a s o p r z e 

s t r z e n n e j  w e r s j i  MRF. U o g ó l n i e n i e  t o  p o l e g a  n a  z a s t o s o w a n i u  « -  
f u n k c j i  d o  o p i s u  c z a s o p r z e s t r z e n i  o d p o w i a d a j ą c e j  danemu z a g a d 
n i e n i u .  Z m ie n n a  c z a s o w a  t r a k t o w a n a  j e s t  t a k  samo  j a k  z m i e n n a  
p r z e s t r z e n n a .  P r z e d s t a w i o n o  GSS d l a  u o g ó l n i o n e j  w e r s j i  MRF. 
C z a s o p r z e s t r z e n n ą  w e r s j ę  m e t o d y  i l u s t r u j ą  p r z y k ł a d y  t e s t u j ą c e  
a l g o r y t m  d l a  p r o s t y c h  z a d a ń  ID i  2D , j a k  r ó w n i e ż  p r z y k ł a d  o b 
l i c z e ń  c i e p l n y c h  d l a  b a r d z i e j  z ł o ż o n e g o  o b s z a r u  g e o m e t r y c z n e g o  

( p r z e k r ó j  e l e m e n t u  u r z ą d z e n i a  g r z e w c z e g o ) .
W k o ń c o w e j  c z ę ś c i  m o n o g r a f i i  p r z e d s t a w i o n o  w n i o s k i  d o t y 

c z ą c e  o c e n y  e f e k t y w n o ś c i  m e t o d y ,  j e j  z a l e t  i  wad o r a z  z w r ó c o n o  
u w ag ę  na  p r o b l e m y ,  k t ó r e  m o g ł y b y  b y ć  p r z e d m i o t e m  d a l s z y c h  b a 

d a ń  .
N i n i e j s z a  r o z p r a w a  z a w i e r a  m . i n .  w y n i k i  p r a c  a u t o r a  o p u b l i 

k o w a n y c h  w c z a s o p i s m a c h  k r a j o w y c h  i  r e f e r o w a n y c h  n a  m i ę 
d z y n a r o d o w y c h  i  k r a j o w y c h  k o n f e r e n c j a c h ,  n p .  w M e d i o l a n i e ,

B r u k s e l i ,  S w a n s e a  i  S o u t h a m p t o n .
P r a c a  t a  n i e  m o g ł a b y  p o w s t a ć ,  g d y b y  n i e  a k t y w n a  w s p ó ł p r a c a  

z K o l e ż a n k a m i  i  K o l e g a m i  z  K a t e d r y  M e c h a n i k i  T e o r e t y c z n e j , 
I n s t y t u t u  O d l e w n i c t w a  i  I n s t y t u t u  M a t e m a t y k i  P o l i t e c h n i k i  Ś l ą 

s k i e j  .
J e d n a k ż e  n a j w i ę c e j  z a w d z i ę c z a m  w i e l o g o d z i n n y m  d y s k u s j o m  

p ro w a d z o n y m  z  k i e r o w n i k i e m  K a t e d r y  M e c h a n i k i  T e o r e t y c z n e j  

P r o f e s o r e m  d r .  h a b .  i n ż .  Bohdanem MOCHNACKIM.
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W P R O W A D Z E N IE

Z n a c z n a  c z ę ś ć  p r o b l e m ó w  t e c h n i c z n y c h  i  f i z y c z n y c h  s p r o w a d z a  
s i ę  do  r o z w i ą z y w a n i a  o d p o w i e d n i e g o  z a d a n i a  b r z e g o w e g o  l u b  p o -  
c z ą t k o w o - b r z e g o w e g o , s f o r m u ł o w a n e g o  l o k a l n i e  b ą d ź  g l o b a l n i e .  
J e d y n i e  n i e l i c z n e  z a d a n i a  t e g o  t y p u  możn a  r o z w i ą z a ć  w s p o s ó b  
a n a l i t y c z n y ,  p o d a j ą c  i c h  d o k ł a d n e  r o z w i ą z a n i a .  P o t r z e b y  p r a k 
t y k i  i n ż y n i e r s k i e j  i  s z y b k i  r o z w ó j  t e c h n i k i  k o m p u t e r o w e j  z i n 
t e n s y f i k o w a ł y  b a d a n i a  na d  z a s t o s o w a n i e m  m e t o d  n u m e r y c z n y c h  do  
r o z w i ą z y w a n i a  t y c h  z a g a d n i e ń ,  w tym r ó w n i e ż  p r o b l e m ó w  t e r -  
m o m e c h a n i k i  o r a z  w y m i a n y  c i e p ł a .

N a j b a r d z i e j  o g ó l n i e  p o s t a w i o n e  z a g a d n i e n i e  t e r m o m e c h a n i k i  
s t a w i a  s o b i e  z a  c e l  w y z n a c z e n i e  dw óch  w z a j e m n i e  s p r z ę ż o n y c h  
p ó l  -  p o l a  n a p r ę ż e ń  i  p o l a  t e m p e r a t u r y .  J e d n a k ż e  t a k  o g ó l n y  
p r o b l e m  j e s t  b a r d z o  t r u d n o  l u b  w r ę c z  n i e m o ż l i w y  d o  r o z 
w i ą z a n i a .  N a j c z ę ś c i e j  n a j p i e r w  w y z n a c z a  s i ę  p o l e  t e m p e r a t u r y ,  
t r a k t u j ą c  j e  j a k o  n i e z a l e ż n e  od  n a p r ę ż e ń  ( o d k s z t a ł c e ń ) ,  a  n a 
s t ę p n i e  p o l e  n a p r ę ż e ń  -  z a l e ż n e  od z n a n e j  j u ż  w tym m o m e n c i e  
t e m p e r a t u r y .

P o l e  t e m p e r a t u r y  w o b s z a r z e  c i a ł a  s t a ł e g o  ( n p .  w e l e m e n t a c h  
m a s z y n y ,  u r z ą d z e n i a ,  l u b  t e ż  w o b s z a r z e  k r z e p n ą c e g o  m e t a l u )  
z a l e ż y  n i e  t y l k o  od  w i e l k o ś c i  i  c h a r a k t e r u  r o z k ł a d u  ź r ó d e ł  
c i e p ł a  w badanym o b i e k c i e  i  j e g o  o t o c z e n i u  o r a z  j e g o  w ł a s n o ś c i  
t e r m o f i z y c z n y c h , a l e  r ó w n i e ż  od  k s z t a ł t u  o b i e k t u ,  j e g o  s p o s o b u  
k o n t a k t u  z  i n n y m i  o b i e k t a m i ,  a  t a k ż e  w z a j e m n y c h  o d d z i a ł y w a ń  
m i ę d z y  e l e m e n t a m i  u k ł a d u .  U w z g l ę d n i e n i e  g e o m e t r y c z n y c h  i n f o r 
m a c j i  j e s t  n i e z b ę d n e  i  c z ę s t o  k ł o p o t l i w e  w k a ż d e j  m e t o d z i e  
n u m e r y c z n e j ,  s z c z e g ó l n i e  w p r z y p a d k u  o b i e k t ó w  o s k o m p l i k o w a n y m  
k s z t a ł c i e .  M e t o d y  s t a r s z e ,  t a k i e  j a k  m e t o d a  R i t z a  l u b  G a l e r k i -
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n a  c z y  n a w e t  m e t o d a  k o l o k a c j i  ( o c z y w i ś c i e  w s w e j  p i e r w o t n e j  
f o r m i e )  w r ę c z  n i e  mogą  b y ć  z a s t o s o w a n e  d o  t a k i c h  o b i e k t ó w .  W 
m e t o d z i e  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h  (MRS) b a d a n y  o b s z a r  po kry wa my  s i a 
t k ą  p u n k t ó w ,  o d p o w i e d n i o  z a g ę s z c z a j ą c  j ą  w m i e j s c a c h  o  skom
p l i k o w a n y m  k s z t a ł c i e  l u b  s t o s u j ą c  b a r d z i e j  " w y r a f i n o w a n e "  
g w i a z d y  w i e l o p u n k t o w e . W m e t o d z i e  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  (MES) 
d z i e l i m y  b a d a n y  o b s z a r  n a  o d p o w i e d n i o  m a ł e  e l e m e n t y ,  b y  m o ż l i 
w i e  d o k ł a d n i e  o d w z o r o w a ć  b a d a n y  o b i e k t .

I n n ą  t r u d n o ś c i ą ,  n a  j a k ą  c z ę s t o  n a p o t y k a m y  p r z y  n u m er y cz n y m  
r o z w i ą z y w a n i u  z a g a d n i e ń  p o c z ą t k o w o - b r z e g o w y c h  m e c h a n i k i  (w tym  
r ó w n i e ż  w p r z e p ł y w i e  c i e p ł a ) ,  j e s t  u w z g l ę d n i e n i e ,  w m o ż l i w i e  
d o k ł a d n y  s p o s ó b ,  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  i  p o c z ą t k o w y c h .

J e d n ą  z  m o ż l i w o ś c i  s p e ł n i e n i a  t y c h  p o s t u l a t ó w  może  b y ć  z a 
s t o s o w a n i e  a n a l i t y c z n o - n u m e r y c z n e j  m e t o d y  « - f u n k c j i  (MRF).

« - f u n k c j e  n i e  s ą  f u n k c j a m i  s p e c j a l n y m i  w k l a s y c z n y m  s e n s i e ,  
t a k i m  j a k  n p . f u n k c j e  B e s s e l a  l u b  w i e l o m i a n y  L e g e n d r e ’ a .  Są  t o ,  
w z n a c z n y m  u p r o s z c z e n i u ,  f u n k c j e  p o z w a l a j ą c e  d o w o l n i e  s k o m p l i 
k ow an y  o b s z a r  ( r ó w n i e ż  n i e s p ó j n y  l u b  w k l ę s ł y ) , p r z e d s t a w i o n y  w 
p o s t a c i  l o g i c z n e j ,  o p i s a ć  z a  p o m oc ą  c i ą g ł e j  f u n k c j i ,  z ł o ż o n e j  
z  f u n k c j i  e l e m e n t a r n y c h .

K o n t y n u u j ą c  t e n  w e r b a l n y  o p i s ,  możemy w m e t o d z i e  « - f u n k c j i  
w y r ó ż n i ć  n a s t ę p u j ą c e  e t a p y :  e t a p  a n a l i t y c z n y ,  w k t ó r y m  n a l e ż y
w y p r o w a d z i ć  t z w .  " o g ó l n ą  s t r u k t u r ę  r o z w i ą z a n i a "  -  GSS ( g e n e r a ł  
s t r u c t u r e  o f  t h e  s o l u t i o n ) ,  b ę d ą c ą  w ł a ś c i w i e  k l a s ą  f u n k c j i  
s p e ł n i a j ą c y c h  w s p o s ó b  ś c i s ł y  n a  z a da n ym  b r z e g u ,  z a d a n e  d o w o l 
n i e  s k o m p l i k o w a n e  w a r u n k i  b r z e g o w e .  GSS z a w i e r a  w s w e j  s t r u k 
t u r z e  n i e z n a n e  p a r a m e t r y .  E t a p  d r u g i  -  n u m e r y c z n y  -  p o l e g a  n a  
w y z n a c z e n i u  t y c h  n i e z n a n y c h  p a r a m e t r ó w  d o w o l n ą  m e t o d ą ,  w y k o 
r z y s t u j ą c ą  w a r u n e k  s p e ł n i e n i a  r ó w n a n i a  p r o b l e m u  w e w n ą t r z  o b 
s z a r u  l u b  m i n i m a l i z a c j ę  o d p o w i e d n i e g o  f u n k c j o n a ł u .

W c e l u  j a ś n i e j s z e g o  p r z e d s t a w i e n i a  i s t o t y  m e t o d y  r o z p a t r z y 
my n a s t ę p u j ą c y  p r o s t y  p r z y k ł a d :

»  P r z y k ł a d  1 . 1 .  ( z g i n a n i e  b e l k i  o s z tyw nośc i  El)
W yzn acz ym y  u g i ę c i e  b e l k i  o  d ł u g o ś c i  j e d n o s t k o w e j  (1=1)  z a 

m o c o w a n e j  p r z e g u b o w o  n a  k o ń c a c h  w t a k i  s p o s ó b ,  ż e  j a k o  w a r u n k i  
b r z e g o w e  możemy p r z y j ą ć  o d p o w i e d n i o  u g i ę c i a  i v ( 0 ) = 0  i  » ' (1)  = 
= 0 . 5 .  B e l k a  o b c i ą ż o n a  j e s t  r ó w n o m i e r n i e  r o z ł o ż o n y m  o b c i ą ż e n i e m  
c i ą g ł y m ,  a  j e j  s z t y w n o ś ć  w y n o s i  El.
P r z y j m i j m y  u g i ę c i e  w p o s t a c i
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w U ) = x ( l - x ) $  + - i x ,  ( 1 .1 )

g d z i e  p r z e z  $  o z n a c z o n o  n i e z n a n ą  f u n k c j ę .  J a k  ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  

f u n k c j a  w=w(x)  s p e ł n i a  o b y d w a  w a r u n k i  b r z e g o w e .  J e ś l i  w p ro w a

d z i m y  o z n a c z e n i a  u  = w ( x)  = x (  1 - j t )  , t o  z a u w a ż y m y ,  ż e  o p r z y j m u j e  

w a r t o ś ć  z e r o  j e d y n i e  d l a  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h  x= 0  i  x=l;  w a r t o ś 
c i  d o d a t n i e  j e d y n i e  d l a  p u n k t ó w  z  p r z e d z i a ł u  ( 0 , 1 )  i  n a  k o n i e c  

-  w a r t o ś c i  u j e m n e  n a  z e w n ą t r z  t e g o  p r z e d z i a ł u .  Możemy w i ę c  

f u n k c j ę  (i>(x) t r a k t o w a ć  j a k o  o p i s  a n a l i t y c z n y  b a d a n e g o  o b s z a r u ,  
t j . p r ę t a  o  d ł u g o ś c i  j e d n o s t k o w e j .  P o s z u k i w a n e  u g i ę c i e  s p e ł n i a  

z n a n e  r ó w n a n i e  p o s t a c i

d 2w __ M(x)  / j  2 )
d x 2 E l

J e ż e l i  n i e z n a n ą  f u n k c j ę  $  p r z y j m i e m y  w p o s t a c i  w i e l o m i a n u  d r u 
g i e g o  s t o p n i a  ( $ =  ax*+ bx+ c) i  w s t a w i m y  d o  r ó w n a n i a  ( 1 . 1 ) ,  t o  
w ó w c z a s  r o z w i ą z a n i e m  p o w y ż s z e g o  p r o b l e m u  b ę d z i e  f u n k c j a  ( 1 . 1 ) ,  

g d z i e

® ( x )  = — SL— ( x 2 + 2 l x + 4 l 2) ( 1 . 3 )
2 4  E l

U o g ó l n i a j ą c :  f u n k c j ę  o k r e ś l o n ą  r ó w n a n ie m  ( 1 . 1 )  możemy p r z e d 

s t a w i ć  w p o s t a c i

w(x)  -  nr( <■>,$, <p ) =<i >$+<p , ( 1 . 4 )

p r z y  czym <p = 0 . 5 x  ( d r u g i  s k ł a d n i k  w z o r u  ( I . 1 ) )  j e s t  r o z s z e 
r z e n i e m  n i e j e d n o r o d n e g o  w a ru n k u  b r z e g o w e g o  n a  c a ł y  p r ę t .  Rów
n a n i e  t o  j e s t  p r z y k ł a d e m  o g ó l n e j  s t r u k t u r y  r o z w i ą z a n i a  (GSS).
■ ■

Z p o w y ż s z e g o  p r z y k ł a d u  w y n i k a ,  ż e  s k o n s t r u o w a n i e  GSS m u s i

b y ć  p o p r z e d z o n e :
-  w y p r o w a d z e n i e m  f u n k c j i  o p i s u j ą c e j  r ó w n a n i a  b r z e g u  r o z 

p a t r y w a n e g o  o b s z a r u  ( l u b  j e g o  c z ę ś c i ) ,
-  r o z s z e r z e n i e m  d z i e d z i n y  o p e r a t o r ó w  (w ar u n k ó w )  b r z e g o w y c h  

na  c a ł y  o b s z a r  i  i c h  m o d y f i k a c j ą  ( f u n k c j a  ę ) ,  t z n .  z n a l e z i e 
n i e m  t a k i e j  f u n k c j i  o k r e ś l o n e j  w c a ł y m  o b s z a r z e ,  k t ó r a  na  
b r z e g u  j e s t  ró w na  z a d a n e j  w a r t o ś c i  ( w p o w y ż s z y m  p r z y k ł a d z i e  

j e s t  t o  f u n k c j a  q> = 0 . 5 x ) .
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I  - 1 - O  p  e  r  a  c  j  e
w ł a s n o ś c  i

1  o g  i  c z n e i  c h

D o w o l n i e  s k o m p l i k o w a n y  o b s z a r  m o ż e m y  p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i  

o p e r a c j i  n a  s k o ń c z o n e j  l i c z b i e  p o d o b s z a r ó w ,  n p . o b s z a r  fi ( 3 / 4  

o k r ę g u )  p o k a z a n y  n a  r y s u n k u  1 . 1 .  j e s t  z ł o ż e n i e m  n a s t ę p u j ą c y c h  

p o d o b s z a r ó w :  f i i  -  g ó r n e j  p ó ł p ł a s z c z y z n y  o p i s a n e j  p o p r z e z  w a r u 

n e k  y > 0 ; fi2 -  l e w e j  p ó ł p ł a s z c z y z n y ,  c z y l i  x < 0  i  f i3 -  k o ł a  o  

j e d n o s t k o w y m  p r o m i e n i u  i  o  ś r o d k u  w p o c z ą t k u  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d 

n y c h ,  c z y l i  fi = U fi2 fl fi3 .
J e d n o c z e ś n i e  k a ż d e m u  o b 

s z a r o w i  m o ż e m y  p r z y p o r z ą d 

k o w a ć  f u n k c j ę  l o g i c z n ą  o  t e j  

w ł a s n o ś c i ,  ż e  d l a  p u n k t ó w  

n a l e ż ą c y c h  d o  o b s z a r u  p r z y j 

m o w a ć  o n a  b ę d z i e  w a r t o ś ć  1 ,  a  

d l a  p o z o s t a ł y c h  p u n k t ó w  w a r 

t o ś ć  z e r o .

□  D E F I N I C J A  I . 1 .

F u n k c j ę  f : B k - * B k ,  g d z i e

Bk= { 0 , l , . . . , l t - l }  n a z y 

w a m y  f u n k c j ą  l o g i k i  

k - w a r t o ś c i o w e j . G d y

k = 2 ,  m ó w i m y  o  f u n k c j i  

b o o l o w s k i e j .

o b s z a r  C2 
F i g . I . l .  S u b d o m a i n s  w h i c h  c o n s 

t i t u t e  d o m a i n  13

F u n k c j a m i  b o o l o w s k i m i  p o s t a c i  f : B 2 ® B2 -> B2 s ą  k o n i u n k c j a ,  

a l t e r n a t y w a ,  n e g a c j a ,  i m p l i k a c j a ,  o p e r a c j a  S c h e f f e r a ,  r ó w n o w a 

ż n o ś ć  i t d .  P o n i ż s z e  t a b e l e  1 . 1 .  i  1 . 2 .  p r e z e n t u j ą  z b i ó r  w a r 

t o ś c i  t y c h  f u n k c j i  d l a  r ó ż n y c h  p a r  a r g u m e n t ó w .

□ D E F I N I C J A  1 . 2 .

U k ł a d  H  f u n k c j i  l o g i c z n y c h  n a z y w a m y  z u p e ł n y m ,  j e ś l i  k a ż 

d a  f u n k c j a  a l g e b r y  l o g i k i  m o ż e  b y ć  p r z e d s t a w i o n a  j a k o  

s u p e r p o z y c j a  f u n k c j i  z  u k ł a d u  H.

K o n i u n k c j a ,  a l t e r n a t y w a  i  n e g a c j a  ( p a t r z  t a b e l a  1 . 1 )  s t a n o w i ą  

z u p e ł n y  u k ł a d  f u n k c j i  l o g i c z n y c h .  F u n k c j e  z  t a b e l i  1 . 2  m o ż n a  

p r z e d s t a w i ć  j a k o :

Wprowadzenie
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X -  Y  = X V  Y

X ~ Y  = (xAY)  V ( x A y )

X / Y  = ~X AT .

T a b e l a  1 . 1

W a r t o ś c i  f u n k c j i  l o g i c z n y c h  s t a n o w i ą c y c h  u k ł a d  z u p e ł n y

F UN K C J A

ARGUMENTY
k o n i u n k c j  a a l t e r n a t y w a n e g a c j a

X Y X  A  Y X  V Y X

0
0
1
1

0
1
0
1

0
0
0
1

0
1
1
1

1
1
0
0

N a s t ę p u j ą c e  w ł a s n o ś c i  

u p r a s z c z a ć  b a r d z i e j  

( p o r . [ 4 7 ] , [ 4 9 ] ) :

a )  X A Y = Y A X  

c )  x A  ( y V z ) = ( x A y )  V ( x A z )

e )  J ; = x

g )  x A \  = x  i  x W i s i  

j )  x A x = x  

1 ) (f A x ) V  ( f A x )  = f

W a r t o ś c i  f u n k c j i

a l t e r n a t y w y  p o z w a l a j ą  

o p e r a c j e  l o g i c z n e

b )  x A (  y A z ) = ( x A y ) A z  

d )  ~x K y =x V y

f )  x A o  = o  i  x V o = x  ( I  6 )  

h )  x A ' x = o  i  x W ' x = i  

k )  x V  ( f A x ) = x

T a b e l a  1 . 2  
p o p r z e z  f u n k c j e

k o n i u n k c j i  i  

s k o m p l i k o w a n e

l o g i c z n y c h  w y r a ż o n y c h  
u k ł a d u  z u p e ł n e g o

F U N K C J A

ARGUMENTY
i m p l i k a c j a r ó w n o w a ż n o ś ć o p e r a c j  a  

S c h e f f e r a

X Y X  -  Y X  ~ Y X

0
0
1
1

0
1
0
1

1
1
0
1

1
0
0
1

1
1
1
0
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J e ś l i  w  p u n k t a c h  a )  d o  d )  o r a z  j }  z a m i e n i ć  o p e r a c j e  n a  p r z e c i 

w n e ,  t o  o t r z y m a n e  z a l e ż n o ś c i  p o z o s t a n ą  n a d a l  p r a w d z i w e .

W ł a s n o ś c i o m  t y m  p o ś w i ę c i l i ś m y  t y l e  u w a g i  z e  w z g l ę d u  n a  i c h  

ś c i s ł y  z w i ą z e k  z  w ł a s n o ś c i a m i  « - f u n k c j i  ( p a t r z  p k t  1 . 2 ) .

1 . 2 .  G e o m e t r y c z n a  i n t e r p r e t a —
c j a  f u n k c j i  l o g i c z n y c h

Z a ł o ż y m y ,  ż e  a n a l i z o w a n y  o b i e k t  z a j m u j e  w  p r z e s t r z e n i  R "  

o b s z a r  f i .  W p r o w a d z i m y  n o w ą  f u n k c j ę  l o g i c z n ą  f i * :R ”  -» { 0 , 1 }

s p r z ę ż o n ą  z  o b s z a r e m  fi w n a s t ę p u j ą c y  s p o s ó b :

Q * ( x ) = f l * ( x i  * „ ) = { * '  <! - 7 >1 " [ 0 , d la  x  fQ

F u n k c j e  d w u w a r t o ś c i o w e  t y p u  ( 1 . 7 )  n a z y w a m y  f u n k c j a m i  c h a r a k t e 

r y s t y c z n y m i  d a n e g o  o b s z a r u .  K a ż d e j  f u n k c j i  d w u w a r t o ś c i o w e j  m o 

ż n a  p r z y p o r z ą d k o w a ć  o d p o w i e d n i  o b s z a r  g e o m e t r y c z n y  -  z b i ó r  

t y c h  p u n k t ó w  p r z e s t r z e n i  R" ,  d l a  k t ó r y c h  p r z y j m u j e  o n a  w a r t o ś ć  

j  e d e n .

T a k  w i ę c  f u n k c j e  c h a r a k t e r y s t y c z n e  m o g ą  b y ć  a r g u m e n t a m i  

f u n k c j i  b o o l o w s k i c h .  J e ś l i  fi*!, fi*2 , . . . , fi*„ , s ą  c h a r a k t e r y s t y k a m i  

p e w n y c h  o b s z a r ó w ,  a  f u n k e j a -  F(  X u  X2, . . , X„) -  f u n k c j ą  b o o l o w -

s k ą ,  t o  f u n k c j a  f i*= F ( f i i ,  0 2, . . . , 0„ )  j e s t  r ó w n i e ż  f u n k c j ą  c h a r a k 

t e r y s t y c z n ą  o d p o w i a d a j ą c ą  p e w n e m u  o b s z a r o w i  w p r z e s t r z e n i  R "  .

»  P r z y k ł a d  1 . 2 .
a )  F u n k c j ą  c h a r a k t e r y s t y c z n ą  o k r ę g u  o  j e d n o s t k o w y m  p r o m i e 

n i u  i  ś r o d k u  w p o c z ą t k u  u k ł a d u  j e s t  f u n k c j a  fi*, k t ó r a  p r z y j m u j e  

w a r t o ś ć  1 d l a  k a ż d e g o  ( j r , y ) e R 2 , d l a  k t ó r e g o  s p e ł n i o n y  j e s t  w a 

r u n e k :  l - ^ - y ^ O  . F u n k c j ę  t ę  b ę d z i e m y  s y m b o l i c z n i e  z a p i s y w a l i

w n a s t ę p u j ą c y  s p o s ó b :

Q * = { 1 - x 2- y 2Z 0 } ( 1 - 8 )

b )  K w a d r a t  o  j e d n o s t k o w y c h  b o k a c h  r ó w n o l e g ł y c h  d o  o s i  

w s p ó ł r z ę d n y c h  i  ś r o d k u  s y m e t r i i  w p o c z ą t k u  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d 

n y c h  m a  c h a r a k t e r y s t y k ę  p o s t a c i

Wprowadzenie
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Q* = { ( i - x 2 a 0 )  A  ( l - y 2 £ 0 ) } ( 1 . 9 )

W d a l s z e j  c z ę ś c i  p r a c y  t a k  d l a  o b s z a r u  g e o m e t r y c z n e g o ,  j a k  

i  o d p o w i a d a j ą c e j  m u  c h a r a k t e r y s t y k i  b ę d z i e m y  s t o s o w a l i  t o  s a m o  

o z n a c z e n i e  ( b e z  g w i a z d k i ) .

»  P r z y k ł a d  1 . 3 .  ( R ó w n a n i e  c h a r a k t e r y s t y c z n e  k r y s t a l i z a t o r a )

R y s . 1 . 2 .  P r z e k r ó j  p o p r z e c z n y  k r y s t a l i z a t o r a  o d l e w a n i a  c i ą g 
ł e g o

F i g . 1 . 2 .  C r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  c o n t i n u o u s  c a s t i n g  m o u l d

W p r z y k ł a d z i e  t y m  w y z n a c z y m y  r ó w n a n i e  c h a r a k t e r y s t y c z n e  o b 

s z a r u  p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o  k r y s , t a l i z a t o r a  o d l e w a n i a  c i ą g ł e 

g o ,  k t ó r e g o  k s z t a ł t  p r z e d s t a w i a  r y s u n e k  1 . 2 .  O b s z a r  fi t w o r z y  

c z ę ś ć  w s p ó l n a  n a s t ę p u j ą c y c h  p a s m  l u b  i c h  d o p e ł n i e ń :
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Qx = { a 2 - x 2 ł O  ) , 

f l2 ={ ( b - y  ) y-Ł O } ,

Q3 = { c2 -x2 i. O } ,
={ ( d - y ) y ź O  } ;

a  m i a n o w i c i e  ( j a k o  d z i a ł a n i e  n a  z b i o r a c h )

Q = Q i n Q 2 n  ( ń 3Mfi4 ) = f l xf l f l 2n

l u b  w  p o s t a c i  l o g i c z n e j

q  = q 1 A 0 2A ( u 3a u 4 ) = q , a q 2a  ( i i j v n ; )

( I - 10)

( 1 . 1 1 )

( 1 . 1 2 )

j K a t w o  m o ż e m y  s p r a w d z i ć ,  ż e  o p e r a c j o m  l o g i c z n y m  z  t a b e l  1 . 1 .  

i  1 . 2 .  o d p o w i a d a j ą  z b i o r y  g e o m e t r y c z n e  o t r z y m y w a n e  z a  p o m o c ą  
a n a l o g i c z n y c h  o p e r a c j i  n a  z b i o r a c h ,  t j .

CTCd
; ‘ ..... v."...-V W

: ■ ■
i

X - Y X ~ Y X / Y

R y s . 1 . 3 .  O p e r a c j e  l o g i c z n e  i  o p e r a c j e  n a  z b i o r a c h  
F i g . 1 . 3 .  L o g i c a l  o p e r a t i o n s  a n d  o p e r a t i o n s  o n  s e t s
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»  P r z y k ł a d  1 . 3 .  ( P i e r ś c i e ń  p o ś r e d n i  z e s p o ł u  k o ł a  s a m o c h o d u

c i ę ż a r o w e g o )
N a  z a k o ń c z e n i e  t e g o  r o z d z i a ł u  w y p r o w a d z i m y  r ó w n a n i e  c h a r a k 

t e r y s t y c z n e  p o w t a r z a l n e g o  f r a g m e n t u  p i e r ś c i e n i a  p o ś r e d n i e g o  

k o ł a  s a m o c h o d u  c i ę ż a r o w e g o  ( w y k o n y w a n e g o  j a k o  o d l e w  

p o r . [ 3 0 ] ) .

R y s . 1 . 4 .  A n a l i z o w a n y  o b s z a r  i  j e g o  p o d o b s z a r y  
F i g . 1 . 4 .  A n a l y z e d  d o m a i n  a n d  i t s  s u b - d o m a i n s

A n a l i z o w a n y  o b s z a r  j e s t  z ł o ż e n i e m  o ś m i u  n a s t ę p u j ą c y c h  p o d -  

o b s z a r ó w  l u b  i c h  d o p e ł n i e ń :

-  d w ó c h  k ó ł  Qi  i  0 2 o  p r o m i e n i a c h  R  i  ś r o d k a c h  o d p o w i e d n i o  w 

p u n k t a c h  P  i  S ,
-  d w ó c h  k ó ł  Q3 i  0 4 o  p r o m i e n i a c h  o d p o w i e d n i o  a  i  r  o r a z  ś r o d k u  

w p u n k c i e  l e ż ą c y m  n a  o s i  O Y  o  r z ę d n e j  R2,
-  k o ł a  0 5 o  ś r o d k u  w  p o c z ą t k u  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h  i  p r o m i e n i u  

Ru
-  d w ó c h  p ó ł p ł a s z c z y z n , k t ó r y c h  k r a w ę d z i a m i  s ą  p r o s t e  06  i  0 7 

p r z e c h o d z ą c e  p r z e z  p o c z ą t e k  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h  o  w s p ó ł c z y n 

n i k a c h  k i e r u n k o w y c h  + / -  t g a ,

-  p ó ł p ł a s z c z y z n y , k t ó r e j  k r a w ę d z i ą  j e s t  p r o s t a  p o z i o m a  o  r ó w 

n a n i u  y =  c  .
R ó w n a n i e  c h a r a k t e r y s t y c z n e  m a  p o s t a ć

0  = ( f l1U Q an o ; ) n ( n ^ J D 7 ) n ( 0 6 n Q ł ) U ( Q , n n ^  ( 1 . 1 3 )

■
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D E F I N I C J A  I  W Ł A S N O Ś C I  « - F U N K C J I

N i e c h  x = ( x l t x2, . . . x„) e R ” i  f :R"  -» R.  S p o ś r ó d  w s z y s t k i c h  f u n 
k c j i  f  mo żn a  w y r ó ż n i ć  t a k i e ,  k t ó r y c h  z n a k  z a l e ż y  j e d n o z n a c z n i e  
od  z n a k u  j e j  a r g u m e n t ó w .  P r z y k ł a d a m i  t a k i c h  f u n k c j i  mogą b y ć :

Y i  = * 1*2 /
y 2 = x 12 + x 22 +1 , . ( 1 1 . 1 )

y 3 = x x + x 2 -  s]xx2 + x 2

T a b e l a  I I .  1 .  p o k a z u j e ,  j a k  z n a k  k a ż d e j  z  f u n k c j i  ( I I .  1)  z a l e ż y  
od z n a k u  ( a  n i e  w a r t o ś c i )  j e j  a r g u m e n t ó w .
£ a t w o  z a u w a ż y ć ,  ż e  f u n k c j e

Ys

y6
n i e  p o s i a d a j ą  t e j  w ł a s n o ś c i .

T r a k t u j ą c  " d o d a t n i o ś ć "  i  " u j e m n o ś ć "  j a k o  p e w n e  c e c h y  c h a 
r a k t e r y z u j ą c e  r ó ż n e  o b i e k t y ,  mówimy,  ż e  c e c h y  a r g u m e n t ó w  o -  
k r e ś l a j ą  c e c h y  f u n k c j i  ( j e j  " d o d a t n i o ś ć  l u b  " u j e m n o ś ć " ) .  Mo
ż l i w e  j e s t  o c z y w i ś c i e  w y r ó ż n i e n i e  i n n y c h  c e c h ,  n p . p r z y p i s a n i e  
j e d n e j  c e c h y  l i c z b o m ,  k t ó r y c h  m o d u ł  j e s t  m n i e j s z y  o d  j e d e n ,  a  
d r u g i e j  p o z o s t a ł y m  l i c z b o m .

Z b i ó r  f u n k c j i ,  k t ó r y c h  a r g u m e n t y  j e d n o z n a c z n i e  o k r e ś l a j ą  
d a n ą  w ł a s n o ś ć  ( n p . " d o d a t n i o ś ć  l u b  " u j e m n o ś ć " ) ,  n az yw am y « - f u n k 
c j a m i .  J e s t  t o  n a j b a r d z i e j  o g ó l n a  d e f i n i c j a .  Z p u n k t u  w i d z e n i a  
d a l s z y c h  r o z w a ż a ń  p o w y ż s z ą  d e f i n i c j ę  u ś c i ś l i m y  i  o g r a n i c z y m y .

= 1 + x x x 2

=  1 - X 1  - X 2  ( I I  . 2 )

= + *2
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T a b e l a  I I .  1 
W a r t o ś c i  f u n k c j i  o k r e ś l o n y c h  w z o r a m i  ( I I - I )

X 1 X 2 Y i Y 2 y 3 |

_ + + -
_ + - + -
+ - - + -  j!

. + + + + +

□ DEFINICJA I I .  1 .  ( R - fu n k c je )
N i e c h  B2 b ę d z i e  z b i o r e m  { 0 , 1 } ,  B2 -  n - k r o t n y m  i l o c z y n e m  
k a r t e z j a ń s k i m  z b i o r u  B2 o r a z  S2(x)  f u n k c j ą  b o o l o w s k ą  

S2:R-» B2 t a k ą ,  ż e

S , ( x ) G:
d l a  x  < 0 , 
d l a  x  ^ 0 .

( I I . 3 )

F u n k c j ę  y= f ( x i ,  . . . , xn) na zyw amy  « - f u n k c j ą ,  j e ż e l i  i s t 
n i e j e  t a k a  f u n k c j a  b o o l o w s k ą  F\B2 -*B2 (Y=F(Xi, . . . , - ¥ „ )  , 

g d z i e  Xje B2 ) , k t ó r a  s p e ł n i a  w a r u n e k

S2[ f ( x 1..............x n) ] = F [ S 2 ( x ł ) , . . S 2 ( x n) ]  . ( I I . 4 )

WNIOSEK I I . l .
K a ż d e j  f u n k c j i  b o o l o w s k i e j  F o d p o w i a d a  n i e s k o ń c z o n a  l i c z b a  

« - f u n k c j i .  Np.  f u n k c j i  r ó w n o w a ż n o ś c i  l o g i c z n e j  X~Y  można  

p r z y p o r z ą d k o w a ć  n a s t ę p u j ą c e  « - f u n k c j e :

= *1 *2 '  
y 2 = x x x 2 (1  +x12 + x 22 ) ,

y 3 = ( 1  - 2 ' * 1) ( 3 Xj - 1 )  , 

i t d .

( I I . 5 )

D l a  p i e r w s z e j  z f u n k c j i  ( I I . 5 )  mamy: S2( x t x2) = S2( Xi) ~ S2( x2) i

a n a l o g i c z n i e  d l a  p o z o s t a ł y c h .

□  DEFINICJA I I . 2 .  ( Gałąź R - f u n k c j i )
Z b i ó r  w s z y s t k i c h  « - f u n k c j i  o d p o w i a d a j ą c y c h  d a n e j  f u n k c j i  

b o o l o w s k i e j  n o s i  n a z w ę  g a ł ę z i  « - f u n k c j i .
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P o n i e w a ż  z b i ó r  « - f u n k c j i  j e s t  z b i o r e m  n i e p o l i c z a l n y m ,  n i e  
i s t n i e j e  s k o ń c z o n y  z u p e ł n y  u k ł a d  t y c h  f u n k c j i  ( i n a c z e j  n i ż  w 
p r z y p a d k u  f u n k c j i  l o g i c z n y c h ) .  N i e m n i e j  j e d n a k  w p r o w a d z a  s i ę  
p o j ę c i e  d o s t a t e c z n i e  z u p e ł n e g o  u k ł a d u  « - f u n k c j i  ( p o r . [ 4 9 ] ) :

□ DEFINICJA I I . 3 .  (D o s t a t e c z n i e  z u p e łn y  uk ład  R - f u n k c j i )
U k ł a d  H « - f u n k c j i  n az y w am y  d o s t a t e c z n i e  z u p e ł n y m ,  j e ś l i  
z g o d n i e  z z a s a d a m i  t w o r z e n i a  f u n k c j i  z ł o ż o n y c h  mo żn a  z a  
p o m oc ą  f u n k c j i  u k ł a d u  H u t w o r z y ć  « - f u n k c j ę  z  k a ż d e j  g a 
ł ę z i .

P r z y t o c z y m y  t e r a z ,  b e z  d o w o d u ,  b a r d z o  w a ż n e  t w i e r d z e n i e  
( p o r . [ 5 1 ] ) .

o TWIERDZENIE I I . 1 .

N i e c h  H b ę d z i e  pewnym u k ł a d e m  « - f u n k c j i ,  a  Hi -  o d 
p o w i a d a j ą c y m  mu u k ł a d e m  f u n k c j i  l o g i c z n y c h  ( b o o l o w -  
s k i c h ) .  J e ś l i  u k ł a d  Hi j e s t  u k ł a d e m  z u p e ł n y m ,  t o  u k ł a d  H 
j e s t  d o s t a t e c z n i e  z u p e ł n y .

J a k  j u ż  w c z e ś n i e j  s t w i e r d z o n o ,  u k ł a d  t r z e c h  f u n k c j i  l o g i c z 
n y c h  ( b o o l o w s k i c h )  : k o n i u n k c j i ,  a l t e r n a t y w y  ( d y z j u n k c j i )  o r a z
n e g a c j i  s t a n o w i  u k ł a d  z u p e ł n y ,  z a  p o m o c ą  k t ó r e g o  m ożn a  w y r a z i ć  
i n n e  f u n k c j e  l o g i c z n e .  U k ł a d o w i  t e m u ,  o p i e r a j ą c  s i ę  n a  t w i e r 
d z e n i u  I I . l  , możn a  p r z y p o r z ą d k o w a ć  n i e s k o ń c z e n i e  w i e l e  d o s t a 
t e c z n i e  z u p e ł n y c h  u k ł a d ó w  « - f u n k c j i .

N a j c z ę ś c i e j  s t o s o w a n y m i  u k ł a d a m i  s ą  ( p o r . [ 4 7 ] , [ 4 9 ] ) :
a )  u k ł a d  « ,

* i  *2 i  + a   ̂^  + ~ J X ‘2 + *22 “ 2 & x 2 ) ,

* 1 V«*2 = (Xl +X2 +V ^ T:i^ 7 - 2 ^ Ę )  , ( I I - 6 )

x  = - x  ;

g d z i e  a = a(xi,  x2) j e s t  d o w o l n ą  f u n k c j ą ,  s p e ł n i a j ą c ą  w a r u n e k :
- l < o ( x lf x2) < l .
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b)  u k ł a d  «o

x x A0 x 2 =x1+x2 - s/ x 12+x2i ,

x x V0 x 2 =x1+x2 +v/ x 12 + x 22 , ( I I - 7 )

X = - x  .

U k ł a d  t e n  p o w s t a ł  z  u k ł a d u  Ra d l a  a = 0 .  J e g o  p i e r w s z e  d w i e  f u n 
k c j e  m a j ą  n i e c i ą g ł ą  p i e r w s z ą  p o c h o d n ą ,  j e ś l i  j e d n o c z e ś n i e  o b y 
dwa a r g u m e n t y  p r z y j m ą  w a r t o ś ć  z e r o .
c )  u k ł a d  «i

x i \ x 2 = ( x 1 + x 2 - | x 1 - x 2 |) = m i n  ( x l f  x 2) , 

x 1 V1 x 2 = ( x 1+x2+\x1- x 2 |) = m ax  ( x x , x 2 ) , 

x =  - x  .

d )  u k ł a d  «o"

x ł AoX2 = ( x 1 + x 2 - y/x12 + x 2i ) ( x 12 + x 22 )'”/2 ,

x 1V” x 2 = ( x 1+x2+}Jx12 +x2i ) ( x 12 + x 22 ) ”/2 , ( I I *9 )

X = - x  .

U k ł a d  t e n  s k ł a d a  s i ę  z  f u n k c j i  k l a s y  C* .
P o k a ż e m y  t e r a z ,  ż e  « - f u n k c j e  p i e r w s z e g o  u k ł a d u  ( I I . 6)  o d 

p o w i a d a j ą  u k ł a d o w i  z u p e ł n e m u :  k o n i u n k c j i ,  a l t e r n a t y w y  i  n e g a 
c j i ,  c z y l i  ż e  s ą :  « - k o n i u n k c j ą ,  « - d y z j u n k c j ą  i  « - n e g a c j ą .  
Z a j m i e m y  s i ę  p i e r w s z ą  z f u n k c j i  ( I I . 6)  — R—k o n i u n k c j ą . Wyra
ż e n i e  wi=xi Aa * 2  n a l e ż y  d o  g a ł ę z i ,  k t ó r a  s p r z ę ż o n a  j e s t  z k o 
n i u n k c j ą  JifA Y. W y n ik a  t o  z n a s t ę p u j ą c e g o  r o z u m o w a n i a .  R o z p a 
t r z m y  t r ó j k ą t  o  b o k a c h ,  k t ó r y c h  d ł u g o ś c i  w y n o s z ą  a=I Xil i  b=  
=1 x2\ , a  c o s i n u s  k ą t a  m i ę d z y  n i m i  a .  Wówczas  t r z e c i  b o k  ma
d ł u g o ś ć  rów ną  c =  ( x 2+ x22-2a\  jtiI i x 2t ) 1̂ 2 . M o ż l i w e  s ą  n a s t ę p u j ą c e  

p r z y p a d k i :

1 .  o b yd w a  a r g u m e n t y  s ą  d o d a t n i e ,  w ó w c z a s  z g o d n i e  z n i e r ó w 
n o ś c i ą  t r ó j k ą t a  a+b> c i  » i = a + b - c > 0  ;

2 .  j e d e n  z a r g u m e n t ó w  j e s t  u j e m n y ,  a  d r u g i  d o d a t n i ,  w t e d y  
dwumian  Xi+x2 j e s t  r ó ż n i c ą  b ok ów  t r ó j k ą t a ,  a  w i ę c  a - b< c , 

c z y l i  wi= a - b - c <  0 ;
3 .  o by d w a  a r g u m e n t y  s ą  u j e m n e  -  j a k  ł a t w o  z a u w a ż y ć  wi < 0 .



30 R o z d z i a ł  I I

P o n i ż s z a  t a b e l a  k o ń c z y  dowód  d l a  « - k o n i u n k c j i .

T a b e l a  I I . 2
W a r t o ś c i  « - k o n i u n k c j i  d l a  r ó ż n y c h  p a r  a r g u m e n t ó w

*1 x2 Xi Aa X2 X Y j : A  r

+ + + 1 1 i
+ - - 1 0 0

1 + - 0 1 0
1-------- — — 1 0 0 0

D l a  « - d y z j u n k c j i  W2 = x i Va x2 dowó d  j e s t  a n a l o g i c z n y :
1 .  j e ś l i  x i > 0  i  x2>0 , t o  w2=a+b+c>0  ;
2 .  j e ś l i  xj.x2<0 , t o  w2= a -b + c> 0  ;
3 .  j e ś l i  Xi<0 i  x2< 0 , t o  p o n i e w a ż  w a r t o ś ć  b e z w z g l ę d n a  sumy  

a r g u m e n t ó w  j e s t  w i ę k s z a  od  t r z e c i e g o  s k ł a d n i k a ,  w i ę c  w2<0; 
o s t a t e c z n i e

T a b e l a  I I . 3
W a r t o ś c i  « - d y z j u n k c j i  d l a  r ó ż n y c h  p a r  a r g u m e n t ó w

Xl * 2 * 1  Va x2 X Y X V Y
+ + + i 1 1
+ - + i 0 1
- + + 0 1 1

“ — 0 0 0

D l a  t r z e c i e j  f u n k c j i  u k ł a d u  mamy:

S2 ( x )  = S2( - x )  = S2(x)  ( 1 1 . 1 0 )

c o  k o ń c z y  c a ł y  d o w ó d .

K a żd y  z u k ł a d ó w  f u n k c j i  ( I I . 6 - 9 )  możn a  u z u p e ł n i ć  o  i n n e  
f u n k c j e ,  s p r z ę ż o n e  z  i n n y m i  o p e r a c j a m i  l o g i c z n y m i ,  n p . z  i m p l i 
k a c j ą  l u b  r ó w n o w a ż n o ś c i ą .  I t a k  d l a  u k ł a d u  ( I I . 6)  f u n k c j ą  
s p r z ę ż o n ą  z  i m p l i k a c j ą  X -» Y j e s t  f u n k c j a  p o s t a c i

* i x 2 s  " l 7 a  ( x 2- x 1 +v/x12 +x22+2 a x 1x 2 ) ( I I . U )
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P r z e d s t a w i m y  t e r a z  n i e k t ó r e  w ł a s n o ś c i  « - f u n k c j i  n a l e ż ą c y c h  
do o p i s a n y c h  w y ż e j  u k ł a d ó w ,  u ż y t e c z n e  p o d c z a s  t w o r z e n i a  równ ań  
s k o m p l i k o w a n y c h  o b s z a r ó w  ( p o r . [ 4 6 - 5 0 ]  o r a z  z a l e ż n o ś c i  ( 1 . 6 )  ) :

a) x 1A*x2=x2A*x1

b) x 1A1(x 1A1x 3) = (x 1A1x2) A1x 3

c) x 1A1 (x 2V1x3) = (x 1A1x 2) (x 1A1x3)

d )  x 1 A * x 2 V * x ^  ( 1 1 . 1 2 )

e )  ji= x
f ) x 1V* x2 = 0 *» x 2 = 0 i  X j i0  lu b  x 1 = 0 i  x 2 £ 0

g) x ± V* x 2 = 0 ♦* x t  = 0 i  x 2ś  0 lu b  x 2 = 0 i  xxs0

g d z i e  s y m b o l e  A* i  V * o z n a ć z a j ą  j e d n ą  z  « - k o n i u n k c j i  i  « - d y z j u n -

k c j  i  ( I I . 6 - 9 ) .
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R Ó W N A N I E  B R Z E G U  O B S Z A R U  Q

I  I  X .  1  -  R ó w n a n i e  c a ł e g o  b r z e g u

J a k  p o k a z a l i ś m y  w p o p r z e d n i c h  r o z d z i a ł a c h ,  k ażd em u o b s z a r o 
w i  fi m o żn a  p r z y p o r z ą d k o w a ć  o k r e ś l a j ą c ą  g o  j e d n o z n a c z n i e  o p e r a 
c j ę  l o g i c z n ą .  Z k o l e i  k a ż d e j  o p e r a c j i  l o g i c z n e j  o d p o w i a d a  
g a ł ą ź  « - f u n k c j i .  Na p o d s t a w i e  t w i e r d z e n i a  I I . 1 . ,  f u n k c j ę  z d a 
n e j  g a ł ę z i  m ożn a  p r z e d s t a w i ć  z a  p o m o c ą  j e d n e g o  z u k ł a d ó w  
( I I . 6 - 9 ) ,  a  t o  p r o w a d z i  d o  o k r e ś l e n i a  f u n k c j i  z ł o ż o n e j  z  f u n 
k c j i  e l e m e n t a r n y c h ,  j e d n o z n a c z n i e  o p i s u j ą c e j  d a n y  o b s z a r .

U ś c i ś l i m y  t e  r o z w a ż a n i a  w f o r m i e  n a s t ę p u j ą c e g o  t w i e r d z e n i a  
( p o r . [ 2 0 ] ) :

o TWIERDZENIE I I I  . 1 .

N i e c h  Qi :Rn -» R , i  = 1  k  o z n a c z a j ą  f u n k c j e  o d p o w i e d 
n i o  p r z y p o r z ą d k o w a n e  z b i o r o m  fij = { x  € R” : u>i ( x) > 0 }  w t e n  
s p o s ó b ,  ż e

= 0 d la  x e 3 Q i

> 0 d la  x e  Qi ( 1 1 1 . 1 )

0 d la  x £ Q i UdQ i

•>
<

N i e c h  F:B2k ■* B2 b ę d z i e  f u n k c j ą  b o o l o w s k ą  s p r z ę ż o n ą  ( d e 
f i n i u j ą c ą )  z  o b s z a r e m  fi ,  z ł o ż o n y m  z  p o d o b s z a r ó w  fi .̂, t a k ą

Q = { x e l n : F [ S 2 ( 0 )1 ( x )  ) , . . . ,  S 2 ( « Jt( x )  ) ]  = 1 }  ; ( I I  1 . 2 )

z a ł ó ż m y ,  ż e  F m oże  b y ć  w y r a ż o n a  p o p r z e z  k o n i u n k c j ę ,  a l 
t e r n a t y w ę  i  n e g a c j ę  ( p o r . p k t  I ) ,  w ó w c z a s  f u n k c j a
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o (  x) = F[(i)j (x)  , . . . ,  u t ( x ) ]  s p e ł n i a  w a r u n k i

f= 0 d la  x e 3 Q  
w (x M > 0  d la  x e f l  ( 111.3)

[< 0 d la  x £  Q U3Q

WNIOSEK I I I . l .
T w o r z ą c  r ó w n a n i a  b r z e g u  o b s z a r u  fi możemy z a s t ę p o w a ć  o p e r a 

t o r y  d z i a ł a ń  n a  z b i o r a c h  ( p o d o b s z a r a c h )  fij o p e r a t o r a m i  l o g i c z 
nymi  d z i a ł a j ą c y m i  n a  f u n k c j e  c h a r a k t e r y s t y c z n e  t y c h  p o d o b s z a 
ró w ,  a t e  n a s t ę p n i e  z a s t ę p o w a ć  o d p o w i e d n i m i  o p e r a c j a m i  a l g e 
b r a i c z n y m i ,  k t ó r y c h  a r g u m e n t a m i  s ą  f u n k c j e  <oi .

WNIOSEK I I 1 . 2 .
F u n k c j a  w o p i s u j ą c a  o b s z a r  fi j e s t  « - f u n k c j ą  ( s p r z ę ż o n ą  z

o p e r a t o r e m  l o g i c z n y m  F) , k t ó r e j  a r g u m e n t a m i  s ą  U j  uk i
s k ł a d a  s i ę  z  « - k o n i u n k c j i , « - d y z j u n k c j i  o r a z  « - n e g a c j i .

W c e l u  z i l u s t r o w a n i a  p o w y ż s z y c h  r o z w a ż a ń  w y p r o w a d z i m y  rów 
n a n i e  o b s z a r u ,  o  k t ó r y m  b y ł a  mowa w p r z y k ł a d z i e  1 . 4 .

w P r z y k ł a d  I I I . l .  ( Równanie p r z e k r o j u  poprzecznego k r y -
s  t a l i z a t o r a )

P r z e k r ó j  p o p r z e c z n y  k r y s t a l i z a t o r a  o d l e w a n i a  c i ą g ł e g o  ( p o r .  
r y s . 1 . 2 . )  ma f u n k c j ę  c h a r a k t e r y s t y c z n ą  p o s t a c i

. 0 ( 1 1 ^ 0 7 ) ( I I I . 4 )

t z n . , ż e

Q ={ (x, y )  eR2 : [ ( a 2 - x 2 ) *0  A ( b - y ) y t 0 ( I I I  5 )

A ( ( c 2 - x 2 ) 2:0 V T d ^ y T y T o T  ] = 1 }

l u b  k r ó c e j

Q = { (x, y )  eR2 :[(i)jłO  A o>2*o A  (<o3*0  V w4i0  )] = l  } ^

g d z i e  p r z y j ę t o  o z n a c z e n i a

co1 = a 2 - x 2 ,

0)3 = c 2 - x 2  ,

Z a s t ę p u j ą c  o p e r a t o r y  l o g i c z n e  « - o p e r a t o r a m i ,  r ó w n a n i e  b r z e g u  

p r z e k r o j u  p r z e d s t a w i o n e g o  na  r y s . 1 . 2 .  ma p o s t a ć :

o>2 = ( b - y )  y  , 

o>4 = ( d - y )  y ;

( I I I . 7 )
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<D ( x,  y ) <= A* to2 A* ( <o3 V* o) 4 ) = O ; ( 1 1 1 . 8 )

J e ż e l i  p r z y j m i e m y ,  ż e  o p e r a t o r  A* j e s t  / ^ - k o n i u n k c j ą  ( I I  . 6 ) x , 
t o  w ó w c z a s

U> = d> (x ,  y )  = + w 2 0 >1 + 0 > 2  + u 3 + w 4 + ^  6 )3 + » 4

(u>1 + u 2- ^  0)i +Zo| ) 2 + ( «7 +w7 + ̂  «3 + <*>4 )~ = o
( I I I . 9 )

P r z e ś l e d z i m y  j e s z c z e  j e d e n  p r z y k ł a d :

»  P r z y k ł a d  I I 1 . 2 . ( Równanie kwadratu z  otworem kołowym)
W y zn a cz y m y  r ó w n a n i e  k w a d r a t u  j e d n o s t k o w e g o  z  o t w o r e m  k o ł o 

wym w j e g o  ś r o d k u  i  o  p r o m i e n i u  0 . 5  .

Yt
E t a p  1 -  d e f i n i c j a  p o d o b s z a r ó w  

3 0 .  , i = 1,  2 ,  3

0^ = { ( x ,  y )  e R 2 : o>i (x ,  y )  > 0 } ,

g d z i e :

» !  = ( 1 ~ X ) X  ,  =  ( 1 - y )  y  ,

E t a p  2 -  d e f i n i c j a  d a n e g o  o b 
s z a r u  ( z a  p o m o c ą  o p e r a c j i  na  
z b i o r a c h )

R y s . I I I . l .  Obszar O
k s z t a ł c i e  kwad
r a tu  z  otworem

n  = ( I I I . 10 )  The domain O as
J a  C m i o r o  mt  4- U

E t a p  3 -  o p e r a t o r  l o g i c z n y
s p r z ę ż o n y  z  ( I I I . 1 0 )

f  = F(xltx2,x3) = xlhx2Mą

a square wi th 
the  ho le

( I I I . 11 )

E t a p  4 -  « - f u n k c j a  ( o p e r a t o r  a l g e b r a i c z n y )  o p i s u j ą c a  d a n y  
o b s z a r

o  = <1̂  A* o>2 A ' o . ( I I I . 12 )

Równanie b r z e g u  o b s z a r u 35

E t a p  5 -  w y k o r z y s t a n i e  w y b r a n e g o  « - u k ł a d u  ( p o r . ( I I . 6 - 9 )  ) 

<0 = (l-x)x+(l-y)y-^(l - x ) 2x 2 + ( 1  - y ) 2y i +

4-Hr-Hr*
[ (1 —x )  x+  ( l - y ) y - V ( l - x ) 2x 2+ ( l - y ) 2y 2 ]2+ (x _ '| )2' ( y _ ' f )

( I I I . 13)

O s t a t e c z n i e  o b s z a r  p r z e d s t a w i o n y  n a  r y s u n k u  I I I . l .  i  j e g o  

b r z e g  możemy o p i s a ć  j a k o

Q = { ( x ,  y )  e R 2 : <0 ( x ,  y )  > 0  ) ,
( I I I . 1 4 )

8C1 ={ (x, y) e R 2 : w(x, y )  =°* •

P o d s u m o w u j ą c  p o w y ż s z e  p r z y k ł a d y  p o d k r e ś l i m y  r a z  j e s z c z e  
b a r d z o  w a ż n ą  w ł a s n o ś ć  o t r z y m y w a n y c h  ró w na ń  o b s z a r ó w ,  « - f u n k c j a  

o ( x ) :
a )  p r z y j m u j e  w a r t o ś ć  z e r o  t y l k o  i  w y ł ą c z n i e  d l a  p u n k t ó w

n a l e ż ą c y c h  d o  b r z e g u  d a n e g o  o b s z a r u ;
b ) j e s t  d o d a t n i a  t y l k o  i  w y ł ą c z n i e  d l a  p u n k t ó w  n a l e ż ą c y c h

do w n ę t r z a  o b s z a r u ;
c )  j e s t  u j e m n a  d l a  p u n k t ó w  n a l e ż ą c y c h  d o  d o p e ł n i e n i a  b a d a 

n e g o  o b i e k t u  g e o m e t r y c z n e g o .
Na z a k o ń c z e n i e  t e g o  . r o z d z i a ł u  

p r z y k ł a d  f u n k c j i  n i e  s p e ł n i a j ą c e j  
t y c h  w ł a s n o ś c i ,  a  p o z o r n i e  d o b r z e  
o p i s u j ą c e j  z a d a n y  o b s z a r .

w P r z y k ł a d  I I I . 3 .
Kwa dra t  p r z e d s t a w i o n y  na  r y s u n k u  

I I I . 2 .  p o w s t a j e  j a k o  c z ę ś ć  w s p ó l n a  

dwóc h  pasm:
O j = [ ( l - x ) x ] > 0  i  u 2 = [ ( l - y ) y ] > 0 .

R ó w n a n i e

0) (l-x)x(l-y)y = o F i g . I I I . 2

j e s t  p r a w d z i w e  n i e  t y l k o  d l a  p u n k t ó w  
n a l e ż ą c y c h  do  k w a d r a t u ,  a l e  r ó w n i e ż
d l a  w s z y s t k i c h  i n n y c h  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h  obydwu p a sm .

R y s . 1 1 1 . 2 .  Obszar O -  
k w a d r a  t 
j ednos tkowy  
Dorna in  O -  
e 1e m e n t a r y  
square
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I  I  I  .  2  . R ó w n a n  T e s

N a j c z ę ś c i e j  w p r a k t y c e  b a d a w c z e j  l u b  i n ż y n i e r s k i e j  mamy d o  
c z y n i e n i a  z  p r o b l e m a m i  b r z e g o w y m i ,  w k t ó r y c h  d l a  r ó ż n y c h  c z ę 
ś c i  b r z e g u  z a d a n e  s ą  w a r u n k i  r ó ż n e g o  t y p u  l u b  z a d a n e  s ą  r ó ż n e  
w a r t o ś c i  f u n k c j i  b r z e g o w y c h .

I t a k  n p .  w y z n a c z a j ą c  
r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w 
s y m e t r y c z n y m  o b i e k c i e  
a n a l i z u j e m y  j e d y n i e  
j e g o  c z ę ś ć  i  w ó w c z a s  n a  
p o w i e r z c h n i a c h  s y m e t r i i  
z a d a j e m y  z e r o w y  s t r u 
m i e ń  c i e p l n y ,  a  w a r u n k i  
n a  p o z o s t a ł y c h  c z ę ś 
c i a c h  b r z e g u  w y n i k a j ą  z 
w a r u n k ó w  f i z y c z n y c h  
p r o b l e m u .  P o j a w i a  s i ę  
w i ę c  p r o b l e m  o p i s u  
t y l k o  c z ę ś c i  b r z e g u  
d a n e g o  o b s z a r u  Cl.

Z a ł ó ż m y ,  ż e  r o z p a 
t r u j e m y  c z ę ś ć

3fi0 = {x  e  R" : u0 ( x)  = 0 }  b r z e g u  = {.* G R" : o ( x )  = 0 } ,  k t ó r a  j e s t  
" w y c i n a n a "  z  c a ł e g o  b r z e g u  3Q o b s z a r e m  Clw = { x f  R” : o ,  (x)  > 0 }  
( p a t r z  r y s . I I I . 3 ) .

B r z e g  możemy p o t r a k t o w a ć  j a k o  " z d e g e n e r o w a n y "  o b s z a r
fi* = dfl = { x  e  Rn : - u 2 ( x )  > 0 }  . O c z y w i ś c i e  z n a n e  s ą  « - f u n k c j e  o  i

o, ,  o p i s u j ą c e  o d p o w i e d n i e  o b s z a r y ,  a  p o s z u k i w a n ą  -  f u n k c j a  u0 . 
Zauważmy,  ż e  3f i0 = £2* fi , a  t o  o z n a c z a ,  i ż

R y s . I I I . 3 ,  
F i g . I I I . 3.

Fragment dClo brzegu dn 
Part  dOo o f  the  whole bo
undary dCl

o>0 = ( -  u 2) A* u>w = w2 V ’ u

c z y l i  ( d l a  R 0 - u k ł a d u )

W • ( I I I . 15 )

<i> 0 = o> 2 + co„ + ^  u* + (<!>„) ■* ( I I I . 16 )

W p r a k t y c e  o b l i c z e n i o w e j  m o ż l i w e  j e s t  r ó w n i e ż  s t o s o w a n i e  
p r o s t s z e j  z a l e ż n o ś c i  ( p o r . [ 2 0 ] )

« o  = / o > 2 + (O2 -  G>„ ( I I I . 1 7 )
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»  P r z y k ł a d  I I 1 . 4 .  ( Równanie c z ę ś c i  brzegu)
Z a ł ó ż m y ,  ż e  p o s z u k u j e m y  r ó w n a n i a  c z ę ś c i  b r z e g u  o AB o b s z a r u  

p r z e d s t a w i o n e g o  n a  r y s u n k u  1 . 2 .  , n a l e ż ą c e j  d o  k r a w ę d z i  p ó ł p ł a -  
s z c z y z n y  o ( x , y )  = b -  y > 0  . B r z e g  t e n  " w y c i n a n y "  j e s t  z  p r o s t e j  
y  = b p o p r z e z  pa sm o  <■>„, ( x,  y)  = a2 -  X 2 > 0 . K o r z y s t a j ą c  z z a l e ż 
n o ś c i  ( I I I .  1 5 - 1 7 )  o t r z y m u j e m y

( I I I . 18)
= ( j b - y ) 2 + ( x 2 - a 2 ) + \J ( b - y ) 4 + ( x 2 - a 2 ) :

I I I . 3 .  N o r m a l  i z a c j  a  r ó w n a ń  
b r z e g u

W z a g a d n i e n i a c h  o p i s a n y c h  r ó w n a n i a m i  r ó ż n i c z k o w y m i  w y ż s z e g o  
r z ę d u  ( n p . r ó w n a n i e  b i h a r m o n i c z n e )  k o n i e c z n e  j e s t  s p e ł n i e n i e  
dw óch  l u b  w i ę c e j  w a ru n k ó w  b r z e g o w y c h ,  n p .  z a d a n a  j e s t  p o 
s z u k i w a n a  w i e l k o ś ć  i  p o c h o d n a  w k i e r u n k u  n or m a ln y m  do  b r z e g u  
( u g i ę c i e  p ł y t y ,  p r o b l e m  t a r c z o w y  i t p . ) .  Z k o l e i  w p r o b l e m a c h  
w y m ia n y  c i e p ł a  t y p o w e  w a r u n k i  b r z e g o w e  s p r o w a d z a j ą  s i ę  do  z a 
d a n i a  w a r t o ś c i  t e m p e r a t u r y  na  j e d n e j  c z ę ś c i  b r z e g u ,  a  na  d r u 
g i e j  j e j  p o c h o d n e j  w k i e r u n k u  n o r m a l n y m  ( s t r u m i e ń  c i e p ł a ) .

W t a k  p o s t a w i o n y c h  p r o b l e m a c h  d l a  w y z n a c z e n i a  o g ó l n e j  s t r u 
k t u r y  r o z w i ą z a n i a  k o n i e c z n a  j e s t  n o r m a l i z a c j a  równ ań  b r z e g u .

□ DEFINICJA I I I . 1.
R ó w n a n i e  e ( x )  = 0  n a z y w a m y  z n o r m a l i z o w a n y m  na  
6Q = { i f R "  : u =  = 0 }  do  JV-tego r z ę d u ,  j e ś l i  f u n k c j a  o s p e 
ł n i a  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i :

w, = 0 , 
ldQ

dn  laa

d 2w _ 3 3a> _ _ d N(>>
( I I I . 19)

dn2 Imj dn3 130 dnN laa
= 0

g d z i e  n o z n a c z a  n o r m a l n ą  w e w n ę t r z n ą  d o  p o w i e r z c h n i  dCl.
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W p r a c y  k o r z y s t a ć  b ę d z i e m y  j e d y n i e  z  ró w n ań  b r z e g u  z n o r m a l i z o 
w a n y c h  d o  p i e r w s z e g o  r z ę d u .  Aby  w y z n a c z y ć  t a k i e  r ó w n a n i e ,  mo
żem y  p o s ł u g i w a ć  s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  z a l e ż n o ś c i ą  ( p o r .  [ 4 9 ] , [ 5 0 ] )

g d z i e  a ,  j e s t  d o w o ln y m  r ó w n a n i e m  b r z e g u  dCl , a  V( . ) -  ( o p e r a 
t o r e m )  g r a d i e n t e m .  J e ś l i  w a r t o ś ć  b e z w z g l ę d n a  g r a d i e n t u  f u n k c j i  
u ,  n i g d z i e  n i e  j e s t  r ó w n a  z e r o ,  t o  możemy z a s t o s o w a ć  i n n ą ,  
p r o s t s z ą  z a l e ż n o ś ć

»  P r z y k ł a d  I I I . . 5.  (Znormalizowane równania okręgu,  p r o s t e j  i
pasma) .

S t o s u j ą c  z a l e ż n o ś ć  ( I I I . 2 1 )  ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  ż e  n a s t ę p u j ą c e  
r ó w n a n i a  s ą  z n o r m a l i z o w a n y m i  r ó w n a n i a m i  p o d s t a w o w y c h  f i g u r  
g e o m e t r y c z n y c h :

a )  o k r ą g  o  p r o m i e n i u  r  i  ś r o d k u  w p u n k c i e  0(a ,b )

co = [ r 2 -  ( x - a  ) 2 -  ( ,y-b)  2 ] = 0 ; ( I I I . 2 2 )

b)  p r o s t a  y  = a x  + b

co = — - 1- - -  ( y - a x - b ) = 0 ; ( I I I . 2 3 )
- yjl + a 2

c )  p asm o  o g r a n i c z o n e  p r o s t y m i  x  = a i  x  = b ( b>a )

co s  - J L _  ( x - a ) ( b ~ x )  = 0 . ( I I I . 2 4 )
D ~ ĆL

T w o r z ą c  r ó w n a n i e  o b s z a r u  b a r d z i e j  s k o m p l i k o w a n e g o ,  t r u d n o  
b y ł o b y  k o r z y s t a ć _ z  z a l e ż n o ś c i  ( 1 1 1 . 2 0 , 2 1 ) .  P r z y t o c z y m y  t e r a z  
b a r d z o  w a ż n e  t w i e r d z e n i e ,  p o z w a l a j ą c e  o m i n ą ć  t ę  t r u d n o ś ć .

o TWIERDZENIE I I I . l .
N i e c h  o b s z a r  CicR" b ę d z i e  w y n i k i e m  z ł o ż e n i a  m p o d o b s z a -  
rów Oj = { x  e  Rn : (ój ( x) > 0 } ( i  = 1 ,  2 ,  . . . , m) i  o p i  s a n y  R-
f u n k c j ą  u = u ( x)  = o ( Oj ,  . . . , u m) , b ę d ą c ą  s u p e r p o z y c j ą
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« - k o n i u n k c j i , R-dyz j u n k c j i  i  « - n e g a c j i .
J e ż e l i  r ó w n a n i a  u>i s ą  z n o r m a l i z o w a n e  d o  p i e r w s z e g o  r z ę d u  

na  b r z e g a c h  o d p o w i a d a j ą c y c h  im o b s z a r ó w ,  t z n .

dcox _ du>2 _ _ do)m
' ~&hlaa1~ ~dih\aa2 ~<K, lao. 1 ' ( I I I - 2 5 )

g d z i e  p r z e z  n t o z n a c z o n o  w e k t o r  n o r m a l n y  d o  b r z e g u  o d p o 
w i e d n i e g o  p o d o b s z a r u ,  t o  w ó w c z a s  f u n k c j a  o) j e s t  r ó w n i e ż  
z n o r m a l i z o w a n a  d o  p i e r w s z e g o  r z ę d u  n a  b r z e g u  o b s z a r u  fi .

S ł u s z n o ś c i  t e g o  t w i e r d z e n i a  d o w o d z ą  d w i e  w ł a s n o ś c i  « - k o n i u -  
n k c j i  i  « - d y z j u n k c j i  (d o w ó d  p r z e p r o w a d z i m y  d l a  d w óc h  p o d o b s z a -

rów)  :

R y s . I I I . 4 a .  Koniunkcja obsza 
rów flj i  Cl2 

F i g . I I I . 4 a .  C o n j u n c t i o n  o f
the domains  £2,

R y s . I I I . 4 b .  Suma obszarów (11
i  n.

F i g . I I I . 4 b .  Sum o f  the do
mains 01 i  02

a )  N i e c h  o b s z a r  fi b ę d z i e  c z ę ś c i ą  w s p ó l n ą  d w óc h  o b s z a r ó w  fi., 

i  fi2 ( p a t r z  r y s u n e k  I I I . 4 a )  , w i ę c

O 5 U 1 At  (Oj i  0  . ( I I  1 . 2 6 )

Zauważmy,  ż e  p u n k t  W , e 3 ! l  , a l e  r ó w n i e ż  M1 etl2 i  e dCll , a

s t ą d  mamy d l a  t e g o  p u n k t u  Uj = 0 i  u2 > 0 o r a z

d /  * » 3wi—  ( » A « , ) ^ -  —  ( I I I . 2 7 )

Z a m i e n i a j ą c  w s k a ź n i k i  1 n a  2 i  o d w r o t n i e  o t r z y m a m y  z a l e ż n o ś ć  

s ł u s z n ą  d l a  p u n k t u  M2 (Oj > 0 i  u 2 = 0 )
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d / a , 3w2
( I I I . 2 8 )

P o n i e w a ż  ob y dw a  b r z e g i  s ą  z n o r m a l i z o w a n e ,  w i ę c  możemy  n a p i s a ć

- ^ ( 0 > A w 2 ) | ^ =  1 ( I I I . 2 9 )

b)  N i e c h  o b s z a r  fi b ę d z i e  sumą d w ó c h  o b s z a r ó w  fi2 i  fi2 ( p a t r z  
r y s u n e k  I I I . 4 b )  , w i ę c

u = o 1 Va co2  ̂ 0 . ( 1 11.30)

D l a  p u n k t u  M2 mamy: M2 e dCl o r a z  M2 $ Cl2 i  M2 e  SCJj , a  s t ą d  d l a  
t e g o  p u n k t u  0)x = 0 i  u2 < 0  o r a z

d , \ j  ,
-bh;  d i i . 3 i )

A n a l o g i c z n i e  d l a  p u n k t u  M1 i  o s t a t e c z n i e

3 ^  ( w i V« « a ) || 0 “ 1 • ( I I I . 3 2 )

P r z y t o c z y m y  j e s z c z e  j e d n o  t w i e r d z e n i e  ( b e z  d ow od u)  w a ż n e  
p r z y  w y p r o w a d z a n i u  z n o r m a l i z o w a n y c h  ró w n a ń  c z ę ś c i  b r z e g u :

o TWIERDZENIE I I I . 2 .
J e ś l i  w = 0  j e s t  z n o r m a l i z o w a n y m  d o  p i e r w s z e g o  r z ę d u  rów 
n a n i e m  b r z e g u  3 f i ,  f l ,  -  o b s z a r e m  o p i s a n y m  f u n k c j ą  u x 
( " w y c i n a j ą c y m "  z 3fi c z ę ś ć  b r z e g u  3fi0 ) ,  t o  r ó w n a n i e

6>0 — = 0 , ( | a |  < 1 ) ( I I I . 3 3 )

j e s t  z n o r m a l i z o w a n y m  do  p i e r w s z e g o  r z ę d u  r ó w n a n i e m  c z ę ś 
c i  b r z e g u  3fi0 .

N o r m a l i z a c j a  ró w n ań  b r z e g u  o b s z a r u  p o c i ą g a  z a  s o b ą  i n t e r e 
s u j ą c e  w ł a s n o ś c i  o p e r a t o r ó w  r ó ż n i c z k o w a n i a :

a )  N i e c h  f  b ę d z i e  f u n k c j ą  o k r e ś l o n ą  n a  b r z e g u  3 f i .  Wówczas  
p o c h o d n a  w k i e r u n k u  n o r m a l n y m  n d o  b r z e g u ,  i l o c z y n u  u f  (u  -  
z n o r m a l i z o w a n e  r ó w n a n i e  dCl) w y n o s i
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3 (6>f )  + . ( I I I . 3 4 )
d n  o n  o n

b)  K o r z y s t a j ą c  z  d e f i n i c j i  i  w ł a s n o ś c i  o p e r a c j i  w y z n a c z a n i a  
g r a d i n t u  o r a z  d e f i n i c j i  w e k t o r a  n o r m a l n e g o  d o  k r z y w e j  ( p o w i e 

r z c h n i )  mamy

n  = Vg>.
Ida »

d f  ( I I I . 3 5 )
= V f  ° xj, = V f ° V c D ,  = D1/ | 

on lao lao lao lao >

g d z i e  D j  j e s t  o p e r a t o r e m  r ó ż n i c z k o w a n i a  w p o s t a c i

p n . So ai.) a« 3(.)  ̂ a« 3(.) . .
D l ( J _ 3 ^ ~ 3 ^  l Ę S Ę -  • • •  dTn ~ d ^  '  <I X I - 3 6 )

k t ó r y  n a  b r z e g u  j e s t  r ó w ny  p o c h o d n e j  w k i e r u n k u  n or m al ny m  o r a z

D i(<*>) i =  1  • ( I I I  . 3 7 )
lao

c )  P o c h o d n a  f u n k c j i  f  w k i e r u n k u  s t y c z n y m  do  b r z e g u  może  

być  o k r e ś l o n a  j a k o

d f  f
" Ti f | . I I I . 3 8 )m  lao lao <

g d z i e  T j  j e s t  o p e r a t o r e m  r ó ż n i c z k o w a n i a  z d e f i n i o w a n y m  (w 

p r z e s t r z e n i  R2 ) j a k o

T ( ł = - - 3 “  d( ■) ^ 3 ( . )  ( 111. 39)
1 dx2 dx1 dxL dx2

£ a t w o  s p r a w d z i ć ,  ż e

T . ( u ) i  = 0  ( I I I . 4 0 )
lao
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O G Ó L N A  S T R U K T U R A  R O Z W I Ą Z A N I A

I V .  1  .  D e f  i n i c j  a  G S S

R o z w a ż y m y  n a s t ę p u j ą c y  p r o b l e m  b r z e g o w y  ( p o r . [ 2 0 ] ) :
D a n e  s ą  o p e r a t o r y :  o p e r a t o r  ££ -  k t ó r e g o  d z i e d z i n ą  j e s t  p r z e 
s t r z e ń  X ( 0 )  f u n k c j i  o k r e ś l o n y c h  w o b s z a r z e  fi o r a z  o p e r a t o r y  l ż
( i = l  m) -  r o z p i ę t e  n a d  p r z e s t r z e n i ą  f u n k c j i  o k r e ś l o n y c h
n a  p o w i e r z c h n i  ( k r z y w e j  -  w p r z y p a d k u  2D) d d  .
P o s z u k u j e m y  t a k i e j  f u n k c j i  u €  X (Q )  , k t ó r a  s p e ł n i a  r ó w n a n i e  
o p e r a t o r o w e

££ u = /  w Q c l "  ( I V . 1)

i  w a r u n k i  b r z e g o w e  w p o s t a c i

l 1 u  = <pi  n a  a f l j  , i  = 1 , 2 , . . . ,  m  , ( I V . 2 )

p r z y  c z y m

3Q1 U dfl2 U . . .  U d Q w = d a  . ( I V . 3 )

O g ó l n ą  s t r u k t u r ą  r o z w i ą z a n i a  p o w y ż s z e g o  p r o b l e m u  n a z y w a m y  k l a 
s ę  f u n k c j i  ( p r z e k s z t a ł c e ń )  T:!F ->X(Q) s p e ł n i a j ą c y c h  n a s t ę p u j ą c e  
w a r u n k i :

A i i T ( < =  <Pi n a  , i  = 1 , 2 , . . . , m  , ( IV 4 )

g d z i e  ?  j e s t  p r z e s t r z e n i ą  f u n k c j i  o k r e ś l o n y c h  w fi .
I n n y m i  s ł o w y  GSS  m o ż e  b y ć  z a p i s a n a  w f o r m i e

T  = T ( $  , w ,  <p , )  , ( I V . 5 )

g d z i e  o  d e f i n i u j e  o b s z a r  f i  ( p o r . n p .  ( I I I  . 9 ) )  , a  ą c R ^ - R  j e s t
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k l a s ą  f u n k c j i  o k r e ś l o n y c h  w fi i  s p e ł n i a j ą c y c h  w s z y s t k i e  z a d a n e  

w a r u n k i  b r z e g o w e ,  t z n .

<Pi = <Pi , i  = 1 ,  2 ,  . . . . ( I V . 6 )
IdOj

F u n k c j a  4> = $ U ) ,  w y s t ę p u j ą c a  we w z o r z e  ( I V . 5 )  j e s t  d o w o l n ą ,  
n i e z n a n ą  f u n k c j ą  ( p o r .  p r z y k ł a d  I . I . ) .  Z r e g u ł y  p r z y j m u j e  s i ę  

w p o s t a c i

ft = i  Ak *k (x) (IV.7)
k-1

P a r a m e t r y  A* ( k = 1 ,  2 ,  . . . , N)  w y z n a c z a m y  z  r ó w n a ń  p r o b l e m u ,  a  
f u n k c j e  0*  m o g ą  b y ć  s k ł a d n i k a m i ,  n p . s z e r e g u  t r y g o n o m e t r y c z n e 
g o ,  p o t ę g o w e g o  b ą d ź  w i e l o m i a n a m i  C z e b y s z e w a  i t p .
K o n k r e t n a  p o s t a ć  GSS  z a l e ż y  m . i n .  o d  r o d z a j u  r o z w a ż a n y c h  w a 
r u n k ó w  b r z e g o w y c h  ( p a t r z  r o z d z . I V . 3 . ) .

I V .  2  .  R o z s z e r z e n i e  o p e r a t o r ó w  
b r z e g o w y c h  n a  c a ł y  o b s z a r

W p r z y k ł a d z i e  1 . 1 .  j a k o  o g ó l n ą  s t r u k t u r ę  r o z w i ą z a n i a  u z y 
s k a l i ś m y  k l a s ę  f u n k c j i  o k r e ś l o n ą  w z o r e m  ( 1 . 4 ) .  We w z o r z e  t ym 
f u n k c j a  q> = 0 . 5 x  s p e ł n i a  o b y d w a  w a r u n k i  b r z e g o w e  ( <p ( 0 )  = 0 i  
< p ( l ) = 0 . 5 )  i  j e s t  o k r e ś l o n a  w c a ł y m  o b s z a r z e  b a d a n e g o  o b i e k t u  

( x d  0 , 1 ) ) .
Z au w aż m y  j e s z c z e ,  ż e  f u n k c j a  p o s t a c i  T - i i)$ s p e ł n i a  j e d n o r o 

d n y  w a r u n e k  b r z e g o w y :  T= 0 d l a  x  edCl ,  p o n i e w a ż  u  = 0 .  N i ż e j  u o 
g ó l n i m y  t e  z w i ą z k i .

N i e c h  b r z e g  r o z p a t r y w a n e g o  o b s z a r u  dCl b ę d z i e  p o d z i e l o n y  n a  
m t a k i c h  c z ę ś c i ,  ż e  3fi = 3f i iu3f i2 u . . . u 3 f i m i  V i * j  3 f i j n 3 f i j= 0 .  
P o s z u k i w a n e j  f u n k c j . i  T ( x )  n a r z u c a m y  w a r u n e k  b r z e g o w y  p o s t a c i

<p1 (x)  d l a
( I V . 8 )

q>„(jc) d l a  x  e

p r z y  c z y m  k a ż d a  z e l e m e n t a r n y c h  f u n k c j i  <pi o k r e ś l o n a  j e s t  w
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c a ł y m  o b s z a r z e  £2 u  3 0  ; w ó w c z a s  f u n k c j a  q> " s k l e j a j ą c a "  w a r u n k i  
b r z e g o w e  b ę d z i e  n a s t ę p u j ą c a

T ,  «Pi«]1
m =   _ 1=1

, , - 1 *  4 . „ - i  ~  ( I V . 9 )

P r a w d z i w a  j e s t  w t e d y  r ó w n o ś ć

9  = ^ l a a  ' ‘ ( I V . 1 0 )

Aby p r z e k o n a ć  s i ę  o  s ł u s z n o ś c i  d w ó ch  p o w y ż s z y c h  z a l e ż n o ś c i ,  
z a p i s z e m y  j e  w p r z e k s z t a ł c o n e j  p o s t a c i ,  o g r a n i c z a j ą c  s i ę  do  
b r z e g u  o  t r z e c h  c z ę ś c i a c h :  3Q = 30 j  u  3£22  u  3fi 3  , w t e d y

<a1 1  + « 2 1  + o) 3 1  ( I V . 11 )
=  (p1 (0 2 0 )3 -K p 2 0 )1 0>3 +  <p3 0 )1 (0 2

0>2W3 +0)1<03 oj2

Weźmy t e r a z  n p . p u n k t  M e d fJ n a l e ż ą c y  do  p i e r w s z e j  c z ę ś c i  b r z e 
g u ,  t o  Oj = 0  , a  s t ą d  dwa o s t a t n i e  s k ł a d n i k i  l i c z n i k a  i  m i a n o 
w n i k a  ( I V . 9 )  z n i k a j ą  i  9  = <Pj .

I V .  3  - P  r  z  y k ł  a d  y  p o d s t a w o w y c h  
s  t  r u k t u r  r o z w i  ą z a n  i  a

W t e j  c z ę ś c i  p r z e d s t a w i m y  j e d y n i e  s t r u k t u r y  d l a  p r o b l e m ó w  
b r z e g o w y c h  l u b  p o c z ą t k o w o - b r z e g o w y c h , w k t ó r y c h  z a d a n o  w a r u n e k  
j e d n e g o  t y p u  n a  c a ł y m  b r z e g u ,  n p . s t a c j o n a r n y  p r o b l e m  w y z n a 
c z a n i a  r o z k ł a d u  t e m p e r a t u r y  w o b s z a r z e  z e  ź r ó d ł a m i  c i e p ł a ,  z  
z a d a n ą  t e m p e r a t u r ą  na  c a ł y m  b r z e g u .  Innym p r z y k ł a d e m  m oże  b y ć  
w y z n a c z e n i e  r o z k ł a d u  t e m p e r a t u r y  w o b s z a r z e  o g r z e w a n y m  s t r u 
m i e n i e m  c i e p ł a ,  z e  z n a n ą  t e m p e r a t u r ą  p o c z ą t k o w ą  w c a ł y m  o b s z a 
r z e  .

P o s z u k u j e m y  f u n k c j i  T o k r e ś l o n e j  w o b s z a r z e  D c R ” , k t ó r a  
n a  b r z e g u  3(2 s p e ł n i a :

a )  W a ru ne k  I r o d z a j u  -  z a d a n i e  D i r i c h l e t a
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T\ = <P0 ■ ( I V . 12)
!dQ

Ja k  ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  f u n k c j a  p o s t a c i

T = w $ + < p 0 , ( I V . 13)

p r z y j m u j e  n a  b r z e g u  w a r t o ś ć  <p0 .
b )  Wa runek  I I  r o d z a j u  -  z a d a n i e  Neumanna

3(i) .
dn  |30

( I V . 14)

g d z i e  n -  n o r m a l n a  d o  b r z e g u  3£2 , w ó w c z a s  f u n k c j a

T = O + < 0  <p , ( I V . 15)

j e s t  GSS t e g o  p r o b l e m u ,  c o  w y n i k a  z  n a s t ę p u j ą c y c h  p r z e k s z t a ł 
c e ń :  w a r u n e k  ( I V . 1 4 )  z a p i s a n y  z  w y k o r z y s t a n i e m  w ł a s n o ś c i

( I I I . 3 6 - 3 7 )  ma p o s t a ć

D 1 ( T) .  = D 1 [ $ - t o D 1 ( $ )  +W<p], =
Iflfl IdO ( I V . 16)

= {D1 ( $ )  - D 1 [ u D 1 (<t>)]+D1 (W9 ) } |
IdO

Z w ł a s n o ś c i  ( I I I . 3 4 )  w y n i k a ,  ż e  d r u g i  s k ł a d n i k  r ó w n a n i a  
( I V . 16 )  r e d u k u j e  s i ę  z p i e r w s z y m ,  a  t r z e c i  r ó w n y  j e s t  <f, c o  

k o ń c z y  d o w ó d .
c )  Warunek  I I I  r o d z a j u

dT
3 - 1  = <Po+ ł o r ,  , ( I V . 1 7)
on lao lao

g d z i e :  i|r0  , j a k  i  <p0  s ą  d an ym i  f u n k c j a m i .  GSS ma p o s t a ć

T = ; ( I V . 18)

F u n k c j e  4>0 i  3>; s ą  d o w o l n y m i  f u n k c j a m i ,  z a w i e r a j ą c y m i  m . i n .  
r ó w n a n i a  p o s z c z e g ó l n y c h  c z ę ś c i  b r z e g u ,  f u n k c j e  b r z e g o w e  , h. 
o r a z  n i e z n a n e  p a r a m e t r y ,  w y z n a c z a n e  w c z ę ś c i  n u m e r y c z n e j  m e t o 
d y .  S z c z e g ó ł y  d o ł i o r u  t y c h  f u n k c j i ,  j a k  i  dowód n a  t o ,  ż e  
( I V . 1 8 )  s p e ł n i a  w a r u n e k  ( I V . 1 7 ) ,  z o s t a n ą  p o k a z a n e  w d a l s z e j  

c z ę ś c i  p r a c y  ( r o z d z . V .  i  V I . ) .
d )  Waru nk i  t y p u  p ł y t o w e g o  ( b e l k o w e g o )

W y z n a c z a j ą c  u g i ę c i e  p ł y t y  n p .  p r z e g u b o w o  z a m o c o w a n e j  n a  b r z e g u  
s t a w i a m y  dwa w a r u n k i  na  każdym b r z e g u  -  u g i ę c i e  i  moment z g i 

n a j ą c y  r ó w n a j ą  s i ę  z e r o ,  t z n .
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IdQ

O g ó l n a  s t r u k t u r a  r o z w i ą z a n i a  d l a  t a k  p o s t a w i o n e g o  p r o b l e m u  
b r z e g o w e g o  j e s t  n a s t ę p u j ą c a  ( p r z y t a c z a m y  b e z  d o w o d u ,  g d y ż  n i e  
b ę d z i e  w y k o r z y s t y w a n a  w d a l s z e j  c z ę ś c i  p r a c y )

u = a < t 1  -  -^-[<&1 (D2w +<}»0 T2 w)  + 2 D 1 0 1  ( I V . 2 0 )
«•

p r z y  cz ym  4>0 i  Oj s ą  d o w o l n y m i  f u n k c j a m i ,  D2 ( . ) = D 1 (D1 ( . ) )  i 
T2 ( . )  = T j ( T j ( . ) )  s ą  o p e r a t o r a m i  d r u g i e g o  r z ę d u  ( p o r .  w z o r y  
( I I I . 3 6 )  i  ( I I I . 3 9 ) .

R o z d z i a ł  V

Z a g a d n i e n i a  s t a c j o n a r n e g o  

p r z e p ł y w u  c i e p ł a  

w  e l e m e n t a c h  m a s z y n  i  u r z ą d z e ń

P r o b l e m y  o b l i c z e ń  s t a c j o n a r n y c h  p ó l  t e m p e r a t u r y  p o j a w i a j ą  
s i ę  p r z y  o b l i c z e n i a c h  c i e p l n y c h  d o t y c z ą c y c h  p e w n y c h  e l e m e n t ó w  
m a s z y n  i  u r z ą d z e ń  ( n p .  w k o r p u s i e  t u r b i n y  p r a c u j ą c e j  p r z e z  o d 
p o w i e d n i o  d ł u g i  c z a s  g e n e r u j e  s i ę  p o l e ,  k t ó r e  j e s t  p o l e m  s t a c 
j o n a r n y m ) ,  a  t a k ż e  j a k o  p i e r w s z y  e t a p  w y z n a c z a n i a  n a p r ę ż e ń  

c i e p l n y c h .
W t e j  c z ę ś c i  p r a c y  z o s t a n i e  o m ó w i o n e  z a s t o s o w a n i e  R - f u n k c j i  

d o  w y z n a c z a n i a  u s t a l o n y c h  p ó l  t e m p e r a t u r y .  W y p ro w a dz on e  b ę d ą :  
o g ó l n a  s t r u k t u r a  r o z w i ą z a n i a  o r a z  o d p o w i e d n i  f u n k c j o n a ł  p r o 
b l e m u ,  z  m i n i m a l i z a c j i  k t ó r e g o  mo żn a  b ę d z i e  z n a l e ź ć  n i e z n a n e  
w s p ó ł c z y n n i k i .  Na k o n i e c  p r z e d s t a w i o n e  b ę d ą  p r z y k ł a d y  n u m e r y 
c z n e  i l u s t r u j ą c e  i  t e s t u j ą c e  w c z e ś n i e j s z e  r o z w a ż a n i a  t e o r e t y 
c z n e .  Z o s t a n ą  p o r ó w n a n e  r o z w i ą z a n i a  d w ie m a  m e t o d a m i .  Wyzna
c z o n e  r ó w n i e ż  b ę d ą  p o l a  t e m p e r a t u r y  w o b s z a r a c h  k o n k r e t n y c h  

e l e m e n t ó w  m a s z y n  i  u r z ą d z e ń .

V . l .  S f o r m u ł o w a n i e  p r o b l e m u

S t a c j o n a r n e  p o l e  t e m p e r a t u r y  o p i s a n e  j e s t  l o k a l n i e  z a  p o 
mocą  r ó w n a n i e  P o i s s o n a  ( p o l e  ź r ó d ł o w e )  l u b  L a p l a c e ’ a ( p o l e  
b e z ź r ó d ł o w e ) ,  b ą d ź  g l o b a l n i e  z a  p om ocą  o d p o w i e d n i e g o  f u n k c j o 

n a ł u  ( p o r .  [ 3 9 ] , [ 6 6 ] ) .
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N i e c h  b a d a n e m u ,  r z e c z y w i s t e m u  o b i e k t o w i  o d p o w i a d a  o b s z a r  
g e o m e t r y c z n y  fi c  R3 ( l u b  R2 ) . Z a ł ó ż m y ,  ż e  r z e c z y w i s t e  o d d z i a ł y 
w a n i a  m i ę d z y  o b i e k t e m  a  o t o c z e n i e m  m o żn a  o p i s a ć  p o p r z e z  
z a d a n i e  o d p o w i e d n i c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  n a  o d p o w i e d n i c h  c z ę ś 
c i a c h  b r z e g u  3 f i .  T ak  w i ę c  p r z y j m i j m y ,  ż e  b r z e g  3fi  s k ł a d a  s i ę  z  
n = n 1 + n2 + n3 c z ę ś c i  ( o d p o w i a d a j ą c y c h  warunkom I , I I , I I I  r o d z a 
j u ) ,  t a k i c h  ż e

3Q = aQ 1 U a Q 2 U . . . U3Q„

( V . l )dęi1f)dClj = 0

A n a l i t y c z n i e  c a ł y  b r z e g  3f i  o r a z  j e g o  f r a g m e n t y  dCiJ o p i s a n e  
s ą  o d p o w i e d n i o  r ó w n a n i a m i :  w = w ( x )  i  t>i = ui ( x ) .

Na nl c z ę ś c i a c h  3fi  o k r e ś l o n o  t e m p e r a t u r ę  b r z e g u  Toi 
( i  = 1 ,  2 , . . . ,  ji, ) -  w a r u n e k  I r o d z a j u ;  n a  n2 c z ę ś c i a c h  -  s t r u 
m i e ń  c i e p ł a  qj ( j  = nx + 1 ,  . , . , n1 + n2 ) ,  c z y l i  w a r u n e k  I I  r o d z a j u  
i  n a  n3  c z ę ś c i a c h  b r z e g u  z a d a n o  w a r u n e k  c i ą g ł o ś c i  s t r u m i e n i a  
( t e m p e r a t u r a  o t o c z e n i a  w y n o s i  o d p o w i e d n i o  Tk“ , k = n 1 +' n2 + 
1 ,  . . . ,  n) -  w a r u n e k  I I I  r o d z a j u ,  t z n .

a )  d l a  i = l , 2 , . . . , n x

V = To1; ( v - 2)
b ) d l a  j  = n1 + 1 , . . . , nx + n2

'  i v . 3)

c )  d l a  k = n1 + n2 + 1 , . . . , n

= “ * ( r l " r ; )  ' ( v - 4 )lao* lao*

Wówczas  b e z ź r ó d ł o w e  p o l e  t e m p e r a t u r y  T= T ( x t , x 2 , x 3 ) w o b s z a r z e  
fi o p i s a n e  j e s t  r ó w n a n i e m  L a p l a c e ’ a  ( o p i s  l o k a l n y )

JL X n
V2 T (x )  =   = 0 , d l a  x =  ( x x ,  x 2 , x 3) c Q  , ( V . 5 )

d x l

b ą d ź  w rów noważnym o p i s i e  g l o b a l n y m  m u s i  m i n i m a l i z a o w a ć  f u n 
k c j o n a ł
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(v.6)

+ E '  t  f  T ^ ddQj -  E  4 *  f  { d d o k
j - ni*l a 3Qj Jc-n^Ujłl * dQk

In n y m i  s ł o w y ,  p o s z u k i w a n e  s t a c j o n a r n e  p o l e  t e m p e r a t u r y  w y z n a 
cz am y  z  r o z w i ą z a n i a  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e g o  ( V . 5 )  w r a z  z  w a r u n 
kami  b r z e g o w y m i  ( V . 2 - 4 )  l u b  p o p r z e z  m i n i m a l i z a c j ę  f u n k c j o n a ł u  
( V . 6 ) po  w s z y s t k i c h  d o p u s z c z a l n y c h  p o l a c h  t e m p e r a t u r y  s p e ł 

n i a j ą c y c h  w a r u n e k  ( V . 2 ) .
W p r z e p ł y w i e  c i e p ł a  r o z w a ż a  s i ę  r ó w n i e ż  z a g a d n i e n i e  s t a c j o 

n a r n e  d l a  o b s z a r u  fi c h a r a k t e r y z u j ą c e g o  s i ę  z m i e n n ą  w a r t o ś c i ą  
w s p ó ł c z y n n i k a  p r z e w o d z e n i a  X, t z n .  X=X( T)  . R ó w n a n i e  r ó ż n i c z 
kowe  o p i s u j ą c e  p o l e  t e m p e r a t u r y  w t a k i m  o b s z a r z e  j e s t  p o s t a c i

V[X(T)VT(xlt x 2, x 3) ] = g  -JL  = -Q v  > ( v - 7)

g d z i e :  qv -  w y d a j n o ś ć  o b j ę t o ś c i o w y c h  ź r ó d e ł  c i e p ł a .
R ó w n a n i e  p o w y ż s z e  s p r o w a d z a  s i ę  d o  r ó w n a n i a  L a p a l c e ’ a p r z e z  

p o d s t a w i e n i e

U = J X ( 6 ) d 8  , <V . 8 )

g d z i e  Tod j e s t  p r z y j ę t y m  p o z i o m e m  o d n i e s i e n i a  ( n p .  Tod = 0 ) ,  a
w i e l k o ś ć  U n a z y w a n a  j e s t  t e m p e r a t u r ą  K i r c h h o f f a  ( p o r .  [ 2 ,  5 ,

1 6 ,  3 4 ] ) .  Zauważmy,  ż e

d u  _ d u _ d r  m 1 m  _dT . .

a Ę  d r  d Ę  a Ę  '  ( v - 9)

s k ą d  w y n i k a  z a l e ż n o ś ć

d
dx<

1 2-E . ( V . 1 0 )
dxj

Wówczas  r ó w n a n i e  ( V . 7 )  s p r o w a d z a  s i ę  do  r ó w n a n i a  P o i s s o n a ,  a 

m i a n o w i c i e

W pro w ad zon a  z a m i a n a  z m i e n n y c h  ( V . 8 ) wymaga  z m o d y f i k o w a n i a  wa
ru nk ów  b r z e g o w y c h ,  p r z y  cz y m w a r u n k i  I i  I I  r o d z a j u  p r z e b u d o -
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w u j e  s i ę  w s p o s ó b  b a r d z o  p r o s t y :  -

T \ * ' T°* ~  V = ^  <v - i 2 >

, d T  _ ^  _  du
■ " ^ l a o / ^  "SElao," * • (V-13)

P e w i e n  p r o b l e m  może s t a n o w i ć  w aru ne k  b r z e g o w y  I I I  r o d z a j u
( p o r . [ 3 4 ,  3 8 ] ) :  K o r z y s t a j ą c  z  t w i e r d z e n i a  o w a r t o ś c i  ś r e d n i e j
możemy p o k a z a ć ,  ż e

T  ” T-  = , ( V . 14)

g d z i e  A.(£) j e s t  ś r e d n i ą  w a r t o ś c i ą  w s e n s i e  ca łko wy m f u n k c j i  
A.=A(T) w p r z e d z i a l e  ' ( T " , T ) .  O s t a t e c z n i e  w a ru ne k  ( V . 1 4 )  p r z e 
k s z t a ł c a  s i ę  d o  p o s t a c i

j h ( u ~ u ' ] '  “ ' u ' t r>  ( V 1 ! I

W a r t o ś ć  f u n k c j i  A.(£) możemy w y z n a c z y ć  w s p o s ó b  i t e r a c y j n y  
( p o r .  np .  [ 3 4 ,  3 8 ] ) .

V  .  2  .  O g ó l n a  . s t r u k t u r a  
r o z w i ą z a n i  a

Wprowadzimy k l a s ę  f u n k c j i ,  k t ó r e  n a  zadanym b r z e g u  dfi s p e ł 
n i a j ą  d o k ł a d n i e  w s z y s t k i e  w a r u n k i  b r z e g o w e  ( V . 2 - 4 ) .  Zauważmy,  
ż e  j e ś l i  d o b i e r z e m y  o d p o w i e d n i o  f u n k c j e  d>0 i  4>j, t o  f u n k c j a

( V . 1 6 )

( p o r . [ 5 5 ] )  może na  b r z e g u  o = o ( x )  c z y n i ć  z a d o ś ć  dowolnym wa
runkom,  bo

o r a z

aa d n  L,o 1 (”  • 18 )

g d z i e  w y k o r z y s t a n o  w c z e ś n i e j  w y k a z a n e  w ł a s n o ś c i  f u n k c j i  <d =
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= u ( x )  , a mi a n o w i c i e  o = 0 i  ( o )  = 1 d l a  x  e dSl .
Zanim o k r e ś l i m y  f u n k c j e  4>0 i  z e  w zor u  ( V . 1 6 ) ,  p r z e d s t a w i m y  
w aru nki  b r z e g o w e  ( V . 2 - 4 )  w p r z e k s z t a ł c o n e j  p o s t a c i :

a )  d l a  i  = 1 , 2  nŁ

T \ = T0t = f ± i ( V . 19)
IdO

b) d l a  j s B j + 1 ,  ■ • • , nx + n'2
S r  
dn I4 c i  = '  ( V . 20)

g d z i e  f J = - ‘l j / ^ j  >
c)  d l a  A: = /Jj + n2 + 1,  . . . , n

dT
dn laot * * lao* »

4 ? ,  = f k - h k T i (V . 21)

g d z i e  f*  = cck Tk' ° / \ k i  ^  = a * / * *  .
£ a t w o  z a u w a ż y ć ,  na p o d s t a w i e  wzorów ( V . 1 9 - 2 1 ) ,  ż e  f u n k c j e  

4>0 i Oj muszą s p e ł n i a ć  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i :
a)  d l a  i  = 1 , 2 ,  . . . , nx

$oi  = f i  • ( V . 22)
lao,

b ) d l a  j  = flj + 1 ,  . . . ,  + n2

lao., lao('
(V . 2 3 )

* i i  = f ilao,

c )  d l a  fc = + n2 + 1 ,  . . . , n

®il  = f k ~ h k® i ( V . 24)
lao.

a b y  f u n k c j a  ( V . 1 6 )  s p e ł n i a ł a  o d p o w i e d n i e  w ar u nk i  b r z e g o w e .  We 
w z o r a c h  ( V . 2 3 - 2 4 )  p o j a w i ł a  s i ę  nowa f u n k c j a  $ = 3>(.r), k t ó r e j  
p o s t a ć  może być  d ow o l n a  i  k t ó r e j  p o ś w i ę c i m y  w i ę c e j  uwagi  w 
d a l s z e j  c z ę ś c i  t e g o  r o z d z i a ł u .

o TWIERDZENIE V . l .
J e ż e l i  z d e f i n i u j e m y  f u n k c j e  3>0 i  j a k o

= 9 o i  *  ® 9 o2 ’
( V . 2 5  )

= ^11 ~ '
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g d z i e

0̂1

1  fE —h .  <■>>

n

X
„ ' y 02 — --------

s^ s i
( V . 26)

»11

n fE7 - ^ 1
n

E —
STiz =

CO,

n
X  T T

( V . 27)

t o  w ó w c z a s  o g ó l n a  s t r u k t u r a  r o z w i ą z a n i a  b ę d z i e  m i a ł a  p o s t a ć  

r ( x )  = sr0 1 - u D 1 (sr01) + u g 1 1 -M D 1 (4>g02) + $ g 0 2 - < o O g l 2  . ( v . 2 8 )

In n y m i  s ł o w y ,  f u n k c j a  p o s t a c i  ( V . 2 8 )  s p e ł n i a  ś c i ś l e  w s z y s 
t k i e  w a r u n k i  b r z e g o w e  ( V . 1 9 - 2 1 ) .
P o w y ż s z e  t w i e r d z e n i e ,  b e z  u m n i e j s z a n i a  j e g o  o g ó l n o ś c i ,  u d o 

w o d n im y  d l a  k o n k r e t n e j  l i c z b y  p o s z c z e g ó l n y c h  c z ę ś c i  b r z e g u ,  a  
m i a n o w i c i e  nx = 1 , n2 = 2 i  n3 = 2 , c z y l i  b a d a n y  b r z e g  s k ł a d a  s i ę  
z  5 c z ę ś c i :  n a  j e d n e j  z a d a n o  w a r u e n k  I r o d z a j u ,  n a  d w óc h  -  I I  
r o d z a j u  i  n a  dw ó ch  o s t a t n i c h  -  w a r u n e k  I I I  r o d z a j u .
Wów cza s  o g ó l n a  s t r u k t u r a  r o z w i ą z a n i a  p r z y j m i e  p o s t a ć

s

T ( x )  = - T i i _ - (l)Dl

S i
A

S i
+ 0)

E-JJ-2 1 
5

s  ̂
E -4-  ̂ o*

S i
E -

l SiJ

( V . 29)

l u b  po  p r o s t y c h  p r z e k s z t a ł c e n i a c h

E h .
Ww

+ ,A 4  <*>345 + ̂ 3  °>245 + <->235 + 4  +r ( * )  = f l t t »34S _ m p  [ f  1^2345 ]
^15 V ^15 /

U D ^ ł  0)1 (<0345 + ^245 + <->235 + “ 234) j .

^  <■>! (M345-f<->245-f<->23!>+M234) _ ^  K  M235 + h 5 M234
W

( V . 3 0 )

'25

Z a g a d n i e n i a  s t a c j o n a r n e g o  p r z e p ł y w u  c i e p ł a 53

W o s t a t n i m  w z o r z e  w p r o w a d z o n o  u p r o s z c z o n y  z a p i s  i l o c z y n u  k i l k u  
f u n k c j i  o>i , n p . o>i2 j= Mi<i) 2 « 3  o r a z  sumy k i l k u  i l o c z y n ó w  Af1 5  i  Afe5

i + w , , ^ + u 1, AĘ + w1..................
( V . 3 1 )

. +<!),„.+ w , + o > , , ,  .

Zauważmy,  ż e  f u n k c j a  ( V . 3 0 )  n a  b r z e g u  3Cli r ó w n a  s i ę  f i ,  g d y ż  
o b i e  f u n k c j e  o  i  Ui s ą  r ów n e  z e r o  d l a  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h .  T(x) 
d l a  p u n k t ó w  n a l e ż ą c y c h  do  dCli ( i  = 2 ,  3 , 4 ,  5 )  w y n o s i

r ( j )  Ml<  M345 + ^245 ^ 2 3 5  + «»>234) (v  32)
^15

t a k  w i ę c  n p .  d l a  x e d i l 3  6)3 = 0  i  M1 s=a 1 2 4 s ,  a  s t ą d  T( x ) = $  .
O p e r a t o r  Dj d z i a ł a j ą c y  n a  f u n k c j ę  (V.29)  d l a  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h  
d a j e  j a k o  w y n i k

D  ( T U ) )  - A  « 3 * 5 « 8 3 5  + A  «234 _
1 lao wis

( V . 3 3 )
_  a  fa>235 ł ^15 <0234

M25

D l a  x e 3 f i i  ( i = 2 ,  3 , 4 ,  5 )  mamy

D1 (T) = f i  , d l a  i  = 2 ,  3 ,
( V . 3 4 )

D1 (T) = f 1-^>hi , d l a  i  = 4 , 5  ,

a  t o  o z n a c z a  s p e ł n i e n i e  p o z o s t a ł y c h  wa ru nk ów  b r z e g o w y c h .
W t e n  s p o s ó b  w y k a z a l i ś m y ,  ż e  GSS p o s t a c i  ( V . 2 9 )  r z e c z y w i ś 

c i e  s p e ł n i a  w s z y s t k i e  w a r u n k i  ( V . 1 9 - 2 1 ) .
W ró c im y  w n a s z y c h  r o z w a ż a n i a c h  do  o g ó l n e j  s t r u k t u r y  r o z 

w i ą z a n i a  ( V . 2 8 ) .  W s k ł a d  GSS w c h o d z ą  f u n k c j e :  gjj ( V . 2 6 - 2 7 )  o d 
p o w i e d z i a l n e  z a  r o z s z e r z e n i e  wa run kó w b r z e g o w y c h  n a  c a ł y  b a d a 
n y  o b s z a r ,  f u n k c j a  G) = u ( x )  o p i s u j ą c a  o b s z a r  Cl j a k o  c a ł o ś ć  o r a z  
d o  t e j  p o r y  b l i ż e j  n i e o k r e ś l o n a  f u n k c j a  $  = 4>( x) .  O p i s z e m y  t e r a z  
s p o s o b y  o k r e ś l a n i a  o s t a t n i e j  z  w y m i e n i o n y c h  f u n k c j i .

S p o ś r ó d  f u n k c j i  n a l e ż ą c y c h  do  k l a s y ,  j a k ą  j e s t  GSS, p o 
s z u k u j e m y  t a k i e j ,  k t ó r a  s p e ł n i a  r ó w n a n i e  r ó ż n i c z k o w e  p r o b l e m u ,  
b ą d ź  m i n i m a l i z u j e  d a n y  f u n k c j o n a ł .  N a s z e  z a d a n i e  p o l e g a  w i ę c  
n a  o d p o w i e d n i m  d o b r a n i u  n i e z n a n e j  f u n k c j i  <J>. Możemy t o  u c z y n i ć  
n a  w i e l e  s p o s o b ó w .  N a j c z ę ś c i e j  s t o s o w a n y  ( p o r . [ 4 8 , 4 9 , 6 2 ] )  p o 
l e g a  na  p r z y j ę c i u  t e j ż e  f u n k c j i  w p o s t a c i
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N
4>(X) = ^ A JC* Jt(x )  , ( V . 35  )

*=i

g d z i e  0 * ( x )  s ą  z n a n y m i  f u n k c j a m i ,  a  w s p ó ł c z y n n i k i  ^  n i e 
z n a n y m i  p a r a m e t r a m i  w y z n a c z a n y m i  z  r ów n ań  p r o b l e m u .  W p r z y k ł a 
d a c h  p r e z e n t o w a n y c h  w t e j  p r a c y  b ę d z i e m y  w y z n a c z a l i  j e  m e t o d ą  
g l o b a l n ą  ( w a r i a c y j n ą ) ,  p o p r z e z  z n a j d o w a n i e  w a r t o ś c i  s t a c j o n a r 
n e j  f u n k c j o n a ł u  ( V . 6 ) ,  b ą d ź  m e t o d ą  G a l e r k i n a ,  l u b  w r e s z c i e  me
t o d ą  n a j m n i e j s z y c h  k w a d r a t ó w  ( p a t r z  r o z d z . V I I . ) .  Gdy b a d a n y  
o b s z a r  fi j e s t  p o d o b s , z a r e m  p r z e s t r z e n i  d w u w y m i a r o w e j  ( 2 D ) ,  t o
w ó w c z a s  w z ó r  ( V . 3 5 )  m o że  p r z y j ą ć  p o s t a ć

N
<b(.x1, x 2) = Y '  Ai A iJ (x1, x 2) . ( V . 3 6 )

i  “ i

N i e z b a d a n y m  d o  t e j  p o r y ,  od  s t r o n y  m a t e m a t y c z n e j , p r o b l e m e m  
j e s t  s p o s ó b  d o b o r u  z n a n y c h  f u n k c j i  0^. . J a k  w i d a ć  z  p o w y ż s z e g o
w z o r u ,  f u n k c j e  t e  mogą  b y ć  p r z y j ę t e  n p .  j a k o  j e d e n  z  n a s t ę p u 
j ą c y c h  i l o c z y n ó w :

$ i j  ~ X1 x 2

4 ) .̂ = s i n ( i t i x x) s i n ( i t  j x 2) ( y . 3 7 )

<ł>ij = ^ ( * 1 ) Cj (x2)

g d z i e  w o s t a t n i m  p r z y k ł a d z i e  f u n k c j e  Cj, Cj mogą  b y ć  n p . w i e l o 
m ia n a m i  C z e b y s z e w a  l u b  L e g e n d r e ’ a .

J e ż e l i  d o k o n a m y  p o d z i a ł u  o b s z a r u  fi n a  e l e m e n t y  s k o ń c z o n e  
( p o r .  [ 5 2 ,  6 7 ] ) ,  t o  f u n k c j e  mogą b y ć  f u n k c j a m i  k s z t a ł t u ,  a
n i e z n a n e  p a r a m e t r y  A^ p o s z u k i w a n y m i  w a r t o ś c i a m i  w ę z ł o w y m i  me
t o d y  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h .

M o ż l i w e  j e s t  r ó w n i e ż  z n a j d o w a n i e  n i e z n a n y c h  p a r a m e t r ó w  me
t o d ą  k o l o k a c j i ,  b ą d ź  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h .  W tym o s t a t n i m  p r z y 
p a d k u  n a l e ż a ł o b y  d o k o n a ć  d y s k r e t y z a c j i  o b s z a r u  fi ( s t w o r z e n i e  
o d p o w i e d n i e j  s i a t k i  w ę z ł ó w )  i  z a s t ą p i ć  p o c h o d n e  t e m p e r a t u r y  w 
r ó w n a n i u  p r o b l e m u  ( V . 5 )  r ó ż n i c a m i  s k o ń c z o n y m i .

W s z y s t k i e  k r ó t k o  w y ż e j  o p i s a n e  m e t o d y  w e f e k c i e  końcowym  
s p r o w a d z a j ą  s i ę  d o  r o z w i ą z a n i a  l i n i o w e g o  u k ł a d u  ró w n a ń  a l g e 
b r a i c z n y c h  o n i e w i a d o m y c h  Akl ( d l a  z a g a d n i e n i a  2D) p o s t a c i
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E Ki m Aki = B u  . (v.38)

Z a l e t a m i  m e t o d y  g l o b a l n e j  j e s t  m a ł a  l i c z b a  n i e w i a d o m y c h  w p o 
r ó w n a n i u  z  m e t o d a m i  d y s k r e t n y m i  ( p a t r z  p r z y k ł a d y ) , a  t a k ż e  
f a k t ,  ż e  u z y s k a n a  f u n k c j a  o p i s u j ą c a  p o l e  t e m p e r a t u r y  j e s t  c i ą 

g ł a  i  g ł a d k a  ( p o r . [ 2 8 , 6 2 , 6 5  ] ) .

V  .  3  .  R o z w i ą z a n i e  s  t a c j  o n a r n e g o  
p  r  o  b 1  e m u  w y m i a n y  c i e p ł a

D l a  u p r o s z c z e n i a  z a p i s u  w p r o w a d z i m y  i n n e  o z n a c z e n i e  p o c h o d 
n e j  c z ą s t k o w e j  p o  z m i e n n e j  p r z e s t r z e n n e j  l u b  c z a s o w e j  (w n a 
s t ę p n y c h  r o z d z i a ł a c h ) :  d ( . ) / 3 x j =  ( . ) , i  np . d2T/dx ldx 2 = T 1 2  .

S k o n c e n t r u j e m y  n a s z ą  uw a gę  n a  p r o b l e m i e  w y z n a c z a n i a  u s t a l o 
n e g o  p o l a  t e m p e r a t u r y  w o b s z a r z e  fi z  p r z e s t r z e n i  2D,  c z y l i  
p o s z u k u j e m y  t a k i e j  f u n k c j i  T z  k l a s y  f u n k c j i  ( V . 2 8 ) ,  t j .

T(x)  = g r ^ - w D ^ g ^ )  +o)gr1 1 - w D 1 (4>sr02) + 9  g02 - <t> g12 ( V . 3 9 )

k t ó r a  m i n i m a l i z o w a ł a b y  f u n k c j o n a ł  ( V . 6 ) .
P r z y j m i j m y ,  ż e  f u n k c j a  4>, w y s t ę p u j ą c a  w GSS ( V . 2 8 )  b ę d z i e  p o 

s t a c i  ( V . 3 6 ) ,  c z y l i

$ ( x 1 , X2) = J T  Ażj  <J>jj (xx, x 2) , ( V . 4 0 )

w ó w c z a s  w z ó r  ( V . 3 9 )  p r z y j m i e  f o r m ę

T(xx, x 2) =X0 t E E  AklXkl ' (V.  41 )
k 1

g d z i e  w p r o w a d z o n o :

*0 = SToi -  w , i  SToi.i + “ £11 /

X k i  = 4 ' w [ s r0 2 - “ ( s r i 2 + “ , i g o s . i  + w ,2 9ro2. 2 )^  + ( V . 42)

" ^*1,1 ( W,1 “  ^02 > "  2 < “ .2 “  9 0 2  > ■

J e ż e l i  f u n k c j ę  T z d e f i n i o w a n ą  w zo rem  ( V . 4 1 )  w s t a w i m y  do  f u n k 
c j o n a ł u  n a s z e g o  z a d a n i a  ( V . 6 ) ,  t o  w ł a ś c i w i e  s t a n i e  s i ę  o n  f u n -
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k e j ą  z m ie n n y c h  Akl , a w ar u ne k  s t a c j o n a r n o ś e i  t e g o  f u n k c j o n a ł u

6 J [ T ]  = 0 , ( V . 43 )

z a m i e n i  s i ę  na  w ar u n e k  k o n i e c z n y  eks t re mu m  f u n k c j i  w i e l u  z m i e 
n ny ch  w p o s t a c i  u k ł a d u  równań

-  a ,  J = 0 > k , l = l ,  ■ . ■ , N  ( V . 44 )
ĆAki

lu b  i n a c z e j

N

£  K i j k i A k i  = B i j  • ( V . 45 )
JC, i  = 1

g d z i e

K u u m( lX u . iXk l . i+Xi i . iXu . i )  d n +  E  I T  f  Xi i Xklddai! ;
Q łD-u1*n2 + l m dQ„

Bki = - [  (Xo.iXki.i+Xo.2Xki.2) dQ -  £  - r  r °" /  ^ i < « Q . - ( V . 4 6 )
Q in = H i* O j* l »  3Q„

- E  -r  /  .

Na k o n i e c  zauważmy,  ż e  t a k  s t r u k t u r ę  r o z w i ą z a n i a ,  j a k  i  
w s p ó ł c z y n n i k i  r ó w n a n i a  ( V . 4 6 )  można n i e c o  u p r o ś c i ć  p r z e d s t a 
w i a j ą c  w a ru n k i  b r z e g o w e  I I  r o d z a j u  w p o s t a c i  warunków I I I  r o 
d z a j u ,  d l a  k t ó r y c h  p r z y j ę t o  o d p o w i e d n i e  s t a ł e  hk = 0 .

^  ^  •  ^ > r z y k ł  a d y  n u m e r y c z n e

W t e j  c z ę ś c i  p r a c y  p r z e d s t a w i m y ,  w p o s t a c i  w y k r e s ó w  i  t a 
b e l ,  p r z y k ł a d y  n u m e r y c z n e  i l u s t r u j ą c e :

a )  p o r ó w n a n i e  u z y s k a n y c h  w y ni kó w  z  r o z w i ą z a n i a m i  o t r z y m a n y 
mi m et od ą  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h  l u b  z r o z w i ą z a n i e m  a n a l i t y c z n y m .

b) wpływ na  d o k ł a d n o ś ć  o b l i c z e ń  l i c z b y  p r z y j ę t y c h  wyraz ów  
s z e r e g u  ( V . 4 0 )  .

O b l i c z e n i a  z o s t a n ą  p r z e p r o w a d z o n e  d l a  w s p ó ł r z ę d n y c h  b e z 
wy m ia ro w y ch ,  a u z y s k a n e  w y n i k i  p r z e d s t a w i o n e  p o p r z e z  t e m p e r a -
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t u r ę  z r e d u k o w a n ą  8 , o k r e ś l o n ą  n a s t ę p u j ą c ą  z a l e ż n o ś c i ą

( V . 4 7 )

Z a m i a s t  w s p ó ł r z ę d n y c h  x x , x2 b ę d z i e m y  u ż y w a ć  o z n a c z e ń  x,  y .

e (x 1#x 2 ) = r U l , X 2 ) -—
T  -  T"•‘ max

■r P r z y k ł a d  V . l .
W yz na cz yć  u s t a l o n y  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w k w a d r a c i e  j e d 

nos tko wy m,  k t ó r e g o  b o k i  ponumerowano  j a k  na r y s . V . l .
R o zp a tr zy m y  t r z y  z a d a n i a  r ó ż n i ą c e  
s i ę  r o d z a j e m  za d a n y c h  warunków  
b r z e g o w y c h  na p o s z c z e g ó l n y c h  c z ę 
ś c i a c h  b r z e g u .  We w s z y s t k i c h  z a 
d a n i a c h  w s p ó ł c z y n n i k  p r z e w o d z e n i a  
c i e p ł a  A. = 360  [W/m K] .

Z a d a n i e  1.
B r z e g  3 o g r z e w a n y  b ę d z i e  s t r u 

m ie n ie m  q  = 65 0 00  [W/m2 ] ,  d l a  b r z e 
gów 2.  i  4.  z a ł o ż o n o  j e d n o r o d n y  
w aru nek  I I  r o d z a j u  ( z e r o w y  s t r u 
mień  c i e p ł a ) ,  na b r z e g u  1. za da no  
warunek  I I I  r o d z a j u  i  p r z y j ę t o  
w s p ó ł c z y n n i k  p r z e j m o w a n i a  c i e p ł a

R y s . V . l .  O b s z a r  f i  i  j e g o  
c z ę ś c i  b r z e g u  

F i g . V . l .  D o m a i n  f i  a n d  i t s  
p a r t s  o f  b o u n d a r y o =  150 [W/m2 K] o r a z  t e m p e r a t u r ę  

o t o c z e n i a  T“ = 3 0 [ * C ) .

Z a d a n i e  2 .
D la  b r z e g ó w  1. i  3 .  p r z y j ę t o  w ar u nk i  j a k  w p o p r z e d n im  z a d a 

n i u ,  a d l a  p o z o s t a ł y c h  c z ę ś c i  waru ne k  I I I  r o d z a j u  z p a r a m e t r a 

mi j a k  d l a  b r z e g u  1.

Z a d a n i e  3 .
P r z y j ę t o  d l a  b r z e g u  4 .  waru ne k  s y m e t r i i  p o l a  t e m p e r a t u r y  

( z e r o w y  s t r u m i e ń ) ,  a d l a  p o z o s t a ł y c h  b r z e g ó w  j a k  w z a d a n i u  

p o p r z e d n i m .
Z n o r m a l i z o w a n e  do p i e r w s z e g o  r z ę d u  r ó w n a n i e  b r z e g u  kw ad ra tu  

j e d n o s t k o w e g o  o trzymamy j a k o  z ł o ż e n i e  dwóch pasm

Qx = t (1 - x )  X> 0} , Q2 = l(l-y)y>0) . ( V . 4 8 )

c z y l i  ( p o r . r o z d z . 1 1 1 . )
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R y s .  V . 2 .  W a r u n k i  b r z e g o w e  d l a  p o s z c z e g ó l n y c h  z a d a ń  
F i g .  V . 2 .  B o u n d a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h e  p r o b l e m s  1 - 3

o  = ( 1  - x )  x  + ( 1  - y )  y - V (  1  ~ x )  2x 2 + ( 1  - y )  2y 2 ( V . 4 9 )

We w z o r z e  ( V . 4 9 )  z a s t o s o w a n o  -R0~ k o n i u n k c j  ę  z d e f i n i o w a n ą  w z o r e m  
( I I . 7 ) j .  P o s z c z e g ó l n e  f r a g m e n t y  ( b o k i )  b r z e g u  a n a l i z o w a n e g o  
k w a d r a t u  o p i s z e m y ,  k o r z y s t a j ą c  z z a l e ż n o ś c i  ( I I I . 3 3 ) ,  t z n .

« i  = ' J ( e * V 0 w1 ) i =  1 , 2 , 3 , 4 .  ( V . 5 0 )

g d z i e  ej  o z n a c z a j ą  r ó w n a n i e  o b s z a r u  z a w i e r a j ą c e g o  i - t y  b o k  k w a 
d r a t u ,  a  Wj d o p e ł n i e n i e  o b s z a r u  w y c i n a j ą c e g o  z e i d a n y  b o k

e x = y  = x  ( x - l )

= y  ( y - D
e 3 = 1 - y  
e .  = x

X ( x - 1 )

= y  ( y - 1 )

( V . 5 1 )

O g ó l n a  s t r u k t u r a  r o z w i ą z a n i a  d l a  t r z e c h  p o w y ż s z y c h  z a d a ń  
b ę d z i e  m i a ł a  p o s t a ć

i  i
y ,  y -  i

r ( j r )  = <J
4 4
E -  E -j h  “j f z  »i

+ <& -  m Dł ( $  ) .

( V .5 2 ]

l u b  p o  p r z e k s z t a ł c e n i u
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T (x ) = <0 f l ° m  ł  f 2M134 + f 3«124 + f 4«123 +
**14

-  o D l ( $ )  + $  + ( v  53)

* 1 U 234 + ■h 2 C0134 + h 3 W 124 + Ąl U 123
«14

g d z i e

«14 = W234 + U 134+ U 124+ U 123 '  ( V . 5 4 )

o r a z  o)123 = o l o 2 o 3 i t p .
D l a  w s z y s t k i c h  z a d a ń  p r z y j m i e m y  f u n k c j ę  4> w p o s t a c i  w i e l o m i a n u

N

Q ( x , y )  = E  Ai 3x i y j  • ( V . 55)
i r j - l
i  *jiD

W s p ó ł c z y n n i k i  f t i  ht we w z o r z e  ( V . 5 2 )  b ę d ą  p r z y j m o w a ł y  r ó ż n e  
w a r t o ś c i  w z a l e ż n o ś c i  o d  r o z p a t r y w a n e g o  z a d a n i a .  I t a k  d l a  
z a d a n i a :

1 .  f Ł = a  T “/ X  , f 2 = -f4 = 0
h x = a / X  , •̂ 2 ” ^3 ” A

2 .  f Ł = f 2 = f 4 = a r / X , f 3 = g A  ,

h x = h 2 = h 4 =. a  A  ,

oII<■0
•ej

3 . f l  -  f ,  = a  r “A  , ■f3 = <?A /

7^ = = a  A  , h 3 = h 4 = 0

R o z w i ą z a n i e  z a d a n i a  1 .

( V . 5 6 )

f , = 0 ,

Z a d a n i e  t o  z f i z y c z n e g o  i  m a t e m a t y c z n e g o  p u n k t u  w i d z e n i a  
j e s t  b a r d z o  p r o s t e ,  p o n i e w a ż  d o t y c z y  o b i e k t u  s y m e t r y c z n e g o  z  
s y m e t r y c z n y m i  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i  ( o s i ą  s y m e t r i i  j e s t  p r o s t a  
x  = 0 . 5 ) .  W z a s a d z i e  j e s t  t o  p r o b l e m  j e d n o w y m i a r o w y ,  a  t o  o -  
z n a c z a ,  ż e  d l a  k a ż d e g o  p r z e k r o j u  y  = c o n s t ,  p o l e  t e m p e r a t u r y  
j e s t  s t a ł e  ( T  = c o n s t ) .  J e d n a k ż e  z n u m e r y c z n e g o  p u n k t u  w i 
d z e n i a ,  j e ś l i  n i e  u w z g l ę d n i a ć  w y ż e j  w y m i e n i o n y c h  w ł a s n o ś c i  
t e g o  z a d a n i a ,  j e s t  o n o  d o b r y m  t e s t e m  m e t o d y  J ? - f u n k c j i .  S t o s u 
j ą c  MRF t r a k t o w a n o  b a d a n y  o b s z a r  j a k o  d w u w y m i a r o w y  i  r o z -
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w i ą z y w a n o  j a k o  p r o b l e m  d w u w y m i a r o w y ,  w k t ó r y m  n i e  z a k ł a d a n o  
s y m e t r i i  i  s t a ł o ś c i  p o l a  t e m p e r a t u r y  d l a  k a ż d e j  r z ę d n e j  y.

N i e t r u d n o  z a u w a ż y ć ,  ż e  r o z w i ą z a n i e m  a n a l i t y c z n y m  z a d a n i a  
p i e r w s z e g o  j e s t  f u n k c j a  T=Cy+ D,  k t ó r e j  s t a ł e  C i  D w y z n a c z y 
my z w a r u n k ó w . b r z e g o w y c h :

dr(l )/dy= / 3  i  dT(0 )/dy= / 1 - r(0 )/2, .
Tak  w i ę c  d l a  k a ż d e g o  x e ( 0 , l )  i  y= c o n s t  t e m p e r a t u r a  T= 
= c o n s t .

T a b e l a  V .1
W y n i k i  u z y s k a n e  m e t o d ą  i ? - f u n k c j i  i  z  r o z w i ą z a n i a  a n a l i 

t y c z n e g o  -  z a d a n i e  1.

Rozwiązanie  MRF 0=( T-T')/( Tm.-T*) Rozwiąza
n i e  ana-  
1  i tyczne->x

iy
0.05 0. 15 0 .25 0 .35 0 .45

0. 95 0 .99 0 .99 1 . 0 0 1 . 0 0 1 . 0 0 1 . 0 0

0 .85 0 .96 0.96 0 . 96 0 .96 0. 96 0. 97

0 .75 0 .94 0. 93 0 .93 0 .93 0 .93 0 .94

0 .65 0.91 0 .90 0 .90 0 .90 0 .90 0.91
0. 55 0 .87 0 .87 0 .87 0 .87 0. 87 0 . 8 8

0.45 0 .84 0 .84 0 .84 0 .84 0 .84 0 .85

0 .35 0.81 0 .81 0 . 82 0 .82 0 .82 0 .82
0 .25 0 .78 0 .78 0 .79 0 .79 0.79 0 .79
0 .15 0. 75 0 .75 0 .75 0. 75 0. 75 0 .76
0 .05 0. 72 .0.72 0 . 72 0. 72 0.71 0.73

T a b e l a  V . l .  z a w i e r a  p o r ó w n a n i e  w y n i k ó w  r o z w i ą z a n i a  a n a l i 
t y c z n e g o  i  z a  p o m o c ą  . R - f u n k c j i .  W p r z y p a d k u  t e g o  o s t a t n i e g o  
p o d a n o  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  d l a  p i ę c i u  p r z e k r o j ó w  * = 0 . 0 5 ,  0 . 1 5 ,
0 . 2 5 ,  0 . 3 5 ,  0 . 4 5  ( o t r z y m a n e  r o z w i ą z a n i e  j e s t  i d e a l n i e  s y m e t r y 
c z n e  w z g l ę d e m  x = 0 . 5 ) .  J a k  w i d a ć ,  r o z w i ą z a n i e  p r z y  u ż y c i u  R- 
f u n k c j i  n i e  j e s t  s t a ł e  d l a  y = c o n s t ,  c o  w y n i k a  z  f a k t u ,  ż e  wew
n ą t r z  r o z p a t r y w a n e g o  o b s z a r u  p r z y b l i ż a m y  s t a ł ą  f u n k c j ę  w i e l o 
mi an em $ .  W y d a j e  s i ę  j e d n a k ż e ,  ż e  r ó ż n i c e  t e  n i e  s ą  i s t o t n e  
( m n i e j s z e  n i ż  1%) .  T en  b a r d z o  p r o s t y  p r o b l e m  ( a l e  d o ś ć  t r u d n y  

d o  o p i s u  z a  p o m o c ą  w i e l o m i a n ó w )  p o k a z u j e  d o b r e  w ł a s n o ś c i  R- 
f u n k c j i  do  w y z n a c z a n i a  j e d n o r o d n y c h  p ó l  t e m p e r a t u r y .
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b)  R o z w i ą z a n i e  z a d a n i a  2 .

R y s .  V . 3 .  Rozkład temperatury  dla zadania 2.
F i g .  V . 3 .  Temperature d i s t r i b u t i o n  f o r  the 2nd problem

R o z w i ą z a n i e m  z a d a n i a  2 .  p o w i n n o  b y ć  p o l e  t e m p e r a t u r y  sy m e
t r y c z n e  w z g l ę d e m  p r o s t e j  j r = 0 . 5 .  I r z e c z y w i ś c i e  p r z y j m u j ą c  we  
w z o r z e  ( V . 5 5 )  JV= 5 ( w i e l o m i a n y  j u ż  t e g o  r z ę d u  d a j ą  z a d o w a l a j ą 
c e  w y n i k i  -  p a t r z  p r z y k ł a d  V . 2 . ) ,  o t r z y m a m y  j a k o  r o z w i ą z a n i e  
i d e a l n i e  s y m e t r y c z n ą  p o w i e r z c h n i ę  p r z e d s t a w i o n ą  na  r y s . V . 3 .

T a b e l e  V . 2 .  i  V . 3 .  z a w i e r a j ą  s z c z e g ó ł o w e  w y n i k i  l i c z b o w e  
t e g o  p r o b l e m u  ( j e d y n i e  d l a  p o ł o w y  o b s z a r u ,  g d y ż  k o r z y s t a m y  z  
s y m e t r i i  r o z w i ą z a n i a ) .  Ze w z g l ę d u  n a  t r u d n o ś c i  z w i ą z a n e  z e  
z n a l e z i e n i e m  r o z w i ą z a n i a  a n a l i t y c z n e g o  w y n i k i  s y m u l a c j i  nume
r y c z n e j  p o r ó w n u j e m y  z r o z w i ą z a n i a m i  u z y s k i w a n y m i  m e t o d ą  r ó ż n i c  
s k o ń c z o n y c h ,  k t ó r a  d l a  t e g o  t y p u  z a d a ń  z a p e w n i a  b a r d z o  d o b r ą  
a p r o k s y m a c j ę  r o z w i ą z a n i a  d o k ł a d n e g o .  Z a s t o s o w a n o  MRS w w a r i a n 
c i e  na zy w a ny m w l i t e r a t u r z e  e l i m i n a c j ą  w ę z ł ó w  b r z e g o w y c h ,  p o r .
[ 3 8 ]  ( t a k i  w a r i a n t  m e t o d y  d a j e  a p r o k s y m a c j ę  war un kó w b r z e g o 
w y c h  o  j e d e n  r z ą d  d o k ł a d n i e j s z ą  n i ż  w a r i a n t  k l a s y c z n y ) .  Na
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o b s z a r  k w a d r a t u  n a ł o ż o n o  s i a t k ę  '30 x  30  o  A*  = A y  = 1 / 3 0 .  C z a s  
r o z w i ą z a n i a  z a  p o m o c ą  MRS b y ł  d ł u ż s z y  o o k .  30%. U k ł a d  r ó w n a ń ,  
d o  k t ó r e g o  s p r o w a d z a  s i ę  t e n  p r o b l e m ,  r o z w i ą z a n o  m e t o d ą  i t e r a -  
c y j n ą  G a u s s a  -  S e i d e l a .

T a b e l a  V . 2
T e m p e r a t u r a  z r e d u k o w a n a  w y z n a c z o n a  z a  p o m o c ą  m e t o d y  

. R - f u n k c j i  -  z a d a n i e  2 .

Rozwiązanie MRF 0 = ( T-Tco)/( TmnT -  T°°)
-*x

Ay
0.05 0.15 0.25 0.35 0.45

0.95 0.91 0.95 0.98 0.99 0.99
0.85 0.84 0.87 0.89 0.91 0.91
0.75 0.78 0.80 0.82 0.83 0.84
0.65 0.73 0.75 0.76 0.77 0.78
0.55 0.68 0.70 0.72 0.73 0.73
0.45 0.63 0.65 0.67 0.69 0.69
0.35 0.59 0.62 0.64 0.65 0.65
0.25 0.55 0.58 0.60 0.61 0.62
0.15 0.53 0.55 0.57 0.57 0.58
0.05 0.51 0.53 0.53 0.54 0.54

T a b e l a  V . 3
T e m p e r a t u r a  z r e d u k o w a n a  w y z n a c z o n a  m e t o d ą  r ó ż n i c  

s k o ń c z o n y c h  -  z a d a n i e  2 .

Rozwiązanie MRS 0 = (7’-r®)/(7 - r°°)
-*x

iy 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45

0.95 0.93 0.96 0.98 0.99 1 . 0 0

0.85 0.86 0.89 0.91 0.92 0.93
0.75 0.80 0.82 0.84 0.86 0.86
0.65 0.74 0.77 0.79 0.80 0.80
0.55 0.69 0.72 0.73 0.75 0.75
0.45 0.65 0.67 0.69 0.70 0.70
0.35 0.61 0.63 0.65 0.66 0.66
0.25 0.58 0.60 0.61 0.62 0.63
0.15 0.55 0.57 0.58 0.59 0.59
0.05 0.52 0.54 0.55 0.56 0.57
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T a b e l a  V . 4
T e m p e r a t u r a  z r e d u k o w a n a  w y z n a c z o n a  z a  p o m o c ą  MRF 

-  z a d a n i e  3.

Rozwiązanie MRF 0=(T-T*)/ < w -
-*x

iy
0.15 0.35 0.55 0.75 0.95

0.95 0.986 0.974 0.945 0.904 0.841

0.85 0.927 0.916 0.890 0.850 0.790

0.75 0.879 0.861 0.836 0.800 0.751

0.65 0.837 0.817 0.793 0.760 0.713

0.55 0.798 0.780 0.758 0.724 0.675

0.45 0.760 0.746 0.725 0.691 0.637

0.35 0.724 0.714 0.694 0.660 0.603

0.25 0.691 0.682 0.662 0.630 0.574

0.15 0.660 0.647 0.625 0.599 0.552

0.05 0.630 0.613 0.587 0.564 0.534

T a b e l a  V . 5
T e m p e r a t u r a  z r e d u k o w a n a  w y z n a c z o n a  z a  p om o cą  MRS 

-  z a d a n i e  3 .

Rozwiązanie MRS 0=(T-r®)/ < w - 0
! -+x

iy
0.15 0.35 0.55 0.75 0.95

0.95 0.982 0.967 0.940 0.900 0.844

0.85 0.939 0.924 0.897 0.857 0.803

0.75 0.898 0.883 0.857 0.818 0.765

0.65 0.858 0.844 0.818 0.780 0.730

0.55 0.821 0.807 0.782 0.745 0.697

0.45 0.786 0.772 0.748 0.712 0.666

0.35 0.752 0.739 0.715 0.681 0.637

0.25 0.720 0.708 0.685 0.652 0.609

0.15 0.690 0.678 0.656 0.624 0.583

0.05 0.661 0.650 0.629 0.598 0.559

R y s u n k i  V . 4 .  i  V . 5 .  p o k a z u j ą  r ó ż n i c ę  p o m i ę d z y  r o z w i ą z a n i a m i  
m et o d am i  MRF i  m e t o d ą  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h  (MRS). P i e r w s z y  p o 
r ó w n u j e  w y n i k i  d l a  y=  c o n s t  = 0 . 0 5 ,  0 . 5 5 ,  0 . 8 5  ; d r u g i  d l a  x  = 
c o n s t  = 0 . 0 5  i  0 . 4 5  . J a k  w i d a ć ,  r ó ż n i c e  p o m i ę d z y  ty m i  r o z w i ą 
z a n i a m i  n i e  s ą  d u ż e  i  n i e  p r z e k r a c z a j ą  2 %.
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R y s  . 
F i g .

t e m p e r a t u r a  z re d u k o w a n a

1.00
0.95
0.90

0.85

0.80
0.75

0.70
0.65
0.60

0.55

0.50

0.45

0.40

V . 4 .
V . 4 .

—. A

O °  O o

Oznaczenia

MRF y “ 0 . 0 5

— MRF y s 0 . 5 5

— MRF y = 0 . 8 5

o MRS y - 0 . 0 5

□ MRS y 0 . 5 5

A MRS y - 0 . 8 5

1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1-
0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

o d c i ę t e

Rozk ład  tempera tury  d la  p r z ek r o jó w  y  = cons t  
Temperature d i s t r i b u t i o n  f o r  s e c t  i ons  y  = cons t

t e m p e r a t u r a  z re d u k o w a n a

—  MRP 

O  MRS 

□  HR S

Oznaczenia  

MRP x  = 0 . 0 5  

X -  0 . 4 5  

X -  0 . 0 5  

X -  0 . 4 5

r z ę d n e

R y s .  V . 5 .  Rozkład tempera tury  w p r z e k r o ja c h  x  = cons t  
F i g .  V . 5 .  Temperature d i s t r i b u t i o n  f o r  s e c t i o n  x  = cons t
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c )  R o z w i ą z a n i e  z a d a n i a  3 .

I n a  k o n i e c  p r z e d s t a w i m y  w y n i k i  r o z w i ą z a n i a  z a d a n i a  3 .  i  
p o r ó w n a m y  o b y d w i e  m e t o d y .  P o l e  t e m p e r a t u r y  b ę d ą c e  r o z w i ą z a n i e m  
t e g o  p r o b l e m u  , j e s t  p o w i e r z c h n i ą  p r z e d s t a w i o n ą  n a  r y s u n k u  V . 6 .

R y s .  V . 6 .  Rozkład po la  temperatury  dla zadania 3.
F i g .  V . 6 .  Temperature d i s t r i b u t i o n  f o r  the 3rd problem

S z c z e g ó ł o w e  w y n i k i  z a  p o m o c ą  MRF i  MRS z a w i e r a j ą  t a b e l e
V . 4 - 5 .  R ó w n i e ż  i  o n e  p o t w i e r d z a j ą  d u ż ą  z g o d n o ś ć  o b y d w u  r o z 
w i ą z a ń  .
■ ■

»  P r z y k ł a d  V . 2 .
W p r z y k ł a d z i e  t y m  r o z p a t r z y m y  z a d a n i e  p o d o b n e  d o  p o p r z e d 

n i c h ,  a  m i a n o w i c i e  w y z n a c z y m y  p o l e  t e m p e r a t u r y  w k w a d r a c i e  
j e d n o s t k o w y m  ( p a t r z  r y s .  V . I . ) ,  n a k ł a d a j ą c  n a  b r z e g  d o l n y  i  
l e w y  w a r u n e k  s y m e t r i i  p o l a  t e m p e r a t u r y ,  o d  g ó r y  o g r z e w a m y  go  
s t r u m i e n i e m  q, a  n a  b r z e g  p r a w y  n a r z u c a m y  w a r u n e k  I I I  r o d z a j u  
( w a r t o ś c i  l i c z b o w e  j a k  w p r z y k ł a d z i e  V . I . ) .
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Porównamy z e  s o b ą  r o z w i ą z a n i a  o t r z y m a n e  m e t o d ą  r ó ż n i c  s k o ń 
c z o n y c h  i  m e t o d ą  f i - f u n k c j i ,  p r z y  r ó ż n y c h  w i e l k o ś c i a c h  mak
s y m a l n e g o  s t o p n i a  w i e l o m i a n u  o k r e ś l a j ą c e g o  f u n k c j ę  4  ( p o r . w z ó r  
( V . 5 5 ) ) .  O b l i c z e n i a  p r z e p r o w a d z o n o  d l a  N=2 ,  3 , 4 ,  5 ,  6  -  o d p o 
w i a d a  t o  p r z y j ę c i u  f u n k c j i  $  j a k o  sumy o d p o w i e d n i o  6 , 1 0 , 1 5 , 2 1 ,  
28  s k ł a d n i k ó w .  J e d n o c z e ś n i e  j e s t  t o  m a k s y m a l n a  l i c z b a  n i e w i a 
domych  k o n i e c z n y c h  d o  o k r e ś l e n i a  p o l a  t e m p e r a t u r y  w c a ł y m  b a 
danym o b s z a r z e .

temperatura [°C]
560-,-------------------

550

540

530

520

510

500

490

480

470

460

R y s . V . 7 .

0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 
odciete

Porównanie rozwiązan ia  MRS i  MRF

Oznaczenia 

+ MRS 

■ MFR n -  26 
*  MRF n -  21 
O MRF n -15 

□ MRF n -  10 
A MRF n -  6

F i g . V . 7 .  Comparison o f  s o l u t i o n  by FDM and RFM

R y s u n e k  V . 7 .  i  t a b e l a  V . 6 . i l u s t r u j ą  r ó ż n i c e  p o m i ę d z y  r ó ż 
nymi  r o z w i ą z a n i a m i  MRF ( t y m r a z e m  p r z e d s t a w i l i ś m y  w y n i k i  w 
w i e l k o ś c i a c h  b e z w z g l ę d n y c h )  a w y n i k a m i  u z y s k a n y m i  m e t o d ą  MRS. 
P o r ó w n a n o  t e m p e r a t u r ę  w p r z e k r o j u  y = 0 . 5 5 .  J a k  ł a t w o  z a u w a ż y ć ,  
n a j w i ę k s z a  r ó ż n i c a  p o m i ę d z y  d o k ł a d n y m  r o z w i ą z a n i e m  MRS a  n a j 
m n i e j  d o k ł a d n y m  MRF (N=2)  w y n o s i  z a l e d w i e  2 1 [ * C ] ,  c o  w p o r ó w 
n a n i u  z e  ś r e d n i ą  t e m p e r a t u r ą  w y n o s z ą c ą  o k . 5 0 0 [ * C ]  s t a n o w i  
m n i e j  n i ż  5% ( t e m p e r a t u r a  o t o c z e n i a  w y n o s i ł a  3 0 [ ° C ] ) .
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T a b e l a  V . 6
P o r ó w n a n i e  r o z w i ą z a n i a  MRS i  MRF d l a  r ó ż n y c h  s t o p n i

w i e l o m i a n u

■r P r z y k ł a d  V . 3
krystalizator

R y s . V . 8 . Fragment urządzen ia  do c iąg łego  odlewania s t a l i  
F i g . V . 8 . Part  o f  the  con t inuous  c a s t i n g  mould

W r o z d z i a l e  I I I  ( p a t r z  p r z y k ł a d  I I I . l . )  w y p r o w a d z i l i ś m y  
r ó w n a n i e  p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o  k r y s t a l i z a t o r a  u r z ą d z e n i a  d o  
c i ą g ł e g o  o d l e w a n i a  s t a l i  ( r y s . V . 8 . i  w z ó r  ( I I I . 9 ) ) .  Wyz naczymy  
t e r a z  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w o b s z a r z e  b ę d ą c y m  p o w t a r z a l n y m  
f r a g m e n t e m  k r y s t a l i z a t o r a  ( r y s . V . 9 . ) ,  z a k ł a d a j ą c  n a s t ę p u j ą c e

w a r u n k i  b r z e g o w e :
a )  na  c z ę ś c i a c h  b r z e g u  3 n i = r D 0  3 fi2 = r CBo r a z  3 n 4 = r Xi . -  z e r o w y

s t r u m i e ń  c i e p ł a ;
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R y s . V . 9 .  C z ę ś c i  b r z e g u  dQ  i  o k r ę g i  j e  w y c i n a j ą c e  
F i g . V . 9 .  P a r t s  o f  d o m a i n  d n  a n d  c i r c l e s  w h i c h  c u t  t h e i r s

b )  n a  b r z e g u  dCl3= r BK-  s t r u m i e ń  c i e p ł a  q =  6 5 0 0 0  [W/m2] ;
c )  n a  b r z e g u  3 n 5 = r iBx i~  w a r u n e k  I I I  r o d z a j u  z e  w s p ó ł c z y n 

n i k i e m  w n i k a n i a  a  = 1 5 0 0  [W/m2K] i  t e m p e r a t u r ą  o t o c z e n i a  T°°= 
= 30  [ * C ] .
P o n a d t o  p r z y j ę t o  w s p ó ł c z y n n i k  p r z e w o d z e n i a  d l a  m a t e r i a ł u  k r y -  
s t a l i z a t o r a  A. = 3 7 2  [W/mK] .

P r z e d s t a w i o n y  n a  r y s . V . 9 .  o b s z a r  fi m o ż n a  p o t r a k t o w a ć  j a k o  
w y n i k  z ł o ż e n i a  c z t e r e c h  p a s m

( V . 5 7 )

u A = ( a - x ) x / a  
“ b = (b - y ) y / b  
o c = ( c - x ) x / c  
Uj, = ( d - y ) y / d

i  w ó w c z a s  a n a l i t y c z n y  o p i s  fi ma p o s t a ć

u  = waA0 A0 ( u ^ V 0<d^) ( V . 5 8 )

P o s z c z e g ó l n e  c z ę ś c i  b r z e g u  3fi  = 3fi i  u  . . . u  dQ$ u z y s k a m y  w y c i 
n a j ą c  j e  z  c a ł e g o  b r z e g u  o d p o w i e d n i m i  o k r ę g a m i ,  c o  i l u s t r u j e  
r y s . V . 9 .  T a k  w i ę c :

°>i = ^ - c o 2V0 Mwi , i  = 1 , 2 ,  3 , 4 , 5 ; (V.5 9 )

Z a g a d n i e n i a  s t a c j o n a r n e g o  p r z e p ł y w u  c i e p ł a 69

g d z i e

II33 u - ^ d ) 2 + ( y + a - d ) 2 _ _ ( a ^ d ) f  f

« . =

II*53 U - f ) 2 + ( y - | b ) 2- ^  , ( V . 6 0 )

II3 ( x + b ~2 c ) > ^ y - b ; c y - { b ~2c ) 2 .

A d a p t u j ą c  w c z e ś n i e j  w y p r o w a d z o n ą  o g ó l n ą  s t r u k t u r ę  r o z 
w i ą z a n i a  ( V . 3 9 )  d o  a n a l i z o w a n e g o  t u t a j  p r o b l e m u  i  p o  w y z n a 
c z e n i u  n i e z n a n y c h  w s p ó ł c z y n n i k ó w  w i e l o m i a n u  ( V . 4 0 )  o t r z y m a m y  
r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w k r y s t a l i z a t o r z e  p r z e d s t a w i o n y  g r a f i c z n i e  

n a  r y s . V . 10 .  i  l i c z b o w o  w t a b e l i  V . 7 .

0

R y s . V . 1 0 .  R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w k r y s t a l i z a t o r z e  
F i g . V . 1 0 .  T e m p e r a t u r e  d i s t r i b u t i o n  f o r  c r i s t a l i z o r  

o f  CCM
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T a b e l a  V . 7
R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w k r y s t a l i z a t o r z e  w y z n a c z o n y

m e t o d ą  f l - f u n k c j i

■
■

R o z d z i a ł  V I

N i e s t a c j o n a r n e  z a g a d n i e n i a  

w y m i a n y  c i e p ł a

W i ę k s z o ś ć  t e c h n i c z n y c h  p r o b l e m ó w  w y m i a n y  c i e p ł a  z a l e ż n a  
j e s t  o d  c z a s u  i  o p i s a n a  r ó w n a n i e m  c z ą s t k o w y m  d r u g i e g o  r z ę d u  
t y p u  p a r a b o l i c z n e g o .  J e ś l i  w r o z p a t r y w a n y m  z a d a n i u  t e m p e r a t u r a  
m oże  z m i e n i a ć  s i ę  w b a r d z o  s z e r o k i m  z a k r e s i e ,  t o  w s p ó ł c z y n n i k i  
t e r m o f i z y c z n e , t a k i e  j a k  n p . w s p ó ł c z y n n i k  p r z e w o d z e n i a  c i e p ł a ,  
c i e p ł o  w ł a ś c i w e  i t d .  z a l e ż ą  o d  t e m p e r a t u r y  i  w ó w c z a s  mamy d o  
c z y n i e n i a ,  z  m a t e m a t y c z n e g o  p u n k t u  w i d z e n i a ,  z  p r o b l e m e m  n i e -  
1 i  n i  owym.

R o z d z i a ł  t e n  p o ś w i ę c i m y  m e t o d o m  r o z w i ą z y w a n i a  z a g a d n i e ń  
l i n i o w y c h  i  n i e l i n i o w y c h  p r z e p ł y w u  c i e p ł a ,  w t y m  r ó w n i e ż  z a d a ń  
t e r m o d y n a m i k i  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h  z  z a s t o s o w a n i e m  m e t o d y  R -  
f u n k c j i ,  w p o ł ą c z e n i u  z  i n n y m i  m e t o d a m i .  W y p r o w a d z o n y  z o s t a n i e  
f u n k c j o n a ł  m e t o d y  w y k o r z y s t u j ą c e j  z a l e t y  MRF i  m e t o d y  r ó ż n i c  
s k o ń c z o n y c h .

V I  .  1  .  P r o b i e m y  l i  n  i  o w e

R o z p a t r y w a ć  b ę d z i e m y  o b s z a r  c i a ł a  s t a ł e g o ,  k t ó r y  o z n a c z y m y ,  
j a k  p o p r z e d n i o  p r z e z  £5, a  j e g o  b r z e g  s k ł a d a j ą c y  s i ę  z  n  = n 1 + 
+ n2 + n3 c z ę ś c i  p r z e z  3Q,  t o  n i e s t a c j o n a r n e  p o l e  t e m p e r a t u r y  
s p e ł n i a  n a s t ę p u j ą c e  r ó w n a n i e  r ó ż n i c z k o w e
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<VI1’
d l a  i  t e ( O , ® ) ,  p r z y  w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h

a )  d l a  i  = 1 , 2 ................

r ( j r r t )  | TBi( t)  ; ( V I . 2)

b ) d l a  j  = ni+ 1 .............../7i+ n2

, _ , 3 T ( x ,  t )  , ^  .
 dE l a o /  ^  ( V I *3)

c )  d l a  f c = n ! + n 2 + l  n

* * ( " ' ■  « i « . - 1 1 ) *  ' « - i

o r a z  w a r u n e k  p o c z ą t k o w y

T ( x , 0 )  = r 0 ( x )  . ( V I .  5 )

W c e l u  r o z w i ą z a n i a  p r o b l e m u  p o c z ą t k o w o - b r z e g o w e g o  ( V I . 1 - 5 )  
z a s t o s u j e m y  d l a  z m i e n n y c h  p r z e s t r z e n n y c h  x =  (x i ,  x 2, x 3) l u b  
x=  ( x i ,  x 2) m e t o d ę  J ? - f u n k c j i ,  z m i e n n ą  c z a s o w ą  t  po dd amy  d y s k r e -  
t y z a c j  i  .

Katwo  z a u w a ż y m y ,  ż e  w a r u n k i  b r z e g o w e  z a d a n i a  n i e s t a c j o n a r 
n e g o  n i e  r ó ż n i ą  s i ę  od  w a ru n k ó w  w c z e ś n i e j  o m a w i a n e g o  p r o b l e m u  
s t a c j o n a r n e g o ,  w i ę c  r ó w n i e ż  o g ó l n a  s t r u k t u r a  r o z w i ą z a n i a  b ę 
d z i e  t a k a  s am a ,  c z y l i  b ę d z i e  o p i s a n a  r ó w n a n i e m  ( V . 2 8 ) .

Wy p ro w a dz im y  t e r a z  o d p o w i e d n i  f u n k c j o n a ł ,  k t ó r e g o  w a r u n e k  
s t a c j o n a r n o ś c i  p o z w o l i  w y z n a c z a ć  n i e z n a n e  p a r a m e t r y  o p i s u j ą c e  
p o l e  t e m p e r a t u r y  w e w n ą t r z  b a d a n e g o  o b s z a r u  ( p o r .  p o p r z e d n i e  
r o z d z i a ł y ) .

Z a ł ó ż m y ,  ż e  b ę d z i e m y  p o s z u k i w a l i  r o z k ł a d ó w  t e m p e r a t u r y  w 
c h w i l a c h  c z a s o w y c h  o d l e g ł y c h  o A t ,  w ó w c z a s  r ó w n a n i e  p r o b l e m u  
( V I . 1)  możemy p r z e k s z t a ł c i ć  d o  p o s t a c i

T ( x ,  t + A t )  - T ( x ,  t ) _ K ^VI 6)

l u b  w u p r o s z c z o n e j  f o r m i e

E c r r Ł
( V I - 7 )

^  ̂ 0 2 ^ ^ + A t

i "i - 1 O X i

g d z i e  Tl -  o z n a c z a  t e m p e r a t u r ę  w d a n e j  c h w i l i ,  t r a k t o w a n ą  j a k o  
w i e l k o ś ć  z n a n ą ,  a  Tt<łt -  n i e z n a n ą  t e m p e r a t u r ę  w n a s t ę p n y m  k r o k u
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k r o k u  c z a s o w y m ,  w y r a ż a j ą c ą  s i ę  w zo rem  a n a l o g i c z n y m  d o  w z o r u  

( V . 2 9 )
"l "1 „

— --- — --- u,
T t + l t { x )  =  « ! _  _ u i3  (  2 l _ )  + u    +

n x n Tl

y  -±- T —  E  -Ł-J u ,  W. , X—✓ U j
1̂ 1 1 i=l J

( V I . 8 )
n il n

E l  y *  JL _
'  Oi.

- 7=^+1 J _ , - 7*22,+1  ̂v * £=13,+J32 + 1+ <& - —ł—,—  - u D .  ( $  - —i------- ) -  w $ ----— ---------  .n  1 n n

E  —  E -  E  —&  »i ^  ^

p r z y  cz ym  f .= - q . / A. ( j  = n,  + 1 ,  . . . , /7,  + n,  ) d l a  w ar un k ów  I I  r o -J J 1 Z L
d z a j u , ? k ~ ak = n2  + /ł2  + 1 , . . . , n d l a  w ar u n k ów  I I I  r o -
d z a j u  o r a z  hk = ak /X  ( p o r  . ( V . 2 9 )  ) , a t a k ż e

® ( x )  = £  Aid Ą>i:j ( x )  . ( V I . 9)

Po p r o s t y c h  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  w z ó r  ( V I . 7)  p r z y j m i e  p o s t a ć

JL
T tłAt = r c + K A t  E  ------  ( V I . 10)

i =i  3 x |

D l a  w i ę k s z e j  p r z e j r z y s t o ś c i  w d a l s z y c h  r o z w a ż a n i a c h  wp row a
d z i m y  nowe  o z n a c z e n i a  t e m p e r a t u r  w c h w i l a c h  t + 4 t  i  t :  T t+ ‘i t  = 
= u ( x )  ,  T t = u . ( x )  o r a z  p o c h o d n y c h  c z ą s t k o w y c h  3 ( .  ) / d x i ■ ( .  ) , j  .  

W nowym z a p i s i e  w z ó r  ( V I . 7 )  w y r a ż a  s i ę  w n a s t ę p u j ą c y  s p o s ó b

3
u (x)  = u0 (x)  + K A t E  u> n  ■ ( V I .  11)

i=i

P o d o b n i e  j a k  w z a g a d n i e n i a c h  s t a c j o n a r n y c h ,  n a j l e p s z ą  m e t o 
d ą  w y z n a c z e n i a  n i e z n a n y c h  p a r a m e t r ó w  o p i s u j ą c y c h  p o l e  t e m p e r a 
t u r y  j e s t  g l o b a l n e  s f o r m u ł o w a n i e  p r o b l e m u  p o p r z e z  o d p o w i e d n i  
f u n k c j o n a ł .  U z ys k am y  g o  r e a l i z u j ą c  n a s t ę p u j ą c y  a l g o r y t m .

N i e c h  f u n k c j a  v = v ( x )  b ę d z i e  f u n k c j ą  k l a s y  C x (£l) i  s p e ł n i a  
t e  same w a r u n k i  b r z e g o w e  c o  f u n k c j a  u . Pomnożymy  r ó w n a n i e  
( V I . 1 0 )  o b u s t r o n n i e  p r z e z  v  i  s c a ł k u j e m y  po c a ł y m  o b s z a r z e  £i:

j u v d Q  = f u 0 v d Q  + K A t j ’ ( u , 11 + u , 2 2  + u , 33) v d f l  . ( V 1 . 1 2 )
Q Q Q

Z a jm i e m y  s i ę  t e r a z  t y l k o  o s t a t n i ą  c a ł k ą ,  w o s t a t n i m  w z o r z e ,  

t z n .
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,  3
A == J X  u ' i i v d n  = E  f u ' i i v d Q = Y ,  f[(u- i v ) ' i ~  u , i v , 1]dÓWI' 13)

Ql = l  1-1 Q 1=1 Q

S t o s u j ą c  t w i e r d z e n i e  G r e e n a  możemy  o s t a t n i e  w y r a ż e n i e  p r z e 
k s z t a ł c i ć  d o  p o s t a c i

3
A -  E  /  u ' i v n ‘ i d 3 f l _ E  fu ,  i v, ż dQ  . ( V I .  14 )

1 ofa 1=1 Q

S k o r z y s t a m y  z  d e f i n i c j i  p o c h o d n e j  w k i e r u n k u  n o r m a l n y m  d o  
b r z e g u :

o r a z  z  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h ,  w ó w c z a s  a n a l i z o w a n ą  c a ł k ę  m o ż n a  
p r z e d s t a w i ć  j a k o

A =  E  f f j V d d Q j +  £  /  ( f k ~ h k u ) vddClk -
J*"ił l  oQj Jc.nj.łnj*l aQjt (VI  . 1 6 )

- ^ 2 f u - i v ' i d a  ■

P o d s t a w i m y  o s t a t n i  w z ó r  d o  ( V I . 1 2 ) ,  c o  d a j e  p o  p r o s t y c h  p r z e 
k s z t a ł c e n i a c h  n a s t ę p u j ą c e  w y r a ż e n i e

n 3
f u v d C l +  K A t  E  /  vddClk  + k A  f u ,  i  v ,  j d f l  =
Q Jr-nj-Uj + 1 1 = 1 Q

= f u 0vd£ i  + k A c  E  /  - f jv d d Q j  .

( V I . 1 7 )

Z a u w a ż m y ,  ż e  l e w a  s t r o n a  o s t a t n i e j  z a l e ż n o ś c i  j e s t  f o r m ą  d w u -  
1 i n i o w ą

a ( u , v )  = fuvdQ  + K A t | E / L' , i v ł i dQ + £  u ^ d d o j  ( V I .  18 )

a  p r a w a  f u n k c j o n a ł e m

[f ,  v] = [u0 v d Q  + kA t  E  f  fyVddQj . ( V I . 19 )
Q 3Qj
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O s t a t e c z n i e  mamy

a  ( u ,  v)  = [f ,  V-] . ( V I . 2 0 )

Z g o d n i e  z  t w i e r d z e n i a m i  a n a l i z y  f u n k c j o n a l n e j  ( p o r .  n p .
[ 3 1 ] ) ,  p r o b l e m  p o c z ą t k o w o - b r z e g o w y  ( V I . 1 - 5 )  m o ż n a  z a s t ą p i ć  
z a d a n i e m  p o s z u k i w a n i a  e k s t r e m u m  n a s t ę p u j ą c e g o  f u n k c j o n a ł u

J [ v \  = - | a ( v ,  v)  -  [ f ,  v] =

=- i  |  [ v 2dQ + kA t E  f( v ' i )2 d& +K& t  E  f  hkv2d^ k  1 +
2 [ jQ i] k . ^  i i /  *j  ( V I .  2 1 )

-  fu 0vdQ - K A t  E  /  f j v ddQj  , 
q j=iii*i aoj

□ DE F IN IC JA  V I . 1 .  ( d o p u s z c z a l n e  p o l e  t e m p e r a t u r y )
P r z e z  d o p u s z c z a l n e  p o l e  t e m p e r a t u r y  b ę d z i e m y  r o z u m i e l i  k a ż 
d ą  f u n k c j ę  k l a s y  C ł ( f i ) .  s p e ł n i a j ą c ą  w a r u n k i  b r z e g o w e  I r o 
d z a j u  n a  o d p o w i e d n i c h  c z ę ś c i a c h  b r z e g u ,  t z n .  d l a  x e 3 f l ;  ,
i  = 1 , 2 ............./ij .

R o z w i ą z a n i e  r ó w n a n i a  ( V I . 1 )  w r a z  z  w a r u n k a m i  ( V I . 2 - 5 )  s p r o 
w a d z a  s i ę  w i ę c  d o  z n a l e z i e n i a  t a k i e g o  d o p u s z c z a l n e g o  p o l a  t e m 
p e r a t u r y ,  k t ó r e  n a d a j e  f u n k c j o n a ł o w i  ( V I . 2 1 )  w a r t o ś ć  s t a c j o 
n a r n ą ,  i n a c z e j  m ó w i ą c  s p e ł n i a  r ó w n a n i e

8 J [ v ]  = 0 . ( V I . 2 2 )

U w z g l ę d n i a j ą c  f a k t ,  ż e  p o s z u k i w a n a  f u n k c j a  u = T t* At  j e s t  z a l e 
ż n a  o d  N  w s p ó ł c z y n n i k ó w  A s z e r e g u  ( V 1 . 9 ) ,  w y p r o w a d z o n y  f u n k 
c j o n a ł  n i e s t a c j o n a r n e g o  z a g a d n i e n i a  w y m i a n y  c i e p ł a  j e s t  f u n k 
c j ą  N  z m i e n n y c h ,  a  w a r u n e k  s t a c j o n a r n o ś c i  s p r o w a d z a  s i ę  d o  w a 
r u n k u  k o n i e c z n e g o  e k s t r e m u m  f u n k c j i  w i e l u  z m i e n n y c h .  W o m a w i a 
nym t u t a j  p r z y p a d k u  b ę d z i e  t o  N  r ó w n a ń  p o s t a c i

= o . ( V I . 2 3 )
dA±j

l u b  p r z e d s t a w i a j ą c  i n a c z e j
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£  C i j k l A kl = B i j  '  ( V I .  24)
i . j

g d z i e

c&ju = f x i j . « x k i , * d a  + 1  f x u X u d  Q +
- i i  K £

( V I .25)

+ A t  £  f h t * i j X k i ‘* 0 >  '
p-n 1*n2-n

= ■ A t E  \ X0 .aXk l .a dQ  -  i  /  U 0 - u 0 ) X ^ d Q  -
«-1 o Q

( V I . 2 6 )

-  A t  £  f  f y * i j d Q y  “ A t  £  -Ko ■*# '
Y=ni+1 3flT

o r a z

3
X0 = <O<701 , X u  = ( V I . 2 7 )

a=l

V  I  .  2  .  P r z y k ł  a d y  n u m e r y c z n e  
r o z w i ą z a n i a  p r o b  1 e  m  ó w  
1 i n i o w y c h

P r z y k ł a d y  p r z e d s t a w i o n e  p o n i ż e j  i l u s t r u j ą :
a )  s p o s ó b  w y k o r z y s t a n i a  m e t o d y  f l - f u n k c j i  w p o ł ą c z e n i u  z  d y s -  

k r e t y z a c j ą  c z a s u ,
b )  p o r ó w n a n i e  r o z w i ą z a ń  u z y s k a n y c h  z a  p o m o c ą  z a p r o p o n o w a n e g o  

t u t a j  a l g o r y t m u  a  i n n y m i  m e t o d a m i ,
c )  z g o d n o ś ć  r o z w i ą z a n i a  p r o b l e m u  n i e s t a c j o n a r n e g o ,  p o  b a r d z o  

d ł u g i m  o k r e s i e  c z a s u ,  z  r o z w i ą z a n i e m  s t a c j o n a r n y m  p r z e d s t a w i o 
nym w r o z d z . V . 6 .

d )  p o l a  t e m p e r a t u r  w e l e m e n t a c h  m a s z y n  i  u r z ą d z e ń .

»  P r z y k ł a d  V I . 1 .
W p r z y k ł a d z i e  t y m  r o z w a ż y m y  3 z a d a n i a  t a k i e  s a m e  j a k  m  

p r z y k ł a d z i e  V . l . ,  a l e  p o t r a k t o w a n e  j a k o  z a g a d n i e n i a  n i e s t a c 
j o n a r n e ,  c z y l i  r o z w i ą ż e m y  r ó w n a n i e  ( V I . 1)  z  w a r u n k a m i  b r z e g o 
wymi  ( V . 5 6 )  i  p r z y  w a r u n k u  p o c z ą t k o w y m :  T ( x , y , 0 ) = 3 0  [ ° C ]  w
c a ł y m  o b s z a r z e  k w a d r a t u  o  b o k u  j e d n o s t k o w y m .  D o d a t k o w o  p r z y j ę 
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t o  c i e p ł o  w ł a ś c i w e  c = 4 1 9  [ J / k g  K] , i  g ę s t o ś ć  p = 8 3 0 0  [ k g / m 3 ] .

Zadanie 1. 
q*0

M M

Zadanie 2. 
q*0

M M

Zadanie 3. 
q*0

M M

R y s .  V I . 1 .  W a r u n k i  b r z e g o w e  d l a  p o s z c z e g ó l n y c h  z a d a ń  
F i g .  V I . 1 .  B o u n d a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h e  p r o b l e m s  1 - 3

S t r u k t u r a  r o z w i ą z a n i a  i  f u n k c j e  p r z y b l i ż a j ą c e  r o z k ł a d  w e 
w n ą t r z  o b s z a r u  p r z y j m i e m y  t a k i e  s a m e  j a k  w p r z y k ł a d z i e  V . l .

T{x)  _ u « 1 2 4 + ^ 1 »  .
MU

-  u  ) + c > - u $  —ł— ----- ?—łł*-5—  i—M l
«14

( V I . 2 8 )

g d z i e

^14 = «234 + “ 134-’- “ 124-^123Af,„ = t ó , , 1 + Ul3 4+tó124+( J r>’ - ( V I . 2 9 )

o r a z  o ł23 = 1 1 , 0 , 8 3  , i t p .
D l a  w s z y s t k i c h  z a d a ń  p r z y j m i e m y  f u n k c j ę  4> w p o s t a c i  w i e l o m i a n u

n
$ ( x , y )  = Ę  A i j X i y j  . ( V I .  3 0 )

i .  J-l itjsn

W s p ó ł c z y n n i k i  / \  i  h{ we w z o r z e  ( V I . 2 8 )  b ę d ą  p r z y j m o w a ł y  r ó ż n e
w a r t o ś c i  w z a l e ż n o ś c i  o d  r o z p a t r y w a n e g o  z a d a n i a .  I  t a k :

1 .  f Ł = a  T ~ / \  , f 2 = f 4 = 0 , f 3 = g/A.  ,

h z = a /A ,  , h 2 = h 3 = h t  = 0 ,

2 .  £ !  = f 3 = £« » « r / l  , £ 3 = g/A.  , ( V I . 3 1 )

= h 2 = h t  = a /A. , A3 = 0 ,

3 . £ Ł = £ 2 = a  T-/A.  , £3  = g/A.  , f 4 = 0 ,

h x = h 2 = a / k  , h 3 = = 0 .
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a )  R o z w i ą z a n i e  z a d a n i a  p i e r w s z e g o

W z a d a n i u  tym g e o m e t r i a  b a d a n e g o  o b s z a r u  o r a z  w a r u n k i  b r z e 
go w e  ( j e d n o r o d n e  I I  r o d z a j u )  s ą  s y m e t r y c z n e  w z g l ę d e m  o s i  
j r = 0 . 5 .  J a k  i  w p r z y p a d k u  s t a c j o n a r n y m  r o z w i ą z a n o  j e  j a k o  p r o b 
l em  dw u wy mi ar o wy  -  c h o ć  w ł a ś c i w i e  j e s t  t o  z a d a n i e  j e d n o w y m i a 
r o w e  -  i  p o r ó w n a n o  z  r o z w i ą z a n i e m  m e t o d ą  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h .  
P o n i ż s z y  r y s u n e k  V I . 2 .  p r z e d s t a w i a  k r z y w e  n a g r z e w a n i a  w w y b r a 
n y c h  t r z e c h  p u n k t a c h  k w a d r a t u ,  k t ó r y c h  r z ę d n e  w y n o s z ą :  

y i  = 0 . 1 5 ,  y 2  = 0 . 4 5 ,  y 3 = 0 . 9 5 .

temperatura [°C]
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Oznaczenia:

 MRF y -  0.95

 MRF y -  0.45

  MRF y -  0.15

MRS y -  0.95 

—  MRS y -  0.45 

MRS y -  0.15

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130

czas  *10*3 [s]

R y s . V I . 2 .  K r z y w e  n a g r z e w a n i a  w y b r a n y c h  p u n k t ó w  
k w a d r a t u  -  z a d a n i e  1 .

F i g . V I . 2 .  H e a t i n g  c u r v e s  f o r  t h e  s e l e c t e d  p o i n t s  -  
1st  p r o b l e m

J a k  w i d a ć ,  r ó ż n i c e  p o m i ę d z y  k r z y w y m i  n a g r z e w a n i a  u z y s k a n y m i  
z a  p om o cą  MRF i  MRS s ą  b a r d z o  m a ł e  -  n i e  p r z e k r a c z a j ą  w w i e l 
k o ś c i a c h  b e z w z g l ę d n y c h  3 [ * C ] ,  c o  s t a n o w i  m n i e j  n i ż  1 % . Wy
n i k i  t e  u z y s k a n o  d l a  n a j w y ż s z e g o  s t o p n i a  w i e l o m i a n u  4 > w y n o 
s z ą c e g o  4 ,  c z y l i  k o ń c o w y  u k ł a d  z a w i e r a ł  t y l k o  15 n i e w i a d o m y c h ,  
a  f u n k c j a  ( V I . 3 0 )  m i a ł a  n a s t ę p u j ą c ą  r o z w i n i ę t ą  p o s t a ć
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® ( x , y )  = a 0 0  + a 10x  + a 01y  + a Ł1 x y + a 2 0 x 2 + a 0 2 y 2 + a 2 1 x 2y  + ( V I . 3 2 )

+ a 1 2  x y 2 + a30 x 3  + a 0 3  y 3  + a 3 1 x 3  y  + a 1 3  x y 3  + a 2 2 x 2 y 2  + a 4 0  x 4 + a 04 y 4 .

b )  R o z w i ą z a n i e  z a d a n i a  d r u g i e g o

W yzn acz ym y  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w k w a d r a c i e  o  s y m e t r y c z n y c h  
w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h  -  l e w y ,  p r a w y  i  d o l n y  bok  j e s t  obmywany  
c i e c z ą  l u b  g a z e m ,  a  g ó r n y  n a g r z e w a n y  s t r u m i e n i e m .  R o z w i ą z a n i e  
u z y s k a n o  n i e  u w z g l ę d n i a j ą c  s y m e t r i i  i  p r z y b l i ż a j ą c  w i e l o m i a n e m  
5 s t o p n i a  (2 1  n i e z n a n y c h  p a r a m e t r ó w ) .  P o n i ż s z y  r y s u n e k  V I . 3 .  -  
k r z y w e  n a g r z e w a n i a  -  r ó w n i e ż  w y k a z u j e  d u ż ą  z g o d n o ś ć  w y n ik ó w  

u z y s k a n y c h  m e t o d a m i  MRF i  MRS.

temperatura [°C]

Oznaczenia:

  MRF y -  0.95

 MRF y -  0.45

  MRF y -  0.15

MRS y -  0.95 

MRS y -  0.45 

MRS y -  0.15

czas  *10*3 (sl

R y s . V I . 3 .  K r z y w e  n a g r z e w a n i a  w y b r a n y c h  p u n k t ó w  
k w a d r a t u  -  z a d a n i e  2 .

F i g . V I . 3 .  H e a t i n g  c u r v e s  f o r  t h e  s e l e c t e d  p o i n t s  -  
2nd p r o b l e m

Z e s t a w i m y  t e r a z  w y n i k i  o b l i c z e ń  d l a  t e g o  s a m e g o  z a d a n i a  
t r a k t o w a n e g o  j a k o  s t a c j o n a r n e  -  r o z w i ą z a n e g o  m e t o d a m i  MRF i  
MRS -  o r a z  j a k o  n i e s t a c j o n a r n e ,  a l e  po  d ł u g i m  c z a s i e  n a g r z e w a 
n i a  w y n o s z ą c y m  o k .  t  = 8 7 0 0 0  [ s ] .



80 R o z d z i a ł  VI

T a b e l a  V I . 1
P r o b l e m  n i e s t a c j o n a r n y  

a )  m e t o d a  J ? - f u n k c j i ______________________ b)  m e t o d a  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h

240 249 255 257 259 243 249 254 257 259
223 230 236 239 240 227 233 238 241 242
2 1 0 214 219 2 2 2 223 213 219 223 226 227
198 2 0 2 206 208 209 2 0 0 206 2 1 0 2 1 2 214
187 191 195 197 198 189 194 198 2 0 0 2 0 2

176 181 185 188 189 179 183 187 190 191
166 172 176 179 180 170 174 178 180 181
157 164 168 171 172 162 166 170 172 173
151 157 161 162 163 155 159 162 164 166
147 151 153 153 153 149 153 156 158 159

a )  m e t o d a  R- f u n k c j  i
P r o b l e m s t a c j  o n a r n y

b)  m e t o d a r ó ż n i c

T a b e l a  V I . 2  

s k o ń c z o n y c h

240 249 254 257 259 243 249 254 257 259
223 230 236 239 240 227 233 238 241 242
2 1 0 214 219 2 2 1 223 213 219 223 226 227
198 2 0 2 206 208 209 2 0 0 206 2 1 0 2 1 2 214
187 191 195 197 198 189 194 198 2 0 0 2 0 2

176 181 185 188 189 179 183 187 190 191
166 172 176 179 180 170 174 178 180 181
157 164 168 171 172 162 166 170 172 173
151 157 161 162 163 155 159 162 164 166
147 151 153 155 155 149 153 156 158 159

N a l e ż y  p o d k r e ś l i ć  b a r d z o  w a ż n ą  c e c h ę  a l g o r y t m u  z a p r e z e n t o 
w a n e g o  p o w y ż e j ,  a  m i a n o w i c i e  j e s t  o n  s t a b i l n y  d l a  d o w o l n e g o  
k r o k u  c z a s o w e g o .  P r z e d s t a w i o n e  w y n i k i  o t r z y m a n e  z o s t a ł y  d l a  
k r o k u  A £=500 [ s ] .  J e d y n i e  k i l k a  p i e r w s z y c h  k r o k ó w  c z a s o w y c h
p o w i n n o  b y ć  o r z ą d  m n i e j s z y c h ,  t j . A t= 1 0  -  40 [ s ] ,  z e  w z g l ę d u  
n a  p r z y b l i ż a n i e  w p o c z ą t k o w e j  f a z i e  f u n k c j i  s t a ł e j  w i e l o m i a n a 
mi ( t e m p e r a t u r a  p o c z ą t k o w a  j e s t  s t a ł a  w c a ł y m  r o z p a t r y w a n y m  
o b s z a r z e ) .  W m e t o d z i e  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h  -  w w e r s j i  j a w n e j  -  
k o n i e c z n y  b y ł  k r o k  c z a s o w y  w y n o s z ą c y  A t = 0 . 5  [ s ] .

c )  R o z w i ą z a n i e  z a d a n i a  t r z e c i e g o

W t r z e c i m  z a d a n i u  ( p a t r z  r y s . V I . l c )  w y z n a c z y m y  r o z k ł a d  t e m 
p e r a t u r y  w k w a d r a c i e  n a g r z e w a n y m  od  g ó r y ,  obmywanym n a  prawym  
i  d o l n y m  b ok u  o r a z  z  z e r o w y m  s t r u m i e n i e m  n a  l ewym b o k u .  P o n i ż 
s z e  r y s u n k i  ( V I . 4 )  s ą  g r a f i c z n ą  i l u s t r a c j ą  r o z w i ą z a n i a  t a k  o -  
k r e ś l o n e g o  p r o b l e m u .  P o k a z a n e  i z o t e r m y  u z y s k a n e  z o s t a ł y  z r o z -
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w i ą z a n i a  d w ie m a  m e t o d a m i :  MRF i  MRS. S ą  t o  i z o t e r m y  po  u-
s t a b i 1 i z o w a n i u  s i ę  p r o c e s u  n a g r z e w a n i a ,  t j . p o  c z a s i e  o k .

10 00 0 0  [ s ] .

R y s . V I . 4 .  I zo termy dla  t=100000[ s ] wyznaczone a) MRF, b) MRS 
F i g . V I . 4 .  Isotherms  f o r  t=100000[s]  by a) RFM, b) RDM

D o k ł a d n i e j s z e  w y n i k i  -  n a  p o c z ą t k u ,  w t r a k c i e  t r w a n i a  p r o 
c e s u  n a g r z e w a n i a  i  po  u s t a b i l i z o w a n i u  -  p r z e d s t a w i a j ą  p o n i ż s z e

t a b e l e :

T a b e l a  V I . 3
P r o b l e m  n i e s t a c j o n a r n y  -  c z a s  t = 1 0 0 0 [ s ]  

m e t o d a  f l - f u n k c j i  ______________ b )  m e t o d a  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h

87 87 87 87 87
68 68 69 69 69
60 58 58 58 58
53 52 51 51 51
47 46 45 45 45
41
36
33
33

40 40 40 40
36 36 36 36
33 34 34 34
33 34 34 34

34 34 33 33 32

86 86 85 81
69 68 66 65
57 57 57 57
50 50 50 51
45 45 45 45

40 40 39 39 40
36 
34 
34 
32

36 35 35 35
34 34 33 32
34 34 33 32
32 33 33 33

87
72
60
51
44
39
36
34
32
32

87 87
72 72
60 60 
51 51
44 44
39 39
36 36
34 34
32 32
32 32

87 87 87 86 86 85 84
72 72 72 71 71 70 69
60 60 60 60 59 59 58
51 51 51 50 50 50 49
4 4  4 4  44 44 44 43 43
39 39 39 39 39 39 38
36 36 36 36 36 35 35
34 34 34 34 34 33 33
32 32 32 32 32 32 32
32 32 32 32 32 32 32
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T a b e l a -  VI . 4
P r o b l e m  n i e s t a c j o n a r n y  -  c z a s  t = 2 5 0 0 0  [ s ]  

a )  m e t o d a  i ? - f u n k c j i ______________________ b )  m e t o d a  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h

326 325 323 320 316 312 307 301 294 281 326 325 324 321 318 314 308 302 294 286304 304 303 300 297 293 288 282 273 263 309 309 307 304 301 297 292 285 278 270
292 290 288 285 282 278 273 267 260 252 294 293 291 289 285 281 276 270 263 255280 277 275 272 269 265 261 255 248 240 279 278 277 274 271 267 262 256 249 242
266 263 261 259 256 252 248 242 235 228 265 2b5 263 261 258 254 249 243 237 230251 249 248 246 243 239 235 230 222 214 253 252 251 249 246 242 237 232 226 219
237 237 236 234 231 228 224 218 211 202 242 241 240 237 234 231 226 221 215 209
227 227 226 224 222 219 215 210 203 194 231 231 229 227 224 221 217 212 206 200
220 220 219 216 213 210 206 202 197 189 222 221 220 218 215 212 208 203 198 192
212 211 209 206 203 199 196 193 189 184 214 213 212 210 207 204 200 196 191 185

T a b e l a  V I .5  
P r o b l e m  n i e s t a c j o n a r n y  -  c z a s  i =  1 0 0 0 0 0  [ s ]  

a )  m e t o d a  i ? - f u n k c j i  ________________ b )  m e t o d a  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h

367 369 367 364 359 354 348 341 332 319 371 370 368 365 361 356 350 342 333 323
349 348 347 344 340 335 329 322 312 300 354 353 351 348 344 339 333 325 317 307
336 334 331 328 324 319 314 307 298 288 338 337 335 332 328 323 317 310 302 292
324 321 318 315 311 306 301 294 286 277 323 322 320 317 313 308 302 295 287 278
309 306 304 301 297 293 288 281 272 263 309 308 306 303 299 294 289 282 274 266
293 291 289 287 283 279 274 268 259 249 295 294 293 290 286 282 276 270 263 254
278 278 276 274 271 267 262 256 247 236 283 282 280 278 274 270 265 258 251 244
267 267 266 264 261 257 252 246 238 227 272 271 269 266 263 259 254 248 241 234
259 259 257 254 251 247 242 237 231 221 261 260 258 256 253 249 244 238 232 225
249 248 246 243 239 234 230 226 221 215 251 250 249 246 243 239 235 229 223 216

■

«• P r z y k ł a d  V I .  2 .  ( K r y s t a l  i z a t o r  
W p r z y k ł a d z i e  p r z e d s t a w i m y  

n e g o  w p o p r z e d n i m  r o z d z i a l e  -

R y s . V I . 5 .  P o ł o ż e n i e  w y b r a 
n y c h  p u n k t ó w  

F i g . V I . 5 .  P o s i t i o n  o f  t h e
s e l e c t e d  p o i n t s

u r z ą d z e n i a  COS)  
r o z w i ą z a n i e  z a d a n i a  s f o r m u ł o w a -  
p a t r z  p r z y k ł a d  V . 3 .  -  p o t r a k t o 
w a n e g o  j a k o  p r o b l e m  n i e s t a c j o 
n a r n y .  R y s u n e k  V I . 6 .  p o k a z u j e  
k r z y w e  n a g r z e w a n i a  d l a  p i ę c i u  
w y b r a n y c h  p u n k t ó w  ( p a t r z  
r y s . V I . 5 . )  d o  m o m e n t u  s t a b i l i 
z a c j i  p r o c e s u ,  t j  . w c z a s i e  od  
t= 0  d o  £ = 1 0 0 0 0 0  [ s ] . N a t o m i a s t
t a b e l a  V I . 6 .  z a w i e r a  p o r ó w n a n i e  
r o z k ł a d ó w  t e m p e r a t u r y  u z y s k a 
n y c h  z  r o z w i ą z a n i a  z a d a n i a  s t a 
c j o n a r n e g o  i  n i e s t a c j o n a r n e g o  
( p o  u s t a b i l i z o w a n i u  s i ę  p r o c e s u  
n a g r z e w a n i a )  z  z a s t o s o w a n i e m  
m e t o d y  f l - f u n k c j i .
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T a b e l a  V I . 6
R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w k r y s t a l i z a t o r z e

a )  p r o b l e m  s t a c j o n a r n y  b )  p r o b l e m  n i e s t a c j o n a r n y

612 615 617 619 621 623 625 627 630 631 594 595 593 592 593 596 601 608 617 623
598 608 610 612. 615 518 621 624 626 627 577 584 584 583 585 589 594 601 608 609
588 592 594 597 600 608 613 617 616 616 570 573 573 573 574 583 589 596 600 602
578 573 579 586 590 594 604 605 607 610 567 563 565 571 573 576 587 590 594 598
568 563 565 569 574 578 586 594 600 605 563 560 561 563 566 569 577 585 591 595
557 554 556 559 563 568 574 586 593 600 554 554 556 558 561 564 570 582 588 592
549 545 547 551 555 560 566 579 588 596 543 542 545 549 553 558 564 577 584 589
540 542 546 551 556 561 565 574 584 592 522 528 535 542 548 554 559 570 579 585

0 0 0 0 0 0 0 572 580 588 0 0 0 0 0 0 0 565 574 581
0 0 0 0 0 0 0 571 578 585 0 0 0 0 0 0 0 561 571 579

t e m p e r a t u r a  [ ° C ]  

600

500

400

300

2 0 0  

1 0 0 -

0  —iiim m m iiriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiin» m iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiiniiiiin iiin m iiiiiiin iiiiiiiiiiiiiinnnrrTnimiiiiiiniininiiiiiiiiiiiiiuii'HT

10 20 30 40 50 60 70 80 90
c z a s  *  1 0 ~ 3  [ s ]

w y b r a n y c h  p u n k t ó w  k r y s t a l i z a -  

f o r  s e l e c t e d  p o i n t s  i n  c r y s t a l -
l i z e r  d o m a i n

R y s . V I . 6 .  K r z y w e  n a g r z e w a n i a  
t o r a

F i g . V I . 6 .  T h e  h e a t i n g  c u r v e s

k r z y w e  d l a :  

p u n k t u  A  

p u n k t u  B  

p u n k t u  C  

p u n k t u  D  

p u n k t u  E
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«  P r z y k ł a d  V I . 3 .  ( R y n n a  s p u s t o w a  p i e c a  k a r b i d o w e g o )

R y s . V I . 7 .  P r z e k r ó j  p o p r z e c z n y  r y n n y  s p u s t o w e j  
F i g . V I . 7 .  C r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  t a p p i n g  s p o u t

R o z p a t r z y m y  p r o b l e m  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w p r z e k r o j u  p o p r z e c z 
nym r y n n y  s p u s t o w e j  p i e c a  k a r b i d o w e g o ,  k t ó r e g o  k s z t a ł t  p r z e d 
s t a w i a  r y s . V I . 7 .  R y n n a  j e s t  o c z y w i ś c i e  o b i e k t e m  p r z e s t r z e n n y m ,  
a l e  b i o r ą c  p o d  u w a g ę  s t o s u n e k  d ł u g o ś c i  r y n n y  d o  j e j  w y m i a r ó w  
p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o ,  możemy  t r a k t o w a ć  z a d a n i e  j a k o  p ł a s k i e .  
Ze  w z g l ę d u  n a  s y m e t r i ę  p r z e k r o j u  w o b l i c z e n i a c h  u w z g l ę d n i m y  
j e d y n i e  j e g o  p r a w ą  p o ł o w ę  -  r y s . V I . 8 ,  k t ó r a  j e s t  z ł o ż e n i e m  
d w ó c h  p a s m  -  i  o r a z  d o p e ł n i e ń  d w ó c h  o k r ę g ó w  -  ł>c i

w = ( ° a A o “ b A o “ c A o '  ( V I . 3 3 )

g d z i e

wA = (b - x ) x / b  
(ób = ( b -y )  y / b

,  ,  ,  , ( V I . 3 4 )
= (i?i - X  - y  ) /  ( 2 R X)

= (i?2 -  ( x - x 3) 2- ( y - y s) 2) / ( 2 R 2)

Na p o s z c z e g ó l n y c h  c z ę ś c i a c h  b r z e g u  d n d ( i =  1 ,  2 ,  . . . ,  6 )  z a d a 
j e m y  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i  ( p a t r z  r y s . V I . 8 . ) :

a )  d l a  b r z e g ó w  3 0 ,  = r AB , 3f i2 = r flc o r a z  3fi3 = r cD - w a r u n e k  I I I  
r o d z a j u ,  p r z y  c z ym  a  = 10 [W/m2 K] -  c i e p ł o  o d d a w a n e  d o  o t o c z e 
n i a ;

b )  d l a  b r z e g u  3fi5 = -  s t r u m i e ń  c i e p ł a  q  = 6 5 0 0 0  [W/m2 ] -
p o w i e r z c h n i a  k o n t a k t u  c i e k ł e g o  k a r b i d u  z r y n n ą ;

c )  d l a  b r z e g u  3f i4 = r BD -  w a r u n e k  s y m e t r i i ;
d )  d l a  b r z e g u  d 0 6 = T F -  w a r u n e k  I I I  r o d z a j u  z e  w s p ó ł c z y n 

n i k i e m  w n i k a n i a  a =  10 0  [W/m2 ] i  t e m p e r a t u r ą  w o d y  c h ł o d z ą c e j  T°° = 
= 30  [ °C]  .
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P o n a d t o  p r z y j ę t o  w s p ó ł c z y n n i k  p r z e w o d z e n i a  d l a  m a t e r i a ł u  

r y n n y  A, = 3 7 2  [W/mK] .

R y s . V I . 8 .  O b s z a r  £1 o r a z  R y s . V I . 9 .  P o ł o ż e n i e  w y b r a -
c z ę ś c i  b r z e g u  dfli n y c h  p u n k t ó w

F i g . V I . 8 .  D o m a i n  fi a n d  t h e  F i g . V I . 9 .  P o s i t i o n  o f  t h e
p a r t s  o f  i t s  b o u n -  s e l e c t e d  p o i n t s
d a r y  dfii

W y n i k i  o b l i c z e ń  p r z e d s t a w i m y  w p o s t a c i  k r z y w y c h  n a g r z e w a n i a  
-  r y s .  V I . 1 0 .  -  w w y b r a n y c h  p u n k t a c h  p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o
r y n n y  ( p a t r z  r y s . V I . 9 . ) ,  a  t a k ż e  p o r ó w n a m y  r o z k ł a d y  t e m p e r a t u r  
u z y s k a n e  j a k o  r o z w i ą z a n i e  z a d a n i a  t r a k t o w a n e g o  j a k o  s t a c j o n a r 
n e  i  n i e s t a c j o n a r n e  ( p o  u s t a b i l i z o w a n i u )  -  t a b e l a  V I . 7 .

R y s . V I . 1 0 .  K r z y w e  n a g r z e w a n i a  w y b r a n y c h  p u n k t ó w  r y n n y  s p u 
s t o w e j

F i g . V I . 1 0 .  T h e  h e a t i n g  c u r v e s  f o r  s e l e c t e d  p o i n t s  i n  t a p 
p i n g  s p o u t

temperatura [° C] 
700 
660 
600 
550 
500 
450 
400 
350 
300 
250 
200 
150 
100 
60 
0

Krzywe dla: 
punktu 1 . 
punktu 2 . 
punktu 3. 
punktu 4. 
punktu 5. 
punktu 6 .
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T a b e l a  V I . 7
K r z y w e  n a g r z e w a n i a  w y b r a n y c h  p u n k t ó w  r y n n y  s p u s t o w e j

a )  p r o b l e m  s t a c j o n a r n y  b )  p r o b l e m  n i e s t a c j o n a r n y

0 0 0 JO604 571 546 529 519 511 0 0 0 0 602 569 544 528 518 5100 0 0 0 601 568 543 527 518 512 0 0 0 0 599 567 542 526 517 5100 0 0 0 589 557 533 518 513 507 0 0 0 0 587 555 531 517 511 5060 0 0 597 565 535 514 503 501 497 0 0 0 596 564 533 513 501 499 496614 607 592 567 534 509 496 486 486 485 613 605 591 566 532 508 495 485 485 484583 576 562 538 511 0 0 477 473 473 581 574 560 536 509 0 0 475 472 472557 552 539 518 498 0 0 468 464 466 556 550 538 517 497 0 0 466 463 464541 536 525 508 490 478 469 458 461 462 539 535 524 507 488 477 467 457 459 461531 528 521 507 490 476 465 461 460 462 530 526 519 505 489 474 464 459 459 461523 522 515 504 489 476 467 463 462 460 522 521 514 502 488 475 465 461 461 458

J a k  ł a t w o  z a u w a ż y ć ,  i  w tym p r z y p a d k u  r ó ż n i c e  m i ę d z y  r o z w i ą 
z a n i a m i  s ą  n i e w i e l k i e .  W y k r e s y  u z y s k a n o  d l a  k r o k u  c z a s o w e g o  
w y n o s z ą c e g o  At  = 2 0 0  [ s ] .  Z m n i e j s z a j ą c  At  n i e  u z y s k u j e  s i ę
d o k ł a d n i e j s z y c h  w y n i k ó w ,  b i o r ą c  z a  p o d s t a w ę  r o z w i ą z a n i e  m e t o d ą  
r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h .

P r z y k ł a d  d o t y c z ą c y  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w u k ł a d z i e  r y n n a  -  k a r 
b i d  -  o t o c z e n i e  p r e z e n t o w a n y  b y ł  w k i l k u  p r a c a c h ,  m . i n .  [ 2 9 ] ,
[ 1 ] i  p r z e d s t a w i o n e  w n i c h  r o z w i ą z a n i a  n i e  o d b i e g a j ą  i s t o t n i e  
od  w y ż e j  p o k a z a n y c h  w y n i k ó w .

^ I  -  3  .  P r o b 1 e m y  n  i  e 1  i  n i o w e

W p r z e p ł y w i e  c i e p ł a  r o z p a t r u j e  s i ę  z a g a d n i e n i a  n i e l i n i o w e  
d w óch  t y p ó w  ( p o r .  [ 1 6 ] ) ,  a  m i a n o w i c i e :

1 ) z a d a n i e  z  n i e l i n i o w o ś c i a m i  w r ó w n a n i u  r ó ż n i c z k o w y m ,
2 ) z a d a n i e  z  n i e l i n i o w o ś c i a m i  w w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h .

M o ż l i w e  j e s t  o c z y w i ś c i e  w y s t ę p o w a n i e  obu  t y c h  n i e l i n i o w o ś c i  
j e d n o c z e ś n i e .  P r z y k ł a d e m  p r o b l e m u  z n i e l i n i o w o ś c i a m i  I t y p u  
m oże  b y ć  n i e s t a c j o n a r n y  p r z e p ł y w  c i e p ł a  w o b j ę t o ś c i  w l e w k a  
c i ą g ł e g o  w y t w a r z a n e g o  n a  u r z ą d z e n i u  p i o n o w y m .  P o l e  t e m p e r a t u r y  
w k r z e p n ą c y m  m e t a l u  o p i s u j e  r ó w n a n i e  t y p u
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■ m  p ( D  + v-- g ^  j  = d i v [ X ( D  g r a d T ] ( V I . 3 5 )

g d z i e  v  j e s t  p r ę d k o ś c i ą  w y c i ą g a n i a  w l e w k a  w k i e r u n k u  o s i  x 3 

( p r z e k r ó j  p o p r z e c z n y  w l e w k a  z n a j d u j e  s i ę  w p ł a s z c z y ź n i e  x 2 ) ; 

c ( T )  j e s t  t z w .  z a s t ę p c z ą  p o j e m n o ś c i ą  c i e p l n ą .  P a r a m e t r  t e n  

u w z g l ę d n i a  w y d z i e l a n i e  s i ę  c i e p ł a  p r z e m i a n y  f a z o w e j  w i n t e r 
w a l e  t e m p e r a t u r  k r z e p n i ę c i a  ( p o r . [ 4 1 ,  3 3 ,  4 ,  5 3 ,  5 9 )  i  z n a c z 
n i e  z m i e n i a  s i ę  w r a z  z e  z m i a n ą  t e m p e r a t u r y  ( r y s .  V I . 1 1 .  d o t y 
c z y  t y p o w e g o  s t o p u  Fe C,  d l a  k t ó r e g o  f u n k c j a  c  = c ( T )  z o s t a ł a  w

o d p o w i e d n i  s p o s ó b  w y g ł a d z o n a  -  p o r . [ 3 8 ] ,  [ 5 8 ] ) .
Waru nk i  b r z e g o w e  na
p o w i e r z c h n i  w l e w k a  

c i ą g ł e g o  c h ł o -  
d z o n e g o  s t r u m i e n i e m  

w ody  d o p r o w a d z a n e j  

s y s t e m e m  d y s z  s ą  

w ar un kam i  I I I  r o 
d z a j u ,  p r z y  czym  
z a r ó w n o  w s p ó ł c z y n 

n i k  w n i k a n i a  a ,  j a k  

i  t e m p e r a t u r ę  wody  
c h ł o d z ą c e j  m o ż n a  

p r a k t y c z n i e  p r z y j ą ć  
j a k o  s t a ł e  (w k o 
l e j n y c h  s t r e f a c h  

c h ł o d z e n i a  w l e w k a ) .

R y s . V I . 1 1 .  

F i g . V I . 1 1 .

Z a s t ę p c z a  p o j e m n o ś ć  c i e p l n a  w 
f u n k c j i  t e m p e r a t u r y  
S u b s t i t u t e  t h e r m a l  c a p a c i t y  a s  
a  f u n c t i o n  o f  t e m p e r a t u r e

P r z y k ł a d e m  n i e l i n i o w o ś c i  I I  t y p u  może  b y ć  s t y g n i ę c i e  c a ł k o 

w i c i e  z a k r z e p ł e g o  w l e w k a  p o  s t r i p e r o w a n i u ,  k t ó r e g o  t e m p e r a t u r a  
w p r o c e s i e  S t y g n i ę c i a  z m i e n i a  s i ę  w z a k r e s i e  d o p u s z c z a j ą c y m  

p r z y j ę c i e  s t a ł y c h  w a r t o ś c i  p a r a m e t r ó w  c ,  p ,  X.
Wymiana c i e p ł a  p o m i ę d z y  p o w i e r z c h n i ą  w l e w k a  a o t o c z e n i e m  

z a c h o d z i  p o p r z e z  k o n w e k c j ę  n a t u r a l n ą  o r a z  p r o m i e n i o w a n i e .  J e 
ż e l i  n a w e t  p r z y j ą ć ,  ż e  k o n w e k c y j n y  w s p ó ł c z y n n i k  w n i k a n i a  a K 
z d e t e r m i n o w a n y  w a r t o ś c i a m i  l i c z b  k r y t e r i a l n y c h  G r a s h o f a  i  

P r a n d t l a  n i e  z m i e n i a  s i ę  w s p o s ó b  i s t o t n y ,  t o  w s p ó ł c z y n n i k  

r a d i a c y j n y  a R ( a  = a K + a R ) o k r e ś l o n y  z a l e ż n o ś c i ą  ( p o r .  [ 5 6 ] )
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xR = 1 0 - ł c c e i a ( T + 7 -
_ T _ , 2  + _ j -  
1 0 0 /  ( ,100

( V I . 3 6 )

g d z i e  o z n a c z o n o  p r z e z :

c c - s t a ł ą  p r o m i e n i o w a n i a  c i a ł a  d o s k o n a l e  c z a r n e g o  w y n o s z ą c ą  
c c= 5 . 67  [W/m2K4] , 

e u  -  z a s t ę p c z ą  e m i s y j n o ś ć ,
7"  -  t e m p e r a t u r ę  o t o c z e n i a ,
T  -  c h w i l o w ą  t e m p e r a t u r ę  p o w i e r z c h n i ,  

z m i e n i a  s i ę  b a r d z o  s i l n i e  z  t e m p e r a t u r ą  i  f a k t  t e n  n a l e ż y  u -  
w z g l ę d n i ć  p r z y  r o z w i ą z y w a n i u  o d p o w i e d n i e g o  z a d a n i a  p o c z ą t k o w o -  
b r z e g o w e g o .  W p r a k t y c e  o b l i c z e n i o w e j  l i n e a r y z a c j ę  w a r u n k u  
b r z e g o w e g o ,  w k t ó r y m  n a l e ż y  u w z g l ę d n i ć  p r o m i e n i s t ą  w y m i a n ę  
c i e p ł a  p o m i ę d z y  o b i e k t e m  a  o t o c z e n i e m ,  r e a l i z u j e  s i ę  p o p r z e z  
p r z y j ę c i e  d l a  p r z e j ś c i a  o d  c h w i l i  t  d o  t + \ t  z b i o r u  w a r t o ś c i  a  
o b l i c z o n y c h  d l a  c h w i l i  t  ( p o r .  [ 3 5 ,  2 7 ] )  l u b  m e t o d ę  n u m e r y c z n ą  
u z u p e ł n i a  s i ę  p e w n ą  p r o c e d u r ą  i t e r a c y j n e g o  o b l i c z a n i a  w s p ó ł 
c z y n n i k ó w  a.R w w y r ó ż n i o n y c h  p u n k t a c h  n a  b r z e g u  ( p o r .  [ 3 ,  4 0 ] ) .

P r z y k ł a d e m  z a g a d n i e n i a  z  n i e l i n i o w o ś c i a m i  w w a r u n k a c h  i  r ó w 
n a n i u  m o ż e  b y ć  p r o c e s  k r z e p n i ę c i a  w l e w k a  we  w l e w n i c y  ( c h ł o 
d z e n i e  w w a r u n k a c h  k o n t a k t u  w l e w k a  z p o w i e t r z e m  a t m o s f e r y c z 
nym)  . W t a k i m  p r z y p a d k u  p o j a w i a  s i ę  o c z y w i ś c i e  p o ł ą c z e n i e  o b u  
o m ó w i o n y c h  p o p r z e d n i o  n i e l i n i o w o ś c i .

V I . 3 . 1 .  M e t o d y  l i n e a r y z a c j i  r ó w n a n i a  p r z e w o d n i c t w a

W p r z y p a d k u  z a d a ń  s t a c j o n a r n y c h  r ó w n a n i e  p r z e w o d n i c t w a  s p r o 
w a d z a  s i ę  d o  p o s t a c i  ( p o r . r o z d z . I I I )

d iv ( A .  g r a d T )  + g v  = 0 ( V I . 3 7 )

W p r o w a d z a j ą c  t e m p e r a t u r ę  K i r c h h o f f a  ( p o r .  [ 2 , 5 ] )

T
U = f  X ( \ i )  d\i  (VI  . 3 8 )

Tod

r ó w n a n i e  ( V I . 3 7 )  s t a j e  s i ę  l i n i o w e ,  a  m i a n o w i c i e

d i v  g r a d C 7 +  q v  = o . ( V I . 3 9 )

D l a  r ó w n a n i a  p a r a b o l i c z n e g o  p r o c e s  l i n e a r y z a c j i  j e s t  b a r d z i e j
z ł o ż o n y  ( p o r . [ 3 8 ] ,  [ 2 6 ] ) .  I s t n i e j e  w p r a w d z i e  m o ż l i w o ś ć  w p r o w a -
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d z e n i a  d o  r ó w n a n i a  p r z e w o d n i c t w a  t e m p e r a t u r y  K i r c h h o f f a ,  a l e  
n i e  p r o w a d z i  t o  d o  j e g o  p e ł n e j  l i n e a r y z a c j i .  A l g o r y t m  p o s t ę p o 

w a n i a  j e s t  n a s t ę p u j ą c y :
1) w y k o r z y s t u j ą c  ( V I . 3 8 )  r ó w n a n i e  p r z e w o d n i c t w a  z a p i s u j e m y  w

p o s t a c i

c ( T )  p {T)  4 ^  = d i v g r  a d  U+ q v , ( V I . 4 0 )
o t

2 )  d o  d a l s z y c h  r o z w a ż a ń  w p r o w a d z a m y  e n t a l p i ę  m a t e r i a ł u  o d 
n i e s i o n ą  d o  j e d n o s t k i  o b j ę t o ś c i

T
H (T )  = J  c ( ( i )  p ( n )  cfji , ( V I . 4 1 )

g d z i e  T0d j e s t  u m o w n i e  p r z y j ę t y m  p o z i o m e m  o d n i e s i e n i a ,  n p .

I  Od = 0 »
3 )  l e w a  s t r o n a  r ó w n a n i a  ( V I . 4 0 )  s p r o w a d z a  s i ę  d o  p o s t a c i

4 ^  = d i  v  g r  a d  U+ q v , ( V I . 4 2 )
o t

4 )  z d e f i n i c j i  e n t a l p i i  o r a z  t e m p e r a t u r y  K i r c h h o f f a  w y n i k a ,  
ż e  s ą  t o  f u n k c j e  ś c i ś l e  m o n o t o n i c z n e  ( r o s n ą c e ) .  O z n a c z a  t o ,  ż e  
i s t n i e j e  f u n k c j a  o d w r o t n a  d o  f u n k c j i  U = f ( T ) ,  a  m i a n o w i c i e  
T = f ~ \ U ) .  T a k  w i ę c  e n t a l p i ę  H= F ( T )  możemy  p r z e d s t a w i ć  j a k o

H  = F t r M D ) )  = <P (U) ■ ( V I . 4 3 )

P o n i e w a ż

M  = Ś ł i  = a>'(U) —  , ( V I .  4 4 )
d t  dU  d t  d t

w i ę c  r ó w n a n i e  ( V I . 4 2 )  s p r o w a d z a  s i ę  d o  p o s t a c i

<p/ ( U) = d i v g r a d [ T + g v . ( V I . 4 5 )
d t

J e s t  t o  j e d n a k  r ó w n a n i e  n i e l i n i o w e  ( c h y b a  ż e  p o c h o d n a  <p ’ ( U) = 

= c o n s t ) .
W n i e k t ó r y c h  m o n o g r a f i a c h  ( n p .  [ 5 ] )  z a l e c a  s i ę  s t o s o w a n i e  

t e g o  r ó w n a n i a  z a m i a s t  k l a s y c z n e g o  r ó w n a n i a  p r z e w o d n i c t w a  z e  
w z g l ę d u  n a  t o ,  ż e  j e s t  o n o  " b l i ż s z e "  r ó w n a n i u  l i n i o w e m u .  Na 
l e ż y  o c z y w i ś c i e  d o  t e j  s a m e j  k o n w e n c j i  s p r o w a d z i ć  w a r u n k i  
b r z e g o w e  i  p o c z ą t k o w e  ( p a t r z  r o z d z . V . l . ) .
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R z e c z y w i s t ą  l i n e a r y z a c j ę  ró w n a ń  p a r a b o l i c z n y c h  s p o t y k a n y c h  w 
z a g a d n i e n i a c h  t r a n s p o r t u  c i e p ł a  u z y s k u j e  s i ę  i n n y m i  s p o s o b a m i ,  
k t ó r y c h  w y k o r z y s t a n i e  j e s t  m o ż l i w e  d o p i e r o  n a  e t a p i e  budowy  
a l g o r y t m u  n u m e r y c z n e g o  z a g a d n i e n i a  p o c z ą t k o w o  -  b r z e g o w e g o  
( d o t y c z y  t o  a l g o r y t m ó w ,  w k t ó r y c h  r e a l i z u j e  s i ę  d y s k r e t y z a c j ę  
c z a s u ) .  Do n a j b a r d z i e j  e f e k t y w n y c h  m e t o d  t e g o  t y p u  l i n e a r y z a c -  
j i  n a l e ż ą :

1)  m e t o d a  p r z e m i e n n e j  f a z y  ( A l t e r n a t i n g  P h a s e  T r u n c a t i o n  
M e th o d  -  APTM) -  p o r .  [ 4 3 ,  4 4 ,  2 3 ,  1 2 ,  3 6 ,  5 4 ] ;

2 ) . m e t o d a  k o r y g o w a n i a  p o l a  t e m p e r a t u r y  w w y r ó ż n i o n y c h  p u n 
k t a c h  r o z w a ż a n e g o  o b s z a r u  s i a t k o w e g o  -  p o r . [ 5 7 ,  1 1 ,  2 2 ,  4 5 ] .

V I . 3 . 2 .  M e t o d a  p r z e m i e n n e j  f a z y

A l g o r y t m  p r z e m i e n n e j  f a z y  z o s t a ł  p r z e d s t a w i o n y  p r z e z  
J . R o g e r s a ,  M . C i m e n t a  i  A . B e r g e r a  w p r a c a c h  [ 4 3 ] ,  [ 4 4 ] .  W s w o 
j e j  p i e r w o t n e j  w e r s j i  m e t o d a  d o t y c z y ł a  k l a s y c z n e g o  p r o b l e m u  
S t e f a n a ,  n p .  n a m a r z a n i a  g r u n t u .  D a l s z e  u l e p s z e n i a  m e t o d y  r o z 
s z e r z y ł y  z a k r e s  j e j  z a s t o s o w a ń  n a  z a d a n i a  z  Nf -  w ar un k am i  S t e 
f a n a  o r a z  n a  z a d a n i a  n i e l i n i o w e  d o t y c z ą c e  z a r ó w n o  k l a s y c z n y c h  
z a d a ń  p r z e w o d n i c t w a  c i e p l n e g o ,  j a k  i  z a d a ń  z  ruch omy mi  b r z e g a 
m i ,  w k t ó r y c h  r o z p a t r u j e  s i ę  t z w .  s t r e f ę  d w u f a z o w ą .

P o ł ą c z e n i e  a l g o r y t m u  p r z e m i e n n e j  f a z y  z d o w o l n ą  m e t o d ą  nume
r y c z n ą ,  w k t ó r e j  w p r o w a d z a  s i ę  d y s k r e t y z a c j ę  c z a s u ,  wymaga  
p r z e b u d o w y  w y j ś c i o w e g o  o p i s u  m a t e m a t y c z n e g o  n a  k o n w e n c j ę  e n -  
t a l p o w ą .  Wprow adz a  s i ę  r o z s z e r z o n ą  d e f i n i c j ę  e n t a l p i i  o d 
n i e s i o n e j  d o  j e d n o s t k i  o b j ę t o ś c i ,  a  m i a n o w i c i e

H ( T )  = f c ( t x ) p ( n )  d\ i  + r i ( D  A H  , ( V I . 4 6 )

p r z y  czym

Tl (T)
d l a  T<T'  
d l a  T> = r *

( V I . 4 7 )

a  T* j e s t  t e m p e r a t u r ą  p r z e m i a n y  f a z o w e j ,  w k t ó r e j  n a s t ę p u j e  
s k o k o w a  z m i a n a  e n t a l p i i  w y n i k a j ą c a  n p . z  p r z e m i a n y  f a z o w e j  , 
A #  -  j e s t  c i e p ł e m  t e j  p r z e m i a n y  o d n i e s i o n y m  d o  j e d n o s t k i  o b 
j ę t o ś c i .  D e f i n i c j ę  ( V I . 4 6 )  m o żn a  r o z s z e r z y ć  w s p o s ó b  n a s t ę p u 
j ą c y
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T Nf
H(T) -  f c(n) p ((i) dH + £  AHiJ i - lT̂ A

( V I . 4 8 )

g d z i e  ( p o r  r y s . V I . 1 2 . )

n (T)
d l a  T < T *  

d l a  T> =T*
( V I . 4 9 )

R y s . V I . 1 2 .  Zależność  e n ta l p ia  -  temperatura d la  zadania z :  
a) dwiema fazami;  b) Nf -  fazami

F i g . V I . 1 2 .  The fu n c t io n  en tha lphy  -  temperature f o r  the  p r o 
blem wi th :  a) two phases;  b) Nf -  phases

R ó w n a n i e  p r z e w o d n i c t w a  z a p i s a n e  w k o n w e n c j i  e n t a l p o w e j  j e s t  

n a s t ę p u j  ą c e
dH
dt

= d i v  [ a g r a d H ]  + g v  ,
( V I . 5 0 )

g d z i e  a  j e s t  w s p ó ł c z y n n i k i e m  w yr ó wn yw an ia -  t e m p e r a t u r y  ( w s p ó ł 
c z y n n i k  d y f u z j i  c i e p l n e j )

a(H)  =
X(H)

c ( H )  P ( t f )
( V I . 5 1 )

W p r z y p a d k u  s k o k o w e j  z m i a n y  e n t a l p i i ,  z w i ą z a n e j  j a k  w s p o m n i a n o  
p o p r z e d n i o  z e  z m i a n ą  f a z y ,  w a r u n e k  S t e f a n a  ma p o s t a ć

1 dT*

t2 = r Ł = T*

( V I . 5 2 )

p r z y  czym w s k a ź n i k i  2 i  1 w y r ó ż n i a j ą  p a r a m e t r y  i  f u n k c j e  o d 
p o w i a d a j ą c e  r óż ny m  s ą s i a d u j ą c y m  f a z o m  ( n p .  2 -  o d p o w i a d a  c i e 
c z y  -  f a z a  g o r ą c a ;  1 -  f a z i e  s t a ł e j  -  f a z a  z i m n a ) , a  v, o z n a 
c z a  t u t a j  p r ę d k o ś ć  p r z y r o s t u  w a r s t w y  z a k r z e p ł e j  w k i e r u n k u
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n o r m a l n y m  d o  p o w i e r z c h n i  r o z d z i a ł u  f a z .  W a r u n e k  t e n  w k o n 
w e n c j i  e n t a l p o w e j  s p r o w a d z a  s i ę  d o  w a r u n k u

dH, dH,
~ a 2 ~d\  a i " a 7 + A 'f fv v ( V I . 5 3 )

A 2 = Ax + A H

g d z i e  ( p a t r z  r y s . V I . 1 2 a . )

A2 = l i r a  H(T)  , ^  = l i m  H(T)
( V I . 5 4 )

K l a s y c z n y  a l g o r y t m  p r z e m i e n n e j  f a z y  s k ł a d a  s i ę  z  d w ó c h  e t a 
p ó w .  Z a k ł a d a  s i ę  p r z y  t y m ,  ż e  p o l e  e n t a l p i i  w c h w i l i  t  -  o z 
n a c z a n e  p r z e z  H c -  j e s t  z n a n e  z w a r u n k u  p o c z ą t k o w e g o  l u b  z  o b 
l i c z e ń  w y k o n a n y c h  w p o p r z e d n i m  k r o k u  c z a s o w y m  ( w a r u n e k  p s e u d o -  
p o c z ą t k o w y ) .

W e t a p i e  p i e r w s z y m  c a ł y  r o z p a t r y w a n y  o b s z a r  fi s p r o w a d z a m y  u -  
m o w n i e  d o  f a z y  n a j c i e p l e j s z e j  ( f a z a  2 . ) ,  c o  p o l e g a  n a  p r z y j ę 
c i u  n a s t ę p u j ą c e g o  w a r u n k u  p s e u d o p o c z ą t k o w e g o

V2 ( x ,  t )  = max { H e, A 2 ) ,  ( V I . 5 5 )

c o  o z n a c z a ,  ż e  p u n k t o m ,  w k t ó r y c h  e n t a l p i a  j e s t  n i ż s z a  n i ż  A2 
p r z y p o r z ą d k o w u j e m y  w a r t o ś ć  g r a n i c z n ą  A2, a  w p o z o s t a ł y c h  z a c h o 
w u j e m y  e n t a l p i ę  n i e z m i e n i o n ą ,  c z y l i

f H c d l a  H c > A,
V A x ,  t )  = { ( V I . 5 6 )

K  —  -d l a  H c z  A 2

N a s t ę p n i e  r o z w i ą z u j e m y  p r z e k s z t a ł c o n e  r ó w n a n i e  p r z e w o d n i c t w a  
c i e p ł a  ( V I . 5 0 )  z n a j d u j ą c  " p o m o c n i c z e "  p o l e  e n t a l p i i  V2{ x ,  t + A t )  
d l a  n a s t ę p n e g o  k r o k u  c z a s o w e g o  ( p r o b l e m  u w z g l ę d n i e n i a  w a r u n k ó w  
b r z e g o w y c h  o m ó w i o n o  n a  k o ń c u  t e g o  p a r a g r a f u ) .
Na  z a k o ń c z e n i e  e t a p u  I o d e j m u j e m y  o d  r o z w i ą z a n i a  V2( x ,  t + A t )  
w c z e ś n i e j  d o d a n ą  e n t a l p i ę ,  d e f i n i u j ą c  w t e n  s p o s ó b  n o w ą  f u n k 
c j ę  V2(1{ x ,  t + A t )

V,“ \ x .  - r » ' * '  t ł A t >  « 1 .  5 » )
[ v 2 ( x ,  t  + A t )  + H C- V 2 ( x ,  t )  d l a t f £ *sA2

E t a p  d r u g i :  r o z p a t r y w a n y  o b s z a r  fi t r a k t u j e m y  j a k o  j e d n o r o d 
n y ,  o p i s a n y  p a r a m e t r a m i  o d p o w i a d a j ą c y m i  f a z i e  c h ł o d n i e j s z e j  
( f a z a  1 . )  w p r o w a d z a j ą c  o d p o w i e d n i ą  p o p r a w k ę  f u n k c j i  x ,  t + A t ) , 
p o l e g a j ą c ą  n a  p r z y p o r z ą d k o w a n i u  p u n k t o m  o  e n t a l p i i  p o w y ż e j  
w a r t o ś c i  g r a n i c z n e j  Ai -  n o w e j  w a r t o ś c i ,  r ó w n e j  g r a n i c z n e j  i
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p o z o s t a w i a j ą c  n i e z m i e n i o n ą  d l a  p o z o s t a ł y c h  p u n k t ó w ,  t z n .

[ a , d l a  V2(1) ( x ,  t  + A t )  > Ax ( V I .  5 8 )
Vx(x, t) = \

[ V2 ( x ,  t + A t )  d l a  V2 ( x ,  t  + A t )  ś A x

F u n k c j a  Vi s t a j e  s i ę  w a r u n k i e m  p s e u d o p o c z ą t k o w y m  d l a  r ó w n a n i a  
( V 1 . 5 0 . ) ,  k t ó r e g o  r o z w i ą z a n i e  V j ( x ,  t + A t )  w y ma g a  r ó w n i e ż  p o p r a 

w i e n i a ,  p o d o b n e g o  j a k  w e t a p i e  I :

V 121 ( x ,  t  + A t )  = =

Vx ( x ,  t  + A t )

VŁ ( x ,  t  + A t )  + Vj'1’ ( x ,  t  + A t ) -  Vx ( x ,  t )

c z y l i  z m n i e j s z a m y  w k a ż d y m  p u n k c i e  e n t a l p i ę  o  t a k ą  w a r t o ś ć ,  o 
j a k ą  p o w i ę k s z y l i ś m y  j ą  n a  p o c z ą t k u  t e g o  e t a p u .  P o p r a w i o n a  e n 
t a l p i a  j e s t  ko ń c o w y m  r o z w i ą z a n i e m  p r o b l e m u  w y z n a c z a n i a  e n t a l 

p i i  p o  c z a s i e  A t  .
Z a u w a ż m y ,  ż e  w k a ż d y m  k r o k u  c z a s o w y m  d w u k r o t n i e  r o z w i ą z u j e m y  

r ó w n a n i e  p r z e w o d n i c t w a  c i e p ł a .  W z w i ą z k u  z t ym  w a r u n k i  b r z e g o 
we I I  i  I I I  r o d z a j u  m u s z ą  b y ć  o d p o w i e d n i o  u w z g l ę d n i o n e ,  b y  n i e  
" d u b l o w a ć "  i c h ,  p o w o d u j ą c  p o d w o j e n i e  d o s t a r c z a n e g o  ( l u b  p o b i e 
r a n e g o ) ,  w a n a l i z o w a n y m  p r o c e s i e ,  s t r u m i e n i a  c i e p ł a .  R z e 
c z y w i s t y ,  w y n i k a j ą c y  z e  s f o r m u ł o w a n i a  p r o b l e m u ,  w a r u n e k  b r z e 
go w y  u w z g l ę d n i a m y  j e d y n i e  w t e j  f a z i e  p r o c e s u ,  w k t ó r e j  j e s t  
u z a s a d n i o n y  w a r u n k a m i  f i z y c z n y m i .  P r z y k ł a d o w o ,  a n a l i z u j ą c  p r o 
c e s  k r z e p n i ę c i a  w l e w k a  w c h w i l i  p o c z ą t k o w e j  ( t = 0 ) ,  g d y  m e t a l

d l a  V (1) ( x ,  t  + A t )  <.AX 

d l a  V (1> ( x ,  t  + A t )  > Aj.

( V I . 5 9 )

R y s . V I . 1 3 .  Pro bl em :  a )  dwu fazowy  b) w i e l o f a z o w y
F i g . V I . 1 3 .  a)  Two- pha se  p r o b l e m  b) M u l t i - p h a s e  p r o b l e m
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z n a j d u j e  s i ę  w f a z i e  c i e k ł e j ,  n i e j e d n o r o d n e  w a r u n k i  b r z e g o w e  
s t a w i a m y  j e d y n i e  w p i e r w s z y m  e t a p i e ,  a  w d r u g i m  p r z y j m i e m y ,  ż e  
c a ł y  o b s z a r  j e s t  i z o l o w a n y  t e r m i c z n i e  o d  o t o c z e n i a ,  c z y l i  
s t r u m i e ń  c i e p ł a  n a  c a ł y m  b r z e g u  j e s t  r ó w n y  z e r u  ( n i e  o z n a c z a  
t o  o c z y w i ś c i e ,  ż e  w e w n ą t r z  n i e  w y s t ę p u j e  p r z e p ł y w  c i e p ł a ) .  
N a j c z ę ś c i e j  w  n a s t ę p n e j  c h w i l i  c z a s u  " i z o l a c j a "  ma m i e j s c e  w 
p i e r w s z y m  e t a p i e ,  a  w y m i a n a  c i e p ł a  w d r u g i m .

J e ż e l i  r o z p a t r u j e m y  z a d a n i e  z  d z i e d z i n y  p r z e w o d z e n i a  c i e p ł a  
b e z  p r z e m i a n  f a z o w y c h ,  t o  p r z e d s t a w i o n y  w y ż e j  a l g o r y t m  p o z o 
s t a j e  n i e z m i e n i o n y ,  z t y m  ż e  AH = 0 (Ax = A2) i  w a r u n e k  S t e f a n a  
s t a j e  s i ę  t y p o w y m  w a r u n k i e m  IV r o d z a j u  ( c i ą g ł o ś c i  s t r u m i e n i a  
n a  g r a n i c y  d w ó c h  o b s z a r ó w  o  r ó ż n y c h  p a r a m e t r a c h  f i z y c z n y c h ) .  
T e m p e r a t u r a  g r a n i c z n a  T* j e s t  p e w n ą  o p c j o n a l n i e  o b r a n ą  w i e l k o ś 
c i ą  r o z g r a n i c z a j ą c ą  p o d o b s z a r y  o  d y f u z y j n o ś c i a c h  ai  i  a2 ( p o r .  
r y s . V I . 1 3 a . ) .

W n i e k t ó r y c h  p r z y p a d k a c h  m o że  p o j a w i ć  s i ę  p o t r z e b a  z a s t ą p i e 
n i a  r z e c z y w i s t e j  f u n k c j i  a ( H )  f u n k c j ą  k a w a ł k a m i  s t a ł ą  o  w i ę k 
s z e j  l i c z b i e  " s c h o d k ó w "  i  w ó w c z a s  w y k o r z y s t u j e  s i ę  m e t o d ę  
p r z e m i e n n e j  f a z y  w w a r i a n c i e  u o g ó l n i o n y m .  O z n a c z a  t o  k o n i e c z 
n o ś ć  p r z e p r o w a d z e n i a  o b l i c z e ń  w t y l u  e t a p a c h  ( a n a l o g i c z n y c h  d o  
o p i s a n y c h  w y ż e j ) ,  i l e  um o w ny ch  f a z  w y s t ę p u j e  w r o z p a t r y w a n y m  
o b s z a r z e  ( p o r . r y s . V I . 1 3 b . ) .

V I . 3 . 3 .  M e t o d a  z a p a s u  t e m p e r a t u r y

M e t o d a  z a p a s u  t e m p e r a t u r y  ( t e m p e r a t u r e  r e c o v e r e  m e t h o d )  
p o j a w i ł a  s i ę  p o d  k o n i e c  l a t  50  i  w y k o r z y s t a n o  j ą  d o  m o d e l o w a 
n i a  n u m e r y c z n e g o  p r o b l e m u  S t e f a n a .  U o g ó l n i e n i e  m e t o d y  ( o p i s a n e  
w n a s t ę p n y m  p o d r o z d z i a l e )  p r z e d s t a w i l i  J . S z a r g u t  i  B . M o c h n a c k i
[ 5 7 ]  o r a z  H on g  [ 1 1 ] .  D a l s z ą  r o z b u d o w ę  a l g o r y t m u  p r z e d s t a w i o n o  
w p r a c a c h  [ 4 1 ] ,  [ 6 3 ] .

P o d s t a w ą  o m a w i a n e g o  a l g o r y t m u  j e s t  l o k a l n y  b i l a n s  e n e r 
g e t y c z n y ,  p r z y  c z y m  z a m i a s t  o p e r o w a ć  p o j ę c i e m  c i e p ł a  k r z e p 
n i ę c i a ,  w p r o w a d z a m y  n o w ą  w i e l k o ś ć  -  z a p a s  t e m p e r a t u r y  8  -  z d e 
f i n i o w a n ą  j a k o  i l o r a z  c i e p ł a  k r z e p n i ę c i a  L  p r z e z  i l o c z y n  c i e 
p ł a  w ł a ś c i w e g o  c  i  g ę s t o ś c i  p ,  c z y l i

0  = J l .
c p ( V I . 6 0 )
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A l g o r y t m  s k ł a d a  s i ę  z n a s t ę p u j ą c y c h  e t a p ó w :
e t a p  I -  p r z y p o r z ą d k o w a n i a  w c h w i l i  p o c z ą t k o w e j  każdemu  

p u n k t o w i  a n a l i z o w a n e g o  o b s z a r u  t e m p e r a t u r y  TQ ( w y ż s z e j  od t em 
p e r a t u r y  p r z e m i a n y  f a z o w e j  Tk r ) i  z a p a s u  t e m p e r a t u r y  8 .

e t a p  I I  -  w y z n a c z e n i a  t e m p e r a t u r y  w n a s t ę p n y m  k r o k u

c z a s o w y m .
e t a p  I I I  -  m o d y f i k a c j i  u z y s k a n e g o  p o l a  t e m p e r a t u r y  wg n a 

s t ę p u j ą c y c h  z a s a d :  j e ż e l i  w danym p u n k c i e  t e m p e r a t u r a  j e s t
w y ż s z a  od  t e m p e r a t u r y  p r z e m i a n y  Tkr , t o  n i e  u l e g a  o n a  z m i a n i e ,  
j a k  r ó w n i e ż  n i e  z m i e n i o n y  p o z o s t a j e  z a p a s  t e m p e r a t u r y .  J e ż e l i  
T* = Tkr , T tł -  Tkr = A8  < 0 i  8 > 0  ( o s t a t n i a  n i e r ó w n o ś ć  o z n a 
c z a ,  ż e  n i e  z o s t a ł  j e s z c z e  w y k o r z y s t a n y  z a p a s  t e m p e r a t u r y ) ,  t o  
w ó w c z a s  p r z y j m u j e m y ,  ż e  T £+ 4 t  = Tkr , a  z a p a s  8  p o m n i e j s z a m y  o 
w i e l k o ś ć  A8 . Gdy 8 = 0 ,  t o  n i e  k o r y g u j e m y  t e m p e r a t u r y .
E t a p y  I I  i  I I I  p o w t a r z a m y  a ż  do  mom ent u ,  g d y  c a ł y  a n a l i z o w a n y  
o b s z a r  o s i ą g n i e  t e m p e r a t u r ę  n i ż s z ą  od t e m p e r a t u r y  p r z e m i a n y  
f a z o w e j ,  c z y l i  z o s t a n i e  z a k o ń c z o n y  p r o c e s  k r z e p n i ę c i a .

V I . 3 . 4 .  M e t o d a  p o p r a w i a n i a  p o l a  t e m p e r a t u r y

M e t o d a  p o p r a w i a n i a  t e m p e r a t u r y  d l a  z a d a ń  n i e l i n i o w y c h  w u -  
j ę c i u ,  k t ó r e  z o s t a n i e  p r z e d s t a w i o n e  w tym p o d r o z d z i a l e ,  wywo
d z i  s i ę  z  m e t o d y  z a p a s u  t e m p e r a t u r y .  S p r o w a d z a  s i ę  o n a  d o  k o 
r y g o w a n i a  p o l a  t e m p e r a t u r y  n a  k o l e j n y c h  p o z i o m a c h  c z a s u ,  t z n .  
p o p r a w i a n i a  w ar u n k ów  p s e u d o p o c z ą t k o w y c h . O d p o w i e d n i e  r ó w n a n i e  
k o r y g u j ą c e  p o l e  t e m p e r a t u r y  w w y r ó ż n i o n y c h  p u n k t a c h  o b s z a r u  
m ożn a  w y p r o w a d z i ć  n a  p o d s t a w i e  b i l a n s ó w  e n e r g i i  [ 5 6 ] ,  [ 2 5 ]  l u b
m e t o d a m i  a n a l i z y  m a t e m a t y c z n e j .  M e t o d a  t a  m oże  b y ć  s t o s o w a n a  w 
p r z y p a d k u  z m i e n n e j  p o j e m n o ś c i  c i e p l n e j  c  i  g ę s t o ś c i  p , n a t o 
m i a s t  w s p ó ł c z y n n i k  p r z e w o d z e n i a  c i e p ł a  k  z f o r m a l n e g o  p u n k t u  
w i d z e n i a  m u s i  b y ć  s t a ł y  l u b  w p e w i e n  s p o s ó b  u ś r e d n i o n y ,  co  
w y n i k a  z z a ł o ż e ń  z w i ą z a n y c h  z k o n s t r u k c j ą  ró w n a ń  k o r y g u j ą c y c h  

p o l e  t e m p e r a t u r y  [ 2 5 ] .
N i e l i n i o w e  c h a r a k t e r y s t y k i  t e r m o f i z y c z n e  c ( T )  i  q ( T) z a m i e 

n i a m y  n a  p r z e d z i a ł a m i  s t a ł e .  O b l i c z e n i a  w c h w i l i  i + A t  p r z e p r o 
wadzamy t a k ,  j a k b y  c a ł y  o b s z a r  m i a ł  w ł a s n o ś c i  j e d n o r o d n e ,  n p .  
o d p o w i a d a j ą c e  p i e r w s z e m u  p r z e d z i a ł o w i ,  a  n a s t ę p n i e  p o p r a w ia m y  

j e  s t o s u j ą c  n i ż e j  o p i s a n ą  p r o c e d u r ę .
R o z p a t r z y m y  dwa i d e n t y c z n e  g e o m e t r y c z n i e  o b s z a r y  -  o  p a r a 
m e t r a c h  t e r m o f  i z y c z n y c h  c t , Pj , A. i  (12 -  c2 , p2 , k -  o g r a n i 
c z o n e  p o w i e r z c h n i a m i  i  dCl2 , na  k t ó r y c h  z a d a n o  i d e n t y c z n e

w a r u n k i  b r z e g o w e .
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P o l a  t e m p e r a t u r y  w o b y d w u  o b s z a r a c h  s ą  r o z w i ą z a n i a m i  n a s t ę 
p u j ą c y c h  d w ó c h  n i e z a l e ż n y c h  r ó w n a ń

d T  ( x r t )
C j P j — -----  = k d i  v [ g r a d T x ( x ,  t )  ] , ,

C2P2
dT2 ( x ,  t)  

dt

( V I . 6 1 )

X d i v [ g r a d T 2 ( x ,  t )  ] , x e C l 2 .

W p r o w a d z a j ą c  n o w ą  z m i e n n ą  c z a s o w ą  1  = ( c j p i / c 2p2 ) t  
f u n k c j i  T2 o k r e ś l a m y  n a s t ę p u j ą c o

i z k  = c i  p i  dT2
d t  3x 3 t  c 2 p 2 3 t  '

p o c h o d n ą

( V I . 6 2 )

a  r ó w n a n i e  ( V I . 6 1 ) 2  p r z y j m u j e  z  m a t e m a t y c z n e g o  p u n k t u  w i d z e n i a  
i d e n t y c z n ą  p o s t a ć  j a k  r ó w n a n i e  ( V I . 6 1 ) i  ( o c z y w i ś c i e  i n a c z e j  
" z d e f i n i o w a n y "  j e s t  c z a s  d l a  o b y d w u  r ó w n a ń ) .  W y k o r z y s t u j ą c  t ę  
w ł a s n o ś ć ,  t e m p e r a t u r ę  w c h w i l i  t + A t  d l a  p u n k t ó w  o w ł a s n o ś c i a c h
2 .  o k r e ś l a m y  p o p r z e z  t e m p e r a t u r ę  w y z n a c z o n ą  d l a  o ś r o d k a  j e d 
n o r o d n e g o  o w ł a s n o ś c i a c h  1 . ,  s t o s u j ą c  n a s t ę p u j ą c ą  z a l e ż n o ś ć  
( p o r .  [ 3 8 ] )

r r At = T2c - - ^ £ i  ( T f t A c - T x ) 
C2P2

( V I . 6 3 )

P r o c e d u r ę  t ę  m o ż n a  u o g ó l n i ć  n a  p r z y p a d e k ,  g d y

c p

c l P l  T < T ‘ 

c 2 p2

C*Pn T> T '

( V I . 6 4 )

D l a  p r z e j r z y s t o ś c i  d a l s z y c h  r o z w a ż a ń  z a ł ó ż m y ,  ż e  w o s t a t n i m  
w z o r z e  n = 3 .  P r z y p a d e k  t a k i  w y s t ę p u j e  w o b l i c z e n i a c h  n u m e r y c z 
n y c h  k r z e p n i ę c i a  s t o p ó w .  T e m p e r a t u r y  T*  i  T2* s ą  o d p o w i e d n i o  
t e m p e r a t u r a m i  s o l i d u s u  i  l i k w i d u s u ;  w i n t e r w a l e  t e m p e r a t u r  
k r z e p n i ę c i a  w y d z i e l a  s i ę  c i e p ł o  u t a j o n e  L;  p o d o b s z a r  o d 
p o w i a d a j ą c y  p r z e d z i a ł o w i  t e m p e r a t u r  ( T ' , T 2 ) n a z y w a  s i ę  s t r e f ą  
d w u f a z o w ą  ( m u s h y  z o n e ) .  O b l i c z e n i a  s k ł a d a j ą  s i ę  z  n a s t ę p u j ą 
c y c h  e t a p ó w :
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e t a p  I -  r o z w i ą z a n i e  r ó w 
n a n i a  p r z e w o d n i c t w a  c i e p ł a  w 
r o z p a t r y w a n y m  o b s z a r z e  t r a k 
t o w a n y m  j a k o -  j e d n o r o d n y  o 
s t a ł y c h  C3 , Q3 ;

e t a p  I I  -  w y z n a c z e n i e  t e m 
p e r a t u r y  Ti w w y b r a n y c h
p u n k t a c h  ( i n t e r e s u j ą c y c h  n a s  
n p .  z e  w z g l ę d u  n a  c a ł k o w a n i e  
m e t o d ą  G a u s s a  o d p o w i e d n i e g o  
f u n k c j o n a ł u  -  V I . 2 1 )  o b s z a r u  
i  o k r e ś l e n i e ,  j a k i e m u  p o n i ż 
s z e m u  p r z y p a d k o w i  o n a  o d 
p o w i a d a  ( p a t r z  r y s .  V I . 1 4 . )

Przypadek :

a) b) c) d) e) f)

o -  Ti

-  T, t+At

R y s . V I . 1 4 .  P r z e j ś c i a  p r z e z  i z o -  
, t e r m y  g r a n i c z n e
F i g . V I . 1 4 .  T r a n s i t i o n s  b y  t h e  

l i m i t  i n g  i z o t h e r m s

a )  T*  > T2 i r 1t,At > r 2

b)  T f  > T2 i T2 > T ^ Lt > r *

c )  T*> T2' i 2 Ï  > r r At

d) T2* > Ti  > Tl i T2 > T y ^ c > T*

e)  T2* > Ti > TÎ i Tl > r r 4c

f )  T2* > Ti i T l  > T r 4 t

( V I . 6 5 )

e t a p  I I I  -  k o r y g o w a n i e  t e m p e r a t u r y  k o r z y s t a j ą c  z  n a s t ę p u j ą 
c y c h  z a l e ż n o ś c i  o d p o w i a d a j ą c y c h  p o s z c z e g ó l n y m  p r z y p a d k o m  z 

( V I . 6 5 )
a )  d l a  p u n k t ó w  s p e ł n i a j ą c y c h  w a r u n e k  ( V I . 6 5 ) a t e m p e r a t u r a  

p o z o s t a j e  n i e z m i e n i o n a ,  c z y l i

.- (VI  . 6 6 )

b )  j e ż e l i  s p e ł n i o n y  j e s t  w a r u n e k  ( V I . 6 5 ) b  l u b  ( V I . 6 5 ) C , t o  
z a l e ż n o ś ć  o k r e ś l a j ą c a  o s t a t e c z n ą  t e m p e r a t u r ę  p o  c z a s i e  t + A t  
z a l e ż y  o d  z n a k u  w y r a ż e n i a  A i =  C3P3 ( T2'  -  Ti*‘ *) -  L , g d z i e  p r z e z  L
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o z n a c z o n o  L= c2p2 ( T2 -  T ' )

d l a  A L < 0

Г,’ + — —  -  -^2-^2 ( T2 -  c ) d l a  A L > 0 
c i Рг c i  P i

( V I . 6 7 )

c )  d l a  p r z y p a d k ó w  ( V I . 6 5 ) d l u b  ( V I . 6 5 ) e w y r a ż e n i e  AZ ma p o 
s t a ć  A Z = c 3 p3  ( T2-  Ti*A *) -  Z + c 2 p 2 ( T2-  Ti)  o r a z

t*4t =

С3Р3 
C2 P2

( Tl -  T i * A t ) d l a  A i < 0

Tj + — —  -  ( r 2* -  Tl ) - f l f l  ( r *  -  T i tA c ) d l a  A L  > 0Cj px C i P x Cl p ,

( V I . 6 8 )

d )  d l a  o s t a t n i e g o  p r z e j ś c i a  ( V I . 6 5 ) f m a m y

r 2tłAC = Tic - ^ h ( T i e - T ^ Ae) 
c i  Pi

( V I . 6 9 )

P r z y k ł a d y  t e s t u j ą c e  o p i s a n e  p o w y ż e j  a l g o r y t m y  w p o ł ą c z e n i u  z  
m e t o d ą  / { - f u n k c j i  z o s t a ł y  o m ó w i o n e  w p r a c a c h  A u t o r a  [ 1 3 , 1 4 ,  
2 8 ] .  W p i e r w s z e j  w y z n a c z o n o  r o z k ł a d y  t e m p e r a t u r y  w o b s z a r z e  
w ę z ł a  c i e p l n e g o  t y p u  L.  P o r ó w n a n o  r o z w i ą z a n i e  o t r z y m a n e  z a  p o 
mocą  MRF i  m e t o d y  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h  d l a  r ó ż n y c h  k r o k ó w  c z a 
s o w y c h  i  r ó ż n y c h  s t o p n i  w i e l o m i a n u .

W [ 1 3 , 1 4 ]  w y z n a c z o n o  k s z t a ł t  f r o n t u  k r z e p n i ę c i a  p o d c z a s  o d 
l e w a n i a  c i ą g ł e g o  p r ę t ó w  o p r z e k r o j a c h  k w a d r a to w y m  i  w k s z t a ł 
c i e  zwanym " p s i a  k o ś ć " .  P r z e d s t a w i o n o  w y n i k i  d l a  r ó ż n y c h  p r ę 
d k o ś c i  o d l e w a n i a .  P o n i ż e j  o p i s z e m y  b a r d z i e j  s z c z e g ó ł o w o  w y n i k i  
dw óch  z e  w s p o m n i a n y c h  p r a c ,  t j . [ 1 4 ]  i  [ 2 8 ] .

& P r z y k ł a d  V I . 4 .  ( Front k r z e p n i ę c i a  w p r z e k r o j u  "psia kość")
W p r z y k ł a d z i e  t ym w y k o r z y s t a n o  m e t o d ę  p r z e m i e n n e j  f a z y .  R o z 

w a ż o n o  w l e w e k  c i ą g ł y  o  n i e t y p o w y m  k s z t a ł c i e  p o k a z a n y m  n a  
r y s . V I . 1 5 .  P r z y j ę t o ,  ż e  w i n s t a l a c j i  COS ( c i ą g ł e g o  o d l e w a n i a  
s t a l i )  m ożn a  w y r ó ż n i ć  c z t e r y  s t r e f y  c h ł o d z e n i a  ( p o r . [ 3 2 ,  2 3 ,  
3 7 ] ,  a  m i a n o w i c i e :

a )  k r y s t a l i z a t o r  o  d ł u g o ś c i  0 . 8 [ m ] ;
b)  I s e k t o r  s t r e f y  c h ł o d z e n i a  w t ó r n e g o  -  i y4 = 3 [ m] ;
c )  I I  s e k t o r  s t r e f y  w t ó r n e g o  c h ł o d z e n i a  -  i B= 5 [ m ] ;
d )  s t r e f a  c h ł o d z e n i a  k o ń c o w e g o .
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R y s . V I . 1 5 . P rzekró j  poprzeczny  
wlewka c iąg łego  

F i g . V I . 15 .  Cross s e c t i  on o f
con t inuous  c a s t i n g

P r z y j ę t o  o d p o w i e d n i o  n a 
s t ę p u j ą c e  w s p ó ł c z y n n i k i  wy
m i a n y  c i e p ł a  w k o l e j n y c h  

s t r e f a c h
a = 1 5 0 0 ,  9 5 0 ,  5 5 0  [W/m2 K] . 

O b l i c z e n i a  p r z e p r o w a d z o n o  d l a  
t r z e c h  p r ę d k o ś c i  o d l e w a n i a :

Vj= 0 . 0 1 5  [ m / s ] , 
v2= 0  . 0 2 0  [ m / s  ] ,
Vj= 0 . 0 25  [ m / s  ] .

Z a d a n i e  t r a k t o w a n o  j a k o
p s e u d o s t a c j o n a r n e ,  o p i s a n e  
r ó w n a n ie m  r ó ż n i c z k o w y m  t y p u  

( p o r .  ( V I . 3 5 ) )

z  w ar u n k am i  b r z e g o w y m i  t r z e c i e g o  r o d z a j u  n a  p o w i e r z c h n i a c h  
b o c z n y c h  o r a z  w a r u n k i e m  I r o d z a j u  d l a  x3 = 0  ( t e m p e r a t u r a  z a l e 

w a n i a )  .
P o w y ż s z y  o p i s  m a t e m a t y c z n y  w y n i k a  z  f a k t u ,  ż e  p o  o k r e s i e  

r o z r u c h u  u r z ą d z e ń  w o b s z a r z e  w l e w k a  c i ą g ł e g o  g e n e r u j e  s i ę  p o l e  
p s e u d o u s t a l o n e  ( t e m p e r a t u r a  j e s t  t y l k o  f u n k c j ą  w s p ó ł r z ę d n y c h  
p r z e s t r z e n n y c h ) , z  k o l e i  s k ł a d o w a  p r z e w o d z e n i a  c i e p ł a  w k i e 
r un k u  r u c h u  w l e w k a  m o ż e  b y ć  p o m i n i ę t a ,  s t ą d  p o  p r a w e j  s t r o n i e  
r ó w n a n i a  e n e r g i i  o p e r a t o r  r ó ż n i c z k o w y  d o t y c z y  t y l k o  z m i e n n y c h  
X\ i  x2. P o d s u m o w u j ą c ,  r ó w n a n i e  j e s t  n i e l i n i o w y m  r ó w n a n i e m  p a 
r a b o l i c z n y m ,  w k t ó r y m  z m i e n n a  x3 p r z e j m u j e  r o l ę  c z a s u .  Do r o z 
w i ą z a n i a  z a d a n i a  w y k o r z y s t a n o  a l g o r y t m  o p i s a n y  w r o z d z i a l e  
VI . 1 .  u z u p e ł n i o n y  p r z e z  m e t o d ę  p r z e m i e n n e j  f a z y .  P o c h o d n ą  
dH/dx3 p r z y b l i ż o n o  i l o r a z e m  r ó ż n i c o w y m .  Na r y s u n k a c h  V I . 1 6 - 1 8  
p o k a z a n o  r o z w i ą z a n i a  p o w y ż s z e g o  p r o b l e m u  b r z e g o w e g o ,  a  w 
s z c z e g ó l n o ś c i  z a s i ę g  c i e k ł e g o  j ą d r a  d l a  r ó ż n y c h  p r ę d k o ś c i  o d 

l e w a n i a .
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R y s . V I . 16 .  Z a s i ę g  c i e k ł e g o  m e t a l u  p o d c z a s  o d l e w a n i a  z  p r ę d k o ś 
c i ą  v  = 0 . 0 1 5  [ m / s ]

F i g . V I . 1 6 .  Range  o f  m o l t e n  m e t a l  f o r  p u l l i n g  r a t e  
v  = 0 . 0 1 5  [ m / s ]

R y s . V I . 1 7 .  Z a s i ę g  c i e k ł e g o  m e t a l u  p o d c z a s  o d l e w a n i a  z  p r ę d k o ś 
c i ą  v  = 0 . 0 2  [ m / s ]

F i g . V I . 1 7 .  Range o f  m o l t e n  m e t a l  f o r  p u l l i n g  r a t e  
v  = 0 . 0 2  [m / s ]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 [ml 1-----------1---1---------1--------8______ I_____■____ I_______Ł___ |______ B

R y s . V I . 18 .  Z a s i ę g  c i e k ł e g o  m e t a l u  p o d c z a s  o d l e w a n i a  z  p r ę d k o ś 
c i ą  v  = 0 . 0 2 5  [m/s.]

F i g . V I . 18.  Rangę  o f  m o l t e n  m e t a l  f o r  p u l l i n g  r a t ę
v  = 0 . 0 2 5  [ m / s ]

U z y s k a n e  w y n i k i  w y k a z u j ą  d u ż ą  z g o d n o ś ć  z o tr z ym an y m i  w p r a c y
[ 5 8 ]  .

N a s t ę p n y  p r z y k ł a d  i l u s t r u j e  i  t e s t u j e  p o ł ą c z e n i e  dwóch me
t o d :  -  m et o dy  p o p r a w i a n i a  t e m p e r a t u r y  i  MRF. R o z w i ą z a n i e  p o 
równano z wynikami  u z y s k a n y m i  m et o dą  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h .
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bt P r z y k ł a d  V I . 4 .  ( K r z e p n i ę c i e  w ę z ł a  c i e p l n e g o  t y p u  L)
R o zp a tr zy m y p r o c e s  k r z e p n i ę c i a  w ę z ł a  c i e p l n e g o  p r z e d s t a w i o 

n e g o  na ry s u n k u  V I I . 1 9 . ,  d l a  k t ó r e g o  p r z y j ę t o  n a s t ę p u j ą c e  dane

a  = 0 . 1  [m] , *  = 0 . 1 ,
CL = 820 [ J / k g K ]  , Cp = 77 0 0 ,

pL = 7 0 0 0  [ k g / m 3] , pp = 7 2 5 0 ,

XL = 35 iw /mk]  . Xp = 3 5 ,

TL = 1505  [ 'C l  , Ts = 1 4 7 0 ,

r *  = 3 0 [ ° C ] ,  a  = 500 [W/m2K\ .

C = 0 . 0 5 5 ,  d  = 0 . 0 5 5 ,
Cs = 6 9 0,

Ps = 7 5 0 0 , ( V I . 71)
* s  = 3 5 ,

Tb = 1 4 5 0 ,  T0 = f 1 = 1 5 5 0 ,

g d z i e  w s k a ź n i k i  L, S  i  P w y r ó ż n i a j ą  o d p o w i e d n i o  w i e l k o ś c i  o d n o 
s z ą c e  s i ę  do t e m p e r a t u r  p ow yż ej  ' t e m p e r a t u r y  l i k w i d u s u  TL, p o 
n i ż e j  t e m p e r a t u r y  s o l i d u s u  Ts  o r a z  s t r e f i e  p r z e j ś c i o w e j  p o m i ę 
d zy  tymi  t e m p e r a t u r a m i .  T0 i  Tb o z n a c z a j ą  o d p o w i e d n i o  t e m p e r a 
t u r ę  p o c z ą t k o w ą  i  t e m p e r a t u r ę  na b r z e g u  Vchk . Na b r z e g a c h  YK» i 
Tpc z a ł o ż o n o  warunek  s y m e t r i i ,  a d l a  TUE i  p r z y j ę t o  warunek  
I I I  r o d z a j u .

Tak o p i s a n e m u  z a g a d n i e n i u  
od p o w ia d a  o g ó l n a  s t r u k t u r a  
r o z w i ą z a n i a  o p i s a n a  wzorem  
( V I . 8 ) ,  w któr ym  p r z y j ę t o  
nx= 2 ,  n2= 2 i  n3= 2 o r a z
f i = f 2= 7b, f 3= f 4= 0 , f 3= f 4= a T “/ X ,  
h3= /j4= a / X .

R o z w i ą z a n i e  p r z e d s t a w i m y  w 
p o s t a c i  k rz y w y c h  s t y g n i ę c i a  -  
r y s u n e k  V I 1 . 2 0 .  -  w y z n a c z o 
n yc h  metodami  MRF i  MRS, d l a  n a s t ę p u j ą c y c h  wy br a ny ch  punktów:  
A ( 0 . 0 7 5 ,  0 . 0 7 5  ) , 5 ^ 0 . 0 9 5 ,  0 . 0 0 5 )  , C ( 0 . 0 9 5  , 0 . 0 9 5  ) ,
£ > ( 0 . 0 7 5 , 0 . 0 2 5 )  o r a z  t a b e l a r y c z n i e  z i l u s t r o w a n y c h  r o z k ł a d ó w  
t e m p e r a t u r y  -  t a b e l a  V I I . 7 .  -  po c z a s i e  1 2 8 [ s ] .

Z a p r e z e n t o w a n e  r o z w i ą z a n i a  o r a z  i n n e ,  n i e  p u b l i k o w a n e  p r z e z  
a u t o r a ,  p o t w i e r d z a j ą  z a d o w a l a j ą c ą  e f e k t y w n o ś ć  i  d o k ł a d n o ś ć  
u ż y c i a  m eto dy  J ? - fu n k c j i  r ó w n i e ż  w n i e l i n i o w y c h  z a g a d n i e n i a c h  

c i e p l n y c h  t e r m o m e c h a n i k i .

R y s . V I . 19.  A n a l i z o w a n y  o b s z a r  
F i g . V I . 19.  A n a l y z e d  domain
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T a b e l a  V I I . 7
___________________R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w w ę ź l e  c i e p l n y m __________________

a )  m e t o d a  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h
1478 1478 1478 1479 1479 1479 1478 1474 1448 1413
1495 1495 1495 1496 1496 1496 1497 1495 1485 1448
1495 1495 1495 1495 1496 1497 1500 1501 1495 1474
1479 1479 1479 1480 1480 1484 1495 1500 1497 1478
1450 1450 1450 1450 1450 1450 1484 1497 1496 1479

1450 1481 1496 1496 1479
1450 1480 1495 1496 1479
1450 1479 1495 1495 1478
1450 1479 1495 1495 1478

< 1450 1479 1495 1495 1478

b )  m e t o d a  f r - f u n k c j i

1477 1480 1477 1473 1470 1471 1473 1472 1436 1406
1495 1499 1497 1493 1491 1492 1495 1496 1489 1436
1496 1501 1500 1497 1496 1498 1401 1403 1496 1472
1488 1492 1491 1488 1487 1491 1498 1501 1495 1473
1450 1450 1450 1450 1450 1450 1491 1498 1492 1471

1450 1487 1496 1491 1470
1450 1488 1497 1493 1473
1450 1491 1500 1497 1477
1450 1492 1501 1499 1480
1450 1488 1496 1495 1477

temperatura [°C]

Oznaczenia

 punkt A MRF

...... punkt B MRF

 punkt C MRF

 punkt D MRF

+  punkt A MRS 

punkt B MRS 

□  punkt C MRS 

O punkt D MRS

40 80 120 160 200 240
czas [s]

R y s . V I . 2 0 .  K r z y w e  s t y g n i ę c i a  w w y b r a n y c h  p u n k t a c h  
F i g . V I . 2 0 .  C o o l i n g  c u r v e s  f o r  t h e  s e l e c t e d  p o i n t s

R o z d z i a ł  V I I

C z a s o p r z e s t r z e n n a  w e r s j a  M R F

W p o p r z e d n i m  r o z d z i a l e  o m ó w i l i ś m y  s p o s o b y  r o z w i ą z y w a n i a  
z a g a d n i e ń  n i e s t a c j o n a r n y c h  p r z y  u ż y c i u  n o w e g o  n a r z ę d z i a ,  j a k i m  
j e s t  m e t o d a  f l - f u n k c j i .  W ł a s n o ś c i  f l - f u n k c j i  w y k o r z y s t a l i ś m y  do  
t w o r z e n i a  a n a l i t y c z n e g o  o p i s u  b a d a n e g o  o b s z a r u  g e o m e t r y c z n e g o  
i  k o n s t r u o w a n i a  o g ó l n e j  s t r u k t u r y  r o z w i ą z a n i a ,  s p e ł n i a j ą c e j  
w s z y s t k i e  z a d a n e  w a r u n k i  b r z e g o w e  p r o b l e m u .  Z m i e n n a  c z a s o w a  i  
w a r u n e k  p o c z ą t k o w y  t r a k t o w a n e  b y ł y  o d m i e n n i e  n i ż  z m i e n n e  p r z e 
s t r z e n n e  i  w a r u n k i  b r z e g o w e  -  p o d o b n i e  j a k  n p .  w m e t o d z i e  e l e 
m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h .

W ty m  r o z d z i a l e  z a p r o p o n u j e m y  u o g ó l n i e n i e  d o t y c h c z a s o w e g o  -  
g e o m e t r y c z n e g o  -  p o d e j ś c i a  n a  c z a s o w o - p r z e s t r z e n n e , w k t ó r y m  
z m i e n n a  c z a s o w a  n i e  b ę d z i e  w y r ó ż n i o n ą  z m i e n n ą .  U t w o r z y m y  a n a 
l i t y c z n y  o p i s  o b s z a r u  c z a s o p r z e s t r z e n n e g o ,  a  n a s t ę p n i e  p r z e d 
s t a w i m y  o g ó l n ą  s t r u k t u r ę ,  u w z g l ę d n i a j ą c ą  ( s p e ł n i a j ą c ą )  r ó w n i e ż  
w a r u n e k  p o c z ą t k o w y .  Na  k o n i e c  o p i s z e m y  GSS  d l a  z a d a n i a ,  w 
k t ó r y m  b r z e g  g e o m e t r y c z n y  z m i e n i a  s i ę  w c z a s i e  w o k r e ś l o n y  
( z n a n y )  s p o s ó b .

V  X X .  1  .  Z a g a d n i e n i a  z e  s t a ł y m  
b r z e g i e m  g e o m e t r y c z n y m

J e s z c z e  r a z  s f o r m u ł u j e m y  a n a l i z o w a n y  p r o b l e m .  N i e c h  r o z 
w a ż a n y  o b i e k t  z a j m u j e  w p r z e s t r z e n i  o b s z a r  Q c  R3 ( l u b  R2 l u b  

i  n i e c h  j e g o  b r z e g  dCl s k ł a d a  s i ę  z  n  r o z ł ą c z n y c h  c z ę ś c i  dClj
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R y s . V I I . l .  O b s z a r  fi i  c z a s o p r z e s t r z e n n y  o b s z a r  fi*
F i g . V I I . 1 .  D o m a i n  fi a n d  s p a t i a l - t i m e  d o m a i n  fi*

( i = 1 , 2 , . . . , n ) , n a  k t ó r y c h  z a d a n e  b ę d ą  r ó ż n e  w a r u n k i  b r z e g o w e  -  
I ,  I I  l u b  I I I  r o d z a j u .  Z a k ł a d a m y ,  ż e  w s p ó ł c z y n n i k i  t e r m o f i z y -  
c z n e  A, c ,  p s ą  s t a ł e .  N i e s t a c j o n a r n e  p o l e  t e m p e r a t u r y  T ( x , t )  
w o b s z a r z e  f i( j r)  o p i s a n e  j e s t  p r z e z  r ó w n a n i e  F o u r i e r a  p o s t a c i

4 £  = - ^ - £ - ^  d l a  x =  ( x ±, X 2 , x 3) e Q ,  t e ( o , » )  , (vn. l)  
d t  CP M  d x j

do  k t ó r e g o  m us i my  d o ł ą c z y ć  o d p o w i e d n i e  w a r u n k i  b r z e g o w e  i p o 
c z ą t k o w e .  Na k  < n  c z ę ś c i  b r z e g u  3fij z n a n a  j e s t  t e m p e r a t u r a

T  . ~ ~ f i  , 1  = 1 ,  . . .  , k ;  ( x ,  t )  €  3Q^ 0  ( 0 , - )  ( V I I . 2)

Na p o z o s t a ł y c h  c z ę ś c i a c h  3fij  ( k  < j  < n)  z a d a n y  j e s t  w a r u n e k  
I I I  r o d z a j u

( , - ^ + h j T )  | = f j  , j = k + l ,  . . .  , n  ,

(x , t )  e d Q j ®  ( 0 , » )
( V I I . 3 )

g d z i e :  f j  = a j T f ‘/ \  i  h j  =  a . j / \ .  J e ż e l i  z a ł o ż y ć ,  ż e  h j =  0 i  f j  =  

= 9 j / X ,  t o  o t r z y m a m y  w a r u n e k  I I  r o d z a j u .  We w z o r z e  ( V I 1 . 3 )  o p e 
r a t o r  3 ( . ) / 3 v  o z n a c z a  p o c h o d n ą  w k i e r u n k u  n o r m a l n y m  d o  b r z e g u  
g e o m e t r y c z n e g o  o b s z a r u  fi. P r a w e  s t r o n y  w p o w y ż s z y c h  w a r u n k a c h  
-  f j ,  i = l , 2 ,  . . . , n  -  mogą  b y ć  o c z y w i ś c i e  f u n k c j a m i  c z a s u .
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Na k o n i e c  z a k ł a d a m y ,  ż e  z n a n a  j e s t  f u n k c j a  o p i s u j ą c a  t e m p e 
r a t u r ę  w c h w i l i  p o c z ą t k o w e j ,  t j .

T ( x , t )  , = T0 ( x ) = f 0 , . ( V I I . 4 )
11=0

I l o c z y n  k a r t e z j a ń s k i  fi*=fi ® ( 0 , 0 )  m o że  b y ć  t r a k t o w a n y  j a k o  
s k o ń c z o n y  c y l i n d e r  fi*, k t ó r e g o  p o d s t a w ą  j e s t  g e o m e t r y c z n y  o b 
s z a r  fi , a  w y s o k o ś c i ą  c z a s  t r w a n i a  a n a l i z o w a n e g o  p r o c e s u  9 .  
B r z e g  c z a s o p r z e s t r z e n n e g o  o b s z a r u  fi* s k ł a d a  s i ę  z n a s t ę p u j ą c y c h  
c z ę ś c i  ( p a t r z  r y s . V I I . 1 . ) :

a )  d w ó c h  p o d s t a w  b ę d ą c y c h  g e o m e t r y c z n y m  o b s z a r e m  o d p o w i e d 
n i o  w c h w i l a c h  t= 0 i  t = Q , t j  . fi0" = fi i  fi_j" = fi '  ,

b )  p o w i e r z c h n i  b o c z n e j  z ł o ż o n e j  z n f r a g m e n t ó w  b ę d ą c y c h  
i l o c z y n a m i  k a r  t e z  j  a ń s k i m i  f i " = 3 f i  ® ( 0, 9)  = f i i " u . . . u f i n" , p r z y  
c zy m  fi/ '  = 3fi i  ® { 0, 9)  -  i  = 1 , 2 , . . . , n .

A n a l i t y c z n a  p o s t a ć  w y ż e j  z d e f i n i o w a n e g o  o b s z a r u  c z a s o p r z e 
s t r z e n n e g o  fi* m o ż e  b y ć  p r z e d s t a w i o n a  j a k o

o ’ = co* ( X ,  t )  = [ co ( x )  ] A 0 [ ( 0 - t )  t / 0 ]  . ( V I I . 5 )

P r z y p o m n i j m y  w ł a s n o ś c i  f u n k c j i  o* : d l a  p u n k t ó w  n i e  n a l e ż ą 
c y c h  d o  o b s z a r u  fi* j e s t  o n a  u j e m n a ,  d l a  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h  -  
r ó w n a  z e r u  i  w r e s z c i e  d l a  p u n k t ó w  n a l e ż ą c y c h  d o  w n ę t r z a  fi* -  
d o d a t n i a ,  c z y l i

< 0  , ( x ,  t )  e n *  

w * ( x ,  t )  = 0  , ( x ,  t )  e3Q*
( V I I . o )

> 0 , ( x ,  t )  eCl'

T e r a z  w a r u n k i  b r z e g o w e  ( V I 1 . 2 - 3 )  i  p o c z ą t k o w e  ( V I 1 . 4 )  
p r z e d s t a w i m y  n a s t ę p u j ą c o

T  | = f L , 1 = 0 , . . . ,  k i  (VI 1 . 7 )

( ^ + h j T ) \ o f f j '  j  =  k + 1 ........"  ' ( V I I ‘8)

Zauważmy,  ż e  we w z o r z e  ( V I 1 . 8 )  o p e r a t o r  3 ( . ) / 3 v  j e s t ,  w o d r ó ż 
n i e n i u  od ( V I 1 . 3 ) ,  p o c h o d n ą  w k i e r u n k u  n o r m a l n y m  d o  b r z e g u  
o b s z a r u  c z a s o p r z e s t r z e n n e g o  fi*. P o n i e w a ż  w a r u n k i  t e  s t a w i a n e  s ą  
n a  p o w i e r z c h n i  b o c z n e j  w a l c a ,  t o
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d ( . )  m 3 ( . )
lo? d \  lat, , j  = . ( V I I . 9 )

W a r u n e k  p o c z ą t k o w y  ( V I 1 . 4 )  j e s t  t e r a z  w a r u n k i e m  I r o d z a j u  z a 
d a n y m  n a  b r z e g u  fi0 " , c z y l i  z a w a r t y  j e s t  we  w z o r z e  ( V I I . 7 )  d l a  
i  = 0 .

P r a w i d ł o w o  p o s t a w i o n e  z a d a n i e  w y m a ga  o k r e ś l e n i a  w a r u n k u  
b r z e g o w e g o  n a  b r z e g u  C2* ( x , 0 )  =fi " .  W a r u n k i e m  t y m  m o ż e  b y ć  r o z 
w i ą z a n i e  z a d a n i a  s t a c j o n a r n e g o  p r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż e  c z a s  0  j e s t  
d u ż y  ( s e e  C r a n k  [ 7 ] ) .  I n n y m ,  m n i e j  d o k ł a d n y m  w a r u n k i e m  j e s t  
z a ł o ż e n i e ,  ż e  w k o ń c o w e j  f a z i e  a n a l i z o w a n e g o  p r o c e s u  p r ę d k o ś ć  
z m i a n  p o l a  t e m p e r a t u r y  d T / d t  j e s t  m a ł a ,  c z y l i

d T
|q"

a  w s z c z e g ó l n o ś c i  r ó w n a  z e r u .  R o z w i ą z a n i e  z a d a n i a  p r z y  z a ł o ż e 
n i u  ( V I I . 10 )  m o ż e  b y ć  t r a k t o w a n e  j a k o  p i e r w s z y  k r o k  a l g o r y t m u  
i t e r a c y j n e g o ,  w k t ó r y m  p o p r a w i a n a  j e s t  f u n k c j a  w = w ( x ) .

O g ó l n a  s t r u k t u r a  r o z w i ą z a n i a  z a d a n i a  c z a s o p r z e s t r z e n n e g o ,  
o k r e ś l o n e g o  n a  o b s z a r z e  fi* j e s t  p o s t a c i

T ( x ,  t )  =F0 -  u D j  (F0) + u F j  

-  to 9  Hx
( V I I . 1 1 )

g d z i e

F,o

*  ,  n n nY  h  y  r  - i  y '  h.
i -0  Mi # p  = i=k+l “ 1 F  m i f c i  „  = , S № I - 1 2 )
n ’ 1 n ’ 2 n ’ 1 n

£  —  T  —  Y  —  Y  —
i-o “i p s  ° j & j. ^

We w z o r z e  ( V I I . 11 )  Dj j e s t  o p e r a t o r e m  r ó ż n i c z k o w y m  p o s t a c i

Dl(.) = y  + a« (vn.u)
3 x 1 d x t  d t  d t

s p e ł n i a j ą c y m  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i
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Di (o>) i = 1 ' ,
130’ ( V I I .  1 4 )

3 0tó 3 ( . )  = J L L J -  , j - 1 ,  . . . » «  *
 3v°1  < • >  I -  E f f rlo" M  o x i

c z y l i  b r z e g  o b s z a r u  w a l c o w e g o  fi* j e s t  z n o r m a l i z o w a n y ,  a  o p e r a 
t o r  t e n  n a  p o w i e r z c h n i  b o c z n e j  w a l c a  p r z e c h o d z i  w p o c h o d n ą  
n o r m a l n ą  d o  b r z e g u .  J e d n o c z e ś n i e  f u n k c j a  4> = < b ( x , t )  w y s t ę p u j ą 

c a  w GSS  m o ż e  m i e ć  p o s t a ć

® ( x , t )  = <pi J ( x ,  t )  , ( V I I . 15)

g d z i e  a j j  s ą  n i e z n a n y m i  p a r a m e t r a m i ,  a  <p y  s ą  d a n y m i  f u n k c j a m i  

b a z o w y m i  ( p o r .  [ 2 8 ] ,  [ 6 2 ] ) .
P o k a ż e m y  t e r a z ,  ż e  GSS  o k r e ś l o n a  w z o r e m  ( V I I . 11 )  r z e c z y w i ś 

c i e  s p e ł n i a  w s z y s t k i e  w a r u n k i  ( V I I . 7 - 8 ) .
P o n i e w a ż  o = 0 d l a  ( x ,  t ) e d C l * ,  w i ę c  j e d y n i e  p i e r w s z y  i  t r z e c i  
s k ł a d n i k  s t r u k t u r y  j e s t  r ó ż n y  o d  z e r a  n a  b r z e g u ,  c z y l i

T ( x ,  t )  | = Fx + <b F2 ( V I I . 16 )
lacr

S t ą d  o t r z y m u j e m y  n a s t ę p u j ą c e  z a l e ż n o ś c i

T ( x ,  t )  , = f i  , i  = 0 ,  1 ,  . . . ,  k  ;
\q'!1 ( V I I . 17 )

r ( x ,  t )  , = <t> , j  = £ + 1 ,  . . . , n  ;lo"
O p e r a t o r  Di( . ) d z i a ł a j ą c  n a  f u n k c j ę  ( V I I . 1 1 ) ,  n a  b r z e g u  o b s z a r u  

£J* p r z y j m u j e  p o s t a ć

D i ( r ) ,  * Fx -  <b Hx (VI  1 . 1 8 )
lao*

c z y i  i

Di ( r )  i „ “ ~ to*1] ‘ . ( v i l .  19 )\Qj

a  t o  p o k a z u j e ,  ż e  w s z y s t k i e  w a r u n k i  s ą  s p e ł n i o n e .
U w z g l ę d n i a j ą c  w z ó r  ( V I I . 1 5 )  GSS  m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  j a k o

r ( x , y ) = Ą +E ^ i  '  ( V I I . 2 0 )

g d z i e  w p r o w a d z o n o :
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( V I I . 2 1 )

*1 + E  (<*>.« F2.. " E  “ ^a)]

Kat wo  s p r a w d z i ć ,  ż e

.Xo = f i  A = 0 f o r  (x , t) eQ" ( i  = 0 , l ,  . . . ,  k)

X0 = 0 A Xkl * 0 fo r  (jt, t) eQj ( j = k + 1 , . . . ,  n)

( V I I . 2 2 )

W c e l u  r o z w i ą z a n i a  p r o b l e m u  o p i s a n e g o  r ó w n a n i a m i  ( V I I . 1 - 3 )  
n a l e ż y  w y z n a c z y ć  n i e z n a n e  w s p ó ł c z y n n i k i  Możemy t o  z r o b i ć
ż ą d a j ą c ,  by  GSS -  ( V I I . 11)  -  s p e ł n i a ł a  r ó w n a n i e  ( V I I . 1)  l u b
n p . w a r u n e k  n a j m n i e j s z e g o  b ł ę d u  k w a d r a t o w e g o  p o s t a c i

( V I I . 2 3 )

a l b o  w r e s z c i e  s t o s u j ą c  m e t o d ę  G a l e r k i n a  w p o s t a c i

/
Q*

i i  -  — v  i i i
c - P M  8x1

órdC l*  = 0 ( V I I . 2 4 )

W a r i a c j a  8 T m u s i  s p e ł n i a ć  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i

k
6 r = o  A 6 r v # 0  f o r  ( x , t ) e | j Q j  

8 r #  0

S r  v = o

f o r  ( j c , t ) e Q * U |  (J

f o r  (x,  t ) e  IJ O"
J-Jcłl

( V I I . 2 5 )

P o n i e w a ż  f u n k c j a  T  o k r e ś l o n a  j e s t  w zo re m  ( V I I . 2 0 ) ,  w i ę c

= ■ ST.*  = -•IJ,« ( V I I . 2 6 )

a d z i ę k i  w ł a s n o ś c i o m  ( V I I . 2 2 )  s p e ł n i o n e  s ą  w a r u n k i  ( V I I . 2 5 ) .
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W ypr ow ad z im y  t e r a z  a l g e b r a i c z n y  u k ł a d  ró w na ń  p r o b l e m u  w y n i 
k a j ą c y  z  c a ł k i  ( V I 1 . 2 5 ) .  C a ł k a  po  o b s z a r z e  Q* może  b y ć  t r a k 
to w a n a  j a k o  z ł o ż e n i e  c a ł e k  po  o b s z a r z e  g e o m e t r y c z n y m  fi i  c z a 
s i e  t w p r z e d z i a l e  ( 0 , 9 )  , c z y l i

f  d T  _ Jk_  y v  dPT 5 r d f l . = f  ( t  t -K 2 r a a ) 6 r d Q *  =

C P ^ d x U  Q- ( v i  1 . 2 7 )
e

=  j S r d n *  -  k 2 |  |  J V  Ba  8 r d Q  j  d r

O'

(w o s t a t n i m  r ó w n a n i u  w p r o w a d z o n o  k o n w e n c j ę  s u m a c y j n ą  w z g l ę d e m  
p o w t a r z a j ą c y c h  s i ę  i n d e k s ó w  a i  u p r o s z c z o n y  z a p i s  r ó ż 
n i c z k o w a n i a ) .  W y k o r z y s t u j ą c  t w i e r d z e n i e  G r e e n a  o z a m i a n i e  
c a ł k i  p o w i e r z c h n i o w e j  na  k r z y w o l i n i o w ą ,  d r u g a  z c a ł e k  we w z o 
r z e  ( V I I . 2 7 )  p r z y j m i e  p o s t a ć

- J r . S r . d f l *  + |  r v8 r d 9 Q '  = - j "  r a 8 r e dQ* + £  J ( f j - h ^  T)bTdQ'-
r>* Q* >**1 Q/,

( V I I . 2 8 )

W o s t a t n i m  p r z e k s z t a ł c e n i u  u w z g l ę d n i o n o  f a k t ,  ż e  w a r i a c j a  f u n 
k c j i  T j e s t  równa  z e r o  na  t y c h  c z ę ś c i a c h  b r z e g u  na  k t ó r y c h  
z a d a n a  j e s t  t e m p e r a t u r a ,  c z y l i  d l a  i =  1 ,  2 ,  . . . ,  nx . P o n i e w a ż  
w a r i a c j e  S a y  ( i j  = 1 ,  2 ,  . . . , N) s ą  d o w o l n e  i  n i e z a l e ż n e ,  t o  z a 
k ł a d a j ą c  k o l e j n o ,  ż e  t y l k o  j e d n a  z  n i c h  j e s t  r ó ż n a  od z e r a  
o t r z y m a m y  u k ł a d  ró w na ń  p o s t a c i

\ f ( T tX13-  k2 T aXljia) d£T k2 £  /  ( f ,  -A ,  T) dOj K 11'  29)
[q- i=*ł l  o!

U w z g l ę d n i a j ą c  w z ó r  ( V I 1 . 2 0 )  o t r z y m u j e m y  a l g e b r a i c z n y  u k ł a d  
ró w na ń  z n i e w i a d o m y m i  ay

E CUki  a *J = BH ' (VI 1 . 3 0 )
icl

g d z i e
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»  P r z y k ł a d  V I I . 1 .  ( p o r . [ 6 3 ] )
A l g o r y t m  p r z e d s t a w i o n y  w y ż e j  z o s t a n i e  z a s t o s o w a n y  d o  wy

z n a c z e n i a  p o l a  t e m p e r a t u r y  w n i e s k o ń c z o n e j  p ł y c i e .  W y n i k i  u z y 
s k a n e  p o p r z e z  u o g ó l n i o n ą  m e t od . ę  i ? - f u n k c j i  z o s t a n ą  p o r ó w n a n e  z 
r o z w i ą z a n i e m  a n a l i t y c z n y m .

Z a ł o ż y m y ,  ż e  w y m i a n ę  c i e p ł a  p o m i ę d z y  b a d a n y m  o b i e k t e m  a 
o t o c z e n i e m  o p i s u j e  w a r u n e k  I I I  r o d z a j u .  R o z p a t r z y m y  t r z y  p r z y 
p a d k i  w a r u n k ó w :

a )  h t = h  = 2 . 0  [ n f 1 ] o r a z  f t = f  = 0 . 6 6 6  [ n f 1 ] ( a  = 100 [W/m2 K ] ) ;
b )  hJ =h  = 1 0 . 0  [m- 1 ] o r a z  f d = f  = 3 . 3 3 3  [nT1 ] ( a  = 5 0 0  [W/m2 K ] ) ;
c )  h j = h  = 2 0 . 0  [ n f 1 ] o r a z  f t = f  = 6 . 6 6 7  [ n f 1 ] ( a  = 1 0 0 0  [W/m2 K] ) .

T e m p e r a t u r y  p o c z ą t k o w a  i  o t o c z e n i a ,  d l a  w s z y s t k i c h  p r z y p a d k ó w ,
w y n o s z ą  o d p o w i e d n i o :  T0 = f 0 = 5 0 0  [ ° C ]  i  T°° = 30  [ ° C ] .
F u n k c j ę  $  ( p o r . w z ó r  ( V I I . 1 4 ) )  p r z y j m u j e m y  w p o s t a c i

( s r )  U) ' ( V I I . 3 2 )
i* j< W

g d z i e  g  j e s t  g r u b o ś c i ą  p ł y t y .  N i e z n a n e  w s p ó ł c z y n n i k i  a.j o k r e ś 
l i m y  w y p e ł n i a j ą c  w a r u n e k  ( V I I . 1 9 ) .  C a ł k o w a n i e  n u m e r y c z n e  w y k o 
n a n o  s t o s u j ą c  m e t o d ę  G a u s s a .  Z a d o w a l a j ą c e  w y n i k i  u z y s k a n o  d l a  
r z a d k i e j  d y s k r e t y z a c j i  o b s z a r u  fl* i  N  = 5 ( w z ó r  ( V I 1 . 2 0 ) ) .
K o ń c o w y  u k ł a d  r ó w n a ń  z a w i e r a  w ó w c z a s  21 n i e w i a d o m y c h .

R y s u n k i  V I I . 2 - 4 .  p o k a z u j ą  r o z k ł a d y  t e m p e r a t u r y  w p o ł o w i e  
p ł y t y  ( z e  w z g l ę d u  n a  s y m e t r i ę  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h )  d l a  t r z e c h  
p r z y p a d k ó w ,  w d w ó c h  r ó ż n y c h  c h w i l a c h  c z a s u .  R y s u n k i  V I I . 5 -  7 .  
i l u s t r u j ą  z m i a n ę  t e m p e r a t u r y  w w y b r a n y c h  p u n k t a c h  p ł y t y  -  w 
p o b l i ż u  ś r o d k a  i  b r z e g u .
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zredukowana grubość 

□ MRF t-1000[s] A Anal. t=1000[s] O MRF t=3800[s] xAnal. t=3800[s]

R y s . V I 1 . 2 .  R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  d l a  p r z y p a d k u  ( a ) :  
t = 1 0 0 0  i  3 8 0 0 [ s ]

F i g . V I I . 2 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d  f o r  c a s e  ( a ) :  t = 1 0 0 0  a n d  3 8 0 0 [ s ]

zredukowana grubość 

D MRF t=500[s] A Anal. t=500[s] O MRF t=1900[s] X Anal. t= 1900[s]

R y s . V I 1 . 3 .  R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  d l a  p r z y p a d k u  ( b ) : 
t = 5 0 0  i  1 9 0 0 [ s ]

F i g . V I I . 3 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d  f o r  c a s e  ( b ) : t = 5 0 0  a n d  1 9 0 0 [ s ]
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03G06
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1

i

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

zredukowana grubość

0.8 0.9 1.0

□ MRF t-500[s] A Anal. t-500[s] o MRF t-1900[s] xAnal. t-1900[s]

R y s . V I 1 . 4 .  R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  d l a  p r z y p a d k u  ( c ) : 
t = 5 0 0  i  1 9 0 0 [ s ]

F i g . V I I . 4 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d  f o r  c a s e  ( c ) :  t = 5 0 0  a n d  1 9 0 0 [ s ]

zredukowany czas 

a  MRF x-0.05 A Anal, x-0.05 O MRF x-0.95 X Anal, x-0.95

R y s . V I 1 . 5 .  R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  d l a  p r z y p a d k u  ( a ) :  
x = 0 . 0 5  i  0 . 9 5

F i g . V I I . 5 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d  f o r  c a s e  ( a ) :  x = 0 . 0 5  a n d  0 . 9 5
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□ MRF x=0.05 A Anal. x=0.05 OMRFx=0.95 XAnal. x=0.95

R y s . V I I . 6 .  R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  d l a  p r z y p a d k u  ( b )  : 
x = 0 . 0 5  i  0 . 9 5

F i g . V I I . 6 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d  f o r  c a s e  ( b ) :  x = 0 . 0 5  i  0 . 9 5

□ MRF x-0.05 A Anal. x“0.05 oMRFx-0.95 xAnal.x-0.95

R y s . V I 1 . 7 .  R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  d l a  p r z y p a d k u  ( c ) :  
x = 0 . 0 5  i  0 . 9 5

F i g . V I I . 7 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d  f o r  c a s e  ( c ) : x = 0 . 0 5  i  0 . 9 5

P o r ó w n a n i e  r o z w i ą z a ń  z a  MRF i  a n a l i t y c z n e g o  ( r y s . V I I . 2  -  7)  
w y k a z u j e  e f e k t y w n o ś ć  p r o p o n o w a n e g o  a l g o r y t m u .  M a k s y m a l n a  r ó ż 
n i c a  p o m i ę d z y  r o z w i ą z a n i a m i  n i e  j e s t  w i ę k s z a  n i ż  7 %.
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•  P r z y k ł a d  V I 1 . 2 .

P r z e d s t a w i m y  r o z w i ą z a n i e ,  w k t ó r y m  w y z n a c z o n o  k r z y w e  s t y g 
n i ę c i a  w w y b r a n y c h  p u n k t a c h  p ł y t y  k w a d r a t o w e j  o  w y m i a r a c h  0 . 6 x  
0 . 6 [m] o  n a s t ę p u j ą c y c h  p a r a m e t r a c h  f i z y c z n y c h

A. = 30  [W/mK] , p = 7 0 0 0  [ k g / m 3] , c =  7 0 0  [ J / k g K ]  .
P r z y j ę t o  w a r u n e k  I I I  r o d z a j u  o w s p ó ł c z y n n i k u  a = 1 0 0 [ W / m 2K] i  
t e m p e r a t u r z e  o t o c z e n i a  T ° ° = 3 0 [ ° C ] .  C z a s  t r w a n i a  a n a l i z o w a n e g o  
p r o c e s u  w y n o s i  0 =  1 5 0 0 0  [ s ] .  R y s u n e k  V I I . 8 .  p o k a z u j e  r ó ż n i c e  p o 
m i ę d z y  t e m p e r a t u r a m i  z r e d u k o w a n y m i  ( k r z y w e  s t y g n i ę c i a  w w y b r a 
n y c h  p u n k t a c h  p ł y t y )  o t r z y m a n y m i  m e t o d a m i  MRF i  MRS p r z y  n a j 
m n i e j  d o k ł a d n y m  w a r u n k u  n a  b r z e g u  C l - " ,  a  m i a n o w i c i e  w = 0 
( p o r . ( V I I . 1 0 ) ) .  M a k s y m a l n a  r ó ż n i c a  n i e  p r z e k r a c z a  7%. T a b e l e
V I 1 . 1 - 3 .  p r z e d s t a w i a j ą  s z c z e g ó ł o w e  r o z k ł a d y  t e m p e r a t u r  z r e d u 
k o w a n y c h  n a  k o ń c u  p r o c e s u ,  n a  p o c z ą t k u  i  w ś r o d k u  t r w a n i a  p r o 
c e s u  (w ć w i a r t c e  a n a l i z o w a n e j  p ł y t y ) .  N a t o m i a s t  r y s u n k i  V I 1 . 9 -
1 1 .  i l u s t r u j ą  r ó ż n i c e  m i ę d z y  i z o t e r m a m i  u z y s k a n y m i  m e t o d a m i  
MRF i  MRS, w t r z e c h  r ó ż n y c h  m o m e n t a c h  c z a s u .

TEMPERATURA ZREDUKOWANA

R y s . V I 1 . 8 .  Krzywe s t y g n i ę c i a  w wybranych punktach  
F i g . V I I . 8 .  Cooling  curves  f o r  the  s e l e c t e d  p o i n t s
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T a b e l a  V I I .1
R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  z r e d u k o w a n e j  w c h w i l i  t  = 1 3 5 0 0  [ s ]

a )  m e t o d a  Л- f u n k c j i

0.210 0.210 0.209 0.207 0.204 0.203 0.202 0.201 0.195 0.190
0.217 0.218 0.218 0.218 0.216 0.213 0.207 0.201 0.199 0.195
0.234 0.234 0.234 0.232 0.229 0.223 0.216 0.207 0.201 0.201
0.252 0.251 0.250 0.248 0.243 0.236 0.226 0.216 0.207 0.202
0.268 0.267 0.265 0.262 0.256 0.248 0.236 0.223 0.213 0.203
0.280 0.279 0.277 0.273 0.266 0.256 0.243 0.229 0.216 0.204
0.289 0.288 0.285 0.281 0.273 0.262 0.248 0.232 0.218 0.207
0.295 0.293 0.291 0.285 0.277 0.265 0.250 0.234 0.218 0.209
0.298 0.297 0.293 0.288 0.279 0.267 0.251 0.234 0.218 0.210
0.299 0.298 0.295 0.289 0.280 0.268 0.252 0.234 0.217 0.210

b )  m e t o d a  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h

0.220 0.216 0.215 0.210 0.204 0.196 0.187 0.176 0.164 0.151
0.239 0.238 0.234 0.229 0.222 0.213 0.203 0.192 0.178 0.164
0.257 0.255 0.251 0.246 0.238 0.229 0.218 0.206 0.192 0.176
0.273 0.271 0.267 0.261 0.253 0.243 0.231 0.218 0.203 0.187
0.286 0.284 0.280 0.274 0.265 0.255 0.243 0.229 0.213 0.196
0.298 0.296 0.291 0.285 0.276 0.265 0.253 0.238 0.222 0.204
0.307 0.305 0.300 0.294 0.285 0.274 0.261 0.246 0.229 0.210
0.314 0.312 0.307 0.300 0.291 0.280 0.267 0.251 0.234 0.215
0.319 0.317 0.312 0.305 0.296 0.284 0.271 0.255 0.238 0.218
0.321 0.319 0.314 0.307 0.298 0.286 0.273 0.257 0.239 0.220

T a b e l a  V I I . 2

R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  z r e d u k o w a n e j  w c h w i l i  t  = 1 50 0  [ s ]

a ) m e t o d a Д- f u n k c j  i
>

0.811 0.806 0.798 0.785 0.768 0.743 0.713 0.679 0.643 0.600
0.862 0.857 0.851 0.838 0.821 0.800 0.770 0.736 0.696 0.643
0.906 0.902 0.896 0.883 0.866 0.845 0.815 0.779 0.736 0.679
0.943 0.938 0.932 0.919 0.902 0.881 0.851 0.815 0.770 0.713
0.972 0.968 0.962 0.949 0.932 0.909 0.881 0.845 0.800 0.743
0.996 0.991 0.985 0.972 0.955 0.932 0.902 0.866 0.821 0.768
1.000 1.000 1.000 0.989 0.972 0.949 0.919 0.883 0.838 0.785
1.005 1.003 1.001 1.000 0.985 0.962 0.932 0.896 0.851 0.798
1.007 1.030 1.003 1.000 0.991 0.968 0.938 0.902 0.857 0.806
1.010 1.007 1.005 1.000 0.996 0.972 0.943 0.906 0.862 0.811

b) m e t o d a r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h

0.751 0.749 0.744 0.737 0.725 0.709 0.687 0.657 0.619 0.573
0.811 0.Я09 0.804 0.796 0.784 0.767 0.742 0.710 0.669 0.619
0.861 0.859 0.854 0.845 0.832 0.813 0.788 0.753 0.710 0.857
0.900 0.898 0.892 0.883 0.870 0.850 0.823 0.788 0.742 0.687
0.929 0.927 0.922 0.912 0.898 0.878 0.850 0.813 0.767 0.709
0.951 0.948 0.943 0.933 0.919 0.898 0.870 0.832 0.784 0.725
0.966 0.963 0.957 0.948 0.933 0.912 0.883 0.845 0.796 0.737
0.975 0.973 0.967 0.957 0.943 0.922 0.892 0.854 0.804 0.744
0.981 0.978 0.973 0.963 0.948 0.927 0.898 0.859 0.809 0.749
0.984 0.981 0.975 0.966 0.951 0.929 0.900 0.861 0.811 0.751
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T a b e l a  V I I . 3
R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  z r e d u k o w a n e j  w c h w i l i  t  = 8 0 0 0  [ s ]

a )  m e t o d a  / ? - f u n k c j i

0.355 0.353 0.349 0.345 0.334 
0.383 0.381 0.379 0.372 0.362 
0.415 0.413 0.409 0.402 0.391 
0.447 0.445 0.440 0.432 0.421 
0.474 0.472 0.466 0.457 0.445 
0.496 0.494 0.487 0.479 0.464 
0.511 0.509 0.502 0.494 0.479 
0.521 0.519 0.513 0.502 0.487 
0.528 0.526 0.519 0.509 0.494 
0.532 0.528 0.521 0.511 0.496

b )  m e t o d a  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h

0.383 0.380 0.374 0.366 0.355 
0.416 0.413 0.407 0.398 0.386 
0.447 0.444 0.437 0.427 0.414 
0.474 0.471 0.464 0.453 0.440 
0.498 0.494 0.487 0.476 0.462 
0.518 0.514 0.506 0.495 0.480 
0.534 0.530 0.522 0.510 0.495 
0.546 0.542 0.534 0.522 0.506 
0.554 0.550 0.542 0.530 0.514 
0.558 0.554 0.546 0.534 0.518

0.321 0.302 0.283 0.266 0.251 
0.347 0.330 0.311 0.289 0.266 
0.377 0.357 0.334 0.311 0.283 
0.404 0.383 0.357 0.330 0.302 
0.428 0.404 0.377 0.347 0.321 
0.445 0.421 0.391 0.362 0.334 
0.457 0.432 0.402 0.372 0.345 
0.466 0.440 0.409 0.379 0.349 
0.472 0.445 0.413 0.381 0.353 
0.474 0.447 0.415 0.383 0.355

0.341 0.325 0.306 0.285 0.262 
0.371 0.354 0.333 0.311 0.285 
0.398 0.379 0.358 0.333 0.306 
0.423 0.403 0.379 0.354 0.325 
0.444 0.423 0.398 0.371 0.341 
0.462 0.440 0.414 0.386 0.355 
0.476 0.453 0.427 0.398 0.366 
0.487 0.464 0.437 0.407 0.374 
0.494 0.471 0.444 0.413 0.380 
0.498 0.474 0.447 0.416 0.383

R y s . V I 1 . 9 .  R o z k ł a d y  t e m p e r a t u r y  w c h w i l i  t  = 1 5 0 0 [ s ]
w y z n a c z o n e  m e t o d a m i  a )  MRF, b )  MRS  

F i g .  VI 1 . 9 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d s  f o r  t  = 1 5 0 0  [ s ]  b y  a )  RFM, b )  RDM
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R y s . V I I . 1 0 .  R o z k ł a d y  t e m p e r a t u r y  w c h w i l i  t = 8 0 0 0 [ s ]  
w y z n a c z o n e  m e t o d a m i  a )  MRF, b )  MRS 

F i g . V I I . 1 0 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d s  f o r  t =  8 0 0 0 [ s ]  b y  a )  RFM,
b )  RDM

R y s . V I I . 1 1 .  R o z k ł a d y  t e m p e r a t u r y  w c h w i l i  t = 1 3 5 0 0 [ s ]  
w y z n a c z o n e  m e t o d a m i  a )  MRF, b )  MRS 

F i g . V I I .  1 1 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d s  f o r  t =  8 0 0 0  [ s ]  b y  a )  RFM,
b )  RDM

»  P r z y k ł a d  V I 1 . 3 .  ( p r z e k r ó j  e l e m e n t u  g r z e w c z e g o )
W y z n a c z y m y  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w p r z e k r o j u  p o k a z a n y m  n a  

r y s u n k u  V I I . 1 2 a .  Ze  w z g l ę d u  n a  s y m e t r i ę  r o z p a t r y w a ć  b ę d z i e m y
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j e d y n i e  c z ę ś ć  t e g o  o b s z a r u  z n a j d u j ą c ą  s i ę  w p i e r w s z e j  ć w i a r t c e  
u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h  -  r y s . V I I . 1 2 b .

R y s . V I 1 . 1 2 .  A n a l i z o w a n y  o b s z a r  i  o b s z a r  n  
F i g . V I I . 1 2 .  A n a l y z e d  d o m a i n  a n d  d o m a i n  O

P r z e k r ó j  t e n  o g r z e w a n y  j e s t  s t r u m i e n i e m  q =  6 0 0 0 0  [W/m2 ] n a  p o 
w i e r z c h n i  DE,  c h ł o d z o n y  s t r u m i e n i e m  p o w i e t r z a  -  a = 1 0  [W/m2 K] i  
T “ = 30 [*C]  -  n a  p o w i e r z c h n i a c h  z e w n ę t r z n y c h  AB  i  BC  o r a z  c h ł o 
d z o n y  w o d ą  n a  p o w i e r z c h n i  o k r ę g u  -  a  = 100  [W /m2 K] i  T "  =
= 3 0  [ ’ C ] . W y m i a r y  g e o m e t r y c z n e  p r z e k r o j u  w y n o s z ą  o d p o w i e d n i o  
( r y s  . V I 1 . 12 b ) : a = 0 . 6 [ m ] ,  c = 0 . 3 6 [ m ] ,  7 7 = 0 . 2 4  [ m ] ,  r = 0 . 1 2 [ m ] .  
T e m p e r a t u r a  p o c z ą t k o w a  w y n o s i  TQ = 30  [ * C ] ,  a  w c h w i l i  k o ń c o w e j  
p r z y j ę t o ,  ż e  w = 0 .
A n a l i z o w a n y  o b s z a r  g e o m e t r y c z n y  m o ż n a  o p i s a ć  j a k o  c z ę ś ć  w s p ó l 
n ą  n a s t ę p u j ą c y c h  p o d o b s z a r ó w :

Q x = { ( a - x ) x / a  > 0 )  , Q 2 = { ( a - y ) y / a > 0}

Q 3 = { ( x 2 + y 2 - R 2) / ( 2 R )  >0 } ( V I I . 3 3 )

Q 4 = { [ ( x - c ) 2 + ( y - c ) 2 - r 2] / ( 2 r )  >0 }

c z y l i  w p o s t a c i  r ó w n a n i a

< > (x , y )  = [ ( a - x ) / a ] A 0 [ ( a - y ) / i > ) A 0
( V I I . 3 4 )[(X2 + y 2 —̂ 2 )  / ( 2  R)  ] Aq [( ( x _ c ) 2 + ( y  _ c ) 2 -  r  2) / ( 2  r )  ]

P o s z c z e g ó l n e  c z ę ś c i  b r z e g u  g e o m e t r y c z n e g o ,  n a  k t ó r y c h  z a d a n o  
o d p o w i e d n i e  w a r u n k i  b r z e g o w e ,  t o  dCl1 = VABC , 3 £i2 = TCB r EA ,
0O3 = r DE o r a z  3£14 -  o k r ą g  o  p r o m i e n i u  r .

O b s z a r  c z a s o p r z e s t r z e n n y  p o w s t a j e  a n a l o g i c z n i e  d o  o p i s a n e g o  
w c z e ś n i e j .  R ó w n a n i a  c z ę ś c i  b r z e g u  t e g o  o b s z a r u  s ą  p o s t a c i
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“ i  = A0 f i ( V I I . 3 5 )

g d z i e  i = - l , 0 ,  1 ,  2 ,  3 ,  4 , A j e s t  b a r d z o  m a ł ą  s t a ł ą  r ó w n ą  n p .

0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 1  o r a z

w!! = 0-A - t , o>J = t  + A
wj = [(a-A-x)]  A0 [(a-A-y)]  A0 [(0 - 1) t]

“ ż = [(A+x)] A0 [(A+y)] A, [(6-t) t]

to3* = [(x2 +y2 -(7? + A)2) ] A0 [(6 - t) t/0]

oj = [fx-c)2+(y-c)2-(r + A)2] A0 [(0-t ) t /6 ]

U z y s k a n e  r o z w i ą z a n i e  z i l u s t r u j e m y  z a  p o m o c ą  k r z y w y c h  n a g r z e w a 
n i a  c z t e r e c h  w y b r a n y c h  p u n k t ó w  b a d a n e g o  o b s z a r u  o r a z  l i c z b o w e j  
p r e z e n t a c j i  r o z k ł a d ó w  t e m p e r a t u r y  w t r z e c h  m o m e n t a c h  c z a s u  ( 8 =  

= 4 0 0 0 0  [ s ] ) :  t = 4 0 0 0 ,  2 0 0 0 0 ,  3 6 0 0 0  [ s ] .

R y s . V I I . 1 3 .  R o z k ł a d y  t e m p e r a t u r y  w c h w i l a c h  t = 4 0 0 0  i  2 0 0 0 0 [ s ]  
F i g . V I I . 1 3 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d s  f o r  t = 4 0 0 0  a n d  2 0 0 0 0 [ s ]
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R y s . V I 1 . 1 4 .  R o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w c h w i l i  t  = 3 6 0 0 0 [ s ]  
F i g . V I I . 1 4 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d  f o r  t  = 3 6 0 0 0 [ s ]

temperatura [°C]

czas* 10*3 [s]

R y s . V I 1 . 1 5 .  K r z y w e  n a g r z e w a n i a  w y b r a n y c h  p u n k t ó w  
F i g . V I I . 1 5 .  T h e  h e a t i n g  c u r v e s  f o r  t h e  s e l e c t e d  p o i n - t s
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V I I  _ 2  .  Z a d a n i  e  i ' ,  e  z m i e n n y m  
b r z e g i e m

Na z a k o ń c z e n i e  t e g o  r o z d z i a ł u  p r z e d s t a w i m y  s t r u k t u r ę  r o z 
w i ą z a n i a  z a d a n i a  c z a s o p r z e s t r z e n n e g o ,  w k t ó r y m  k s z t a ł t  g e o 
m e t r y c z n y  m o że  s i ę  z m i e n i a ć  w c z a s i e  w z n a n y  s p o s ó b ,  t j  . fi = 
= f i ( t ) .  Z a d a n i a  t e g o  t y p u  p o j a w i a j ą  s i ę  m. i n .  p r z y  o b l i c z e 
n i a c h  n u m e r y c z n y c h  z w i ą z a n y c h  z h o d o w l ą  m o n o k r y s z t a ł ó w  l u b  w 
t e r m o d y n a m i c e  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h ,  g d y  z a k ł a d a  s i ę  o k r e ś l o n e  
p r a w o  ( n p .  p r a w o  p i e r w i a s t k o w e )  d o  o p i s a n i a  p r z y r o s t u  w a r s t w y  
z a k r z e p ł e g o  m e t a l u .

J a k o  p r z y k ł a d  r o z p a t r z y m y  p r z e k r ó j  k o ł o w y ,  k t ó r e g o  p r o m i e ń  
R  z m i e n i a  s i ę  w c z a s i e ,  z  o k r e ś l o n ą  p r ę d k o ś c i ą  vr

x 2 + y 2 = (R0 ~ vR t)2 (VI  1.37)

D l a  t a k  z m i e n i a j ą c e g o  s i ę  o b s z a r u  z d e f i n i u j e m y  o b s z a r  fi* j a k o  
s t o ż e k  ś c i ę t y ,  d l a  k t ó r e g o  p o s z c z e g ó l n y m i  p o w i e r z c h n i a m i  b r z e 
gowymi  s ą  ( p o r .  r o z d z i a ł  V I I . 1 . )

= 0 ( 0 )  = { ( x , y )  : x 2 + y 2 s  ( R -  v R 6 ) 2 } ,

Q"0 = Q (0)  = { ( x ,  y )  : x 2 + y 2 ś R 2} , ( V I I . 3 8 )

Q "  = d O ^ t )  , i  = 1 ,  2 ,  . . . , n  ,

R o z w a ż a m y  c z a s o p r z e s t r z e n n y  
o b s z a r  fi* p r z e d s t a w i o n y  n a  
r y s . V I l l l 6 .  Na r y s u n k u  t y m  p o 
z i o m a  o ś  s y m b o l i c z n i e  o b r a z u j e  
o b s z a r  g e o m e t r y c z n y  f i = f i ( £ )  z 
p r z e s t r z e n i  3D l u b  2D l u b  ID  . 
Na p o s z c z e g ó l n y c h  c z ę ś c i a c h  
b r z e g u  dCl( t )  możemy  z a d a ć  r ó ż n e  
w a r u n k i  b r z e g o w e . -  J e ś l i  b ę d ą  t o  
w a r u n k i  I I  l u b  I I I  r o d z a j u ,  t o  
b ę d ą  o n e  o k r e ś l a ł y  w a r t o ś ć  p o 
c h o d n e j  n o r m a l n e j  d o  b r z e g u  
g e o m e t r y c z n e g o  3fi ( p o r . w z ó r  
( V I I . 3 ) ) ,  a l e  w o d r ó ż n i e n i u  d o  
n i e  b ę d z i e  s p e ł n i o n y  w a r u n e k

R y s . V I I . 1 6 .  O b s z a r  c z a s o 
p r z e s t r z e n n y .  fi* 

F i g . V I I . 1 6 .  S p a t i a l  -  t i m e  d o -  
m a i n  fi*

p o p r z e d n i e g o  p a r a g r a f u  V I I . 1 .  
( V I I . 9 ) .  T a k  w i ę c  o p e r a t o r
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3 ( . ) / 3 v  o z n a c z a  p o c h o d n ą  w k i e r u n k u ,  k t ó r y  n i e  j e s t  n o r m a l n y  
d o  p o w i e r z c h n i  b o c z n e j  o b s z a r u  fi* . Wymaga t o  s k o n s t r u o w a n i a  
i n n e j  s t r u k t u r y  r o z w i ą z a n i a  n i ż  we  w s z y s t k i c h  d o t y c h c z a s o w y c h  
z a d a n i a c h  ( p o r . [ 9 ]  o r a z  w z o r y  ( V . 2 8 ) ,  ( V 1 . 8 ) ) .

o TWIERDZENIE V I I . l .
O g ó l n a  s t r u k t u r a  r o z w i ą z a n i a  z a g a d n i e n i a  c z a s o p r z e s t r z e n 
n e g o  z  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i  o p i s a n y m i  z a l e ż n o ś c i a m i  ( V I I . 7  — 
8 )  i  b r z e g i e m  g e o m e t r y c z n y m  z m i e n i a j ą c y m  s i ę  w o k r e ś l o n y  
s p o s ó b  ma p o s t a ć  ( p o r . [ 9 ] )

T ( x ,  t )  = F f  + t i  F0 +
( V I I . 3 9 )

+ Fv [ F „  -  «  HZ1 -  Dl ( F j)  -  Dl ( ® F0 ) ] ,

g d z i e  w p r o w a d z o n o  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a :

n
E  - t

p  = . ( V I I . 4 0 )
w n

T A

n Zly  h  y K Hi
-  &  1 ° j . „  _ j ^ l  .
 n  '  HZI -  n  '

T  -i-E —
( V I I . 4 1 )

( k  n ,

' i  -  n t * , ę  ^\ 1=0 1 J=**l 1
( V I I . 4 2 )

p r z y  c z y m  o p e r a t o r  D jV ( p o r .  o p e r a t o r  Dx -  ( V I I . 1 3 ) )  ma p o 
s t a ć

Div ( . )  = y  -1“  I L I  (VI 1 . 4 3 )
U .  d x i d x i

i  s p e ł n i a  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i

(U)  lao '  D l V ( - ) U  = ^ T  ( V I I . 4 4 )

J a k  w y n i k a  z o s t a t n i e j  z a l e ż n o ś c i ,  o p e r a t o r  D1v j e s t  d l a  
p u n k t ó w  b r z e g o w y c h  p o c h o d n ą  n o r m a l n ą  d o  3 0 .  T w i e r d z e n i e  u d o w o 
d n i m y  p r z y j m u j ą c ,  d l a  w i ę k s z e j  p r z e j r z y s t o ś c i  w y w o d u ,  ż e  k  = 1
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( i l o ś ć  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  I r o d z a j u )  i  n =  3 ( l i c z b a  c z ę ś c i  
b r z e g u  3Q ;  n - k = 2  -  i l o ś ć  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  I I  l u b  I I I  r o 
d z a j u ) .  W ów c z a s  f u n k c j e  ( V I I . 4 0 - 4 2 )  p o  p r z e k s z t a ł c e n i u  w y n o s z ą

F  _ f o «123 + A  «023 p  _  «013 + «012___
1  «123 + «023 + «013 + «012 ' ° «123 + »023 + «013 + «012

„  - f 2 «  3 + ^ 3 « 2  „  _ tf2 « 3 + tf3 « 3
11 7» +7i  '  11 ~ , ,  + n  ' (VI  1 . 4 5 )»2  + <1)3 <1>2 + <J>2

F  =
« 23 + «01 D 1  ̂«23  ̂

Z a u w a ż m y ,  ż e  d l a  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h  T  = Ft  + 4>Fg o r a z  ż e  d l a  

U , t )  6 0 / '

w i ę c

T  =

O z n a c z a  t o ,  ż e  t e m p e r a t u r  
n u m e r a c h  0 i  1 -  p o r . - w z o  
J e d n o c z e ś n i e

ISO'

d l a i  = 0 , 1 ( V I I . 4 6 )
d l a i  = 2 , 3

d l a i  = 0 , 1 ( V I I . 4 7 )
d l a i = 2 , 3

d l a i  = 0 , 1 ( V I I . 4 8 )
d l a i  = 2 , 3

■ e ś l o n a  j e s t  d l a  c z ę ś c i b r z e g ó w  (

I I  . 17 ) i  •

>i(F i) + Di(4> Fo) + ( V I I . 4 9 )

+ D i(^v) [ F il  ~ *  -  D*(Fj) -  ]

-  ® o i D i ( » a3) + « 23D1v (tó01)
D1 (FvJ I ---------------------------— ------ :-------- ( V I I . 5 0 )

lac- «23 + «0 ! 1 ( « 23̂

o r a z

Di (Fv) i = co, . Div (Fv) i „= «o '
lo? lo"

( V I I . 5 1 )
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o t r z y m u j e m y  n a s t ę p u j ą c e  w a r u n k i

Di ( D  , * 0 ,  Di ( T) . * 0 ,
la" Ifl"

D i . ( D | „ = f 2 - H  . Di  ( r )  i = f 3 -  h 3 , ( V I I - 5 2 )
la?

Tym samym z a k o ń c z y l i ś m y  d o w ó d ,  ż e  GSS  p o s t a c i  ( V I I . 3 9 )  s p e ł n i a  
w s z y s t k i e  w a r u n k i  b r z e g o w o - p o c z ą t k o w e  ( V I 1 . 7 - 8 ) .

Na z a k o ń c z e n i e  z a u w a ż m y ,  ż e  p r z y  t a k i m  p o s t a w i e n i u  z a g a d 
n i e n i a ,  j a k  w ty m  p a r a g r a f i e ,  m o ż l i w e  s t a j e  s i ę  r o z w i ą z y w a n i e  
r ó w n i e ż  z a d a n i a ,  w k t ó r y m  o k r e ś l a j ą c  j a k i  ma b y ć  e f e k t  b a d a n e 
g o  p r o c e s u  ( n p .  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  p o  c z a s i e  0 ) ,  p o s z u k u j e m y  
j a k i e  p o w i n n y  b y ć  w a r u n k i  p o c z ą t k o w e  ( n p .  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  
w c h w i l i  t  = 0 ) .  W ty m  m i e j s c u  c h c i e l i ś m y  z a s y g n a l i z o w a ć  m o ż 
l i w o ś ć  w y k o r z y s t a n i a  MRF d o  r o z w i ą z y w a n i a  z a d a ń  o d w r o t n y c h  
p r z e p ł y w u  c i e p ł a .

P O D S U M O W A N I E  I  W N I O S K I  K O Ń C O W E

1) T e z ą  i  c e l e m  p r a c y  b y ł o  w y k a z a n i e  p r z y d a t n o ś c i  i  c e l o w o 
ś c i  s t o s o w a n i a  m e t o d y  f l - f u n k c j i  d o  w y z n a c z a n i a  p ó l  t e m p e r a t u 
r y .  N i e w ą t p l i w y m i  z a l e t a m i  t e j  m e t o d y  s ą :

a )  d o k ł a d n e  u w z g l ę d n i e n i e  w o b l i c z e n i a c h  n a w e t  n a j b a r d z i e j  
s k o m p l i k o w a n e g o  k s z t a ł t u ;

b )  r o z p a t r y w a n y  o b s z a r  m o że  b y ć  w k l ę s ł y  i  w i e l o s p ó j n y ;
c )  ś c i s ł e  s p e ł n i e n i e  d o w o l n y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h ;
d )  z a d a n i e  s f o r m u ł o w a n e  p r z y  u ż y c i u  p o j ę c i a  . R - f u n k c j i  

n a j c z ę ś c i e j  z a w i e r a  b a r d z o  m a ł ą  l i c z b ę  s t o p n i  s w o b o d y  ( n i e w i a 
d o m y c h  ) ;

e )  m o ż l i w o ś ć  r o z w i ą z y w a n i a  z a g a d n i e ń  l i n i o w y c h  i  n i e l i n i o 
w y c h  ;

f )  m o ż l i w e  s ą  r ó w n i e ż  n i e l i n i o w e  w a r u n k i  b r z e g o w e  ( w i e l k o 
ś c i  o r a z  hi we w z o r a c h  ( V . 2 6 - 2 7 ) mogą  b y ć  f u n k c j a m i  m i e j s c a ,  
c z a s u  l u b  t e m p e r a t u r y ) ;

g )  MRF m oż e  b y ć  u z u p e ł n i e n i e m  i n n y c h  m e t o d ,  n p .  m e t o d y  
e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  ( p o r . [ 1 6 ] )  l u b  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o 
w y c h  ( p o r . [ 3 4 ] ) .

2)  N a j b a r d z i e j  i s t o t n ą ,  z d a n i e m  a u t o r a ,  w a d ą  m e t o d y  j e s t  
k o n i e c z n o ś ć  " m a n u a l n e g o "  w y k o n a n i a  l i c z n y c h  p r z e k s z t a ł c e ń  a n a 
l i t y c z n y c h  w c e l u  u z y s k a n i a  r ó w n a n i a  b r z e g u  l u b  j e g o  c z ę ś c i .  
Może  t o  b y ć  ź r ó d ł e m  b ł ę d ó w  c z a s a m i  t r u d n y c h  d o  w y k r y c i a .  J e s t  
t o  c h y b a  j e d n a  z  g ł ó w n y c h  p r z y c z y n  h a m u j ą c y c h  s z e r s z e  z a s t o s o 
w a n i e  MRF,  c h o c i a ż  p o j a w i ł y  s i ę  p r a c e  p o ś w i ę c o n e  k o m p u t e r o w e m u  
g e n e r o w a n i u  ró w n a ń  i  s t r u k t u r  r o z w i ą z a n i a  ( p o r . [ 1 5 - 1 7  i  3 5 ] ) .

3)  W c z ę ś c i  n u m e r y c z n e j  m e t o d y  m ogą  b y ć  s t o s o w a n e  d o w o l n e  
m e t o d y  d y s k r e t n e .

4)  R o z w i ą z a n i a  p r z y k ł a d ó w  t e s t u j ą c y c h ,  j a k  r ó w n i e ż  b a r d z i e j  
r o z b u d o w a n y c h  z a d a ń  z w i ą z a n y c h  z o b l i c z e n i a m i  c i e p l n y m i ,  p o k a 
z u j ą ,  ż e  m e t o d a  j e s t  e f e k t y w n a  i  d o k ł a d n a .  W s z y s t k i e  p r e z e n 
t o w a n e  w p r a c y  r o z w i ą z a n i a  w e r y f i k o w a n o  p r z e z  p o r ó w n a n i e  b ą d ź  
z  r o z w i ą z a n i a m i  a n a l i t y c z n y m i ,  b ą d ź  n u m e r y c z n y m i  u z y s k a n y m i  z a  
p o m o c ą  w i e l o k r o t n i e  s p r a w d z o n y c h  w p r a k t y c e  p r o g r a m ó w  w y k o 
r z y s t u j ą c y c h  MRS.
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5 )  W p r z y p a d k u  d y s k r e t y z a c j i  c z a s u  ( p o c h o d n a  p o  c z a s i e  z a 
s t ą p i o n a  i l o r a z e m  r ó ż n i c o w y m )  k r o k  c z a s o w y  m i a ł  b a r d z o  m a ł y  
w p ł y w  n a  d o k ł a d n o ś ć  r o z w i ą z a n i a .  B a d a n i a  p r o w a d z o n e  w ty m  z a 
k r e s i e  m i a ł y  j e d y n i e  c h a r a k t e r  " d o ś w i a d c z a l n y " ,  a l e  p o z w a l a j ą  
w n i o s k o w a ć ,  ż g  d o b ó r  s i a t k i  c z a s u  (w r o z s ą d n y c h  g r a n i c a c h  z 
p u n k t u  w i d z e n i a  p r a k t y k i  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h )  ma z n a c z e n i e  
d r u g o r z ę d n e  d l a  d o k ł a d n o ś c i  r o z w i ą z a n i a .

6 )  C z a s  r o z w i ą z a n i a ,  w p r z y p a d k u  z a d a ń  s t a c j o n a r n y c h ,  j e s t  
k r ó t s z y  l u b  p o r ó w n y w a l n y  z c z a s e m  r o z w i ą z a n i a  m e t o d ą  r ó ż n i c  
s k o ń c z o n y c h .  Z a l e ż y  o d  s t o p n i a  " z ł o ż o n o ś c i "  k s z t a ł t u  b a d a n e g o  
o b i e k t u .  C z a s  o b l i c z e ń  z a d a ń  n i e s t a c j o n a r n y c h  j e s t  z n a c z n i e  
d ł u ż s z y  n i ż  w m e t o d z i e  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h .  S p o w o d o w a n e  t o  j e s t  
k o n i e c z n o ś c i ą  o b l i c z a n i a  c a ł e k  t w o r z ą c y c h  f u n k c j o n a ł  p r o b l e m u  
n a  k a ż d y m  k r o k u  c z a s o w y m  (w z a d a n i u  s t a c j o n a r n y m  w y k o n y w a n e  
j e s t  j e d n o k r o t n e  c a ł k o w a n i e ) .

7 )  G e n e r a l n y m  z a ł o ż e n i e m  p r a c y  b y ł o  p r z e p r o w a d z e n i e  b a d a ń  w 
z a k r e s i e  w y k o r z y s t a n i a  MRF w z a g a d n i e n i a c h  p r z e p ł y w u  c i e p ł a .  
M e t o d a  w y k o r z y s t u j ą c a  i ? - f u n k c j e  m o że  b y ć  s t o s o w a n a  d o  r o z 
w i ą z y w a n i a  l i c z n y c h  p r o b l e m ó w  m e c h a n i k i ,  n p . z g i n a n i a  p ł y t ,  
z a d a ń  k o n t a k t o w y c h  i t d .  I s t n i e j e  m o ż l i w o ś ć  a n a l i z y  b a r d z i e j  
z ł o ż o n y c h  p r o b l e m ó w  t e c h n i c z n y c h  z z a k r e s u  t e r m o m e c h a n i k i  p o 
p r z e z  s p r z ę ż e n i e  p ó l  n a p r ę ż e ń  t e r m i c z n y c h  z p o l e m  t e m p e r a t u r y .  
T e n  k i e r u n e k  b a d a ń  b ę d z i e  w p r z y s z ł o ś c i  p r z e d m i o t e m  z a i n t e r e 
s o w a n i a  a u t o r a  r o z p r a w y .

8 )  Na z a k o ń c z e n i e  n a l e ż y  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  w i e l e  z a g a d n i e ń  
m a t e m a t y c z n y c h  d o t y c z ą c y c h  t e j  m e t o d y  n i e  j e s t  d o t y c h c z a s  z b a 
d a n y c h .  M o ż n a  w y m i e n i ć  t u  m . i n .  w p ł y w  w y b o r u  f u n k c j i  o p i s u j ą 
c e j  o b s z a r  n  ( p o r .  r o z d z . I - I I I )  i  f u n k c j i  3> ( n p .  w z ó r  ( V . 4 0 ) )  
n a  d o k ł a d n o ś ć  r o z w i ą z a n i a .

L I T E R A T U R A

[ 1 ]  B a l c e r  M . :  P r o b l e m y  m o d e l o w a n i a  z a d a ń  p r z e w o d n i c t w a  c i e 
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M O D E L O W A N I E  K R Z E P N I Ę C I A  

I  S T Y G N I Ę C I A  M E T A L I  

O R A Z  P R O B L E M Ó W  D Y F U Z J I  C I E P Ł A  

Z A  P O M O C Ą  M E T O D Y  R - F U N K C J I

S t r e s z c z e n i e

W p r a c y  z a p r e z e n t o w a n o  s p o s ó b  z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  
f l - f u n k c j i  (MRF) d o  n u m e r y c z n e g o  r o z w i ą z y w a n i a  z a d a ń  w y 
m i a n y  c i e p ł a .  P r z e d s t a w i o n o  p o d s t a w y  t e o r e t y c z n e  K - f u n -  
k c j i ,  a  n a s t ę p n i e  n o w e a l g o r y t m y  r o z w i ą z y w a n i a  p r o b l e 
mów l i n i o w y c h  i  n i e l i n i o w y c h ,  a  t a k ż e  s t a c j o n a r n y c h  i  
n i e s t a c j o n a r n y c h .  W p r o w a d z o n o  c z a s o p r z e s t r z e n n ą  w e r s j ę  

MRF.
P r a c a  z a w i e r a  l i c z n e  p r z y k ł a d y  t e s t u j ą c e  z a p r o p o n o 

w a n e  a l g o r y t m y  i  i c h  w y k o r z y s t a n i e  d o  w y z n a c z a n i a  p ó l  
t e m p e r a t u r y  w k o n k r e t n y c h  u r z ą d z e n i a c h  t e c h n i c z n y c h .  
Ś w i a d c z ą  o n e  o d o k ł a d n o ś c i  i  e f e k t y w n o ś c i  n u m e r y c z n e j  

o m ó w i o n e j  m e t o d y .

M O D E L L I N G  O F  S O L I D I F I C A T I O N  

A N D  C O O L I N G  O F  M E T A L S  

A N D  H E A T  D I F F U S I O N  P R O B L E M S  

B Y  / ^ - F U N C T I O N  M E T H O D

S u m m a r y

I n  t h i s  m o n o g r a p h  t h e  w a y  o f  i ? - f u n c t i o n s  a p p l i c a t i o n  
i n  t h e  r a n g e  o f  h e a t  c o n d u c t i o n  p r o b l e m s  l i k e w i s e  f o r  
n u m e r i c a l  m o d e l l i n g  o f  m o v i n g  b o u n d a r y  p r o b l e m s  i s  p r e 
s e n t e d .  T h e  ne w  a l g o r i t h m s  o f  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  
l i n e a r  a n d  n o n - l i n e a r ,  s t e a d y  a n d  n o n - s t e a d y  p r o b l e m s  
a r e  d i s c u s s e d .  T h e  s p a t i a l - t i m e  v e r s i o n  o f  RFM i s  a l s o  
i n t r o d u c e d  ( c o m p ,  t h e  c h a p t e r  V I I ) .

T h e  t h e o r e t i c a l  i n v e s t i g a t i o n s  a r e  s u p p l e m e n t e d  b y  
n u m e r o u s  e x a m p l e s  t e s t i n g  p r o p o s e d  a l g o r i t h m s  a n d  t h e i r  
a p p l i c a t i o n s  i n  e n g i n e e r i n g  p r a c t i c e .  T h e  p r e s e n t e d  
e x a m p l e s  c o n f i r m  t h e  e x a c t n e s s  a n d  n u m e r i c a l  e f f e c 
t i v e n e s s  o f  p r o p o s e d  m e t h o d .



M O D E L L I R U N G  D E R  M E T A L L E R S T A R R U N G  

U N D  D E R  M E T A L L K Ü H L U N G  U N D  

D E R  P R O B L E M E  D E R  W Ä R M E D I F F U S I O N  

M I T T E L S  D E R  Ä - F U N K T I O N  M E T H O D E

R e s ü m e e

I n  d i e s e r  A r b e i t  w u r d e  d i e  A n w e n d u n g  d e r  R - F u n k t i o n -  
- M e t h o d e  (MRF) i n  d e r  n u m e r i s c h e n  L ö s u n g  d e s  W ä r m e a u s -  
t a u s c h e n s ,  i n  dem a u c h  d i e  A u f g a b e n  m i t  b e w e g l i c h e n  
G r e n z e n ,  v o r g e s t e l l t  w u r d e n .
E s  w u r d e n  d i e  t h e o r e t i s c h e n  G r u n d l a g e n  d e r  R - F u n k t i o n  
u n d  d a n a c h  d i e  n e u e  A l g o r i t h m e n  d e r  P r o b l e m l ö s u n g e n  d e r  
l i n e a r i s c h e n  u n d  n i c h t l i n e a r i s c h e n ,  w i e  a u c h  d i e  s t a 
t i o n ä r e n  u n d  u n s t a t i o n ä r e n  P r o b l e m e n  v o r g e s t e l l t .  E s  
w u r d e  a u c h  d i e  R a u m z e i t l i c h e  V e r s i o n  d e r  M R F - M e t h o d e  
e i n g e f ü h r t .

D i e  A r b e i t  e n t h ä l t  z a h l r e i c h e  ü b e r p r ü f e n d e  B e i s p i e 
l e ,  w e l c h e  d i e  v o r g e s c h l a g e n e  A l g o r i t h m e n  u n d  i h r e  A u s -  
m u t z u n g  i n  d e r  T e m p e r a t u r f e l d b e s t i m m u n g  i n  d e n  A u f g a b e n  
d e r  I n g e n i e u r p r a x i s  d i e n e n .  D i e  v o r g e s t e l l t e n  E r g ä b -  
n i s s e  b e s t ä t i g e n  d i e  G e n a u i g k e i t  u n d  E f f e k t i v i t ä t  d e r  
b e s p r o c h e n e n  n u m e r i s c h e n  M e t h o d e .




