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Niniejsza praca powstawata w latach 1990 - 1993, poczatkowo
w ramach Centralnego Programu Badah Podstawowych 02.09 ko-
ordynowanego przez prof. dra inz. Wactawa SAKWE, a potem w ra-
mach indywidualnego grantu nr 3 1138 91 01 (1991-92).

Praca po$wiecona jest zastosowaniom metody «-funkcji (MRF)
do rozwigzywania problemoéw cieplnych termomechaniki, a w
szczegO6lnosci zagadnien wymiany ciepta zwigzanych z obli-
czeniami stacjonarnych i niestacjonarnych pél temperatury w
elementach maszyn i urzadzen oraz z symulacjag numeryczng pro-
cesow Kkrzepniecia i stygniecia metalu w szeroko rozumianym
uktadzie odlew-otoczenie.

Podstawy metody zostaty opracowane w latach 60 przez

V.L.RVACHEVa. Jej autor zaproponowat liczne jej zastosowania
do rozwigzywania probleméw, np. teorii sprezystos$ci [47], [48],
wymiany ciepta [49], [50] i innych [17], [18].

Metoda «-funkcji jest dwuetapowa metodg analityczno-nume-
ryczna. Etap pierwszy polega na wyprowadzeniu analitycznego
réwnania rozpatrywanego brzegu. Stosujac «-funkcje mozliwe
jest opisanie zitozonego brzegu obszaru za pomocg jednej funk-
cji uwiktanej, ztozonej z funkcji elementarnych. Podobnie po-
szczegblne czeSci brzegu, naktérych zadane moga by¢ dowolne
warunki brzegowe, opisuje sie funkcjami elementarnymi. Pierw-
szy etap, analityczny, konhczy wyprowadzenie og6lnej struktury
rozwigzania (general structure of solution - GSS) bedacej
klasg funkcji spetniajgcych, w sposdéb Scisty, wszystkie zadane
warunki brzegowe. GSS zawiera w swej strukturze nieznane para-

metry, ktérych wyznaczenie stanowi cze$é druga - numeryczng -
metody.
W pracy rozwazamy zagadnienia stacjonarnego i niestacjonar-

nego przeptywu ciepta, w tym réwniez zadania z ruchomymi brze-
gami zwigzane z termodynamikg proceséw odlewniczych (krze-
pniecie i stygnigcie). Dla zadan niestacjonarnych stosujemy
dwa nowe podejscia w relacji do opisanych w literaturze metod
bazujacych na «-funkcjach (por.[46-49]), a mianowicie metode
kombinowana, w ktdédrej pochodng temperatury po czasie zastepu-
jemy jej réznicowg dyskretyzacjag. Wyprowadzono odpowiedni fun-



14 Wstep

kcjonat, za pomocg ktérego znajdujemy nieznane parametry. Dru-
gie podejsScie polega na potraktowaniu zmiennej czasowej w ten
sam spos6b jak zmienne przestrzenne. Mozemy wiec (przenoszac
nazewnictwo z metody elementéw skonczonych) méwi¢ o czasoprze-
strzennych «-funkcjach.

W rozprawie oméwiono réwniez metody rozwigzywania zadanh

nieliniowego przeptywu ciepta z nieliniowoséciami zaréwno w
réwnaniach roézniczkowych (zmienne z temperaturg parametry ter-
mofizyczne), jak i w ‘warunkach brzegowych. R'ozwigzania wymie-

nionych problemoéw 2z tej dziedziny, w tym roéwniez symulacje
numeryczng krzepniecia uzyskano tagczgc podstawowe, przedsta-
wione w pracy, algorytmy wykorzystujgce «-funkcje 2z pewnymi
metodami linearyzacji roéwnania przewodnictwa( ciepta ( na eta-
pie obliczeA numerycznych).

Pierwsze cztery rozdziaty pracy zawierajg niezbedne podsta-
wy matematyczne metody, w tym zwigzki pomiedzy operacjami na
zbiorach a operacjami logicznymi, definicje «-funkcji, al-
gorytm tworzenia znormalizowanych réwnan dowolnego obszaru.
Wszystkie definicje sa zilustrowane przyktadami dotyczgcymi

rowniez praktyki inzynierskiej. Przedstawiono takze ogdlne
struktury rozwigzania dla podstawowych probleméw brzegowych
termomechaniki (warunki Dirichleta, Neumanna i Newtona). *

Rozdziat V poSwiecony jest zastosowaniu «-funkcji do roz-
wigzywania liniowych i nieliniowych stacjonarnych zagadnien
wymiany ciepta. Okreslono CSS w postaci umozliwiajgcej roz-
wigzywanie zadan z warunkami brzegowymi I, Il, i 11l rodzaju

zadanymi na dowolnych‘czeéciach rozpatrywanego brzegu obszaru.
Szczegbtowo wyprowadzono ostateczny uktad rébwnan problemu.
Przyktady numeryczne postuzyty do testowania zaproponowanego
sposobu postepowania. Pordwnano uzyskane rozwigzania z rozwig-
zaniami analitycznymi i metodg ro6znic skonczonych. Wyniki
przedstawiono w postaci wykreséw poréwnawczych i tabel.

W rozdziale VI wyprowadzono funkcjonat bedacy podstawa al-
gorytmu rozwigzywania zadan niestacjonarnej wymiany ciepta.
Algorytm ten opiera sie na metodzie «-funkcji potgczonej z
dyskretyzacjg czasu. Obok przyktadéw testujgcych przedstawiono
rozwigzania konkretnych zadan technicznych, takich jak rozktad
temperatury w krystalizatorze urzadzenia do ciggtego odlewania

stali (COS) oraz w rynnie spustowej pieca karbidowego, a takze
symulacje krzepniecia stalowego wlewka ciggtego o nietypowym
ksztatcie i obliczen krzepniecia weztéw cieplnych. Rozwigzania

poréwnano z wynikami uzyskanymi innymi metodami oraz z roz-

Wstep 15

wigzaniami tych samych probleméw; ale traktowanych jako stac-
jonarne .

Rozdziat ostatni zawiera omoéwienie uogé6lnionej, czasoprze-
strzennej wersji MRF. Uogdlnienie to polega na zastosowaniu «-
funkcji do opisu czasoprzestrzeni odpowiadajacej danemu zagad-
nieniu. Zmienna czasowa traktowana jest tak samo jak zmienna
przestrzenna. Przedstawiono GSS dla uogélnionej wersji MRF
Czasoprzestrzenng wersje metody ilustrujg przyktady testujgce
algorytm dla prostych zadan ID i 2D , jak réwniez przyktad ob-
liczen cieplnych dla bardziej ztozonego obszaru geometrycznego
(przekrdj elementu urzadzenia grzewczego).

W koncowej czeéci monografii przedstawiono wnioski doty-
czace oceny efektywnod$ci metody, jej zalet i wad oraz zwrécono
uwage na problemy, ktére mogtyby by¢ przedmiotem dalszych ba-

danI.\Iiniejsza rozprawa zawiera m.in. wyniki prac autora opubli-
kowanych w czasopismach krajowych i referowanych na mie-
dzynarodowych i krajowych konferencjach, np. w Mediolanie,
Brukseli, Swansea i Southampton.

Praca ta nie mogtaby powstaé¢, gdyby nie aktywna wspoéipraca
z Kolezankami i Kolegami 2z Katedry Mechaniki Teoretycznej,
Instytutu Odlewnictwa i Instytutu Matematyki Politechniki $la-
skiej .

Jednakze najwiecej zawdzieczam wielogodzinnym dyskusjom
prowadzonym z kierownikiem Katedry Mechaniki Teoretycznej
Profesorem dr. hab. inz. Bohdanem MOCHNACKIM.



Rozdziat |

WPROWADZENIE

Znaczna cze$¢ probleméw technicznych i fizycznych sprowadza
sie do rozwigzywania odpowiedniego zadania brzegowego Ilub po-
czatkowo-brzegowego, sformutowanego lokalnie bagdz globalnie.
Jedynie nieliczne =zadania tego typu mozna rozwigza¢ w sposéb
analityczny, podajgc ich doktadne rozwigzania. Potrzeby prak-
tyki inzynierskiej i szybki rozwdj techniki komputerowej zin-
tensyfikowaty badania nad zastosowaniem metod numerycznych do
rozwigzywania tych zagadnien, w tym réwniez probleméw ter-
momechaniki oraz wymiany ciepta.

Najbardziej ogélnie postawione zagadnienie termomechaniki
stawia sobie za cel wyznaczenie dwdéch wzajemnie sprzezonych
pél - pola naprezen i pola temperatury. Jednakze tak ogélny
problem jest bardzo trudno lub wrecz niemozliwy do roz-
wigzania. Najcze$ciej najpierw wyznacza sie pole temperatury,
traktujac je jako niezalezne od naprezen (odksztatcen), a na-
stepnie pole naprezen - zalezne od znanej juz w tym momencie
temperatury.

Pole temperatury w obszarze ciata statego (np. w elementach

maszyny, urzgdzenia, lub tez w obszarze krzepngacego metalu)
zalezy nie tylko od wielkos$ci i charakteru rozktadu Zrédet
ciepta w badanym obiekcie i jego otoczeniu oraz jego wtasnosci

termofizycznych, ale réwniez od ksztattu obiektu, jego sposobu
kontaktu 2z innymi obiektami, a takze wzajemnych oddziatywan
miedzy elementami uktadu. Uwzglednienie geometrycznych infor-
macji jest niezbedne i czesto kitopotliwe w kazdej metodzie
numerycznej, szczeg6lnie w przypadku obiektow o skomplikowanym
ksztatcie. Metody starsze, takie jak metoda Ritza lub Galerki-
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na czy nawet metoda kolokacji (oczywiscie w swej pierwotnej
formie) wrecz nie moga byé¢ zastosowane do takich obiektow. W
metodzie réznic skoriczonych (MRS) badany obszar pokrywamy sia-
tka punktéw, odpowiednio zageszczajac ja w miejscach o skom-
plikowanym ksztatcie lub stosujac bardziej “"wyrafinowane"
gwiazdy wielopunktowe. W metodzie elementéow skoriczonych (MES)
dzielimy badany obszar na odpowiednio mate elementy, by mozli-
wie doktadnie odwzorowa¢ badany obiekt.

Inng trudnod$cig, na jakag czesto napotykamy przy numerycznym
rozwigzywaniu zagadnien poczgtkowo-brzegowych mechaniki (w tym
rowniez w przeptywie ciepta), jest uwzglednienie, w mozliwie
doktadny spos6b, warunkéw brzegowych i poczatkowych.

Jedna z mozliwo$ci spetnienia tych postulatéw moze by¢ za-
stosowanie analityczno-numerycznej metody «-funkcji (MRF).

«-funkcje nie sg funkcjami specjalnymi w klasycznym sensie,
takim jak np.funkcje Bessela lub wielomiany Legendre’a. Sa to,
w znacznym uproszczeniu, funkcje pozwalajgce dowolnie skompli-
kowany obszar (réwniez niespojny lub wklesty), przedstawiony w
postaci logicznej, opisa¢ za pomocag ciagtej funkcji, ztozonej
z funkcji elementarnych.

Kontynuujgc ten werbalny opis, mozemy w metodzie «-funkcji
wyr6zni¢ nastepujace etapy: etap analityczny, w ktérym nalezy
wyprowadzi¢ tzw. "ogdlng strukture rozwigzania”™ - GSS (generat
structure of the solution), bedacg wtasSciwie klasg funkcji
spetniajgcych w sposéb $cisty na zadanym brzegu, zadane dowol-
nie skomplikowane warunki brzegowe. GSS zawiera w swej struk-
turze nieznane parametry. Etap drugi - numeryczny - polega na
wyznaczeniu tych nieznanych parametréow dowolng metoda, wyko-
rzystujagca warunek spetnienia réwnania problemu wewnagtrz ob-
szaru lub minimalizacje odpowiedniego funkcjonatu.

W celu jas$niejszego przedstawienia istoty metody rozpatrzy-
my nastepujacy prosty przyktad:

» Przyktad 1.1. (zginanie belki o sztywnos$ci El)

Wyznaczymy ugiecie belki o diugos$ci jednostkowej (1:1) za-
mocowanej przegubowo na koncach w taki sposéb, ze jako warunki
brzegowe mozemy przyjagé odpowiednio wugiecia iv(0)=0 i »'(1)=
=0.5. Belka obcigzona jest rownomiernie roztozonym obcigzeniem
ciggtym, a jej sztywno$é wynosi EI.

Przyjmijmy ugiecie w postaci

Wprowadzenie 19

wU) =x(I-x)$ +-ix, (1.1)

gdzie przez $ oznaczono nieznang funkcje. Jak tatwo sprawdzi¢,
funkcja W=W(X) spetnia obydwa warunki brzegowe. Je$li wprowa-

dzimy oznaczenia u = W(X) =x(1-jt) , to zauwazymy, ze O przyjmuje
warto$é zero jedynie dla punktéw brzegowych x=0 i X=l; wartos-
ci dodatnie jedynie dla punktéw z przedziatu (0,1) i na koniec

- wartos$ci ujemne na zewngtrz tego przedziatu. Mozemy wiec
funkcje (i>(x) traktowaé¢ jako opis analityczny badanego obszaru,
tj. preta o diugosci jednostkowej. Poszukiwane ugiecie spetnia

znane réwnanie postaci

d2w __ M(x) 1j 2)
dx2 El
Jezeli nieznana funkcje $ przyjmiemy w postaci wielomianu dru-
giego stopnia ($= ax*+bx+c) i wstawimy do réwnania (1.1), to

woéwczas rozwigzaniem powyzszego problemu bedzie funkcja (1.1),
gdzie
® (x) :—8_—|(x2+2Ix+4I2) (1.3)
24 E

Uogo6lniajagc: funkcje okre$lona réwnaniem (1.1) mozemy przed-
stawi¢ w postaci

W(Xx) - nr(<m>$, P) =<i>$+<p , (1.4)

przy czym <9$=0.5X (drugi sktadnik wzoru (I1.1)) jest rozsze-
rzeniem niejednorodnego warunku brzegowego na caty pret. RoOw-
nanie to jest przyktadem ogélnej struktury rozwigzania (GSS).

Z powyzszego przyktadu wynika, Ze skonstruowanie GSS musi
by¢ poprzedzone:

- wyprowadzeniem funkcji opisujacej rownania brzegu roz-
patrywanego obszaru (lub jego czeS$ci),

- rozszerzeniem dziedziny operatoréw (warunkéw) brzegowych
na caty obszar i ich modyfikacjg (funkcja e), tzn. znalezie-
niem takiej funkcji okre$lonej w catym obszarze, ktéra na
brzegu jest réwna zadanej wartos$ci ( w powyzszym przyktadzie

jest to funkcja ¢=0.5x).
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Operacj e 1
w tasnos$c i

Dowolnie skomplikowany obszar

operacji na skonczonej liczbie

okregu) pokazany na rysunku 1.1. jest ztozeniem nastepujgcych
podobszaréw: fii - go6rnej poétptaszczyzny opisanej poprzez waru-
nek y>0; fi2 - lewej poditptaszczyzny, czyli x<0 i fi3 - kota

jednostkowym promieniu i o $rodku w poczagtku uktadu wspoétrzed-
nych, czyli fi = U fifl fi3 .

Jednoczes$nie kazdemu ob-
szarowi mozemy przyporzad -
kowa¢ funkcije logiczng o tej
wtasnos$ci, ze dla punktow
nalezgcych do obszaru przyj-
mowaé¢ ona bedzie warto$¢ 1, a
dla pozostatych punktéw war-
tos¢ zero.

O DEFINICJA 1 .1.
Funkcje f:Bk-*Bk, gdzie
Bk={O0,I,...,1t-1} nazy-
obszar @ wamy funkcja logiki
Fig.l.l. Subdomains which cons- i .
titute domain 13 k-wartosciowej. Gdy
k=2, méwimy o funkciji

Funkcjami boolowskimi postaci

alternatywa, negacja, implikacja,
tabele 1.1. i

tosci tych funkcji dla réznych par

znos$¢ itd. Ponizsze

O DEFINICJA 1.2.
Uktad H funkciji
da funkcja

logicznych

algebry logiki moz

podobszaréw, np.

nazywamy zupeinym,

Rozdziat

og i czne i ch

mozemy przedstawic

boolowskiej.

f:B2 ® B2 > B2 sa koniunkcja,
Scheffera,
1.2. prezentuja

operacja rbwnowa-
zbiér war-

argumentow.

jesli kaz-

e by¢ przedstawiona jako

superpozycja funkcji z uktadu H.

Koniunkcja, alternatywa i
uktad

przedstawi¢ jako:

negacija

zupetny funkcji logicznych.

(patrz tabela 1.1) stanowig

Funkcje z tabeli 1.2

mozna

w postaci
obszar fi (3/4
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Wprowadzenie
X-Y=XVY
X~Y = (XAY) V(xAy)
X /Y = ~XAT.
Tabela 1.1
W artoéci funkcji logicznych stanowigcych uktad zupeiny
FUNKCJA
ARGUMENTY Koniunkcj a alternatywa negacja
X Y X A Y X Vv Yy X
1
0 0 0 0 1
1
0 1 0 0
1
1 0 0 0
1 1 1 !

i ii  alternatywy pozwalajg
Nastepujace wiasnosci Koniunkcji i

) S skomplikowane operacje logiczne
upraszczac bardziej P

(por.[471,[491]):

2) XAY=YAX b) xA(yAz)=(xAy)Az

c) xA (yVz)=(xAy) V(xAz) d) xKy=xVy

&) Ji=x f) xAo =0 i xVo=x (1 6)
) XA\ =x i xWisi h) xA'x=o i xW'x=i
i) xAx=x k) xV (fAx) =x

1) (FAx)V (fAx) =f

Tabela 1.2

i ; oprzez funkcje
Wartosci funkcji logicznych wyrazonych POP ]
uktadu zupetnego

FUNKCJA
ARGUMENTY . . . réwnowaznoéé operacj a
implikacja Scheffera
X Y X - Y X ~ Y x
1
0 0 1 ! 1
0
0 1 1
0 1
1 0 0 0
1
1 1 1
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Jes$li w punktach a) do d) oraz j} zamieni¢ operacje na przeci-
wne, to otrzymane zalezno$ci pozostang nadal prawdziwe.
Wtasnosciom tym posSwieciliSmy tyle uwagi ze wzgledu na ich

§cisty zwiazek z wtasnosciami «-funkcji (patrz pkt 1.2).

1.2. G eometryczna interpreta—
cja funkeciji logicznych

Zatozymy, ze analizowany obiekt zajmuje w przestrzeni R"

obszar fi. Wprowadzimy nowa funkcje logicznag fi~:R” -» {0,1}

sprzezong z obszarem fi w nastepujacy sposoéb:

Q*(x)=fI*(x}

* =[x I -
=)Z80" dia x 0 <h-7>

Funkcje dwuwartosciowe typu (1.7) nazywamy funkcjami charakte-

rystycznymi danego obszaru. Kazdej funkcji dwuwarto$ciowej mo-

zZna przyporzadkowa¢ odpowiedni obszar geometryczny - zbior
tych punktéw przestrzeni R", dla ktérych przyjmuje ona wartos$¢
jeden.

Tak wiec funkcje charakterystyczne moga by¢ argumentami

funkcji boolowskich. Jed$li fi*l, fi*2, ..., fi*x,, sa charakterystykami
pewnych obszaréow, a funkeja- F(Xu X2, ..,X,) - funkcja boolow-
ska, to funkcja fi*=F(fii, 02, ...,0,) jest rowniez funkcja charak-

terystycznag odpowiadajgcag pewnemu obszarowi w przestrzeni R"

» Przyktad 1.2.

a) Funkcja charakterystyczng okregu o jednostkowym promie-
niu i $rodku w poczatku uktadu jest funkcja fi*x, ktéra przyjmuje
warto$§¢ 1 dla kazdego (jr,y)eR2, dla ktdérego spetniony jest wa-
runek: I-~-y~"rO . Funkcje te bedziemy symbolicznie zapisywali

W nastepujacy sposoéb:

Q*={1-x2-y2Z0} (1-8)
b) Kwadrat o} jednostkowych bokach rownolegtych do osi
wspoétrzednych i $Srodku symetrii w poczatku wuktadu wspodtrzed-

nych ma charakterystyke postaci

. 23
Wprowadzenie

Q* ={(i-x2a0) A (|-y2£0)} (1.9)

W dalszej czeé$ci pracy tak dla obszaru geometrycznego, jak

i odpowiadajgcej mu charakterystyki bedziemy stosowali to samo

oznaczenie (bez gwiazdki).

» Przyktad 1.3. (Roéwnanie charakterystyczne krystalizatora)

Rys.1.2. Przekr6j poprzeczny krystalizatora odlewania ciagg-

tego
Fig.1.2. Cross section of the continuous casting mould

W przyktadzie tym wyznaczymy réwnanie charakterystyczne ob-
szaru przekroju poprzecznego Kkrys,talizatora odlewania <ciggte-
go, ktdérego ksztatt przedstawia rysunek 1.2. Obszar fi tworzy

cze$é¢ wspolna nastepujacych pasm lub ich dopetnien:
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Ox={a2-x240 ),
fl2={ (b-y )yt O},
Q3={ c2-x2i. 0}, (1-10)
={ (d-y)yz0 };
a mianowicie (jako dziatanie na zbiorach)
Q=QinQ2n (n3Mufi4) =fIxfIfl2n (1.11)

lub w postaci logicznej

q =qlA02A (u3au4) =q,aq2a (iijvn;) (1.12)

jKatwo mozemy sprawdzi¢, ze operacjom logicznym =z tabel 1.1.

i 1.2. odpowiadaja zbiory geometryczne otrzymywane za pomoca
analogicznych operacji na zbiorach, tj.

Rys.1.3. Operacje logiczne i operacje na zbiorach
Fig.1.3. Logical operations and operations on sets
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» Przyktad 1.3. (Pierscien posSredni zespotu kota samochodu

cigzarowego)
Na zakonhczenie tego rozdziatu wyprowadzimy réwnanie charak-

terystyczne powtarzalnego fragmentu pierdcienia posSredniego

kota samochodu ciezarowego (wykonywanego jako odlew
por.[30]).
Rys.1.4. Analizowany obszar i jego podobszary

Fig.1.4. Analyzed domain and its sub-domains

Analizowany obszar jest ztozeniem o$miu nastepujacych pod-
obszaréw lub ich dopetnien:
- dwéch koét Qi i 02 o promieniach R i $rodkach odpowiednio w
punktach P i S,
- dwoch kot Q3 i 040 promieniach odpowiednio a i r oraz $rodku
w punkcie lezgcym na osi OY o rzednej R2
- kota 050 $rodku w poczatku uktadu wspoétrzednych i promieniu
Ru
- dwoéch potptaszczyzn, ktérych krawedziami sa proste 06 i 07
przechodzace przez poczatek uktadu wspdtrzednych o wspdtczyn-
nikach kierunkowych +/- tga,
- poOtptaszczyzny, ktérej krawedzig jest prosta pozioma o réw-
naniu y=¢c

Roéwnanie charakterystyczne ma postac¢

0 = (fllUQano;)n(n"JD7)n(06nQ+)U(Q,nn~" (1.13)
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Tabela 11.1
Wartosci funkcji okre$lonych wzorami (I11-1)
X1 X 2 Yi Y2 y3 |
R oz d ziat I 1 . . _
+ - + -
+ - - + - jl
+ + + +
D EFINICIJA | W ELASNOSCI « -FUNKCIJI 0O DEFINICJA I1. 1. (R_funkcje)

Niech B2 bedzie zbiorem {0,1}, B2 - n-krotnym iloczynem
kartezjanskim zbioru B2 oraz SXXx) funkcja boolowska
S2:R-» B2 takg, ze

_ ) ) dla X <0 , (1.3
Niech x=(xItx2 ...Xx,) eR” i f:R" » R. Sposréd wszystkich fun- S, (x) G dla X A0
kcji f mozna wyrézni¢é takie, ktéorych znak zalezy jednoznacznie
od znaku jej argumentéw. Przyktadami takich funkcji moga by¢: Funkcje y:f(xi, ...,xn) nazywamy «-funkcja, jezeli ist-
Yi = *1*%2 nieje taka funkcja boolowskag F\B2-*B2 (Y=F(Xi, ...,-¥,),
y2 = x12+x22+1 ) (11.1) gdzie XjeB2), ktéra spetnia warunek
Y3 = xx+Xx2- Spo2+x 2 S2[f(X Lo xm)1 =F[s2(xt), .. s2(xn)] . (11.4)
Tabela I11. 1. pokazuje, jak znak kazdej z funkcji (1l. 1) zalezy
od znaku (a nie warto$ci) jej argumentow. WNIOSE.K _“'I' . . . . . .
fatwo zauwazyé, ze funkcje Kazde.J. funkcji b00|f).WSkIej F o'dpow_lada nilesko_nczona Ilcz.ba
«-funkcji. Np. funkcji réwnowaznos$ci logicznej X~Y mozna
=1 +xxx2 przyporzadkowaé¢ nastepujace «-funkcje:
Ysg = 1 -X1-x2 (1 .2) = %] %D
y6: +*2 y2 = xxx2 (1 +x12+x22) ,
(11.5)
nie posiadajag tej wtasnosci. y3 = (1-2'*1) (3§ -1) ,
Traktujgc "dodatnio$¢™ i "ujemno$é¢" jako pewne cechy cha- .
rakteryzujace ro6zne obiekty, moéwimy, ze cechy argumentéw o- itd.
kre$laja cechy funkcji (jej ™dodatnio$¢ Ilub "ujemno$é™). Mo- Dla pierwszej z funkcji (11.5) mamy: SAXtx2)=SAXi) ~S2Ax2 i
zliwe jest oczywisScie wyroéznienie innych cech, np.przypisanie analogicznie dla pozostatych.
jednej cechy liczbom, ktérych modut jest mniejszy od jeden, a
drugiej pozostatym liczbom. O DEFINICJA 11.2. (Gatgz R-funkcji)
Zbiér funkcji, ktérych argumenty jednoznacznie okre$laja Zbior wszystkich «-funkcji odpowiadajacych danej funkcji
dang wtasno$é¢ (np."dodatnio$¢ lub "ujemno$é¢"), nazywamy «-funk- boolowskiej nosi nazwe gatezi «-funkcji.
cjami. Jest to najbardziej ogdélna definicja. Z punktu widzenia

dalszych rozwazan powyzszg definicje us$cislimy i ograniczymy.
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Poniewaz zbiér «-funkcji jest zbiorem niepoliczalnym, nie

istnieje skonczony zupetny uktad tych funkcji (inaczej niz w

przypadku funkcji logicznych). Niemniej jednak wprowadza sie
pojecie dostatecznie zupetnego uktadu «-funkcji (por.[49]):

O DEFINICJA 11.3. (Dostatecznie zupetny ukiad R-funkcji)
Uktad H «-funkcji nazywamy dostatecznie zupetnym, je$li
zgodnie z zasadami tworzenia funkcji ztozonych mozna za
pomoca funkcji uktadu H utworzyé¢ «-funkcje z kazdej ga-

tezi.
Przytoczymy teraz, bez dowodu, bardzo wazne twierdzenie
(por.[51]).
o TWIERDZENIE 11.1.
Niech H bedzie pewnym uktadem «-funkcji, a Hi - od-
powiadajgcym mu uktadem funkcji logicznych (boolow-

skich). Jesli uktad Hi jest uktadem zupetnym, to ukitad H
jest dostatecznie zupetny.

Jak juz wcze$niej stwierdzono, uktad trzech funkcji logicz-
nych (boolowskich) : koniunkcji, alternatywy (dyzjunkcji) oraz
negacji stanowi uktad zupetny, za pomoca ktérego mozna wyrazié
inne funkcje logiczne. Uktadowi temu, opierajgc sie na twier-
dzeniu Il1.1 , mozna przyporzagdkowaé¢ nieskonczenie wiele dosta-
tecznie zupetnych uktadéw «-funkcji.

Najcze$ciej stosowanymi uktadami sg (por.[47]1,[49]):

a) uktad «,

*ji *2 j+a M o+ =IX2+%242& x2)
*1V«*2 = (XI +X2+VATIiA 7 -2 A E ) , (11-6)

X=-X;

gdzie a=a(xi, X2 jest dowolng funkcja, spetniajacg warunek:
-l<o(xIf x2<lI.
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b) uktad «o

xxA0X2 =X1+Xx2- §X12+x2
xXVOX2 =X1+X2+Vx12+x22 , (1rr-7)

X=-X

Uktad ten powstat z uktadu Radla a=0. Jego pierwsze dwie fun-

kcje majg nieciggtg pierwsza pochodng, je$li jednocze$nie oby-
dwa argumenty przyjmag warto$é zero.
c) uktad «i

Xi\X 2= (x1+x2-|x1-x2[) =min (xIf X2) ,

x1Vix2=  (X1+x2+\x1-x2|) =max (xx,x2) ,

X= -X

d) uktad «o"
x#AOX2 = (X 1+xX2-yIx12+x2i) (x12+x22)"12 ,

x1V7x2 = (X1+X2+PxL2+x2A ) (x12+x22)7/2 (11*9)
X=-x

Uktad ten sktada sie z funkcji klasy C* .

Pokazemy teraz, ze «-funkcje pierwszego uktadu (I11.6) od-
powiadajg uktadowi zupetnemu: koniunkcji, alternatywy i nega-
cji, czyli ze sg: «-koniunkcjg, «-dyzjunkcjg i «-negacjg.
Zajmiemy sie pierwszg z funkcji (11.6) — R—koniunkcja. Wyra-
zenie Wi=Xi Aa -2 nalezy do gatezi, ktéra sprzezona jest z ko-
niunkcjg JAY. Wynika to z nastepujgcego rozumowania. Rozpa-
trzmy trdéjkat o bokach, ktérych dtugosci wynoszg a=Il Xil i b=
=1 X2\ , a cosinus kata miedzy nimi a. Wéwczas trzeci bok ma

dtugos$é rowng c= (X2+x2-2a\ jtil i x2t )¥2. Mozliwe sa nastepujace
przypadki:

1. obydwa argumenty sa dodatnie, woéwczas zgodnie z nieréw-
no$cig tréjkata a+b>c i »i=za+b-c>0 ;

2. jeden 2z argumentéw jest wujemny, a drugi dodatni, wtedy
dwumian Xi+X2 jest réznicg bokéw tréjkata, a wiec a-b<c
czyli wi=a-b-c<o ;

3. obydwa argumenty sg ujemne - jak tatwo zauwazyé W < 0
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Ponizsza tabela konczy dowéd dla «-koniunkcji.

Tabela 11.2
Wartos$ci «-koniunkcji dla ré6znych par argumentéw

*1 X2 Xi Aa X2 X Y AT
+ + + 1 1 i
+ - - 1 0 0
1 + - 0 1 0
e — — 1 0 0 0

Dla «-dyzjunkcji W=Xi Va X2 dowé6d jest analogiczny:
1. jesli xi>o i x220 , to w2=a+bh+c>0
2. je$Sli xp.x2<0 , to w2=a-b+c>0
3. jesli Xi<0 i x2<0 , to poniewaz warto$¢ bezwzgledna sumy

argumentéw jest wieksza od trzeciego sktadnika, wiec W2<O0;
ostatecznie

Tabela 11.3
Wartos$ci «-dyzjunkcji dla réznych par argumentéw

X v “1 Va X2 X Y Xv Y
+ + + i 1 1
+ - + i 0 1
- + + 0 . .
“ — 0 0 0

Dla trzeciej funkcji uktadu mamy:

S2(x) = S2(-x) = S2(x) (11.10)

co konczy caty dowdd.
Kazdy z wuktadéw funkcji (11.6-9) mozna uzupetnié¢ o inne
funkcje, sprzezone z innymi operacjami logicznymi, np.z impli-
kacjg lub roéwnowaznoscia. I tak dla wuktadu (11.6) funkcjag

sprzezong z implikacjg X » Y jest funkcja postaci

* j x2s"17a (Xx2-X1+Wx12+x2+2ax1x2) (1rr.vu)
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Przedstawimy teraz niektdre wtasnos$ci «-funkcji nalezacych
do opisanych wyzej uktadéw, uzyteczne podczas tworzenia réwnan
skomplikowanych obszaréw (por.[46-50] oraz zaleznod$ci (1.6) ):

a) Xx1A*x2=x2A*x1

b) x1A1(x1A1x3) = (x1A1x2) A1x3

c) x1A1(x2V1x3) = (x1A1x2) (x1A1x3)

d) x1A*x2 Vxx A (11.12)
e) Jji=x

f) x1V*x2=0*»x2=0 i XjiO lub x1=01i x2£0

g) XxxV*x2=0xt=0 i x2§0lub x2=0 i xxsO

gdzie symbole A* i V*oznaczajg jedng z «-koniunkcji i «-dyzjun-
kcji (11.6-9).
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ROWNANIE BRZEGU OBSZARU Q

I 1 X .1 - R O6wWnanie catego b rzegu

Jak pokazali$smy w poprzednich rozdziatach, kazdemu obszaro-
wi fi mozna przyporzgdkowaé¢ okres$lajacag go jednoznacznie opera-

cje logiczng. Z kolei kazdej operacji logicznej odpowiada
gataz «-funkcji. Na podstawie twierdzenia 11.1., funkcje z da-
nej gatezi mozna przedstawi¢ za pomoca jednego z uktadoéw
(11.6-9), a to prowadzi do okres$lenia funkcji ztozonej z fun-

kcji elementarnych, jednoznacznie opisujgcej dany obszar.

Uscislimy te rozwazania w formie nastepujgcego twierdzenia
(por.[20]):

o TWIERDZENIE 111 .1.

Niech Qi :Rn »R , i=1 k oznaczajg funkcje odpowied-

nio przyporzadkowane zbiorom fij={X €R” : W (X) >0} w ten
spos6b, ze

=0 dla xe3Qi
*>0 dla xe Qi (111.1)
<0 dla x£QiUdQi

Niech F:B2k ®B2 bedzie funkcjg boolowska sprzezong (de-
finiujacg) z obszarem fi, ztlozonym z podobszarow fin, taka

Q={xeln:F[S2()1(x)),..., S2(«Jt(x) )] =1} ; (rr1.2)

zatézmy, ze F moze byé wyrazona poprzez koniunkcje, al-
ternatywe i negacje (por.pkt 1), woéwczas funkcja
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o(X) = F[(i)j (X), ..., ut(x)] spetnia warunki

f=0 dla xe3Q
w(xM>0 dla xefl (111.3)

[0 dla x£ QU3Q

WNIOSEK 111.1.
Tworzagc réwnania brzegu obszaru fi mozemy zastepowal opera-
tory dziatan na zbiorach (podobszarach) fij operatorami logicz-

nymi dziatajgcymi na funkcje charakterystyczne tych podobsza-
row, a te nastepnie zastepowa¢ odpowiednimi operacjami alge-
braicznymi, ktérych argumentami sg funkcje <

WNIOSEK 111.2.

Funkcja w opisujgca obszar fi jest «-funkcja (sprzezong z
operatorem logicznym F) ktérej argumentami sg Uj uk i
sktada sie z «-koniunkcji, «-dyzjunkcji oraz «-negacji.

W celu zilustrowania powyzszych rozwazan wyprowadzimy réw-
nanie obszaru, o ktérym byta mowa w przyktadzie 1.4.

w Przyktad 111.1. (ROownanie przekroju poprzecznego Kkry-
stalizatora)
Przekrdj poprzeczny Kkrystalizatora odlewania ciggtego (por.
rys.1.2.) ma funkcje charakterystyczng postaci

.0 (11™ 07) (ren.4)

tzn., ze

Q={(X,y) eR2: [(a2-x2)*0 A (b -y)ytO (1 5)
A ((c2-x2)20 VTd~ryTyToT ]1=1}

lub krocej

Q ={(x,y) eR2:[(I)j10O A o2*0A (<03*0 V w4i0 )] =I } »

gdzie przyjeto oznaczenia

col=az2-x 2, o2=(b-y) y , (1.7
03=c2-x2, 4= (d-y) y;
Zastepujac operatory logiczne «-operatorami, rdéwnanie brzegu

przekroju przedstawionego na rys.1.2. ma postac:
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D(X,y) < A* to2 A* (<B V* g4) =0 ; (111.8)
Jezeli przyjmiemy, ze operator A* jest /~-koniunkcjg (Il .6)x ,
to wodwczas
U>:d>(X, y) = +we 0> +o0>2 +U3 +W4+N 6)3+»4
(rrr.9)

l+u2-» Qi) 2+ (<7 W+ 3+H4)~ = 0

Przesledzimy jeszcze jeden przyktad:

» Przyktad 11:... (Réwnanie kwadratu z otworem kotowym)
Wyznaczymy réwnanie kwadratu jednostkowego 2z otworem koto-
wym w jego S$rodku i o promieniu o.s
Yt
Etap 1 - definicja podobszaroéw
30. , i=1, 2, 3

0~ ={(x,Y) eR2: i (X, V) >0} ,
gdzie:

»! = (1~X)X , = (1-y)vy

Etap 2 - definicja danego ob-
szaru (za pomoca operacji na Rys.ll1I.1. Obszar 0

zbiorach) ksztatcie kwad-
ratu z otworem

n = (111.10) The domain O as
J a Sqbare Wwith
) the hole
Etap 3 - operator logiczny

sprzezony z (111.10)

f =F(X|t)QX3 :XIhXM (111.11)

Etap 4 - «-funkcja (operator algebraiczny) opisujaca dany
obszar

o =< A*o2A' 0. (111.12)
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Etap 5 - wykorzystanie wybranego «-uktadu ( por.(11.6-9) )
o = (I-X)X+H(-y)y-"(] -x)y2x 2+ -y)2yi +
A-Hr-Hr*

[(1 =) x+ (I-y)y-V(I-x)2x2+(l-y)2y 2]+ (x_"[)2'(y_"f)

(rrnr.13)
Ostatecznie obszar przedstawiony na rysunku 1I11.1I. i jego
brzeg mozemy opisa¢ jako
={ (x, eR2: <0 (X, > ,
Q={(x,y) o (X, y) >o) (111.14)

o { (X Y) er2 WX, y) = @

Podsumowujac powyzsze przyktady podkres$limy raz jeszcze
bardzo wazng wtasno$é otrzymywanych réwnan obszaréw, «-funkcja

o(x):

a) przyjmuje warto$¢ zero tylko i wytgcznie dla punktéow
nalezagcych do brzegu danego obszaru;

b) jest dodatnia tylko i wytacznie dla punktéw nalezgcych

do wnetrza obszaru;
c) jest ujemna dla punktéw nalezacych do dopetnienia bada-

nego obiektu geometrycznego.

Na zakonhczenie tego .rozdziatu
przyktad funkcji nie spetniajacej
tych wtasnosci, a pozornie dobrze

opisujacej zadany obszar.

w Przyktad 111.3.

Kwadrat przedstawiony na rysunku
I11.2. powstaje jako cze$¢ wspdlna
dwéch pasm:

Oi=L(-x)xa-0 i uz =L(1-y)yl>o. Rys.111.2. Obszar O -

Rownanie kwadra t
_ _ — jednostkowy
0 (I X)X(I y)y =0 Fig.111.2 Domain O -
elementary

jest prawdziwe nie tylko dla punktéw square

nalezgcych do kwadratu, ale réwniez
dla wszystkich innych punktéw brzegowych obydwu pasm.
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L2 R6wn an Tes

badawczej lub inzynierskiej mamy do
w ktérych dla réznych cze-
typu lub zadane sa rézne

Najczesciej w praktyce
czynienia z problemami brzegowymi,

§ci brzegu zadane sg warunki réznego
wartos$ci funkcji brzegowych.

I tak np. wyznaczajac
rozktad temperatury w

symetrycznym obiekcie
analizujemy jedynie
jego czes$é¢ i wowczas na

powierzchniach symetrii
zadajemy zerowy stru-
mien cieplny, a warunki

na pozostatych czes-
ciach brzegu wynikajg z
warunkow fizycznych
problemu. Pojawia sie
Rys.111.3,  Fragment ddo brzegu dn wiec problem opisu
Fig.111.3. part doo of the whole bo- tylko — czesci  — brzegu
undary dd danego obszaru Q.
Zatézmy, ze rozpa-
trujemy czes$¢
3fi0 = {XeR": u0(X) =0} brzegu ={*GR" : o(x) =0}, ktéra jest
"wycinana" z catego brzegu 3Q obszarem Qw = {xfR” : o, (X) >0}
(patrz rys. 111.3).
Brzeg mozemy potraktowacd jako "zdegenerowany" obszar
fi*x =dfl = {x e Rn : -u2(x) >0} . Oczywis$cie znane sa «-funkcje o i
0,, opisujace odpowiednie obszary, a poszukiwang - funkcja uo0.
Zauwazmy, ze 3fi0 =£*fi , a to oznacza, iz
0>O=(-U2)A*u>w=W2V’UW. (111.15)

czyli (dla RO-uktadu)

$0 = 02 +CO,+NUF + (<I>) ¥ (rrr.1e)

W praktyce obliczeniowej mozliwe jest roéwniez stosowanie

prostszej zaleznos$ci (por.[20])

«0o =/0>2+ (X2 - G, (rrr.17)
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» Przyktad 111.4. (ROwnanie cze$ci brzegu)
Zatézmy, ze poszukujemy roéwnania czes$ci brzegu oA obszaru

przedstawionego na rysunku 1.2., nalezgcej do krawedzi potpta-
jest z prostej

szczyzny o(X,y) =b-y>0 . Brzeg ten "wycinany"
y = b poprzez pasmo <, (X,Y) =a2- x2>0 Korzystajac z zalez-
nosci (l11. 15-17) otrzymujemy
(111.18)
= (jb-y)2+(x2-a2) +\(b-y)4+(x2-a2):
a r ¢ w n an

b rzegu

réwnaniami rézniczkowymi wyzszego

W zagadnieniach opisanych
spetnienie

(np.rownanie biharmoniczne) konieczne jest
lub wiecej warunkéw brzegowych, np. zadana jest po-
pochodna w kierunku normalnym do brzegu
itp.). Z kolei w problemach
za-

rzedu
dwoch
szukiwana wielko$¢ i
(ugiecie ptyty, problem tarczowy
typowe warunki brzegowe sprowadzajg sie do
cze$ci brzegu, a na dru-
(strumien ciepta).

wymiany ciepta
dania warto$ci temperatury na jednej
giej jej pochodnej w kierunku normalnym

W tak postawionych problemach dla wyznaczenia ogélnej
rownan brzegu.

stru-

rozwigzania konieczna jest normalizacja

ktury
O DEFINICJA 111.1.
Réwnanie e(x) =0 nazywamy znormalizowanym na
6Q={ifR"™ :u= =0} do JV-tego rzedu, jed$li funkcja o spe-
tnia nastepujgce warunki:
w, =0 ,
1dQ
dn laa (111.19)
d2w  _ 33> _ _ dNe> =0
dn2inj dn310 dnNlaa

gdzie N oznacza normalng wewnetrzng do powierzchni dC.
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W pracy korzysta¢ bedziemy jedynie z réwnan brzegu znormalizo- «-klon.lunlkc“, .R'dYZjunijl ' <f-negaCJ|. .
. , . 3 . Jezeli réwnania W sa znormalizowane do pierwszego rzedu
wanych do pierwszego rzedu. Aby wyznaczy¢ takie roéwnanie, mo- . . .
. . . . . . . na brzegach odpowiadajgacych im obszaréw, tzn.
zemy postugiwac¢ sie nastepujacag zalezno$cig (por. [49],[50])
dcox _ du>2 _ _ do)m
~&hlaal~ ~dih\aa2 ~K lao. 1 (111-25)
gdzie a, jest dowolnym réwnaniem brzegu dd , a V(.) - (opera-

gdzie przez Nt oznaczono wektor normalny do brzegu odpo-
wiedniego podobszaru, to woéwczas funkcja o jest rowniez
znormalizowana do pierwszego rzedu na brzegu obszaru fi.

torem) gradientem. Jed$li warto$é¢ bezwzgledna gradientu funkcji
u, nigdzie nie jest réwna zero, to mozemy zastosowac¢ inna,
prostszg zalezno$¢

Stusznos$ci tego twierdzenia dowodzag dwie wtasnoséci «-koniu-

nkcji i «-dyzjunkcji (dowéd przeprowadzimy dla dwéch podobsza-
row) :
» Przyktad 111..5. (Znormalizowane rownania okregu, prostej i
pasma) .
Stosujgc zaleznos$¢ (111.21) tatwo sprawdzi¢, ze nastepujace
réwnania sa znormalizowanymi réwnaniami podstawowych figur
geometrycznych:
a) okrag o promieniu r i $rodku w punkcieO(a,b)
o = [r2- (x-a)2- (,y-b) 21= 0o ; (111.22)
Rys.111.4a. Koniunkcja obsza- Rys.ll11.4b. Suma obszarow (11
b) prosta y =ax +b row flj i @2 . N
Fig.111.4a. Conjunction of Fig.111.4b. %uz;?nsogl ithoez do-
© = —-1--- (y-ax-b) =0; (111.23) the “domains £
- yjl +a2
c) pasmo ograniczone prostymi X =a i X = Db ( b>a)
a) Niech obszar fi bedzie czes$cig wspélng dwéch obszaréw
s bJ~Ld: (x-a) (b~x) =o0. (11n.24) i fi2 (patrz rysunek Ill.4a) , wiec
O5 ULAt (O i 0 . (111.26)
Zauwazmy, ze punkt W, e3!l , ale réwniezMletl2 i edl |, a

Tworzac roéwnanie obszaru bardziej skomplikowanego, trudno

stad mamy dla tegopunktu Uj =0 i u2>0 oraz
bytoby korzystaé¢_z zalezno$ci (111.20,21). Przytoczymy teraz

bardzo wazne twierdzenie, pozwalajgce oming¢ te trudnos$¢. _d /( »A*«,j’/\- 3wi (rrr.27)
o TWIERDZENIE 111.1.
Niech obszar CicR"™ bedzie wynikiem ztozenia M podobsza- Zamieniajgc wskazniki 1 na 2 i odwrotnie otrzymamy zalezno$¢
row O={xeRrn: ((x) >0 } (i=1,2, ..., m i opisany R- stuszna dla punktu M2 (Oj >0 i u2=0)

funkcjag u=u(X) =0(0j, ...,um) , bedaca superpozycja

fi.,
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d / a , 3w2
(111.28)

Poniewaz obydwa brzegi sg znormalizowane, wiec mozemy napisac

-A(0>Aw2)|r=1 (1rrr.29)
b) Niech obszar fi bedzie sumag dwdéch obszaréw fi2 i fi2 (patrz

rysunek 111.4b) , wiec

u =olVac2”™O0 (111.30)
Dla punktu M2 mamy: M2edd oraz M2$Q2 i M2e sCjj a stad dla
tego punktu ox=0 i u2 <0 oraz

d , \j

-bh; dii.3i)

Analogicznie dla punktu M1 i ostatecznie

3™ (wiVe«a) |0 1 (1r11.32)

Przytoczymy jeszcze jedno twierdzenie (bez dowodu) wazne
przy wyprowadzaniu znormalizowanych réwnan cze$ci brzegu:

o TWIERDZENIE I11.2.
Jes$li w=0 jest znormalizowanym do pierwszego rzedu roéw-
naniem brzegu 3fi, fl, - obszarem opisanym funkcjg UX

("wycinajgcym™ z 3fi cze$¢ brzegu 3fi0), to réwnanie

650 — =0 , (Jal<1) (111.33)

jest znormalizowanym do pierwszego rzedu réwnaniem cze$-
ci brzegu 3fi0

Normalizacja réwnan brzegu obszaru pocigga za sobg intere-
sujace wtasnos$ci operatoréow rdézniczkowania:

a) Niech f bedzie funkcja okres$long na brzegu 3fi. Wéwczas
pochodna w kierunku normalnym n do brzegu,
znormalizowane réwnanie dd) wynosi

iloczynu uf (u -
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3 (6>f) + (rrr.34)
dn on on
b) Korzystajgc z definicji i wtasno$ci operacji wyznaczania

gradintu oraz definicji wektora normalnego do krzywej (powie-
rzchni) mamy
n =\vg>.
Ida »
df (111.35)

=Vf°xj, =Vf°vcD, =DV |
on lao lao lao lao >

gdzie Dj jest operatorem rézniczkowania w postaci

pn .S ai.) a« 3(.) Nac 3(.) : :
DI(J_3~~37" |ESE-=- wese dTn~d? ' <IXI-36)

ktéry na brzegu jest réwny pochodnej w kierunku normalnym oraz

Di(<*>) i = 1 (1 .37)
lao

c) Pochodna funkcji f w kierunku stycznym do brzegu moze
by¢ okredlona jako

d f

|fl . 111.38)
m lao a0 <

gdzie Tj jest operatorem rézniczkowania zdefiniowanym (w

przestrzeni R2) jako

T (+=--3% d(m ~ 3(.) (111.39)
1 dx2 dx1 dxL dx2
fatwo sprawdzié¢, ze
T.(u)i =0 (111.40)
lao
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v . . Def inicij a G S S

Rozwazymy nastepujacy problem brzegowy (por.[20]):
Dane sa operatory: operator f£ - ktérego dziedzing jest prze-
strzen X(0) funkcji okre$lonych w obszarze fi oraz operatory Iz
(i=1 m) - rozpiete nad przestrzenig funkcji okre$lonych
na powierzchni (krzywej - w przypadku 2D) dd
Poszukujemy takiej funkcji u€ X(Q), ktéra spetnia roéwnanie
operatorowe

£fu =/ w Qecl" (1v.1)
i warunki brzegowe w postaci
llu = <pi na aflj , i =1,2,..., m , (1Vv.2)
przy czym

3Q1U dfl2U ... Udqow =da . (1v.3)

Ogélng strukturag rozwigzania powyzszego problemu nazywamy kla-
se funkcji (przeksztatcen) T:!F ->X(Q) spetniajgcych nastepujagce
warunki:

AiiT(<=<Pi na , =1, 2,0..,m (v 4)

gdzie ? jest przestrzenig funkcji okreslonych w fi.
Innymi stowy GSS moze by¢ zapisana w formie

T=T($,w, 9,) , (1v.5)

gdzie o definiuje obszar fi (por.np. (IlIl .9)), a acR”"-R jest
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klasg funkcji okreslonych w fi i spetniajgcych wszystkie zadane

warunki brzegowe, tzn.

P =< , i=1,2, ... . (1Vv.6)
1d0)
Funkcja 4=%$U), wystepujaca we wzorze (IV.5) jest dowolng,
nieznang funkcjg (por. przyktad 1.1.). Z reguty przyjmuje sie
w postaci
ft =i Ak*k(x) (IV.7)
k-1
Parametry A* (k=1,2, ...,N) wyznaczamy z r6éwnan problemu, a
funkcje 0* mogg by¢ sktadnikami, np. szeregu trygonometryczne-

go, potegowego bagdZz wielomianami Czebyszewa itp.
Konkretna posta¢ GSS zalezy m.in. od rodzaju rozwazanych wa-
runkéw brzegowych (patrz rozdz.IV.3.).

Iv . 2 . R 02z s z erz en.ie o peratoroéw
brzegowych n a caty o b sz ar

W przyktadzie 1.1. jako o0gdélng strukture rozwigzania uzy-
skalismy klase funkcji okreslong wzorem (1.4). We wzorze tym
funkcja @=0.5x spetnia obydwa warunki brzegowe (9(0) =0 i
<p(1)=0.5) i jest okreslona w catym obszarze badanego obiektu
(xd 0,1) ).

Zauwazmy jeszcze, ze funkcja postaci T-ii)$ spetnia jednoro-
dny warunek brzegowy: T=0 dla x edCl, poniewaz u=0. Nizej uo-
gélnimy te zwiagzki.

Niech brzeg rozpatrywanego obszaru dCl bedzie podzielony na
m takich cze$ci, ze 3fi=3fiiudfi2 u...u3fimi V i*j 3fijn3fij=0.
Poszukiwanej funkcj.i T(x) narzucamy warunek brzegowy postaci

Pl (x) dla
(1v.8)

g>,,(jc) dla x e

przy czym kazda z elementarnych funkcji < okresdlona jest w
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catym obszarze u30 ; wowczas funkcja “"sklejajgca"™ warunki
y e e _ J > Jaja T\ =< = (1v.12)
brzegowe bedzie nastepujagca 1dQ
T, «Pic]l Jak tatwo sprawdzi¢, funkcja postaci
m = _ 1= T = +< V.13
L1E 4 - (1V.9) whr<pe ( )

przyjmuje na brzegu warto$¢ <
b) Warunek Il rodzaju - zadanie Neumanna

3()
dn |30

Prawdziwa jest wtedy réwnos¢

(1Vv.14)
9 = "laa ' ‘ (1Vv.10)
gdzie N - normalna do brzegu 3£2 , wéwczas funkcja
Ab rzekonaé¢ si o stusznos$ci dwéch powyzszych zaleznosdci,
. y P ) ¢ . .p Y y . . T=o0 <0 P, (1V.15)
zapiszemy je w przeksztatconej postaci, ograniczajac sie do

brzegu o trzech czeS$ciach: 3Q=30j u 32 u 3fis , wted
g ¢ Q ! y jest GSS tego problemu, co wynika z nastepujgcych przeksztat-

cen: warunek (1v.14) zapisany z wykorzystaniem wtasnosdci
<@l +e 21 F0)31 (1V.11) (11r1.36-37) ma postac

= (p1(020)3 -Kp20)10>3 + <p30)1(02 D: (T) :D1[$-t0Dl($) +W<p]’ -
0>2W3+0)1<03 0j2 Ififi 1d0

(1V.16)
={D1 -Di[uD: (<t>)]+D: (W
Wezmy teraz np.punkt Medfl nalezgcy do pierwszej czeéci brze- {D1($) t[uDs (<)]+D:( 9”‘@
gu, to Oj =0 , a stad dwa ostatnie sktadniki licznika i miano-
wnika (1V.9) znikaja i o =< . Z wtasnosci (rr1.34) wynika, ze drugi sktadnik réwnania
(1V.16) redukuje sie z pierwszym, a trzeci réwny jest < co
konczy dowdd.
c) Warunek 111 rodzaju
lIv . 3 - P r z k + ad odstaw o w ¢ h daT
Y Y P . . Y 3-1 = <Pottor, , (1v.17)
s truktur rozw i gzan ia on lao lao
gdzie: inm , jak i < sa danymi funkcjami. GSS ma posta¢
W tej cze$ci przedstawimy jedynie struktury dla probleméw T = : (1Vv.18)
brzegowych Ilub poczatkowo-brzegowych, w ktérych zadano warunek
jednego typu na catym brzegu, np.stacjonarny problem wyzna- Funkcje 40 i 33 sa dowolnymi funkcjami, zawierajacymi m.in.
czania rozktadu temperatury w obszarze ze zrdédtami ciepta, z rownania poszczegdlnych czeé$ci brzegu, funkcje brzegowe . h.
zadang temperaturag na catym brzegu. Innym przykiadem moze by¢ oraz nieznane parametry, wyznaczane w cze$ci numerycznej meto-
wyznaczenie rozktadu temperatury w obszarze ogrzewanym stru- dy. Szczegéty dotioru tych funkcji, jak i dowéd na to, ze
mieniem ciepta, ze znang temperaturg poczatkowg w catym obsza- (1V.18) spetnia warunek (I1V.17), zostang pokazane w dalszej
rze . L .
cze$ci pracy (rozdz.V. i VI.).
Poszukujemy funkcji T okre$lonej w obszarze DcR” , ktoéra d) Warunki typu piytowego (belkowego)

na brzegu 3(2 spetnia: Wyznaczajac ugiecie ptyty np. przegubowo zamocowanej na brzegu
a) Warunek | rodzaju - zadanie Dirichleta stawiamy dwa warunki na kazdym brzegu - ugiecie i moment zgi-

najacy réwnaja sie zero, tzn.
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lQ

Og6lna struktura rozwigzania dla tak postawionego problemu
brzegowego jest nastepujagca (przytaczamy bez dowodu, gdyz nie
bedzie wykorzystywana w dalszej czes$ci pracy)

U= a<t:- -A-[<& (D2w +oT2w) +2D10 1 (1V.20)
<e
przy czym 40 i Oj sa dowolnymi funkcjami, D2(.) =D1(D1(.)) i

T2(.) = Tj(Tj(.)) sag operatorami drugiego rzedu (por. wzory
(rrr.36) i (111.39).

R ozdziat \Y

Z agadnienia stacjonarnego
przeptywu ciepta
w elem entach m aszyn i urzagdzen

Problemy obliczehn stacjonarnych p6l temperatury pojawiaja
sie przy obliczeniach cieplnych dotyczacych pewnych elementéw
maszyn i urzadzen (np. w korpusie turbiny pracujacej przez od-
powiednio ditugi czas generuje sie pole, ktdédre jest polem stac-
jonarnym), a takze jako pierwszy etap wyznaczania naprezen
cieplnych.

W tej cze$ci pracy zostanie omoéwione zastosowanie R-funkcji
do wyznaczania ustalonych pél temperatury. Wyprowadzone beda:
ogbélna struktura rozwigzania oraz odpowiedni funkcjonat pro-
blemu, z minimalizacji ktérego mozna bedzie znalez¢ nieznane

wspdtczynniki. Na koniec przedstawione beda przyktady numery-
czne ilustrujgace i testujgce wczeéniejsze rozwazania teorety-
czne. Zostang poréwnane rozwigzania dwiema metodami. Wyzna-

czone roéwniez bedg pola temperatury w obszarach konkretnych
elementéw maszyn i urzagdzen.

AVARNE I Sform utowanie problemu

Stacjonarne pole temperatury opisane jest lokalnie za po-
mocg réwnanie Poissona (pole Zrédtowe) Ilub Laplace’a (pole
bezzré6dtowe), badz globalnie za pomocg odpowiedniego funkcjo-
natu (por. [39],[s6]).
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Niech badanemu, rzeczywistemu obiektowi odpowiada obszar
geometryczny ficRs (lub R2). Zatézmy, ze rzeczywiste oddziaty-
wania miedzy obiektem a otoczeniem mozna opisac poprzez
zadanie odpowiednich warunkéw brzegowych na odpowiednich cze$-
ciach brzegu 3fi. Tak wiec przyjmijmy, ze brzeg 3fi sktada sie z

n=nl+n2 +n3 czeéci (odpowiadajgcych warunkom 1,111,111 rodza-
ju), takich ze

3Q =aQ:UaQ2U...U3Q,

dei1f)dClj =0 (v.h

Analitycznie caty brzeg 3fi oraz jego fragmenty dQJ opisane

sg odpowiednio rdéwnaniami: w=w(x) i tf=ui(x).

Na nl czed$ciach 3fi okres$lono temperature brzegu Toi
(i=1,2, ..., ji,) - warunek | rodzaju; na N2 cze$ciach - stru-
mien ciepta @q (j=nx+1, .,., nl+n2), czyli warunek Il rodzaju
i na ns czeSciach brzegu zadano warunek ciggtos$ci strumienia
(temperatura otoczenia wynosi odpowiednio Tk* , k=nl+ n2 +
1, ..., N) - warunek 11l rodzaju, tzn.

a) dla i=1,2, ...,nx

vV = Tol,; (v-2)

b) dla j =nl+.:, ..., nX+n2

' iv.3)
c) dla k=nl+n2+.,, .. .,n
lao*= “* (rlag*" r;) ' (v-4)

Woéwczas bezzirédtowe pole temperatury T= T(xt, x2, x3) w obszarze
fi opisane jest réwnaniem Laplace’a (opis lokalny)
JL Xn

VaT(x) = el =0 , dla x= (xx,x2,x3)cQ , (V.5)
X

bagdZz w réwnowaznym opisie globalnym musi minimalizaowaé¢ fun-
kcjonat

Rozdziat V
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(V.6)
' A . *
+j-I%i*I ta 3Eng ddQj Jc-nE"UjH *4d(_1<f { ddok

Innymi stowy, poszukiwane stacjonarne pole temperatury wyzna-
czamy z rozwigzania roéwnania ré6zniczkowego (V.5) wraz z warun-
kami brzegowymi (V.2-4) lub poprzez minimalizacje funkcjonatu
(V.s) po wszystkich dopuszczalnych polach temperatury spet-
niajagcych warunek (V.2).

W przeptywie ciepta rozwaza sie réwniez zagadnienie stacjo-
narne dla obszaru fi charakteryzujgcego sie zmienng wartos$ciag
wspotczynnika przewodzenia X, tzn. X=X(T) . Roéwnanie roéznicz-
kowe opisujgce pole temperatury w takim obszarze jest postaci

VIX(T)VT(xIt x2,x3)] =g -JL = -Qv > (v-7)
gdzie: QV - wydajno$¢ objetoéciowych Zrédet ciepta.

Réwnanie powyzsze sprowadza sie do réwnania Lapalce’a przez

podstawienie

U= JX(s)ds , <V.s)
gdzieTod jest przyjetym poziomem odniesienia (np. Tod =0), a
wielko$é Unazywana jest temperaturg Kirchhoffa (por. [2, 5,

16, 34]). Zauwazmy, zZe
du du_dr mim _dT

aE dr dE aE (V'9).
skad wynika zaleznos$¢

d 126 . (V.10)
dx< dxj

Woéwczas réwnanie (V.7) sprowadza sie do roéwnania Poissona, a

mianowicie

Wprowadzona zamiana zmiennych (V.s) wymaga zmodyfikowania wa-
runkéw brzegowych, przy czym warunki | i Il rodzaju przebudo-
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Rozdziat V Zagadnienia stacjonarnego przeptywu ciepta
wuje sig w sposéb bardzo prosty: - =u(x), a mianowicie 0=0 i (o) =1 dla x edSl
Zanim okres$limy funkcje 40 i ze wzoru (V.16), przedstawimy
TWN*'T>* ~ Vv =~ v-i2> warunki brzegowe (V.2-4) w przeksztatconej postaci:
dT A du a) dla i=1,2 nt
m  ""ao/”N "SElao," * e (V-13 T\ = TO = (V. 19)
Pewien problem moze_stanoww_warunek. brzegowyll! rodza!u_ b) dla jsBj+1, mes, nX+mp
(por.[34, 38]):Korzystajgc z twierdzenia owartos$ci S$redniej
. T S
mozemy pokazaé, ze ‘h?:il _ (V. 20)
T”T- = : (V.14) o
gdzie fl=-1j/*j >
) ] i . o . . c) dla A=/Jj+n2+1, ..., n
gdzie A.(£) jest S$rednia wartoscig w sensie catkowym funkcji
A=A(T) w przedziale '(T",T). Ostatecznie warunek (V.14) prze- f; = fk-hkTi (V.21)
ksztatca sie do postaci dnlaot * * lao* »
gdzie f* = ok Tk'°/\k i ~ = a*/**
jh (u~u']l" “‘'u'tr> (V1iti fatwo zauwazy¢, na podstawie wzoréow (V.19-21), ze funkcje
. . . i i . . A0 i O muszg spetnia¢ nastepujgce warunki:
Warto$¢ funkcji A.(E) mozemy wyznaczy¢ w sposéb iteracyjny dl .
(por. np. [34, 38]). a) a i=1,2, ...,nx
i =fi . V.22
$°'|ao, i ( )
b) dla j=fj+1, ..., +n2
v .2 . O g 6 I n a .s tru k tur a
rozwigzani a leo., lao(*
(V.23)
*iilao,:fi
Wprowadzimy klase funkcji, ktére na zadanym brzegu dfi spet-
niajg doktadnie wszystkie warunki brzegowe (V.2-4). Zauwazmy, ¢) dla fe= +n2+1, ..., n
ze jes$li dobierzemy odpowiednio funkcje a0 i 4>, to funkcja
®il =fk~hk® i (V.24)
(Vlﬁ) lao.
aby funkcja (V.16) spetniata odpowiednie warunki brzegowe. We
(por.[55]) moze na brzegu o=o0(x) czyni¢ zado$¢ dowolnym wa- wzorach (V.23-24) pojawita sie nowa funkcja $ =3>(r), ktérej
runkom, bo posta¢é moze byé dowolna i ktdrej posSwiecimy wiecej uwagi w
dalszej czeSci tego rozdziatu.
oraz o TWIERDZENIE V.I.
Jezeli zdefiniujemy funkcje 30 i jako
aa dn LoO 1 7«18 - - 02 *
( ) 90i ® 9 02 (V.25)
= M1~

gdzie wykorzystano wczes$niej wykazane wtasnos$ci funkcji <=
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gdzie
f n
/\01 h <> , x
” y®R2  — - (V.26)
s S
E f
7-~1 co,
»11 STiz = (V.27)

n n
E — X 17
to wowczas og6lna struktura rozwigzania bedzie miata posta¢

r(x) =soi1-uD1 (sr01) +ug::-MD1 (4>902) +$go2-<00gi2 . (v.28)

Innymi stowy, funkcja postaci (V.28) spetnia $cisle wszys-
tkie warunki brzegowe (V.19-21).

Powyzsze twierdzenie, bez umniejszania jego ogo6lnosci, udo-
wodnimy dla konkretnej liczby poszczegélnych czes$ci brzegu, a
mianowicie nx=1, N2=2 i n3=:2, czyli badany brzeg sktada sie
z 5 cze$ci: na jednej zadano waruenk | rodzaju, na dwéch - 11
rodzaju i na dwéch ostatnich - warunek 11l rodzaju.

Wdéwczas ogélna struktura rozwigzania przyjmie postac
S =N
T(x) =-Tii_ - ()DI +0) 5

Si Si s~

(V.29)
E s E - E h.
lub po prostych przeksztatceniach
r(*) = fItt>34S _mp [ 172345 1,1 A 4 <o3t5 443 °5245 + <235+ 4 +
15 vV M5/
UDMt 0)1 (<0345+7245+<>2H+“ 234) j. (V.30)

A <l (M3A5-f<->245-f<->B1>+M234) _ ~ K M235 +h5M234
w
‘5

Zagadnienia stacjonarnego przeptywu ciepta 53

W ostatnim wzorze wprowadzono uproszczony zapis iloczynu kilku
funkcji o , np.oi2j=Md)2«<3 oraz sumy kilku iloczynow Ais i Aes
i+w, "+ul A+wl.... .

(V.31)

A<, tw, 0>,

Zauwazmy, ze funkcja (V.30) na brzegu 3Cli rowna sie fi, gdyz
obie funkcje o i Ui sg réwne zero dla punktéw brzegowych. T(X)
dla punktéw nalezgcych do ddi (i=2, 3,4, 5) wynosi

r(j) MI< M345 +7245 A 235 + ws234) (v 32)
15

tak wiec np. dla xedils 6)33=0 i Ms=ai2ss, a stad T(x)=$
Operator Dj dziatajacy na funkcje (V.29) dla punktéw brzegowych
daje jako wynik

D (TU)) - A « 3 * 5 « 8 3 5 +A «234 _

1 lao wis
(V.33)

_a 2235 + £ <0234

M5
Dla xe3fii (i=2, 3,4, 5) mamy
Di(T) =fi, dla i =2, 3,
(V.34)
D: (T) = f1-~>hi, dla i =4,5 ,

a to oznacza spetnienie pozostatych warunkéw brzegowych.

W ten sposob wykazalismy, ze GSS postaci (V.29) rzeczywis-
cie spetnia wszystkie warunki (V.19-21).

Wrécimy w naszych rozwazaniach do og6lnej struktury roz-
wigzania (V.28). W sktad GSS wchodza funkcje: gjj (V.26-27) od-
powiedzialne za rozszerzenie warunkéw brzegowych na caty bada-
ny obszar, funkcja GQ=u(x) opisujgca obszar 4 jako cato$¢ oraz
do tej pory blizej nieokres$lona funkcja $=4>(x). Opiszemy teraz
sposoby okre$lania ostatniej z wymienionych funkcji.

Sposréod funkcji nalezgcych do klasy, jakag jest GSS, po-
szukujemy takiej, ktéra speitnia réwnanie rézniczkowe problemu,
bgdz minimalizuje dany funkcjonat. Nasze zadanie polega wiec
na odpowiednim dobraniu nieznanej funkcji <k Mozemy to uczyni¢
na wiele sposob6éw. Najczes$ciej stosowany (por.[48,49,62]) po-
lega na przyjeciu tejze funkcji w postaci
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N
4>(X)=’;_A X J(x) (V.35)
=i
gdzie o*(x) sa znanymi funkcjami, a wsp6tczynniki ~ nie-

znanymi parametrami wyznaczanymi z réwnan problemu. W przykta-
dach prezentowanych w tej pracy bedziemy wyznaczali je metoda
globalng (wariacyjna), poprzez znajdowanie warto$ci stacjonar-
nej funkcjonatu (V.s), badz metodg Galerkina, lub wreszcie me-
todg najmniejszych kwadratéow (patrz rozdz.VIl.). Gdy badany
obszar fi jest podobs,zarem przestrzeni dwuwymiarowej (2D), to
wéwczas wzér (V.35) moze przyjagé postac
N
<b(xL,x2) = Y' AiA iJ(x1, x2) . (V.36)
i

Niezbadanym do tej pory, od strony matematycznej, problemem
jest spos6b doboru znanych funkcji 0~ .Jak wida¢ z powyzszego

wzoru, funkcje te moga byé przyjete np. jako jeden Z nastepu-
jacych iloczynoéw:

$ij ~ X1 x2

AN = sin(itixX)sin(itjx2) (y.s7)
i =~ (*1) G (x2)

gdzie w ostatnim przyktadzie funkcje Cj, q moga by¢ np.wielo-
mianami Czebyszewa lub Legendre’a.

Jezeli dokonamy podziatu obszaru fi na elementy skonhczone
(por. [52, 67]), to funkcje mogg by¢ funkcjami ksztattu, a
nieznane parametry A" poszukiwanymi warto$ciami weztowymi me-
tody elementéw skonczonych.

Mozliwe jest réwniez znajdowanie nieznanych parametréw me-
toda kolokacji, badz réznic skonczonych. W tym ostatnim przy-
padku nalezatoby dokona¢ dyskretyzacji obszaru fi (stworzenie
odpowiedniej siatki weztéw) i zastapi¢ pochodne temperatury w
réwnaniu problemu (V.5) réznicami skonczonymi.

Wszystkie krétko wyzej opisane metody w efekcie koncowym
sprowadzajg sie do rozwigzania liniowego uktadu réwnan alge-
braicznych o niewiadomych Akl (dla zagadnienia 2D) postaci
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E «im Ak =Bu . (v.3

Zaletami metody globalnej jest mata liczba niewiadomych w po-
réwnaniu z metodami dyskretnymi (patrz przyktady), a takze
fakt, Zze uzyskana funkcja opisujaca pole temperatury jest cig-

gta i gtadka (por.[28,62,651]).

v .3 . R ozw igzan.ie s tacj onarmneg¢go
probi:emu W ymiany ciep ta

Dla uproszczenia zapisu wprowadzimy inne oznaczenie pochod-
nej czgstkowej po zmiennej przestrzennej lub czasowej (w na-
stepnych rozdziatach): d(.)/3xj= (.),i np.dZT/dxldx:=T:. .

Skoncentrujemy nasza uwage na problemie wyznaczania ustalo-
nego pola temperatury w obszarze fi z przestrzeni 2D, czyli
poszukujemy takiej funkcji T z klasy funkcji (V.28), tj.

T(X) =gr~r-wDA”g”) +o)grii-wD: (4>sr02) +9 gR- g2 (Vv.39)
ktéra minimalizowataby funkcjonat (V.s).
Przyjmijmy, ze funkcja 4> wystepujgca w GSS (V.28) bedzie po-
staci (V.36), czyli
$(x1, X2) =JT AZ <Hj(xx, Xx2) (V.40)
woéwczas wzér (V.39) przyjmie forme

T(xx, x2) =X0t FR E1 AKIXKI (V. 41)

gdzie wprowadzono:

*0) = Soi-  w,i SToii+“£1l /

xki = 4'w[s0D2-* (sri2+*“ ,igos.i +w,29102.2)" + (V.42)
"Ax11 (W1t M2t 2<% 2% 902> ®m
Jezeli funkcje T zdefiniowang wzorem (V.41) wstawimy do funk-

cjonatu naszego zadania (V.s), to wtasSciwie stanie sie on fun-
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keja zmiennych Akl

s J[T] =0 , (V.43)

zamieni sie na warunek konieczny ekstremum funkcji wielu zmie-

nnych w postaci uktadu réwnan

- (%AkiJ =0 >k,I=1, m.mN (V.44)

lub inaczej

JCEl— KijkiAki = Bij = (V.45)
=1

gdzie

Kuum(gIXu.iXkI.i+Xii.iXu.i) dn+ E IT f XiiXklddail ;
D-ul*n2+l  mdq,

Bki =- [ (X0.iXki.i+X0.2Xki.2) dQ- £  -r r*/ Ai<«Q.-(V.46)
Q in=Hi*Oj*| » 3Q.,

-E -r/

Na koniec zauwazmy, ze tak strukture rozwigzania, jak i
wspotczynniki réwnania (V.46) mozna nieco upros$ci¢ przedsta-
wiajgc warunki brzegowe 11 rodzaju w postaci warunkéw 11l ro-
dzaju, dla ktéorych przyjeto odpowiednie state hk = o.

n Noe A>rzy ktady num eryeczne

W tej czesSci pracy przedstawimy, w postaci wykreséw i ta-
bel, przyktady numeryczne ilustrujgce:

a) pordwnanie uzyskanych wynikow z rozwigzaniami otrzymany-
mi metodg réznic skonczonych lub z rozwigzaniem analitycznym.

b) wptyw na doktadno$¢ obliczen liczby przyjetych wyrazéw
szeregu (V.40)

Obliczenia zostang przeprowadzone dla wspé6trzednych bez-
wymiarowych, a uzyskane wyniki przedstawione poprzez tempera-

, a warunek stacjonarno$ei tego funkcjonatu
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ture zredukowang s, okreslong nastepujaca zaleznos$cia

= — V.47
e (x1#x2) = ru%méxz_)T" ( )

Zamiast wspétrzednych Xx, X2 bedziemy uzywaé¢ oznaczen X, Y.

w Przyktad V.I.
Wyznaczy¢ ustalony rozktad temperatury w kwadracie jed-

nostkowym, ktoérego boki ponumerowano jak na rys.V.l.
Rozpatrzymy trzy zadania ro6znigce
sie rodzajem zadanych warunkow
brzegowych na poszczegélnych cze-
§ciach brzegu. We wszystkich za-
daniach wspdtczynnik przewodzenia
ciepta A=360[WmK].

Zadanie 1.
Brzeg 3 ogrzewany bedzie stru-
mieniem ¢ = 65000 [W/m2], dla brze-

gow 2. i 4. zatozono jednorodny
warunek Il rodzaju (zerowy stru-
mien ciepta), na brzegu 1. zadano
Rys.V.l. obszar fi i jego warunek [IlIl rodzaju i przyjeto
) czgsci brzegu wspotczynnik przejmowania ciepta
Fig.V.l. pomain fi and its _ 0 /m2
parts of boundary o= 150 [W/m2K] oraz temperature
otoczenia T“=30[*C).
Zadanie 2.
Dla brzegéw 1. i 3. przyjeto warunki jak w poprzednim zada-
niu, a dla pozostatych cze$ci warunek IlIl rodzaju z parametra-

mi jak dla brzegu 1.

Zadanie 3.

Przyjeto dla brzegu 4. warunek symetrii pola temperatury
(zerowy strumien), a dla pozostatych brzegow jak w zadaniu
poprzednim.

Znormalizowane do pierwszego rzedu rownanie brzegu kwadratu
jednostkowego otrzymamy jako ztozenie dwoéch pasm

&=t@l., XG , Q@=l(-y)y=0) . (V.48)

czyli (por.rozdz.111.)
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Zadanie 1. i .
H U v .
U 11 [JIA J
8 8 o 8
E*-i\ I
of N cr
Y o)
«T ® .
Rys. V.2. Warunki brzegowe dla poszczegdlnych zadan

Fig. V.2. Boundary condition for the problems 1 -3

0 = (1-x)x+(1-y)y-V(1~x)2x2+(1-y)2y2 (V.49)

We wzorze (V.49) zastosowano -O~koniunkcje zdefiniowang wzorem

(nrr.7)j. Poszczeg6lne fragmenty (boki) brzegu analizowanego
kwadratu opiszemy, korzystajagc z zaleznos$ci (I111.33), tzn.

«i ="'J(e*VOwl) i=1,2,3,4. (vV.50)
gdzie ej oznaczajg rownanie obszaru zawierajgcego i-ty bok kwa-

dratu, a W dopetnienie obszaru wycinajgcego z ei dany bok

ex =y =x (x-1)

=y (y-D
e3 =1-y X (x-1) (V.51)
& =X =y (y-1)

Ogé6lna struktura rozwigzania dla trzech powyzszych zadan

bedzie miata posta¢

4
jE % E >i (v.52]

lub po przeksztatceniu
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T(x) = Q fl°m + f2M134 + f3«124 + f4«123 +
**14

-oDI($) +8$ + (v 53)

*1U 234 + Wm2C0134 + h3W 124 + Al U 123
«14

gdzie

«l4 = W234 +U134+U124+U 123 ' (V.54)

oraz 0123 = ol o203 itp.
Dla wszystkich zadan przyjmiemy funkcje 4 w postaci wielomianu

N
Q(x,y) =.E Ai3xiyj - (V.55)
Vb
Wspétczynniki ft i ht we wzorze (V.52) bedg przyjmowaty ro6zne
warto$ci w zaleznos$ci od rozpatrywanego zadania. I tak dla
zadania:
1. fe=aT“/XxX f2 = =0
hx =al/X y SO A3 T A
2. fe=f2=f4=ar/ X, f3=gA , (V.56)
hx =h2 =h4 =aA |, d5=°
3. fl - f, =ar“A 3 = <?A / f, =0,
™ = =aA h3 =h4 =0

Rozwigzanie zadania 1.

Zadanie to z fizycznego i matematycznego punktu widzenia
jest bardzo proste, poniewaz dotyczy obiektu symetrycznego z
symetrycznymi warunkami brzegowymi (osig symetrii jest prosta
Xx = 0.5). W zasadzie jest to problem jednowymiarowy, a to o-
znacza, ze dla kazdego przekroju y = const, pole temperatury
jest state (T = const). Jednakze z numerycznego punktu wi-
dzenia, jes$li nie wuwzglednia¢é wyzej wymienionych wtasnoséci
tego zadania, jest ono dobrym testem metody J?-funkcji. Stosu-

jac MRF traktowano badany obszar jako dwuwymiarowy i roz-
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wigzywano jako problem dwuwymiarowy, w ktérym nie zaktadano
symetrii i statoSci pola temperatury dla kazdej rzednej Y.

Nietrudno zauwazy¢, ze rozwigzaniem analitycznym zadania
pierwszego jest funkcja T=Cy+D, ktérej state C i D wyznaczy-
my z warunkdéw.brzegowych:

dr(1)/dy=,: i dT(0)/dy=1/1-r(o)l,

b) Rozwigzanie zadania 2.

Tak wiec dla kazdego xe(0,l) i Y= —const temperatura T=
=const.
Tabela V.1
Wyniki uzyskane metodag i?-funkcji i z rozwigzania anali-
tycznego - zadanie 1.
Rozwigzanie MRF0=( T-T")/( Tm-T¥*) Rozwiaza-
nie ana-
iy > 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 Lityczne
0.95 0.99 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00
0.85 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.97
0.75 0.94 0.93 0.93 0.93 0.93 0.94
0.65 0.91 0.90 0.90 0.90 0.90 0.91
0.55 0.87 0.87 0.87 0.87 0.87 0.88
0.45 0.84 0.84 0.84 0.84 0.84 0.85
0.35 0.81 0.81 0.82 0.82 0.82 0.82 Rys. V.3. Rozkiad temperatury dla zadania 2.
0.25 0.78 0.78 0.79 0.79 0.79 - Fig. Vv.3. Temperature distribution for the 2nd problem
0.15 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.76
0.05 0.72 .0.72 0.72 0.72 0.71 0.73 . ; ; i 6
Rozwigzaniem zadania 2. powinno by¢ pole temperatury syme-
Tabela V.I. zawiera por6éwnanie wynikéw rozwigzania anali- tryczne wzgledem pros'tej j.r=0.5-. ,I reeczywiscie -przyjmumc .We
tycznego i za pomoca .R-funkcji. W przypadku tego ostatniego wzorze _(\_/'55) V=5 (wielomiany juz tego rzedu 'dajq zadov'valaja?-
podano rozktad temperatury dla pieciu przekrojéw *=0.05, 0.15, ?e Wyn_'kl - patrz przyk’f-ad V'Z_')’ otrzyman-1y Jako rozwiazanie
0.25, 0.35, 0.45 (otrzymane rozwigzanie jest idealnie symetry- idealnie symetryc.zna pOWIeI’Z.Chﬂ!Q przedstfawmna na 'r)fs.\/-.a.
czne wzgledem X=0.5). Jak wida¢, rozwigzanie przy uzyciu R- Tabele V.2. _I V3 zawieraja szczegotowe W.ymkl liczbowe
funkcji nie jest state dla y=const, co wynika z faktu, Zze wew- tego p.r.oblemu _(Jedy_nle dla  potowy ‘obszaru, gdlyz_ kor%ystamy :
t t b blis tal funkei el symetrii rozwigzania). Ze wzgledu na trudno$ci zwigzane ze
né re rozpa ryw-aneg.o 0_ szaru. przy |z.j:1|l"ny. stata 'un Cje.WIG 0- znalezieniem vrozwigzania analitycznego wyniki symulacji nume-
mlanfem' $. VdeaJe si¢ jednakze, 2e robznice te nie sqﬂlstotne rycznej poréwnujemy z rozwigzaniami uzyskiwanymi metodg réznic
(mniejsze niz  1%). Ten bardzo prosty problem (ale dosc¢ trudny skoriczonych, ktéra dla tego typu zadahn zapewnia bardzo dobra
do opisu za pomocag wielomianéw) pokazuje dobre wtasnosci R- aproksymacje rozwiagzania doktadnego. Zastosowano MRS w warian-
funkcji do wyznaczania jednorodnych podl temperatury. cie nazywanym w literaturze eliminacjg weztéw brzegowych, por.

[38] (taki wariant metody daje aproksymacje warunkéw brzego-
wych o jeden rzad doktadniejszag niz wariant klasyczny). Na
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obszar kwadratu

rozwigzania

do ktérego sprowadza sie

cyjna Gaussa

0.95
0.85
0.75
0.65
0.55
0.45
0.35
0.25
0.15
0.05

0.95
0.85
0.75
0.65
0.55
0.45
0.35
0.25
0.15

natozono

siatke

'30 x 30

Rozdziat V

0o A* =Ay=1/30. Czas

za pomoca MRS byt diuzszy o ok. 30%.

Seidela.

.R-funkcji

Rozwigzanie M0 = (T-T@/( TmTl- T)

ten problem,

zadanie

Uktad

rozwigzano metoda

réwnan,
itera-

Tabela V.2
Temperatura zredukowana wyznaczona za pomocg metody

2 .

0.05 0.15 0.25 0.35 0.45
0.91 0.95 0.98 0.99 0.99
0.84 0.87 0.89 0.91 0.91
0.78 0.80 0.82 0.83 0.84
0.73 0.75 0.76 0.77 0.78
0.68 0.70 0.72 0.73 0.73
0.63 0.65 0.67 0.69 0.69
0.59 0.62 0.64 0.65 0.65
0.55 0.58 0.60 0.61 0.62
0.53 0.55 0.57 0.57 0.58
0.51 0.53 0.53 0.54 0.54
Tabela V.3
Temperatura zredukowana wyznaczona metodg réznic
skonczonych - zadanie 2.
Rozwigzanie M0 = (72r®)/(7 - 1)

0.05 0.15 0.25 0.35 0.45
0.93 0.96 0.98 0.99 1.00
0.86 0.89 0.91 0.92 0.93
0.80 0.82 0.84 0.86 0.86
0.74 0.77 0.79 0.80 0.80
0.69 0.72 0.73 0.75 0.75
0.65 0.67 0.69 0.70 0.70
0.61 0.63 0.65 0.66 0.66
0.58 0.60 0.61 0.62 0.63
0.55 0.57 0.58 0.59 0.59
0.52 0.54 0.55 0.56 0.57

0.05
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Tabela

Temperatura zredukowana wyznaczona za pomocg MRF
zadanie 3.

Rozwiazanie MRFO=(T-T*)/ < , .

0.35

0.974
0.916
0.861
0.817
0.780
0.746
0.714
0.682
0.647
0.613

0.55

0.945
0.890
0.836
0.793
0.758
0.725
0.694
0.662
0.625
0.587

0.75

0.904
0.850
0.800
0.760
0.724
0.691
0.660
0.630
0.599
0.564

0.95

0.841
0.790
0.751
0.713
0.675
0.637
0.603
0.574
0.552
0.534

Tabela

Temperatura zredukowana wyznaczona za pomocg MRS
- zadanie 3.

X 0.15
iy
0.95 0.986
0.85 0.927
0.75 0.879
0.65 0.837
0.55 0.798
0.45 0.760
0.35 0.724
0.25 0.691
0.15 0.660
0.05 0.630
1 0.15
1y

0.95 0.982

0.85 0.939

0.75 0.898

0.65 0.858

0.55 0.821

0.45 0.786

0.35 0.752

0.25 0.720

0.15 0.690

0.05 0.661

Rysunki V.4. i V.5.

metodami MRF i metoda
réwnuje wyniki

const = 0.05
zaniami nie

i 0.45
sg duze

Rozwigzanie MRS 0=(T-r®)/ « \ - g

0.35 0.55
0.967 0.940
0.924 0.897
0.883 0.857
0.844 0.818
0.807 0.782
0.772 0.748
0.739 0.715
0.708 0.685
0.678 0.656
0.650 0.629

pokazuja

ré6znic skonczonych

nie

dla y=const =
Jak widac,

0.05, 0.55,

przekraczaja

2%

0.75

0.900
0.857
0.818
0.780
0.745
0.712
0.681
0.652
0.624
0.598

0.85

ré6znice pomiedzy

(MRS).

0.95

0.844
0.803
0.765
0.730
0.697
0.666
0.637
0.609
0.583
0.559

63

V.4

V.5

rozwigzaniami
Pierwszy po-
drugi dla X =

réznice pomiedzy tymi

rozwia-
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temperatura zredukowana

100
0.95
090 — A
085 Oznaczenia
0.80 MRF  y 0.05
0.75 — MRF y S 0.55
0.70 — MRF y < 0.85
0.65 o MRS y - 0.05
0.60 O MRS y 0.55
055 ° 0o o A MRS y - 0.85
050
045
040 111111111111 11111111111 111111 1%

005 015 025 035 O. 055 065 0.75 0.85 095

odciete

Rys. V.4. Rozktad temperatury dla przekrojéw y = const
Fig. V.4. Temperature distribution for sections y = const

temperatura zredukowana

Oznaczenia

MRP x = 0.05
— MRP X - 0.45
0O MRS X - 0.05
0O HRS X - 0.45

rzedne

Rys. V.5. Rozklad temperatury w przekrojach x = const
Fig. Vv.5. Temperature distribution for section x = const
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c) Rozwigzanie zadania 3.

I na koniec przedstawimy wyniki rozwigzania zadania 3. i
poréwnamy obydwie metody. Pole temperatury bedace rozwigzaniem
tego problemu ,jest powierzchnig przedstawiong na rysunku V.6.

Rys. V.6. Rozktad pola temperatury dla zadania 3.
Fig. v.6. Temperature distribution for the 3rd problem

Szczegbtowe wyniki za pomocg MRF i MRS zawierajag tabele
V.4-5. ROwniez i one potwierdzajag duzg zgodno$é obydwu roz-
wigzan .

[ | [ ]

» Przyktad V.2.

W przyktadzie tym rozpatrzymy zadanie podobne do poprzed-
nich, a mianowicie wyznaczymy pole temperatury w kwadracie
jednostkowym (patrz rys. V.l.), naktadajac na brzeg dolny i
lewy warunek symetrii pola temperatury, od géry ogrzewamy go
strumieniem (, a na brzeg prawy narzucamy warunek 1lIl rodzaju
(wartos$ci liczbowe jak w przyktadzie V.l.).
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66 Rozdziat V
Tabela V.6
Poréwnamy ze sobg rozwigzania otrzymane metodg réznic skonh- Poréwnanie rozwigzania MRS i MRF dla réznych stopni
czonych i metodg fi-funkcji, przy réznych wielkoéciach mak- wielomianu
symalnego stopnia wielomianu okres$lajgcego funkcje 4 (por.wzér
(V.55)). Obliczenia przeprowadzono dla N=2, 3,4, 5, 6 - odpo-
wiada to przyjeciu funkcji $ jako sumy odpowiednio 6,10,15,21,
28 sktadnikow. Jednocze$nie jest to maksymalna liczba niewia-
domych koniecznych do okre$lenia pola temperatury w catym ba-
danym obszarze.
temperatura [°C]

[5'S 0 RN —

50

50 Oznaczenia

S0 + MRS

50 = MRn-% w Przyktad V.3

510 * MREN-2A krystalizator

50 O MRF n-15

40 O MRFN-10

A MRFnN- 6
480
470

006 015 025 035 045 0% 066 075 08
odciete

Rys.V.7. Por6wnanie rozwigzania MRS i MRF
Fig.v.7. Comparison of solution by FDM and RFM

Rysunek V.7. i tabela V.s. ilustrujg réznice pomiedzy ro6z-
nymi rozwigzaniami MRF (tym vrazem przedstawilismy wyniki w

wielkosciach bezwzglednych) a wynikami uzyskanymi metodg MRS. ) ) ) )
Rys.V.s . Fragment urzadzenia do ciggtego odlewania stali

Poréwnano temperature w przekroju y=0.55. Jak tatwo zauwazyg, ) . .
Fig.V.s. Part of the continuous casting mould

najwieksza réznica pomiedzy doktadnym rozwigzaniem MRS a naj-
mniej doktadnym MRF (N=2) wynosi zaledwie 21[*C], co w poréw-
naniu ze $rednig temperaturg wynoszagcg o0ok.500[*C] stanowi

réwnanie rzekroju oprzecznego krystalizatora wurzadzenia
mniej niz 5% (temperatura otoczenia wynosita 30[°C]). P ! pop g Y a

W rozdziale 111 (patrz przyktad 111.1.) wyprowadzilismy

ciggtego odlewania stali (rys.V.s. i wzor (I111.9)). Wyznaczymy

teraz rozktad temperatury w obszarze bedacym powtarzalnym
fragmentem Kkrystalizatora (rys.V.9.), zaktadajgc nastepujace

warunki brzegowe:

a) na cze$ciach brzegu 3ni=roo sfic=rCBoraz 3ns=rX.- zerowy

strumien ciepta;
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Zagadnienia stacjonarnego przeptywu ciepta 69
gdzie
u-~d)2+(y+a-d)2__(and)f f
ww -
« _
wy = U -f)2+ (y-[b)2- A (V.60)
w = (X+b2c)>"y-b;cy - {b2c)2.
Adaptujac wczes$niej wyprowadzong o0g6lng strukture roz-
Rys.V.9. CzeSci brzegu dQ i okregi je wycinajace . wigzania (V.39) do analizowanego tutaj problemu i po wyzna-
Fig.V.9. Parts of domain dn and circles which cut theirs . . . S - .
czeniu nieznanych wspdtczynnikéw wielomianu (V.40) otrzymamy
rozktad temperatury w krystalizatorze przedstawiony graficznie

b) na brzegu dCI3=rBK- strumien ciepta q=65000 [W/m2];

c) na brzegu 3n5=riBxi~ warunek IlIl rodzaju ze wspobtczyn-
nikiem wnikania a=1500 [W/m2K] i temperaturg otoczenia T*=
=30 [*C].
Ponadto przyjeto wspétczynnik przewodzenia dla materiatu kry-
stalizatora A=372 [W/mK] .
Przedstawiony na rys.V.9. obszar fi mozna potraktowaé¢ jako

wynik ztozenia czterech pasm

uA = (a-x)x/a

“b= (b- /b

(b-y)y (V.57)

oc = (c-x)x/c

Uj, = (d-y)y/d
i wéwczas analityczny opis fi ma posta¢

u = waA0 A0 (urVO0<d?) (V.58)
Poszczeg6lne czes$ci brzegu 3fi = 3fii u u dQ$ uzyskamy wyci-
najac je z catego brzegu odpowiednimi okregami, co ilustruje
rys.v.9. Tak wiec:
°>i = A-co2VOMwi , i =1,2, 3,4,5 (V.59)
Rys.V.10.
Fig.V.10.

na rys.V.10.

i liczbowo w tabeli

Rozktad

Temperature

of CCM

V.7.

temperatury w krystalizatorze
distribution for cristalizor
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Rozktad

temperatury w krystalizatorze wyznaczony
metodg fl-funkcji

Rozdziat V

Tabela V.7

R ozdziat Vol

N iestacjonarne zagadnienia

wymiany ciep ta

Wiekszo§¢ technicznych
jest od czasu i opisana
typu parabolicznego.
moze zmieniaé sie w bardzo szerokim zakresie,

probleméw wymiany ciepta zalezna
réwnaniem czastkowym drugiego rzedu
Je$li w rozpatrywanym zadaniu temperatura
to wspoétczynniki
termofizyczne, takie jak np. wspéiczynnik przewodzenia ciepta,
ciepto wtasciwe itd. zalezg od temperatury i wodéwczas mamy do
czynienia, z matematycznego punktu widzenia, z problemem nie-
liniowym.
Rozdziat ten posSwiecimy metodom rozwigzywania zagadnien
liniowych i nieliniowych przeptywu ciepta, w tym réwniez zadan
termodynamiki proces6ow odlewniczych 2z zastosowaniem metody R-
funkcji, w potaczeniu z innymi metodami. Wyprowadzony zostanie
metody wykorzystujgcej zalety MRF i

skoficzonych.

funkcjonat metody réznic

Probiemy l'i n iowe

Rozpatrywaé bedziemy obszar ciata statego,

jak poprzednio przez £5 a jego
+n2+n3 czed$ci przez 3Q, to

ktéry oznaczymy,
brzeg sktadajacy sie z n=nl+
niestacjonarne pole temperatury
spetnia nastepujgce réwnanie rézniczkowe
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<VI1’
dla i te(O,®), przy warunkach brzegowych
a) dla 1 =1, 2 ciieeans
r(jrrt) | TBi(t) ; (V1.2)
b) dla j =ni+ i o I7i+ n2
,o_, 3T(x, t ) AT
dE lao/ 7 (V1*3)
c) dla fc=n!+n2+ | n
AE("'m o«i«.-11)* o=

oraz warunek poczagtkowy

T(x,0) =ro(x) . (VI.5)

W celu rozwigzania problemu poczagtkowo-brzegowego (VI1.1-5)

zastosujemy dla zmiennych przestrzennych X= (xi, X2, x3) lub
Xx= (xi, x2) metode J?-funkcji, zmienng czasowg t poddamy dyskre-
tyzacj i.

Katwo zauwazymy, ze warunki brzegowe zadania niestacjonar-
nego nie ro6znig sie od warunkéw wczeéniej omawianego problemu
stacjonarnego, wiec roéwniez ogdélna struktura rozwigzania be-
dzie taka sama, czyli bedzie opisana réwnaniem (V.28).

Wyprowadzimy teraz odpowiedni funkcjonat, ktérego warunek
stacjonarnos$ci pozwoli wyznaczaé nieznane parametry opisujagce
pole temperatury wewngatrz badanego obszaru (por. poprzednie
rozdziaty).

Zatézmy, ze bedziemy poszukiwali rozktadéw temperatury w
chwilach czasowych odlegtych o At, wdwczas roéwnanie problemu
(VI1.1) mozemy przeksztatci¢ do postaci

T(x, t+At) -T(x, t) _K NI 6)

lub w uproszczonej formie
E" BfrEA
i-1 oxi" (VI1-7)

gdzie Tl - oznacza temperature w danej chwili, traktowang jako
wielko$é¢ znang, a Ttdt - nieznang temperature w nastepnym kroku
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kroku czasowym, wyrazajacg sie wzorem analogicznym do wzoru
(V.29)

" "1 »
—_———— R —_———— uy
Treslt(x) = «!_wi3 ( 21_) +u +
n X n T
3 E
W% =1 =
(Vl.s)
n il n
| y* L
© o oi
+<}gL_7inr_l,_J -uD 7 ( ?57*2_2}_”',_______ w $ ﬁ‘f@i‘?f_l_ ______
(EL >i E -a E «~
przy czym fj=-q3/A (j =ng+1, ..., Flztp, ) dla warunkéw 1l ro-
dzaju, ?2k~ak =n2+/+1, ...,Nn dla warunkéw 11l ro-
dzaju oraz hk=ak/X (por.(Vv.29)), a takze
®(x) =£ AidARj(x) . (V1.9)

Po prostych przeksztatceniach wzér (VI1.7) przyjmie posta¢

TttAt = r c+KAt ;IlEL —————— (V1.10)
i=i  3x|
Dla wiekszej przejrzystosci w dalszych rozwazaniach wprowa-
dzimy nowe oznaczenia temperatur w chwilach t+4t i t: Tt+it=
=u(x). Tt=u.(x) oraz pochodnych czastkowych 3 (. )/dxim (. ) ;
W nowym zapisie wz6r (VI.7) wyraza sie w nastepujacy sposob
3
u(x) =uo(x) +KAtE uU=n =m (VI. 11)
i=i
Podobnie jak w zagadnieniach stacjonarnych, najlepszg meto-
da wyznaczenia nieznanych parametréw opisujgcych pole tempera-
tury jest globalne sformutowanie problemu poprzez odpowiedni
funkcjonat. Uzyskamy go realizujgc nastepujgcy algorytm.
Niech funkcja V=V(X) bedzie funkcjg klasy Cx(fl) i spetnia
te same warunki brzegowe <co funkcja U . Pomnozymy rdéwnanie
(V1.10) obustronnie przez V i scatkujemy po catym obszarze ¢£i:

juvdQ = fuOvdQ +KAtj’(u,1l+u, 22 +u,33) vdfl . (V1.12)
Q Q Q

Zajmiemy sie teraz tylko ostatnig catka, w ostatnim wzorze,
tzn.
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, 3
Azzgglle utiivdn ZElbu‘iide =I:1H(u-iv)'i~ u,iv,1]dowl" 13)

Stosujgc twierdzenie Greena mozemy ostatnie wyrazenie prze-
ksztatci¢ do postaci

3
A _E Ju'ivn‘id3fl_E fu,iv,2dQ . (V1. 14)
1ofa 11 Q
Skorzystamy z definicji pochodnej w kierunku normalnym do

brzegu:

oraz z warunkéw brzegowych, wowczas analizowang catke mozna
przedstawi¢ jako

A= E ffjivddQj+ £ / (fk~hku) vddClk -
J* it oQj Je.nj.tnj*1 aQit (VI . 16)
-A2fu-iv'iida =

Podstawimy ostatni wzér do (VI1.12), co daje po prostych prze-
ksztatceniach nastepujace wyrazenie

n 3

fuvdCIl+ KAt E / vddClk + kA fu, iv, jdfl =
Jr-nj-Uj+ 1 1=1
Q 4 Q (V1.17)

= fuOvdfi +kAc E / -fjvddQj

Zauwazmy, ze lewa strona ostatniej zalezno$ci jest formag dwu-
liniowa

a(u,v) =fuvdQ +KAt|E/L,iviidQ + £ urddoj (VI.18)

a prawa funkcjonatem

[f, v =[uOvdQ +kAt E f fyvddQj . (V1.19)
Q X

Niestacjonarne zagadnienia wymiany ciepta 75

Ostatecznie mamy

a(u, v) = [f,vg . (V1.20)

Zgodnie z twierdzeniami analizy funkcjonalnej (por. np.
[31]), problem poczatkowo-brzegowy (VI1.1-5) mozna zastagpic
zadaniem poszukiwania ekstremum nastepujgcego funkcjonatu

J[v\ = -la(v, v) - [f, v] =

=-j " A
_2. hBVZdQ +kAtE f(v hﬂ&m&tk .E" , if ?kad k*j1+(V|. 21)

- fudvdQ -kAt E / fjvddqj
a j=iii*i aoj

0O DEFINICJA VI1.1. (dopuszczalne pole temperatury)
Przez dopuszczalne pole temperatury bedziemy rozumieli kaz-
dg funkcje klasy C#t(fi). spetniajacg warunki brzegowe | ro-
dzaju na odpowiednich cze$ciach brzegu, tzn. dla xe3fl; ,

Rozwigzanie réwnania (VI.1) wraz z warunkami (V1.2-5) spro-
wadza sie wiec do znalezienia takiego dopuszczalnego pola tem-
peratury, ktére nadaje funkcjonatowi (VI1.21) warto$é stacjo-
narng, inaczej moéwiagc spetnia rownanie

8I[v] =0 . (V1.22)

Uwzgledniajgc fakt, ze poszukiwana funkcja u=Tt*At jest zale-
zna od N wspoétczynnikéw A szeregu (V1.9), wyprowadzony funk-
cjonat niestacjonarnego zagadnienia wymiany ciepta jest funk-
cja N zmiennych, a warunek stacjonarno$ci sprowadza sie do wa-
runku koniecznego ekstremum funkcji wielu zmiennych. W omawia-
nym tutaj przypadku bedzie to N réwnan postaci

=0 . V1.23
dAL] ( )

lub przedstawiajgac inaczej
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£ CijklAKlI = Bij (V1. 24)

i.j
gdzie

c&ju = Cfxij.«xki,*da + 1 fxuXu dQ +
-0l KE
(V1.25)
+ At £ f ht*ijXki*0>
p-n1*n2-n

= mAtE \X0.aXkl.adQ - i / UO0-u0) X*dQ -
«1lo0 Q
(V1.26)
- At £ f fy*ijdQy “ At £ -Kowm*#
Yani+1 3T
oraz
3
X0 = 0701, Xu = (V1.27)
a=l
v i .2 P r z vy k t+ ady n u m e y ¢ z n e
rr oz w i g z an i a p r o b le mow
l1iniow ych
Przyktady przedstawione ponizej ilustrujg:

a) sposéb wykorzystania metody fl-funkcji w potgczeniu z dys-
kretyzacjg czasu,

b) poréwnanie rozwigzan uzyskanych za pomocg zaproponowanego
tutaj algorytmu a innymi metodami,

c) zgodno$¢ rozwigzania problemu niestacjonarnego, po bardzo
dtugim okresie czasu, z rozwigzaniem stacjonarnym przedstawio-
nym w rozdz.V.6.

d) pola temperatur w elementach maszyn i urzadzen.

» Przyktad VI.1.
W przyktadzie tym rozwazymy 3 zadania takie same jak m

przyktadzie V.lI., ale potraktowane jako =zagadnienia niestac-
jonarne, czyli rozwigzemy réwnanie (VI1.1) z warunkami brzego-
wymi  (V.56) i przy warunku poczatkowym: T(x,y,0) =30 [°C] w

catym obszarze kwadratu o boku jednostkowym. Dodatkowo przyje-

ciestacjonarne zagadnienia wymiany ciepta "

to ciepto wtasciwe ¢ =419 [J/kg K], i gesto$¢ p=8300 [kg/m3].
Zadanie 1. Zadanie 2. Zadanie 3.

q*0 q*0 q*0

M M M M M M

Rys. VI1.1. Warunki brzegowe dla poszczeg6lnych zadan
Fig. VI.1. Boundary condition for the problems 1 -3

Struktura rozwigzania i funkcje przyblizajgce rozktad we-
wnatrz obszaru przyjmiemy takie same jak w przyktadzie V.I.

T{X) _u «l24+"1»
MU (V1.28)
-u )+c>-u$—~4— —— —H*5— i—M1
«14
gdzie
A4 = 1934 +YUN3A1012414ip8 - (V1.29)
oraz o#3 =11,0,83 , itp.

Dla wszystkich zadan przyjmiemy funkcje 4 w postaci wielomianu

n

$(x,y) = E AijXiyj . (VI1.30)
i.. J-l
itjsn
Wspoétczynniki /\ i h{ we wzorze (V1.28) bedgprzyjmowaty rézne
warto$ci w zaleznoséci od rozpatrywanego zadania. | tak:
1. ft=aT~/\ , f2 =f4=0, f3=gl/A. ,
hz = alA, , h2 =h3=ht =0 ,
2. £ =3 =f«» «r /1l , £3 =glA. , (V1.31)
=h2 =ht =alA , A3 =0 ,
3. Et=£2 = aT-/A. , £3 =g/A. fa=0 |,
hx=h2 =alk , h3 = =0
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a) Rozwigzanie zadania pierwszego

W zadaniu tym geometria badanego obszaru oraz warunki brze-
gowe (jednorodne 11 rodzaju) sg symetryczne wzgledem osi

jr=0.5. Jak i w przypadku stacjonarnym rozwigzano je jako prob-

lem dwuwymiarowy - cho¢ wtasciwie jest to zadanie jednowymia-
rowe - i poréwnano z rozwigzaniem metodg réznic skonczonych.
Ponizszy rysunek VI1.2. przedstawia krzywe nagrzewania w wybra-
nych trzech punktach kwadratu, ktérych rzedne wynosza:

yi = 0.15, yz = 0.45, ys = 0.95.

temperatura [°C]
700 4
650

600
550 MRF y - 0.95

Oznaczenia:

500 MRF y - 0.45
450 MRF y - 0.15
400
350
300
250 MRS y - 0.15
200
150
100

50

0

MRS y - 0.95
— MRS y- 0.45

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130

czas *10*3 [s]

Rys.V1.2. Krzywe nagrzewania punktéw
kwadratu - zadanie 1.
Heating curves for the

Istproblem

wybranych

Fig.Vv1.2. selected points -

réznice nagrzewania uzyskanymi

przekraczajg w wiel-

Jak wida¢,
za pomocag MRF i

pomiedzy krzywymi
MRS sa bardzo mate - nie

koéciach bezwzglednych 3[*C], co stanowi mniej niz 1 % . Wwy-
niki te wuzyskano dla najwyzszego stopnia wielomianu > wyno-
szgcego 4, czyli koncowy uktad zawierat tylko 15 niewiadomych,

a funkcja (V1.30) miata nastepujacag rozwinietg postac
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®(x,y) = aoco+allOx +ally +alixy+az0X2 +ao2y2+azix2y +
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(V1.32)

+ai2 XY 2+a30x s +ao3y s +asiXx sy +ai3 Xy s +a22X 2y 2 +a40X 4 +aoay 4

b) Rozwigzanie

zadania drugiego

Wyznaczymy rozktad temperatury w kwadracie o symetrycznych
warunkach brzegowych - lewy, prawy i dolny bok jest obmywany
cieczg lub gazem, a go6rny nagrzewany strumieniem. Rozwigzanie
uzyskano nie uwzgledniajac symetrii i przyblizajgc wielomianem
5 stopnia (21 nieznanych parametréw). Ponizszy rysunek VI.3. -
krzywe nagrzewania - rowniez wykazuje duzg zgodno$¢é wynikow
uzyskanych metodami MRF i MRS.

temperatura [°C]

Oznaczenia:
MRF y - 0.95
MRF y - 0.45
MRF y - 0.15
MRS y - 0.95
MRS y - 0.45
MRS y - 0.15
czas *10*3 (sl
Rys.V1.3. Krzywe nagrzewania wybranych punktéow
kwadratu - zadanie 2.
Fig.Vv1.3. Heating curves for the selected points -
2nd problem

Zestawimy teraz wyniki obliczen dla tego samego zadania

traktowanego jako stacjonarne - rozwigzanego metodami MRF i

MRS -
nia wynoszacym ok.

oraz jako niestacjonarne,
t =87000 [s].

ale po diugim czasie

nagrzewa-



80 Rozdziat VI

Tabela VI.1
Problem niestacjonarny

a) metoda J?-funkcji b) metoda ré6znic skornczonych

240 249 255 257 259 243 249 254 257 259
223 230 236 239 240 227 233 238 241 242
210 214 219 222 223 213 219 223 226 227
198 202 206 208 209 200 206 210 212 214
187 191 195 197 198 189 194 198 200 202
176 181 185 188 189 179 183 187 190 191
166 172 176 179 180 170 174 178 180 181
157 164 168 171 172 162 166 170 172 173
151 157 161 162 163 155 159 162 164 166
147 151 153 153 153 149 153 156 158 159

Tabela VI.2
Problem stacj onarny

a) metoda R-funkcj i b) metoda réznic skonfczonych
240 249 254 257 259 243 249 254 257 259
223 230 236 239 240 227 233 238 241 242
210 214 219 221 223 213 219 223 226 227
198 202 206 208 209 200 206 210 212 214
187 191 195 197 198 189 194 198 200 202
176 181 185 188 189 179 183 187 190 191
166 172 176 179 180 170 174 178 180 181
157 164 168 171 172 162 166 170 172 173
151 157 161 162 163 155 159 162 164 166
147 151 153 155 155 149 153 156 158 159

Nalezy podkres$li¢ bardzo wazng ceche algorytmu zaprezento-
wanego powyzej, a mianowicie jest on stabilny dla dowolnego
kroku czasowego. Przedstawione wyniki otrzymane zostaty dla
kroku A£=500 [s]. Jedynie kilka pierwszych krokéw czasowych
powinno byé o rzad mniejszych, tj. At=10 - 40 [s], ze wzgledu
na przyblizanie w poczgtkowej fazie funkcji statej wielomiana-
mi  (temperatura poczatkowa jest stata w catym rozpatrywanym
obszarze). W metodzie réznic skonczonych - w wersji jawnej -
konieczny byt krok czasowy wynoszacy At=0.5 [s].

c) Rozwigzanie zadania trzeciego

W trzecim zadaniu (patrz rys.VIl.lc) wyznaczymy rozktad tem-
peratury w kwadracie nagrzewanym od go6ry, obmywanym na prawym
i dolnym boku oraz z zerowym strumieniem na lewym boku. Poniz-
sze rysunki (VI1.4) sa graficzng ilustracjag rozwigzania tak o-
kreslonego problemu. Pokazane izotermy uzyskane zostaty z roz-
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wigzania dwiema metodami: MRF i MRS. Sg to izotermy po u-
stabiiizowaniu sie procesu nagrzewania, tj. po czasie ok.
100000 [s]

Rys.V1.4. lzotermy dla t=100000[s] wyznaczone a) MRF, b) MRS
Fig.V1.4. Isotherms for t=100000[s] by a) RFM, b) RDM

Doktadniejsze wyniki - na poczagtku, w trakcie trwania pro-
cesu nagrzewania i po ustabilizowaniu - przedstawiajg ponizsze
tabele:

Tabela VI.3
Problem niestacjonarny - czas t=1000[s]
metoda fl-funkcji b) metoda réznic skonczonych

86 8 8 8l g7 87 8 8 8 8 8 8 8 &4
ZZ; 2;25 2; 257; 60 68 66 65 72 72 72 72 2727 71 7069
60 58 58 58 58 57 57 57 57 60 60 60 60 60 60 60 59 59 58
53 5251 51 5 50 50 50 51 51 51 51 51 51 51 50 50 50 49
47 46 45 45 45 45 45 45 45 4 44 44 44 4s 44 44 44 43 43
41 40 40 40 40 40 40 39 39 40 39 39 39 39 39 393 339 333
% 3% 36 BB 36 B 3H3HBHH 3% 36 B B 3363 B BB
R 3B AU U U A A AB R Y 34 U H 4 A ¥ A BB
B 3B U U AN A H AL R P P P R ORNRNR R R R
%W 34 33 P P R R 3833 B P P P R RRRN R NP
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Problem

a) metoda i?-funkcji

niestacjonarny -

Rozdziat VI

Tabela- VI .4
czas t=25000 [s]

b) metoda ré6znic skonhczonych

326 325 323 320 316 312 307 301 294 281
304 304 303 300 297 293 288 282 273 263
292 290 288 285 282 278 273 267 260 252
280 277 275 272 269 265 261 255 248 240
266 263 261 259 256 252 248 242 235 228
251 249 248 246 243 239 235 230 222 214
237 237 236 234 231 228 224 218 211 202
227 227 226 224 222 219 215 210 203 194
220 220 219 216 213 210 206 202 197 189
212 211 209 206 203 199 196 193 189 184

Problem niestacjonarn

a) metoda i?-funkcji

367 369 367 364 359 354 348 341 332 319
349 348 347 344 340 335 329 322 312 300
336 334 331 328 324 319 314 307 298 288
324 31 318 315 311 306 301 294 286 277
309 306 304 301 297 293 288 281 272 263
293 291 289 287 283 279 274 268 259 249
278 278 276 274 271 267 262 256 247 236
267 267 266 264 261 257 252 246 238 227
259 259 257 254 251 247 242 237 231 221
249 248 246 243 239 234 230 226 221 215

«@ Przyktad VI.2. (Krystalizator
W przyktadzie

nego w poprzednim

przedstawimy
rozdziale -

Rys.VI1.5. Potozenie wybra-
nych punktéw
Fig.VI1.5. Position of the

selected points

326 325 324 321 318 314 308 302 294 286
309 309 307 304 301 297 292 285 278 270
294 293 291 289 285 281 276 270 263 255
279 278 277 274 271 267 262 256 249 242
265 205 263 261 258 254 249 243 237 230
253 252 251 249 246 242 237 232 226 219
242 241 240 237 234 231 226 221 215 209
231 231 229 227 224 221 217 212 206 200
222 221 220 218 215 212 208 203 198 192
214 213 212 210 207 204 200 19 191 185

Tabela VI.5
100000 [s]
réznic

czas i=
b) metoda

y -
skofAczonych

371 370 368 365 361 356 350 342 333 323
354 353 351 348 344 339 333 325 317 307
338 337 335 332 328 323 317 310 302 292
323 322 320 317 313 308 302 295 287 278
309 308 306 303 299 294 289 282 274 266
295 294 293 290 286 282 276 270 263 254
283 282 280 278 274 270 265 258 251 244
272 271 269 266 263 259 254 248 241 234
261 260 258 256 253 249 244 238 232 225
251 250 249 246 243 239 235 229 223 216

urzgdzenia COS)

rozwigzanie zadania sformutowa-
patrz przyktad V.3. - potrakto-
wanego jako problem niestacjo-
narny. Rysunek VI1.6. pokazuje
krzywe nagrzewania dla pieciu
wybranych punktéw (patrz
rys.V1.5.) do momentu stabili-
zacji procesu, tj. w czasie od
t=0 do £=100000 [s]. Natomiast
tabela VI1.6. zawiera porbéwnanie
rozktadow temperatury uzyska-
nych z rozwigzania zadania sta-

cjonarnego i
(po ustabilizowaniu
nagrzewania) z
metody fl-funkcji.

niestacjonarnego
sie procesu
zastosowaniem

Niestacjonarne zagadnienia wymiany ciepta

Rozktad
stacjonarny

temperatury w krystalizatorze

a) problem b) problem

612 615 617 619 621 623 625 627 630 631
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Tabela V1.6

594 595 593 592 593 596 601 608 617 623

598 608 610 612 615 518 621 624 626 627 577 584 584 583 585 589 594 601 608 609

588 592 594 597 600 608 613 617 616 616
578 573 579 586 590 594 604 605 607 610
568 563 565 569 574 578 586 594 600 605
557 554 556 559 563 568 574 586 593 600
549 545 547 551 555 560 566 579 588 596
540 542 546 551 556 561 565 574 584 592
0 0 0 0 O O 0572580 588 0 0 o 0 0 O
0 0 0 0 O O 0571578 58 0 0 0 0 O O

543 542 545 549 553 558

temperatura [°C]

570 573 573 573 574 583 589 5% 600 602
567 563 565 571 573 576 587 590 594 598
563 560 561 563 566 569 577 585 591 595
554 554 556 558 561 564 570 582 588 592

564 577 584 589

522 528 535 542 548 554 559 570 579 585

0 565 574 581
0 561 571 579

600
500
400 krzywe dla:
punktu A
300 punktu B
punktu C
200 punktu D
punktu E
100-
0 —iiimmmiiriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiiiiiiiiiiiiin» miiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiniiiiiniiin miiiiiiin iiiiiiiiiiiii nrrTnimiiiiiiniininiiiiiiiiiiiii IiiTHT
10 20 30 40 50 60 70 80 90
czas * 10-~3
Rys.VI.6. Krzywe nagrzewania Wybranych punktéow krystaliza-
tora
Fig.V1.6. The heating curves for selected points in crystal-
lizer domain

niestacjonarny

[s]
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« Przyktad VI1.3. (Rynna spustowa pieca karbidowego)

Rys.VI.7.

Przekr6j poprzeczny rynny spustowej
Fig.V1.7.

Cross section of the tapping spout

Rozpatrzymy problem przeptywu ciepta w przekroju poprzecz-
nym rynny spustowej pieca karbidowego, ktérego ksztatt przed-
stawia rys.VI1.7. Rynna jest oczywisScie obiektem przestrzennym,
ale biorgc pod uwage stosunek diugos$ci rynny do jej wymiaréow

przekroju poprzecznego, mozemy traktowaé¢ zadanie jako ptaskie.

Ze wzgledu na symetrie przekroju w obliczeniach wuwzglednimy
jedynie jego prawag potowe - rys.VI1.8, ktéra jest zlozeniem
dwéch pasm - i oraz dopetnien dwoéch okregow - +#c i
w =(°aAo “bAo “cAo (V1.33)
gdzie
wA = (b-x)x/b
©b = (b-y)y/b
o , vy V.34
= (i71-X -y )/ (2RX ( )
= (i72- (x-x3)2- (y-yS)d/(2R2)

Na poszczegdlnych czes$ciach brzegu dnd (i= 1, 2, ., 6) zada-
jemy nastepujace warunki (patrz rys.V1.8.):

a) dla brzegéw 30, =rAB, 3fi2=rflc oraz 3fi3=rcD -warunek 111
rodzaju, przy czym a =10 [W/m2K] - ciepto oddawane do otocze-
nia;

b) dla brzegu 3fi5 = - strumien ciepta g = 65000 [W/m2] -

powierzchnia kontaktu ciektego karbidu z rynng;
c) dla brzegu 3fi4d=rBD - warunek symetrii;
d) dla brzegu d06 =TF - warunek 111
nikiem wnikania a= 100 [W/m21] i
=30 [°C].

rodzaju ze wspo6tczyn-
temperaturg wody chtodzgcej T°° =

Niestacjonarne zagadnienia wymiany ciepta

w
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materiatu

wybra-

the

nagrzewania
poprzecznego

Ponadto przyjeto wspoétczynnik przewodzenia dla
rynny A=372 [W/mK] .
Rys.V1.8. Obszar £l oraz Rys.VI1.9. Potozenie
czes$ci brzegu dfli nych punktoé
Fig.V1.8. Domain fi and the Fig.V1.9. Position
parts of its boun- selected points
dary dfii
Wyniki obliczen przedstawimy w postaci krzywych
- rys. VI1.10. - w wybranych punktach przekroju
rynny (patrz

uzyskane jako

ne i niestacjonarne (po ustabilizowaniu) - tabela VI.7.
temperatura [°C]
700
660 .
600 Krzywe dla:
550 punktu 1 .
500 punktu 2 .
450 punktu 3.
400 punktu 4.
350 nktu 5
300 punidu’s.
250 punktue .
200
150
100
60
0
Rys.V1.10. Krzywe nagrzewania wybranych punktéw rynny
stowe]j
Fig.V1.10. The heating curves for selected points in
ping spout

rys.V1.9.), a takze poréwnamy rozktady temperatur

rozwigzanie

zadania traktowanego jako

stacjonar-

spu-

tap-
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Tabela VI.7
Krzywe nagrzewania wybranych punktéw rynny spustowej
a) problem stacjonarny b) problem niestacjonarny

0 0 o JDO604 571 546 529 519 511 0 0 0 0602569 544 528 518 510
0 0 0 0601 568 543 527 518 512 0 0 0 0599 567 542 526 517 510
0 0 0 058 557 533 518 513 507 0 0 0 0587555 531 517 511 506
0 0 0597 565 535 514 503 501 497 0 0 0 5% 564 533 513 501 499 49
614 607 592 567 534 509 496 486 486 485 613 605 591 532 508 495 485 485 484

88
2

59
583 576 562 538 511 0 0 477 473 473 581 574 560 0 0475 472 472
957 552 539 518 498 0 0 468 464 466 556 550 538 517 497 0 0 466 463 464
541 536 525 508 490 478 469 458 461 462 539 535 524 507 488 477 467 457 459 461
93l 528 521 507 490 476 465 461 460 462 530 526 519 505 489 474 464 459 459 461
523 522 515 504 489 476 467 463 462 460 522 521 514 502 488 475 465 461 461 458

Jak tatwo zauwazyé¢, i w tym przypadku réznice miedzy rozwiag-
zaniami sa niewielkie. Wykresy uzyskano dla Kkroku czasowego
wynoszgcego At = 200 [s]. Zmniejszajgc At nie wuzyskuje sie

doktadniejszych wynikéw, biorgc za podstawe rozwigzanie metoda
ré6znic skohAczonych.

Przyktad dotyczgcy przeptywu ciepta w uktadzie rynna - Kkar-
bid - otoczenie prezentowany byt w kilku pracach, m.in. [29],
[+] i przedstawione w nich rozwigzania nie odbiegajg istotnie
od wyzej pokazanych wynikow.

W przeptywie ciepta rozpatruje sie zagadnienia nieliniowe
dwéch typéw (por. [16]), a mianowicie:

1) zadanie z nieliniowoéciami w réownaniu rézniczkowym,

2) zadanie z nieliniowos$ciami w warunkach brzegowych.
Mozliwe jest oczywisScie wystepowanie obu tych nieliniowosdci
jednoczes$nie. Przyktadem problemu =z nieliniowos$ciami | typu
moze by¢é niestacjonarny przeptyw ciepta w objetosci wlewka
ciggtego wytwarzanego na urzadzeniu pionowym. Pole temperatury
w krzepnacym metalu opisuje roéwnanie typu
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am p(D +v--gNj =div[X(D gradT] (V1.35)

gdzie v jest predkos$cig wyciggania wlewka w kierunku osi x3
(przekrdj poprzeczny wlewka znajduje sie w ptaszczyznie X2 );
c(T) jest tzw. zastepcza pojemnosécig cieplnag. Parametr ten

uwzglednia wydzielanie sie ciepta przemiany fazowej w inter-

wale temperatur krzepniecia (por.[41, 33, 4, 53, 59) i znacz-
nie zmienia sie wraz ze zmiang temperatury (rys. VI1.11. doty-
czy typowego stopu FeC, dla ktérego funkcja ¢ = c¢(T) zostata w

odpowiedni sposéb wygtadzona - por.[38], [58]).
Warunki brzegowe na

powierzchni wlewka
ciggtego chto-
dzonego strumieniem
wody doprowadzanej

systemem dysz sa
warunkami 11 ro-
dzaju, przy czym

zaréwno wspoétczyn-
nik wnikania a, jak
i temperature wody
chtodzgcej mozna
praktycznie przyjac

Rys.VI1.11. Zastepcza pojemnos¢ cieplna W jako state (w ko-
funkcji temperatury

Fig.v1.11. Substitute thermal capacity as
a function of temperature

lejnych strefach

chtodzenia wlewka).

Przyktadem nieliniowos$ci Il typu moze by¢ stygniecie catko-
wicie zakrzeptego wlewka po striperowaniu, ktérego temperatura
W procesie Stygniecia zmienia sie w zakresie dopuszczajgcym
przyjecie statych wartos$ci parametréw c, p, X

Wymiana ciepta pomiedzy powierzchnig wlewka a otoczeniem
zachodzi poprzez konwekcje naturalna oraz promieniowanie. Je-
zeli nawet przyjaé¢, ze konwekcyjny wspétczynnik wnikania akK
zdeterminowany warto$ciami liczb kryterialnych Grashofa i
Prandtla nie zmienia sie w sposéb istotny, to wspdtczynnik
radiacyjny aR ( a =aK+aR ) okres$lony zaleznos$cig (por. [56])



88 Rozdziatl VI

T ,2+ _j-
xR = 10-tcceia(T+7- ~ ~ -1 (V1.36)
100/ (,100
gdzie oznaczono przez:

cc-stata promieniowania ciata doskonale czarnego wynoszaca
cc=5.67 [W/m2K4] ,
eu - zastepcza emisyjnos¢,

7" - temperature otoczenia,

T - chwilowg temperature powierzchni,
zmienia sie bardzo silnie z temperaturg i fakt ten nalezy u-
wzgledni¢ przy rozwigzywaniu odpowiedniego zadania poczatkowo-
brzegowego. W praktyce obliczeniowej linearyzacje warunku

brzegowego, w Kktéorym nalezy wuwzgledni¢ promienista wymiane
ciepta pomiedzy obiektem a otoczeniem, realizuje sie poprzez
przyjecie dla przejs$cia od chwili t do t+\t zbioru wartoséci a
obliczonych dla chwili t (por. [35, 27]) Ilub metode numeryczng
uzupetnia sie pewng procedurg iteracyjnego obliczania wspét-
czynnikéw aRw wyré6znionych punktach na brzegu (por. [3, 40]).

Przyktadem zagadnienia z nieliniowo$ciami w warunkach i réw-
naniu moze by¢ proces krzepniecia wlewka we wlewnicy (chto-
dzenie w warunkach kontaktu wlewka 2z powietrzem atmosferycz-
nym) . W takim przypadku pojawia sie oczywiécie potgczenie obu
omowionych poprzednio nieliniowos$ci.

V1.3.1. Metody linearyzacji réwnania przewodnictwa

W przypadku zadan stacjonarnych réwnanie przewodnictwa spro-
wadza sie do postaci (por.rozdz.l11)

div(A. gradT) +gv =0 (V1.37)

Wprowadzajac temperature Kirchhoffa (por. [2,5])

T
U= "F X(\i) d\i (V1 .38)
Tod
rownanie (V1.37) staje sie liniowe, a mianowicie
div gradC7+ qv=o0 . (V1.39)
Dlaréwnania parabolicznego proces linearyzacji jest bardziej

ztozony(por.[38], [26]). Istnieje wprawdziemozliwo$¢é wprowa-
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dzenia do réwnania przewodnictwa temperatury Kirchhoffa, ale
nie prowadzi to do jego petnej linearyzacji. Algorytm postepo-
wania jest nastepujacy:

1) wykorzystujac (V1.38) réwnanie przewodnictwa zapisujemy w

postaci

c(T) p{T)%’t‘ =divgr ad U+qv , (V1.40)

2) do dalszych rozwazan wprowadzamy entalpie materiatu od-
niesiong do jednostki objetosci

T
H(T) = J c((i) p(n) cfii (V1.41)
gdzie TOd jest umownie przyjetym poziomem odniesienia, np.

1od = 0»
3) lewa strona réwnania (V1.40) sprowadza sie do postaci

4’; =divgrad U+qv , (V1.42)
0

4) z definicji entalpii oraz temperatury Kirchhoffa wynika,
ze sg to funkcje $cisle monotoniczne (rosnace). Oznacza to, ze
istnieje funkcja odwrotna do funkcji U = f(T), a mianowicie

T=f~\U). Tak wiec entalpie H=F(T) mozemy przedstawic¢ jako

H=FtrMD)) =<®U) = (V1.43)

Poniewaz

M = $ti = a>'(U) — (V1. 44)
dt dU dt dt

wiec réwnanie (V1.42) sprowadza sie do postaci

(V) dt =divgrad[T+gv . (V1.45)

Jest to jednak rdéwnanie nieliniowe (chyba ze pochodna <9’ (U) =
= const).

W niektérych monografiach (np. [5]) zaleca sie stosowanie
tego roéwnania zamiast klasycznego réwnania przewodnictwa ze
wzgledu na to, ze jest ono "blizsze" rdéwnaniu liniowemu. Na-
lezy oczywiscie do tej samej konwencji sprowadzi¢ warunki
brzegowe i poczatkowe (patrz rozdz.V.l.).
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Rzeczywistag linearyzacje réwnan parabolicznych spotykanych w
zagadnieniach transportu ciepta uzyskuje sie innymi sposobami,
ktéorych wykorzystanie jest mozliwe dopiero na etapie budowy
algorytmu numerycznego zagadnienia poczatkowo - brzegowego
(dotyczy to algorytmoéw, w ktérych realizuje sie dyskretyzacje
czasu). Do najbardziej efektywnych metod tego typu linearyzac-
ji nalezg:

1) metoda przemiennej fazy (Alternating Phase Truncation
Method - APTM) - por. [43, 44, 23, 12, 36, 54];

2) .metoda korygowania pola temperatury w wyréznionych pun-
ktach rozwazanego obszaru siatkowego - por.[57, 11, 22, 45].

VI1.3.2. Metoda przemiennej fazy

Algorytm przemiennej fazy zostat przedstawiony przez
J.Rogersa, M.Cimenta i A.Bergera w pracach [43], [44]. W swo-
jej pierwotnej wersji metoda dotyczyta klasycznego problemu
Stefana, np. namarzania gruntu. Dalsze ulepszenia metody roz-
szerzyty zakres jej zastosowan na zadania z Nf - warunkami Ste-
fana oraz na zadania nieliniowe dotyczgce zaréwno klasycznych
zadan przewodnictwa cieplnego, jak i zadan z ruchomymi brzega-
mi, w ktérych rozpatruje sie tzw. strefe dwufazowg.

Potgczenie algorytmu przemiennej fazy z dowolng metodg nume-
ryczng, w ktérej wprowadza sie dyskretyzacje czasu, wymaga
przebudowy wyjSciowego opisu matematycznego na konwencje en-

talpowa. Wprowadza sie rozszerzong definicje entalpii od-
niesionej do jednostki objetos$ci, a mianowicie
H(T) = fc(tx) p(n) d\i +ri(D AH , (V1.46)

przy czym

T dla T<T (V1.47)
dla T> =r*

a T* jest temperaturg przemiany fazowej, w ktérej nastepuje

skokowa zmiana entalpii wynikajaca np. z przemiany fazowej ,
A# - jest cieptem tej przemiany odniesionym do jednostki ob-
jetosci. Definicje (VI1.46) mozna rozszerzy¢ w sposéb nastepu-
jacy
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T NF
gdzie (por rys.V1.12.)
dla T<T* (V1.49)

n () dla T> =T*

Rys.V1.12. Zalezno$¢ entalpia - temperatura dla zadania z:
z_;ll) dwiema fazami; b) Nf - fazami

Fig.vi1.12. The function enthalphy - temperature for the pro-
blem with: a) two phases; b) Nf - phases

Réwnanie przewodnictwa zapisane w konwencji entalpowej jest
nastepuj gce

dH _ (V1.50)

=div [agradH] +gv
dt

gdzie a jest wspoétczynnikiem wyréwnywania- temperatury (wspot-
czynnik dyfuzji cieplnej)

a(H) = X(H) (V1.51)
c(H) P(tf)
W przypadku skokowej zmiany entalpii, zwigzanej jak wspomniano

poprzednio ze zmiang fazy, warunek Stefana ma postacd

1 dT* (V1.52)
t2=rk=T*
przy czym wskazniki 2 i 1 wyrézniajag parametry i funkcje od-
powiadajgce réznym sgsiadujgcym fazom (np. 2 - odpowiada cie-
czy - faza goraca; 1 - fazie statej - faza zimna), a v, ozna-

cza tutaj predkos¢ przyrostu warstwy zakrzeptej w kierunku
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normalnym do powierzchni rozdziatu faz. Warunek ten w kon-
wencji entalpowej sprowadza sie do warunku

dH, dH,
~a2~d\ ai" a7 +Affvv (V1.53)
A2 = Ax + AH
gdzie (patrz rys.V1.12a.)
A2 = lira H(T) , ~ = lim H(T)

(V1.54)

Klasyczny algorytm przemiennej fazy sktada sie z dwéch eta-
pow. Zaktada sie przy tym, ze pole entalpii w chwili t - oz-
naczane przez Hc- jest znane z warunku poczagtkowego Ilub z ob-
liczen wykonanych w poprzednim kroku czasowym (warunek pseudo-
poczatkowy).

W etapie pierwszym caty rozpatrywany obszar fi sprowadzamy u-
mownie do fazy najcieplejszej (faza 2.), co polega na przyje-
ciu nastepujacego warunku pseudopoczatkowego

V2(x, t) =max{HeA2), (V1.55)

co oznacza, ze punktom, w ktérych entalpia jest nizsza niz A2
przyporzadkowujemy warto$¢ graniczng A2 a w pozostatych zacho-
wujemy entalpie niezmieniong, czyli

Hc dla Hc>A,

f
VAX, t) ={ (V1.56)
K dta Hcz A2

Nastepnie rozwigzujemy przeksztatcone réwnanie przewodnictwa
ciepta (VI1.50) znajdujgc "pomocnicze" pole entalpii Vx, t+At)
dla nastepnego kroku czasowego (problem uwzglednienia warunkow
brzegowych oméwiono na kohAcu tego paragrafu).

Na zakonhAczenie etapu | odejmujemy od rozwigzania V2(x, t+At)
wcze$niej dodang entalpie, definiujac w ten spos6b nowg funk-
cje M1{x, t+At)

A\VARV'S -r» 't ttAt> «l. 5»)
[v2(x, t+At) +HC-V2(x, t) dlatf£*sA2

Etap drugi: rozpatrywany obszar fi traktujemy jako jednorod-
ny, opisany parametrami odpowiadajgcymi fazie chtodniejszej
(faza 1.) wprowadzajgc odpowiednig poprawke funkcji X, t+At),
polegajagca na przyporzagdkowaniu punktom o entalpii powyzej

wartos$ci granicznej Ai - nowej wartos$ci, réwnej granicznej i
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pozostawiajgc niezmieniong dla pozostatych punktéw, tzn.

a, dla VAL) (x, t +At) >Ax (VI.58)

[
WK(x, t) =\ ,
[V2 (x, t+Alt) dla V2 (x, t+At) S§AX

Funkcja Vi staje sie warunkiem pseudopoczatkowym dla rdéwnania
(V1.50.), ktérego rozwigzanie Vj(x, t+At) wymaga réwniez popra-

wienia, podobnego jak w etapie |
V121 (x, t +At) = =

dla V(@ (x, t +At) <AX

Vx(x, t +At)
VE(X, t+At) +Vj'l (x, t +At)- VX(x, t) dla V(@ (x, t +At) >A.
(V1.59)
czyli zmniejszamy w kazdym punkcie entalpie o takg wartos$¢, o

jaka powiekszyliSmy ja na poczatku tego etapu. Poprawiona en-
talpia jest koncowym rozwigzaniem problemu wyznaczania ental-
pii po czasie At

Zauwazmy, ze w kazdym kroku czasowym dwukrotnie rozwigzujemy
rownanie przewodnictwa ciepta. W zwigzku z tym warunki brzego-

we Il i IlIl rodzaju muszag byé¢ odpowiednio uwzglednione, by nie
"dublowa¢"” ich, powodujagc podwojenie dostarczanego (lub pobie-
ranego), w analizowanym procesie, strumienia ciepta. Rze-

czywisty, wynikajgcy ze sformutowania problemu, warunek brze-
gowy uwzgledniamy jedynie w tej fazie procesu, w ktérej jest
uzasadniony warunkami fizycznymi. Przyktadowo, analizujgc pro-
ces krzepniecia wlewka w chwili poczgtkowej (t=0), gdy metal

Rys.V1.13. Problem: a) dwufazowy b) wielofazowy
Fig.v1.13. a) Two-phase problem b) Multi-phase problem
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znajduje sie w fazie ciektej, niejednorodne warunki brzegowe
stawiamy jedynie w pierwszym etapie, a w drugim przyjmiemy, ze

caty obszar jest izolowany termicznie od otoczenia, czyli
strumien ciepta na catym brzegu jest rowny zeru (nie oznacza
to oczywiscie, Ze wewngtrz nie wystepuje przeptyw ciepta).
Najczesciej w nastepnej chwili czasu "izolacja"™ ma miejsce w
pierwszym etapie, a wymiana ciepta w drugim.

Jezeli rozpatrujemy zadanie z dziedziny przewodzenia ciepta
bez przemian fazowych, to przedstawiony wyzej algorytm pozo-
staje niezmieniony, z tym ze AH = 0 (Ax = A2 i warunek Stefana

staje sie typowym warunkiem IV rodzaju (ciggtos$ci strumienia
na granicy dwo6ch obszaré6w o r6znych parametrach fizycznych).
Temperatura graniczna T* jest pewna opcjonalnie obrang wielko$-
cig rozgraniczajgca podobszary o dyfuzyjnos$ciach ai i a2 (por.
rys. V1.13a.).

W niektérych przypadkach moze pojawié¢ sie potrzeba zastgpie-
nia rzeczywistej funkcji a(H) funkcjag kawatkami statg o wiek-
szej liczbie "schodkéow" i woéwczas wykorzystuje sie metode
przemiennej fazy w wariancie uog6lnionym. Oznacza to koniecz-
nos$é przeprowadzenia obliczen w tylu etapach (analogicznych do
opisanych wyzej), ile wumownych faz wystepuje w rozpatrywanym
obszarze (por.rys.V1.13b.).

VI1.3.3. Metoda zapasu temperatury

Metoda zapasu temperatury (temperature recovere method)
pojawita sie pod koniec lat 50 i wykorzystano jg do modelowa-
nia numerycznego problemu Stefana. Uogdlnienie metody (opisane
w nastepnym podrozdziale) przedstawili J.Szargut i B.Mochnacki

[57] oraz Hong [11]. Dalszag rozbudowe algorytmu przedstawiono
w pracach [41], [63].

Podstawg omawianego algorytmu jest lokalny bilans ener-
getyczny, przy czym zamiast operowa¢ pojeciem ciepta krzep-
niecia, wprowadzamy nowg wielko$¢ - zapas temperatury 8 - zde-
finiowang jako iloraz ciepta krzepniecia L przez iloczyn cie-
pta wtasciwego ¢ i gestos$ci p, czyli

0 = ch)' (V1.60)
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Algorytm sktada sie z nastepujgcych etapdéw:
etap | - przyporzadkowania w chwili poczatkowej kazdemu
punktowi analizowanego obszaru temperatury TQ (wyzszej od tem-

peratury przemiany fazowej Tkr) i zapasu temperatury s .

etap Il - wyznaczenia temperatury w nastepnym Kkroku
czasowym.

etap IlIl - modyfikacji uzyskanego pola temperatury wg na-
stepujacych zasad: jezeli w danym punkcie temperatura jest
wyzsza od temperatury przemiany Tkr , to nie ulega ona zmianie,
jak réwniez nie zmieniony pozostaje zapas temperatury. Jezeli
T*=Tkr , Tt - Tkr =As <0 i 8>0 (ostatnia nieréowno$¢ ozna-
cza, ze nie zostat jeszcze wykorzystany zapas temperatury), to
wowczas przyjmujemy, ze TE4t =Tkr , a zapas s pomniejszamy o
wielko$s¢ As . Gdy 8=0, to nie korygujemy temperatury.
Etapy Il i 1lIl powtarzamy az do momentu, gdy caty analizowany
obszar osiggnie temperature nizszag od temperatury przemiany
fazowej, czyli zostanie zakonhczony proces krzepniecia.
VIi1.3.4. Metoda poprawiania pola temperatury

Metoda poprawiania temperatury dla zadahA nieliniowych w u-
jeciu, ktére zostanie przedstawione w tym podrozdziale, wywo-
dzi sie z metody zapasu temperatury. Sprowadza sie ona do ko-
rygowania pola temperatury na kolejnych poziomach czasu, tzn.
poprawiania warunkéw pseudopoczatkowych. Odpowiednie rdéwnanie
korygujace pole temperatury w wyré6znionych punktach obszaru
mozna wyprowadzi¢ na podstawie bilanséw energii [56], [25] Ilub
metodami analizy matematycznej. Metoda ta moze by¢ stosowana w
przypadku zmiennej pojemnos$ci cieplnej ¢ i gestos$ci p , nato-
miast wspdtczynnik przewodzenia ciepta k z formalnego punktu
widzenia musi byé¢ staty Ilub w pewien sposéb usSredniony, co
wynika z zatozen zwigzanych z konstrukcja rownan korygujacych
pole temperatury [25].

Nieliniowe charakterystyki termofizyczne c(T) i q(T) zamie-
niamy na przedziatami state. Obliczenia w chwili i+Atl przepro-
wadzamy tak, jakby caty obszar miat wtasnos$ci jednorodne, np.
odpowiadajgce pierwszemu przedziatowi, a nastepnie poprawiamy
je stosujagc nizej opisang procedure.

Rozpatrzymy dwa identyczne geometrycznie obszary - 0 para-
metrach termofizycznych ct, Pj , Ai 2 - c2, p2 , k - ograni-
czone powierzchniami i dd2, na ktérych zadano identyczne

warunki brzegowe.
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Pola temperatury w obydwu obszarach s3g rozwigzaniami naste-
pujacych dwoéch niezaleznych réwnan

dT (x r t)

CjPj— = -—- =kdiv[gradTx(x, t) 1 , '
(V1.61)
dTZ(X, ©)
c2p2 Xdiv[gradT2(x, & ] , xeCl2
dt
Wprowadzajgc nowag zmienng czasowg 1 = (cjpi/c2p2)t pochodng
funkcji T2 okre$lamy nastepujaco
izk = ci pi dT2
dt 3x 3t c2p2 3t (V1.62)

a réwnanie (VI1.61)2 przyjmuje z matematycznego punktu widzenia
identycznag posta¢ jak rownanie (VI1.61)i (oczywisScie inaczej
"zdefiniowany" jest czas dla obydwu réwnan). Wykorzystujgc te
wtasnoséé, temperature w chwili t+At dla punktéw o wtasnos$ciach
2. okreSlamy poprzez temperature wyznaczong dla o$rodka jed-

norodnego o wtasnosciach 1., stosujac nastepujgaca zalezno$¢
(por. [38])

rrAt = TX--~£i (TftAc-Tx) (V1.63)
C2pP2

Procedure te mozna uogoélni¢ na przypadek, gdy

clPI T<T*

cp c2p2 (V1.64)

cpn  T> T

Dla przejrzystos$ci dalszych rozwazan zatézmy, ze w ostatnim
wzorze n=3. Przypadek taki wystepuje w obliczeniach numerycz-
nych krzepniecia stopow. Temperatury T=* i T2 sa3 odpowiednio
temperaturami solidusu i likwidusu; w interwale temperatur
krzepniecia wydziela sie ~ciepto utajone L; podobszar od-
powiadajacy przedziatowi temperatur (T',T2) nazywa sie strefg

dwufazowg (mushy zone). Obliczenia sktadajg sie z nastepuja-
cych etapow:

Niestacjonarpe zagadnienia wymiany ciepta 97

Przypadek :
a) b) c) d e A

etap | - rozwigzanie row-
nania przewodnictwa ciepta w
rozpatrywanym obszarze trak-

towanym jako- jednorodny 0

statych c3, @ ; o- Ti
etap Il - wyznaczenie tem- - T

peratury Ti w wybranych

punktach (interesujgcych nas
np. ze wzgledu na catkowanie
metoda Gaussa odpowiedniego

funkcjonatu - VI1.21) obszaru
i okres$lenie, jakiemu poniz- .

. Rys.VI1.14. PrzejScia przez izo-
szemu przypadkowi ona od-

, termy graniczne
powiada (patrz rys. V1.14.) Fig.V1.14. Transitions by the
limiting izotherms

a) T*>T2 i r1,At>r2
b) Tf>T2 i T2>TALt>r*
. . "
c) T*> T2 i 21 >rr At (V1.65)
d) T2>Ti >TlI i T2>Tyrc>T*
e) T>Ti >TI i Tl >rr4c
f) TZ>Ti i Tl >Tr4t
etap 11l - korygowanie temperatury korzystajgc z nastepujg-
cych zaleznos$ci odpowiadajgcych poszczegélnym przypadkom z

(V1.65)
a) dla punktéow spetniajgcych warunek (VI1.65)a temperatura
pozostaje niezmieniona, czyli

- (VI .66)
b) jezeli spetniony jest warunek (VI1.65)b lub (VI1.65)C , to

zaleznoé¢ okre$lajgca ostateczng temperature po czasie t+At
zalezy od znaku wyrazenia Ai= 0333(T2'-Ti*‘*)-L , gdzie przez L
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oznaczono L=c¢2p2(T2-T")
dla AL<O
(VI1.67)
N+ —— - -"2"2 (72 - c) dla AL>0
ci Pr ci Pi
c) dla przypadkéw (V1.65)d lub (VI1.65)e wyrazenie AZ ma
sta¢  AZ=cap3(T2- Ti*AY - Z+ cop2(T2- Ti) oraz
c3pr3 :
Tl - Ti*At i
4t _ c2p2 " ) dla  Ai<0

Tj +Ej_px_ CiPx (rZ*-TI)-depr’ (r* - TitAc) dla AL>0

(Vl.es)

d) dla ostatniego przejscia (VI.65)fmamy

r2tAC = Tic-~h (T ie-T " Ae) (V1.69)
ci Pi

Przyktady testujgce opisane powyzej algorytmy w potagczeniu z

metodg /{-funkcji zostaty omowione w pracach Autora [13,14,

28]. W pierwszej wyznaczono rozktady temperatury w obszarze

wezta cieplnego typu L. Poréwnano rozwigzanie otrzymane za po-

mocg MRF i metody réznic skonczonych dla réznych krokéw cza-
sowych i réznych stopni wielomianu.

W [13,14] wyznaczono ksztatt frontu krzepnigecia podczas od-
lewania ciggtego pretéw o przekrojach kwadratowym i w ksztat-
cie zwanym "psia ko$¢"™. Przedstawiono wyniki dla réznych pre-
dkoé$ci odlewania. Ponizej opiszemy bardziej szczegétowo wyniki
dwéch ze wspomnianych prac, tj. [14] i [28].

& Przyktad VI1.4. (Front krzepniecia w przekroju "psia kos$¢")

W przyktadzie tym wykorzystano metode przemiennej fazy. Roz-
wazono wlewek ciggty o nietypowym ksztatcie pokazanym na
rys.V1.15. Przyjeto, ze w instalacji COS (ciggtego odlewania

stali) mozna wyré6zni¢ cztery strefy chtodzenia (por.[32, 23,
37], a mianowicie:

a) krystalizator o dtugosci 0.8 [m];
b) | sektor strefy chtodzenia wtérnego - iy=3 [m];
c) Il sektor strefy wtérnego chtodzenia - iB=5[m];

d) strefa chtodzenia konhcowego.
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Przyjeto odpowiednio na-
stepujace wspoétczynniki wy-
miany ciepta w kolejnych
strefach

a=1500, 950, 550 [W/mz2K] .
Obliczenia przeprowadzono dla
trzech predkoséci odlewania:

Vj=0.015 [m/s],
VZ2=0 .020 [m/s],
Vj=0.025 [m/s].

Zadanie traktowano jako
pseudostacjonarne, opisane
réwnaniem rézniczkowym typu

Rys.V1.15. Przekrdoj —poprzeczny (por. (v1.35))

wlewka ciggtego
Fig.v1.15. Cross section  of
continuous casting

z warunkami brzegowymi trzeciego rodzaju na powierzchniach
bocznych oraz warunkiem 1 rodzaju dla X3 = o (temperatura zale-
wania) .

Powyzszy opis matematyczny wynika 2z faktu, Zze po okresie
rozruchu urzadzen w obszarze wlewka ciggtego generuje sie pole
pseudoustalone (temperatura jest tylko funkcjag wspoétrzednych
przestrzennych), z kolei sktadowa przewodzenia ciepta w Kkie-
runku ruchu wlewka moze by¢ pominieta, stad po prawej stronie
réwnania energii operator roézniczkowy dotyczy tylko zmiennych
X\ i X2 Podsumowujac, réwnanie jest nieliniowym réwnaniem pa-
rabolicznym, w ktérym zmienna X3 przejmuje role czasu. Do roz-
wigzania zadania wykorzystano algorytm opisany w rozdziale

VI . 1. uzupetniony przez metode przemiennej fazy. Pochodng
dH/dx3 przyblizono ilorazem réznicowym. Na rysunkach V1.16-18
pokazano rozwigzania powyzszego problemu brzegowego, a w

szczego6lnos$ci zasieg ciektego jgadra dla réznych predkoséci od-
lewania.
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Rys.V1.16. Zasieg ciektego metalu podczas odlewania z predkos-
cig v = 0.015 [m/s]

Fig.V1.16. Range of molten metal for pulling rate
v = 0.015 [m/s]

Rys.V1.17. Zasieg ciektego metalu podczas odlewania z predko$-
cig v =0.02 [m/s]

Fig.V1.17. Range of molten metal for pulling rate
v = 0.02 [m/s]

O bt 3.4 8§ & ( gPp ¥

Rys.V1.18. Zasieg ciektego metalu podczas odlewania z predkos$-
cigv = 0.025 [m/s.]
Fig.V1.18. Range of molten metal for pulling rate
v = 0.025 [m/s]
Uzyskane wyniki wykazujg duzg zgodno$¢ z otrzymanymi w pracy
[58]
Nastepny przyktad ilustruje i testuje potgczenie dwoch me-
tod: - metody poprawiania temperatury i MRF. Rozwigzanie po-
réwnano z wynikami uzyskanymi metoda réznic skonczonych.
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bt Przyktad V1.4, (Krzepniecie wezta cieplnego typu L)
Rozpatrzymy proces Kkrzepniecia wezta cieplnego przedstawio-
nego na rysunku VI1.19., dla ktérego przyjeto nastepujgce dane

a=0.11[m, * =0.1, C=0.055, d=0.055,
CL=820 [J/kgK] , Cp=7700, Cs =690,
pL=7000 [kg/m3], pp=7250, Ps=7500, (VI1.71)
XL=35 iw/mKk] . Xp =35, *s =35,
TL=1505 ['CI , Ts =1470, Tb =1450, TO0=f1=1550,
r* =30[°C], a =500 [W/m2K\ .
gdzie wskazniki L, S i P wyrdézniajag odpowiednio wielko$ci odno-

szgce sie do temperatur powyzej ‘temperatury likwidusu TL po-
nizej temperatury solidusu Ts oraz strefie przejSciowej pomie-

dzy tymi temperaturami. TO i Tb oznaczaja odpowiednio tempera-
ture poczatkowg i temperature na brzegu Vchk.Na brzegach YK» i
Tpc zatozono warunek symetrii, a dla TWEi przyjeto warunek
Il rodzaju.

Tak opisanemu zagadnieniu
odpowiada ogélna struktura
rozwigzania opisana wzorem
(vV1.8), w  ktorym przyjeto

nx=2, n2=2 i n3=2 oraz
fi=f2="h, 3=1f4&0, f3=f4=aT9X,
h3=/j4=alX.

Rozwigzanie przedstawimy w
postaci krzywych stygniecia - Rys.VvI.19. Analizowany obszar
rysunek VI1.20. - wyznaczo- Fig.VI1.19. Analyzed domain
nych metodami MRF i MRS, dla nastepujacych wybranych punktéw:
A(0.075, 0.075), 57~0.095, 0.005) , C(0.095 ,0.095),
£>(0.075,0.025) oraz tabelarycznie zilustrowanych rozktadow
temperatury - tabela VII.7. - po czasie 128[s].

Zaprezentowane rozwigzania oraz inne, nie publikowane przez
autora, potwierdzajg zadowalajgcg efektywnos$¢ i doktadnos$c
uzycia metody J?-funkcji rdéwniez w nieliniowych zagadnieniach
cieplnych termomechaniki.
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Rozktad

a) metoda

réznic
1478 1478
1495 1495
1495 1495
1479 1479
1450 1450

<

b) metoda fr-funkcji

1477
1495
1496
1488
1450

14801477
14991497
15011500
14921491
14501450

temperatura [°C]

Rys.V1.20.
Fig.Vv1.20.

40 80

Krzywe

Cooling curves

temperatury w

1473
1493
1497
1488
1450

skonczonych

1478 14791479
1495 14961496
1495 14951496
1479 14801480
1450 14501450

1470
1491
1496
1487
1450

120

for

1479
1496
1497
1484
1450
1450
1450
1450
1450
1450

1471
1492
1498
1491
1450
1450
1450
1450
1450
1450

160

the

Rozdziat VI

Tabela VII.7

wezle cieplnym
1478 1474 1448 1413
1497 1495 1485 1448
1500 1501 1495 1474
1495 1500 1497 1478
1484 1497 1496 1479
1481 1496 1496 1479
1480 1495 1496 1479
1479 1495 1495 1478
1479 1495 1495 1478
1479 1495 1495 1478
1473 1472 1436 1406
1495 1496 1489 1436
1401 1403 1496 1472
1498 1501 1495 1473
1491 1498 1492 1471
1487 1496 1491 1470
1488 1497 1493 1473
1491 1500 1497 1477
1492 1501 1499 1480
1488 1496 1495 1477
Oznaczenia

punkt A MRF

...... punkt B MRF

punkt C MRF

punkt D MRF

+ punkt A MRS

punkt B MRS

O punktC MRS

O punktD MRS

200 240
czas [s]

stygniecia w wybranych punktach

selected points

R ozdzialt VvV 11

C zasoprzestrzenna w ersija M RF

W poprzednim rozdziale oméwiliSmy sposoby rozwigzywania
zagadnien niestacjonarnych przy uzyciu nowego narzedzia, jakim
jest metoda fl-funkcji. Wtasnosci fl-funkcji wykorzystalismy do
tworzenia analitycznego opisu badanego obszaru geometrycznego
i konstruowania ogo6lnej struktury rozwigzania, spetniajgcej
wszystkie zadane warunki brzegowe problemu. Zmienna czasowa i
warunek poczatkowy traktowane byty odmiennie niz zmienne prze-
strzenne i warunki brzegowe - podobnie jak np. w metodzie ele-

mentéw skonczonych.

W tym rozdziale
geometrycznego -
zmienna czasowa
lityczny opis
stawimy ogbélng

zaproponujemy uogb6lnienie
podejscia na

dotychczasowego -
czasowo-przestrzenne, w ktéorym
bedzie Utworzymy ana-
czasoprzestrzennego, a nastepnie przed-
(spetniajgca) rowniez

nie wyrdézniong zmienng.

obszaru

strukture, uwzgledniajaca

warunek poczatkowy. Na koniec opiszemy GSS dla zadania, w

ktérym brzeg geometryczny zmienia sie w czasie w okre$lony

(znany) sposéb.

vV XX . 1. Z a g adnienia z e s taty m

b rzegiem geometrycznym

Jeszcze raz sformutujemy analizowany problem. Niech roz-

wazany obiekt zajmuje w przestrzeni obszar Q ¢ R3 (lub R2 lub
i niech jego brzeg dCl sktada sie z n roztgcznych cze$ci dClj
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Rys.VII.I Obszar fi i czasoprzestrzenny obszar fi*

Fig.VII.1. Domain fi and spatial-time domain fi*

(i=1,2,...,n), na ktérych zadane bedg rdézne warunki brzegowe -
I, Il lub IlIl rodzaju. Zakltadamy, ze wspétczynniki termofizy-

czne A, ¢, p sa state. Niestacjonarne pole temperatury T(x,t)
w obszarze fi(jr) opisane jest przez réwnanie Fouriera postaci

4£ =-"-£ -~ dla x= (x£,X2,x3)eQ, te(o,») , (vn.l
dt CPM dxj ( )
do ktérego musimy dotgczy¢ odpowiednie warunki brzegowe i po-

czatkowe. Na k < n cze$ci brzegu 3fij znana jest temperatura

T . ~  ~fi, 1=1, ... ,k; (x,t) €300 (0,-) (VII.2)

Na pozostatych czesciach 3fij (k < j < n) zadany jest warunek

Il rodzaju
G-"+hjT) | =fj , j=k+I, ... ,n
) (V11.3)
(x,t) edQj® (0,»)
gdzie: fj=ajTf/\ i nj=a.jin. Jezeli zatozyé, ze nj=0 i fj =
=9j/X, to otrzymamy warunek Il rodzaju. We wzorze (VI11.3) ope-

rator 3(.)/3v oznacza pochodng w kierunku normalnym do brzegu
geometrycznego obszaru fi. Prawe strony w powyzszych warunkach
- fj, i=1,2, ...,n - moga byé¢ oczywiscie funkcjami czasu.
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Na koniec zaktadamy, ze znana jest funkcja opisujagca tempe-
rature w chwili poczatkowej, tj.

T(x,1) ,ll:OZTO(x):fO , . (V11.4)

lloczyn kartezjanski fi*=fi ® (0,0) moze by¢ traktowany jako
skonczony cylinder fi*, ktérego podstawag jest geometryczny ob-
szar fi , a wysoko$cig czas trwania analizowanego procesu 9.
Brzeg czasoprzestrzennego obszaru fi* sktada sie z nastepujgcych
cze$ci (patrz rys.VI1I1.1.):

a) dwoch podstaw bedacych geometrycznym obszarem odpowied-

nio w chwilach t=0 i t=Q , tj . fio'=fi i fij"=fi

b) powierzchni bocznej ztozZonej z n fragmentéw bedacych
iloczynami kartezjanskimi fi"=3fi ® (0,9) =fii"u...ufin" , przy
czym fi/' =3fii ® {0,9) - i=1,2,...,n

Analityczna posta¢ wyzej zdefiniowanego obszaru czasoprze-
strzennego fi* moze by¢ przedstawiona jako

0’=co* (X, t) =[oo(x) ] Ao [(0-t) t/0] . (V11.5)

Przypomnijmy wtasnos$ci funkcji o* : dla punktéw nie nalezg-
cych do obszaru fi* jest ona ujemna, dla punktéw brzegowych -
rowna zeru i wreszcie dla punktéw nalezgcych do wnetrza fi*x -

dodatnia, czyli

<o , (x, t) en*
*(x, t = , , t 3Q*
w*(x, t) 0 (x, t) e3Q (VI1.0)
>0 , (x, t) eCl'
Teraz warunki brzegowe (VI1.2-3) i poczatkowe (VI1.4)
przedstawimy nastepujaco
T| =fL, 1=0,..., ki (V11.7)
(A +hjTH)Vo ffj' j =k+1.eeunn. R (V11°8)

Zauwazmy, ze we wzorze (VI11.8) operator 3(.)/3v jest, w odrdz-
nieniu od (VI1.3), pochodna w kierunku normalnym do brzegu
obszaru czasoprzestrzennego fi*. Poniewaz warunki te stawiane sg
na powierzchni bocznej walca, to
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d(.) m 3(.)
10? d\ lat, , j = (V11.9)
Warunek poczatkowy (VI11.4) jest teraz warunkiem | rodzaju za-
danym na brzegu fi0" , czyli zawarty jest we wzorze (VII.7) dla
i=0

Prawidtowo postawione zadanie wymaga okres$lenia warunku
brzegowego na brzegu @ (x,0) =fi Warunkiem tym moze byé roz-
wigzanie zadania stacjonarnego przy zatozeniu, ze czas 0 jest
duzy (see Crank [71]). Innym, mniej doktadnym warunkiem jest
zatozenie, ze w koncowej fazie analizowanego procesu predkos¢

zmian pola temperatury dT/dt jest mata, czyli

dT
la

a w szczegdlnosSci réwna zeru. Rozwigzanie zadania przy zatoze-
niu (V11.10) moze byé¢ traktowane jako pierwszy krok algorytmu
iteracyjnego, w ktéorym poprawiana jest funkcja w=w(x).

Og6lna struktura rozwiagzania zadania <czasoprzestrzennego,
okre$slonego na obszarze fi* jest postaci

T(x, t) =F0- uDj (FO) +uFj

(V11.11)
- 109 Hx
gdzie
Vil n n n
Y h y r i y h-
E i-o M # p. = i=k+l “1 F_m ifci w. = , S Ne 1-12)
0 n ’ 1 n ’ 2 n ’ 1 n
_ T — Y — —
is-o “i ps °j & X"

We wzorze (VI11.11) Dj jest operatorem ro6zniczkowym postaci

DI(.) =y , + a«

x1 dxt dt  dt (Vn'u)

spetniajgcym nastepujgce warunki
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Di (0>) i =1 ,
130 (VII1. 14)
3 0t6 3 (. =JLLJ- , j-1, ...»« *
l<e> o - 1 i $ ) 3v J
czyli brzeg obszaru walcowego fi* jest znormalizowany, a opera-
tor ten na powierzchni bocznej walca przechodzi w pochodng
normalng do brzegu. Jednoczes$nie funkcja 4 = <b(x,t) wystepuja-
ca w GSS moze mie¢ postac
®(x,t) = PI(x, t) (V11.15)
gdzie ajj sg nieznanymi parametrami, a <y sa danymi funkcjami

bazowymi (por. [28], [62]).
Pokazemy teraz, ze GSS okre$slona wzorem (VI1I1.11)
cie spetnia wszystkie warunki (VI11.7-8).

rzeczywis-

Poniewaz o0=0 dla (x, t)edCl*, wiec jedynie pierwszy i trzeci
sktadnik struktury jest rézny od zera na brzegu, czyli

T(x, t) = Fx + DF2
acr

Stad otrzymujemy nastepujace zaleznos$ci

T(x, t)y, =fi , i =01, ..., k_:

(VI11.16)

(VI1.17)

Operator Di(.) dziatajgc na funkcje (VI1.11), na brzegu obszaru

£* przyjmuje postac

Di(r), * Fx - <bHx
lao*

czyii

Di (r) “ ~ to*]]

o
a to pokazuje, ze wszystkie warunki sg spetnione.

Uwzgledniajgc wzér (V I1.15) GSS mozna przedstawic
r(x,y)=A+E N

gdzie wprowadzono:

(V11.18)
(vil. 19)

jako
(V11.20)



108 Rozdziat VII

(VI1.21)
*1L+E (<>«F2. "E “ Na)]
Katwo sprawdzié¢, ze
X0 =fi A =0 for (x,t)eQ"™ (i=0,1, ..., k) (V11.22)
X0=0 A Xkl * 0 for (jt,t) eQj (j=k+1, ..., n)

W celu rozwigzania problemu opisanego roéwnaniami (V11.1-3)
nalezy wyznaczy¢ nieznane wspoétczynniki Mozemy to zrobié¢
zgdajac, by GSS - (VII1.11) - spetniata réwnanie (VII1.1) lub
np. warunek najmniejszego btedu kwadratowego postaci

(VI11.23)
albo wreszcie stosujgc metode Galerkina w postaci
- — wvoiiioordCl* =0 (V11.24)
o c-PM 8x1
Wariacja s T musi spetnia¢ nastepujagce warunki
Kk
6r=0 AG6rv#0 for (x,t)el|jQ]j
8r# 0 for (jc,t)eQ*U| (J (VI1.25)
Srv=o0 for (x, t)e 13 O"
J-Jch

Poniewaz funkcja T okre$lona jest wzorem (VI11.20), wiec

= m ST.* = 1« - (VI11.26)

a dzieki wtasnosciom (VI1.22) spetnione sa warunki (VI11.25).
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Wyprowadzimy teraz algebraiczny uktad réwnan problemu wyni-
kajacy z catki (VI11.25). Catka po obszarze Q* moze by¢ trak-

towana jako ztozenie catek po obszarze geometrycznym fi i cza-
sie t w przedziale (0,9) , czyli
f dT _ Jk_yv dPT 5rdfl. = f (t t-K2r aa)6rdQ* =
CP~ dxU Q (vil.27)
e

= jsSrdn* - k2| | JV Ba8rdQ jdr

o
(w ostatnim réwnaniu wprowadzono konwencje sumacyjng wzgledem
powtarzajacych sie indeksow a i uproszczony zapis roz-
niczkowania). Wykorzystujac twierdzenie Greena 0 zamianie

catki powierzchniowej na krzywoliniowg, druga z catek we wzo-
rze (VI1.27) przyjmie postac

-Jr.Sr.dfl* +| r v8rd9Q' =-j"r a8 redQ* + £ J(fj-h"T)bTdQ'-
= Q\- S**] (l
(V11.28)

W ostatnim przeksztatceniu uwzgledniono fakt, zZe wariacja fun-
kcji T jest réwna zero na tych czeé$ciach brzegu na ktérych
zadana jest temperatura, czyli dla i= 1, 2, ..., NX. Poniewaz
wariacje Say (ij =1, 2, ..., N) sa dowolne i niezalezne, to za-
ktadajac kolejno, ze tylko jedna z nich jest rézna od zera
otrzymamy uktad réwnan postaci

\f(TtX13 k2T axXljia)dETk2 £ [/ (f,-A, T) dOj K 11' 29)
[a- i=*{ o!

Uwzgledniajac wzo6r (VI11.20) otrzymujemy algebraiczny uktad
rownan z niewiadomymi ay

%cum a*) =BH ' (V1 1.30)

gdzie
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» Przyktad VII.1. (por.[63])

Algorytm przedstawiony wyzej zostanie zastosowany do wy-
znaczenia pola temperatury w nieskonczonej ptycie. Wyniki uzy-
skane poprzez uogélniong metod.e i?-funkcji zostang poréwnane z
rozwigzaniem analitycznym.

Zatozymy, ze wymiane ciepta pomiedzy badanym obiektem a

otoczeniem opisuje warunek 11l rodzaju. Rozpatrzymy trzy przy- zredukowana grubosc¢

padki warunkow: OMRF t-1000[s] AAnal. t=1000[s] OMRF t=3800[s] xAnal. t=3800[s]

a) ht=h= 2.0 [nfl] orazft =f =0.666 [nfl] (a = 100 [W/m2K]);

b) hlJ=h=10.0 [m-1] oraz fd =f=3.333 [nT1] (a = 500 [W/m2K]); Rys.VI1.2.  Rozktad temperatury dla przypadku (a):

¢) hj=h=20.0 [nfl] orazft =f=6.667 [nfl] (a =1000 [W/m2K]). Fig.vVI11.2. 'tl'_e%nopoeoraltu::gofoi[esl]d for case (a): t=1000 and 3800[s]
Temperatury poczatkowa i otoczenia, dla wszystkich przypadkéw,

wynoszg odpowiednio: TO = f0O = 500 [°C] i T°° = 30 [°C].
Funkcje $ (por.wzér (VII1.14)) przyjmujemy w postaci

(sry U) ' (V11.32)

i*j<w

gdzie g jest grubos$cig ptyty. Nieznane wspoétczynniki a.j okre$-
limy wypetniajgc warunek (V11.19). Catkowanie numeryczne wyko-
nano stosujgc metode Gaussa. Zadowalajace wyniki uzyskano dla
rzadkiej dyskretyzacji obszaru fI* i N = 5 (wzér (VI1.20)).
Korficowy uktad réwnan zawiera wowczas 21 niewiadomych.
Rysunki VI1.2 -4. pokazujg rozktady temperatury w potowie
ptyty (ze wzgledu na symetrie warunkéw brzegowych) dla trzech
przypadkéw, w dwéch réznych chwilach czasu. Rysunki VII.5- 7.
ilustrujg zmiane temperatury w wybranych punktach pityty - w zredukowana grubos$é

poblizu srodka i brzegu. DMRF t=500[s] AAnal. t=500[s] OMRF t=1900[s] XAnal. t=1900[s]

Rys.VI1.3. Rozktad temperatury dla przypadku (b):
t=500 i 1900([s]
Fig.vI11.3. Temperature field for case (b): t=500 and 1900[s]
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gecos

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

zredukowana grubosc¢
OMRF t-500[s] AAnal. t-500[s] o MRF t-1900[s] xAnal. t-1900[s]

Rys.VI11.4. Rozktad temperatury dla przypadku (c):
t=500 i 1900[s]
Fig.VI1l1.4. Temperature field for case (c): t=500 and 1900([s]

zredukowany czas
a MRF x-0.05  AAnal, x-0.05 OMRF x-0.95  XAnal, x-0.95
Rys.VI11.5. Rozktad temperatury dla przypadku (a):

x=0.05 i 0.95
Fig.VII1.5. Temperature field for case (a): x=0.05 and 0.95
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OMRF x=0.05  AAnal. x=0.05 OMRFx=0.95  XAnal. x=0.95

Rys.VII.6. Rozktad temperatury dla przypadku (b) :
x=0.05 i 0.95
Fig.V11.6. Temperature field for case (b): x=0.05 i 0.95

OMRF x-0.05 AAnal. x“0.05 oMRFx-0.95 xAnal.x-0.95

Rys.VI1.7. Rozktad temperatury dla przypadku (c):
x=0.05 i 0.95
Fig.VI11.7. Temperature field for case (c): x=0.05 i 0.95

Poréwnanie rozwigzan za MRF i analitycznego (rys.VI11.2 - 7)
wykazuje efektywno$¢ proponowanego algorytmu. Maksymalna réz-
nica pomiedzy rozwigzaniami nie jest wieksza niz 7 %.
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* Przyktad VI1.2.

Przedstawimy rozwigzanie, w ktérym wyznaczono
niecia w wybranych punktach ptyty kwadratowej
0.6[m] o nastepujgacych parametrach fizycznych
A=30 [W/mK], p=7000 [kg/m3], c=700 [J/kgK] .

warunek [IIl rodzaju o wspdtczynniku a=100[W/m2K] i
otoczenia T°°=30[°C]. trwania
0= 15000 [s].
temperaturami

krzywe styg-

0 wymiarach 0.6x

Przyjeto
temperaturze

procesu wynosi
miedzy

Czas
Rysunek V11.8.
zredukowanymi (krzywe

analizowanego
pokazuje rdédznice po-
stygniecia w wybra-

nych punktach ptyty) otrzymanymi metodami MRF i MRS przy naj-
mniej doktadnym warunku na brzegu CI-", a mianowicie w=0
(por.(V11.10)). Maksymalna réznica nie przekracza 7%. Tabele
VI11.1-3. przedstawiajg szczeg6towe rozktady temperatur zredu-
kowanych na koncu procesu, na poczatku i w $rodku trwania pro-
cesu (w ¢wiartce analizowanej ptyty). Natomiast rysunki VI1.9-
11. ilustrujag roéznice miedzy izotermami uzyskanymi metodami
MRF i MRS, w trzech réznych momentach czasu.
TEMPERATURA ZREDUKOWANA
Rys.v11.8. Krzywe stygniecia w wybranych punktach
Fig.vi11.8. Cooling curves for the selected points
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a)

b)

b)
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Tabela VII.1

Tabela VII1.2

Rozktad temperatury zredukowanej w chwili t=13500 [s]

metoda Jl-funkcji
0.210 0.210 0.209 0.207 0.204 0.203 0.202 0.201 0.195 0.190
0.217 0.218 0.218 0.218 0.216 0.213 0.207 0.201 0.199 0.195
0.234 0.234 0.234 0.232 0.229 0.223 0.216 0.207 0.201 0.201
0.252 0.251 0.250 0.248 0.243 0.236 0.226 0.216 0.207 0.202
0.268 0.267 0.265 0.262 0.256 0.248 0.236 0.223 0.213 0.203
0.280 0.279 0.277 0.273 0.266 0.256 0.243 0.229 0.216 0.204
0.289 0.288 0.285 0.281 0.273 0.262 0.248 0.232 0.218 0.207
0.295 0.293 0.291 0.285 0.277 0.265 0.250 0.234 0.218 0.209
0.298 0.297 0.293 0.288 0.279 0.267 0.251 0.234 0.218 0.210
0.299 0.298 0.295 0.289 0.280 0.268 0.252 0.234 0.217 0.210

metoda rdéznic skoriczonych
0.220 0.216 0.2150.210 0.204 0.196 0.187 0.176 0.1640.151
0.239 0.238 0.2340.229 0.222 0.213 0.203 0.192 0.1780.164
0.257 0.255 0.2510.246 0.238 0.229 0.218 0.206 0.1920.176
0.273 0.271 0.2670.261 0.253 0.243 0.231 0.218 0.2030.187
0.286 0.284 0.2800.274 0.265 0.255 0.243 0.229 0.2130.196
0.298 0.296 0.2910.285 0.276 0.265 0.253 0.238 0.2220.204
0.307 0.305 0.3000.294 0.285 0.274 0.261 0.246 0.2290.210
0.314 0.312 0.3070.300 0.291 0.280 0.267 0.251 0.2340.215
0.319 0.317 0.3120.305 0.296 0.284 0.271 0.255 0.2380.218
0.321 0.319 0.3140.307 0.298 0.286 0.273 0.257 0.2390.220

Rozktad temperatury zredukowanej w chwili t = 1500 [s]
>
a) metoda A-funkcj i

0.811 0.806 0.798 0.785 0.768 0.743 0.713 0.679 0.643 0.600
0.862 0.857 0.851 0.838 0.821 0.800 0.770 0.736 0.696 0.643
0.906 0.902 0.896 0.883 0.866 0.845 0.815 0.779 0.736 0.679
0.943 0.938 0.932 0.919 0.902 0.881 0.851 0.815 0.770 0.713
0.972 0.968 0.962 0.949 0.932 0.909 0.881 0.845 0.800 0.743
0.996 0.991 0.985 0.972 0.955 0.932 0.902 0.866 0.821 0.768
1.000 1.000 1.000 0.989 0.972 0.949 0.919 0.883 0.838 0.785
1.005 1.003 1.001 1.000 0.985 0.962 0.932 0.896 0.851 0.798
1.007 1.030 1.003 1.000 0.991 0.968 0.938 0.902 0.857 0.806
1.010 1.007 1.005 1.000 0.996 0.972 0.943 0.906 0.862 0.811

metoda réznic skonczonych
0.751 0.749 0.744 0.737 0.725 0.709 0.687 0.657 0.619 0.573
0.811 0.409 0.804 0.796 0.784 0.767 0.742 0.710 0.669 0.619
0.861 0.859 0.854 0.845 0.832 0.813 0.788 0.753 0.710 0.857
0.900 0.898 0.892 0.883 0.870 0.850 0.823 0.788 0.742 0.687
0.929 0.927 0.922 0.912 0.898 0.878 0.850 0.813 0.767 0.709
0.951 0.948 0.943 0.933 0.919 0.898 0.870 0.832 0.784 0.725
0.966 0.963 0.957 0.948 0.933 0.912 0.883 0.845 0.796 0.737
0.975 0.973 0.967 0.957 0.943 0.922 0.892 0.854 0.804 0.744
0.981 0.978 0.973 0.963 0.948 0.927 0.898 0.859 0.809 0.749
0.984 0.981 0.975 0.966 0.951 0.929 0.900 0.861 0.811 0.751



Rozktad temperatury zredukowanej w chwili t = 8000
a) metoda /?-funkcji
0.355 0.353 0.349 0.345 0.334 0.321 0.302 0.283 0.266 0.251
0.383 0.381 0.379 0.372 0.362 0.347 0.330 0.311 0.289 0.266
0.415 0.413 0.409 0.402 0.391 0.377 0.357 0.334 0.311 0.283
0.447 0.445 0.440 0.432 0.421 0.404 0.383 0.357 0.330 0.302
0.474 0.472 0.466 0.457 0.445 0.428 0.404 0.377 0.347 0.321
0.496 0.494 0.487 0.479 0.464 0.445 0.421 0.391 0.362 0.334
0.511 0.509 0.502 0.494 0.479 0.457 0.432 0.402 0.372 0.345
0.521 0.519 0.513 0.502 0.487 0.466 0.440 0.409 0.379 0.349
0.528 0.526 0.519 0.509 0.494 0.472 0.445 0.413 0.381 0.353
0.532 0.528 0.521 0.511 0.496 0.474 0.447 0.415 0.383 0.355
b) metoda réznic skonAczonych
0.383 0.380 0.374 0.366 0.355 0.341 0.325 0.306 0.285 0.262
0.416 0.413 0.407 0.398 0.386 0.371 0.354 0.333 0.311 0.285
0.447 0.444 0.437 0.427 0.414 0.398 0.379 0.358 0.333 0.306
0.474 0.471 0.464 0.453 0.440 0.423 0.403 0.379 0.354 0.325
0.498 0.494 0.487 0.476 0.462 0.444 0.423 0.398 0.371 0.341
0.518 0.514 0.506 0.495 0.480 0.462 0.440 0.414 0.386 0.355
0.534 0.530 0.522 0.510 0.495 0.476 0.453 0.427 0.398 0.366
0.546 0.542 0.534 0.522 0.506 0.487 0.464 0.437 0.407 0.374
0.554 0.550 0.542 0.530 0.514 0.494 0.471 0.444 0.413 0.380
0.558 0.554 0.546 0.534 0.518 0.498 0.474 0.447 0.416 0.383
Rys.V11.9. Rozktady temperatury w chwili t=1500[s]
wyznaczone metodami a) MRF, b) MRS
Fig.VI1.9. Temperature fields for t=1500[s] by a) RFM,
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Tabela VI11.3
[s]
Rys.V11.10. Rozktady temperatury w chwili t=8000[s]
wyznaczone metodami a) MRF, b) MRS
Fig.VI11.10. Temperature fields for t= 8000[s] by a) RFM,
b) RDM
Rys.VII.11. Rozktady temperatury w chwili t=13500[s]
wyznaczone metodami a) MRF, b) MRS
Fig.VI1l. 11. Temperature fields for t= 8000 [s] by a) RFM,
b) RDM b) RDM
» Przyktad VI11.3. (przekrdj elementu grzewczego)
Wyznaczymy rozktad temperatury w przekroju pokazanym na
rysunku VI1l1.12a. Ze wzgledu na symetrie rozpatrywaé¢ bedziemy
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jedynie cze$é¢ tego obszaru znajdujacg sie w pierwszej céwiartce (V11.35)

uktadu wspotrzednych - rys.VII1.12b. “i = AOfi :
gdzie i=-1,0,1,2,3,4 , A jest bardzo matg statg réwng np.

0.000000001 oraz
Wl =0-A-t , oJ=t+A
wj =[(a-A-x)] A0[(a-A-y)] AO[(0- 1) 1]
“z =[(A+x)] AO[(A+y)] A [(6-1)1]
to3 = [(x2+y2-(7?+A)2)] A0 [(6 - t) t/0]
0j =[fx-c)2+(y-c)2-(r +A)2] AO[(0-t)t/6]

Rys.VI1.12. Analizowany obszar i obszar n
Fig.VI1.12. Analyzed domain and domain O

strumieniem g= 60000 [W/m2] na po- Uzyskane rozwigzanie zilustrujemy za pomocg krzywych nagrzewa-

Przekr6j tenogrzewany jest
nia czterech wybranych punktéw badanego obszaru oraz liczbowej

wierzchni DE, chtodzony strumieniem powietrza - a =10 [W/m2K] i
T“=30 [*C] - na powierzchniach zewnetrznych AB i BC orazchto- prezentacji rozktadéw temperatury w trzech momentach czasu (8=
dzony wodg na powierzchni okregu - a = 100 [W/m2 K] i T" = =40000 [s]): t=4000, 20000, 36000 [s].

=30 ['C]. Wymiary geometryczne przekroju wynoszg odpowiednio
(rys.VI1.12b): a=0.6[m], ¢=0.36[m], 77=0.24 [m], r=0.12[m].
Temperatura poczatkowa wynosi TQ=30 [*C], a w chwili koncowej
przyjeto, ze w=0.

Analizowany obszar geometryczny mozna opisa¢ jako cze$¢ wspol-
ng nastepujacych podobszaréw:

Qx = {(a-x)x/a >0) , Q2 ={(a-y)y/a>0}
Q3 = {(x2+y2-R2)/(2R) >0} (V11.33)

Q4 = {[(x-c)2+(y-c)2-r2]/(2r) >0}

czyli w postaci réwnania

<>(x,y) =I[(a-x)/a]JA0[(a-y)/i>)A0

[(X2+y 2—22) I(2R) 1AG[((x_c)2+(y _c)2-1 2)/(2r)] (V!1-34)

Rys.V11.13. Rozktady temperatury w chwilach t=4000 i 20000[s]
Fig.V11.13. Temperature fields for t=4000 and 20000[s]
Poszczegdlne czeéci brzegu geometrycznego, na ktérych zadano

odpowiednie warunki brzegowe, to dd1=VABC, :£i.=TAB TrHA,

00s = rCE oraz 3fls - okrag o promieniu r.

Obszar <czasoprzestrzenny powstaje analogicznie do opisanego

wczes$niej. RoOownania cze$ci brzegu tego obszaru sa postaci
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Rys.VI11.14.
Fig.V11.14.

Rozdziat VII

Rozktad temperatury w chwili t=36000[s]
Temperature field for t=36000[s]

temperatura [°C]

Rys.VI1.15.
Fig.V11.15.

czas*10*3 [s]

Krzywe nagrzewania wybranych punktéow
The heating curves for the selected poin-ts
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\VAR I 2 . Z a d a n i e i
b rzegiem

Na zakonczenie tego rozdziatu przedstawimy strukture roz-
wigzania zadania czasoprzestrzennego, w ktéorym Kksztatt geo-
metryczny moze sie zmieniaé w czasie w znany sposéb, tj . fi=
=fi(t). Zadania tego typu pojawiajg sie m. in. przy oblicze-
niach numerycznych zwigzanych z hodowlg monokrysztatéw lub w
termodynamice proceséw odlewniczych, gdy zaktada sie okre$lone
prawo (np. prawo pierwiastkowe) do opisania przyrostu warstwy
zakrzeptego metalu.

Jako przyktad rozpatrzymy przekréj kotowy, ktérego promien
R zmienia sie w czasie, z okreélong predkosécig vr

x2 +y2=(RO ~ VR)2 (v11.37)

Dla tak zmieniajgcego sie obszaru zdefiniujemy obszar fi* jako
stozek $ciety, dla ktérego poszczeg6lnymi powierzchniami brze-
gowymi sa (por. rozdziat VII.1))

=0(0) ={(x,y) :x2+y2s (R- vR6)2} ,
Q0 = Q) ={(x,y) :x2+y2$RZ, (V11.38)
Q" =dont) , i=1,2, ....n

Rozwazamy czasoprzestrzenny
obszar fi* przedstawiony na
rys.VIII16. Na rysunku tym po-
zioma 08 symbolicznie obrazuje
obszar geometryczny fi=fi(£) z
przestrzeni 3D lub 2D lub ID

Na poszczegOlnych czes$ciach

brzegu dCI(t) mozemy zadaé¢ rézne

warunki brzegowe.- Jes$li bedg to

warunki Il lub IlIl rodzaju, to Rys.VII.16. Obszar czaso-
beda one okre$laty warto$é po- ) przestrzenny. fi*
hodnei Inei q b Fig.V11.16. Spatial - time do-
chodnej normalnej 0 rzegu main fi*
geometrycznego 3fi (por.wzor

(VI1.3)), ale w odrdznieniu do poprzedniego paragrafu VII.1.
nie bedzie spetniony warunek (VI11.9). Tak wiec operator
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3(.)/3v oznacza pochodng w kierunku, Kktéry nie jest normalny
do powierzchni bocznej obszaru fi* . Wymaga to skonstruowania

innej struktury rozwigzania niz we wszystkich dotychczasowych
zadaniach (por.[9] oraz wzory (V.28), (V1.8)).

o TWIERDZENIE V I11.1.
Og6lna struktura rozwigzania zagadnienia <czasoprzestrzen-
nego z warunkami brzegowymi opisanymi zalezno$ciami (VII.7—
8) i brzegiem geometrycznym zmieniajacym sie w okresSlony
sposéb ma postaé¢ (por.[9])

T(x, t) =Ff+ti FO+

(V11.39)
+Fv[F, - « HZ1- DI(Fj) - DI(® FO)]
gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenia:
n
E -t
p = . (V11.40)
w n
T A
n
y h y KH
- & 1° . AN .
N I HZITJn . (V11.41)
E B — T -i-
(k no
(VI11.42)

T\t T e U g

przy czym operator DjV (por. operator Dx - (VI11.13)) ma po-
stac

Div(.) =y -1“ 1L I (V11.43)
U. dxi dxi

i spetnia nastepujgce warunki

(U) lao " DIV(-)U =+ T (V11.44)

Jak wynika z ostatniej zalezno$ci, operator Dilv jest dla
punktéw brzegowych pochodng normalna do 30. Twierdzenie udowo-
dnimy przyjmujac, dla wiekszej przejrzysto$ci wywodu, ze k=1

Czasoprzestrzenna wersja MRF 123

(ilos¢ warunkow

brzegowych | rodzaju) i n= 3 (liczba czesci

brzegu 3Q; n-k=2 - ilo§¢ warunkéw brzegowych Il lub IIl ro-
dzaju). Woéwczas funkcje (V11.40-42) po przeksztatceniu wynoszg

F fo«l23 +A «023 p «Q13+ «012
1 «123 + «023 + «013 + «012 - ° «123 + »023 + «013 + «012
- - 2«3+ 73«2 - _ 2 « 3+ tf3 «3
1 P idg 0 1T T g9tmy (V11.45)

«23 + «01 D1 M«23 N

Zauwazmy, ze dla punktéw brzegowych T=Ft + 4>g oraz ze dla

U,t) 60/

wiec

Oznacza to, ze temperatur

numerach 0 i 1 -
Jednoczes$nie

oraz

dla i =0,1

(V11.46)
dla i =2, 3

dla i =01 (V11.47)
dla i=2, 3

. dla i =0,1 (V11.48)
- dla i =2, 3

meélona jest dla czeéci brzegow (
por.-wzo 17y .

>i(Fi) ¥ P14 Fo) +

IS0 (V11.49)

+Di("Vv) [Fil ~* - D*(Fj) - 1

- ®o0iDi(»a3) +«23DY(t601)
D1 (FVJ | weemmemmmmmem il : (V11.50)

lac- «23 +«0! 1 («23
Di (Fv)i = co, . Div(Fv)i ,= «o '
lo? lo"

(V11.51)
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otrzymujemy nastepujgce warunki

Di(D, *O0, Di (T). *O0,
fa" I

Di.(D|,=f2- H . Di(r): =f3- h3 , (V11-52)
a?

Tym samym zakoAczyli$my dowéd, ze GSS postaci (VI11.39) spetnia
wszystkie warunki brzegowo-poczagtkowe (VI1.7-8).

Na zakonczenie zauwazmy, ze przy takim postawieniu zagad-
nienia, jak w tym paragrafie, mozliwe staje sie rozwigzywanie
rowniez zadania, w ktérym okres$lajgc jaki ma byé efekt badane-
go procesu (np. rozktad temperatury po czasie 0), poszukujemy
jakie powinny by¢ warunki poczatkowe (np. rozktad temperatury
w chwili t = 0). W tym miejscu chcieliSmy zasygnalizowa¢ moz-
liwo$s¢é wykorzystania MRF do rozwigzywania zadaA odwrotnych
przeptywu ciepta.

PODSUMOWANIE | W N 1O S K I KONCOWE

1) Tezg i celem pracy bylo wykazanie przydatnos$ci i celowo-
§ci stosowania metody fl-funkcji do wyznaczania p6l temperatu-
ry. Niewatpliwymi zaletami tej metody s3a:

a) doktadne uwzglednienie w obliczeniach nawet najbardziej
skomplikowanego ksztattu;

b) rozpatrywany obszar moze by¢ wklesty i wielospéjny;

c) Sciste spetnienie dowolnych warunkéw brzegowych;

d) zadanie sformutowane przy wuzyciu pojecia .R-funkcji
najczes$ciej zawiera bardzo matg liczbe stopni swobody (niewia-

domych) ;

e) mozliwo$é rozwigzywania zagadnieAn Iliniowych i nielinio-
wych ;

f) mozliwe sg réwniez nieliniowe warunki brzegowe (wielko-
Sci oraz hi we wzorach (V.26-27) moga by¢ funkcjami miejsca,

czasu lub temperatury);

g) MRF moze by¢é wuzupeitnieniem innych metod, np. metody
elementéw skonczonych (por.[16]) Ilub metody elementéw brzego-
wych (por.[34]).

2) Najbardziej istotng, zdaniem autora, wadg metody jest
konieczno$¢ "manualnego" wykonania licznych przeksztatcen ana-
litycznych w celu uzyskania rdéwnania brzegu Ilub jego czesci.
Moze to by¢ zréditem bledéw czasami trudnych do wykrycia. Jest
to chyba jedna z gtéwnych przyczyn hamujgcych szersze zastoso-
wanie MRF, chociaz pojawity sie prace posSwiecone komputerowemu
generowaniu réwnan i struktur rozwigzania (por.[15-17 i 35]).

3) W czeséci numerycznej metody moga by¢ stosowane dowolne
metody dyskretne.

4) Rozwigzania przyktadéw testujgcych, jak réwniez bardziej
rozbudowanych zadan zwigzanych z obliczeniami cieplnymi, poka-
zuja, e metoda jest efektywna i doktadna. Wszystkie prezen-
towane w pracy rozwigzania weryfikowano przez poréwnanie badz
z rozwigzaniami analitycznymi, badZz numerycznymi uzyskanymi za
pomocg wielokrotnie sprawdzonych w praktyce programéw wyko-
rzystujgcych MRS.
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5) W przypadku dyskretyzacji czasu (pochodna po czasie za-
stagpiona ilorazem réznicowym) krok czasowy miat bardzo maty
wptyw na doktadno$é rozwigzania. Badania prowadzone w tym za-
kresie miaty jedynie charakter "do$wiadczalny", ale pozwalaja
wnioskowaé¢, zg dobér siatki <czasu (w rozsagdnych granicach z
punktu widzenia praktyki obliczen numerycznych) ma znaczenie
drugorzedne dla doktadnos$ci rozwigzania.

6) Czas rozwigzania, w przypadku zadan stacjonarnych, jest
krétszy lub poréwnywalny =z <czasem rozwigzania metodg réznic
skonczonych. Zalezy od stopnia "ztozonoéci" ksztattu badanego
obiektu. Czas obliczeA zadan niestacjonarnych jest znacznie
dtuzszy niz w metodzie r6znic skonczonych. Spowodowane to jest
koniecznos$cig obliczania catek tworzgcych funkcjonat problemu
na kazdym kroku czasowym (w zadaniu stacjonarnym wykonywane
jest jednokrotne catkowanie).

7) Generalnym zatozeniem pracy byto przeprowadzenie badan w
zakresie wykorzystania MRF w zagadnieniach przeptywu ciepta.
Metoda wykorzystujgca i?-funkcje moze byé stosowana do roz-
wigzywania licznych probleméw mechaniki, np.zginania ptyt,
zadan kontaktowych itd. Istnieje mozliwo$§¢ analizy bardziej
ztozonych probleméw technicznych z zakresu termomechaniki po-
przez sprzezenie po6l naprezen termicznych z polem temperatury.
Ten kierunek badan bedzie w przysztos$ci przedmiotem zaintere-
sowania autora rozprawy.

8) Na zakonczenie nalezy podkresli¢, ze wiele zagadnien
matematycznych dotyczgcych tej metody nie jest dotychczas zba-
danych. Mozna wymieni¢ tu m.in. wptyw wyboru funkcji opisuja-
cej obszar n (por. rozdz.l-11l) i funkcji 3 (np. wzér (V.40))
na doktadno$¢ rozwigzania.
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MODELOWANIE KRZEPNIECIA

MODELLING OF SOLIDIFICATION
| STYGNIECIA METALI

AND COOLING OF METALS
ORAZ PROBLEMOW DYFUZII CIEPLA

AND HEAT DIFFUSION PROBLEMS
ZA POMOCA METODY R-FUNKCIJI
BY /"-FUNCTION METHOD

Streszczenie
Summary

W pracy zaprezentowano spos6b zastosowania metody
fl-funkcji (MRF) do numerycznego rozwigzywania zadan wy- In this monograph the way of i?-functions application
miany ciepta. Przedstawiono podstawy teoretyczne K-fun- in the range of heat conduction problems likewise for
kcji, a nastepnie nowe algorytmy rozwigzywania proble- numerical modelling of moving boundary problems is pre-
moéw liniowych i nieliniowych, a takze stacjonarnych i sented. The new algorithms of numerical solution of
niestacjonarnych. Wprowadzono czasoprzestrzenng wersje linear and non-linear, steady and non-steady problems
MRE. are discussed. The spatial-time version of RFM is also
Praca zawiera liczne przyktady testujace zapropono- introduced (comp, the chapter VII).
wane algorytmy i ich wykorzystanie do wyznaczania p6l The theoretical investigations are supplemented by
temperatury w konkretnych wurzadzeniach technicznych. numerous examples testing proposed algorithms and their
Swiadczg one o doktadno$ci i efektywnoéci numerycznej applications in engineering practice. The presented
oméwionej metody. examples confirm the exactness and numerical effec-

tiveness of proposed method.



MODELLIRUNG DER METALLERSTARRUNG
UND DER METALLKUHLUNG UND
DER PROBLEME DER WARMEDIFFUSION

MITTELS DER A-FUNKTION METHODE

Reslimee

In dieser Arbeit wurde die Anwendung der R-Funktion-

-Methode (MRF) in der numerischen Ldésung des Waé&rmeaus-
tauschens, in dem auch die Aufgaben mit beweglichen
Grenzen, vorgestellt wurden.
Es wurden die theoretischen Grundlagen der R-Funktion
und danach die neue Algorithmen der Problemldsungen der
linearischen und nichtlinearischen, wie auch die sta-
tiondren und wunstationdren Problemen vorgestellt. Es
wurde auch die Raumzeitliche Version der MRF-Methode
eingefiuhrt.

Die Arbeit enthdlt zahlreiche Uberpriufende Beispie-
le, welche die vorgeschlagene Algorithmen und ihre Aus-
mutzung in der Temperaturfeldbestimmung in den Aufgaben
der Ingenieurpraxis dienen. Die vorgestellten Ergéb-
nisse bestédtigen die Genauigkeit und Effektivitdt der
besprochenen numerischen Methode.






