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OZNACZENIA

W azniejsze oznaczenia stosowane w rozdziale 1i 2

a'n(j/niPn) ' Praw® sterowania i-tego lokalnego decydenta wyznaczone metodg optymali-
zacji parametrycznej

ah(y'n, A,) - prawo sterowania i—tego lokalnego decydenta wyznaczone metoda cen
“={<(*), n=0,1,2, i=

Bn(mn) - prawo sterowania koordynatora wyznaczone metoda optymalizacji parametrycz-
nej

b=m-), n=0,1,2,.., AT >=12 Af}
bn(rnn) - prawo sterowania koordynatora wyznaczone metodg cen

BkW(mn) - prawo sterowania koordynatora wyznaczone metoda optymalizacji parame-
trycznej w uktadzie OLF

bk\n{m n) - prawo sterowania koordynatora wyznaczone metodg cen w uktadzie OLF
Au,, - pojemnos¢ rezerwowa
dn - doptyw zasobow do magazynu
dk\n = E\mndk
en= £lm,, E"i a'n(y'n,K) - zmienna zagregowana
e*|n = Pkin ' zmienna zagregowana w uktadzie OLF
ekin = {et|"> k=n,n+1,....,.n + N'}
E(.) - warto$¢ srednia wyrazenia (.)
£|v(.) - warto$¢ Srednia warunkowa wyrazenia (.) przy zadanym y
hn - wielko$¢ zasobow w magazynie
Kin = E\mnhk

I(a,b) - wtérny wskaznik jakosci
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K) - lokalny wskaznik jakosci

- mnozniki Lagrange’a

m'n - zagregowana informacja przekazywana z podsystemu do koordynatora

m** - dodatkowa informacja dostepna koordynatorowi
m,, = [m;, m**]

M - liczba podsystemow

N - horyzont sterowania

N' - przesuwny horyzont

pn - zmienna koordynujaca (wytyczna koordynatora)
pk,n - zmienna koordynujgca w uktadzie OLF

N = E(@Z'n-2'n)2

un - sterowanie i—tego lokalnego decydenta

yn - wielko$¢ wyjsciowa (pomiarowa) w i—tym podsystemie

Zn - zapotrzebowanie i—tego odbiorcy

£n = EW\Zn
~ E\mnZn = E\m*nZn
z —\»» # 1

=i

W azniejsze oznaczenia stosowane w rozdziale 3
ah{y'n, Pk.) - prawo sterowania i—tego lokalnego decydenta
' prawo sterowania koordynatora

Au*;. - pojemnos$¢ rezerwowa

- zmienna zagregowana w metodzie cen
E(.) - warto$¢ $rednia wyrazenia (.)
E\y(.) - warto$¢ $rednia warunkowa wyrazenia (.) przy zadanym y
I(a,b) - wtérny wskaznik jakosci
I'k - lokalny wskaznik jakosci zapisany dla horyzontu czasowego [kL, (k + 1)L —1]
k. - indeks czasu obowigzujacy na poziomie wyzszym

L - stosunek czestotliwosci podejmowania decyzji przez lokalnych decydentéw i koordy-

natora

A, - mnoznik Lagrange’a

m*. - informacja dostepna w chwili k. na poziomie wyzszym
M - liczba podsysteméw

p\ - zmienna koordynujaca (wytyczna koordynatora)

p\ |n - zmienna koordynujgca w uktadzie OLF

un - sterowanie i—tego lokalnego decydenta

Zn - zapotrzebowanie i—tego odbiorcy
*» = EWW'A
K =

=i <p(n+hL-I -i
2;1. :L‘I)énL) zII

W azniejsze oznaczenia stosowane w rozdziale 4

an(y}»)Pn) ' prawo sterowania i—tego lokalnego decydenta

an(y'n,sn) - prawo sterowania i—tego lokalnego decydenta przy zréznicowanej czestotli-
wosci podejmowania decyzji

MT 1T
k “a(.

| nMT 1T
akL,(k+l)L-1 = \ak k+\)L-1 -a (,K+1)L-1i
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6J,(mn) - prawo sterowania koordynatora

mfi+lin — «M'("A+1In®n+1|n)
tyc.(mk.!ek.) ' prawo sterowania koordynatora przy zr6znicowanej czestotliwo$ci podejmo- n = EI(<- A)(*&- 4)T]
wania decyzji

k = - )T

Az.(ylcL>P*.)) ' prawo sterowania i—tego lokalnego decydenta przy zréznicowanej czesto- " Kibceni .
tliwosci podejmowania decyzji rh - zakiocenie pomiarowe

o %p(k+I)L-1 i
“n

en - zaktocenie pomiaru m'n skL — L n=kL

. un - sterowanie i—tego lokalnego decydenta
en|n, ek\k. - zmienne zagregowane

< - zaktécenie stanu

$k\n = £/mn a'k(y'kiP'k)
WI = E(w'nw'])
ek = [el\k. efk+i)\k  efjv-i).[iJT
E'n = E(ei<T) ijj - stan
X,, = X?..x»nT

I(a, b) - wtérny wskaznik jakosci

k. - indeks czasu obowigzujacy na poziomie wyzszym przy zréznicowanej czestotliwosci v =

podejmowania decyzji SA+in = €m{lin+1

MN = b nyn Xxn = E*mnxn

mn= [rnE mf..mf]T K =x'n~K

mn= [miT mf..mJIT]T 514ln = 1A+l — ®n+iin

mk.= K T Voot yn - wielko$¢ wyjsciowa (pomiarowa) w i—tym podsystemie
AM+lin = Elranm A+l Yn = [yjr

M - liczba podsysteméw 4 = E\yA

N - horyzont sterowania 4 = E<

pn,pk - zmienne koordynujace Zh = e
=\p\T pf-prf
W azniejsze oznaczenia stosowane w rozdziale 5
Pn\n-1 = E [(Xn - in|n-1)(< - X ,In-)T]
a,i(yi,pi) - prawo sterowania lokalnego decydenta
PAi=E[{xi- £,)(< - Xn)r]
bi(m) - prawo sterowania koordynatora
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Au, = u, - pi

e,, €j, - btedy pomiarowe

m,i,m'n - zagregowana informacja przekazywana z i—tego podsystemu do koordynatora

m = [mf
< = Dnyn
mhA= K, T miT..mf]r
mn=[mIr mf..m“TjT
pi,p'n - zmienne koordynujace
P=\Pi P2 --Pm]T
= biT pIT -rfT\T
rh - btagd pomiarowy
Ui,u'n - sterowanie lokalnego decydenta
u= [uf
= KT u’mmmmu™7}1
w" - zaktécenie wyjscia w podsystemie statycznym
wn - zaktdcenie stanu
wn - Wl ow” L wWETNT
w'=[w? w?...wfi]T
= Elyiwmi
wi = E\mWi
W* = w*—ui*
W= Wi+ 2Nt am+ zmyt

w{=A,w"

w" = E lyiw*
w’ = Elmw’

ii - £|Wy,

Vi ~ Eijuj

< = Ej* A'Jxh

Vi = E\mVi

vn = E\mnvn

X, - wyjscie w podsystemie statycznym
Xn - stan w podsystemie dynamicznym
= [*?

* = [XA

Amnll

ii. = Ewl<

i» = *» -
X'n+ln = wNyjl X +1

*Ulin = MMmnl n+l

xA+ln+ = E\Wlxn, < + |

ytty'n - wielkosci wyjsciowe (pomiarowe) w i—tym podsystemie
n = MT

2= Ej# AijWj

Zi = E\mZi



WPROWADZENIE

Problemy sterowania duzymi systemami w warunkach niepewnosci stanowig istotng i
stale aktualng dziedzine badan. Ztozono$¢ opracowywanych w czasie syntezy algorytmoéow
sterowania zalezy od przyjetej struktury uktadu sterowania i struktury informacyjnej.
Znane sa wiasnosci tzw. Kklasycznej struktury informacyjnej (classical information pal-
tem), w ktdrej zaktada sie, ze decydenci dysponujg w danej chwili identyczng informacja,
ktéra moze by¢ przez nich wykorzystana réwniez w chwilach nastepnych. Wiadomo np.,
ze dla takiej struktury i dla problemu LQG optymalne prawa sterowania sg liniowymi
funkcjami oceny stanu wyznaczanej z réwnan filtru Kalmana. Wydaje sie jednak, ze w
wielkich systemach, by¢ moze sktadajacych sie z rozproszonych podsysteméw, wystepowa-
nie jednego centralnego decydenta lub decydentéw dysponujacych jednakowg informacja
o calym systemie moze prowadzi¢ do trudnosci w realizacji opracowanych algorytmoéw
sterowania, wynikajgcych z koniecznosci przesytania i przetwarzania zbyt duzej ilosci in-
formacji. Badane sg wiec wihasnosci struktur sterowania, w ktérych decydenci dysponujg
zréznicowang informacja. Sg to tzw. nieklasyczne struktury informacyjne (non-classical
information pattern) [12, 13, 46, 47, 67, 75]. Dokonujac syntezy algorytmu sterowania
optymalnego w takiej strukturze mozna jednak napotkaé na istotne trudnosci w okresle-
niu prawa sterowania [75].

Istniejg szczegdlne przypadki nieklasycznej struktury informacyjnej, w ktorej prawa
sterowania sg tatwo wyznaczalne jako liniowe funkcje ocen stanu. Nalezy do nich tzw.
czeSciowo zawierajaca sie struktura informacyjna (partially nested information structure)
[14, 48], w ktorej przyjmuje sig, ze j —ty decydent zna w chwili | biezacy pomiar yj oraz
to, co znat i jakie decyzje podjgt wczesniej. Ponadto zna on takze wektor informacji
yk dostepnej dla tych decydentdw, przez ktérych wyznaczone sterowanie oddziatuje na
pomiar yj. Tak wiec dopuszczalne prawo sterowania j — tego decydenta w chwili | jest
funkcjg uj = aftyj.uj.j.yk), gdzie yf = {y0,yi, za$ = {uo,uf[,.., uf-i}-

W [51] autorzy rozwazajg problem LQG (problem liniowo-kwadratowy z gaussowskimi
zaktoceniami), zaktadajac, ze prawo sterowania i—tego decydenta w chwili n nalezy do
klasy funkcji dopuszczalnych o postaci un = <(y£_i>yn-i> me7A ya>yn+\>-.yjli).
gdzie yj, jest wektorem informacji dostepnej dla i—tego decydenta w chwili k, za§ M jest
liczbg decydentow.
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W cytowanych i wielu innych pozycjach literatury autorzy nie wprowadzajg dodatko-
wych ograniczen na zmienne stanu czy zmienne sterujgce. Widac wiec, ze synteza algoryt-
mow realizowanych w ztozonych systemach,sktadajacych sie z wielu podsystemow,prowa-
dzi, przy zatozeniu omawianych struktur informacyjnych, do mato racjonalnych strategii
sterowania.

Drugim waznym problemem spotykanym przy realizacji sterowania ztozonymi syste-
mami, zaréwno deterministycznymi jak i w warunkach niepewnosci, jest ztozono$¢ obliczehn
numerycznych. Naktad obliczeniowy moze by¢ zmniejszony poprzez, o ile jest to mozliwe,
dekompozycje obliczeA. Zagadnienia te sg dyskutowane miedzy innymi w [25, 26, 52, 63].
W celu pokonania ztozonosci obliczeniowej oraz trudnosci zwigzanych z przesytaniem i
przetwarzaniem informacji nalezy siegna¢ do zdecentralizowanych, hierarchicznych struk-
tur sterowania.

Sterowanie zdecentralizowane polega na istnieniu réwnorzednych decydentéw dysponu-
jacych informacja dotyczaca sterowanego podsystemu i podejmujacych decyzje niezalez-
nie od siebie. Inng mozliwoscig jest realizacja sterowania w strukturze wielopoziomowej
(hierarchicznej), w ktorej oprocz lokalnych decydentéw na poziomie nizszym wystepuje
decydent centralny (koordynator) na poziomie wyzszym. Istotng sprawg jest tutaj fakt, ze
centralny decydent dysponuje bardziej zagregowang informacja o systemie, nie ma bezpo-
$redniego dostepu do sterowanych podsysteméw, a jego zadaniem jest koordynacja pracy
lokalnych decydentéw. Istnienie takiej struktury jest szczeg6lnie uzasadnione wtedy, gdy
podsystemy daza do minimalizacji strat lokalnych. Wéwczas zadaniem koordynatora jest
zmniejszenie ”stopnia” konfliktu i dbato$¢ o dobrg prace catego systemu.

Istnienie podsystemow moze by¢ z gory narzucone, np. w systemie rozdziatu zasobow
z rozproszonymi odbiorcami, pobierajgcymi zasoby ze wspélnego magazynu. Podsystemy
te moga by¢ niezalezne, a mimo to nie moga dziata¢ niezaleznie ze wzgledu na wspo6lnos¢
zasobow. W sytuacji ograniczonych zasobow pierwsza decyzja naleze¢ bedzie do koordy-
natora dbajacego o nieprzekroczenie ograniczenia na ilos¢ zasobéw w magazynie. Prze-
kaze on wytyczne lokalnym jednostkom decyzyjnym, ktére wykorzystujac swojg bardziej

szczegOtowq informacje okreslg ostateczny przydziat zasobow swoim podsystemom. Jezeli
podsystemy sg powigzane miedzy soba, to istnienie jednostki nadrzednej, neutralizujgcej
konflikt miedzy nimi, wydaje sie jeszcze bardziej naturalne.

W literaturze mozna spotkac wiele prac, w ktérych omawiane sg metody dekompozycji i
koordynacji [25, 26, 27, 28, 54, 60, 63, 10, 56, 57, 72, 73]. W wiekszosci przypadkéw sg one
wprowadzone z czysto obliczeniowego punktu widzenia (zmniejszenia pracochtonnosci ob-
liczen). Do klasycznych metod mozna zaliczyé metode optymalizacji parametrycznej oraz
metode cen [25, 26]. Pierwsza polega na tym, ze na jednym poziomie ekstremalizowany
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jest wskaznik wzgledem zmiennych lokalnych przy zadanych zmiennych koordynacyjnych,
natomiast na drugim poziomie poszukiwane sg optymalne warto$ci zmiennych koordyna-
cyjnych. W drugiej metodzie wprowadza sie mnozniki Lagrange’a (ceny), ktore petnig role
zmiennych koordynacyjnych. Wiele zadan mozna rozwigzywa¢ dowolng z tych metod, ale
doswiadczenia numeryczne pokazujg, ze najczesciej trzeba stosowaé procedury mieszane.

Problemy sterowania dwupoziomowego (wielopoziomowego) wielkimi systemami w wa-
runkach niepewnosci zajmujg znacznie mniej miejsca w literaturze.

Interesujace podejscie przedstawione jest w [13], gdzie autorzy rozpatrujg problem stero-
wania dwupoziomowego dla przypadku LQG, w ktérym koordynator otrzymuje informacje
od lokalnych decydentow periodycznie i przesyta im w zamian warto$ci zmiennych koor-
dynujacych. Zmienne te sg dokonywanymi przez koordynatora, na podstawie informacji
dostepnej na poziomie wyzszym, ocenami istniejgcej interakcji pomiedzy podsystemami.

Problemy sterowania statystycznie optymalnego realizowanego w strukturze dwupozio-
mowej rozwazane sg réwniez w pracach [7, 8, 9]. Stosowane tam modele maja postac cig-
gtych w czasie réwnan stanu, a wystepujaca w nich losowos¢ wynika z gwattownych zmian
parametrow wywotanych np. awariami lub skokowymi zmianami punktéw pracy zacho-
dzacych w losowych chwilach i modelowanych tancuchami Markowa. Celem sterowania
jest zapewnienie odpornej stochastycznej stabilnosci i gwarantowanego kosztu pomimo
istniejagcych ograniczen informacyjnych.

Idea sterowania dwupoziomowego (wielopoziomowego) moze mie¢ zastosowanie rowniez
w problemach rozdziatu zasob6w w wielkich systemach. Rozwazania na ten temat mozna
znalez¢ np. w [63, 50, 49, 65].

Oryginalna metoda koordynacji stosowana przy rozwigzywaniu problemow rozdziatu
zasobow w wielkich systemach z niepewno$cig zostata zaproponowana przez Gessinga
[33, 34, 35]. Rozpatrywane systemy sktadajg sie z rozproszonych podsystemoéw (odbior-
cow zasobdw), w ktorych jednostki decyzyjne dysponujg zréznicowang informacja. Stero-
wanie realizowane jest w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej z koordynatorem na
poziomie wyzszym i lokalnymi decydentami na poziomie nizszym. Zaktada sie tam, ze
koordynator dysponuje zagregowang informacjg otrzymang od lokalnych decydentéw, na
podstawie ktérej wyznacza i przesyta na poziom nizszy wytyczne (warto$ci zmiennych
koordynujacych). Lokalni decydenci podejmuja ostateczne decyzje o przydziale zasobow
swoim podsystemom na podstawie bardziej szczeg6towej informacji, dotyczacej tych pod-
systemoOw, oraz wytycznych otrzymanych od koordynatora.

Do koordynacji autor wprowadza tzw. ograniczenie elastyczne, ktdre umozliwia decen-
tralizacje sterowania i dekompozycje obliczen, co jak wspomniano wczesniej, jest niezwykle
istotne przy sterowaniu wielkimi systemami.
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Za zmienne koordynujace uwaza sie oceny ($rednie warunkowe) sterowan lokalnych wy-
znaczane przez koordynatora na podstawie informacji dostepnej na poziomie wyzszym.
Poza tym ograniczenie elastyczne, zwane tez rownaniem koordynacji, daje lokalnym de-
cydentom pewng swobode w podejmowaniu decyzji, dzieki czemu moga oni lepiej wy-
korzysta¢ do sterowania swojg bardziej szczegdtowa informacje. Rozwazane sg problemy
rozdziatu zasob6éw zaréwno dla statycznych [33, 35], jak i dynamicznych [34] modeli od-
biorcow oraz kwadratowego wskaznika jakosci jako miary strat w systemie.

Niniejsza praca zawiera wyniki dalszych badan dotyczacych gtéwnie syntezy i ana-
lizy algorytmow rozdziatu ograniczonych zasobéw w warunkach losowych, prowadzonych
samodzielnie i we wspdtpracy z Gessingiem. Istotng role odgrywa w nich ograniczenie
elastyczne oraz jego modyfikacje. Przy formutowaniu wiekszosci problemoéw rozpatrywane
sg systemy sktadajgce sie z nie oddziatujgcych na siebie odbiorcow zasobéw (podsyste-
moéw) oraz magazynu, z ktérego zasoby te sg pobierane. Zaktada sie w nich, ze sterowanie
realizowane jest w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej z koordynatorem na pozio-
mie wyzszym i lokalnymi decydentami na poziomie nizszym, dysponujacymi zréznicowang
informacja pomiarowa.

Celem syntezy jest konstrukcja praw sterowania (jako funkcji dostepnej informacji), dla
ktorych wskaznik jakosci przyjmuje minimalng wartosc.

Ograniczenie elastyczne, jako rownanie koordynacji, wprowadza sie réwniez w ostatnim
rozdziale pracy, luzno zwigzanym z zadaniem rozdziatu zasobéw. Wyniki tam uzyskane
moga by¢é wykorzystane przy problemach sterowania optymalnego w duzych systemach w

warunkach losowych, w ktérych istnieje koniecznos¢ dekompozycji obliczen i decentrali-
zacji sterowania.

Uktad pracy jest nastepujacy:

Cztery pierwsze rozdziaty zawierajg rozwazania dotyczace syntezy i analizy algorytmoéw
rozdziatu zasobéw. W rozwazaniach tych rozpatrywane sg systemy sktadajgce sie z nie-
powigzanych podsystemoéw (odbiorcow), ktdre pobierajg zasoby ze wsp6lnego magazynu.
Oczywiscie, zaproponowana idea sterowania moze by¢ wykorzystana réwniez w innych
zagadnieniach.

W rozdziale pigtym przedstawiono synteze algorytmow sterowania dla powigzanych
podsystemow.

W szczegolnosci rozdziat pierwszy zawiera synteze i analize dwu algorytméw sterowa-
nia rozdziatem zasobéw przy ograniczeniu elastycznym na sterowanie i zmodyfikowanym
ograniczeniu na ilo$¢ zasob6w w magazynie. Synteza pierwszego algorytmu oparta jest na

metodzie optymalizacji parametrycznej, natomiast drugiego na zmodyfikowanej metodzie
cen.
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W rozdziale drugim opracowane sg algorytmy rozdziatu zasobu uwzgledniajgce dodat-
kowe ograniczenia, takie jak: ograniczenie na wariancje sterowania, na znak sterowania
czy tez na prawdopodobieistwo realizacji nieujemnego sterowania.

W rozdziale trzecim dokonana jest synteza algorytmu sterowania realizowanego w struk-
turze dwupoziomowej, w ktdrej koordynator okresla i przesyta wytyczne na poziom nizszy
z mniejszg czestotliwos$cig w stosunku do czestotliwosci, z jakg sg wyznaczane sterowa-
nia przez lokalnych decydentéow. Taka strategia umozliwia wiec dalsze zmniejszenie ilosci
informacji przekazywanej na poziom nizszy.

W trzech pierwszych rozdziatach rozpatrywane sg systemy sktadajace sie z podsystemow
statycznych. Rozdziat czwarty zawiera algorytm sterowania dla podsysteméw dynamicz-
nych, opracowany w pracy [39]. Realizacja tego algorytmu wymaga znajomosci ocen stanu
wyznaczanych na biezaco przez koordynatora i lokalnych decydentéw. W rozdziale czwar-
tym podane jest rozwigzanie tego problemu prowadzace do niekonwencjonalnych réwnan
filtracji stanu.

W powyzszych rozwazaniach przyjmuje sie, ze decyzje podejmowane sg z tg samg cze-
stotliwos$cig na obu poziomach. W celu zmniejszenia ilosci informacji przekazywanej po-
miedzy poziomami zostat opracowany algorytm przedstawiony w drugiej czesci rozdziatu
czwartego.

W czterech pierwszych rozdziatach zaktada sie, ze jedynym elementem faczacym pod-
systemy sg wspOlnie dzielone zasoby.

W rozdziale pigtym rozpatrywany jest duzy system, sktadajacy sie z powigzanych, roz-
proszonych podsysteméw, w ktdrym decydenci dysponuja zréznicowang informacjg po-
miarowg. Ze wzgledu na przyjeta strukture informacyjng zaktada sig, ze sterowanie re-
alizowane jest w strukturze dwupoziomowej. Jako réwnanie koordynacji wprowadza sie
ograniczenie elastyczne, umozliwiajgce dekompozycje obliczen i decentralizacje sterowa-
nia. Prezentowane jest podejscie, w ktérym w dwoisty sposéb traktowane jest sterowanie
lokalnego decydenta. Z punktu widzenia dostepnej informacji wielko$¢ ta jest zmienng
decyzyjng dla wyznaczajagcego je lokalnego decydenta, natomiast jest ona zmienng lo-
sowg dla pozostatych decydentéw. Ma to swoje odzwierciedlenie w trakcie syntezy uktadu
sterowania.

W zakoriczeniu krétko podsumowano wyniki wczes$niejszych rozwazan wskazujac na

wazniejsze whasnosci opracowanych algorytméw sterowania.



ROZDZIAL 1

ALGORYTMY ROZDZIALU ZASOBOW PRZY
OGRANICZENIU ELASTYCZNYM NA STEROWANIE

W niniejszym rozdziale rozwazany jest przypadek rozdziatlu zasobéw dla statycznych
odbiorcow, realizowany w strukturze dwupoziomowej przy zroznicowanej informacji de-
cydentow obu pozioméw. Istotng role odgrywa tutaj lokalne ograniczenie elastyczne na
sterowanie.

W punktach pierwszym i drugim opisane sg problem, oraz struktura uktadu sterowa-
nia i dostepnej informacji. Punkt trzeci zawiera sformutowanie zadania, jego rozwigzanie
metodg optymalizacji parametrycznej, oraz rozwazania dla kwadratowego wskaznika ja-
kosci wraz z przyktadami ilustrujgcymi pewne wiasnosci opracowanego algorytmu. W
punkcie czwartym przedstawiona jest synteza algorytmu rozdziatu zasobéw oparta na
metodzie cen. W algorytmie tym lokalne ograniczenie elastyczne zostato zastgpione glo-
balnym ograniczeniem elastycznym na sterowanie. Wreszcie punkt pigty zawiera krotkie
podsumowanie uzyskanych wynikéw.

1.1. Opis problemu rozdziatu zasobéw

Rozwazmy system ztozony z M statycznych, nie powiazanych odbiorcow o losowych
zapotrzebowaniach zn, pobierajgcych w dyskretnym przedziale czasu (n, n + 1) zasoby un,
i=1,2,..., M, zmagazynu zasilanego doptywem dn, jak to zostato pokazane na rys. 1.

Na wielko$¢ zasob6w w magazynie narzucone sg ograniczenia nierébwnosciowe w postaci:

kmin "dn ) ' ~hmax, fi=0,1,.. (1-1)
i=l

gdzie hn oznacza wielko$¢ zasobdw w magazynie w chwili n, /imm, hmax odpowiednio mini-
malne i maksymalne napetnienie magazynu, za$ dn jest doptywem zasob6éw do magazynu
w okresie (n, n-f1). W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktada¢, ze ograniczenie gérne
(< hmax) jest nieaktywne, co oznacza, ze magazyn jest w stanie pomiesci¢ aktualne za-
soby wystepujace w systemie. Tym niemniej opracowane w dalszej czesci pracy algorytmy
rozdziatu zasobdw moga by¢ po niewielkiej modyfikcji wykorzystane réwniez przy tym
ograniczeniu.
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Rys.l. Struktura systemu
Fig.l. System structure

Zmienne wystepujace w (1.1) mogg by¢ wektorami, gdy dzielone zasoby maja kilka
sktadnikdw reprezentowanych przez sktadowe tych wektorow.
Przyjmijmy, ze model pomiaru wielko$ci yn w i—tym podsystemie ma postac:

yn = finK ,vA), (1-2)

gdzie wn jest btedem pomiarowym, za$ ¢gn jest dang funkcja wektorowa.

Zasadniczo, rozwazania bedg dotyczy¢ przypadku, gdy w pewnych okresach zapotrze-
bowania odbiorcéw nie mogg by¢ w petni pokrywane (wystepuje deficyt).

Niech wskaznik jakosci wyrazajacy straty w catym systemie wynikajace z deficytu za-
sobéw, ma postac:

N M
* < 1
EX(<9), (i3)
gdzie In sg danymi skalarnymi funkcjami zmiennych un i zZn, za§ N oznacza horyzont
sterowania.
Zadaniem jest takrozdziela¢ zasoby pomiedzy odbiorcédw, aby wskaznik jakosci (1.3)
przyjmowat minimalng wartos$¢ przy ograniczeniu (1.1).
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Rozwigzanie zadania polegajagce na wyznaczeniu sterowan uh, i= 1,2, .. A/,
n=0,1,.... N, dla ktérych wskaznik jakosci (1.3) przy ograniczeniu (1.1) przyjmuje mini-
malng wartos$¢, jest w przypadku niepetnej informacji niemozliwe. Stad nalezy sformuto-
wac problem wtérny, ktérego rozwigzanie zaleze¢ bedzie zaréwno od dostepnej informacii,
jak i od zaproponowanej struktury uktadu sterowania.

1.2. Struktura uktadu sterowania i dostepna informacja

Mozliwos$¢ rozwiazania sformutowanego wyzej zadania i ztozono$¢ algorytmu sterowania
zalezg od dostepnej informacji oraz od przyjetej struktury uktadu sterowania. W rozpa-
trywanym problemie zaktadamy, ze decyzje o rozdziale zasobéw podejmowane sg w struk-
turze dwupoziomowej z lokalnymi decydentami na poziomie nizszym i koordynatorem na
poziomie wyzszym, jak to zostato pokazane na rys. 2.

Rys.2. Struktura uktadu sterowania
Fig.2. Control structure
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Zaktadamy, ze w kazdym punkcie decyzyjnym informacja sktada sie z dwoch sktadnikdw.
Pierwszy wynika z doSwiadczen z przesztosci i jest dany w postaci odpowiednich rozktadéw
prawdopodobieristwa, drugi wynika natomiast z pomiaréw wykonywanych w systemie.

Przyjmujemy wiec, ze i—ty lokalny decydent dysponuje w chwili n informacja pomia-
rowg yh, okreslong przez (1.2).

Na poziom wyzszy przekazywany jest w chwili n z kazdego podsystemu wektor przetwo-
rzonej informacji m'n = dn(y'n) o mniejszym wymiarze w stosunku do wektora yh. Zatem
koordynator dysponuje w chwili n informacjg m* = [mj,, m8, ..., m*] otrzymang od lo-
kalnych decydentéw oraz informacjg o wielkosci zasob6w w magazynie i o doptywie do
magazynu oznaczong przez m'*.

Na podstawie dostepnej informacji m,, = [m‘,m"] koordynator wyznacza wytyczne
pn, i=1,2,...,M dla lokalnych decydentéw.

Ostateczne decyzje uh, i = 1,2,...,M o przydziale zasobdw poszczegdlnym podsys-
temom sg podejmowane przez lokalnych decydentéw na podstawie dostepnej dla nich
bardziej szczegétowej informacji yh, i = 1,2,..., M oraz wytycznych ph otrzymywanych
od koordynatora.

Ponizej zostang przedstawione dwa algorytmy sterowania realizowane w przedstawionej
strukturze uktadu sterowania i strukturze informacyjne;j.

W pierwszym algorytmie wykorzystuje sie lokalne ograniczenie elastyczne [33], ktére
daje pewng swobode lokalnym decydentom w podejmowaniu decyzji oraz umozliwia, (przy
pewnych zatozeniach) czeSciowa decentralizacje sterowania i dekompozycje obliczen, co
jest szczego6lnie istotne przy duzej wymiarowosci problemu.

W drugim algorytmie wprowadzone jest tzw. globalne ograniczenie elastyczne, dzieki
ktoremu przy realizacji sterowania koordynator przesyta w chwili n na poziom nizszy
wytyczng An jednakowg dla wszystkich podsysteméw.

1.3. Algorytm sterowania dwupoziomowego oparty na metodzie
optymalizacji parametrycznej

Z przyjetej struktury uktadu sterowania i struktury informacyjnej wynika, ze decyzje
un, i=1,2,..M podejmowane przez lokalnych decydentéw sa dla koordynatora zmien-
nymi losowymi. Ich rozktad moze by¢ okreSlony po wcze$niejszym wyznaczeniu prawa
sterowania lokalnego decydenta podczas syntezy algorytmu sterowania.

Niech wytyczna koordynatora pn oznacza wstepny przydziat zasobow i—temu podsys-
temowi w chwili n i stanowi ocene wielko$ci uh wyznaczong przy wykorzystaniu informacji
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wyzszego poziomu. Najczesciej uzywang oceng jest warunkowa wartos¢ oczekiwana, stad

przyjmuje sie, ze [33]:
Pi, = £lm,.K)u.=a.(.), *= 1,2,..., Af, (1.4)

gdzie E\mn oznacza operacje warunkowego u$redniania przy zadanym mn, zas$ an(.) jest
dopuszczalnym prawem sterowania okreslonym w czasie syntezy algorytmu sterowania.
Ograniczenie (1.4), zwane lokalnym ograniczeniem elastycznym, pozostawia pewng swo-
bode w wyborze decyzji u'n lokalnym decydentom, dzieki czemu moga oni lepiej wykorzy-
sta¢ swojg bardziej szczeg6towg informacje. W dalszych rozwazaniach zostanie pokazane,
ze ograniczenie to umozliwia, przy pewnych zatozeniach, czesciowg decentralizacje stero-
wania oraz dekompozycje obliczen. Jest to szczegdlnie istotne przy duzej wymiarowosci

problemu.

1.3.1. Sformutowanie problemu rozdziatu zasobow

W trakcie syntezy uktadu sterowania nalezy okres$li¢ klase dopuszczalnych praw ste-
rowania oraz wyznaczy¢ posta¢ optymalnych praw sterowania (koordynatora i lokalnych
decydentéw), dla ktorych wskaznik jakosci przyjmuje minimalng warto$¢ przy istniejacych
ograniczeniach.

Przez dopuszczalne prawa sterowania bedziemy rozumie¢ funkcje okreslonych argumen-
téw, dla ktérych minimalizowany wskaznik jakosci przyjmuje skoficzong warto$c.

Niech Y~M n,P\,U'n oznaczaja zbiory wektoréw odpowiednio yn,m n,p'n oraz un.

Za dopuszczalne prawa sterowania t—tego lokalnego decydenta przyjmujemy zbio6r funk-
cji uh = an(y'n,p'n), z ktérych kazda odwzorowuje zbiér Yif x Pn na zbi6r Un.

Za dopuszczalne prawa sterowania koordynatora przyjmujemy natomiast zbior funkcji
Pn = W mn), z ktérych kazda odwzorowuje odpowiednio zbiér Mn na zbiér Pn.

Zaktadamy, ze powyzsze funkcje spetniajg nastepujgce ograniczenie:

= £i*,<(!/i,pi.) (i-5)

Wytyczna koordynatora pn, zwana bedzie dalej zmienng koordynujaca.
W dalszych rozwazaniach bedziemy rozpatrywac problem, w ktérym:

Z 1. Rozktady prawdopodobienstwa zmiennych losowych Zn,w'n wystepujace w (1.2) sa

znane;

Z2. Zmienne losowe Y,, 7Zn sg niezalezne od m” , oraz dlai/ j.
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Dla przyjetej struktury uktadu sterowania i struktury informacyjnej wskaznik jakosci

(1.3) nie moze by¢ minimalizowany. Wprowadzamy zatem wtérny wskaznik jakosci w

postaci:
N M
I(a,i)= £ E E . Ckto.fL), <k=*(.). (i-6)
71=0t=1
gdzie E jest symbolem warto$ci oczekiwanej, zasa = {aj,, n=0,1,...,N, i=1,2,..., M},
b=4{& n=0,1,.,N, i=1,2,..., M} sg zbiorami funkcji dopuszczalnych, dla ktérych

wskaznik (1.6) przyjmuje skoriczong wartos¢.

Odnosnie funkcji 13,(Umz'n) oraz sterowania u'n zatozymy, ze:

Z3. Funkcja In(u'n,z'n) jest rézniczkowalna w sposob ciagty wzgledem un dla dowolnego

4;
Z4. Wartosci sterowan u}, najezg do przestrzeni euklidesowej o odpowiednim wymiarze;
Z5. Sterowanie un nie wptywa na wartosci zmiennych y8 oraz zB dla i » j.

Brak gérnego ograniczenia na decyzje itj, oznacza, ze fizycznie mozliwe jest dostarczenie
odbiorcom wielkosci zasob6w wynikajacej z decyzji decydentéw.

W czasie realizacji sterowania moga wystapi¢ ujemne wartosci zmiennych un. Ich liczba
zaleze¢ bedzie od rozktadéw prawdopodobienstwa zmiennych losowych wystepujacych w
problemie oraz od wielkosci deficytu zasobéw. Analiza wynikéw badan symulacyjnych
moze prowadzi¢ do przyjecia lub odrzucenia algorytmu, w ktérym nie uwzgledniono ogra-
niczenia na znak sterowania.

Poniewaz zmienna u'n = an(y'n,pn) jest dla koordynatora zmienng losowa o0 nieznanej
wartosci w chwili n, wiec ograniczenie (1.1) nie moze by¢ przez niego brane pod uwage.
W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze koordynator uwzglednia przy wyznaczaniu wy-
tycznych ograniczenie na wielko$¢ zasobéw w magazynie w zmodyfikowanej postaci:

M
hmin + Aun <hn+dn-"2p'n, pn>0, 1.7)
t=i
gdzie Aun jest tzw. pojemno$cia rezerwowg w magazynie, za$ hn i dn sg ocenami wielkos-
ci zasobéw w magazynie oraz doptywu, dokonanymi przez koordynatora w chwili n na
podstawie dostepnej informacji mn.

Wymaganie nieujemnosci pn jest réwnoznaczne z wymaganiem nieujemnosci $redniej

warunkowej sterowania, wyznaczonej przez koordynatora.
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W czasie pracy systemu wielko$¢ zasobéw w magazynie powinna by¢ wieksza od P>
poniewaz dla poszczeg6lnych realizacji moze sie zdarzy¢, ze Ylii\uh > E"iPA- Zatem
pewien zapas zasobow Aun wystepujacy w (1.7) jest niezbedny do zaspokojenia zwigkszo-
nych zapotrzebowan odbiorcéw. Istnienie zapasu zasobéw, wynikajacego z wystepujacych
w systemie zaktdcen, jest znane w praktyce.

Dla opisanego systemu, zatozonej struktury uktadu sterowania i dostepnej informa-
cji wséréd dopuszczalnych praw sterowania nalezy znalezé u'® = a'(y'n,ph) oraz p* =
b°(mn), i = 1,2,...M, n = 0,1,..,jV, dla ktérych wtérny wskaznik jakosci (1.6)
przyjmuje minimalng warto$¢ przy ograniczeniach (1.5), (1.7).

Zauwazmy, ze rozwigzanie sformutowanego problemu moze by¢ stosowane w przypadku,
gdy w systemie mozliwe jest generowanie dostatecznie licznego zbioru realizacji zmiennych
losowych, a zatem i decyzji sterujacych, dla ktérego uzasadnione jest stosowanie miary

jakosci w postaci wartosci oczekiwanej.

1.3.2. Sformutowanie i rozwigzanie problemu optymalizacji lokalnej

Ponizej zostanie sformutowane zadanie optymalizacji lokalnej oraz podane jego rozwia-
zanie, bazujgce na lemacie, ktéry bedzie wykorzystywany przy rozwigzywaniu réznych
wariantow problemu rozdziatu zasobéw formutowanych w niniejszej pracy.

Zadanie optymalizacji lokalnej polega na wyznaczeniu optymalnego prawa sterowania

an (yn’Pn)’ minimalizujgcego lokalny wskaznik jakosci:
/;(<, fj.) = Ernf@n(yn,P'J, (1.8)
dla dowolnej dopuszczalnej funkcji bn(mn) i przy ograniczeniu elastycznym:
Pn = E\mn*“n(y'n,Pn) (1-9)

Do rozwigzania powyzszego zadania zostanie wykorzystany nastepujacy lemat.

Lemat podstawowy
Niech przy zatozeniach Z1 i Z2 funkcja u'® = ajf(yn,pj,) bedzie dopuszczalnym prawem

sterowania, dla ktérego zachodzi:

Elmj,, P /ik(M/A.Pn).4 1= minE|m iPK/;[a™(y;,p;), 2] (1.10)

przy ograniczeniu:
Pn = EW, Kan(/npn), K e Mn, Phep (1.i1)

gdzie p'n = bBn(mn) zas m'n = dn(y'n) jest czescig wektora mn.
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Woéwczas funkcja u'® = a’°(y'n,p'n) jest optymalnym prawem sterowania, minimalizuja-
cym (1.8) oraz

I'nW ,K) = m‘;]n I'n@n,bn) = £E{mjnE:imj;[a; (" )p”"),zi]}pi=tj>(mil) (1.12)
przy ograniczeniu (1.9).

Dowdd przebiega podobnie do przedstawionego w [33].
Z zatozen wynika, ze:

> Nkopi«[<(*;,p;),*ii, (i.w)

za$ operacje usredniania E |mj,IP,t wystepujaca w (1.13) mozna zastgpi¢ usrednieniem £|m,,
tzn.

Elm,/;[<(*CPk),<] > £|mi;K (~,PA),<] (1.14)
Po podstawieniu pn = &J,(mn) i usrednieniu obu stron (1.14) wzgledem m,, otrzymamy:

> £6[<(y;,P*),41p"6.(m,) (i.i5)

Zatem
infACK (yn>Pn). *AU=4i,(m,,) > EI'n[a’°(y'n,p'n),z'n]pn=b.j mn) (1.16)

Poniewaz funkcja a'® nalezy do dopuszczalnych praw sterowania, wiec zachodzi naste-
pujacy zwiazek:

infAmk(yi,pjl),4k=6!>m) < £';[<("pD > < k=6.(m,) (i.i7)
Poréwnujac (1.16) i (1.17) oraz uwzgledniajgc oznaczenie (1.8) mozna zauwazy¢, ze
rn@“X ) =min/;«, 6,) (1.18)
n

Zatem prawo sterowania a'° wyznaczone z (1.10) minimalizuje wskaznik lokalny (1.8)
dla dowolnej dopuszczalnej funkcji 6J,.

Zastepujac operacje u$redniania E\miiA wystepujacg w (1.10) i (1.11) u$rednieniem
E\m,,, otrzymamy:

EIM < (y'n,Pn),<} = mini:|m,/"[<(y;,p- ), %] (L19)
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oraz
Pi = E\mnan{y'n,p'n) (1.20)
Po podstawieniu pn —bBn(mn) i usrednieniu obu stron (1.19) dostajemy:
AN[<®(»i.pi,).4]p!,=il,(m,,) = £{min E\mJ n[an{yntpn), (1.21)

Zatem optymalne prawo sterowania a'® wyznaczone z (1.10) przy ograniczeniu (1.11)
spetnia (1.12) przy ograniczeniu (1.9).

Funkcjonaty E~.jHaKy”p”), Zn], przy zatozeniu Z5 oraz *,,.j"aj/j/"pj,), wyste-
pujace odpowiednio w (1.10), (1.11), sa ciagte i rozniczkowalne w sensie Frecheta [58] w
unormowanej przestrzeni funkcji an(y'n,p'n) z normga [£|m],H,(arai)]2 Poniewaz kazde
dopuszczalne prawo sterowania an[y'n,p'n), spetniajagce (1.11), jest punktem regularnym
tego ograniczenia [58], wiec istnieje taki wektor mnoznikéw Lagrange’a AJ, ze zadanie
(1.10) przy ograniczeniu (1.11) sprowadza sie do rGwnowaznego zadania bez ograniczen
w postaci [58, 33]:

x = min{E|mij,i/ik (J*,p-),<] + AFf[EKIiPj,<(y*,p*) -pi.1}
°n
lub
L'fi = mjn A mj,pj{"3[an(yn)Pn).*n] + ~*nfan(yhiPn) ~ Pn]} (122)

Odpowiedni dobdér tych mnoznikéw zapewnia spetnienie ograniczenia (1.11).
Zagadnienie tego typu zwane jest tez izoperymetrycznym problemem rachunku wariacyj-
nego, za$ ograniczenie elastyczne (1.11) mozna nazwa¢ warunkiem izoperymetrycznosci.

Operacje usredniania warunkowego £ |miip{.} wystepujaca w (1.22) mozna tez wykonac
w kolejnosci £|mijiiPi[.Ely>ipi{.}], poniewaz informacja m'n, wynikajgca z zaleznosci
mj, = dn(yh), jest zagregowana w stosunku do informacji y,,. Zatem problem minimalizacji
(1.22) wzgledem funkcji aj, sprowadza sie do znacznie prostszego zadania minimalizacji
wzgledem zmiennej uw, w postaci:

LZ = £,mIP mjnEh * [r,(<,2'J + Af« - PJ] (1.23)

Jesli oznaczy¢ przez L'*(yn,u'n,\'n) =~ ~ (u j,, 7n) + Ajfuj,, to otrzymamy nastepu-
jacy warunek konieczny na minimum funkcjonatu (1.23):

=0 (1.24)
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Po wyznaczeniu z (1-24) u'njako funkcji zmiennych yn oraz AJ, i wstawieniu jej do (1.11)
mozemy znalez¢ wartosci mnoznikéw Lagrange’a zalezne od m'n i pn. Optymalna postaé

prawa sterowania a."(y'n,p'n) wynika ze wstawienia tak obliczonych AJ, do un obliczonej z
(1.24) jako funkcji zmiennych yn oraz Al

1.3.3. Rozwigzanie problemu rozdziatu zasobéw

Do rozwigzania zadania minimalizacji wskaznika jakosci (1.6) przy ograniczeniach (1.5) i
(1.7) zostanie zastosowana metoda programowania dynamicznego w wersji stochastycznej,
wynikajgca z zasady optymalnosci Bellmana [5, 3, 30, 31].

Zgodnie z ta zasada optymalna postaé¢ praw sterowania aj, oraz bn i = 1,2,.., M,

n = 0,1,..., N wynika z wykonania ciggu operacji minimalizacji i usredniania [3, 30, 31]
przy ograniczeniach (1.5), (1.7) w wyrazeniu:

I(a®,b°) = %b%arﬂg a’ﬁi” E%NQEMX (0 =
M M - M
=mm{EXA(-)+min{E£EL/;(.) + ...+ min{E]T /*(.)}...}},

“0” 0 t=1 01,1 i=1 aN, °N

gdzie an = {aj,}, bn-{b'n}, t=1,2,...M.
Optymalna warto$¢ wskaznika jakosci za okres (n,N) wynosi wiec:

N M
MMN=min.. minf£ £ £ Ik() =
aN’bN k=ni=I
N M
=Emin.. minfEK m m,é£ **X(e) =
«n,B,, aN ,bN k=ni=I
M
=N N =i U fin(yn)Pn)i *,] + () }pii=tji(j, (1-25)

gdzie 5n™-i(.)  min,nHigtl ... minotN A\mo,mi,...,mn+i 5Zjt=n+i XNi=i Mo(-)-
Zatozmy, ze wyrazenie 5,,+i(.) nie zalezy od sterowan u\, k =0,1,...,n, i=1,2,..., M.

Wowczas zadanie poszukiwania praw lokalnych decydentéw sprowadza sie do minima-
lizacji wyrazenia

wzgledem an przy ograniczeniu (1.5) i przy pn traktowanym jako parametr.
Po wyznaczeniu a(y'n,p'n), i = 1,2,...,M, wstawieniu do (1.25) i minimalizacji po-
dtug pn, i=1,2,..., M przy ograniczeniu (1.7) otrzymamy wyrazenie Sn(s), ktére zalezy
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miedzy innymi od hn. Wielko$¢ hn (ocena poziomu zasob6w w magazynie dokonana na
podstawie informacji dostepnej na poziomie wyzszym) jest funkcjg wczesniejszych wytycz-
nych koordynatora, co powoduje, ze wyrazenie Sn(.) nie zalezy od uk,k = 0,1,...,n —1,
i=12,.. M.

Z powyzszego rozumowania wynika, ze zadanie poszukiwania praw lokalnych decyden-
téw sprowadza sie do zagadnienia minimalizacji w (1.26)

M
U< X) =£{minflm,£ K (y'n,p'n),zh]}"="(mn) (1.26)
=l
przy ograniczeniu (1.5) dla dowolnego dopuszczalnego zbioru funkcji bn.
Przy zatozeniu Z5, ze yn oraz zj, nie zalezg od dla i / j, zadanie poszukiwania
minimum wzgledem an = {aj,}, 2= 1,2,..., M moznazdekomponowa¢ na M niezaleznych
zadan lokalnych w postaci:

K, &,) = E{m‘EE"mX [a:(yl,pl),z1}}K=bAmn) (1.27)

przy ograniczeniu (1.5).

Z lematu podstawowego wynika, ze powyzsze zadanie minimalizacji sprowadza si¢ do
problemu (1.10) przy ograniczeniu (1.11), ktéry zostat rozwigzany w punkcie 1.3.2. Za-
uwazmy, ze zadanie optymalizacji lokalnej rozwigzywane jest w trakcie syntezy uktadu
sterowania, a nie w trakcie realizacji algorytmu w trybie on-line.

Zadanie koordynatora polega na okresleniu funkcji b® minimalizujgcych wskaznik jakosci

(1.6) w postaci:

N M
I{a°,b°) = EEECKk°(y;,pj.). 4 k=K(nn) (1-28)
n=0»=1
wzgledem b przy ograniczeniu (1.7), gdzie b= {6J, n=0,1,...,3V, i —1,2,...,M}.

Widzimy, ze dla koordynatora jest to dynamiczny problem optymalizacji z ogranicze-
niami nierownosciowymi. Jedng z mozliwosci jego rozwigzania jest wykorzystanie idei ste-
rowania w uktadzie otwartym ze sprzezeniem (OLF) [74] z przesuwnym horyzontem N1
Zgodnie z tg ideg w chwili n koordynator okre$la wytyczne wynikajgce z minimalizacji w
(1.29)

n+Nt M
rn= min E £ E 4kO(yi.Pi|J.4kn=6i.(m,), (1-29)
ko+"l»  k=n =1 1 1

gdzie hn+AV'n = {&tn(mn)> k-n,n +1,...,N', i 1,2,
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Zadanie to mozna sprowadzi¢ do poszukiwania wartosci zmiennych pn+a*in = {p*|n,

k=nn+1..n+N' i=12,..,M}, wynikajagcych z minimalizacji w (1.30)
n+N1 M
11=E{min £m, £ E"AK(vi.Pi|n),4]}p- =6 (m) (1.30)
k=n i=1 1 1

przy ograniczeniach:

hmin + Aun+j-i< hn+j\n, j = 1,2, , AT+ 1 (1.31)
Ph+il,,>0, i=1,...,M, j=0,1,...,N\ (1.32)

gdzie An+]|, jest predykcja wielkosci zasobow w magazynie w chwili n +j dokonang przez
koordynatora na podstawie informacji m,,. Ocena ta moze by¢ wyznaczona z rownania:

n+j-1 » n+j-1 M
hn+j\n = ~njn + 53 "k\n ~ (1.33)
k=n k=n t=I

gdzie /injn oraz d”~n sg odpowiednio ocenami wielkosci zasobéw w chwili n oraz doptywu
w okresie (k,k + 1) dokonanymi w chwili n.

Zgodnie z ideg sterowania w uktadzie OLF na poziom nizszy przesytane sag w chwili n
tylko warto$ci zmiennych koordynacyjnych pn = pn\n, i = 1,2,..., Al.

Warto$ci zmiennych pn sg wyznaczane na poziomie wyzszym w trakcie realizacji al-
gorytmu rozdziatu zasobéw w chwilach n = 0,1,...,N. Zauwazmy, ze jest to problem
optymalizacji statycznej przy ograniczeniach nieréwnosciowych na zmienne decyzyjne o
wymiarowosci zaleznej od wymiaru wektora pn, liczby podsysteméw M oraz przesuwnego
horyzontu N'. Czasami wymiarowo$¢ problemu mozna zmniejszy¢ przez wprowadzenie
tzw. zmiennej zagregowanej ek\,, w postaci:

M

e*n = xy*In> k=n,n+ 1,...,n +N"' (1.34)
i=1

Wowczas dla chwili n nalezy wyznaczy¢é metodg analityczng zalezno$¢ p~n,
i=12,...,M od e*n z minimalizacji w (1.35)

M
I’k =EminE”nY ‘iK(yln),4} (1-35)
t=1
wzgledem p\\n, i = 1,2,...,M, przy ograniczeniu (1.34). Natomiast numerycznie trzeba

oblicza¢ wartos$ci sktadowych wektoréw e*+A |n = {e,|nien+iln, en+/\V'|n} wynikajacych
z minimalizacji w (1.36)

n+N' M

i; =E min £m, £ E'tk(s/i.Piln(e*|n)),4] (1-36)
+/'In k=n t=1
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przy ograniczeniach:
n+j-1 _ n+j-1
hmin “¢*"A2n+j— ~ ~n+jln = ~nn "&£ ~ y ~k\n AL Ak\n
k=n k=n
e, ti_n>0 j=12,..N+1 (1.37)
Jesli po zastosowaniu takiej procedury otrzymane wartosci pAn, t=1,..., M,
k =n,n+1,..,n+ N'bedg nieujemne, wowczas mozna je przesta¢ na poziom nizszy.

Zauwazmy, ze wymiarowos$¢ problemu numerycznego nie zalezy w tym przypadku od
liczby podsystemow. W przyktadach zostanie pokazane, ze dla kwadratowego wskaznika
jakosci na poziom nizszy wystarczy przekazywaé wartosci jednej zmiennej, jednakowe
dla wszystkich podsysteméw, co prowadzi do dalszego zmniejszania ilosci zréznicowanej

informacji przesytanej w systemie.

1.3.4. Algorytm sterowania dla kwadratowego wskaznika jakosci
Rozpatrzmy problem rozdziatu zasob6w sformutowany w punkcie 1.3.1 przy zatozeniu,
ze wskaznik jakosci (1.6) ma postac:

I =EE D 4TeX +2<T +afHyn\ (1.38)
n=0t=I

Qh Gn sg symetryczne, dodatnio potokreslone, za$ macierze Hn sg
GIT Hh
dodatnio okreslone.

Optymalne prawa sterowania aj0 mozemy wyznaczy¢ wykorzystujac zaleznos¢ (1.24), z

gdzie macierze

ktorej wynika, ze
u” = -(/1;rI(G f4 + Ai). (1-39)

gdzie ij, = zn.
W stawiajac (1.39) do ograniczenia elastycznego (1.5) obliczymy AJ, wyrazone wzorem

Al= -//>+ -G f4 (1.40)

gdzie Zn = E\mnzZn = E\mnz,,, co wynika z zatozenia Z2.
Ostatecznie optymalne prawo sterowania i-tego lokalnego decydenta przyjmie postac:

< =pjl-(ff;rlG f(4-rn) (i.41)
Zadanie koordynatora polega na minimalizacji wskaznika (1.28)przy ograniczeniu (1.7)

wzgledem {6J,}, ktéry dla a.'* okre$lonego przez (1.41) mozna zapisac jako:

[(«*6)=£ £ £ x TKpi +2pfG 'J =*(m,) +r, (1.42)
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gdzie
N M
r==£ E0E1I< TQ'n< - (4 - - 4)1 (1.43)
n=0 »=

Wprowadzajac zmienng zagregowang eNn zdefiniowang przez (1.34) i rozwigzujac za-
danie minimalizacji w (1.35) przy ograniczeniu (1.34) mozemy wyznaczy¢ analityczng
zaleznosé od ek\n dlak = n,n -f1, w postaci:

pkn — —{H'k) 1{Gk #Kn + k), (1.44)

gdzie 2\\n = E\mizk, za$§ A* jest mnoznikiem Lagrange’a wyrazonym jako:

A = -HK(t{H ircrl4,n+ efgn), (1.45)
i=1
gdzie Hk = E ~f/fJ)-1]-1. Po wstawieniu (1.44) z uwzglednieniem (1.45) do (1.36)
otrzymamy numeryczne zadanie minimalizacji (1.46) wzgledem

ent)Vin = {en|n,en+1n,...,en+jwdn} przy ograniczeniu (1.37)

n+N1 M
rn = “min [AnHKCKkin + 2eflnHKE (tfi)_1G f4 |J + S(mn), (1.46)
n+JV'n k=n *=1
gdzie wyrazenie S(mn) nie zalezy od poszukiwanych zmiennych.

Zauwazmy, ze z (1.41), (1.44) i (1.45) wynika, ze w przypadku, gdy pj.|n, i =1,2,.., M,
k=n,n+ 1...,n+ N’sgnieujemne, to na poziom nizszy wystarczyprzesyta¢ w chwili n
wartosci An wspolne dla wszystkich podsystemow zamiast pn = pj,In,i = 1,2,..., M.

W prawach sterowania lokalnych decydentéw oraz wytycznych koordynatora wystepuja
oceny zmiennej losowej zn, ktérych posta¢ oraz sposob ich wyznaczania zaleza od modelu
pomiaru (1.2), rownania przetwarzajagcego informacje yn w m'n (m'n = dn(y'n)) oraz od
rozktadu zmiennych losowych w nich wystepujacych. W przypadku liniowych réwnan i
rozktadéw normalnych oceny te majg postac¢ analityczng i sg w tatwy sposéb wyznaczalne.

W ograniczeniu (1.37) wystepuje wielko$¢ charakteryzujaca tzw. pojemnos$¢ rezerwowa
w magazynie. Jest ona niezbedna do zapewnienia realizowalnosci sterowania lokalnego
wynikajgcego z zalezno$ci (1.41) i zalezy od funkcji rozktadu sumy sterowan lokalnych,
bedacych dla koordynatora w chwili n zmiennymi losowymi. W niektérych przypadkach
mozna okres$li¢ jej wielko$¢ metodg analityczng (jak to zostanie pokazane w przyktadzie),
w innych za$ eksperymentalnie w czasie badan symulacyjnych.
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1.3.4.1. Przyktad

Rozpatrzmy system sktadajacy sie z M podsystemdw, ktorych zapotrzebowania zn sg
zmiennymi losowymi o znanych rozktadach prawdopodobienstwa.

Niech wskaznik jako$ci ma postac:

N M

' = W ) (L4?)

n=0 t=1

Zatozmy, ze yn = Znoraz przyjmijmy, ze na poziom wyzszy nie jest przekazywana zadna
informacja pomiarowa.
Z rownan (1.41), (1.44) i (1.45) wynika, ze optymalne prawo sterowania i—tego lokal-

nego decydenta ma postac:

tE =ibk+ (4-4), 0-4«)

gdzie z\ = Ez'n, za$ pn wyraza sie wzorem:
i M
pi,=p’jn=< + ¥ (en|n-g4) (1-49)

Zmienna zagregowanae,|n jest wyznaczana na biezaco poprzezminimalizacje w (1.46)

tzn.
, h+N' M 1 n+tN' M
7= minm E (e*in-2eM»E4) + T7 £ £*14 (i-50)
Qi+A”"In M k=n 1=1 k=n 3'::5

przy ograniczeniu (1.37).
Z (1.44) wynika, ze p”,, = Zn- An, a zatem (1.48) mozna przedstawi¢ jako:

< =< - A, (1.51)

gdzie An = j~(en|,- E ti4)-Zatem na poziom nizszy koordynatormoze przekazywac¢ w
chwili n tylko jedng warto$¢An wspoélng dla wszystkichpodsystemow.
Pozostaje jeszcze problem wyznaczenia wielkosci pojemnosci rezerwowej wystepujacej

w (1.37).
Niech uk oznacza minimalng wielko$¢ zasobu, dla ktoérej prawdopodobieAstwo, ze

Hiii uk —uk Przy zadanym ekk jest rowne /?, tzn.

=p (L52)
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Wykorzystujac (1.48) mozemy (1.52) zapisac jako:

M
=i N («* - e*i%)ie*i*l = £ 0-53)
Z (1.53) wynika, ze
M
Auk=F-"(P)-Y-4, (1.54)

t=1

gdzie AUk = uk —e”"k, za$ jPZ'1(y9) jest wartoscig funkcji odwrotnej do dystrybuanty
zmiennej losowej 2* = zj. dla zatozonego /3.

Jesli zatozy¢, ze zj. ma rozktad normalny o parametrach N(z'k,a'k), to zmienna losowa
Zk ma tez rozktad normalny o parametrach K, ak2)- Korzystajac np. z
Matlaba (toolbox Stats) mozna dla zadanego /3 wyznaczy¢ warto$¢ £ “*(/?) lub tez po
standaryzacji zmiennej losowej z* skorzysta¢ z tablic rozktadu normalnego.

Dla innych rozktaddw wyznaczenie wartos$ci FJ*1(/3) moze by¢ uciazliwe. Wowczas nalezy
dobra¢ wielko$¢ pojemnosci rezerwowej eksperymentalnie.

Inne wiasnosci proponowanej metody mozna znalez¢ w [40, 43].

Dlaprzyktadunumerycznego zatézmy, ze system skitada sie z M = 10podsysteméw,
dla ktérychzmienna losowa zh, i = 1,2,...,M ma rozktad normalny o parametrach
™M+ 2, (i + 2)/3]. Dla takich parametrow prawdopodobienstwo wystapienia nieujemnej
wartosci zZn wynosi 0.9986. Przyjmijmy tez, ze doptyw zasobu do magazynu jest zmienng
losowg o wariancji réwnej zero.

W tabeli 1.1 zostaty przedstawione wyniki badan symulacyjnych dla N = 480 oraz
/5 = 0.9986. W tabeli tej przez zn oznaczono sume $rednich zapotrzebowan wszystkich
podsysteméw w okresie (n,n + 1) tzn. zn = Zn.

Jak widac z tabeli 1.1 na jako$¢ sterowania wptywa dtugos$é przesuwnego horyzontu N1
w uktadzie OLF. Oznacza to, ze wystepowanie w systemie koordynatora i jego wytyczne
maja istotne znaczenie. Wpltyw przesuwnego horyzontu jest znaczacy przy zatozeniu, ze
dysponuje sie dobrym modelem prognoz doptywu.

Ze wzrostem deficytu ros$nie liczba ujemnych sterowan un. W symulacji przyjmuje
sie wtedy, ze un = 0, co prowadzi do realizacji sterowania suboptymalnego. Algorytm
uwzgledniajacy ograniczenie na znak sterowania zostanie przedstawiony w dalszej czesci
pracy.

Dla rozpatrywanego systemu przeprowadzono tez obliczenia przy zatozeniu struktury
jednopoziomowej z centralnym decydentem, dysponujagcym informacja o srednich zapo-
trzebowaniach odbiorcéw, a wiec mniej szczegdtowa informacja o podsystemach. Z otrzy-
manych rezultatow wynika, ze decentralizacja sterowania z wykorzystaniem informacji
lokalnych decydentéw daje lepsze rezultaty niz centralne sterowanie z mniej szczeg6towa
informacja koordynatora i zwiekszong pojemnos$cig przeznaczong na sterowane zasoby.
Ubozsza informacja centralnego decydenta ma tu decydujgce znaczenie.
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Tabela 1.1
Wyniki badari symulacyjnych

Sredni doptyw Przes. hor. Warto$é wskaznika Liczba sterowan Liczba sterowan

dn N' / ujemnych optymalnych

2n 1 0 0 4800

Zn 2 0 0 4800

zn 3 0 0 4800
0.9z, 1 4611 48 4752
0.9z,, 2 3309 28 4772
0.9z, 3 2778 19 4781
0.8zn 1 18650 207 4593
0.8z, 2 15125 160 4640
0.8zn 3 13597 134 4666
0.75zn 1 39821 459 4341
0.75zn 2 34739 396 4404
0.752n 3 32767 360 4440
0.62zn 1 brak rozwigzania

Przy wiekszym deficycie moze zdarzy¢ sie, ze rozwigzanie nie istnieje. Zachodzi to wtedy,
gdy zbiér dopuszczalnych decyzji koordynatora spetniajgcych ograniczenia (1.31), (1.32)
lub (1.37) jest zbiorem pustym. W przyktadzie numerycznym dobrano warto$é¢ Aun zgod-
nie z (1.54), co doprowadzito w trakcie realizacji sterowania do sprzecznosci powyzszych
ograniczen. Mozna unikng¢ tego efektu poprzez eksperymentalny dobo6r pojemnosci re-
ZEerwowe;j.

W pracach [40, 43] wskazano na inne wiasnosci proponowanego algorytmu rozdziatu
zasobéw w strukturze hierarchicznej. Z przeprowadzonych tam badan symulacyjnych wy-
nika, ze bardziej optaca sie przeznaczy¢ czes¢ pojemnosci magazynu na gromadzenie za-
sobdw rezerwowych, umozliwiajgcych wykorzystanie bardziej szczegotowej informacji lo-
kalnych decydentéw, niz pozostawi¢ catg pojemnos$¢ do dyspozycji koordynatora.

W pracy [43] podjeto prébe zastosowania oméwionej idei sterowania do realnego sys-
temu wodnego dorzecza Czarnej Przemszy i Brynicy. Inny sposob retencji wody w tym
systemie zostat opracowany przez Centralne Biuro Studiéw i Projektow Budownictwa
Wodnego - oddziat w Krakowie. Symulujac prace systemu realizujgcego oba algorytmy,
uzyskano w pewnym sensie poréwnywalne wyniki.
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1.4. Algorytm sterowania dwupoziomowego oparty na metodzie
cen [41, 44]

W punktach 1.3.1-1.3.3 sformutowano i rozwigzano problem rozdziatu zasobow w sys-
temie sktadajagcym sie z niepowigzanych odbiorcow przy zatozeniu, ze prawa sterowania
lokalnych decydentéw majg posta¢ uJ, = an(y'n,p'n), co oznacza, ze lokalne podsystemy
otrzymuja rézne wytyczne pn.

W niniejszych rozwazaniach zatozymy w sformutowaniu problemu, ze prawa sterowania
lokalnych decydentow zaleza od wytycznej wspdlnej dla wszystkich podsysteméw.

W punkcie tym zostanie dokonana synteza algorytmu sterowania dla systemu, uktadu
sterowania i struktury informacyjnej szczegétowo omdwionej w punktach 1.1 i 1.2, przy za-

stapieniu lokalnego ograniczenia elastycznego (1.5) przez globalne ograniczenie elastyczne
wprowadzone w dalszej czesci rozwazan.

1.4.1. Sformutowanie problemu

Przypomnijmy, ze algorytm rozdziatu zasobdw oparty na metodzie optymalizacji para-
metrycznej wynika z minimalizacji wskaznika jakosci (1.6) przy ograniczeniach (1.5), (1.7)
oraz przy zatozeniach (Z1-Z5). W sformutowaniu problemu za dopuszczalne prawa stero-
wania lokalnych decydentéw i koordynatora przyjeto funkcje odpowiednio un =
oraz pn = bn(mn), zwigzane miedzy sobg lokalnym ograniczeniem elastycznym (1.5).

Niech y,’, Al,,, An, f/i oznaczajg zbiory wektoréw odpowiednio yn,rnn,Xn oraz un.

Obecnie za dopuszczalne prawa sterowania i— tego lokalnego decydenta przyjmiemy
zbior funkcji un = dn(yn, A,), z ktérych kazda odwzorowuje odpowiedni zhiér X An na
zbior Un.

Za dopuszczalne prawa sterowania koordynatora przyjmiemy natomiast zbior funkcji
An = 6,(mn), z ktérych kazda odwzorowuje odpowiednio zbiér M,, na zbior A,,.

Zaktadamy, ze powyzsze funkcje spetniajg nastepujace globalne ograniczenie elastyczne:

M
en = £|m,, an(vn’ (1.55)
i=
gdzie e,, oznacza wstepny przydziat zasobéw dla wszystkich podsystemdw i stanowi oceneg
wielkosci Ubwyznaczang przez koordynatora. Na tej podstawie okresli on wytyczng
(cene) An przekazywang w chwili n na poziom nizszy.
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Wsrdd dopuszczalnych praw sterowania nalezy znalezé takie u' = a'°(y'n,A,), i=1,2,....M
oraz A° = 6°(m,,), n=0,1,2,..., W, dla ktérych wskaznik jakosci
N M . .. [ ]
I=EY Y, (y>A", <k=Mm,,) (L56)

n=0 t=I

przyjmuje minimalng warto$¢ przy ograniczeniu (1.55) oraz ograniczeniu na wielkos¢ za-

sobéw w magazynie
“min +Atzn® hn4{-dn en, en” 0 (1.57)

gdzie Aunjest pojemnoScia rezerwowa w magazynie, za$ hn i dn sg ocenami wielkosci zaso-
béw w magazynie oraz doptywu, dokonanymi przez koordynatora w chwili n na podstawie

dostepnej informacji mn.
W dalszych rozwazaniach bedziemy rozwigzywac zadanie przy nastepujacych zatoze-

niach:

Z 1. Rozktady prawdopodobienstwa zmiennych losowych zZnw,, wystepujagce w modelu
pomiaréw yh = gn(z'n,wn) sg znane;

Z2. Zmienne losowe y'n, Zn sg niezalezne od m” ,m{ oraz A, dla i * j;

Z3. Funkcja In(u'n, zjj jest rézniczkowalna w sposéb ciagty wzgledem u'n dla dowolnego
4;

Z4. Wartosci sterowan un nalezg do przestrzeni euklidesowej Rr, gdzie r jest wymiarem

wektora u'n\

Z5. Sterowanie un nie wptywa na wartosci zmiennych yB oraz z{ dla i » j.

1.4.2. Rozwigzanie problemu rozdziatu zasobow

Optymalna posta¢ praw sterowania aj, oraz 6,, i =1,2,..,M, n —0,1,...,JV, minima-
lizujgcych wskaznik jakosci (1.56) przy ograniczeniach (1.55) i (1.57), wynika z wykonania
ciggu operacji minimalizacji i usredniania [3, 30, 31] w wyrazeniu:

M M M
I(a*,6°) = min{££/*(.) + min{££/*(.) + ...+ min{EE£_/*,()}.}} (1.58)
a0.00 j ™ =) t2

gdzie @ = ] o) s N —{Ng e >z&s an A o>
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Zadanie wyznaczenia optymalnych praw lokalnych decydentéw sprowadza sie, podobnie
jak w punkcie 1.3.3, do zadania minimalizacji w (1.59)

M
A(<A) = {NA M Z mlci(>iAn) 4]}A-=4(m) (1.59)

przy ograniczeniu (1.55) dla dowolnego dopuszczalnego zbioru funkcji bn.

Zadanie minimalizacji w (1.59) przy ograniczeniu (1.55) nalezy do izoperymetrycznych
probleméw rachunku wariacyjnego i moze by¢ sprowadzone do rownowaznego zadania bez
ograniczeA w postaci:

M
Ln  minE|m5Z{/,[an(y.. A,)..E] + X"anyn,A,)}, (1.60)
i=i

gdzie A, jest wektorem mnoznikow Lagrange’a. Odpowiedni dobér tych mnoznikéw za-
pewnia spetnienie ograniczenia (1.55).

Przy zatozeniu Z5 zadanie poszukiwania minimum wzgledem a,, = {aj,, i=1,2,....M}
dekomponuje sie na M niezaleznych zadan w postaci:

Ln = mjnEimn{~k(y;,An),z;] + Aja*(y;,An)} (1.61)

Przy zatozeniu Z2 problem minimalizacji (1.61) wzgledem funkcji aj, mozna sprowadzié¢
do znacznie prostszego zadania minimalizacji lokalnej wzgledem zmiennej u'n w postaci:

Ln = £m,, min 4)+ And ] (1.62)

Jesli oznaczy¢ przez L (y'n,<, A,) = jdlj,«, z'j + AMujd, to otrzymamy nastepu-
jacy warunek konieczny na minimum funkcjonatu (1.62):

=0 (1.63)

W przypadku, gdy na poziom wyzszy nie jest przekazywana zadna informacja pomia-
rowa, to powyzsze rozwazania pozostajg stuszne przy braku ograniczenia Z2.

Po wyznaczeniu z (1.63) uh jako funkcji zmiennych yn oraz Aniwstawieniu jej do
(1.55) mozemy znalez¢ zalezno$¢é mnoznikéw Lagrange’a od mn i en, tzn. A, =bn(mn,en).
Zauwazmy, ze zadanie to jest rozwigzywane podczas syntezy algorytmu sterowania w
trybie off-line, natomiast do wyznaczenia pozostajg jeszcze funkcje e° = ¢°(mn),
n=20,1,..., N, ktére minimalizujg wskaznik jakosci (1.56) w postaci:

I(a°,b®) = minEE E inKtd,A,),4]1l<=l,[mnAW (1.64)
n=0i=1

przy ograniczeniu (1.57), gdzie a”= R 0},&0= {b°},b°n(mn) = ~[mn,c“(mn)],
c={cn, i=,2,...,M, n=0,1,...JV}.
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Dla koordynatora jest to dynamiczny problem optymalizacji z ograniczeniami nieréwnos-
ciowymi. Jedng z mozliwosci jego rozwigzania jest wykorzystanie idei sterowania w ukta-
dzie otwartym ze sprzezeniem (OLF), rozpatrywanej przy konstrukcji algorytmu metoda
optymalizacji parametrycznej w punkcie 1.3.3. Zgodnie z tg ideg, w chwili n koordynator
okres$la zmienne zagregowane en = en|n, wynikajace z minimalizacji w (1.65)

n+N' M
/*= min E t | rkfak{yk> A%>4]A*=I't[m,c*,(m,)]> L65
alin & kn lak{yk> A%)>4] m.c4.(m,)] (L65)
gdzie cn+V[Ti = {cfgn(7in)}, k n, n-|-l,...,n--N .
Zadanie to mozna sprowadzi¢ do poszukiwania warto$ci zmiennych

<HV'n = {e*Im k-n,n +1,..,n+ N'}, wynikajgcych z minimalizacji w (1.66)
n+N1M
1" = E min E\m 5Z 5Z/[0“ (»I>A*)>Z]A="(mn,e*],)) (L66)
en+N‘|n k=n i=1

przy ograniczeniach:

hmin + Aun+J-1 < hn+j,, j - 1,2,..,N'+ 1 (1-67)
e,>n>0, j =0,1,...,N\ (1.68)

gdzie hn+\njest ocengwielkosci zasobéw w magazynie w chwili n + jdokonang przez
koordynatora na podstawie informacji ro,,. Ocena ta moze byé wyznaczona z réwnania:

n+j-1 _ n+j-1
hn+dn= hnn+ £ dkn- Y ek\, (1.69)
k—n k—n

gdzie hn\n oraz dk\n sg odpowiednio ocenami wielkosci zasobow w chwili n oraz doptywu
w okresie (k,k + 1), dokonanymi w chwili n.

Obliczenia te przeprowadzane sg na poziomie wyzszym w trakcie realizacji algorytmu
rozdziatu zasobéw w chwilach n = 0,1,..., N. Zauwazmy, ze jest to problem optymalizacji
statycznej przy ograniczeniach nieréwnosciowych na zmienne decyzyjne o wymiarowosci
zaleznej od wymiaru wektora en oraz przesuwnego horyzontu N'.

1.4.3. Algorytm rozdzialu zasobéw dla kwadratowego wskaznika jakosci
Obecnie zbadamy wiasnosci algorytmu rozdziatu zasob6w opracowanego w poprzednim

punkcie dla kwadratowego wskaznika jakosci

N M
I =EZ E «rend +24TG X + H'A), (1.70)

gdzie macierze c?vl’ S' sg symetryczne, dodatnio potokres$lone, za$ macierze Hn sg
dodatnio okreslone.
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Jesli oznaczy¢ przez L (y'n,uj,,An) = Q\zn+ 24 TG X . + ufAn«n + 2AN<),
to optymalne prawa sterowania lokalnych decydentow wynikajace z (1.63) przyjma postac:

= -Ne rAGfi;+ An), (i.71)
gdzie 4 =
W stawiajac (1.71) do ograniczenia elastycznego (1.55) obliczymy An wyrazone wzorem:
M
An = = Zn+e,), (1.72)

gdzie Hn = Etai(fli)"1"1- z (1-71) widac, ze ta sama zmienna A, pojawia sie w pra-
wach sterowania lokalnych decydentéw. Wielko$¢ ta moze by¢ interpretowana jako cena
wyznaczana przez koordynatora i wykorzystana przy koordynacji.

W stawiajac (1.71) z uwzglednieniem (1.72) do (1.70) otrzymamy:

N M
=Y [~H nen+ 2efiHnY ,(K )- 1GiT #}+ S> (1.73)
n=0 i=1
gdzie S1nie zalezy ode,, n=0,1,...,N.
Zadaniem koordynatora jest obliczanie metodg numeryczng w trakcie realizacji algo-
rytmu wartos$ci en, minimalizujacych (1.73) przy ograniczeniu (1.57). Jedna z mozliwosci
jest wykorzystanie idei sterowania w uktadzie OLF z przesuwnym horyzontem N 1, polega-

jacej na minimalizacji w chwilin, n = 0,1,..., N wzgledem e*+N,|n = {e,,|,,, en+1|n, ..., en+N,|n}

W wyrazeniu:

n+N"* M
l. = min £ [eRnHkekW + 2eR[nHk A {n] (1.74)
en+N’'In k=TX t=1
przy ograniczeniu:
n+j-1 n+j-1
Amtn “t A An+jln — ~nn A Y Mkn n
k=n k=n
en+i-i[n>0, J=1.2,..N1+ 1 (1.75)

Po zastosowaniu tej procedury koordynator wykorzystuje warto$¢ zmiennej en = enjn
do obliczenia wartosci A, zgodnie z (1.72) , ktdra przesyta na poziom nizszy. Przy znajo-
mosci wytycznej An oraz informacji yn i—ty lokalny decydent wyznacza przydziat zasobow
swojemu podsystemowi zgodnie z (1.71).

Zauwazmy, ze zastosowanie algorytmu opracowanego w punkcie 1.3.4 w przypadku, gdy
pkin sa nieujemne, prowadzi do tych samych wynikéw. Bowiem zgodnie z tym algorytmem
koordynator oblicza w chwili n wartosci zmiennych koordynujacych minimalizujacych
(1.46) przy ograniczeniach (1.37). Nastepnie okre$la wartosci An z (145) dla k — n.
Wstawiajgc (1.44) zapisane dla k = n do (1.41) otrzymamy wz6r (1-71).
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1.4.3.1. Przyktad
Rozpatrzmy system sktadajacy sie z M odbiorcow (podsysteméw), ktérych zapotrze-

bowania zn sa opisane zaleznoscia:
< =< +«». *=1,2,.,M, (1.76)

gdzie i = 1,2,..Af sg biatymi szumami o rozktadzie normalnym Nvn(v'n,crn), nie-
zaleznymi od zmiennej losowej vn o rozktadzie normalnym NVn(vn,crn). Zauwazmy, ze
zapotrzebowania zdefiniowane przez (1.76) sa wzajemnie zalezne.

Zaldézmy ponadto, ze yn = zZn, i = 1,2,...,M oraz ze na poziom wyzszy nie jest
przekazywana zadna informacja biezaca o zapotrzebowaniach podsysteméw. Koordynator
dysponuje wiec informacjg o $rednich zapotrzebowaniach odbiorcow [2*%,27,..., 2/\].

Niech wskaznik jakosci ma postac:

I = 1-77)
n=0i=1
Optymalne prawa sterowania lokalnych decydentéw wynikaja z (1.71) i majg postac:

«t =1zi- -U ", *= 1,2 Af (178)

Zmienna An jest wyznaczana przez koordynatora zgodnie z (1.72) i opisana jest zalez-

noscia:
1 M
MmM=E ~ F (S K~en) (L79)
Zmienna zagregowana e, = en|, jest wyznaczana na biezaco poprzez minimalizacje

wskaznika (1.74) dla Hk = (Eili ~)-1> (#1)-1G.T = -1 przy ograniczeniu (1.75).
Pozostaje jeszcze problem wyznaczenia pojemnosci rezerwowej, wystepujacejw (1.75).
Niech u* oznacza minimalng wielko$¢ zasobéw, dla ktérejprawdopodobieristwo, ze

un < u* przy zadanym en jest rowne /3, tzn.

M
P(E<<<\?) =0 (1-80)

*=1
Przyjmujac oznaczenie u,, = Yliii K oraz wykorzystujgc (1.78) wraz z (1.79) mozemy
zapisa¢ un w postaci:
M
Wh= X>n “ 4) + e» (L81)



50

Zatem

M
NE (4 - 4)<K-e,)|e,1=1] (1.82)

Z (1.82) wynika, ze

Aun=F -\P)-z2 7, (1.83)
=1

gdzie Aun = u* —en, za$ F~"(0) jest warto$cig funkcji odwrotnej do dystrybuanty zmien-
nej losowej z,, = j Zn dla zatozonego /3.

Poniewaz vn,vad, i~ j oraz vnsg wzajemnie niezalezne i majg rozktady normalne, wiec
zmienna losowa zn ma tez rozktad normalny o parametrach:
Nz, {T.?Li{K +vn), \/E ~i Korzystajac np. z Matlaba (toolbox Stats) mozna
tatwo znalez¢ warto$¢ F~nl (/3) dla zadanego /3. Mozna tez, po standaryzacji zmiennej
losowej £tei(2n —zjj, skorzysta¢ z tablic unormowanego rozktadu normalnego.

Po standaryzacji zmiennej losowej Efei (24 ~ zh) mozemy (1.82) zapisa¢ w postaci:

P{7, < , M AUn )= 12, (1.84)

gdzie 7,, jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym o parametrach AZI(O, 1).
Obecnie rozpatrzymy dwa proste przypadki ilustrujgce pewne wiasnosci opracowanego
algorytmu rozdziatu zasobow.

Przypadek 1

Zatozmy, ze M = 2 oraz przyjmijmy oznaczenie (<*)2 = (cr*)2 + (&2)2. Zaleznos¢ /3 od
Au,, dla ré6znych wartosci * jest przedstawiona na rys. 3. Widzimy, ze prawdopodobien-
stwo realizacji algorytmu wzrasta przy wzroscie wartosci pojemnosci rezerwowej i przy
zmniejszaniu korelacji miedzy zapotrzebowaniami podsystemow.

Przypadek 2

Zbadajmy wptyw liczby podsysteméw M na wielko$¢ pojemnos$ci rezerwowej Aun przy
zadanym prawdopodobienstwie 0 i przy zatozeniu, ze * = ¢ = const. Zatozenie to ozna-
cza, ze rozpatrujemy system, w ktérym $rednio na kazdy podsystem przypada pewna
stata wielko$¢ c zasobow.

Rys.3. Wptyw pojemnosci rezerwowej na prawdopodobienstwo realizacji sterowania

lokalnego
Fig.3. Influence of the resource reserve on the control realization probability

Rys.4. Wptyw liczby podsystemow na wielko$¢ pojemnosci rezerwowej
Fig.4. Influence of the systems number M on the resource reserve
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Korzystajac z (1.84), dla zatozonego /3= 0.99865 otrzymujemy, ze

Aun 3 A (A ) I+ AN
~ = Mc (L85)

Na rys. 4 przedstawiono wptyw liczby podsysteméw M na stosunek ™ W przy zatozeniu,
zedn=49" i=1,2,.,M, dlardéznych wartosci c oraz
Zauwazmy, ze wielkos¢ maleje asymptotycznie do wartosci 3<m/c. Poniewaz an jest

miarg korelacji pomiedzy zapotrzebowaniami zZn oraz z{ dla i / j, wiec roénie ze
wzrostem an.

1.5. Uwagi koncowe

Istotnym punktem rozwazan przeprowadzonych w tym rozdziale jest zatozenie, ze decy-
denci dysponujg zréznicowang informacja wykorzystywang do sterowania. Prawa sterowa-
nia lokalnych decydentéw majg posta¢ analityczng, a obliczenia numeryczne prowadzone
przez koordynatora sprowadzaja sie do wyznaczania wytycznych lub zmiennych zagrego-
wanych. W drugim przypadku naktad obliczeniowy ulega wiec istotnemu zmniejszeniu.
CzeSciowa decentralizacja sterowania i dekompozycja obliczen sg mozliwe dzieki wprowa-
dzeniu do koordynacji ograniczenia elastycznego, ktére pozostawia lokalnym decydentom
pewng swobode w podejmowaniu decyzji. Dzieki temu mogg oni lepiej wykorzystaé¢ swoja
bardziej szczeg6towa informacje pomiarowa.

Woprowadzenie globalnego ograniczenia elastycznego umozliwia dalsze zmniejszenie ilos-
ci informacji przekazywanej przez koordynatora lokalnym decydentom.

Do realizacji sterowania w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej jest potrzebna
pewna “pojemnos$¢ rezerwowa” w magazynie, gromadzaca zasoby nie sterowane przez
koordynatora, lecz wykorzystywana przez lokalnych decydentow. Wskutek tego zmniejsza
sie pojemno$¢ na gromadzenie zapaséw sterowanych przez koordynatora.

Decentralizacja sterowania z wykorzystaniem informacji lokalnych decydentéw daje lep-
sze rezultaty niz centralne sterowanie z mniej szczegétowa informacjg koordynatora i
zwiekszong pojemnos$cia przeznaczong na sterowane zasoby.

Poniewaz w duzym systemie przesytanie catej rozproszonej informacji lokalnej do cen-
tralnego decydenta dysponujacego dodatkowo informacjg o aktualnym stanie magazynu i
doptywie jest praktycznie niemozliwe, wiec otrzymane wyniki przemawiaja przeciwko cen-
tralnemu sterowaniu i za sterowaniem dwupoziomowym, czes$ciowo zdecentralizowanym.

ROZDZIAL 2

ALGORYTMY ROZDZIALU ZASOBOW PRZY
DODATKOWYCH OGRANICZENIACH NA STEROWANIE

W rozdziale 1 opracowano algorytmy rozdziatu zasobéw przy ograniczeniu elastycznym
na sterowanie. Posiadajg one te witasnos$¢, ze przy wiekszym deficycie rosnie liczba ste-
rowan ujemnych, co prowadzi do realizacji sterowania suboptymalnego. Przy wiekszym
deficycie opracowane algorytmy moga by¢ nierealizowalne. Poza tym wielko$¢ pojemnos-
ci rezerwowej jest "niesterowalna” przez koordynatora. Rzutuje ona na "swobode”, jaka
maja lokalni decydenci przy przydziale zasobdw. Wydaje sie, ze przy zwiekszajagcym sie
deficycie swoboda ta powinna by¢ mniejsza, a zatem pojemnos¢ rezerwowa powinna maleé.

W niniejszym rozdziale zostang opracowane algorytmy rozdziatu zasobéw w uktadzie
sterowania dla struktury informacyjnej opisanej w rozdziale 1. Rozwazania zostang ogra-
niczone do przypadku skalarnego i struktury informacyjnej, w ktérej na poziom wyzszy
nie jest przekazywana zadna informacja pomiarowa o zapotrzebowaniach odbiorcéw. Pro-
ponowana struktura uktadu sterowania jest szczeg6lnie uzasadniona wtedy, gdy system
jest duzy (duza liczba odbiorcéw) i przesytanie informacji o zapotrzebowaniach rozpro-
szonych odbiorcéw do centralnego decydenta zwigzanego z magazynem zasobow jest z
pewnych wzgledéw utrudnione.

W punkcie pierwszym zostanie sformutowany i rozwigzany problem rozdziatu dla kwa-
dratowego wskaznika jakosci przy ograniczeniach na warto$¢ $rednig i wariancje sterowa-
nia. W punkcie drugim przy formutowaniu problemu zostanie wprowadzone ograniczenie
na znak sterowania oraz podany sposéb jego rozwigzania. Natomiast punkt trzeci za-
wiera synteze algorytmu rozdziatu zasobéw przy ograniczeniu na warto$¢ $rednig stero-
wania oraz przy narzuconym prawdopodobieAstwie na nieujemno$¢ sterowania. W punkcie
czwartym zostang krétko podsumowane wyniki uzyskane w tym rozdziale.

2.1. Algorytm rozdzialu zasob6éw przy ograniczeniach
na wartos$¢ Srednig i wariancje sterowania [18, 24]

W rozdziale pierwszym sformutowano i rozwigzano problem rozdziatu zasobow reali-
zowanego w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej. Ponizej zostanie przedstawione
rozwigzanie powyzszego zadania dla przypadku skalarnego, ale przy dodatkowym ograni-

czeniu na wariancje sterowania.
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Tak wiec rozpatrywac bedziemy system sktadajacy sie z M statycznych podsystemow
o losowych zapotrzebowaniach zn, pobierajgcych zasoby u'n z magazynu zasilanego dopty-
wem dn, jak to zostato pokazane na rys. 1 w rozdziale pierwszym.

Niech model pomiaru w i—tym podsystemie ma posta¢:

yn==2n+<, 2.0

gdzie Znjest zmienng losowa reprezentujgca zapotrzebowanie i-tego odbiorcy, za$ wh jest
btedem pomiarowym.
Niech wskaznik jakos$ci, ktory nalezy minimalizowaé, wyraza sie wzorem:

N M

I=EZ E(QU2+2G "X + Hna% (2.2)
n=0*=1

gdzie E jest symbolem wartosci oczekiwanej, Qn,G JOH h sg dane, za$ ah(.) jest poszuki-
wanym prawem sterowania, tzn. uh = ah(.).
Sterowania uh powinny spetnia¢ nastepujacag nieréwnosc:

M
hmin » tdn y ~un n=0,1,..V, (2.3)

1=1
gdzie hn,hmin sg rzeczywistg oraz minimalng wartoscig wielkosci zasobow w magazynie,
za$ dn reprezentuje doptyw do magazynu.

Oczywiscie zadanie to moze by¢ rozwigzywane w strukturze jednopoziomowej z jednym
decydentem, dysponujacym informacja o zapotrzebowaniach odbiorcéw oraz informacja
0 aktualnym stanie zasob6w w magazynie i o prognozie doptywu. Wymaga to przesy-
tania informacji z i do rozproszonych odbiorcéw. Ponizej zostanie rozpatrzony problem
rozdziatu zasobdw rozwigzywany w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej przy zréz-
nicowanej informacji pomiarowej decydentdéw, na podstawie ktérej podejmujg oni decyzje.
Zaktadamy przy tym, ze na poziomie wyzszym koordynator dysponuje w chwili n infor-
macjg a priori o parametrach statystycznych zapotrzebowan oraz informacjg o aktualnym
stanie zasobdw w magazynie i prognozie doptywu. Na tej podstawie okresla on wytyczne
pn, i= 1,2,..., M, przekazywane na poziom nizszy. Lokalny decydent wyznacza osta-
teczny przydziat zasobow swojemu odbiorcy na podstawie wytycznej pj, oraz informacji
Vn-

Tak wiec przez dopuszczalne prawa sterowania i—tego lokalnego decydenta bedziemy
rozumie¢ funkcje uJ, = an(y'n,p'n), za$ przez dopuszczalne prawa sterowania koordynatora
funkcje pn = Bn(mn), gdzie m,, reprezentuje informacje dostepna na poziomie wyzszym w
chwili n. Zaktadamy przy tym, ze funkcje te sg zwigzane nastepujacymi ograniczeniami:

E\m,,a'n{yh,p'n) =pn, i —1,2,...., M, n=0,1,....W (2.4)
E\m,,K(y'n,Pn)-p'n}2= “*n(p'n), i=12,...M, n=0,1,...,.N (2.5)
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Przy poszukiwaniu praw sterowania koordynatora i lokalnych decydentéw minimalizu-

jacych wskaznik jakosci (2.2) przyjmiemy, ze

Z1. Zmienne losowe Zn,w'n wystepujace w modelu pomiaréw (2.2) maja rozktady nor-
malne o znanych parametrach

Z2. Zmienne losowe yn, Zn sa niezalezne od m,,
Z3. Wartosci sterowan un nalezg do przestrzeni liczb rzeczywistych

Z4. Sterowanie un nie wptywa na wartosci zmiennych yd oraz z{ dla i/ j

2.1.1. Rozwigzanie problemu

Dla przyjetej struktury uktadu sterowania i dostepnej informacji oraz przy przyjetych
zatozeniach, podobnie jak w rozdziale 1, zadanie poszukiwania optymalnych praw lokal-
nych decydentéw sprowadza sie do minimalizacji w (2.6)

M
/,, «,bn) = E[minf,m +2G ;« +tfXJ)U=t.(m,) (2.6)
=i
przy ograniczeniach (2.4), (2.5), dla dowolnego dopuszczalnego zbioru funkcji bn\
“n= K(yi,P',,), i=1,2,., W}, 6,={6h(mn), i=1,2,.,M}.
Zadanie minimalizacji (2.6) przy ograniczeniach (2.4), (2.5) mozna zastgpi¢ rownowaz-

nym zadaniem bez ograniczen w postaci:

Ln=minE[mE [ « + 2GnzZnan+ H tf + 2\'nan+ - pn)\ 2.7)
“n =1
gdzie A”/ij, sa mnoznikami Lagrange’a. Odpowiedni dobdér tych mnoznikéw zapewnia
spetnienie ograniczen (2.4), (2.5).
Przy zatozeniu Z4 zadanie poszukiwania minimum wzgledem an —{a'n, i = 1,2,..., M}
dekomponuje sie na M niezaleznych zadan w postaci:

L* = minf,mn[Q X2+ 2GhZn< + K< 2+2AX + M - ping (2.8)
an

Problem minimalizacji (2.8) wzgledem funkcji @n mozna sprowadzi¢ do znacznie prost-
szego zadania minimalizacji wzgledem zmiennej un w postaci:

L{ = ElmmminEk mn[Hy* +2G\WX + Q\z* + 2A>j, + * (< - pj,)q, (2.9)

un
gdzie £jv. mn oznacza operacje usredniania warunkowego przy zadanym yn,mn, za$
Zn = £iv, mnZn = £|yji4, co wynika z zalozenia Z2 i jest oceng Zn wyznaczang przez

i—tego lokalnego decydenta.
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Z minimalizacji wyrazenia (2.9) wzgledem un otrzymujemy:
W +72~ K =-Ah+7Jn-G K (2.10)

Wyliczajac un z (2.10) i wstawiajagc do (2.4) obliczymy Aj,. Wowczas lokalne prawo
sterowania i—tego lokalnego decydenta przyjmie postac:

< =Pn-(K +7)_1G;(4 - 4), (211)

gdzie zn = Ez\.

Wstawiajac (2.11) do (2.5) wyznaczymy n\. Ostatecznie, po wstawieniu tak obliczonego
p'n do (2.11), otrzymamy:

< =pj+4(4 - 4)> (2.12)

gdzie Kn = o™* = £|m,(Z; - £;)2= E(z'n- z'J2, co wynika z zatlozenia Z2.
Jesli rozpatrywac przypadek, w ktédrym Kn nie zalezy od ph, to rébwniez wariancja ste-
rowania (2.5) nie bedzie zaleze¢ od wytycznych koordynatora.

Zauwazmy jeszcze, ze przy braku ograniczenia (2.5) optymalne prawo lokalnego decy-
denta ma postac:

«w =pi,- (Mi)"1Gn(4 - 4) (2.13)
W tym przypadku wariancja sterowania wyrazona jest wzorem:
Eim,@l“-pl)2= [(/;)->G-]V;2 (2.14)

Przy ograniczeniach (2.4), (2.5) i dla wariancji sterowania (2.14) algorytm zapewnia
najmniejszg warto$¢ wskaznika jakosci (2.2).

Obecnie rozpatrzymy przypadek, w ktdrym zatozymy nastepujacy zwigzek miedzy pa-
rametrami statystycznymi sterowania i zapotrzebowania:

£lm X (4,pj],) _Ph_ 4
Mae(depjj-p-l2 Qn o< ’

Wyznaczajac z (2.15) i wstawiajgc do (2.12) otrzymamy:
< =pi.+4*Pn(4 - 4) = ff4. (2.i6)

gdzie K = i.

57

Zauwazmy, ze wariancja sterowania u} zdefiniowana jako E\mn(u'® —pn)2 zalezy od
zmiennych pn obliczanych przez koordynatora. Poza tym dla nieujemnych pn i Z,, wartosci
sterowan u'n sg rdwniez nieujemne.

Skonstruowany algorytm wymaga pojemnosci rezerwowej do realizacji lokalnego stero-
wania .

Jesliprzez u* oznaczy¢ minimalng wielko$¢ zasobow, dla ktérejprawdopodobiefstwo
tego, ze K < K Przy zadanym p,, = [p*,p2,...,p"] jest réwne /3, to wykorzystujac
(2.16) otrzymamy nastepujaca zaleznos¢:

M M
p(£ 4*pi,(4- 4) << -Epilpn) =p (2.i7)
i=i *=i

Przy zatozeniu Z1 zmienna losowa z,, = - Zn) ma rozktad normalny. Po jej
normalizacji zalezno$¢ (2.17) mozna zapisa¢ w postaci:

P{iIn< — )=/, (2-18)

gdzie Aun = u’ - Efci Pn, = AE"i(On)2(4 ~ 4)*. za§ 7, jest zmienng losowg 0
rozktadzie normalnym .MQ, 1).
Wodéwczas warto$¢ pojemnosci rezerwowej wynika z zaleznosci:

AU, = E(E(*n*)24 -4 )2%C(/*). (219
i=1

gdzie jest wartoscig funkcji odwrotnej do dystrybuanty dla zadanego /3, tatwo
wyznaczalng z tablic znormalizowanego rozktadu normalnego.

Zadaniem koordynatora jest okreslenie wytycznych pn minimalizujgcych wskaznik jako-
§ci (2.2) dla prawa sterowania a”(y'n,pn) okreslonego przez (2.16) przy zmodyfikowanym
ograniczeniu nierownos$ciowym na wielko$¢ zasobdw w magazynie.

Po wstawieniu (2.16) do (2.2) otrzymamy:

| = E[£ J2(H'MPn + 2GM4Pn + W +2G" ;< 2+ Qi.4) (220)
n=0t=1

gdzie Kn = Krip'n.

Jesli strategia koordynatora przy wyznaczaniu pn jest oparta na idei sterowania w ukita-
dzie OLF, to wielkosci te trzeba oblicza¢ na biezgco poprzez minimalizacje na drodze
numerycznej wskaznika jakosci

n+N' M
K = £ £ (Hikd? + 2@Gkinh + Hik?4? + 26)k]a”? +# Bb%Z\" . (2.21)

I=n t=1
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przy ograniczeniach:

hmin + A”n+j-1 ~ +jn> j —l1i2, - ) - 1 (2.22)
Pn+i\n >0, i= j =0,,..3Vv", (2.23)

gdzie /i,*JJn jest oceng wielkosci zasobéw w magazynie w chwili n +jdokonang przez
koordynatora na podstawie informacji m,,. Ocena ta moze byéwyznaczona z rownania:

n+j-1 _ n+j-1M
An+jjn = Mnjn + /£ Nln ~ £I £ITI|n> (2.24)
=n =nt=

gdzie hn|,, oraz dt\n sg odpowiednio ocenami wielko$ci zasobow w chwili n oraz doptywu
w okresie (/, | + 1), dokonanymi w chwili n.

Realizacja opracowanego algorytmu wymaga obliczen numerycznych przy minimaliza-
cji wskaznika (2.21) i przesytania wyznaczonych wytycznych pj, = pj», i = 1,2,....M
poszczegbélnym decydentom lokalnym. W celu zmniejszenia wymiarowos$ci zadania nume-
rycznego i uzaleznienia lokalnych praw sterowania od wytycznej jednakowej dla wszyst-
kich podsystemdw powyzszy algorytm nalezy zmodyfikowaé. W tym celu wprowadzmy
zmienng zagregowang zdefiniowang jako:

en= (2.25)

reprezentujgca wstepny przydziat zasobow wszystkim podsystemom, obliczony przez ko-
ordynatora. Przy zadanym e(|,, zadanie poszukiwania optymalnych wytycznych pjjn spro-
wadza sie do minimalizacji wskaznika jakosci

M
h =£m,£ {H\An+2G)z\An+ Hjkfai2+2G }k" +¢jzj2) , . |, (2.26)
i=i < i "i»

przy ograniczeniu (2.25). Po zastosowaniu metody mnoznikdw Lagrange’a otrzymamy po
przeksztatceniach:

Pifb=-m 1+ (*N;)2}_1Ne  + kr*?) + A] (2.27)
M

A = -tf LE{EF/[T + (fc;™)2F-757 ) + *5vi2) + exi} (2.28)
j=1

Hi = {E{#/[L + (" A 2]}'1}-1 (2.29)
i=1

Po wstawieniu (2.16) i (2.27)-(2.29) do wskaznika jakosci (2.21) bedzie on zalezat od
zmiennej zagregowanej eth, I=n,n+ 1,...,n+ N’. W ten sam sposéb mozna uzalezni¢
zmienng Au; okre$long przez (2.19) od e/|,.
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Zadanie koordynatora sprowadza sie do numerycznego poszukiwania zmiennych zagre-
gowanych e|n, /=n,n + 1,...,n + N\ a nie wytycznych p)|,,, I=n,n +1,...,n + NJ,
i- 12, Jesdli wartosci wytycznych pjjn, | = n,n + I,...,n + N\ wyliczonych
z (2.27)-(2.29) beda nieujemne, to na poziom nizszy mozna przesta¢ An jednakowe dla
wszystkich lokalnych decydentéw, ktdrzy sg w stanie okresli¢ ostateczny przydziat zaso-
béw swoim podsystemom zgodnie ze wzorami (2.16) i (2.27).

2.1.2. Przyktady
Przyktad 1
Rozwazmy system sktadajacy sie z M odbiorcéw (podsysteméw), ktoérych zapotrzebo-
wania zn sg zmiennymi losowymi o wartosci $redniej Zn i wariancji a'2.
Niech wskaznik jako$ci ma postac:
N M
iZeYeK -4)wW ) 2-3°)
n=0 t=1
Zatozmy, ze yn = 7Zn, co oznacza, ze lokalny decydent zna zapotrzebowania swojego

odbiorcy. Wowczas optymalne prawa sterowania wynikajace z (2.16) wraz z (2.27)-(2.29)
wyrazone sg zalezno$ciami:

ni=bzi (2.31)

pb=pki, = * - £ t (2-32)
1 M

A,==jr —rr(£ < -en), (2.33)
1gn 1=

gdzie < = 1+ (jf)2-
Wartosci zmiennych zagregowanych en\n nalezy oblicza¢ na biezagco poprzez minimali-
zacje wskaznika (2.21), ktéry po uwzglednieniu (2.27)-(2.29) ma postac:

n+N” | ipM

P Y oc ke (2.34)
k=n  Li=Nak)
przy ograniczeniach (2.22)-(2.24).
Poréwnujacwzor (2.34) zewzorem (1.50) z punktu 1.3.4.1 rozdziatu 1 widzimy, ze dla
ekin = Y.iLizl warto$ciwskaznikdw sa zerowe oraz u'® = zZn. Oznacza to, ze przy odpo-
wiedniej pojemnosci rezerwowej zapotrzebowania odbiorcow moga byé w tym przypadku

w petni zaspokojone.
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Przyktad S

Rozpatrzmy system opisany w przyktadzie 1. Ze sformutowania problemu wynika, ze
do realizacji algorytmu niezbedna jest pojemno$¢ rezerwowa w magazynie. Wyznaczmy
wielko$¢ tej pojemnosSci przy zatozeniu, ze zapotrzebowania Zn majg rozktad normalny
o wartosci $redniej Zn = = 5° i odchyleniu standartowym a,, = an = a*. Przy re-
alizacji sterowania zgodnie z (2.16) pojemnos¢ rezerwowa wynika z (2.19) i opisana jest
zalezno$cia:

11

A M w ks
Widzimy, ze pojemno$¢ rezerwowa zalezy od decyzji koordynatora i zmniejsza sie wraz

ze wzrostem deficytu i wzrostem liczby odbiorcow. Je$li rozpatrzyé strategie sterowania

bez ograniczenia (2.5), wowczas lokalne prawo sterowania wynika z (2.13) i dla wskaznika

jakosci (2.30) ma posta¢ uh = ph + rj, —5J,. Latwo sprawdzi¢, ze w tym przypadku

pojemnos$¢ rezerwowa wynika z rdwnania:

Aun = s/MohF;n0) (2.36)

Warto$¢ tej pojemnosci nie zalezy od wytycznej koordynatora, a zatem nie moze by¢
przez niego dobierana.

Przyktad 3

Rozpatrzmy system rozpatrywany w przyktadzie numerycznym zamieszczonym w punk-
cie 1.3.4.1 rozdziatu pierwszego. Wyniki symulacji dla tych samych danych przy realizacji
algorytmu opracowanego w niniejszym rozdziale zamieszczone sa w tabeli 2.1. Dla po-
rownania w tabeli tej zamieszczone sg réwniez wartosci wskaznika jakosci otrzymane przy

realizacji algorytmu opracowanego w rozdziale pierwszym (patrz tabela 1.1 w punkcie
1.3.4.1 rozdziatu 1).

Tabela 2.1
Wyniki badan symulacyjnych dla przes. hor. N' = 1
) _ Algorytm Algorytm
Sredni doptyw  przy ogr. elastycznym przy dodatkowym ogr. na wariancje
dn na sterowanie sterowania
wskaznik wskaznik
n 0 0
0.9zn 4611 4361
0-8z,, 18650 18116

0.62zn brak rozwigzania 72280
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Z tabeli tej wida¢, ze wyniki sa pordwnywalne. Tym niemniej algorytm uwzglednia-
jacy ograniczenie na wariancje sterowania moze by¢ realizowany w warunkach wiekszego
deficytu. Wigze sie to z faktem, ze wielko$¢ pojemnosci rezerwowej jest sterowana przez
koordynatora.

2.2. Algorytm rozdziatu zasobdw przy ograniczeniach
na wartos$¢ srednig i znak sterowania [19]

W punkcie 1.3 rozdziatu 1 zostato sformutowane i rozwigzane metoda cen zadanie roz-
dziatu zasobow dla przypadku wielowymiarowego. W niniejszych rozwazaniach zostanie
rozwigzane zadanie rozdziatu zasobéw dla przypadku skalarnego przy dodatkowym ogra-
niczeniu na nieujemno$¢ sterowania.

Bedzie rozpatrywany wskaznik jakosci opisany zaleznoscia:

N M

| = 2-37
n=0:=1 ( )

gdzie N jest horyzontem sterowania, M jest liczbg odbiorcow, ¥n(.) reprezentuje straty
wynikajace np. z deficytu zasobéw w okresie (n,n + 1), zh - zapotrzebowania i—tego
odbiorcy, zai un jest wielko$cig zasobdw przyznanych i-temu odbiorcy na okres (n, n+ 1).
Ograniczenia na wielko$¢ zasobdw w magazynie oraz na znak sterowania majg postac:
M
hmin <hn+dn-Y uj, >0, (2.38)
=i
gdzie hn, hmin sg aktualnym oraz minimalnym dopuszczalnym poziomem zasobéw w ma-
gazynie, za$ dn jest doptywem zasobéw do magazynu.

Zadaniem jest tak rozdzieli¢ zasoby pomiedzy odbiorcow, aby wskaznik jakosci (2.37)
przyjmowat minimalng warto$¢ przy ograniczeniach (2.38).

Podobnie jak w poprzednich rozwazaniach zaktadamy, ze strategia sterowania jest re-
alizowana w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej z koordynatorem na poziomie wyz-
szym i lokalnymi decydentami na poziomie nizszym, ktérzy dysponujg zr6znicowang infor-
macjg. Rozpatrzymy przypadek, w ktdrym koordynator dysponuje w chwili n informacja
a priori o parametrach statystycznych zapotrzebowan oraz informacja o aktualnym stanie
zasobéw w magazynie i prognozie doptywu, na podstawie ktdrych okresla on wytyczng
A, przekazywang na poziom nizszy. Lokalny decydent wyznacza ostateczny przydziat za-
sobow swojemu odbiorcy na podstawie wytycznej A, oraz informacji pomiarowe;j:

y:;=3(C <) (2-39)
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Tak wiec przez dopuszczalne prawa sterowania i—tego lokalnego decydenta przyjmiemy
funkcje un = an(y'n, A,,), zas$ przez dopuszczalne prawa sterowania koordynatora funkcje
An = bn{&ni~n) oraz en —cn(hn,dn, 2n), gdzie 2n — [z",2\],...,z"]. Wielkos¢ reprezen-
tuje warto$¢ Srednig zapotrzebowania i—tego odbiorcy, za$ hn,dn sag odpowiednio oceng
aktualnej wielkosci zasob6w w magazynie oraz prognoza doptywu. Zaktadamy przy tym,
ze funkcje te sg zwigzane nastepujacym globalnym ograniczeniem elastycznym:

M
en = E\mn |>§| an(“n’ An)/ (2.40)

gdzie mn reprezentuje informacje dostepng na poziomie wyzszym.

W proponowanej strukturze sterowania oraz strukturze informacyjnej ograniczenie (2.38),
podobnie jak w poprzednich rozwazaniach, zostanie zastagpione zmodyfikowanym ograni-
czeniem w postaci:

Amin ‘“Aun”™ hn#%dn en, cn” 0, (2.41)

gdzie Aun jest pojemnoscia rezerwowg w magazynie niezbedng do realizacji sterowania
optymalnego.
Przy syntezie algorytmu sterowania zatozymy, ze

Z1. Rozktady prawdopodobieristwa zmiennych losowych zZn,w'n wystepujagce w modelu
pomiaréw (2.39) sa znane;

Z2. Zmienne losowe yh, Zn sg niezalezne od mn;
Z3. Sterowanie un nie wptywa na wartosci zmiennych y8 oraz z{ dla i » j;

Z4. Funkcja t” (y'n,u'n) = EWiiiXJ'n[an(y'n, An), Zn] = E~nln(u'n, Zn) jest wypukia i rdéznicz-
kowalna w spos6b ciagty wzgledem un dla kazdego ustalonego yn.

2.2.1. Rozwigzanie problemu

Dla przyjetej struktury uktadu sterowania i dostepnej informacji oraz przy przyjetych
zatozeniach, podobnie jak w punkcie 1.3.2 rozdziatu 1, zadanie poszukiwania optymalnych
praw sterowania lokalnych decydentéw sprowadza sie do minimalizacji wyrazenia

mtA(3/AX>An) = £v-AnK (<,<) - A,ujd (2.42)

wzgledem uh przy ograniczeniu un > 0. Mnoznik Lagrange’a An zostat wprowadzony do
(2.42) w celu uwzglednienia ograniczenia elastycznego (2.40) przy minimalizacji wskaznika
jakosci (2.37).
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Przy zatozeniu Z4 funkcja L'nfyn,u'n,Xn) jest wypukta i ré6zniczkowalna wzgledem u'n.
Zatem optymalna warto$¢ sterowania ujf wynika z warunkéw Kuhna-Tuckera (koniecznych

i wystarczajacych):
dK() 59 (2.43)
du
dL'nt = o (2.44)
" d*n
K >0 (2.45)

Warunki (2.43)-(2.45) sa spetnione dla uf? o postaci
u'® = max[0, an(y'n, Al (2.46)
gdzie a'n(.) jest rozwigzaniem réwnania:

=0 (2.47)

Wynika tozfaktu,ze przy zatozeniu Z4 funkcja An)jest wypukta wzgledem

un przy ustalonych wartosciach pozostatych argumentéw.Zatem jejpochodna czastkowa
3™ U. jest niematejgca funkcjg argumentu un. Dla u'® = max[0, an(y'n, A,)] zachodzi wiec

nastepujaca zaleznos¢:

m i > (2.48)
| =Mro du'n

Niech a@n(.) jest rozwigzaniem réwnania

dur A =0 (2.49)
du'n K=aj,(.)

Przy zadanych yn oraz An funkcja a'n(y'n, An) wynikajaca z (2.49) moze przyjmowac

nastepujace wartosci:

1. A,) < 0. Wtedy u'® = 0, co oznacza, ze
ST | I 23
dun |u}°=0 dun K=o0n(.)
<7TT =0 (2-51)
dunju=us«
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2- Qn(yni An) = 0. Woéweczas w,“ = 0, co prowadzi do nastepujacych zaleznosci:

. (2.52)
9Un |U=0 dun |ui=Cj.()
odLi
e - =0 (2.53)
&U'n Jup=udy
3- Qn(yhtK) > 0. Wtedy urf = aj,(.), a zatem
uun |u“>=aj,(.)
dL*
< OU\M’] K=ul» = ° (255)

Wida¢ wiec, ze u“ zdefiniowane przez (2.46)-(2.47) zapewnia spetnienie (2.50)-(2.55),
€0 pocigga za sobg spetnienie (2.43)-(2.45).

W stawiajagc (2.46) do ograniczenia elastycznego (2.40) mozna znalez¢ zwigzek miedzy
A, i en, ktéry w zaleznosci od funkcji gestosci zmiennych losowych moze nie mie¢ postaci
analitycznej. W takiej sytuacji réwniez zalezno$¢ wskaznika jakosci (2.37) od e,,,
n=0,1,..,N bedzie wyznaczana numerycznie. Problem ten bedzie zilustrowany na po-
nizszych przyktadach.

2.2.2. Przykitady
Przyktad, 1

Rozwazmy system sktadajacy sie z M odbiorcéw zasobow, ktérych zapotrzebowania sg
zmiennymi losowymi.

Niech wskaznik jakosci ma postac:

/| =£ £ E k - <)fu=0() (2.56)
n=0t=1
Zalézmy, ze yn = 7Zn, co oznacza, ze lokalny decydent zna zapotrzebowania swojego
odbiorcy.
Wykorzystujac (2.42), (2.46), (2.47) i (2.40) otrzymamy:

u'* =max(0,zZn- A,) (2.57)
M

E\nn Tnax(0,z, An) = en (2.58)
i=0
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Po przeksztatceniach zaleznos¢ (2.58) przyjmuje postaé:

-MAn+ AnE [*“fl(zi)dzi, - £ fXz'J'n(z"dzl = en- £ 4, (259
;=i i=iJo i=i
gdzie f'n(z'n) jest gestoscig prawdopodobieristwa zapotrzebowania zn, zai Zn = Ez'n.
Dla danej funkcji /n(*n) mozna w sposob analityczny lub numeryczny znalezé zalezno$é
en od An tzn. funkcje e,,(An).
Wstawiajac (2.57) do (2.56) otrzymamy zalezno$¢ wskaznika jakosci od funkcji

A, = 6,(e,, zn) w postaci:

I=EEE £k[«(0,< - An)- <]2 (2.60)
n=0i=I
lub po przeksztatceniach
/= £EE£|m,/», (2-61)
n=0
gdzie
M n M \n
in=M\i  +z *?fNe )dzi-xI1Z n (2-62)

i=ij =i

Ostatecznie, zalezno$¢ /,,(en) wynika ze ztozenia funkcji en(An) i /,,(An), wynikajacych
odpowiednio z (2.59) i (2.62).

Jesli strategia koordynatora przy wyznaczaniu en jest oparta na idei sterowania w ukta-
dzie OLF, to wielko$¢ te trzeba oblicza¢ na biezaco poprzez minimalizacje wskaznika
jakosci

n+N’
[*= E_h (2.63)
k=Tl
przy ograniczeniach (2.24)-(2.25).

Problemem do rozwigzania pozostaje jeszcze okre$lenie pojemnosci rezerwowej Aun,

ktora zalezy od gestosci prawdopodobienstwa zmiennej un. Dla rozpatrywanego przyktadu

zadanie to zostanie rozwigzane ponizej.

Przyktad 2

Rozwazmy system opisany w przyktadzie 1, w ktérym losowe zapotrzebowania odbior-
céw maja rozktad rownomierny o parametrach [0,ftj,]. Wyznaczmy wartos¢ strefy rezer-
wowej Aun zdefiniowanej jako Aun = E Mi(ufmx - E\m,,K)- Taka strefa zapewni reali-
zacje sterowania lokalnego z prawdopodobiefAstwem 1. Okre$lenie pojemnos$ci rezerwowej
zapewniajacej realizacje sterowania lokalnego z prawdopodobiefAstwem /? < 1 wymaga
znajomosci funkcji gestosci zmiennej losowej un = YIiL\ ufi ktdrag mozna uzyskac poprzez
ztozenie rozktadéw zmiennych losowych uJ,.
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Optymalne prawo sterowania un jest opisane zaleznoscig (2.57). Mozna pokaza¢, ze
funkcja gestosci prawdopodobienstwa ul, bedacego dla koordynatora zmienng losowa ma

postac:
rM —ff#f da u=0
dla 0 < u< 6°—An

Srednia warto$¢ un wynika z wyrazenia:

E u>_ [B A fi tuswu' _ /] "7 _ dla \n < bn

Zatem wielko$¢ pojemnosci rezerwowej moze byé wyznaczona z zaleznosci:

T g 2 2 (2-64)
gdzie J = {i : A, < 6),}.
Zauwazmy, ze wielko$¢ pojemnosci rezerwowej zalezy od zmiennej koordynujacej A,, a
zatem zalezy ona od decyzji koordynatora.

Przyktad 3
Rozpatrzmy system sktadajgcy sie z M = 10 odbiorcéw z losowymi zapotrzebowaniami
o rozkladzie réwnomiernym o parametrach [0,t/2], i = 1,2,...,M. Zwigkszenie liczby

odbiorcow (podsystemoéw) nie wprowadza dodatkowej ztozonosci obliczen.
Zaleznosci e,,(A,,), /,,(An)oraz Aun(An) wynikajace odpowiednio z (2.59),(2.62) i (2.64),
zostalty wyznaczone numerycznie, za$ ich przebiegi sg przedstawionena rys. 5 irys. 6.
Funkcje /,,(e,,) i1 Aun(en) wynikaja ze ztozenia funkcji /,,(An) i Au,(An) z funkcjg e,,(A,,).
Mozna je aproksymowa¢ wielomianami o postaci:

/,, = Ean,.(e,)i (2.65)
1=0
Aun =Y, Vj(en)3 (2.66)
=0

Przebiegi funkcji aproksymujacych 7,,(en) oraz Aun(e,,) sg przedstawione na rys. 7.

Rys.5. Zaleznos¢ en od A,
Fig.5. Dependence en on An

Rys.6. Zaleznos¢ /,, i Aun od An
Fig.6. Dependence /,, and Aunon A,
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Rys.7. Zalezno$¢ /,, i Au,, od e, oraz ich aproksymacje
Fig.7. Dependence /,,, Au,, on en and their approximations

Jesli strategia koordynatora przy wyznaczaniu zmiennej zagregowanej en jest oparta
na idei sterowania w uktadzie OLF, to funkcje aproksymujace /,, oraz Aun moga by¢
wykorzystane przy minimalizacji wskaznika (2.63) przy ograniczeniach (2.24)-(2.25).

Z przeprowadzonych rozwazan widaé, ze synteza algorytmu sterowania przy ogranicze-
niu na znak sterowania jest do$¢ skomplikowana. W nastepnym punkcie zostanie roz-
wigzany problem, w ktérym "twarde” ograniczenie na nieujemno$¢ sterowania zostanie

zastgpione "miegkkim” ograniczeniem na prawdopodobiefistwo wystgpienia takiego stero-
wania.

2.3. Algorytm rozdziatu zasob6w przy ograniczeniach
na warto$é¢ Srednig i prawdopodobienstwo wystgpienia
nieujemnych sterowan

W rozdziale 1 dokonano syntezy algorytmu sterowania przy ograniczeniu elastycznym

na warto$¢ Srednig sterowania. Dla kwadratowego wskaznika jakosci okreslono tam lokalne
prawa sterowania o postaci:

< =P\+Ne -<), (2.67)
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gdzie wspotczynik Kn zalezy od parametrow wskaznika jakosci, pn jest wytyczng koordy-
natora, za$ (Zn—zn) jest réznicg ocen zmiennej losowej Zn dokonanych na podstawie infor-
macji dostepnej dla koordynatora i lokalnego decydenta. Z rozwazan przeprowadzonych
w rozdziale 1 wynika, ze przy zwiekszajgcym sie deficycie na zasoby prawdopodobienstwo
wystgpienia ujemnych sterowan uJ, wzrasta. Ponadto wielko$¢ pojemnosci rezerwowej nie-
zbednej do realizacji sterowania optymalnego nie zalezy od decyzji koordynatora, co w
niektdrych przypadkach moze niekorzystnie wptywaé na jakos¢ sterowania. W punktach
2.1 i 2.2 niniejszego rozdziatu sformutowano problemy tak, aby skonstruowane algorytmy
nie miaty tych wiasnosci. Synteza praw sterowania jest jednak bardziej skomplikowana.

W ponizszych rozwazaniach zostanie rozwigzany problem podobny do sformutowanego
w rozdziale 1, w ktérym istotng role odgrywato ograniczenie elastyczne na warto$¢ $rednig
sterowania lokalnego. Obecnie bedziemy poszukiwaé sterowania optymalnego uif z klasy
sterowan liniowych w postaci (2.67). Naszym zadaniem bedzie wyznaczenie takiego wspot-
czynnika Kn > 0, przy ktérym prawdopodobienstwo wystgpienia nieujemnego sterowania
jest zadane.

W dalszych rozwazaniach bedzie rozpatrywany przypadek skalarny.

Niech lokalne prawa sterowania maja posta¢ (2.67). Nalezy wyznaczy¢ takie kKn > 0,
aby prawdopodobienstwo tego, ze uh > 0 przy zadanym pn réwnato sie a, tzn.

P(< >0lpn) = (2-68)

Wstawiajac (2.67) do (2.68) otrzymamy:

= i-« (2-69)

lub

te—ir \lry N\ € M
o=iIr"k™)p‘ K v
Zauwazmy, ze dla zmiennych losowych o funkcjach gestosci réwnych zero dla Zn < 0
i dlaa = 1lokalne prawo sterowania opisane jest wzorem:

Pn~ (2.72)
U' = ii*’

Taka posta¢ lokalnego prawa sterowania otrzymali$my réwniez w punkcie 2.1.1 niniej-
szego rozdziatu.

Pozostaje jeszcze problem wyznaczenia pojemnosci rezerwowej i wytycznych koordyna-
tora. Dla prawa sterowania (2.67) przy kKn wynikajacym z (2.70) problem ten byt dyskuto-
wany w punkcie 2.1.1 niniejszego rozdziatu. Mozna wiec powtérzy¢ rozwazania prowadzace
do zaleznodci (2.17)- (2.29), w ktorych za Kn' nalezy przyja¢ wielko$¢ wynikajaca z (2.70).
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Przyktad

Rozpatrzmy system sktadajacy sie zM podsystemow, dla ktérych zmienna losowa Zn ma
rozktad normalny o wartosci $redniej :» = i+ 2 iodchyleniu standartowym an = (i4-2)/3.
Dla takich danych prawdopodobienstwo wystgpienia ujemnych zapotrzebowan wynosi ok.
0.001.

Niech wskaznik jakosci ma postac:

/=~ rk -4 )U (2.72)

za$ z\ = 7Zn.
Przy braku ograniczenia na prawdopodobienstwo wystgpienia nieujemnych sterowan
lokalne prawo sterowania wyraza sie wzorem (1.48) z rozdziatu 1, tzn.

<=P'n+(<~0 (2.73)

Obliczmy warto$¢ wytycznej ph, dla ktérej prawdopodobienstwo wystgpienia nieujem-
nego sterowania u), wynosi a, tzn.

P(< >0K)=a (2.74)
Wstawiajgc (2.73) do (2.74) otrzymamy:
(2.75)

gdzie F “1jest funkcjg odwrotng do dystrybuanty zmiennej losowej zh.

W tabeli 2.2 zamieszczone sg wartosci wytycznych pn wynikajace z (2.75), dla ktorych
prawdopodobienstwo wystgpienia nieujemnych sterowan lokalnych wynosi a.

Jak wiadomo, przy wzroscie deficytu wartosci wytycznych koordynatora malejg. WyniKki
zamieszczone wtab. 2.2 pokazujg, ze rosnie wowczas prawdopodobienstwowystgpienia
ujemnego sterowania lokalnego.

Warto$¢ pojemnosci rezerwowej zapewniajgcej realizacje sterowania lokalnego (2.73)
wynika ze wzoru (1.54) w rozdziale pierwszym,tzn.

Aun= F->(/?) - X X, (2.76)
1=

gdzie F~nl(f3) jest wartoscig funkcji odwrotnej do dystrybuanty zmiennej losowej
z, = zh dla zadanego prawdopodobienstwa 0.
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Tabela 2.2
Zalezno$¢ wytycznej koordynatora od prawdopodobieristwa wystgpienia
nieujemnego sterowania lokalnego (2.73)

©

Nr podsyst. 1 2 3 4 5 6 7 8 10
Sredniazh 3 4 5 6 7 8 9 10 U 12
Wytyczna pn
dlaa=095 26 34 43 52 6 69 77 86 94 103
Wytyczna pn
dlao=099%0 23 31 39 46 54 62 7 77 85 93
Wytyczna pn
dlaa—098 22 29 36 43 5 58 65 72 79 87
Wytyczna pn
dlag=0980 2 27 34 41 48 56 61 68 75 82
Wytyczna pn
dlaot=0950 16 22 27 33 38 44 49 55 6 66
Wytyczna ph
dlaa=090 13 17 21 26 3 34 38 43 47 5

W naszym przypadku warto$¢ $rednia tej zmiennej wynosi zn = Zn = 75, za$
jej odchylenie standartowe <,, = \/E£”i ej2 = 8.4656. Przyktadowe wartosci Au,, dla
zadanych prawdopodobienstw 0 sg przedstawione w tabeli 2.3.

Tabela 2.3
Zalezno$¢ pojemnosci rezerwowej od prawdopodobienstwa realizacji ste-
rowania lokalnego (2.73)

Prawdopodobiernistwo 0 0.995 0990 0.985 0.980 0.95 0.9
Pojemnos$¢ rezerwowa Aun 218 197 184 174 139 108

Przy zmniejszajacym sie prawdopodobienstwie realizacji sterowania lokalnego maleje
warto$¢ pojemnosci rezerwowej. Przy prawdopodobieistwie 0 - 0.995 stanowi ona 29%
$redniego zapotrzebowania systemu i maleje do 14% przy 0 = 0.9.



Przy narzuconym prawdopodobienstwie a wystgpienia nieujemnego sterowania lokal-
nego wielkos¢ Kn wystepujaca w (2.67) opisana jest rownaniem (2.70). Zalezy ona liniowo
od pn ze wspoétczynnikiem fc". W tabeli 2.4 podana jest zalezno$¢ kKn' od a.

Tabela 2.4
Zalezno$¢ wspotczynnika k'™ od prawdopodobienstwa wystgpienia nieujemnego
sterowania lokalnego (2.67)

Nr podsyst. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Wspotcz. k"

dlaa =099% 039 029 023 019 0.17 0.14 0.13 012 0.11 0.10
Wspétcz.

dlag =099 043 032 026 021 018 016 014 013 0.12 011
Wspotcz. k"

dlaa =098 046 034 028 023 020 017 015 014 0.13 0.12
Wspotez. i"

dlag=0980 049 036 029 024 021 018 016 0.15 0.13 0.12
Wspotcz.

dlaa = 0950 061 046 036 03 026 023 02 018 0.16 0.15
Wspotcz. k,,

dlaa = 0900 0.78 058 047 039 033 029 026 023 021 0.19

Przeprowadzono symulacje pracy systemu przy zastosowaniu algorytmu opracowanego
w niniejszym punkcie. Wyniki zamieszczone sg tabeli 2.5. W tabeli tej zamieszczono tez
wyniki symulacji przy zastosowaniu poprzednio opracowanych algorytmoéw.

Tabela 2.5
Wyniki badan symulacyjnych dla JV' = 1, a = /3= 0.9987

Algorytm Algorytm Algorytm
Sredni doptyw przy ogr. elastycznym przy dodatkowym ogr. na  przy ogr. na prawd,
dn na sterowanie wariancje sterowania realizacji nieuj. ster.
wskaznik wskaznik wskaznik
n 0 0 0
0.9z, 4611 4361 4393
0.8z, 18650 18116 18156

0.62z,, brak rozwigzania 72280 72343
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2.4. Uwagi koncowe

Celem rozwazan przeprowadzonych w niniejszym rozdziale byta synteza i analiza algo-
rytméw rozdziatu zasob6w przy ograniczeniach na parametry statystyczne na znak lub
prawdopodobienistwo wystgpienia sterowania lokalnego.

Do ich realizacji niezbedna jest pewna pojemno$¢ rezerwowa, ktéra moze by¢ dobie-
rana przez koordynatora. Jej wielko$¢ maleje wraz ze wzrastajagcym deficytem zasobow
w systemie. Ponadto algorytmy te zapewniajg wystgpienie sterowania nieujemnego lub
jego wystapienie ze z gory zadanym prawdopodobieAstwem. Niestety, ztozono$¢ i naktad
obliczeniowy moga w niektérych przypadkach stwarza¢ trudnosci w ich zastosowaniu.

Wydaje sie jednak, ze opracowane strategie stanowia alternatywe do prostszych al-
gorytmow opracowanych w rozdziale 1, szczegolnie przy wiekszym deficycie zasobow w
systemie, a wyboér algorytmu bedzie zalezat od wynikéw badan symulacyjnych przepro-
wadzonych na konkretnym modelu systemu.



ROZDZIAL 3

SYNTEZA ALGORYTMU ROZDZIALU ZASOBOW Z
PERIODYCZNA KOORDYNACJA [22, 23]

W rozdziale pierwszym opracowano algorytmy rozdziatu zasobdw realizowane w struk-
turze dwupoziomowej, w ktdrych wyznaczanie wytycznych przez koordynatora i okreslanie
ostatecznych decyzji przez lokalnych decydentéw odbywato sie z tg samg czestotliwoscia.
W niniejszym rozdziale zostanie dokonana synteza algorytmu sterowania w strukturze
dwupoziomowej, w ktorym koordynator okresla i przesyta wytyczne na poziom nizszy z
mniejszg czestotliwos$cig w stosunku do sterowan wyznaczanych przez lokalnych decyden-
téw. Taka strategia umozliwia wiec dalsze zmniejszenie ilosci informacji przekazywanej na
poziom nizszy.

Podobna idea sterowania oparta na periodycznej koordynacji zostata przedstawiona
miedzy innymi w [13], gdzie wytyczne sa ocenami istniejgcej interakcji pomiedzy podsys-
temami.

W celu uniknigcia do$¢ zawitych przeksztatceri zostanie rozpatrzony przypadek skalarny,
w ktdrym na poziom wyzszy nie jest przekazywana zadna informacja z podsystemow.

3.1. Model systemu

Model systemu jest bardzo podobny do tego, jaki przedstawiono w rozdziale pierwszym.
System ten sklada si¢ z M niepowigzanych, rozproszonych podsysteméw (odbiorcow)
pobierajacych zasoby z magazynu. Zapotrzebowania odbiorcow zh, i — 1,2,...,Af s3
zmiennymi losowymi o znanych funkcjach gestosci prawdopodobienstwa.

Model pomiaru w i-tym podsystemie ma postac:

yi = ffA(za X ). (3-1)

gdzie wn jest btedem pomiarowym.
Jedynym ograniczeniem nieréwnos$ciowym branym pod uwage przy realizacji sterowania
jest ograniczenie na wielko$¢ zasobdw w magazynie.
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Niech wskaznik jakosci wyrazajgcy straty w systemie wynikajgce np. z niedostarczenia
odbiorcom odpowiedniej wielkosci zasob6w ma postac:
i

nl-
i- £

M
L (<-4)2 (3.2)
n=0 t=I

gdzie Zn reprezentuje zapotrzebowanie i—tego odbiorcy w okresie (n,n + 1), aj,(.) jest
poszukiwanym prawem sterowania minimalizujgcym wskaznik jakosci (3.2), n jest pod-
stawowym okresem, za$ NL —1jest horyzontem sterowania. Blizsze znaczenie L zostanie
wyjasnione w dalszej czesci rozdziatu. Wprowadzenie innej postaci kwadratowego wskaz-
nika jakosci nie powoduje dodatkowych trudnos$ci obliczeniowych.

Zadaniem jest tak rozdzielaé zasoby pomiedzy odbiorcéw, aby wskaznik jakosci (3.2)
przyjmowat minimalng warto$¢ przy ograniczeniach:

M

hmin <hn+dn-J2 < (3-3)

3.2. Struktura uktadu sterowania i dostepna informacja

Zaktadamy, ze decyzje o rozdziale zasobow podejmowane sg w dwupoziomowej struk-
turze hierarchicznej. Na poziomie nizszym lokalni decydenci okreslajg ostateczne decyzje

un, i = 1,2, z czestotliwos$cig zdefiniowang przez jednostke czasu dyskretnego
n=0,1,..., NL —1 Natomiast na poziomie wyzszym koordynator wyznacza i przesyfa
lokalnym decydentom wytycznepk, i = 1,2,..., M, zmniejsza czestotliwoscig, wynikajaca

z jednostki czasu dyskretnego przyjetego na tym poziomie. Za czas dyskretny obowigzu-
jacy na poziomie wyzszym przyjmuje sie czes¢ catkowitg utamka  tzn. k. = gdzie
L jest stosunkiem czestotliwosci, z jakimi sa podejmowane decyzje przez koordynatora i
lokalnych decydentow. W dalszej czesci rozwazan dyskretne czasy na obu poziomach beda
oznaczane odpowiednio przez k. —O0., I.,...,(iV—1). oraz n —0, 1,..., N L—1jak to zostato
pokazane na rys. 8.

Decyzje u'n o przydziale zasobow i-temu odbiorcy podejmowane sg w chwilach
n=20,1,..NL —1 przez i-tego lokalnego decydenta na podstawie informacji yn oraz
wytycznej koordynatora pk, gdzie kL < n < (k + 1)L.

Koordynator okre$la wytyczne pk na podstawie informacji mk, o wielko$ci zasobéw
w magazynie, o przysztym doptywie zasobéw do magazynu oraz o znajomosci $rednich
zapotrzebowan odbiorcow.

7

0. 1 2. k. (k+1). (N-1).

0o 12" 3 4 44 M denr ot %fnaj*

Rys.8. Skale czasu obowigzujace na dwu poziomach sterowania
Fig.8. Decision-making frequencies

3.3. Sformutowanie problemu

Z przyjetej struktury uktadu sterowania i struktury informacyjnej wynika, ze za do-
puszczalne prawa sterowania lokalnych decydentéw i koordynatora mozemy przyja¢ funk-
cje un =an(y'n,p'k Joraz p\ = bk (mk.), z ktérych kazda odwzorowuje odpowiedni zbior
zmiennych yh,p'k. i m*. w odpowiedni zbiér decyzji un i pk. Zaktadamy przy tym, ze
funkcje te spetniajg ograniczenie elastyczne w postaci:

(+1)k -1
E\m, z ) a'n(y'n’Pk.) = Pit- pk >0 (3.4)

n=k
Wprowadzmy réwniez wtorny wskaznik jakosci
NL-1M
I(a,b)=E Z E k(j>i.)-41J, (3.5)

n=0 i=I

gdzie E jest symbolem wartosci $redniej, a = {al,...,aNL_1,...,a(f,...,ajvL_i),

A= {No. sl An-\)i i ool *Om).}-
Przy poszukiwaniu praw sterowania, koordynatora i lokalnych decydentéw, minimali-
zujacych wskaznik jakosci (3.5), przyjmiemy, ze

Z1. Zmienne losowe zn,w'n wystepujagce w modelu pomiaréw (3.1) majg rozkiady o zna-
nych parametrach.

Z2. Zmienne losowe yn, zn sg niezalezne od m*. dla kL < n < (k + 1)L.
Z3. Wartosdci sterowan wl, nalezg do przestrzeni liczb rzeczywistych.

Z4. Sterowanie un nie wptywa na wartos$ci zmiennych ya oraz zd dla i » j.
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Poniewaz zmienna un = an(y'n,pk) jest dla koordynatora zmienng losowg oraz podej-
muje on decyzje w chwilach k. = 0.,1 ., (N —1)., wiec przy wyznaczaniu wielkosci pk
ograniczenie w postaci (3.3) nie moze by¢ brane pod uwage. Proponuje sie jego modyfi-
kacje w postaci:

M

hmin + Au*. < hk.+ <4.-£p*., k. =1,2-.. (3.6)
i=i

gdzie Au*, jest tzw. pojemnoScig rezerwowa w magazynie, A*., (i*, sg ocenami zasobéw w
magazynie oraz doptywu dokonanymi przez koordynatora w chwili k..

Istnienie pojemnosci rezerwowej wynika z ograniczenia elastycznego i byto dyskutowane
w poprzednich rozdziatach.

Naszym zadaniem jest znalezienie wsrdd dopuszczalnych praw sterowania takich funkcji
a i b, ktére minimalizujg wskaznik jakosci (3.5) przy ograniczeniach (3.4) i (3.6).

3.4. Rozwigzanie problemu

Dla przyjetej struktury uktadu sterowania i dostepnej informacji oraz przy przyjetych
zatozeniach, podobnie jak w rozdziale pierwszym, zadanie poszukiwania optymalnych
praw sterowania i-tego lokalnego decydenta o-"(y'n,p’k), kL < n < (k + 1)L sprowa-
dza sie do minimalizacji wskaznika jakosci

(*+i)L-i
£ ko/;?21)-**]2 (3.7)

n=kL

wzgledem funkcji a”(.) przy ograniczeniach:

EWF “A(yn,Pt.) = ciP*- Pk >0, kL <n <(k+ 1)L (3.8)
(*+1)L-1

£ 4 =1 (3.9)
n=kL

Wspotczynniki ¢n zostang wyznaczone w dalszej czesci rozwazan.
Oznaczmy przez

S'n(rnk.,p'k ,c'n) = rr]‘li<n£|mt [an{yn,p'’k) - <12, kL <n<{k +\)L (3.10)
(*+1)k-1

5i.(-)= £ si(.) (3.ii)
n=kL
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Woéwczas optymalne prawa a'°(.) wynikajg z minimalizacji (3.10) przy ograniczeniu
(3.8). Zadanie to sprowadza si¢ do minimalizacji w (3.12)

AU . pi.,<EK) =Tnlllm[(< - <)2+ 2Aj(< - c>i.)], (3.12)

gdzie A jest mnoznikiem Lagrange’a.

Podobnie jak w rozdziale pierwszym zadanie (3.12) poszukiwania minimum wzgledem
funkcji a;, mozna sprowadzi¢ do znacznie tatwiejszego poszukiwania minimum wzgledem
zmiennej un w nastepujacym wyrazeniu:

A("»*. Pfc<4, Al)=WLT,, min[(u* -2z 2+ 2A>j - c".)] (313)
un

Dokonujac operacji usredniania w (3.13), a nastepnie rézniczkujac otrzymang zalezno$¢
wzgledem un i przyrownujac pochodng do zera otrzymamy:

< =A- A (3.14)

gdzie zh jest oceng zmiennej z\ dokonang przez i-tego lokalnegodecydenta na podstawie
informacji yn, tzn. Zn = LLy-Jsn.

Podstawiajgc (3.14) do (3.8), obliczajac A, i wstawiajgc je do (3.14) otrzymamy opty-
malng posta¢ lokalnego prawa sterowania

=4, 3

gdzie znh = Ez'n.
Wstawiajagc (3.15) do (3.10) mozemy (3.11) zapisa¢ w postaci:
(Ar+1)L-1
si= £ [pi.-02+ ~,(4-4)72] (3.16)
n=kL

Minimalizujac (3.16) wzgledem cj, n = kL,kL + 1,...,[k+ \)L - 1 przy ograniczeniu
(3.9) otrzymamy:

(317)

Po wstawieniu (3.17) do (3.16) otrzymamy: funkcje Sk (.) w postaci

(Hc+1)Z -1 (*+1)L -1

I$*.('): T(pK. — £ z7y2 o+ EA™ £ (< -4 ) 2 (3]'|e)
n-kL n-kL
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Zadanie wyznaczenia przez koordynatora wytycznych p\, i=1 ,2 , M,
n.=0,1 , (N —1). sprowadza sie do minimalizacji wskaznika
(N-H, »
I=E £ 2X(.k=>,(m,) (3.19)
n.=0. t=I

wzgledem funkcji bBn przy ograniczeniu (3.6). Jedng z mozliwosci rozwigzania jest wy-
korzystanie idei sterowania w uktadzie otwartym ze sprzezeniem (OLF) z przesuwnym
horyzontem N\ o ktérej byta mowa w rozdziale pierwszym.

Zgodnie z ta ideg w chwili n. koordynator wyznacza wartos$ci zmiennych pkin,

k.=n,(n+1),....,(n+ ND.,, i=12,...,M,ktére minimalizujg wskaznik:
, (n+N1). M
=t E E(pl.In.-4)2 3.20
L E E(GLIn.-4) (3.20)

przy ograniczeniach

hmin + Au(n+j_!). < AGH)n., j = 1,2,...,Ar+ 1 (3.21)
pn+i)j™>° t=1,...M, i =0,V (3.22)
gdzie zj, = J2i=nLL_1 ~(n+j).n. jest predykcjag wielkosci zasobéw w magazynie w chwili

(n +j)., dokonang przez koordynatora na podstawie informacji mn,. Ocenata moze by¢
wyznaczona z rownania:
(n+j-0. _ (n+j-1). M
Am+j) In. = hn\n.+ E NMn.~  E Ep*.|n.” (3.23)
fc=n.h.=n. t=I

gdzieoraz 4 |n. sg odpowiednio ocenami wielkosci zasobéw w chwili n. oraz doptywu
w okresie [k.,(k + 1).), dokonanymi w chwili n..

W celu zmniejszenia ilosci obliczen (numerycznego poszukiwaniapkn, i =1,2,...,M,
k. =n.(n + 1).,..., N1, prowadzonych w chwili n. przez koordynatora, mozemy wprowa-
dzi¢ zmienng zagregowang e*.|n., zdefiniowang przez

M
ex|n. = Erit.n.- k-=n.,(n +1).,....,(n + NJ. (3.24)

Wéwczas mozemy znalez¢ analityczng posta¢ prawa sterowania pjfln = bkw (mn) poprzez
minimalizacje wyrazenia

h., = - A)2 (3.25)

wzgledem n przy ograniczeniu (3.24).
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Po zastosowaniu metody mnoznikéw Lagrange’a otrzymamy:

' i Pl \EAM—I_ik /
PRin. - zk + —Jj T ° (3.26)
Zadanie numerycznego wyznaczania wartosci zmiennych zagregowanych e*.|n.,
k.= n.,(n+ 1).,..,(n+ N'). sprowadza sie do wstawienia (3.26) do (3.20) i minimalizacji
wskaznika jakosci (3.20) zapisanego w postaci:

(n+N"). M
C=Tw E («M».-E4.)2 (3.27)
fc.=n 1=1
przy ograniczeniach
(n+i-i). _ (n+j-i).
hmin " ~A(n+j-1). ~ ft(n+j).In. = ~n.n. + Afc In. — ek\n.
k.=n. k.=n.
C(,+>i)n.>0 j=1,2,.../I'+1 (3.28)

Z (3.26), (3.17) i (3.15) wynika, ze w tym przypadku lokalne prawo sterowania ma
postac:

< =2 +A% n=kKLkL+ 1, (k+1)L-I, (3.29)

gdzie Afc. opisane jest wzorem:

A=etrEA %)

Tak wiec w przypadku, gdy po numerycznym wyznaczeniu przez koordynatora e*|n,
a nastepnie z (3.26) obliczeniu p\|,, i = 1,2,...M, k. = n.,(n+ D.,....,(n + N,
okaze sie, ze sa one nieujemne, to na poziom nizszy wystarczy przesta¢ jedng wspolng dla
wszystkich lokalnych decydentow warto$¢ wytycznej A*..

Pozostaje jeszcze problem wyznaczenia pojemnosci rezerwowej Au*., wystepujacej w
(3.28).

Niech ukn oznacza minimalng wielko$¢ zasobéw, dla ktérejprawdopodobienistwo tego,

ze uni- uk Przy zadanym e*|*. jestréwne /?, tzn.
(k+hL-1 M
P( E E<<«:>m=*.) = J? (3.31)
n=kL *=1

Wykorzystujac (3.15) mozemy (3.31) zapisa¢ jako:

*+hL-1 M
p[ E EI(’\-<)<K.-".)K.\k):O (3.32)
t=

n=kL
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Z (3.32) wynika, ze

(k+D)L-1 m
Auk. = Fri(f))- £ 11X (3.33)
n=kL 1=1

gdzie Ff*(p) jest odwrotno$cig dystrybuanty zmiennej losowej i*. = YAnZkLL | *n-
W [22, 23] podano rezultaty badan symulacyjnych, z ktérych mozna wyciggnaé wnioski
analogiczne do tych, jakie sformutowano na koricu rozdziatu pierwszego.

ROZDZIAL 4

ALGORYTMY STEROWANIA DLA DYNAMICZNYCH
PODSYSTEMOW

W poprzednich rozdziatach pracy dokonano syntezy i analizy algorytméw rozdziatu
zasobow dla systemow sktadajacych sie ze statycznych podsysteméw. W dalszych rozwa-
zaniach zostang opracowane algorytmy rozdziatu zasobéw dla systemdéw sktadajacych sie z
dynamicznych podsysteméw opisanych liniowymi réwnaniami réznicowymi i dla kwadra-
towego wskaznika jakosci. Algorytmy te moga by¢ wykorzystane réwniez w zagadnieniach
sterowania optymalnego wielkimi systemami w warunkach losowych, przy zréznicowanej
informacji poszczeg6lnych decydentow.

W pierwszej czesci niniejszego rozdziatu zostanie sformutowany problem sterowania,
ktorego czesciowe rozwigzanie znajduje sie w [34]. W pracy tej wyprowadzone sg opty-
malne prawa sterowania, z ktérych wynika, ze zaréwno decyzje lokalnych decydentéw,
jak i koordynatora zalezg miedzy innymi od ocen stanu wyznaczanych przez lokalnego
decydenta i koordynatora. O ile oceny wyznaczone przez lokalnych decydentéw mozna
otrzymac stosujgc klasyczne rownania filtru Kalmana [61], to rownania ocen wyznaczo-
nych przez koordynatora wymagajg istotnej modyfikacji rownan klasycznych. Wynika to
z faktu, ze wystepujgce w réwnaniu stanu sterowanie jest dla koordynatora zmienng lo-
sowg generowang przez posta¢ prawa sterowania lokalnego decydenta. Zagadnienia te beda
omawiane w pierwszej czesci niniejszego rozdziatu.

W rozdziale trzecim dokonano syntezy i analizy algorytmu sterowania dla skalarnego
systemu statycznego i szczegdlnej postaci kwadratowego wskaznika jakosci, realizowanego
w strukturze dwupoziomowej, przy zr6znicowanej czestotliwo$ci podejmowania decyzji na
obu poziomach. W drugiej czesci niniejszego rozdziatu zostang przeprowadzone podobne
rozwazania, ale odnoszace sie do wektorowego systemu dynamicznego i og6lnej postaci
kwadratowego wskaznika jakosci.
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4.1. Algorytm sterowania dwupoziomowego przy tej samej
czestotliwos$ci podejmowania decyzji [21]

4.1.1 Opis systemu
Rozwazmy duzy system sktadajacy sie z M podsysteméw, z ktdrych kazdy opisany jest
rébwnaniem stanu

e+l = AnXh H B £y (4.1)
oraz réwnaniem wyjscia
yn=Cnxh+r'n, i=1,2,....M, 4.2)

gdzie x'n,u’,, sg wektorami stanu i sterowania o odpowiednich wymiarach, yn jest wektorem
wyjscia, za$ reprezentujg zaktodcenia stanu oraz pomiaru.

Zaktadamy, ze zmienne losowe wn oraz r'n sg gaussowskimi biatymi szumami niezalez-
nymi od ivd,rih, i j, i,j = 1,2,...,M oraz od innych zmiennych dla k < n. Warunek
poczatkowy X6 jest rdwniez biatym szumem gaussowskim niezaleznym od Xg, i j,

i,j =1,2, Przyjmujemy takze, ze dane jest Ex'0 oraz Ew'n —0, Er'n= 0. Dane sg
réwniez macierze kowariancji W,, = Ew'nw'J, /Jj, = Er'nr'J oraz X'Q= EXx'OXOr.

Wskaznik jakosci, ktéry nalezy minimalizowa¢, ma postac:

N M
i=E EK TQ*< +2<T<Z< + h'm , (4.3)
gdzie macierze G'T I(i|ll sq symetryczne, dodatnio pétokre$lone, za$§ macierze Hn sg

dodatnio okreslone.

4.1.2. Struktura uktadu sterowania i dostepna informacja

Algorytm sterowania zalezy od przyjetej struktury uktadu sterowania i dostepnej in-
formacji. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy strukture doktadnie opisang w punkcie
1.2 rozdziatu pierwszego. Tak wiec zatozymy, ze sterowanie realizowane bedzie w dwu-
poziomowej strukturze hierarchicznej z koordynatorem na poziomie wyzszym i lokalnymi
decydentami na poziomie nizszym, dysponujacymi zr6znicowang informacja.

Lokalny i—ty decydent otrzymuje w chwili n informacje yn wynikajaca z (4.2), prze-
twarza jg do wektora

mi=Dnyi =A*n +< (4-4)

0 wymiarze mniejszym w stosunku do wektora yn i przesyta na poziom wyzszy.
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Przyjmujemy , ze i-ty lokalny decydent zna w chwili n swoje poprzednie decyzje uk,
k = 0,1, ...(n —1)oraz dysponuje informacjg pomiarowg yj, =[y'J y-"mmmy|TMatomiast
koordynator zna wchwili n swoje poprzednie wytyczne pk,k = 1,2,...,(n — 1) oraz
dysponuje informacja mn = [mJT mAT..mAIT]T, gdzie m,, = [MJ,T m\r..m'J]T.

4.1.3. Sformutowanie i rozwigzanie problemu

Przez dopuszczalne prawa sterowania i-tego lokalnego decydenta bedziemy rozumieé
funkcje un = an(y{,,pj,). Natomiast przez dopuszczalne prawa sterowania koordynatora
bedziemy rozumie¢ funkcje pn = bBn(mn).

Dodatkowo zaktadamy, ze powyzsze funkcje spetniajg ograniczenia:

Am,<(yk-PU) =PA. i=12,..M (4.5)
M
JEPn= " n=0,1..N, 4.6)
i=1

gdzie e,|,, = £/mn a™yj"pjj oznacza wytyczng koordynatora wyznaczong w chwili

n na podstawie informacji m,, i bedacg oceng sumy sterowan lokalnych decydentéw reali-
zowanych w okresie (n, n + 1).

Przy przyjetej strukturze informacyjnej oraz strukturze uktadu sterowania wskaznik
jakosci (4.3) nie moze by¢ minimalizowany. Wprowadzamy wiec wtdrny wskaznik jakosci

/(a,6)= £ E EIK <TQI< + 2X'TG X +  [I>¢],,. =qjily, ijimn)], (4.7)
n=0i=
gdzie a = {aj,aj,...,aj™,aj}*,af oraz b= {6j,6},...,6},,...,6" , 6f
W czasie syntezy uktadu sterowania nalezy wybra¢ wsréd dopuszczalnych praw stero-
wania takie, ktére minimalizujg wtorny wskaznik jakosci (4.7) przy ograniczeniach (4.5) i
(4.6).
W [34] wyprowadzono optymalne prawa sterowania lokalnych decydentow uj, —aJ*yJj, pn)
i koordynatora pn = 6J,(mn).
Prawo sterowania i-tego lokalnego decydenta ma postac:

trhpl-ra-'o~-ii,), (4.8)

gdzie Zj, = ij, =

Macierze V*,0'nsa zdefiniowane przez V< = Hn+B?S'n+1B'n,0\ = G? + B ? Sn+iAi,

za$ macierz Sn+ljestobliczana z réwnania Riccatiego
Sn=0n+ A-J,SUIK ~ °n '(V2)“t0Oi (4.9

z warunkiem koncowym s'n +i ~ 0-
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Prawo sterowania koordynatora opisane jest zaleznoscia:

pn=-W?2{(Unxn+ B £ LK+lek

fc=n+1

/e~ rfenn- IW -\Unxn+ Bl £ £J+l«*»)]}1 (4.10)

fc=n+l

gdziepn= [pA p2...p"TIT, xn= [zJ) x2...x T[T, xn = E[mnxn,
efin = £lm,, E"i 4(y*k,pt) oraz

Wn=  + fIr(5,+i+ Mn+l)Bn (4-11)
Un=Gii+ Bj(5n+1 +Mn+DA, (4.12)
W:= (/~,-UT)-1 (4.13)

Macierze i4n,Bn,Gn, Hn, Sn+1 sg macierzami blokowo-diagonalnymi, zawierajgcymi od-
powiednio An,B'n,Gr,H'n,Sh, i= 1.2, Macierz / = [1,1,..., 1], gdzie 1 jest ma-
cierzg jednostkowg rxr wymiarowa, za$ r jest wymiarem wektora sterowania uh.

Macierze Mn+\ oraz Lk+l spetniajg nastepujace réwnania:

M,, = OIV-10n+ AMMn+IAn- UIW~xUn+ UIW -1ITW :iW ~xUn (4.14)
z warunkiem koncowym M\+\ = 0.

K
L\

Umw ;'iTw: (4.15)

- 1]5nLI+l + * >, (4.16)

gdzie macierze On i V,, sa blokowo-diagonalne, zawierajgce odpowiednio macierze 0'n oraz
W, za$ 1 jest macierzg jednostkowg Mr x Mr wymiarowa.

Optymalne warto$ci zmiennych ekn, k > n, n = 0,1,...,N mozna wyznaczy¢ z
minimalizacji odpowiedniego wskaznika jakos$ci, ktérego postac jest przedstawiona w [34].

Ze wzorow (4.8) i (4.10) wynika, ze wytyczne koordynatora i lokalnych decydentow
zalezg miedzy innymi od ocen stanu wyznaczanych na biezaco na podstawie dostepnej
informacji. Sposéb wyznaczania tych ocen zostanie przedstawiony ponizej. W rozwaza-
niach tych zatozymy, ze zmienne losowe wn,r'n wystepujace w réwnaniu stanu (4.1) i
rownaniu pomiaru (4.2) oraz stan poczatkowy x0 sg biatymi szumami niezaleznymi od
siebie, o zerowych wartosciach $rednich i znanych macierzach kowariancji. Zatozenia te
nie zmniejszajg ogolnosci rozwazan. Wyprowadzone wzory bedg uzyteczne w przypadku
braku powyzszych zatozen [61].
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4.1.4. Rownania filtracji stanu do wyznaczania ocen X,,

Z opisu modelu i—tego podsystemu oraz faktu, ze lokalny decydent zna w chwili n
wektor informacji yj, oraz ciag poprzednich swoich decyzji uJ,ud,..,u’,,_, wynika, ze do
wyznaczenia oceny fj, = E. \ xXn mozna stosowac¢ réwnania klasycznego filtru Kalmana
[61]. Wyrazajg sie one nastepujagcymi wzorami:

+b x + K +ilwUi-ci+ti(4& + (4.i7)
K =Pt™-iC?{CiP&.tC?+K r1 (4.18)
Pin-i=AUPLA +K -1 (4.19)
Pi={l-KilCi)P"_I, (4.20)

gdzie Phin_j = £[(< - - i-,n_)T], £ijn-i = MX\j,

Pn—F[(xJ, —xn)(x'n - ijDr], za$ 1 jest macierzg jednostkowa.
Za warunek poczatkowy dla réwnania (4.17) nalezy przyja¢ if, = K'OyQ natomiast
warunek poczatkowy dla zaleznosci (4.18) i (4.20) okre$lony jest jako Péi-i = -"o-

*
4.1.5. Réwnania filtracji stanu do wyznaczania ocen Xx,,
Z poprzednich rozwazan wynika, ze sterowanie un, bedace dla z—tego lokalnego decy-

denta zmienng decyzyjng, jest dla koordynatora zmienng losowa. Wstawiajac (4.8) do
(4.1) otrzymamy:

*Ui=A>h+Kn +[Gi(A - *i) +<], (4.21)
gdzie Gh=-BU Y *)-'#.

Zmienng decyzyjna dla koordynatora jest wielko$¢ pn, natomiast wyrazenie ujete w [] w
(4.21) jest dla niego zaktdceniem. Naszym zadaniem jest wyznaczenie oceny xXn = E'm\ xn.
Postepujac podobnie jak w [61] mozemy, dla modelu opisanego réwnaniami (4.21) i

(4.4), zapisa¢ réwnanie filtru Kalmana w postaci:

@n+i = *n+iln + An+i(m->H —"n+iln)! (4-22)
gdzie:

K +1= A+n, A +i(M+iN+n " +K)-1 (4.23)
A+lln = mE(*li+H|™N"H|n) (4.24)
*n+lln = Xn+l — * +l|» (4.25)
M+|n — (4.26)
AA+HIN = ~NmnmiaH (4-27)
EAEAN]Z) (4.28)



Zaleznos¢ (4.22) mozna tez zapisa¢ w postaci:
+ B'npl + K'n+tlK +1- F‘4+1(4 X + B-p')] (4.29)
Do wyznaczenia wzmocnienia filtru K il nalezy wiec okresli¢ postaé macierzy A +1n-

4.1.5.1. Wyznaczenie macierzy PA+ljn
Macierz kowariancji «*+l|n zdefiniowana jest przez (4.24). Odejmujac stronami réwnania
(4.21) i xj,*1ln= + B'np\ otrzymamy:

X' +in = - <) +Gnxl- A) +< (4.30)
Zatem

An+lin = oN(xn+lnAn+ljn) =
= E[#n(xJ - A)(*i - xX\Dt A*7 + GI(X- - Xj,)(X], - Xn)TG'J + +
+2<(Xj, - xX)(X'- X)TGf + 2<(xI - xI)<T+ 2GI(xi, - x > f] (4.31)

Wartosci srednie dwu ostatnich sktadnikow w (4.31) sg rdwne zerozewzgledu na przy-
jete zatozenie o niezaleznosci zmiennych losowych wh,rh i x0. Poniewaz zachodza naste-
pujace zwiazki:

E(x'J'M) = E(x'nxJ), EirJ) = F(x'x'T), E&S*)=E&i?), (432
wiec warto$¢ srednia czwartego sktadnika w (4.31) wynosi:
Fl2<(xI- xj)(x' - xh)TG,T] = E[2< (A - xI)(x' - A)TGf] (4.33)

Ostatecznie wiec posta¢ macierzy Pn+l\n jest nastepujaca:

A +in = + Wi+ (Gi + 2A-,)J**GHf, (4.34)
gdzie:
A=W ,-0¢(<-0T] (4-35)
Pn = ~A[(*1 - *n)(*n - *A)T] (4.36)
W*=£ («r) (4.37)

Zauwazmy, ze posta¢ macierzy A +1n r6zni sie od w'n+l|n, jaka wystepuje w klasycznym
problemie filtracji (wzor 4.19). Wyrazem rézniacym obydwie postaci jest ostatni sktadnik
wystepujacy w (4.34). W (4.34) pojawiajg sie macierze P\ i P", ktdre nalezy wyznaczy¢
w zagadnieniu filtracji stanu.
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4.1.5.2. Wyznaczenie macierzy P{j
Macierz kowariancji P\ jest zdefiniowana przez (4.35). Odejmujac stronami réwnania

(4.21) i (4.22) zapisane dla chwili n oraz wykorzystujac zwiazki (4.4), (4.26), (4.27) otrzy-
mamy:

K (K*n|»-i + <4)> (4-38)
gdzie xn_, = xj,-4 |B_L
A zatem
Pn = +K'M TK'J -
- 2Xjln_1ejIK f + 2K F e fK ? ] (4.39)

Wartos$ci $rednie dwu ostatnich skfadnikéw w (4.39) sg réwne zero ze wzgledu na przy-
jete zatozenie o niezaleznos$ci zmiennych losowych wn, rn oraz x'0. Zalezno$¢ (4.39) przyjmie
wiec postac:

K =Al|-1-1Kw-S?AT+ + En)K'J (4.40)

Mnozac prawostronnie obydwie strony réwnania (4.23) zapisanego dla chwili n przez
{EnP'n\n-\E'n + Eh), a nastepnie wykorzystujac tak otrzymany zwigzek w (4.40) mozemy
ten ostatni zapisa¢ w prostszej formie:

Pi= (1- KF'nPnn_, (4.41)

Zauwazmy, ze posta¢ macierzy Pn jest taka sama jak postaé macierzyPn (wzér 4.20),
ktora wystepuje w klasycznym problemie filtracji stanu.

4.1.5.3. Wyznaczenie macierzy Pjj*
Macierz P" jest zdefiniowana przez (4.36). Zalezno$¢ te mozna zapisac jako:

K'=£{[(<-a - K - DI - *5- (<-0)]T] =

= Efoi? +x;xf - 2(x* - A)(*i, - xj)TI, (4.42)

gdzie ij, = xj, - Eimax\, xn=xh—E " x|
Warto$¢ Srednig ostatniego sktadnika wystepujacego w (4.42) mozemy przeksztatci¢ do
nastepujacej postaci:

2E[(x* - *i)(xi- A)T]= 2E(x’<T- x"AT - x{ix" + (4.43)
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Poniewaz zachodzg zwigzki (4.32), wiec 2E(x'nx'J) = 2E(x'nx
Ostatecznie wiec posta¢ macierzy P" jest nastepujaca:

Pn=K - C (4-44)

gdzie Pn =E[(xJ- 4)(x|, - x)T], K = EKxin~ 4 )« ~ *1)T]- Zauwazmy, ze do
wyznaczeniamacierzy P" konieczna jest znajomo$¢ macierzy kowariancji Pn, ktora jest
okreslana w klasycznym problemie filtracji stanu.

Za warunki poczatkowe dla réwnan (4.22) i (4.41) nalezy przyjac:

AlLl= E£[(*i - x’|_)(Xj)- xi,_D)T]= E(X'0x?) = X0 (4.45)

*0 = *¢|-i + K'o(m'0- ~(5%6]-i) = (4.46)
W powyzszych zaleznos$ciach przyjeto, ze xJ,|_j = Ex'0 = 0.
4.1.6. Wiasnos$ci procesu xn

Przypomnijmy, ze proces x'n zdefiniowany jest jako xn = x'n —x'n. Odejmujac wiec od
obu stron tozsamosci xj, = x'n rdwnanie filtracji(4.22) zapisanedla chwili n otrzymamy:

< -Z7Z =< - <lp-, - -<|n-i) (4.47)

Powyzszg zalezno$¢ mozna tez przedstawi¢ w postaci:

A =(l (4-48)
Po odjeciu stronami od réwnania stanu (4.21) zapisanego dla chwili n réwnania
= + a nastepnie wstawieniu tak otrzymanego wyniku do (4.48)
otrzymamy:
= (1- KiA)A_xx +(1- - *Li) +
+(1 - KnFi)w'n-i - (4.49)

Ostatecznie, po wykorzystaniu oczywistej zaleznosci xj, —xj, = xX'n —x'n, gdzie
Xj, = {Xn—x'n), zj, = (x|,—Xj,), proces losowy xn, n = 0,1,... bedzie opisany réwnaniem:
xn= (1- KnFn)(A'n_I + -(1-K K )B L iG +
+(1 - KnFi)K ~ K < (4-50)
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Wiadomo [61], ze proces xXn, n —0,1,.. dla przyjetego modelu jest procesem Gaussa-Markowa

0 zerowej wartosci $redniej i macierzy kowariancji danej wzorem (4.20). Tak wiec przy
przyjetym zatozeniu odnos$nie do zmiennych i rn proces xn jest réwniez procesem
Gaussa-Markowa o zerowej wartosci $redniej i macierzy kowariancji Pn okreSlonej przez
(4.41).

4.1.7. Przyktad

Jedng z wiasnosci rozwigzania nieklasycznego problemu filtracji jest ustalanie sie ma-
cierzy w nim wystepujacych w przypadku, gdy zagadnienie jest stacjonarne. Dla ilustracji
tej wiasnosci rozwigzano przyktad numeryczny.

Przyjeto, ze system opisany jest rownaniem stanu (4.21) i réwnaniami wyjscia (4.2)
oraz (4.4) przy nastepujacych danych:

‘05 0.2° 2 05" 10 2
A= = = =
0.2 05 B ¢ 4 5 w 2 10
3 1"
R =
) Xb 13

Za G'n wystepujace w (4.21) oraz Dh wystepujace w (4.4) przyjmowano rozne dane.
Sktadowe macierzy kowariancji P~ i Kh, wystepujagce w klasycznym problemie filtracji
(wzory (4.20) i (4.18)) oraz P\ i K'n wystepujace w nieklasycznym zagadnieniu filtracji
(wzory (4.23) i (4.41)) ustalaty sie po kilku krokach.

Przeanalizowano wyniki filtracji w przypadku, gdy macierz Dn jest nieosobliwa i sta-
cjonarna. Z analizy rezultatéw wynika, ze ustalone wartosci sktadowych macierzy P\ oraz

P\ sg identyczne niezaleznie od Gn.
1

Jesli np. za Dn przyja¢ Dn , to ustalone macierze kowariancji Pn oraz P'
majg postac:
L 13920 -1.0411
PP=P- = 10411 09726

Z punktu widzenia przesytu informacji przypadek ten jest mato interesujacy, gdyz wy-
miar wektora m'n przekazywanego do koordynatora jest taki sam jak wymiar wektora yn.
Istotne za$ jest przekazywanie przetworzonej, zmniejszonej ilosci informacji, co wiaze sie
ze spetnieniem zwiazku dim m'n < dim yn.

Jesli za D'n przyja¢ np. Dn = [2 4] lub Dn = [2a 4a], to DnC,, wyniesie odpowiednio
D'nC\ = [20 21] lub DnCn — a[20 21]. W tym przypadku dla zadanej macierzy Gn
otrzymano identyczne warto$ci sktadowych macierzy 7* w stanie ustalonym. Na przykfad
dla powyzszych danych i dla Gn = [5 5] warto$ci te wynoszga:

4.6242 -4.3383

Pl= " 43383 42683

We wszystkich przypadkach, w ktérych wymiar wektora m'n jest mniejszy od wymiaru
wektora yn, réznica macierzy P\ —Pn jest macierza dodatnio okre$long.
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Badania numeryczne pokazujg, ze wyprowadzone niekonwencjonalne réwnania filtracji
stanu majg takie same witasnosci jak réwnania klasycznego filtru Kalmana. Gdy macierz
przeksztatcenia D'n jest nieosobliwa, to wyniki filtracji w obydwu przypadkach sg iden-
tyczne. Macierze wystepujace w réwnaniach filtracji moga by¢ okreslone przed biezaca
pracg systemu, w odroznieniu od oceny stanu, ktéra zalezy od naptywajacych pomia-
row. Do wyznaczania tych macierzy niezbedna jest znajomo$¢ macierzy kowariancji P,,,
wystepujacej w klasycznym problemie filtracji.

4.2. Algorytmy sterowania dwupoziomowego przy zrdéznicowa-
nej czestotliwos$ci podejmowania decyzji

4.2.1. Model systemu
Rozwazmy duzy system sktadajacy sie z M dynamicznych podsystemdéw opisanych row-
naniani stanu

+ + t=1,2,...,.M (4.51)
oraz réwnaniami wyjscia
jI' = CnxXn+rj, i=1.2,., Al (4.52)

gdzie x'n,u'n,w'n oraz rj, sg odpowiednio wektorami stanu, sterowania, zaktocenia stanu
i zaktécenia pomiaru o odpowiednich wymiarach. Macierze AJ, B'n oraz Cn sg znane;
n € {0,1,...NL —1} jest czasem dyskretnym, NL —1 jest czasem koncowym. Znaczenie
wielkosci L oraz N zostanie wyjasnione pdzniej.

Zaktadamy, ze zmienne losowe tuj,, rj, sa biatymi szumami gaussowskimi, niezaleznymi
od tuf{,r&dlai”j, i,j=12,...,Miodx[dlak<n, 1=12, za$ stan poczat-
kowy X0 jest niezalezny od Xg dlai / j. Dodatkowo zmienne losowe maja zerowe warto$ci
$rednie i znane macierze kowariancji. Zatozenie o zerowych warto$ciach $rednich uprasz-
cza obliczenia, a wyprowadzone wzory sg uzyteczne w przypadku niezerowych wartosci
$rednich.

Wskaznik jakosci, ktory nalezy minimalizowac, opisany jest zalezno$cia:

NL-1' M
| = E «T +2*i,GX + ufHnum), (4.53)
n=0 1=1

gdzie macierze (?g Erj‘ sg symetryczne, dodatnio pdtokreslone, za$ macierze Hn sg

dodatnio okreslone.
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4.2.2. Struktura uktadu sterowania i dostepna informacja

Niech sterowanie realizowane bedzie w strukturze dwupoziomowej. Na poziomie niz-
szym lokalni decydenci okre$laja ostateczne decyzje uJ,, i = 1,2,..., M, z czestotliwos-
cig zdefiniowang przez jednostke czasu dyskretnego n = 0,1,...,NL — 1. Natomiast
na poziomie wyzszym koordynator wyznacza i przesyta lokalnym decydentom wytyczne
pk, i = 1,2,...,M, z mniejszg czestotliwoscig wynikajagca z jednostki czasu dyskret-
nego przyjetego na tym poziomie. Za czas dyskretny obowigzujacy na poziomie wyzszym
przyjmuje sie czes$¢ catkowitg utamka  tzn. k. = int[j]., gdzie L jest stosunkiem czesto-
tliwosci, z jakimi sg podejmowane decyzje przez koordynatora i lokalnych decydentow. W
dalszej czesci rozwazan dyskretne czasy na obu poziomach bedg oznaczane odpowiednio
przez k. = 0., 1.,...,(N —1). oraz n = 0,1,..., NL —1, jak to zostato pokazane na rys. 8
w rozdziale 3.

Prawa sterowania zalezg od dostepnej informacji pomiarowej i struktury uktadu stero-
wania.

Informacja pomiarowa i-tego lokalnego decydenta w chwili n okreslonajest _przez wek-
tor yn = [yOr  y'n]T, gdzie yn wynika z (4.52). Decydent nizszego poziomu otrzymuje
réwniez od koordynatora wartosci zmiennych koordynujacych pk w chwilach
* . =0.,1.., (N - 1)..

Informacja pomiarowa koordynatora w chwili k. okreslona jest przez wektor
mk. = [mET,.....mE£1T,vJ]r, gdzie n*k = [m{T,...,mjj.T]r, za$ vk. = [uj,....t;j[]1T. Wiel-
kos¢ m'k jest informacjg ykL przetworzong przez i—tego lokalnego decydenta do postaci:

m* = mk_ - DKLykL = Fkix'kL + e*> (4.54)

gdzie FKL = D'KLCKL, za$ t\L = DkLrkL. Wielko$¢ Wk reprezentuje dodatkowe informacje,
ktére mogg by¢ wykorzystane przez koordynatora przy podejmowaniu decyzji.
Przyjmujemy, ze decydenci znajg rowniez swoje poprzednie decyzje potrzebne do wy-
znaczania ocen stanu niezbednych przy realizacji sterowania.
Niech skL oznacza ilo$¢ zasobow pobrang przez i—ty lokalny podsystem w okresie
kKL < n < (k + 1)L, tzn.:

(M-It -1
41= £ < (4.55)

Dodatkowo niech pk oznacza wstepny przydziat zasobdw przyznanych przez koordy-
natora i—emu podsystemowi do wykorzystania w przedziale czasu kL < n < (k + 1)L.
Przyjmujemy, ze zmienna ta stanowi ocene wielkosci skL wyznaczong na poziomie wyz-
szym na podstawie informacji mi., tzn.:

Pk. — -£|mk s \i (4.56)
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Jest to rodzaj ograniczenia elastycznego wprowadzonego w poprzednich rozdziatach,
ktére dopuszcza elastyczno$¢ w podejmowaniu decyzji na poziomie nizszym.
Jesli oznaczy¢ przez ek\k, sume wytycznych koordynatora w chwili k.,to stuszna jest
nastepujaca zaleznos¢:
M
Epl. =« (4-57)

1=1

Powyzsze rownanie mozna tez zapisa¢ w postaci:

IPit. = ek.\k, (4.58)
gdzie pk. = [p*T--Pk/r]T. 1 = za$ 1 jest macierzg jednostkowg o wymiarze
dimu'n x dimu'n.

Rownanie to nazywac bedziemy réwnaniem agregacji, zas zmienng zmienng zagre-

gowana.
Niech sn, kL < n < (k + )L oznacza ilos¢ zasobow, jaka zostata dozrealizowania
przez i—ty podsystem od chwili n dochwili nastepnej interwencji koordynatora, tzn.
(*+L-l
sj, = Y uj, ne {kL,kL +I,.....(fc + 1)E —1} (4.59)

/=n

Zapisujac powyzszy wzor dla chwili (n + 1) i odejmujgc stronami otrzymamy:

= Fy-«» (4-60)

dlan=kL, kL + 1,....,(k+ 1)L —2
W ostatniej chwili rozpatrywanego przedziatu czasu, tzn. dla n — (k + 1)L —1, do
zrealizowania pozostanie ilos¢ zasobow réwna:

Ue)L-1 = s(Jt+l)L-I (4-61)
4.2.3. Sformutowanie problemu

Przez dopuszczalne prawa sterowania z—tego lokalnego decydenta bedziemy rozumieé
funkcje uh = aj,(yn,sj,) oraz skL = dkL(y'kL,pk), z ktérych kazda odwzorowuje odpo-
wiedni zbiér zmiennych yn,sj, oraz yj*, pk na odpowiedni zbi6r decyzji uj, i skL.

Przez dopuszczalne prawa sterowania koordynatora rozumie sie funkcje pk = b\ (m” ,e?.),

ktére odwzorowuja odpowiedni zbidr zmiennych m ~ek. na odpowiedni zbior decyzji pk,
gdzie et. = [ef|t ejk+i)|fc za® = Nk Hfei j >k
Dodatkowo zaktadamy, ze funkcje te spetniajg ograniczenia (4.55), (4.56) oraz (4.58).
Ze wzgledu na przyjeta strukture informacyjna i uktadowg wskaznik jakosci (4.53) nie
moze by¢ minimalizowany. Wprowadza sie wiec wtdrny wskaznik jakosci:
nt-i M

/=£ £ £ K rQi*n+2 + u f (4.62)
n=0 i=l
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Problem polega na wyznaczeniu praw sterowania ah,dkL dla lokalnego decydenta oraz
bk dla koordynatora, dla ktérych wskaznik jakosci (4.62) przyjmuje minimalng warto$é
przy istniejacych ograniczeniach.

Przy opisie modelu zatozono, ze zmienne losowe majg zerowe wartosci $rednie. Taki
problem mozna nazwa¢ problemem bazowym. Jego rozwigzanie moze by¢ wykorzystane
W rozwigzaniu zadania przy niezerowych wartosciach $rednich [16].

4.2.4. Synteza algorytmu sterowania metoda optymalizacji parametrycznej

Do rozwigzania problemu bedzie zastosowana metoda programowania dynamicznego w
wersji stochastycznej [6, 30, 31].
Oznaczmy przez 1°(a®,b°,d°) minimalng warto$¢ wskaznika jakosci (4.62) tzn.:

1° = minmin min minmin min ... min min min I, (4.63)
bo. do aO,L-1 h. dL aL,2L-Ifytf-i). dIN-i)La(N-1)L ,NL-I

gdzie bk. = Ne...b“TJT, dkL=[d\l <T >

akL,(k+)L-1 = [ailL™airTiaill+I-"-afcl+I"""a(I+1)L-1""a(it+)L--1]T-

Wskaznik (4.63) mozemy tez zapisa¢ w postaci:

1-i M
1° = minmin min { # £ £ £ n(-) +
bo. do “O.L-1  n=0.=
2L-1 M
+ minmin min {E Y £l£}(l)+ ......
h. ii aL,2L-I n=L i=
(fc+l)L-1 M
+ minmin E Y Y ,Ln(-) + +
K. r&d_akl_ (k+I)L |{ n=hL =1 )
NL-1 M
+ min min min {E Y EEI>()}meee}> (4-64)
&<w-i). a(N-lI)L ,NL-I n=(N-I)Li=1
gdzie LU.) = xfQnxn+2zfG X + a?H'nal
Niech 5*.(mk.) oznacza
(fc+I)L I m
St.fmk) = minmin min E\m { r’()+ +
h. dkL akL,(k+I)L-I n= kL =
NL-1 M
+ min min min £lmN {£f £E£NA (.)}eem} (4-65)
KN-i). (N-DL.NL-I n=(jv_1L i=i

przy ograniczeniach (4.51), (4.55), (4.56), (4.58), (4.60), (4.61).
Przy oznaczeniu (4.65) zachodzi nastepujaca zaleznos¢:
(k+1)L-1 M

Sk.(m Jz) —min min min Em [ £ E£72n(0 + mg*+ij.(m (k+i).)K4-66)
M- dkL akL,(k+I)L-I n=kL i=I
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Lokalne prawa sterowania lokalnych decydentéw wynikajg wiec z minimalizacji w wy-
razeniu

(k+1)L-1 m

5ft(mk.,p*.) = min min Em [ £ L[,(.) + S(+1).(m (k+1).)](4.67)
KL, (k+)L-X n=kL i=1

dla zadanego p*. i przy ograniczeniach (4.51), (4.55), (4.56), (4.60), (4.61).
Natomiast optymalne prawo sterowania koordynatora mozna wyznaczy¢ z minimalizacji
w (4.68)

5t.(mk.) = m.in5/t.(mk.IP*.) (4.68)

przy ograniczeniu (4.58).
Stosujac metode indukcji zupetnej zat6zmy nastepnie, ze

M
S'(fe+l).(rn(k+1).) = -£lm(k+1 + u(*+i)zJd +
(fe+l).(rn (k+1).) [m (k+1) 4 (*+1)
(N -1).
+[x Ik+i).M(k+i). X(k+i). + 2xft+1). £ ij*+1)'ed|t+1). +
=),
(AT-I).
+ £ ®MOH)AN FDeL|(H). £ <+, (4.69)
i,j.=(k+1).

gdzie x(t+4). = £|m (k+1) X(*+).> x(k+D. = [X@+D).--X(*+D.JT, dla (*+ 1). <!.< (AT—1);
macierze V(k+I)L, M (k+i)., L**+1)' oraz sg dane; skalar vj'hljL nie zalezy od ud dla
0<p < (A-f1)L —1,aniods\Lipj dla0< /< k, za$ skalar t(k+1), nie zalezy od pj dla
0.< /. <k, j=12,

W [16] pokazano, ze prawa sterowania u'® = <C(yn>sn) wynikaja z lokalnej optymali-
zacji w wyrazeniu

5'(yjj = muin E.Jn>[<TQh< +2xfG>"+uf + 5;+1(yL+1)] (4.70)

przy zadanym p™ oraz skL i przy ograniczeniach (4.51), (4.60), (4.61), gdzie
5;+1(yL+i) = e o (<+HiIK;H< i+ » u) (4.70)
Zapisujac (4.70) i (4.71) dla chwili (k+ 1)L —1, a nastepnie wykorzystujac (4.51), (4.61)

oraz rozszerzajac stan do postaci x" = [sf sf]T dochodzimy do klasycznego réwnania
Bellmana.

97
W pracy [16] pokazano, ze optymalne prawo sterowania a“(.) ma postac:
u' = ~(H'n+ BnTR@+iBj1)- 1(B{jrR}1+1Aj, + G " i™* (4.72)
gdzie i" = E ~x", za$
AR = 4l Oil' B, = E<1 '
a= " G g

gdzie 0i i Oj sg macierzami zerowymi o odpowiednich wymiarach.
Macierz R,, spetnia rdwnanie Riccatiego

K = Qk+arL+jAL -
-(alTRUIBL+ G|,)(» + Bi*"RUIBD-"BARK"Ak + GJ?) (4.74)

On+ KTK~AK Gl+A'JVAA'n
Gf+~"K M , Hn+ BIVE, |~
Prawa sterowania A L(ykL,p" ) wynikajg z minimalizacji (4.67) przy ograniczeniu (4.56).

z warunkiem koncowym R}k-f-i)L-i =

Woprowadzajac mnoznik Lagrange’a i postepujagc podobnie jak w rozdziale pierwszym
otrzymamy po przeksztatceniach:

= PLMRKLTr W I'Ne 1- **) (4.75)
RII P12

gdzie macierze RkL °raz RkL sg podmacierzami macierzy RkL = K kL

(R kLT

odpowiednich wymiarach.

Macierz RKkL, ktéra stanowi warunek koncowy do réwnania Riccatiego (4.74), zalezy
miedzy innymi od macierzy VEL opisanej zaleznoscig K1 = RkL - RkL(RkL rURio )7

Prawa sterowania koordynatora wynikaja z minimalizacji (4.68) przy ograniczeniu (4.58).
Obliczenia sg uciagzliwe i nie bedg tutaj przytaczane. Okazuje sie, ze posta¢ prawa ste-
rowania koordynatora jest identyczna z (4.10). Doktadna synteza przeprowadzona jest w
[16], tacznie z rdwnaniami filtracji, stuzacymi do wyznaczania ocen stanu niezbednych do

realizacji opracowanego algorytmu.

4.2.5. Synteza algorytmu sterowania metodg cen [42, 45]

Realizacja opracowanego algorytmu sterowania wymaga przesytania przez koordynatora
kazdemu podsystemowi wytycznej p'k.,k. = 0., 1.,..., (N —1).. Obecnie przedstawiona
zostanie zmodyfikowana wersja zadania sformutowanego w punkcie trzecim niniejszego
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rozdziatu. Rozpatrzymy mianowicie problem rozdziatu zasobéw w systemie sktadajacym
sie z M podsystem6w opisanych réwnaniami stanu (4.51) i wyjscia (4.52). Przyjmujemy
przy tym, ze zmienne losowe wystepujace w (4.51) i (4.52) sa biatymi szumami o
parametrach Ew'n = wn, Erh = fn, E(wh—wn)(wh —wn)T = W4,
E(rh~ K)(rn~ fn)T = K< niezaleznymi od wh,rh, i+ j oraz od x8, i,j = 1,2
0 parametrach Ex'0= x0i E(x0 —£0)(x6 —x0)T —Xo*

Wskaznik jakos$ci, ktéry ma by¢ minimalizowany, ma postac:

NL-I' M

i= E E(*Ui«i+i*U i+ (4.76)
n=0 t=I

Jak widac, jest to nieco inny zapis wskaznika jakosci (4.53), uwzgledniajacy koszty stanu
koncowego i nie uwzgledniajacy wyrazu mieszanego 2x'*Ghun. Tym niemniej uzyskane
wyniki mogg by¢ wykorzystane przy minimalizacji wskaznika z petng forma kwadratowa,
przy zatozeniu doktadnego pomiaru stanu, co zostanie pokazane w dalszej czesci rozwazan.

Zaktadamy, ze sterowanie realizowane jest w dwupoziomowej strukturze z koordyna-
torem na poziomie wyzszym i lokalnymi decydentami na poziomie nizszym, z réznymi
czestotliwosciami podejmowania decyzji na obu poziomach.

Niech yn = [YOT —ymr}r dla kL < n < (A+ \)L —1 wraz ze zmienng koordynujacg A*,
otrzymang w chwili kL od koordynatora, stanowig informacje biezacg i—tego lokalnego
decydenta.

Niech

mk = m&kL — FkL(y\k-i)L>— (4-77)

jest zagregowanym wektorem informacji przetworzonej przez i—tego lokalnego decydenta
1przestanej koordynatorowi w chwili kL. Przyktadowo moze zachodzi¢, ze m'kL = D'kLykL
lub mkL = £*=(*_NE, S

Oznaczmy przez mk = \m'J....m"")T wektor informacji przestanej od i—tego lokalnego
decydenta na poziom wyzszy. Informacja pomiarowa mk = [mkT  rrij*T,vk]T, gdzie
vk = [vq...vJ]T, stanowi informacje biezacg koordynatora. Wielko$¢ vk, reprezentuje
dodatkowe informacje dostepne na poziomie wyzszym i mozliwe do wykorzystania przy
podejmowaniu decyzji na tym poziomie.

Przez dopuszczalne prawa sterowania i—tego lokalnego decydenta i koordynatora be-
dziemy rozumie¢ odpowiednio funkcje un = an(yn,A*.), kL <n < (k + 1)L —1 oraz
A = 6*.(mk), k. =0.,1.,.., (N —1), ktére spetniajg ograniczenie elastyczne

(i-t-L-1 M
£ Y la'n(yh’~k.) = etidt. (4.78)

n=kL =1

gdzie ek.\k. oznacza wstepny przydziat zasobow dokonany przez koordynatora w chwili k..

99

Z punktu widzenia przyjetej struktury informacyjnej i uktadowej wskaznik jakosci (4.76)
nie moze by¢ minimalizowany. Wprowadzamy zatem wtérny wskaznik jakosci, ktory dla
n z przedzialu kL < n < (k + 1)L —1 ma postac:

M
/,(«*, bk) = E +<TK < hn=a | bkXmk)] (4-79)

Zadaniem syntezy jest wyznaczenie praw sterowania lokalnych decydentow un = ah(yn, A*),

i = 1.2,...,M oraz koordynatora A* = 6fc.(mk), k. = ...,(N —1)., dla ktérych
wskaznik jakosci

In(an,bk.), k= int[n-] (4.80)
0 L

NL~I
1=

n
przyjmuje minimalng warto$¢ przy ograniczeniach (4.51), (4.78).
Minimalizacja wskaznika (4.80) bedzie przeprowadzona przy nastepujagcym upraszcza-
jacym zatozeniu:

Z1. Wskaznik czastkowy In w (4.80) zalezy tylko od sterowania un w chwili n, tzn., ze
pomijamy wplyw wczesniejszych sterowan na jednokrokowy wskaznik /,,.

4.2.5.1. Rozwigzanie problemu
Podstawiajgc (4.51) do (4.79) otrzymamy:

M
In=E£ {[ufSX + 2*fi3«; +2<r +1B X JU=0ji()+ rn}, (4.81)

1=1

gdzie
sn=K +b?e;+lsi, n =Afq;+1lb;, (4.82)

za$ rn nie zalezy od un.
Oznaczajac przez 2A* mnoznik Lagrange,a i bioragc pod uwage (4.78), (4.79) i (4.80)
otrzymamy nastepujacy problem minimalizacji

(fe+l)L-1 M
sk(mk)= min £€m [ £ £ (ufsyn+ 2xfP‘uh+ 2ti»fQn+1B’un) +
ot n=kL 1=1
(*+hL-1 M
+2A*( £ E<-e*.|*.)U=a<(.) (4-83)
n—kL =1

Przy poczynionych zatozeniach zadanie poszukiwania prawa sterowania aj,(y{,, A*) dla
n=kL,kL + 1,...., (k + 1)L —1 sprowadza si¢ do minimalizacji w wyrazeniu:

sl(y*, mk) = mlrin E, |nl k(uf£x + 2xf + 20 fQi+1A < + 2At.<)) (4.84)
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Udredniajac warunkowo, nastepnie rézniczkujac wzgledem uJ, i przyréwnujac otrzymane
wyrazenie do zera otrzymamy:

< = -(SirHPIZ + B'<?f+tl< + AL, (4.85)

gdzie x'n = E’M\ xn.Wstawiajac (4.85) do (4.78) otrzymamy:

(t+hL-1 M
~ £ E(Sn)~\P X +B'jQi+lwh + A5) = e**, K = (4.86)
nz=kL «=1
oraz
(*+hL-1 M
A= -S| EkL EI(S DN+ MU <)+ e, (4.87)
n= i=
gdzie
(*+hL-1 m

s=[ E E”n)"1"1 (4.88)
n=kL i=l

Z (4.85) wida¢, ze dla kL < n < (k+ 1)L —1 ta sama zmienna koordynujaca A* jest
wykorzystywana przez wszystkich lokalnych decydentow. Wielko$¢ A*, moze by¢ interpre-
towana jako cena wyznaczana przez koordynatora i przesytana na poziom nizszy.

Nalezy podkresli¢, ze warto§¢ zmiennej A* zalezy od oceny stanu x'n. Nalezatoby wiec
rozwigza¢ niekonwencjonalny problem estymacji stanu, poniewaz x'n dla kL < n zalezy
réwniez od Zadanie to ulega znacznemu uproszczeniu przy nieuwzglednianiu dy-
namiki podsystemdéw, co moze by¢ uzasadnione dla stabilnych podsysteméw z duzym
ttumieniem i dla duzego L.

4.2.5.2. Algorytm sterowania przy petnej formie kwadratowej wskaznika
jakosci
Otrzymany algorytm sterowania zostat opracowany dla pierwotnego wskaznika jako-
$ci, w ktérym nie uwzgledniono wyrazu biliniowego 2x'jG',,u'n. Wskaznik ten dla potrzeb
sterowania moze by¢ zapisany w nieco innej postaci:

Obecnie zostanie przeprowadzona modyfikacja rozwigzania dla pierwotnego wskaznika
jakosci
NL M

i=E £(<rQn< +2<Tg x +ufh m , (4.90)
n—0i=I

gdzie macierz jest symetryczna i dodatnio pétokreslona, za$ macierz Hn jest

G? Hi
dodatnio okres$lona.
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Zauwazmy, ze forma kwadratowa wystepujaca w (4.90) moze by¢ zapisana w postaci:

L\ = xfQ\x\ + 2xfGn< +ufH'yn=
=K + (Hh)-'Gf + (i/")-1G fx\] + *f[Qi- G iW y'crJK (4.91)

Niech u*' jest nowym sterowaniem zdefiniowanym przez:
uf=uil+ (A)-1G f*i (4.92)
Podstawiajgc (4.92) do (4.91) otrzymamy:
Lhn=K TK < +<TQ:<t (4-93)

gdzie
Qn =Q'n~ Gn(Hn)-1(Pj
Podstawiajac z kolei w), wynikajace z (4.92) do réwnania stanu (4.51) i ograniczenia
elastycznego (4.78) otrzymamy:

;4= A X +B>:+<, (4.94)

gdzie
A" = A" - B "H iy1G"J

(fc-H)L-1 M
E\mk E El“n - ( Ne il =~ (4-95)
n—kL i=1

Zatem zmodyfikowany problem sprowadza si¢ do minimalizacji wskaznika

NL M
I':EJ20£I(*fQ'n'< +< TK <) (4-96)
n=0i=
przy ograniczeniach (4.94), (4.95).
Zauwazmy, ze zmiana ograniczenia elastycznego (4.78) na (4.95) nie zmienia postaci
rozwigzania (4.85). Natomiast zmieni sie sposéb wyznaczania zmiennej A*.
Wstawiajgc u*' z (4.92) do ograniczenia (4.95) otrzymamy:

(fc-+-IL-1 M
E E [-(SirW *'» +B ?  +*0 - (Hn)-'G* <] = ekAk
n=kL >=1
Woéwczas
(t+HE -1 M
A= -S{ektk+ E E [(SirWNA +BnQUi<)+ W )_1GfX-]}(4.97)
n—kL t=I

gdzie S jest okreslone przez (4.88). Macierze Sn i Pn wystepujace w (4.97) sg okreslone
przez (4.82), w ktorych <G i A'n nalezy zastapi¢ Qn' i A*L
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Przy zatozeniu doktadnego pomiaru stanu mozna wyznaczy¢ sterowanie u|, z zaleznosci
< = U« - Jr

4.2.6. Przyktad

Rozpatrzmy system opisany rdwnaniami stanu

<+iji= -0 +<+1- 0<«< 1 (4.98)

gdzie zh, u|, sg skalarami reprezentujacymi odpowiednio zapotrzebowania i przydziaty
zasobow i—temu odbiorcy, tuj, jest biatym szumem niezaleznym od zj, i, j=1,2,....M,
Ewj =<, EMWn- w;)3=WI, Ez0= zj, E(z'0- z0)2= Z0.

Dynamika obiektu wynika z faktu, ze niezaspokojone zapotrzebowania odbiorcow Zn—u'n
w okresie (n,n + 1) przenoszg sie na nastepny okres ze wspdtczynnikiem a.

Niech wskaznik jakosci, ktory nalezy minimalizowa¢, ma postac:

NL M
I=EE E K -~ W | (4.99)
n=0i=1
Zalézmy, ze r6wnanie pomiaru w  tym podsystemie ma posta¢ yn = zZn. Przyjmijmy
tez, ze na poziom wyzszy nie jest przekazywana zadna informacja pomiarowa z poziomu
nizszego.
Dla rozpatrywanego przypadku mamy xh = zZn, Qn = 1, GJ, = —1, H\ = 1.
Wstawiajgcpowyzsze dane do (4.91)-(4.94) otrzymamy u*‘ = un —zn,Q* = 0,
A" =0, Bn=-a.Z (4.82) mamy S,, = 1,Pn =0, za$ z (4.85) wynika, ze u'l= —A*.
Zatem prawa sterowania a'®> majg postac:

< =< - (4.100)
Z (4.88) mamy S = za$ z (4.97) otrzymujemy, ze
(k+1)L— m
V = E E ~“ g**]> EzA=K (4-101)

m A~ n=kL t=I
W stawiajac (4.100) do (4.98) i usredniajac obie strony tak otrzymanego réwnania stanu
otrzymamy:

sa+i = “A%+ <+i, ft=int(j) (4.102)
Ostatecznie prawo sterowania koordynatora ma postac:
n (feH)Ld m
Xk = M [L-(L-lI)a][MaX” + S S * "« gfcly (4-103)
Przy realizacji sterowania zgodnie ze (4.100) warto$¢ wskaznika jakosci wynosi;

(V-D). m (N -1).

- £ .= E 4-104
I Ek=0 i=E| X ME*:O ( )
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Jak wida¢, wskaznik jakosci (4.104) zalezy od zmiennych zagregowanych e*||
k.=0.,1.,..., (N —1).. Jesli w rozwazaniach uwzgledni¢ ograniczenia na ilos¢ zasobow w
magazynie, to stosujgc idee sterowania w uktadzie OLF z przesuwnym horyzontem N1
zmienne te mozna wyznaczy¢ z numerycznej minimalizacji wskaznika czgstkowego

(k+N*).
4= E 4 (4.105)
j.=k.
przy ograniczeniu
(MH-).
hmin + AU 5 hk\k. + £ (<Ak —2rpfe), j = 1i2,...,N'"+ 1
e(t+i).*.> 0, j=0,1,. AT (4.106)
wzgledem ek\k,, e(*+i).]*., seee, e(t+jV).Jfc> gdzie hk\k. oraz sg odpowiednio ocenami

zasobow w chwili k., oraz doptywu w okresie [/.,(/+ 1).], dokonanymi w chwili k., Au jest
pojemnoscig rezerwowa, za$ N' jest przesuwnym horyzontem.

Dla dos¢ duzego L oraz dostatecznie duzego ttumienia (dla matego a) mozemy poming¢
pierwszy sktadnik w nawiasie [], wystepujacy w (4.103). Woéwczas

(fc+DE-I M
A omL——nagl B S #190

Jako przykiad numeryczny rozpatrzmy system sktadajgcy sie z pieciu podsystemow
(M = 5). Analiza wiekszej liczby podsystemow nie wprowadza dodatkowych trudnosci
obliczeniowych. Zat6zmy, ze wh jest stacjonarnym biatym szumem gaussowskim zdefinio-
wanym przez wartos$¢ srednig tD), = 1 oraz wariancje a'2—a2.

Magazyn jest zasilany periodycznym, znanym doptywem dn z okresem 336. Catkowity
doptyw w tym okresie jest mniejszy od $rednich zapotrzebowan systemu.

W obliczeniach numerycznych przyjeto a = 0.5,L = 7,NL = 3360, /imm = 0,

N1= 1,2,3 oraz r6zne wartosci

Dla N1= 1,2,3 oraz ~ = 0.6 zbadano wptyw pojemnosci rezerwowej Au na jakos$¢
sterowania. Wyniki sg przedstawione na rys. 9.

Z rysunku wida¢, ze istnieje taka pojemno$¢ rezerwowa, dla ktérej wskaznik jakosci
przyjmuje minimalna wartosc.

Przeanalizowano réwniez wptyw stosowania uproszczonych regut (4.107) na jakos¢ ste-
rowania. Z badan numerycznych wynika, ze dla rozpatrywanego przyktadu realizacja ste-
rowania zgodnie z (4.103) oraz z (4.107) prowadzi do prawie takich samych wartosci
wskaznika jakosci.

W trakcie realizacji algorytmu pojawiaty sie bardzo rzadko ujemne sterowania wynika-
jace ze (4.100). Wtedy przyjmowano za uJ, zero. Stanowito to kilka procent og6inej liczby
decyzji podjetych przez lokalnych decydentow.
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Zauwazmy jeszcze, ze w rozpatrywanym przykiadzie Q"¢ = 0. Oznacza to, ze przy
braku dodatkowych ograniczen sterowanie optymalne u'ljest zerowe zaréwno dla wie-
lokrokowego, jak i jednokrokowego wskaznika jakosci. Wprawdzie w naszym problemie
istnieje ograniczenie elastyczne, ale dzieki swej "miekko$ci” moze ono nie pogarsza¢ w
istotny sposob jakosci sterowania.

Rys.9. Wptyw pojemnosci rezerwowej na jako$¢ sterowania
Fig.9. Influence of the reserve capacity on the control quality

4.3. Uwagi kohcowe

Niekonwencjonalne réwnania filtracji wyprowadzone w niniejszym rozdziale majg takie
same wiasnosci jak rownania klasycznego filtru Kalmana. Gdy macierz przeksztatcenia
informacji yn w m'n jest nieosobliwa, wtedy wyniki filtracji na obu poziomach sg iden-
tyczne. Proces obliczania wzmocnienia w nieklasycznym filtrze wymaga réwnoczesnego
rozwigzywania klasycznego zadania filtracji. Odpowiednie macierze mozna obliczy¢ przed
rozpoczeciem sterowania i wykorzysta¢ podczas jego realizacji.

Proponowana struktura uktadu sterowania, zaktadajgca zréznicowang czestotliwos¢ po-
dejmowania decyzji na obu poziomach, umozliwia dalsze zmniejszenie ilosci informacji
przetwarzanej i przesytanej miedzy poziomami.

Dynamika podsysteméw, zréznicowana informacja decydentéw oraz periodyczna ko-
ordynacja sprawiajg, ze problem jest trudny do rozwigzania. Wprowadzone uproszczenia
prowadza do efektywnego i stosunkowo prostego rozwigzania zadania. W niektorych przy-
padkach wprowadzenie jednokrokowego wskaznika jako$ci oraz nieuwzglednianie przez ko-
ordynatora dynamiki podsysteméw moze prowadzi¢ do niewielkiego pogorszenia jakosci
sterowania.

ROZDZIAL 5

SYNTEZA ALGORYTMOW STEROWANIA DLA
POWIAZANYCH PODSYSTEMOW

W dotychczasowych rozwazaniach przy syntezie praw sterowania istotne znaczenie miato,
wprowadzone jako réwnanie koordynacji, ograniczenie elastyczne na sterowanie. Dzieki
niemu w opracowanych algorytmach sterowania mozliwa byta czeSciowa decentralizacja
sterowania i dekompozycja obliczen. Rozpatrywane byly systemy sktadajgce sie z lo-
kalnych podsystemow, nie oddziatujacych na siebie. Tym, co je wigzato, byty wspélnie
dzielone zasoby. Obecnie zostang opracowane algorytmy sterowania w duzym systemie,
sktadajgcym sie z podsystemow powigzanych miedzy sobg, zapewniajgce minimum kwa-
dratowego wskaznika jakosci. W pierwszej czesci rozdziatu zostang rozpatrzone systemy
sktadajgce sie z podsystemdw statycznych, za$ w drugiej czesci systemy sktadajgce sie z
podsysteméw dynamicznych.

5.1. Algorytm sterowania dla podsystemdw statycznych
[36, 37, 38]

5.1.1. Model systemu

Rozpatrzmy model systemu sktadajgcego sie z M rozproszonych statycznych podsyste-
mow opisanych réwnaniami

X, = BAUi (-u* + to*, »= 1,2,.., A/, (5.1)
M

v'i= £ Ay*-, i=1,2, (5.2)
551

gdzie x-, ti;, u*, w*reprezentujg odpowiednio wyjscie, sterowanie, interakcje pomiedzy pod-
systemami oraz zaktocenie wyjscia; B{A';, i,j = 1,2, i N j sa macierzami o
odpowiednich wymiarach. W dalszych rozwazaniach symbol sumy wystepujacy w (5.2)
bedzie zastapiony przez
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Model pomiar6w ma postac:

y, = C,w' + ¢, (5.3)
mi = Fiyi, (5.4)

gdzie y,-e; sg wektoramireprezentujagcymi pomiary orazbtedypomiarowe;m,oznacza
przetworzony pomiar omniejszym wymiarze w stosunkudo wektora vy-; Ci, Fi sa macie-
rzami o odpowiednich wymiarach.

Zaktadamy, ze zaktécenia w*,v" sg niezalezne od w’,vj, i jtj =1 , 2 iod
ui, /=1,2,...,.M.

Pierwotny wskaznik jakosci, ktory ma by¢ minimalizowany, ma postac:

M
1 . + 2xfGiUi + ujHiUi), (5.5)
=
gdzie macierze 83 g? sg symetryczne, dodatnio potokreslone, za$ macierze Hn sg

dodatnio okre$lone. Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia dla wektorow
x = [xIxXL..*1]T, u=l«...« £ ]T, W =[w?2w?..w$)T (5.6)
oraz dla macierzy

TT = diag[BIxB12...BMM\, A* = [A*/y],
Q = diag[QiQi...QM]i G = diag[GiG:...G\f], H = diag[HiH2..HM], (5.7)

gdzie Sij = 0 dlai=j oraz 6ij = 1dlai” j.
Przy powyzszych oznaczeniach zaleznodci (5.1) i (5.5) mozemy zapisa¢ w postaci:

X =B'u+ A*x + wm (5.8)
7 = xTQx 4-2xTGu + uTHu (5.9)

Oznaczajgc przez
B = A5*, w=Aw', A= (1 —A%)-1, (5.10)

gdzie 1 jest macierza jednostkowgq i zaktadajac, ze macierz Aistnieje, mozemy réwnanie
(5.8) przedstawic¢ jako.-,

X=Bu+w (5-11)
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Z (5.11) wynika, ze i-ty podsystem opisany jest réwnaniem:

Xi = BuUi+  BHW+ A«wi + £ Aijwj, (5.12)
i/> *
gdzie macierze Ba, B”, Aa, Aij wynikajg z (5.11) i (5.10).
Po wprowadzeniu oznaczen

=£ Bm, Wi=AuWi, z,=Y A,jw’ (5.13)

model i—tego podsystemu mozna przedstawi¢ w postaci:
Xi = BuUi + v, + wi + Zi (5.14)

Zauwazmy, ze zaktocenia w, i z, sg nieskorelowane.
Celem sterowania jest minimalizacja wskaznika jakosci (5.5) przy ograniczeniu (5.14).

5.1.2. Struktura uktadu sterowania i struktura informacyjna

Ztozonosc¢ algorytmu sterowania zalezy od przyjetej struktury uktadu sterowania i struk-
tury informacyjne;j.

Zatozmy, ze sterowanie realizowane bedzie w strukturze dwupoziomowej z koordynato-
rem na poziomie wyzszym i lokalnymi decydentami na poziomie nizszym, jak to zostato
przedstawione na rys. 2 w rozdziale pierwszym.

Informacja a priori sktada si¢ z rownan modelu (5.1)-(5.5) lub z (5.14), (5.13), (5.3)-(5.5)
oraz znajomosci rozktadéw zmiennych losowych, wystepujacych w problemie.

Zatozmy, ze i-ty lokalny decydent otrzymuje od swojego podsystemu informacje t,
ktdra jest przetwarzana i w formie zagregowanej m, przesytana na poziom wyzszy. Tu-
taj koordynator na podstawie zebranej informacji m = okresla wytyczne
Pi, i=1,2,..., M, ktére przesyta na poziom nizszy. | —ty lokalny decydent na podstawie
wytycznej pi oraz informacji y, wyznacza ostateczng warto$¢ sterowania ut.

Dostepnos$¢ informacji rzutuje na dopuszczalng postaé praw sterowania.

Przez dopuszczalne prawa sterowania i—tego lokalnego decydenta i koodynatora rozu-
mie¢ bedziemy funkcje odpowiednio: u- = a,(y,,pt) ip, = 6;(m), i= 1,2,...M,, z ktérych
kazda odwzorowuje zbiér wektoréow }i,pj i m w zbioér wektoréw odpowiednio u; ip,.

Dodatkowo zaktadamy, ze funkcje a,(.) i &(.) spetniajg ograniczenie elastyczne

E\mai(yi,Pi) - Pi, (5.15)

gdzie E\m oznacza operacje warunkowego usredniania przy zadanym m.
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Przy rozpatrywanej strukturze informacyjnej wskaznik jakosci (5.5) nie moze by¢ mi-
nimalizowany. Wprowadzmy zatem wtérny wskaznik jakosci w postaci:

M
I(a,b) = E Y J(1JQiXi + 2ijGiUi + uJHiUi)Ui=ailyiMm)], (5.16)
t=1

gdzie a = {al,a2>me<*«}, &= {&i, 62,

Dla modelu rozpatrywanego systemu i zatozonej struktury uktadowo - informacyjnej
wsrod dopuszczalnych praw sterowania nalezy znalez¢ optymalne prawa u® = a°(y,,p,)
oraz p° = b°(m), ktére minimalizuja wskaznik jakosci (5.16) przy ograniczeniu (5.14).

5.1.3. Rozwigzanie problemu

Z punktu widzenia dostepnej informacji zmienna u; w czasie realizacji algorytmu ste-
rowania jest dla i—tego lokalnego decydenta zmienng decyzyjng (dec«,), natomiast dla
pozostatych decydentéw jest ona zmienng losowg (ranui). Ten fakt musi mie¢ swoje od-
zwierciedlenie przy syntezie sterowania lokalnego a°(y,,p,). Zatem przy jego wyznaczaniu
zmienna u,, wystepujagca w (5.14) odgrywa role zmiennej decyzyjnej (decu,), natomiast
zmienne Uj, j / i, wystepujace w t,- petnig role zmiennych losowych (ranuj). Prowadzi
to do optymalizacji i—tego podsystemu prowadzonej przez t—tego lokalnego decydenta.
Tylko wtedy okreSlone prawa sterowania bedg nalezaty do klasy praw dopuszczalnych.

5.1.3.1. Synteza lokalnego prawa sterowania a°(yj,p;)
Oznaczmy przez

Si(m,pi) - min E\m[{Bua, + t5 + Wi -f zi)TQi(Biia, + v{+ tu, + z,) +
+2{Buai + {+ Wi -f z,)TG,a,- -fajH,a,\ (5-17)

Optymalne prawo sterowania a° wynika z minimalizacji (5.17) przy ograniczeniu (5.15).
Po wprowadzeniu mnoznika Lagrange’a A otrzymamy réwnowazne zadanie minimalizacji
bez.ograniczen

5,(m,p,, A) = min E\m[(Bua, + t5+ w, + zI)TQYB,al+ v, + w{+ z,) +
+2(Buai + tii + Wi + Zi)TGIOi + aftf.a; + 2Af(a; - p,)] (5.18)

Dobor odpowiedniej wartosci mnoznika A zapewni spetnienie ograniczenia (5.15).
Zadanie minimalizacji (5.18) wzgledem funkcji a, mozna sprowadzi¢ do problemu mini-
malizacji wzgledem zmiennej u- w wyrazeniu
5i(m, pi, A) = E\m mUi).n [(Bnu, + u-+ to-+ Zi)TQi(Buu.i -fv, + tu-+ z{) +
+2(Balii + i+ Wi + z,)TG,u, + ufHiUi + 2\J(u, - p,)] (5.19)
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Po wykonaniu usrednienia E\mVi otrzymamy:

Si(m,pi, A) = £|mmv\iln E|lmyi[ujV?2u{+ 2uJ(BIQ, + Gj)(v, + tu-+ z,) + 2Afu,] +
+£lm[(v< + -+ z,) - 2Afp,], (5.20)
gdzie t)i - £|mt)i,z- - E\mZiw, = EMw,, V? = BIQiBu + BftG, + GjBu + tf,.

Rézniczkujac w (5.20) wzgledem u- i przyréwnujac wynik do zera otrzymamy po prze-
ksztatceniach:

«m= -VIM(E£Q, + Gj)(ii + Wi + Zi) + A] (5.21)

Podstawiajac (5.21) do (5.15), wyznaczajac A- a nastepnie wstawiajgcjedo (5.21)
wyznaczymy ostateczng posta¢ optymalnego sterowania lokalnego Ui

« =Pi- V-\BIQi + Gj)(wi- wi)=pi- V-\BIQi+ GjA,(w* - 0¥, (522

gdzie w" = E\mw' = E\mw" oraz wm- E\pw'.
Wstawiajgc (5.22) i wynikajace z (5.13) oraz (5.15) wyrazenie C = £|mn, = J2i"j Btlp}
do (5.17) otrzymamy po przeksztatceniach:
Si(m,Pi) = pjV,p, + 2pJ(BjiQi + G j)(Y B i]Pj) +
+ (£ Bm )TQ,([E/*. BaPi) + 2pJ(B?iQi + Gj)(w, + zi)
J
+ 2 (£ BijPj))TQi(wi 4 zi) + Si, (5.23)
iti
gdzie
Si = £ImETQ;«i + 2vjQiZi 4 (w, + Zi)TQi(wi + z,) -
-(w,- - WI)T(Gi + QfBU)V~1BTiQi + Gj)(wi - u)]
iii=v,- 1), Zi=12- z (5.24)

Zauwazmy, ze s- jest niezalezne od pj, j = 1,2,..., M.

5.1.3.2. Synteza praw sterowania koordynatora b?(m)
Optymalne prawa sterowania koordynatora wynikaja z minimalizacji wyrazenia:

M
S(m,p) =53 (5.25)

1=1

gdzie p= [pfp2...Pa"]7.
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Wstawiajgc (5.23) do (5.25) otrzymamy:

M
S(m,p) = pT(H + BTQB + GTB + BTG)p + 2pT(BTQ + GT)w + £ (5.26)

1=1
gdziew = [(Zd + zi)r (Z2+ z2)T....tvM + zm)T[Tm
Po zrézniczkowaniu (5.26) wzgledem p i przyrownaniu wyniku do zera otrzymamy:

p=-(H +BTQB + GTB + BTG )~\BTQ + GT)w (5.27)

Optymalna warto$¢ wskainika (5.16) moze by¢ obliczona po wstawieniu (5.27) do (5.26)
i uSrednieniu powstatego wyrazenia. Po przeksztatceniach otrzymamy:

M
I“=£[£ »i~wl(G+ QB){H +BTQB + BTG + GrB)~\BTQ + GT)w) (5.28)

5.1.3.3. Dyskusja rozwiazania
Rozpatrzmy problem sterowania realizowanego w strukturze jednopoziomowej z cen-

tralnym decydentem, dysponujgcym taka informacja, jaka byta dostepna koordynatorowi
w dyskutowanej wcze$niej strukturze dwupoziomowej. W tym przypadku dopuszczalne
prawa sterowania maja posta¢ u- = aj(m). Wykorzystujagc (5.20), (5.22)-(5.24) i fakt, ze
u, = vt,ui, = UM, widzimy, ze prawo sterowania w strukturze jednopoziomowej jest okres-
lone przez (5.27) po zastgpieniu u przez p. Sterowanie to zapewnia minimalng warto$¢
wskaznika jakosci wynikajacg z wyrazenia:

M

1°=E[Y(wi+ Z)TQi(wi + z-) -
i=1

-wT(G+QB)(H+ BTQB + BTG + GTB)~1(BTQ + GT)w] (5.29)

Odejmujac (5.29) od (5.28) otrzymamy:

M
l1-1°2 =E £[AufV,Au;- (£ Biauj)TQi£ B>A"~ 2 (£ BibAud)TQ-5], (5.30)
i=1 joti i j>

gdzie:

Au,=u,- p, = -V-\Bf,Q, + Gj)Att{w' - wt)

Vi= £ BijAuj (5.31)
i
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Z (5.31) i z zatozenia o niezaleznosci zaktdcen tu* i u;J, i” j wynika, ze (5.30) mozemy
zapisac jako:

M
1°- E =E£ (AufV,Aut- Y AulBjfi"Au, - 2£ AuJB" A"), (532
* jli

gdzie Wj = wj —w'j.

Realizacja sterowania w strukturze dwupoziomowej jest uzasadniona w przypadku, gdy
I{- 1°> 0.

Obecnie znajdziemy warunki, przy ktérych i-ty lokalny nie powinien pojawic¢ sie w
strukturze dwupoziomowej. W tym celu wyodrebnijmy z (5.32) te sktadniki, ktére zawie-
rajg Au,. Utworzg one wskaznik czastkowy A l' o postaci:

A/l = E[AuJ(Vi- £ Bj& B*Au, - 2AuftE A0 (5.33)
j*i
Pojawienie si¢ i—tego lokalnego decydenta jest uzasadnione w przypadku, gdy Al' > 0.
Po wykorzystaniu (5.31) warunek ten zachodzi, gdy

Al1=tr{[K?(V{ - £ Bj&BJKi- 2Kj£ Bj&AJPZ) >0, (5.34)
j*i iiti
gdzie tr(.) oznacza $lad macierzy, za$

P*=E(w:-w:)(w;-w-)T (5.35)
Ki=-V-\B?iQ, + Gj)Au (5.36)

Jezeli macierz P,“jestdodatnio okreslona (P" > 0), to warunkiemwystarczajgcym
spetnienia (5.34) jest zachodzenie nastepujacej zaleznosci:

Kj(Vi - £ BjiCijBjijK, - 2K j £ BJiQj >0 (5.37)
¥\ i&

Pojawienie sie i—tego lokalnego decydenta w strukturze dwupoziomowej wydaje sie by¢
uzasadnione w przypadku, gdy wpltyw sterowania u- na wyjscie x- jest znacznie silniejszy
w stosunku do jego wptywu na wyjscia xj, j i

Przeanalizujmy jeszcze problem sterowania realizowanego w strukturze jednopoziomo-
wej z centralnym decydentem, dysponujacym kompletng informacja, a wiec zadanie mi-
nimalizacji wskainika (5.9) przy ograniczeniu (5.11). W tym przypadku optymalne prawo
sterowania ma postac:

u>=-(H+BTQB + GTB + BTG )~\BTQ + GT)w (5.38)
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Zauwazmy, ze optymalne prawo sterowania koordynatora (b°) w strukturze dwupozio-
mowej opisane przez (5.27) wynika z (5.38) po zastgpieniu w nim u° i tu odpowiednio
przez p° i w. Zatem optymalne prawo sterowania koordynatora spetnia klasyczng zasade
réwnowaznosci [32].

5.1.3.4. Przyktad
Rozpatrzmy system sktadajacy sie z dwdch podsystemow opisanych réwnaniami:

x\ = 2«i —Xx2+ tuj*

x2= U —x2+ w2" (5.39)

9 =S

y\ = (5.40)
x2= 3u2—xj —x\ + w2 (5.41)
o=« (5.42)

gdzie zmienne losowe w\ = [tuj* tuj*]r oraz tuj majg rozktady normalne oparametrach
Ew\ = [1 2]T, Ew\ =2, £(iu{*- Ew\)2= 2, E(w\- Ew;)2 = 3,
E£(tuj* - Ew\-)[wl'- Ew2*) = 1, E{wk- Ew2) = 3.

Niech wskaznik jakos$ci, ktory nalezy minimalizowa¢, ma postac:

I = E[(x\-x\)2+u\A-2x\ + 2y\] (5.43)

Zatozmy, ze z pierwszego podsystemu przekazywana jest na poziomwyzszy zagrego-
wana informacja mi = y{ + y2, za$ z drugiego podsystemu nie jest przekazywana zadna
informacja pomiarowa.

Zgodnie z (5.22) optymalne prawa sterowania lokalnych decydentéw opisane sg wzorami:

u\ = px- 0.5[(tud* - tuj*) - (tu?* - tu?¥)] (5.44)
u°=p2- 0.3(iud - w2), (5.45)
za$ optymalne wytyczne koordynatora majg posta¢:
p\ = -0.42t1>J* + 0.lituj* + 0.16tUj, (5.46)
2 = —0.08tuJ* + 0.39ti>l" - 0.16u>2 (5.47)

Z postawienia zadania wynika, ze tuj = tuj, tuj = tuj oraz tuj= Ew\ - 2, natomiast
oceny tuj moga by¢ wyznaczone z zaleznosci [61]:

[ BT = E[w\'" UJ*T + -Ru-m*m,(ml ~ Em]), (5.48)
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gdzie
= E[w\m- Ew\' w2 - E£tu?*]T[(tu* - Ew\*) + (w2 - Ew2)] =
= [3 2]T, (5.49)
Rmi = £[(tuj* - Ew\*) + (W2 - Ew2)]2=5 (5.50)

W celu stwierdzenia, czy dany lokalny decydent powinien pojawi¢ sie w strukturze
dwupoziomowej, nalezy obliczy¢é wartosci Al', i = 1,2 ze wzoru (5.34). Po wstawieniu
danych z przyktadu otrzymamy, ze A/ 1= —3.2, zas A 12 = 5.4. Oznacza to, ze lokalny
decydent pierwszego podsystemu nie powinien pojawi¢ sie w w dwupoziomowej strukturze
sterowania.

5.2. Algorytm sterowania dla podsystemow dynamicznych [39]

W poprzednich punktach przedstawiono rozwigzanie problemu sterowania systemem
statycznym. Obecnie zostanie przedstawione rozwigzanie problemu sterowania dla sys-
temu dynamicznego, sktadajacego sie z powigzanych miedzy sobg podsysteméw. Rozpa-
trywany bedzie system opisany réwnaniem stanu

<+i = +< +K< +< (5.51)
M
< =f£4nr1 (5.52)
oraz rownaniem wyjscia
y; =CX +<, »=1.2,..,W, (5.53)

gdzie x'n, u'n sg wektorami stanu i sterowania o odpowiednich wymiarach, ynjest wektorem
wyjscia, za$ wn,r'n reprezentujg zaktécenia stanu oraz pomiaru.

Zaktadamy, ze zmienne losowe tuj, oraz rj, sg gaussowskimi biatymi szumami niezalez-
nymi od tu{,rj, i/ j, i,j =1 , 2 oraz od innych zmiennych dla k < n. Warunek
poczatkowy x'Qjest rowniez biatym szumem gaussowskim niezaleznym od x8, i * j,

i,j = 1,2,...,M. Przyjmujemy takze, ze dane jest Ex'0 oraz Ew'n = 0, Er'n= 0, . Dane
sg réwniez macierze kowariancji = Ew'nw'J, Rh = Er'nr'J oraz Xg —EX'0x'J.

Wskaznik jakosci, ktory nalezy minimalizowaé¢, ma postac:

N
i=£

n=0

Tth =

(<TQn< +uf#X), (5.54)

gdzie macierz Q'njest symetryczna i dodatnio potokreslona, zas macierz Hn jest dodatnio
okreslona.
Wielkos¢ vn zdefiniowana przez (5.52) reprezentuje interakcje pomiedzy podsystemami.
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Zaktadamy tez, ze sterowanie realizowane jest w strukturze dwupoziomowej opisanej w
punkcie 4.1.2 rozdziatu czwartego. W tej strukturze réwnanie przetworzonego wyjscia ma
postac:

m; = D'nyn = + en (5.55)

0 wymiarze mniejszym w stosunku do wektora yn.

Jako dopuszczalne prawa sterowania i—tego lokalnego decydenta przyjmujemy funkcje
un = ajl(*!,,*Inl»)t z ktérych kazda odwzorowuje zbidr zmiennych x'n,x'n,p'n w zbiér decy-
zji ul,. Przez ij, oznaczono oceneg stanu x'n wyznaczang przez i—tego lokalnego decydenta,
za$ przez x'n 0znaczono ocene stanu x'n wyznaczang przez koordynatora.

Jako dopuszczalne prawa sterowania koordynatora przyjmujemy natomiast funkcje
pn = én(mn), ktére odwzorowujg zbiér wartoSci mn w zbiér wytycznych pn. Przez pn
oznaczono wektor p,, = \pl P??mmmni?T]TmZaktadamy, ze funkcje te spetniajg ograniczenie
elastyczne.

oPn) = Pn (5-56)

Ze wzgledu na przyjetg strukture informacyjng wskaznik jakosci (5.54) nie moze by¢
minimalizowany. Wprowadzamy zatem wt6rny wskaznik jakosci:

N M
I(«,0)=E£ E£(,«*Q\xih+ uf/le<),.=,.(.), (5.57)
n=0 t=1
gdzie aj, = x\, a={af,....,<,..., o aft}, 6= {&E,.., 60, ...,6N .., &}

Zadaniem syntezy uktadu sterowania jest znalezienie wérdéd dopuszczalnych praw takich,
ktére minimalizujg wtérny wskaznik jakosci (5.57) przy ograniczeniu (5.56).

W [39] zostaty wyznaczone optymalne prawa sterowania lokalnych decydentow an(x'n, x'n, pn)
oraz koordynatora pn = 6én(mn).

Prawo sterowania i—tego lokalnego decydenta wynika z lokalnej optymalizacji i ma
postaé:

ui=pk-A(*;-x;), (5.58)

gdzieij, = £ ~ 4 , x\ = £\/mn4 oraz

Li = (VA'B?S'n+HA\ (5.59)
il'=q +£fs;+b; (560
5 = Qi + AfS'+la; - Af5i#lB\syzrxp? s;HAi (561
s = Qv (5.62)
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Rownanie stanu (5.51) zapisane dla catego systemu ma postac:
TnH —Anxn -+ Bnun 4 wn, (5.63)
gdzie xn= [x*T x~"TIT, u,, = [u‘T u~T]T, wn= [uj*t w"T]T sg wektorami stanu,

sterowania i zaktdcenia dla catego systemu. Macierze An i Bn wynikaja z (5.51) i (5.63).
Optymalne prawo sterowania koordynatora wynika z globalnej optymalizacji i ma po-

stac:
Pn=-(KTASANA .* ., (5.64)
gdzie:
KT —Vh + BjMn+iB,, (5.65)
Wh =diagM,...,.ViM]| (5.66)
Mm+l = A?N n+l&n + AfSn+1An- AMS:+IBn(ViT 'B IS : +1An (5.67)
Ah= diag[A\, ..., A"] (5.68)
N+l = diag[N*1,....,JVE] (5.69)
A4 = 5-+41 - s+ (5.70)
5:+, = sn+i + Mn+l (5.711)
5ml =~a SN +1,....,5,M1] (5.72)

z warunkami brzegowymi
Przy realizacji sterowania (5.58) i (5.64) niezbedna jest znajomo$¢ ocen stanu X'n oraz
Xn, ktére zostang wyprowadzone ponizej.

5.2.1. RoOwnania filtracji stanu x,,

WprowadZmy nastepujgce oznaczenia:
*n+lln = ~yj~n+1" Xn+ljn+ = *»+Iln = AlmnAn+|

Poniewaz informacja yh dotyczy tylko i—tego podsystemu, wiec oceny wyznaczone
przez koordynatora nie moga by¢ poprawione przez i-tego lokalnego decydenta. Zatem
przy wyznaczaniu ocen x'n zaktadamy, ze

Z1. Ocena zmiennej vh wystepujacej w (5.51) wyznaczana przez i—tego lokalnego decy-
denta jest réwna ocenie vn = wyznaczanej przez koordynatora;

Z2. Korekcja xj,+1jn+ —in+1jn wyznaczana przez i—tego lokalnego decydenta jest réwna
korekcji ij,+1 —xj,+ijn wyznaczanej przez koordynatora.
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Zatozenia te oznaczaja, ze oceny Vn i poprawki xJ,+j —xj,+1|n wyznaczane przez koor-
dynatora sg wykorzystywane przez i—tego lokalnego decydenta bez zadnych poprawek.
Oceny xj,+Imozna wyznaczy¢ z zaleznosci [61]:

®n+l = *n+ln+ + ~A"n+I(j/n+] — An+12n+l|n+)> (5.73)

gdzie macierz wzmocnienia filtru zdefiniowana jest jakor
*i+1 = PU n +C'Zi(C'n+iPUi\n+C'7+i + r i/ . (5.74)
gdzie
Al+lln+ = s~ (*n+ln+~n+ln+)> ~n+lln+ — Xn+1 ~ Xn+ln+ (5.75)

Ocena stanuxj,+1 = £|mn+1xjl+i dokonana przez koordynatora wynika z klasycznej
postaci filtru Kalmana

X,+i = xn+iln + An+ifmn+i —Fn+i(Anxn + Bnpn)] (5.76)
*Uil» = « + < + K pl (5.77)
gdzie mn+i = [mJJL.m*~]T, Fn+l = diag[F" +1,

Uéredniajac warunkowo E.”s . (.) obie strony réwnania (5.51) i wykorzystujac zato-
n“n
zenig Z1-Z2 wraz z (5.58), (5.77) otrzymamy po przeksztatceniach:

Xn+ijn+ = xn+i #Anixn ~ xn)i (5.78)

gdzie = K - BnLn.

Z (5.73), (5.78) i (5.74) wida¢, ze do wyznaczenia oceny x'n przez i—tego lokalnego
decydenta niezbedna jest znajomos$¢ oceny stanu xj, oraz znajomo$¢ macierzy A +1n+.
Sposob okreslania tych wielkosci zostanie podany w dalszych rozwazaniach.

5.2.2. Roéwnania filtracji stanu x{j

WprowadZzmy nastepujace oznaczenia:

G=< K as[*t,.Kn=diag{KI...,.K*“},
Cn = diag[Cl,...,C?], Ln = diag[Lh,...,.L*]

e, = ell "NThT) _Xn+||n+——r[_)|(-nr+i\n+ ...... B(MJl\n+:}’1
Xn+l = ¥n+1 41N fn = AT meaXNTIT

%n+l — Xn+l  Xn+l
Przy powyzszych oznaczeniach caty system moze byé opisany réwnaniem:

Xn+i = Anxn4-Bnpn BnLnxn 4~uhn, (5.79)
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za$ rownanie filtracji stanu x,, przyjmie postac:

Xn+i = xn+in 4 Kn+\(i*n+iXn+i|n - en+i) (5.80)
Xn+ijn —Anxn -- Bnpn (5.81)

Macierz wzmocnien filtru Kn+i wynika z zaleznosci:
Kn+\ = A +i|,F, F1(f;+i A +ijnFi#t 4-£n) 1, (5.82)
gdzie
An+ijn —N(®n+inXn+i|,,), En = E(enen)
Po dos$¢ skomplikowanych przeksztatceniach otrzymamy:

Pn+l,, = AnPnAfi - AnPnL@B | - BnLnPnAm + BnLnPnL@iB | + Wn (5.83)
Fntiln  E(xn+X xn+jjn)(xn+i  xn+i) = AnPn BnLnPn (5.84)
NH | —E (XL —xnH|nF)(xnH - Xy =

= (1 —Kn+IFn+i)Pn+iIn(l —Kn+1Fn+i)T - $nPn+i\n{1 —Kn+iFn+1)T -

—(1 —Kn+iFn+i)Pn+\n$ | + $nPn$n + Kn+HE N+ K | Hi (5.85)
Pn+i = E(xn+i xn+i)(xn+ti  xnt+i) = (1 —Kn+iFn+x)Pn+iin (5.86)
Antln-f- * -A(Xn+1  XnAlnAli)(xn o Xn) =

= (1 Kn+iFn+i)Pn+i\n  $nPn (5.87)

Pn+i = E (xn+i —xn+1)(xn+l - xn+i)T =

= 4nPn$l + I<n+iCn+iP n+ln+$1 + $ nPn+N\n+Cn+IKn+\ +

+ kn+1(Cn+1Pn+1\n+CZ+L + Rn+i) k | +1 (5.88)
Pn+i —F(xn+i  xn+i)((xn+]  X'Si) =

= (1 —An+iFn+)[.Pn+ijn+<>f(1 —Kn+iCn+i)T +

+Pn+l|,,(I - Kn+i Fn+i)TCj+1AJ+]] +

+An+i(Enti AJ+1C,+i —Dn+HR n+i]K I+ (5.89)

Jak widaé,réwnania filtracji stanu x,, wyznaczane przez koordynatora sg skomplikowane.
Macierze kowariancji oraz macierz wzmocniefi moga by¢ wyznaczone przed realizacjg ste-
rowania. Kolejnos¢ ich wyznaczania przedstawiona jest na rys. 10.

Za warunki poczatkowe nalezy przyja¢ PO|-i = X0, = 0oraz P_i = 0, co wynika
z zaleznosci:

X_I = X_j=£Ex_i (5.90)
Oceny Xx,, sg wyznaczane z rownan (5.80), (5.81) z warunkiem poczatkowym

x0= Ex0+ KO(mO- FOExO0), (5.91)
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co wynika z (5.80) i (5.81) dla n = —1 oraz z warunku x0J-i = Ex0. Oceny stanu X}, wy-
znaczane przez i—tego lokalnego decydenta wynikaja z rownan (5.73) i (5.78) z warunkami
poczatkowymi

* = sj + *5(y$-C5»j), (5.92)

co wynika z (5.73) po podstawieniu xj,|_1+ = xj,, oraz z (5.78), (5.90).

5.2.3. Przyktad

Rozwazmy model systemu opisanego réwnaniami (5.51)-(5.55), dla ktérych:

_ 2 _ 05 0 10 = -1 -1°
Bl\= | v BA= 4 o5 2T
. 2 05 0 -1 -1
Bi= | . A2= ' . . A2l=
cl=ci= "% pr=pv=p 1
=Cl= ,, ,D\=D\=[ 1
-1
Q\: _1 1 , H\=1
31
Q| = 10 HlI =2
Zaktécenia w\,w ", r\,r2 maja rozktady normalne o zerowych wartosciach $rednich i ma-
2 1 10
H H i — * — F— —_
cierzach kowariancji = W* = 11 Ri =RI = 0 1

Warunek poczatkowy x0 ma réwniez rozktad normalny o zerowej wartosci $redniej i
macierzy kowariancji X] = = R\-
Z obliczen numerycznych wynika, ze macierze wzmocnien filtrow ustalaja sie do wartosci

0.42 -0.09

K 0.3 0.06 K = 0.43 -0.05
-0.01 0.6 0.05 0.38
-0.02 0.39

Optymalne prawa sterowania lokalnych decydentéw oraz koordynatora wyrazaja sie
wzorami:

Un = Pn

Un —Pn~ [0-18 0.08][*i-*S]
-0.22 -0.14 015 025
Pn=" 064 059 -0.27 -0.23

Rys.10. Algorytm wyznaczania macierzy A,
Fig. 10. Determination of the matrix A,
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W pracy [39] podano warunki, przy ktérych lokalny decydent nie powinien pojawié
sie w strukturze dwupoziomowej. Zaleza one miedzy innymi od wynikdw filtracji stanu.
W analizowanym przyktadzie pojawienie sie pierwszego lokalnego decydenta pogarsza
jakos¢ sterowania. Jak wida¢, lokalne sterowanie tego podsystemu jest rébwne wytycznej
koordynatora.

5.2.4. Uwagi koncowe

W przypadku powigzanych podsystemow réwnania filtracji maja do$¢ skomplikowang
postac. Interakcja miedzy podsystemami jest uwzgledniana w ocenie stanu na poziomie
wyzszym, natomiast nie wystepuje ona w ocenie stanu dokonywanej przez lokalnych de-
cydentéw. Tak wiec powigzanie pomiedzy podsystemami jest brane pod uwage przez ko-
ordynatora, natomiast prawa sterowania na poziomie nizszym maja charakter lokalny i
zdecentralizowany.

Synteza algorytmu sterowania realizowanego w strukturze dwupoziomowej doprowa-
dzita do uzyskania liniowych praw sterowania wzgledem odpowiednich ocen zaréwno ko-
ordynatora, jak i lokalnych decydentow. Byto to mozliwe dzieki wprowadzeniu ograni-
czenia elastycznego oraz dwoistemu traktowaniu sterowania lokalnego. Ponadto prawo
sterowania koordynatora spetnia klasyczng zasade stochastycznej rownowaznosci.

Oddziatywanie pomiedzy podsystemami sprawia, ze czasami lokalny decydent nie powi-
nien pojawi¢ sie w strukturze dwupoziomowej. Zostat wyprowadzony warunek wystarcza-
jacy, umozliwiajacy rozstrzygniecie tego problemu w trakcie syntezy uktadu sterowania.

ZAKONCZENIE

W pracy dokonano syntezy i analizy wybranych algorytmoéw sterowania w warunkach
niepewnosci, realizowanych w strukturze dwupoziomowej z koordynatorem na poziomie
wyzszym i lokalnymi decydentami na poziomie nizszym. Sformutowane problemy roz-
wigzywane byty w strukturze informacyjnej, w ktorej decydenci dysponujg zréznicowang
informacja pomiarowg (non-classical information pattern), wykorzystywang do sterowa-
nia. Do koordynacji wprowadzono ograniczenie elastyczne i jego odmiany, prowadzace do
uzyskania sterowania czesciowo zdecentralizowanego i obliczeniowo zdekomponowanego.
Cechg charakterystyczna opracowanych strategii jest to, ze lokalni decydenci majg pewna
swobode w podejmowaniu ostatecznych decyzji, dzieki czemu moga oni lepiej wykorzystac¢
swojg bardziej szczegétowa informacje.

Dla problemow liniowo-kwadratowych i przy ograniczeniu elastycznym optymalne prawa
sterowania decydentow majg posta¢ analityczng i sg liniowymi funkcjami odpowiednich
ocen stanu. Dla systemu statycznego i gaussowskich rozktadéw zmiennych losowych oceny
te wynikaja z klasycznych rozwazan, natomiast dla systemoéw dynamicznych przy realiza-
cji sterowania nalezy rozwigzywac nieklasyczne rownania filtracji stanu.

Opracowane algorytmy moga by¢ wykorzystane do problemu rozdziatu zasobéw. Uwzgled-
nienie zmodyfikowanego ograniczenia nierdbwnosciowego na poziom zasobow w magazynie
sprawia, ze cze$¢ zmiennych okreslanych przez koordynatora jest wyznaczana numerycznie
w trybie on line podczas pracy systemu. Wykorzystywana jest przy tym idea sterowania
w uktadzie OLF, co prowadzi do sterowania suboptymalnego.

Do realizacji algorytmow rozdziatu zasobéw wymagana jest pojemno$¢ rezerwowa wy-
korzystywana przez odbiorcow w przypadku, gdy suma przyznanych zasobow przez lo-
kalnych decydentow jest wieksza od iloSci zasobéw proponowanych przez koordynatora.
Przy ograniczeniu elastycznym i braku innych ograniczen na sterowanie lokalne wielko$¢
tej pojemnosci nie zalezy od decyzji koordynatora i moze by¢ wyznaczona eksperymental-
nie lub analitycznie (dla pewnych rozktadéw zmiennych losowych). Badania symulacyjne
pokazuja, ze bardziej optacalne jest przeznaczenie czesci zasobdw na gromadzenie zapa-
sow umozliwiajgcych realizacje algorytmu niz pozostawienie catosci zasobow do dyspozycji
koordynatora. Wynika stad, ze decentralizacja sterowania z wykorzystaniem informacji lo-
kalnych decydentéw daje lepsze rezultaty, niz centralne sterowanie z mniej szczeg6tows in-
formacja koordynatora i zwiekszong ilo$cig sterowanych przez niego zasoboéw. Otrzymane
wyniki przemawiajg za sterowaniem dwupoziomowym, czesciowo zdecentralizowanym.
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Brak kontroli koordynatora nad wielkoscig pojemnosci rezerwowej moze prowadzi¢ do
przerwania realizacji algorytmu. Zeby temu zapobiec, wprowadzono dodatkowe ograni-
czenia na sterowanie, ktére sprawiajg, ze wielko$¢ pojemnos$ci rezerwowej jest sterowana
przez koordynatora i maleje wraz ze wzrostem deficytu. Istniejg przypadki, w ktérych
prowadzi to do poprawy jakos$ci sterowania.

Do rozwigzania sformutowanych probleméw zastosowano metode optymalizacji parame-
trycznej lub metode cen. Ta druga umozliwia zmniejszenie ilosci zréznicowanej informacji
(wytycznych) przesytanej lokalnym decydentom.

Dalsze zmniejszenie ilosci informacji przekazywanej do i przetwarzanej przez koordy-
natora mozna osiggna¢ przez zréznicowanie czestotliwosci podejmowania decyzji na obu
poziomach.

Bardziej szczeg6towe wnioski i uwagi sg zamieszczone na koncu poszczegélnych rozdzia-

tow.
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DWUPOZIOMOWE STEROWANIE ROZDZIALEM
ZASOBOW W DUZYCH SYSTEMACH W WARUNKACH
LOSOWYCH

Streszczenie

Praca zawiera wyniki syntezy i analizy algorytméw rozdziatu zasobéw w duzych sys-
temach w warunkach losowych. Rozpatrywane sg systemy skiadajgce sie z odbiorcoéw
zasobéw (podsysteméw) oraz magazynu, z ktérego zasoby te sg pobierane. Losowo$¢ wy-
nika z niepetnej znajomosci zapotrzebowan odbiorcéw, doptywu oraz wielkosci zasobdw
W magazynie.

Celem syntezy jest konstrukcja praw sterowania, dla ktérych wskaznik jakosci wyraza-
jacy straty w systemie przyjmuje minimalng wartos¢.

Ztozonos¢ opracowywanych algorytméw zalezy od przyjetej struktury uktadu sterowa-
nia i struktury informacyjnej. W pracy zaklada sie, ze sterowanie realizowane jest w dwu-
poziomowej strukturze hierarchicznej z koordynatorem na poziomie wyzszym i lokalnymi
decydentami na poziomie nizszym, dysponujagcymi zréznicowang informacja.

Do koordynacji wprowadza sie tzw. ograniczenie elastyczne oraz jego modyfikacje, ktore
umozliwiajg decentralizacje sterowania i dekompozycje obliczeA. Za zmienne koordynujace
uwaza sie oceny (Srednie warunkowe) sterowan lokalnych decydentéw, wyznaczane przez
koordynatora na poziomie wyzszym. Ograniczenie elastyczne jako réwnanie koordynacji
daje lokalnym decydentom pewng swobode w podejmowaniu decyzji, dzieki czemu moga
oni lepiej wykorzysta¢ do sterowania swojg bardziej szczeg6towg informacije.

Pokazano, ze dla kwadratowego wskaznika jakosci lokalne prawa sterowania majg po-
sta¢ analityczng, a obliczenia numeryczne, wynikajace z nieréwnos$ciowego ograniczenia
na wielkos¢ zasobow w magazynie, sprowadzajg sie jedynie do wyznaczania przez koor-
dynatora warto$ci tzw. zmiennych zagregowanych. Jest to zadanie dynamiczne, ktorego
rozwigzanie w pracy oparto na idei sterowania w uktadzie otwartym ze sprzezeniem (OLF).

Do realizacji opracowanych algorytméw wymagana jest pewna "pojemnos$¢ rezerwowa”
w magazynie, wykorzystywana czasami przez lokalnych decydentéw. Przy pewnych zato-
zeniach okreslono jej wielkos¢ analitycznie.

Z badan symulacyjnych wynika, ze bardziej optaca sie przeznaczy¢ cze$¢ pojemnosci
magazynu na gromadzenie zasobow, niz pozostawi¢ jg catg do dyspozycji koordynatora.

Dokonano tez syntezy algorytmow sterowania przy dodatkowych ograniczeniach na wa-
riancje, na znak oraz na prawdopodobienstwo realizacji nieujemnych sterowan lokalnych.
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Dla statycznego problemu skalarnego i przy zatozeniu braku przesytu biezacej infor-
macji z podsystemoéw do koordynatora uzyskane wyniki badan symulacyjnych wskazuja
na lepsze wtasnosci opracowanego algorytmu w poréwnaniu z poprzednimi strategiami,
prowadzacymi czasami do realizacji sterowan suboptymalnych.

W pracy przedstawiono réwniez algorytmy sterowania realizowanego w dwupoziomowej
strukturze hierarchicznej dla przypadku kwadratowego wskaznika jakosci i dynamicznych
podsysteméw opisanych réznicowymi rownaniami liniowymi. Sterowania decydentéw za-
lezg miedzy innymi od ocen stanu dokonywanych zaréwno przez koordynatora, jak i lo-
kalnych decydentow. Przy zréznicowanej informacji prowadzi to do niekonwencjonalnych
réwnan filtracji, obowigzujagcych na poziomie wyzszym.

Idea ograniczenia elastycznego jako rownania koordynacji zostata wykorzystana do syn-
tezy praw sterowania dla systemu sktadajgcego sie z powigzanych poprzez interakcje pod-
systemdéw zaréwno statycznych, jak i dynamicznych. W przypadku dynamicznym réw-
nania filtracji majg do$¢ skomplikowang posta¢. Interakcja pomiedzy podsystemami jest
uwzgledniana w ocenie stanu na poziomie wyzszym, natomiast prawa sterowania na po-
ziomie nizszym maja charakter lokalny i zdecentralizowany.

Oddziatywanie pomiedzy podsystemami sprawia, ze czasami lokalny decydent nie po-
winien pojawi¢ sie w strukturze dwupoziomowej. W pracy zostat wyprowadzony warunek
wystarczajacy, umozliwiajgcy rozstrzygniecie tego problemu w trakcie syntezy algorytmu
sterowania.

TWO-LEVEL RESOURCE ALLOCATION IN LARGE
SCALE SYSTEMS UNDER RANDOM CONDITIONS

Summary

Synthesis and analysis of resource allocation in large scale systems are presented. Sys-
tems containing receivers (subsystems) and a storage reservoir are considered. Random-
ness results from incomplete knowledge of receiver demands, an inflow and an amount of
resources in the storage reservoir.

The problem is to construct control laws for which a performance index representing
losses in the system takes a minimal value.

The form and complexity of the solution depend on information and control structu-
res. In the monograph it is discussed a two-level hierarchical control structure with a
coordinator on the upper level and local controllers on the lower level having different
information. The coordinator has essential information for the whole system, while the
local controllers have more detailed information concerning the particular subsystems.

An elastic constraint and its modifications are introduced to coordination. Owing to
this it is possible to partially decentralize control actions and to decompose calculations.
The coordinate variables are estimates (conditional means) of local controls determined
by the coordinator. The elastic constraint, as the coordination constraint, allows some
freedom in taking decisions by local decision makers, which can better utilise their more
detailed information. It is shown that for quadratic performance index local control laws
have an analytical form. Values of aggregated variables are determined by the coordinator
in numerical calculations resulting from an inequality constraint on the storage reservoir
capacity. It is a dynamic problem, which is solved in the open loop feedback (OLF) control
structure.

Some “reserve capacity” in the storage reservoir is needed to realize the control strate-
gies. It can be determined (under some assumptions) in an analytical way. From numerical
calculations it results, that it is wortwhile to devote a part of the reservoir for creating
the "reserve capacity”.

Synthesis of control algorithms under additional constraints on control variance, con-
trol sign and nonnegative control realization probability is presented. For a static scalar
problem and without transmiting any information from the local controllers to the coor-
dinator, numerical results show that the strategy is better than previous ones.
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For quadratic performance index and dynamic linear discrete subsystems control strate-
gies axe presented. Control variables depend on state estimates made by decision makers.
Non - conventional filtering equations resulting from different information should be solved
by the coordinator.

Control strategies with the elastic constraint are made for a system consisting of inter-
connected static or dynamic subsystems. In dynamic case filtering equations have rather
complicated form. Local control laws are decentralized while interaction is taken into ac-
count by the coordinator. It is possible that some local controllers should not appear in
the two-level structure. Derived sufficient condition allows to investigate this problem in
the control synthesis.



