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W PR O W A D Z E N IE

Problemy sterowania dużymi systemami w warunkach niepewności stanowią istotną i 
stale aktualną dziedzinę badań. Złożoność opracowywanych w czasie syntezy algorytmów 
sterowania zależy od przyjętej struktury układu sterowania i struktury informacyjnej. 
Znane są własności tzw. klasycznej struktury informacyjnej (classical information pal
tem ), w której zakłada się, że decydenci dysponują w danej chwili identyczną informacją, 
która może być przez nich wykorzystana również w chwilach następnych. Wiadomo np., 
że dla takiej struktury i dla problemu LQG optymalne prawa sterowania są liniowymi 
funkcjami oceny stanu wyznaczanej z równań filtru Kalmana. W ydaje się jednak, że w 
wielkich systemach, być może składających się z rozproszonych podsystemów, występowa
nie jednego centralnego decydenta lub decydentów dysponujących jednakową informacją 
o całym systemie może prowadzić do trudności w realizacji opracowanych algorytmów 
sterowania, wynikających z konieczności przesyłania i przetwarzania zbyt dużej ilości in
formacji. Badane są więc własności struktur sterowania, w których decydenci dysponują 
zróżnicowaną informacją. Są to tzw. nieklasyczne struktury informacyjne (non-classical 
information pattern) [12, 13, 46, 47, 67, 75]. Dokonując syntezy algorytmu sterowania 
optymalnego w takiej strukturze można jednak napotkać na istotne trudności w określe
niu prawa sterowania [75].

Istnieją szczególne przypadki nieklasycznej struktury informacyjnej, w której prawa 
sterowania są łatwo wyznaczalne jako liniowe funkcje ocen stanu. Należy do nich tzw. 
częściowo zawierająca się struktura informacyjna (partially nested information structure) 
[14, 48], w której przyjmuje się, że j —ty decydent zna w chwili l bieżący pomiar yj oraz 
to, co znał i jakie decyzje podjął wcześniej. Ponadto zna on także wektor informacji 
y'k dostępnej dla tych decydentów, przez których wyznaczone sterowanie oddziałuje na 
pomiar yj. Tak więc dopuszczalne prawo sterowania j — tego decydenta w chwili l jest 
funkcją uj =  a f ty j .u j . j .y k ) ,  gdzie yf =  {yJ0,y i,  zaś =  {uJ0, u [ , ..., uf-i}-

W [51] autorzy rozważają problem LQG (problem liniowo-kwadratowy z gaussowskimi 
zakłóceniami), zakładając, że prawo sterowania i—tego decydenta w chwili n należy do 

klasy funkcji dopuszczalnych o postaci u'n = < (y£_ i> yn-i>  ■■••>yń”A,yń>yń+-\> - . y j l i ) .  
gdzie yj, jest wektorem informacji dostępnej dla i —tego decydenta w chwili k, zaś M  jest 
liczbą decydentów.
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W cytowanych i wielu innych pozycjach literatury autorzy nie wprowadzają dodatko
wych ograniczeń na zmienne stanu czy zmienne sterujące. W idać więc, że synteza algoryt
mów realizowanych w złożonych systemach,składających się z wielu podsystemów,prowa
dzi, przy założeniu omawianych struktur informacyjnych, do mało racjonalnych strategii 
sterowania.

Drugim ważnym problemem spotykanym przy realizacji sterowania złożonymi syste
mami, zarówno deterministycznymi jak i w warunkach niepewności, jest złożoność obliczeń 
numerycznych. Nakład obliczeniowy może być zmniejszony poprzez, o ile jest to możliwe, 
dekompozycję obliczeń. Zagadnienia te są dyskutowane między innymi w [25, 26, 52, 63]. 
W celu pokonania złożoności obliczeniowej oraz trudności związanych z przesyłaniem i 
przetwarzaniem informacji należy sięgnąć do zdecentralizowanych, hierarchicznych struk
tu r sterowania.

Sterowanie zdecentralizowane polega na istnieniu równorzędnych decydentów dysponu
jących informacją dotyczącą sterowanego podsystemu i podejmujących decyzje niezależ
nie od siebie. Inną możliwością jest realizacja sterowania w strukturze wielopoziomowej 
(hierarchicznej), w której oprócz lokalnych decydentów na poziomie niższym występuje 
decydent centralny (koordynator) na poziomie wyższym. Istotną sprawą jest tu ta j fakt, że 
centralny decydent dysponuje bardziej zagregowaną informacją o systemie, nie m a bezpo
średniego dostępu do sterowanych podsystemów, a jego zadaniem jest koordynacja pracy 
lokalnych decydentów. Istnienie takiej struktury jest szczególnie uzasadnione wtedy, gdy 
podsystemy dążą do minimalizacji strat lokalnych. Wówczas zadaniem koordynatora jest 
zmniejszenie ’’stopnia” konfliktu i dbałość o dobrą pracę całego systemu.

Istnienie podsystemów może być z góry narzucone, np. w systemie rozdziału zasobów 
z rozproszonymi odbiorcami, pobierającymi zasoby ze wspólnego magazynu. Podsystemy 
te mogą być niezależne, a mimo to nie mogą działać niezależnie ze względu na wspólność 
zasobów. W sytuacji ograniczonych zasobów pierwsza decyzja należeć będzie do koordy
natora dbającego o nieprzekroczenie ograniczenia na ilość zasobów w magazynie. Prze
każe on wytyczne lokalnym jednostkom decyzyjnym, które wykorzystując swoją bardziej 
szczegółową informację określą ostateczny przydział zasobów swoim podsystemom. Jeżeli 
podsystemy są powiązane między sobą, to istnienie jednostki nadrzędnej, neutralizującej 
konflikt między nimi, wydaje się jeszcze bardziej naturalne.

W literaturze można spotkać wiele prac, w których omawiane są metody dekompozycji i 
koordynacji [25, 26, 27, 28, 54, 60, 63, 10, 56, 57, 72, 73]. W większości przypadków są one 
wprowadzone z czysto obliczeniowego punktu widzenia (zmniejszenia pracochłonności ob
liczeń). Do klasycznych metod można zaliczyć metodę optymalizacji parametrycznej oraz 
metodę cen [25, 26]. Pierwsza polega na tym, że na jednym poziomie ekstremalizowany
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jest wskaźnik względem zmiennych lokalnych przy zadanych zmiennych koordynacyjnych, 
natom iast na drugim poziomie poszukiwane są optymalne wartości zmiennych koordyna
cyjnych. W drugiej metodzie wprowadza się mnożniki Lagrange’a (ceny), które pełnią rolę 
zmiennych koordynacyjnych. Wiele zadań można rozwiązywać dowolną z tych metod, ale 
doświadczenia numeryczne pokazują, że najczęściej trzeba stosować procedury mieszane.

Problemy sterowania dwupoziomowego (wielopoziomowego) wielkimi systemami w wa
runkach niepewności zajmują znacznie mniej miejsca w literaturze.

Interesujące podejście przedstawione jest w [13], gdzie autorzy rozpatrują problem stero
wania dwupoziomowego dla przypadku LQG, w którym koordynator otrzymuje informacje 
od lokalnych decydentów periodycznie i przesyła im w zamian wartości zmiennych koor
dynujących. Zmienne te są dokonywanymi przez koordynatora, na podstawie informacji 
dostępnej na poziomie wyższym, ocenami istniejącej interakcji pomiędzy podsystemami.

Problemy sterowania statystycznie optymalnego realizowanego w strukturze dwupozio
mowej rozważane są również w pracach [7, 8, 9]. Stosowane tam  modele m ają postać cią
głych w czasie równań stanu, a występująca w nich losowość wynika z gwałtownych zmian 
parametrów wywołanych np. awariami lub skokowymi zmianami punktów pracy zacho
dzących w losowych chwilach i modelowanych łańcuchami Markowa. Celem sterowania 
jest zapewnienie odpornej stochastycznej stabilności i gwarantowanego kosztu pomimo 

istniejących ograniczeń informacyjnych.
Idea sterowania dwupoziomowego (wielopoziomowego) może mieć zastosowanie również 

w problemach rozdziału zasobów w wielkich systemach. Rozważania na ten tem at można

znaleźć np. w [63, 50, 49, 65].
Oryginalna m etoda koordynacji stosowana przy rozwiązywaniu problemów rozdziału 

zasobów w wielkich systemach z niepewnością została zaproponowana przez Gessinga 
[33, 34, 35]. Rozpatrywane systemy składają się z rozproszonych podsystemów (odbior
ców zasobów), w których jednostki decyzyjne dysponują zróżnicowaną informacją. Stero
wanie realizowane jest w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej z koordynatorem na 
poziomie wyższym i lokalnymi decydentami na poziomie niższym. Zakłada się tam, że 
koordynator dysponuje zagregowaną informacją otrzymaną od lokalnych decydentów, na 
podstawie której wyznacza i przesyła na poziom niższy wytyczne (wartości zmiennych 
koordynujących). Lokalni decydenci podejmują ostateczne decyzje o przydziale zasobów 
swoim podsystemom na podstawie bardziej szczegółowej informacji, dotyczącej tych pod

systemów, oraz wytycznych otrzymanych od koordynatora.
Do koordynacji autor wprowadza tzw. ograniczenie elastyczne, które umożliwia decen

tralizację sterowania i dekompozycję obliczeń, co jak wspomniano wcześniej, jest niezwykle 

istotne przy sterowaniu wielkimi systemami.
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Za zmienne koordynujące uważa się oceny (średnie warunkowe) sterowań lokalnych wy
znaczane przez koordynatora na podstawie informacji dostępnej na poziomie wyższym. 
Poza tym  ograniczenie elastyczne, zwane też równaniem koordynacji, daje lokalnym de
cydentom pewną swobodę w podejmowaniu decyzji, dzięki czemu mogą oni lepiej wy
korzystać do sterowania swoją bardziej szczegółową informację. Rozważane są problemy 
rozdziału zasobów zarówno dla statycznych [33, 35], jak i dynamicznych [34] modeli od
biorców oraz kwadratowego wskaźnika jakości jako miary stra t w systemie.

Niniejsza praca zawiera wyniki dalszych badań dotyczących głównie syntezy i ana
lizy algorytmów rozdziału ograniczonych zasobów w warunkach losowych, prowadzonych 
samodzielnie i we współpracy z Gessingiem. Istotną rolę odgrywa w nich ograniczenie 
elastyczne oraz jego modyfikacje. Przy formułowaniu większości problemów rozpatrywane 
są systemy składające się z nie oddziałujących na siebie odbiorców zasobów (podsyste
mów) oraz magazynu, z którego zasoby te  są pobierane. Zakłada się w nich, że sterowanie 
realizowane jest w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej z koordynatorem na pozio
mie wyższym i lokalnymi decydentami na poziomie niższym, dysponującymi zróżnicowaną 
informacją pomiarową.

Celem syntezy jest konstrukcja praw sterowania (jako funkcji dostępnej informacji), dla 
których wskaźnik jakości przyjmuje minimalną wartość.

Ograniczenie elastyczne, jako równanie koordynacji, wprowadza się również w ostatnim 
rozdziale pracy, luźno związanym z zadaniem rozdziału zasobów. Wyniki tam  uzyskane 
mogą być wykorzystane przy problemach sterowania optymalnego w dużych systemach w 
warunkach losowych, w których istnieje konieczność dekompozycji obliczeń i decentrali
zacji sterowania.

Układ pracy jest następujący:

Cztery pierwsze rozdziały zawierają rozważania dotyczące syntezy i analizy algorytmów 
rozdziału zasobów. W  rozważaniach tych rozpatrywane są systemy składające się z nie
powiązanych podsystemów (odbiorców), które pobierają zasoby ze wspólnego magazynu. 
Oczywiście, zaproponowana idea sterowania może być wykorzystana również w innych 
zagadnieniach.

W  rozdziale piątym  przedstawiono syntezę algorytmów sterowania dla powiązanych 
podsystemów.

W szczególności rozdział pierwszy zawiera syntezę i analizę dwu algorytmów sterowa
nia rozdziałem zasobów przy ograniczeniu elastycznym na sterowanie i zmodyfikowanym 
ograniczeniu na ilość zasobów w magazynie. Synteza pierwszego algorytmu oparta jest na 
metodzie optymalizacji parametrycznej, natomiast drugiego na zmodyfikowanej metodzie 
cen.
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W rozdziale drugim opracowane są algorytmy rozdziału zasobu uwzględniające dodat
kowe ograniczenia, takie jak: ograniczenie na wariancję sterowania, na znak sterowania 
czy też na prawdopodobieństwo realizacji nieujemnego sterowania.

W rozdziale trzecim dokonana jest synteza algorytmu sterowania realizowanego w struk
turze dwupoziomowej, w której koordynator określa i przesyła wytyczne na poziom niższy 
z mniejszą częstotliwością w stosunku do częstotliwości, z jaką są wyznaczane sterowa
nia przez lokalnych decydentów. Taka strategia umożliwia więc dalsze zmniejszenie ilości 

informacji przekazywanej na poziom niższy.
W trzech pierwszych rozdziałach rozpatrywane są systemy składające się z podsystemów 

statycznych. Rozdział czwarty zawiera algorytm sterowania dla podsystemów dynamicz
nych, opracowany w pracy [39]. Realizacja tego algorytmu wymaga znajomości ocen stanu 
wyznaczanych na bieżąco przez koordynatora i lokalnych decydentów. W rozdziale czwar
tym podane jest rozwiązanie tego problemu prowadzące do niekonwencjonalnych równań 

filtracji stanu.
W powyższych rozważaniach przyjmuje się, że decyzje podejmowane są z tą  samą czę

stotliwością na obu poziomach. W  celu zmniejszenia ilości informacji przekazywanej po
między poziomami został opracowany algorytm przedstawiony w drugiej części rozdziału 

czwartego.
W czterech pierwszych rozdziałach zakłada się, że jedynym elementem łączącym pod

systemy są wspólnie dzielone zasoby.
W rozdziale piątym rozpatrywany jest duży system, składający się z powiązanych, roz

proszonych podsystemów, w którym decydenci dysponują zróżnicowaną informacją po
miarową. Ze względu na przyjętą strukturę informacyjną zakłada się, że sterowanie re
alizowane jest w strukturze dwupoziomowej. Jako równanie koordynacji wprowadza się 
ograniczenie elastyczne, umożliwiające dekompozycję obliczeń i decentralizację sterowa
nia. Prezentowane jest podejście, w którym w dwoisty sposób traktowane jest sterowanie 
lokalnego decydenta. Z punktu widzenia dostępnej informacji wielkość ta  jest zmienną 
decyzyjną dla wyznaczającego je lokalnego decydenta, natomiast jest ona zmienną lo
sową dla pozostałych decydentów. Ma to swoje odzwierciedlenie w trakcie syntezy układu 

sterowania.
W zakończeniu krótko podsumowano wyniki wcześniejszych rozważań wskazując na 

ważniejsze własności opracowanych algorytmów sterowania.



ROZDZIAŁ 1

A L G O R Y T M Y  RO ZDZIAŁU ZA SO BÓ W  PR Z Y  
O G R A N IC Z E N IU  E L A ST Y C Z N Y M  N A  STERO W A NIE

W niniejszym rozdziale rozważany jest przypadek rozdziału zasobów dla statycznych 
odbiorców, realizowany w strukturze dwupoziomowej przy zróżnicowanej informacji de
cydentów obu poziomów. Istotną rolę odgrywa tu ta j lokalne ograniczenie elastyczne na 
sterowanie.

W punktach pierwszym i drugim opisane są problem, oraz struktura układu sterowa
nia i dostępnej informacji. Punkt trzeci zawiera sformułowanie zadania, jego rozwiązanie 
metodą optymalizacji parametrycznej, oraz rozważania dla kwadratowego wskaźnika ja
kości wraz z przykładami ilustrującymi pewne własności opracowanego algorytmu. W 
punkcie czwartym przedstawiona jest synteza algorytmu rozdziału zasobów oparta na 
metodzie cen. W algorytmie tym  lokalne ograniczenie elastyczne zostało zastąpione glo
balnym ograniczeniem elastycznym na sterowanie. Wreszcie punkt piąty zawiera krótkie 
podsumowanie uzyskanych wyników.

1.1. O pis problem u rozdziału  zasobów

Rozważmy system złożony z M  statycznych, nie powiązanych odbiorców o losowych 
zapotrzebowaniach z'n, pobierających w dyskretnym przedziale czasu (n, n +  1) zasoby u'n, 
i = 1, 2,..., M , z magazynu zasilanego dopływem dn, jak to zostało pokazane na rys. 1.

Na wielkość zasobów w magazynie narzucone są ograniczenia nierównościowe w postaci:

M

kmin "1“ dn )  ' ^  hmax, fi =  0, 1, ... ( 1-1)
i=l

gdzie hn oznacza wielkość zasobów w magazynie w chwili n, /imm, hmax odpowiednio mini
malne i maksymalne napełnienie magazynu, zaś dn jest dopływem zasobów do magazynu 
w okresie (n, n-f 1). W dalszych rozważaniach będziemy zakładać, że ograniczenie górne 
(<  h.max) jest nieaktywne, co oznacza, że magazyn jest w stanie pomieścić aktualne za
soby występujące w systemie. Tym niemniej opracowane w dalszej części pracy algorytmy 
rozdziału zasobów mogą być po niewielkiej modyfikcji wykorzystane również przy tym 
ograniczeniu.
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R ys.l. S truktura systemu 
F ig.l. System structure

Zmienne występujące w (1.1) mogą być wektorami, gdy dzielone zasoby m ają kilka 
składników reprezentowanych przez składowe tych wektorów.

Przyjmijmy, że model pomiaru wielkości y'n w i —tym  podsystemie m a postać:

y'n = ff'nK , v ń ) ,  ( 1-2)

gdzie w'n jest błędem pomiarowym, zaś g'n jest daną funkcją wektorową.
Zasadniczo, rozważania będą dotyczyć przypadku, gdy w pewnych okresach zapotrze

bowania odbiorców nie mogą być w pełni pokrywane (występuje deficyt).
Niech wskaźnik jakości wyrażający straty  w całym systemie wynikające z deficytu za

sobów, m a postać:

N  M

£ * ( < , < ) ,  (i.3)
n = 0  *=1

gdzie l'n są danymi skalarnymi funkcjami zmiennych u'n i z'n, zaś N  oznacza horyzont 
sterowania.

Zadaniem jest tak rozdzielać zasoby pomiędzy odbiorców, aby wskaźnik jakości (1.3)
przyjmował minimalną wartość przy ograniczeniu (1.1).
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Rozwiązanie zadania polegające na wyznaczeniu sterowań u 'n, i =  1,2, ...,A /, 
n =  0 ,1 ,.... N, dla których wskaźnik jakości (1.3) przy ograniczeniu (1.1) przyjmuje mini
malną wartość, jest w przypadku niepełnej informacji niemożliwe. Stąd należy sformuło
wać problem wtórny, którego rozwiązanie zależeć będzie zarówno od dostępnej informacji, 
jak i od zaproponowanej struktury układu sterowania.

1.2. Struktura układu sterow ania i dostępna informacja

Możliwość rozwiązania sformułowanego wyżej zadania i złożoność algorytmu sterowania 
zależą od dostępnej informacji oraz od przyjętej struktury układu sterowania. W rozpa
trywanym problemie zakładamy, że decyzje o rozdziale zasobów podejmowane są w struk
turze dwupoziomowej z lokalnymi decydentami na poziomie niższym i koordynatorem na 
poziomie wyższym, jak to zostało pokazane na rys. 2.

Rys.2. S truktura układu sterowania 
Fig.2. Control structure
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Zakładamy, że w każdym punkcie decyzyjnym informacja składa się z dwóch składników. 
Pierwszy wynika z doświadczeń z przeszłości i jest dany w postaci odpowiednich rozkładów 
prawdopodobieństwa, drugi wynika natom iast z pomiarów wykonywanych w systemie.

Przyjmujemy więc, że i —ty lokalny decydent dysponuje w chwili n informacją pomia
rową y ‘n, określoną przez (1.2).

Na poziom wyższy przekazywany jest w chwili n z każdego podsystemu wektor przetwo
rzonej informacji m'n = d'n(y'n) o mniejszym wymiarze w stosunku do wektora y‘n. Zatem 
koordynator dysponuje w chwili n informacją m* =  [mj,, m 2n, ..., m^f] otrzym aną od lo
kalnych decydentów oraz informacją o wielkości zasobów w magazynie i o dopływie do 
magazynu oznaczoną przez m'*.

Na podstawie dostępnej informacji m„ = [m‘ , m "] koordynator wyznacza wytyczne 
p'n, i  =  1, 2, . .. ,M  dla lokalnych decydentów.

O stateczne decyzje u 'n , i =  1,2, . ..,M  o przydziale zasobów poszczególnym podsys
temom są podejmowane przez lokalnych decydentów na podstawie dostępnej dla nich 
bardziej szczegółowej informacji y 'n, i = 1, 2,..., M  oraz wytycznych p’n otrzymywanych 
od koordynatora.

Poniżej zostaną przedstawione dwa algorytmy sterowania realizowane w przedstawionej 
strukturze układu sterowania i strukturze informacyjnej.

W pierwszym algorytmie wykorzystuje się lokalne ograniczenie elastyczne [33], które 
daje pewną swobodę lokalnym decydentom w podejmowaniu decyzji oraz umożliwia, (przy 
pewnych założeniach) częściową decentralizację sterowania i dekompozycję obliczeń, co 
jest szczególnie istotne przy dużej wymiarowości problemu.

W drugim algorytmie wprowadzone jest tzw. globalne ograniczenie elastyczne, dzięki 
któremu przy realizacji sterowania koordynator przesyła w chwili n na poziom niższy 
wytyczną An jednakową dla wszystkich podsystemów.

1.3. A lgorytm  sterow ania dw upoziom ow ego oparty na m etodzie  
optym alizacji param etrycznej

Z przyjętej struktury układu sterowania i struktury informacyjnej wynika, że decyzje 
u'n, i =  1, 2,..M  podejmowane przez lokalnych decydentów są dla koordynatora zmien
nymi losowymi. Ich rozkład może być określony po wcześniejszym wyznaczeniu prawa 
sterowania lokalnego decydenta podczas syntezy algorytmu sterowania.

Niech wytyczna koordynatora p'n oznacza wstępny przydział zasobów i — temu podsys
temowi w chwili n i stanowi ocenę wielkości u’n wyznaczoną przy wykorzystaniu informacji
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wyższego poziomu. Najczęściej używaną oceną jest warunkowa wartość oczekiwana, stąd 

przyjmuje się, że [33]:

Pi, =  £ |m ,.K )u. =a.(.), * =  1 ,2 ,..., Af, (1.4)

gdzie E\mn oznacza operację warunkowego uśredniania przy zadanym m n, zaś a'n(.) jest 
dopuszczalnym prawem sterowania określonym w czasie syntezy algorytmu sterowania.

Ograniczenie (1.4), zwane lokalnym ograniczeniem elastycznym, pozostawia pewną swo
bodę w wyborze decyzji u'n lokalnym decydentom, dzięki czemu mogą oni lepiej wykorzy
stać swoją bardziej szczegółową informację. W dalszych rozważaniach zostanie pokazane, 
że ograniczenie to umożliwia, przy pewnych założeniach, częściową decentralizację stero
wania oraz dekompozycję obliczeń. Jest to  szczególnie istotne przy dużej wymiarowości 

problemu.

1.3.1. S form ułow anie problem u rozdziału  zasobów

W trakcie syntezy układu sterowania należy określić klasę dopuszczalnych praw ste
rowania oraz wyznaczyć postać optymalnych praw sterowania (koordynatora i lokalnych 
decydentów), dla których wskaźnik jakości przyjmuje minimalną wartość przy istniejących 

ograniczeniach.
Przez dopuszczalne prawa sterowania będziemy rozumieć funkcje określonych argumen

tów, dla których minimalizowany wskaźnik jakości przyjmuje skończoną wartość.
Niech Y ^ M n,P\,U 'n oznaczają zbiory wektorów odpowiednio y'n,m n,p'n oraz u'n.
Za dopuszczalne prawa sterowania t— tego lokalnego decydenta przyjmujemy zbiór funk

cji u‘n =  a'n(y'n,p'n), z których każda odwzorowuje zbiór Yn‘ x P'n na zbiór U'n.
Za dopuszczalne prawa sterowania koordynatora przyjmujemy natomiast zbiór funkcji 

Pn =  W m n), z których każda odwzorowuje odpowiednio zbiór M n na zbiór P'n. 
Zakładamy, że powyższe funkcje spełniają następujące ograniczenie:

=  £ i* „< (!/i,p i.)  (i-5)

W ytyczna koordynatora p'n, zwana będzie dalej zmienną koordynującą.
W  dalszych rozważaniach będziemy rozpatrywać problem, w którym:

Z l. Rozkłady prawdopodobieństwa zmiennych losowych z'n,w'n występujące w (1.2) są 

znane;

Z2. Zmienne losowe y'„, z'n są niezależne od m ” , oraz dla i /  j .
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Dla przyjętej struktury  układu sterowania i struktury informacyjnej wskaźnik jakości
(1.3) nie może być minimalizowany. Wprowadzamy zatem wtórny wskaźnik jakości w 
postaci:

N  M

I(a , i)  =  £ E E .  Ć k t ó . f Ł ) ,  < k = * ( . ) .  (i-6)
71=0 t =  l

gdzie E  jest symbolem wartości oczekiwanej, zaś a =  {aj,, n =  0 ,1 ,..., N , i =  1 ,2 ,..., M},
b = {&}, n =  0 ,1 ,.., N , i =  1 ,2 ,..., M }  są zbiorami funkcji dopuszczalnych, dla których 
wskaźnik (1.6) przyjmuje skończoną wartość.

Odnośnie funkcji IJ,(U»» z 'n) oraz sterowania u'n założymy, że:

Z3. Funkcja l'n(u'n,z'n) jest różniczkowalna w sposób ciągły względem u'n dla dowolnego
4;

Z4. Wartości sterowań u}, najeżą do przestrzeni euklidesowej o odpowiednim wymiarze;

Z5. Sterowanie u'n nie wpływa na wartości zmiennych y3n oraz z3n dla i ^  j .

Brak górnego ograniczenia na decyzje itj, oznacza, że fizycznie możliwe jest dostarczenie 
odbiorcom wielkości zasobów wynikającej z decyzji decydentów.

W czasie realizacji sterowania mogą wystąpić ujemne wartości zmiennych u'n. Ich liczba 
zależeć będzie od rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych losowych występujących w 
problemie oraz od wielkości deficytu zasobów. Analiza wyników badań symulacyjnych 
może prowadzić do przyjęcia lub odrzucenia algorytmu, w którym nie uwzględniono ogra
niczenia na znak sterowania.

Ponieważ zm ienna u'n = a'n(y'n, p'n) jest dla koordynatora zmienną losową o nieznanej 
wartości w chwili n , więc ograniczenie (1.1) nie może być przez niego brane pod uwagę. 
W dalszych rozważaniach przyjmiemy, że koordynator uwzględnia przy wyznaczaniu wy
tycznych ograniczenie na wielkość zasobów w magazynie w zmodyfikowanej postaci:

M
hmin + A u n < h n + dn - ^ 2 p 'n, p'n > 0, (1.7)

t=i

gdzie A un jest tzw. pojemnością rezerwową w magazynie, zaś hn i dn są ocenami wielkoś
ci zasobów w magazynie oraz dopływu, dokonanymi przez koordynatora w chwili n na 
podstawie dostępnej informacji m n.

W ymaganie nieujemności p'n jest równoznaczne z wymaganiem nieujemności średniej 
warunkowej sterowania, wyznaczonej przez koordynatora.
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W czasie pracy systemu wielkość zasobów w magazynie powinna być większa od Pń> 
ponieważ dla poszczególnych realizacji może się zdarzyć, że Y l i i \ u 'n > E ^ iP ń -  Zatem 
pewien zapas zasobów A un występujący w (1.7) jest niezbędny do zaspokojenia zwiększo
nych zapotrzebowań odbiorców. Istnienie zapasu zasobów, wynikającego z występujących 

w systemie zakłóceń, jest znane w praktyce.
Dla opisanego systemu, założonej struktury układu sterowania i dostępnej informa

cji wśród dopuszczalnych praw sterowania należy znaleźć u'° =  a'°(y'n,pln) oraz p'° =  
b '° (m n), i = 1, 2, ...,M , n  = 0,1 ,...,jV , dla których wtórny wskaźnik jakości (1.6) 
przyjmuje minimalną wartość przy ograniczeniach (1.5), (1.7).

Zauważmy, że rozwiązanie sformułowanego problemu może być stosowane w przypadku, 
gdy w systemie możliwe jest generowanie dostatecznie licznego zbioru realizacji zmiennych 
losowych, a zatem i decyzji sterujących, dla którego uzasadnione jest stosowanie miary 

jakości w postaci wartości oczekiwanej.

1 .3 .2 . Sform ułow anie i rozw iązanie problem u optym alizacji lokalnej

Poniżej zostanie sformułowane zadanie optymalizacji lokalnej oraz podane jego rozwią
zanie, bazujące na lemacie, który będzie wykorzystywany przy rozwiązywaniu różnych 
wariantów problemu rozdziału zasobów formułowanych w niniejszej pracy.

Zadanie optymalizacji lokalnej polega na wyznaczeniu optymalnego prawa sterowania 

an (yń’Pn)’ minimalizującego lokalny wskaźnik jakości:

/ ; ( < ,  ńj.) =  Ern[a'n(y'n, P'J ,  (1.8)

dla dowolnej dopuszczalnej funkcji b'n( m n) i przy ograniczeniu elastycznym:

P'n = E\mn“'n(y'n,Pn) (1-9)

Do rozwiązania powyższego zadania zostanie wykorzystany następujący lemat.

L em at podstaw ow y
Niech przy założeniach Z1 i Z2 funkcja u'° = ajf(yń,pj,) będzie dopuszczalnym prawem

sterowania, dla którego zachodzi:

£|mj,,P! ./ ik ( ! /ń .P ń ) .4 ] =  m in £ |m. iPk/;[a ^ (y ;,p ;) ,2;] (1.10)

przy ograniczeniu:

Pn = E\m'„,Ka'n(y'n,p'n), K  e M'n, P'n e p (l.ii)

gdzie p'n =  b'n(m n) zaś m'n =  d'n(y'n) jest częścią wektora m n.
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Wówczas funkcja u'° = a'°(y'n,p'n) jest optymalnym prawem sterowania, minimalizują
cym (1.8) oraz

I 'n W ,K )  =  min I'n(a'n,b'n) = £{m jn£ :|mj ; [ a ; ( ^ )p^),z i]}pji=tj>(mil) (1.12)“n

przy ograniczeniu (1.9).

D ow ód przebiega podobnie do przedstawionego w [33].
Z założeń wynika, że:

>  ^ k .pj/ « [ < ( * ; ,p ;) ,* i i ,  ( i .w )

zaś operację uśredniania E |mj,lP;,t występującą w (1.13) można zastąpić uśrednieniem £ |m„, 
tzn.

£ |m „ /;[< (!Ć P k ) ,< ]  >  £ |mj ; K ( ^ , P ń ) , < ]  (1.14)

Po podstawieniu p'n =  &J,(mn) i uśrednieniu obu stron (1.14) względem m„ otrzymamy:

>  £ ć [ < ( y ; ,P ‘ ) ,4 ] p ^ 6 .(m„) ( i.i5 )

Zatem

inf  ̂ C K (yn> P ń). *ńU=4i,(m„) >  El'n[a'°(y'n,p'n),z'n]p,n=b. jmn) (1.16)

Ponieważ funkcja a'° należy do dopuszczalnych praw sterowania, więc zachodzi nastę
pujący związek:

inf ̂ ■ k ( y i , p j l) ,4 k = 6 ! >(mn) <  £ ' ; [ < ( ^ p D > < k = 6i.(m„) ( i.i7 )

Porównując (1.16) i (1.17) oraz uwzględniając oznaczenie (1.8) można zauważyć, że 

rn(a“ X )  =  m i n / ; « ,  6J,) (1.18)
“n

Zatem prawo sterowania a'° wyznaczone z (1.10) minimalizuje wskaźnik lokalny (1.8) 
dla dowolnej dopuszczalnej funkcji 6J,.

Zastępując operację uśredniania E\mi iPi występującą w (1.10) i (1.11) uśrednieniem 
E\m„, otrzymamy:

E]mM < ( y 'n,Pn),<} = mini:|m„/'[<(y;,p- ),*;] (1.19)
a i.
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oraz

Pń =  E\mna'n{y'n,p'n) (1.20)

Po podstawieniu p'n — b'n(m n) i uśrednieniu obu stron (1.19) dostajemy:

^^[<°(»i.pi,).4]p!,=i!,(m „) =  £{m in E\mJ n[a'n{y'ntp'n), (1.21)
a n

Zatem optymalne prawo sterowania a'° wyznaczone z (1.10) przy ograniczeniu (1.11) 
spełnia (1.12) przy ograniczeniu (1.9).

Funkcjonały E ^ . j H a K y ^ p ^ ) ,  z'n], przy założeniu Z5 oraz ^ „ . j^ a j / j /^ p j , ) ,  wystę
pujące odpowiednio w (1.10), (1.11), są ciągłe i różniczkowalne w sensie Frecheta  [58] w 
unormowanej przestrzeni funkcji a'n(y'n,p'n) z normą [£ |m;l,f>[,(ańTai1)]1/l2. Ponieważ każde 
dopuszczalne prawo sterowania a'n[y'n,p'n), spełniające (1.11), jest punktem regularnym 
tego ograniczenia [58], więc istnieje taki wektor mnożników Lagrange’a AJ,, że zadanie 
(1.10) przy ograniczeniu (1.11) sprowadza się do równoważnego zadania bez ograniczeń 
w postaci [58, 33]:

K  =  m in{£|mij,ii/ i k ( J,* ,p -) ,< ]  +  A f  [£ KiPj,<(y*,p*) -p j,]}
°n

lub

L'ń =  mjn Ą mj,1pj,{ Ĵ,[an(yn)Pn),*n] +  ^'n[an(.yhiPn) ~  Pn]} (1.22)
°n

Odpowiedni dobór tych mnożników zapewnia spełnienie ograniczenia (1.11). 
Zagadnienie tego typu zwane jest też izoperymetrycznym problemem rachunku wariacyj
nego, zaś ograniczenie elastyczne (1.11) można nazwać warunkiem izoperymetryczności.

Operację uśredniania warunkowego £ |m!iip^{.} występującą w (1.22) można też wykonać 
w kolejności £ |mjiiP.i [.E|y.>ipii{.}], ponieważ informacja m'n, wynikająca z zależności 
mj, =  d'n(y 'n), jest zagregowana w stosunku do informacji y'„. Zatem problem minimalizacji 
(1.22) względem funkcji aj, sprowadza się do znacznie prostszego zadania minimalizacji 
względem zmiennej uJ, w postaci:

LŻ = £ ,m. lP. m jnE h * [ r„ (< ,z'J  +  A f«  - P’J ]  (1.23)

Jeśli oznaczyć przez L '‘(y'n,u'n, \ 'n) = ^ ^ ( u j , ,  z'n) + Ajfuj,, to otrzymamy następu
jący warunek konieczny na minimum funkcjonału (1.23):

=  o (1.24)
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Po wyznaczeniu z (1-24) u'n jako funkcji zmiennych y'n oraz AJ, i wstawieniu jej do (1.11) 
możemy znaleźć wartości mnożników Lagrange’a zależne od m'n i p'n. O ptym alna postać 
prawa sterowania a.'°(y'n,p'n) wynika ze wstawienia tak obliczonych AJ, do u'n obliczonej z 
(1.24) jako funkcji zmiennych y'n oraz AJ,.

1.3 .3 . R ozw iązan ie problem u rozdziału  zasobów

Do rozwiązania zadania minimalizacji wskaźnika jakości (1.6) przy ograniczeniach (1.5) i
(1.7) zostanie zastosowana m etoda programowania dynamicznego w wersji stochastycznej, 
wynikająca z zasady optymalności Bellmana [5, 3, 30, 31].

Zgodnie z tą  zasadą optymalna postać praw sterowania aj, oraz b'n i =  1 ,2 ,.., M, 
n =  0 ,1 ,..., N  wynika z wykonania ciągu operacji minimalizacji i uśredniania [3, 30, 31] 
przy ograniczeniach (1.5), (1.7) w wyrażeniu:

N  M
I(a°,b°) =  min m in... min E  £  £ X ( 0  =ao.bo aii&i aN n_Q

M  M  M

= mm { £  X ^ ( - )  +  m in{£  £ / ; ( . )  +  .... +  min {E  ]T  /*(.)}...}},
“0 ’ 0 t= l  01 ,1  i = 1 a N , ° N  t= 1

gdzie an =  {aj,}, bn - { b 'n}, t' =  l , 2,.. . ,M .

O ptym alna wartość wskaźnika jakości za okres (n ,N )  wynosi więc:

N  M

7n,N =  min ... min £  £  £  lk ( )  = 
aN’bN k =n i =l

N  M
=  E  min ... min £ K ,m,  m„ £  **(•) =

«n ,6„ aN ,bN k =n i =l

M

= ^   U fln(yn)Pn)i *„] +  (.)}pji=tji( j, (1-25)
n t=i

gdzie 5'n^-i(.) min„n+li6n+1 ... m ino^t^ ^|mo,mi,...,mn+i 5Zjt=n+i X î=i f̂c(-)- 
Załóżmy, że wyrażenie 5„+i(.) nie zależy od sterowań u \, k = 0 ,1 ,..., n, i =  1 ,2 ,..., M . 
Wówczas zadanie poszukiwania praw lokalnych decydentów sprowadza się do minima

lizacji wyrażenia

względem an przy ograniczeniu (1.5) i przy p'n traktowanym jako param etr.

Po wyznaczeniu a'°(y'n,p'n), i =  1 ,2 , .. . ,M , wstawieniu do (1.25) i minimalizacji po
dług p'n, i = 1 ,2 ,..., M  przy ograniczeniu (1.7) otrzymamy wyrażenie Śn (•), które zależy
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między innymi od hn . Wielkość hn (ocena poziomu zasobów w magazynie dokonana na 
podstawie informacji dostępnej na poziomie wyższym) jest funkcją wcześniejszych wytycz
nych koordynatora, co powoduje, że wyrażenie Sn(.) nie zależy od u'k, k  =  0 , 1, ...,n  — 1, 

i =  1, 2,.. . ,  M.
Z powyższego rozumowania wynika, że zadanie poszukiwania praw lokalnych decyden

tów sprowadza się do zagadnienia minimalizacji w (1.26)

M
U < X )  =  £ { m in £ |m„ £  l'nK ( y 'n,p'n), z 'n]} ^ = ^ (mn) (1.26)

i=i

przy ograniczeniu (1.5) dla dowolnego dopuszczalnego zbioru funkcji bn.
Przy założeniu Z5, że y'n oraz zj, nie zależą od dla i /  j ,  zadanie poszukiwania 

minimum względem an =  {aj,}, 2 =  1 ,2 ,..., M  możnazdekomponować na M  niezależnych 

zadań lokalnych w postaci:

/ ;K ,& „ )  =  E {m m E ^mX [ a : ( y l ,p l ) , z l} } K=b.Amn) (1.27)
“k

przy ograniczeniu (1.5).
Z lem atu podstawowego wynika, że powyższe zadanie minimalizacji sprowadza się do 

problemu (1.10) przy ograniczeniu (1.11), który został rozwiązany w punkcie 1.3.2. Za
uważmy, że zadanie optymalizacji lokalnej rozwiązywane jest w trakcie syntezy układu 
sterowania, a nie w trakcie realizacji algorytmu w trybie on-line.

Zadanie koordynatora polega na określeniu funkcji b° minimalizujących wskaźnik jakości

(1.6) w postaci:

N  M

I{a°,b°) =  £ E E Ć k ° ( y ; , p j . ) .  4 k = k(,(n.n) (1-28)
n = 0 »=1

względem b przy ograniczeniu (1.7), gdzie b = {6J,, n =  0, 1,..., JV, i — 1 ,2 ,..., M }.
Widzimy, że dla koordynatora jest to dynamiczny problem optymalizacji z ogranicze

niami nierównościowymi. Jedną z możliwości jego rozwiązania jest wykorzystanie idei ste
rowania w układzie otwartym ze sprzężeniem (OLF) [74] z przesuwnym horyzontem N 1. 
Zgodnie z tą  ideą w chwili n koordynator określa wytyczne wynikające z minimalizacji w

(1.29)

n + N ł M

rn =  min E  £  E 4 k 0( y i . P i | J . 4 k n=6i.(m„), (1-29)
k»+"'l» k=n .=1 1 1

gdzie hn+/v'|n =  {&t|n(mn)> k - n , n  + l , . . . ,N ',  i 1,2,
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Zadanie to m ożna sprowadzić do poszukiwania wartości zmiennych p n + A"|n =  {p*|n, 
k =  n, n +  1, ...,n  +  N ', i = 1 ,2 ,..., M }, wynikających z minimalizacji w (1.30)

n + N 1 M

11 = E {  min £ ,m„ £  E ^ K ( v i . P i |n ) , 4 ] } p -  =6-  (mn) (1.30)
k=n i= 1 1 1

przy ograniczeniach:

hmin + A u n+j- i < h n+j\n, j  =  1, 2,..., AT' +  1 (1.31)

P’n+i| „ > 0 ,  i = l , . . . ,M ,  j  = 0 , l , . . . ,N \  (1.32)

gdzie An+J|„ jest predykcją wielkości zasobów w magazynie w chwili n + j  dokonaną przez 
koordynatora na podstawie informacji m„. Ocena ta  może być wyznaczona z równania:

n + j - l  ^ n + j - 1  M

h n + j\n  =  ^ n |n  +  5 3  ^ k \n  ~~ ( 1 . 3 3 )
k= n  k= n  t= l

gdzie /in|n oraz d ^n są odpowiednio ocenami wielkości zasobów w chwili n oraz dopływu 
w okresie (k , k  +  1) dokonanymi w chwili n.

Zgodnie z ideą sterowania w układzie OLF na poziom niższy przesyłane są w chwili n 
tylko wartości zmiennych koordynacyjnych p'n = p'n\n, i = 1, 2,..., A/.

Wartości zmiennych p'^n są wyznaczane na poziomie wyższym w trakcie realizacji al
gorytm u rozdziału zasobów w chwilach n =  0, 1,..., N . Zauważmy, że jest to  problem 
optymalizacji statycznej przy ograniczeniach nierównościowych na zmienne decyzyjne o 
wymiarowości zależnej od wymiaru wektora p'n, liczby podsystemów M  oraz przesuwnego 
horyzontu N '. Czasami wymiarowość problemu można zmniejszyć przez wprowadzenie 
tzw. zmiennej zagregowanej ek\„ w postaci:

M
e*|n =  xy* |n>  k =  n , n +  l , . . . , n + N ' (1.34)

i= l

Wówczas dla chwili n  należy wyznaczyć m etodą analityczną zależność p ^ n , 
i =  1, 2, ... ,M  od e*|n z minimalizacji w ( 1.35)

M
I°k = E m i n E ^ n Y ‘i K ( y l ń ) , 4 }  (1-35)

t= l

względem p\\n, i =  1,2, ...,M , przy ograniczeniu (1.34). Natom iast numerycznie trzeba 
obliczać wartości składowych wektorów e*+A,,|n =  {e„|ni en+i|n, en+/V'|n} wynikających 
z minimalizacji w (1.36)

n + N ' M

i ;  = E  min £ ,m„ £  E 'tk ( s / i .P i |n ( e * |n ) ) ,4 ]  (1-36)
Cn +^ 'ln k= n  t= l
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przy ograniczeniach:
n + j - l  _  n + j - l

h m in  “ł" ^ ^ n + j —1 ^  ^ n + j |n  =  ^n |n  "Ł" ^  y ^ k \n  ^  ! ^ k \n
k= n  k= n

e„+j_ ,|n >  0, j  = 1 ,2 ,. ..N '+ 1  (1.37)

Jeśli po zastosowaniu takiej procedury otrzymane wartości p^n, t =  1 ,..., M , 
k =  n ,n  +  l , . . . , n  +  N ' będą nieujemne, wówczas można je przesłać na poziom niższy. 
Zauważmy, że wymiarowość problemu numerycznego nie zależy w tym  przypadku od 
liczby podsystemów. W  przykładach zostanie pokazane, że dla kwadratowego wskaźnika 
jakości na poziom niższy wystarczy przekazywać wartości jednej zmiennej, jednakowe 
dla wszystkich podsystemów, co prowadzi do dalszego zmniejszania ilości zróżnicowanej 

informacji przesyłanej w systemie.

1.3.4. A lgory tm  sterow ania dla kwadratowego wskaźnika jakości

Rozpatrzmy problem rozdziału zasobów sformułowany w punkcie 1.3.1 przy założeniu, 

że wskaźnik jakości (1.6) m a postać:

I  = E E  D 4 Tę X  +  2<T +  a f  H y n\, (1.38)
n = 0 t = l

gdzie macierze Q‘n G'n 
GiT HI

są symetryczne, dodatnio półokreślone, zaś macierze H'n są
“ n ]

dodatnio określone.
Optymalne prawa sterowania aj,0 możemy wyznaczyć wykorzystując zależność (1.24), z 

której wynika, że

u”  =  - ( / / ; r l ( G f 4  +  Ai). (1-39)

gdzie ij, =  z'n.
W stawiając (1.39) do ograniczenia elastycznego (1.5) obliczymy AJ, wyrażone wzorem

A1 =  - / / > •  - G f  4  (1.40)

gdzie ź'n = E\mnz'n =  E\m.nz'„, co wynika z założenia Z2.
Ostatecznie optymalne prawo sterowania i-tego lokalnego decydenta przyjmie postać:

< °  =  pjl - ( f f ; r 1G f ( 4 - r n) (i.4 i)

Zadanie koordynatora polega na minimalizacji wskaźnika (1.28) przy ograniczeniu (1.7)
względem {6J,}, który dla a.'° określonego przez (1.41) można zapisać jako:

/(« “, 6) =  £  £  £ x TK p i  +  2 p f G ' J =*(m„) +  r, (1.42)
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gdzie

N  M

r  =  £ E  E l < TQ'n< -  ( 4  -  -  4 )1  (1.43)
n = 0  »=1

W prowadzając zmienną zagregowaną e^|n zdefiniowaną przez (1.34) i rozwiązując za
danie minimalizacji w (1.35) przy ograniczeniu (1.34) możemy wyznaczyć analityczną 
zależność od ek\n dla k  =  n ,n  -f 1, w postaci:

p'k\n — — {H'k) l {G'k ź'k\n + ^k), (1.44)

gdzie ź\\n =  E\minz'k, zaś A* jest mnożnikiem Lagrange’a wyrażonym jako:

A, =  - H k( t { H i r c r l 4 ,n +  efc|n), (1.45)
i= l

gdzie Hk =  E ^ f / f J ) -1]-1 . Po wstawieniu (1.44) z uwzględnieniem (1.45) do (1.36) 
otrzym am y numeryczne zadanie minimalizacji (1.46) względem 
en+JV'|n =  {en|n,en+1|n, . . . ,e n+jv«|n} przy ograniczeniu (1.37)

n + N 1 M

rn =   ̂min [ĄnHkCkin +  2ef|nHk £ ( t f i ) _1G f  4 |J  +  S (m n), (1.46)
n+JV'|n k= n  * =  1

gdzie wyrażenie S (m n) nie zależy od poszukiwanych zmiennych.
Zauważmy, że z (1.41), (1.44) i (1.45) wynika, że w przypadku, gdy pj.|n, i =  1 ,2 ,.., M ,

k =  n, n  +  1, ... ,n  +  N ’ są nieujemne, to  na poziom niższy wystarczy przesyłać w chwili n
wartości An wspólne dla wszystkich podsystemów zamiast p'n =  pj,|n , i =  1 ,2 ,..., M .

W  prawach sterowania lokalnych decydentów oraz wytycznych koordynatora występują 
oceny zmiennej losowej z'n, których postać oraz sposób ich wyznaczania zależą od modelu 
pom iaru (1.2), równania przetwarzającego informację y'n w m'n (rn'n =  d'n(y'n)) oraz od 
rozkładu zmiennych losowych w nich występujących. W przypadku liniowych równań i 
rozkładów normalnych oceny te m ają postać analityczną i są w łatwy sposób wyznaczalne.

W ograniczeniu (1.37) występuje wielkość charakteryzująca tzw. pojemność rezerwową 
w magazynie. Jest ona niezbędna do zapewnienia realizowalności sterowania lokalnego 
wynikającego z zależności (1.41) i zależy od funkcji rozkładu sumy sterowań lokalnych, 
będących dla koordynatora w chwili n  zmiennymi losowymi. W niektórych przypadkach 
można określić jej wielkość m etodą analityczną (jak to  zostanie pokazane w przykładzie), 
w innych zaś eksperymentalnie w czasie badań symulacyjnych.
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1.3 .4 .1 . P rzykład
Rozpatrzmy system składający się z M  podsystemów, których zapotrzebowania z'n są 

zmiennymi losowymi o znanych rozkładach prawdopodobieństwa.

Niech wskaźnik jakości ma postać:

N  M

'  = W )  (L4?)
n = 0 t= l

Załóżmy, że y'n = z'n oraz przyjmijmy, że na poziom wyższy nie jest przekazywana żadna 

informacja pomiarowa.
Z równań (1.41), (1.44) i (1.45) wynika, że optymalne prawo sterowania i— tego lokal

nego decydenta m a postać:

t £  =  i>Ł +  ( 4 - 4 ) ,  O-4«)

gdzie z \  =  Ez'n, zaś p'n wyraża się wzorem:

i M
p i , = p ’ |n =  <  +  ¥ ( e n | n - g 4 )  (1-49)

Zmienna zagregowana e„|n jest wyznaczana na bieżąco poprzez minimalizację w (1.46)

tzn.

, n+N' M 1 n+N' M

7" =  -min m  E ( e* i n - 2eM » E 4 )  +  T7  £  £ * 1 4  (i-50)
Cn+A"|n M  k= n  1=1 k= n  • -  1

J  = 1

przy ograniczeniu (1.37).
Z (1.44) wynika, że p^,, =  ź'n -  An, a  zatem (1.48) można przedstawić jako:

<  = <  -  A„, (1.51)

gdzie An =  j^ (en|„ -  E t i  4 ) -  Zatem na poziom niższy koordynator może przekazywać w
chwili n  tylko jedną wartość An wspólną dla wszystkich podsystemów.

Pozostaje jeszcze problem wyznaczenia wielkości pojemności rezerwowej występującej 

w (1.37).
Niech u'k oznacza minimalną wielkość zasobu, dla której prawdopodobieństwo, że 

H iii  uk — uk Przy zadanym ek\k jest równe /?, tzn.

M
= P (L52)

t= l



W ykorzystując (1.48) możemy (1.52) zapisać jako:

M
^ («* -  e*i*)ie*i*l =  £  O-53)t=i

Z (1.53) wynika, że

M

A u k = F - ' ( P ) - Y - 4 ,  (1.54)
t= l

gdzie A Uk = u'k — e^k, zaś jPz“ 1(y9) jest wartością funkcji odwrotnej do dystrybuanty 
zmiennej losowej 2* =  zj. dla założonego /3.

Jeśli założyć, że zj. ma rozkład normalny o param etrach N(z'k,a'k), to zmienna losowa 
Zk m a też rozkład normalny o param etrach 1 ż'k, a ’k2)- Korzystając np. z
M atlaba (toolbox Stats) można dla zadanego /3 wyznaczyć wartość £ “ *(/?) lub też po 
standaryzacji zmiennej losowej z* skorzystać z tablic rozkładu normalnego.

Dla innych rozkładów wyznaczenie wartości FJ“1(/3) może być uciążliwe. Wówczas należy 
dobrać wielkość pojemności rezerwowej eksperymentalnie.

Inne własności proponowanej metody można znaleźć w [40, 43].
Dla przykładu numerycznego załóżmy, że system składa się z M  =  10 podsystemów,

dla których zm ienna losowa z ’n, i =  1, 2, ...,M  ma rozkład normalny o parametrach
7V[i +  2, (i +  2)/3]. Dla takich parametrów prawdopodobieństwo wystąpienia nieujemnej 
wartości z'n wynosi 0.9986. Przyjmijmy też, że dopływ zasobu do magazynu jest zmienną 
losową o wariancji równej zero.

W tabeli 1.1 zostały przedstawione wyniki badań symulacyjnych dla N  =  480 oraz 
/5 =  0.9986. W tabeli tej przez żn oznaczono sumę średnich zapotrzebowań wszystkich 
podsystemów w okresie (n ,n  +  1) tzn. żn =  ź'n.

Jak widać z tabeli 1.1 na jakość sterowania wpływa długość przesuwnego horyzontu N 1 
w układzie OLF. Oznacza to, że występowanie w systemie koordynatora i jego wytyczne 
m ają istotne znaczenie. Wpływ przesuwnego horyzontu jest znaczący przy założeniu, że 
dysponuje się dobrym modelem prognoz dopływu.

Ze wzrostem deficytu rośnie liczba ujemnych sterowań u'n. W symulacji przyjmuje 
się wtedy, że u'n =  0, co prowadzi do realizacji sterowania suboptymalnego. Algorytm 
uwzględniający ograniczenie na znak sterowania zostanie przedstawiony w dalszej części 
pracy.

Dla rozpatrywanego systemu przeprowadzono też obliczenia przy założeniu struktury 
jednopoziomowej z centralnym decydentem, dysponującym informacją o średnich zapo
trzebowaniach odbiorców, a więc mniej szczegółową informacją o podsystemach. Z otrzy
manych rezultatów wynika, że decentralizacja sterowania z wykorzystaniem informacji 
lokalnych decydentów daje lepsze rezultaty niż centralne sterowanie z mniej szczegółową 
inform acją koordynatora i zwiększoną pojemnością przeznaczoną na sterowane zasoby. 
Uboższa inform acja centralnego decydenta ma tu  decydujące znaczenie.
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Tabela 1.1
Wyniki badań symulacyjnych

Średni dopływ
dn

Przes. hor. 
N '

Wartość wskaźnika 
/

Liczba sterowań 
ujemnych

Liczba sterowań 
optymalnych

2n 1 0 0 4800
Zn 2 0 0 4800
zn 3 0 0 4800

0.9ż„ 1 4611 48 4752
0.9ż„ 2 3309 28 4772
0.9ż„ 3 2778 19 4781
0.8żn 1 18650 207 4593
0.8ż„ 2 15125 160 4640
0.8źn 3 13597 134 4666
0.75źn 1 39821 459 4341
0.75żn 2 34739 396 4404
0.752n 3 32767 360 4440
0.62źn 1 brak rozwiązania

Przy większym deficycie może zdarzyć się, że rozwiązanie nie istnieje. Zachodzi to wtedy, 
gdy zbiór dopuszczalnych decyzji koordynatora spełniających ograniczenia (1.31), (1.32) 
lub (1.37) jest zbiorem pustym. W przykładzie numerycznym dobrano wartość A un zgod
nie z (1.54), co doprowadziło w trakcie realizacji sterowania do sprzeczności powyższych 
ograniczeń. Można uniknąć tego efektu poprzez eksperymentalny dobór pojemności re
zerwowej.

W pracach [40, 43] wskazano na inne własności proponowanego algorytmu rozdziału 
zasobów w strukturze hierarchicznej. Z przeprowadzonych tam  badań symulacyjnych wy
nika, że bardziej opłaca się przeznaczyć część pojemności magazynu na gromadzenie za
sobów rezerwowych, umożliwiających wykorzystanie bardziej szczegółowej informacji lo
kalnych decydentów, niż pozostawić całą pojemność do dyspozycji koordynatora.

W pracy [43] podjęto próbę zastosowania omówionej idei sterowania do realnego sys
tem u wodnego dorzecza Czarnej Przemszy i Brynicy. Inny sposób retencji wody w tym 
systemie został opracowany przez Centralne Biuro Studiów i Projektów Budownictwa 
Wodnego - oddział w Krakowie. Symulując pracę systemu realizującego oba algorytmy, 
uzyskano w pewnym sensie porównywalne wyniki.
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1.4. A lgorytm  sterow ania dw upoziom ow ego oparty na m etodzie  
cen  [41, 44]

W punktach 1.3.1-1.3.3 sformułowano i rozwiązano problem rozdziału zasobów w sys
temie składającym  się z niepowiązanych odbiorców przy założeniu, że prawa sterowania 
lokalnych decydentów m ają postać uJ, =  a'n(y'n,p'n), co oznacza, że lokalne podsystemy 
otrzym ują różne wytyczne p'n.

W niniejszych rozważaniach założymy w sformułowaniu problemu, że prawa sterowania 
lokalnych decydentów zależą od wytycznej wspólnej dla wszystkich podsystemów.

W punkcie tym  zostanie dokonana synteza algorytmu sterowania dla systemu, układu 
sterowania i struktury informacyjnej szczegółowo omówionej w punktach 1.1 i 1.2, przy za
stąpieniu lokalnego ograniczenia elastycznego (1.5) przez globalne ograniczenie elastyczne 
wprowadzone w dalszej części rozważań.

1.4.1. S form ułow anie problem u

Przypomnijmy, że algorytm rozdziału zasobów oparty na metodzie optymalizacji para
metrycznej wynika z minimalizacji wskaźnika jakości (1.6) przy ograniczeniach (1.5), (1.7) 
oraz przy założeniach (Z1-Z5). W sformułowaniu problemu za dopuszczalne prawa stero
wania lokalnych decydentów i koordynatora przyjęto funkcje odpowiednio u'n = 
oraz p'n =  b'n(m n), związane między sobą lokalnym ograniczeniem elastycznym (1.5).

Niech y„’, A/„, An, f/ń oznaczają zbiory wektorów odpowiednio y'n,rnn,Xn oraz u'n.
Obecnie za dopuszczalne prawa sterowania i— tego lokalnego decydenta przyjmiemy 

zbiór funkcji u'n = a'n(y'n, A„), z których każda odwzorowuje odpowiedni zbiór x An na 
zbiór U'n.

Za dopuszczalne prawa sterowania koordynatora przyjmiemy natom iast zbiór funkcji 
An =  6„(m n), z których każda odwzorowuje odpowiednio zbiór M„ na zbiór A„.

Zakładamy, że powyższe funkcje spełniają następujące globalne ograniczenie elastyczne:

M

en =  £|m„ a n ( V n ’ (1.55)
i = 1

gdzie e„ oznacza wstępny przydział zasobów dla wszystkich podsystemów i stanowi ocenę 

wielkości UI> wyznaczaną przez koordynatora. Na tej podstawie określi on wytyczną 
(cenę) An przekazywaną w chwili n na poziom niższy.
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Wśród dopuszczalnych praw sterowania należy znaleźć takie u'° =  a'°(y'n, A„), i= l,2,...,M  

oraz A° =  6°(m „), n =  0 ,1 ,2 ,..., W, dla których wskaźnik jakości

N M . . .  ■
I  = E  Y  Y ,  (yń> A"), < k = M m „ ) (L56)

n = 0 t= l

przyjmuje minimalną wartość przy ograniczeniu (1.55) oraz ograniczeniu na wielkość za

sobów w magazynie

^min ~ł~ Atzn ^  hn -|- dn en, en ^  0 (1.57)

gdzie A un jest pojemnością rezerwową w magazynie, zaś hn i dn są ocenami wielkości zaso
bów w magazynie oraz dopływu, dokonanymi przez koordynatora w chwili n na podstawie

dostępnej informacji m n.
W dalszych rozważaniach będziemy rozwiązywać zadanie przy następujących założe

niach:

Z l. Rozkłady prawdopodobieństwa zmiennych losowych z'n,w'„ występujące w modelu 

pomiarów y ‘n =  g'n(z'n, w'n) są znane;

Z2. Zmienne losowe y'n, z'n są niezależne od m ” ,m { oraz A„ dla i ^  j;

Z3. Funkcja l'n(u'n, z jj jest różniczkowalna w sposób ciągły względem u'n dla dowolnego

4 ;

Z4. Wartości sterowań u'n należą do przestrzeni euklidesowej R r, gdzie r  jest wymiarem 

wektora u'n\

Z5. Sterowanie u'n nie wpływa na wartości zmiennych y3n oraz z{ dla i ^  j .

1.4 .2 . R ozw iązanie problem u rozdziału  zasobów

O ptym alna postać praw sterowania aj, oraz ó„, i =  1 ,2 ,.., M, n — 0 ,1 ,..., JV, minima
lizujących wskaźnik jakości (1.56) przy ograniczeniach (1.55) i (1.57), wynika z wykonania 

ciągu operacji minimalizacji i uśredniania [3, 30, 31] w wyrażeniu:

M M  M
I(a ‘ , 6°) =  m in{ £ £ / * ( . )  +  min{ £ £ / * ( . )  +  .... +  min {E  £  /*„(.)}...}}, (1.58)

ao.oo j “i »»i ł=j t_2

gdzie (z =  j •••) •> ^ — {̂ Oj •••» > z&s an  ̂ •••> .
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Zadanie wyznaczenia optymalnych praw lokalnych decydentów sprowadza się, podobnie 
jak w punkcie 1.3.3, do zadania minimalizacji w (1.59)

M
4 ( < A )  =  ^ { ^ Ą m- Z rn[«i(»i,A n),4]}A-=4»(mn) (1.59)

i=l

przy ograniczeniu (1.55) dla dowolnego dopuszczalnego zbioru funkcji bn.
Zadanie minimalizacji w (1.59) przy ograniczeniu (1.55) należy do izoperymetrycznych 

problemów rachunku wariacyjnego i może być sprowadzone do równoważnego zadania bez 
ograniczeń w postaci:

M
L n m in £ |mn 5Ż{/„[an(y„, A„),.2£] +  X^a'n(y'n, A„)}, (1.60)

i=i

gdzie A„ jest wektorem mnożnikow Lagrange’a. Odpowiedni dobór tych mnożników za
pewnia spełnienie ograniczenia (1.55).

Przy założeniu Z5 zadanie poszukiwania minimum względem a„ =  {aj,, i=l,2,...,M } 
dekomponuje się na M  niezależnych zadań w postaci:

L n =  m jn£|m n{ ^ k ( y ; ,A n),z ;]  +  A ja^(y;,A n)} (1.61)

Przy założeniu Z2 problem minimalizacji (1.61) względem funkcji aj, można sprowadzić 
do znacznie prostszego zadania minimalizacji lokalnej względem zmiennej u'n w postaci:

Ln = £|m„ min 4 ) +  An 4 ] (1.62)

Jeśli oznaczyć przez L ” (y'n, < ,  A„) =  j J / j , « ,  z ' j  + A^ujJ, to otrzymamy następu
jący warunek konieczny na minimum funkcjonału (1.62):

=  0 (1.63)

W przypadku, gdy na poziom wyższy nie jest przekazywana żadna informacja pomia
rowa, to powyższe rozważania pozostają słuszne przy braku ograniczenia Z2.

Po wyznaczeniu z (1.63) u‘n jako funkcji zmiennych y'n oraz An i wstawieniu jej do
(1.55) możemy znaleźć zależność mnożników Lagrange’a od m n i en, tzn. A„ =  b'n(m n, en).
Zauważmy, że zadanie to  jest rozwiązywane podczas syntezy algorytmu sterowania w 
trybie off-line, natom iast do wyznaczenia pozostają jeszcze funkcje e° =  c° (m n), 
n = 0 ,1 ,..., N ,  które minimalizują wskaźnik jakości (1.56) w postaci:

I ( a°,b°) = m in E  E E i,n K t ó , A , ) , 4 ] 1<=l,[m n A W  (1.64)
n = 0  i= l

przy ograniczeniu (1.57), gdzie a” =  R 0},&0 =  {b°},b°n(m n) =  ^ [m n,c “(m n)], 
c = { c n, i= l,2 ,...,M , n =  0 ,1 , ...,JV}.
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Dla koordynatora jest to dynamiczny problem optymalizacji z ograniczeniami nierównoś- 
ciowymi. Jedną z możliwości jego rozwiązania jest wykorzystanie idei sterowania w ukła
dzie otwartym  ze sprzężeniem (OLF), rozpatrywanej przy konstrukcji algorytmu metodą 
optymalizacji parametrycznej w punkcie 1.3.3. Zgodnie z tą  ideą, w chwili n koordynator 
określa zmienne zagregowane en =  en|n, wynikające z minimalizacji w (1.65)

n + N ' M
/ * =  min E t l  rk[ak{yk> A*)> 4]A*=l't [m„,c*|„(m„)]> (L65)

Cn+N'|n k-n 1=1

gdzie cn+;v'|Ti =  {cfc|n(77in)}, k n, n-|-l,...,n-ł-N .
Zadanie to  można sprowadzić do poszukiwania wartości zmiennych 

<+JV'|n =  {e*|m k - n , n  + l , ..., n + N '} , wynikających z minimalizacji w (1.66)

n+N1 M
!ń = E  min E\mn 5Ż 5 Ż ^ [0“ (»l>A*)>Zi]Ał=^(mn,e*|„) (L66)

en+N'|n k= n  i= l

przy ograniczeniach:

hmin + A un+J-1 <  hn+j|„, j  -  1 ,2 ,..., N ' +  1 (l-67)

e„+>| n > 0 ,  j  = 0 ,1 , . . . ,N \  (1.68)

gdzie hn+j\n jest oceną wielkości zasobów w magazynie w chwili n +  j  dokonaną przez
koordynatora na podstawie informacji ro„. Ocena ta  może być wyznaczona z równania:

n + j - l  _  n + j - 1

hn+J\n =  hn\n +  £  dk|n -  Y  ek\„, (1.69)
k—n  k —n

gdzie hn\n oraz dk\n są odpowiednio ocenami wielkości zasobów w chwili n oraz dopływu 

w okresie (k , k +  1), dokonanymi w chwili n.
Obliczenia te  przeprowadzane są na poziomie wyższym w trakcie realizacji algorytmu 

rozdziału zasobów w chwilach n =  0 ,1 ,..., N . Zauważmy, że jest to problem optymalizacji 
statycznej przy ograniczeniach nierównościowych na zmienne decyzyjne o wymiarowości 
zależnej od wymiaru wektora en oraz przesuwnego horyzontu N '.

1.4.3. A lgory tm  rozdziału  zasobów  dla kwadratowego wskaźnika jakości

Obecnie zbadamy własności algorytmu rozdziału zasobów opracowanego w poprzednim 

punkcie dla kwadratowego wskaźnika jakości 

N M
I  = E Z  E « r ę n 4  +  2 4 TG X  +  H 'A ) ,  (1.70)

gdzie macierze Q„ Gi
G 'I H '

dodatnio określone.

są symetryczne, dodatnio półokreślone, zaś macierze H'n są
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Jeśli oznaczyć przez L ” (y'n,u j,,An) =  Q \zn +  24 TG X .  +  uf ^ n « n  +  2A ^<),
to  optym alne prawa sterowania lokalnych decydentów wynikające z (1.63) przyjmą postać:

=  - № r 1( G f i ;  +  An), ( i.7 i)

gdzie 4  =

W stawiając (1.71) do ograniczenia elastycznego (1.55) obliczymy An wyrażone wzorem:

M
An =  ż'n +  e„), (1.72)

1=1

gdzie H n =  E t a i ( f l i ) " 1]"1- z  (1-71) widać, że ta  sama zmienna A„ pojawia się w pra
wach sterowania lokalnych decydentów. Wielkość ta  może być interpretowana jako cena 
wyznaczana przez koordynatora i wykorzystana przy koordynacji.

W staw iając (1.71) z uwzględnieniem (1.72) do (1.70) otrzymamy:

N  M

I = Y [ ^ H nen + 2eTn Hn Y , ( K ) - 1GinT -z'n} + S >, (1.73)
n = 0  i= l

gdzie S 1 nie zależy od e„, n  =  0 ,1 ,..., N .

Zadaniem koordynatora jest obliczanie m etodą numeryczną w trakcie realizacji algo
rytm u wartości en, minimalizujących (1.73) przy ograniczeniu (1.57). Jedną z możliwości 
jest wykorzystanie idei sterowania w układzie OLF z przesuwnym horyzontem N 1, polega
jącej na minimalizacji w chwili n, n =  0 ,1 ,..., N  względem e*+N,|n =  {e„|„, en+1|n, ..., en+N,|n} 
w wyrażeniu:

n + N ' M

I.: =  min £  [eTk\nHkekW +  2eTk[nHk Ą {n] (1.74)
en+ N '|n  k = T X  t= l

przy ograniczeniu:

n + j - l  _  n+j-1
^ m tn  “1“ ^  ^ n + j |n  — ^ n |n  ^  y ^ k \n  ^

k = n  k= n

en+i- i | n > 0 ,  J =  1,2, ...N 1 +  1 (1.75)

Po zastosowaniu tej procedury koordynator wykorzystuje wartość zmiennej en =  en|n 
do obliczenia wartości A„ zgodnie z (1.72) , k tórą przesyła na poziom niższy. Przy znajo
mości wytycznej An oraz informacji y'n i —ty lokalny decydent wyznacza przydział zasobów 
swojemu podsystemowi zgodnie z (1.71).

Zauważmy, że zastosowanie algorytmu opracowanego w punkcie 1.3.4 w przypadku, gdy 
p 'k|n są nieujemne, prowadzi do tych samych wyników. Bowiem zgodnie z tym  algorytmem 
koordynator oblicza w chwili n wartości zmiennych koordynujących minimalizujących 
(1.46) przy ograniczeniach (1.37). Następnie określa wartości An z (145) dla k — n. 
W stawiając (1.44) zapisane dla k = n do (1.41) otrzymamy wzór (1-71).
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1.4 .3 .1 . P rzykład
Rozpatrzmy system składający się z M  odbiorców (podsystemów), których zapotrze

bowania z'n są opisane zależnością:

<  = <  + « » . * =  1 ,2 ,..,M , (1.76)

gdzie i =  1,2, ...,Af są białymi szumami o rozkładzie normalnym N v.n(v'n,cr'n), nie
zależnymi od zmiennej losowej vn o rozkładzie normalnym NVn(vn,crn). Zauważmy, że 
zapotrzebowania zdefiniowane przez (1.76) są wzajemnie zależne.

Załóżmy ponadto, że y'n = z'n, i =  1 ,2 ,... ,M  oraz że na poziom wyższy nie jest 
przekazywana żadna informacja bieżąca o zapotrzebowaniach podsystemów. Koordynator 
dysponuje więc informacją o średnich zapotrzebowaniach odbiorców [2*, 2^,..., 2^ ].

Niech wskaźnik jakości ma postać:

I  =  (1-77)
n = 0  i= 1

Optymalne prawa sterowania lokalnych decydentów wynikają z (1.71) i m ają postać:

« ć  =  z i  -  - U " ,  * =  1,2 Af (1.78)

Zmienna An jest wyznaczana przez koordynatora zgodnie z (1.72) i opisana jest zależ

nością:
1 M

An = E ^ F (S K ~ en) (L79)
Zmienna zagregowana e„ =  en|„ jest wyznaczana na bieżąco poprzez minimalizację 

wskaźnika (1.74) dla Hk =  (E i l i  ^ ) -1 > ( # i ) - 1G|.T =  - 1  przy ograniczeniu (1.75). 
Pozostaje jeszcze problem wyznaczenia pojemności rezerwowej, występującej w (1.75).
Niech u* oznacza minimalną wielkość zasobów, dla której prawdopodobieństwo, że

u'n <  u* przy zadanym en jest równe /3, tzn.
M

P ( E < < < \ ^ )  = 0  (1-80)
* = 1

Przyjmując oznaczenie u„ =  Y liii K  oraz wykorzystując (1.78) wraz z (1.79) możemy 

zapisać un w postaci:
M

Wn =  X > n  “  4 )  +  e» (L81)
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Zatem

Z (1.82) wynika, że

M
^ E ( 4 - 4 ) < K - e „ ) | e „ ] = / J  (1.82)

A u n = F - \ P ) - Z Ż ,  (1.83)
1 =  1

gdzie A un = u* — en, zaś F ~ '(0 )  jest wartością funkcji odwrotnej do dystrybuanty zmien
nej losowej z„ =  j z'n dla założonego /3.

Ponieważ v'n,v Jn, i ^  j  oraz vn są wzajemnie niezależne i m ają rozkłady normalne, więc 
zmienna losowa zn m a też rozkład normalny o parametrach:

Nz„{T.?Li{K + vn), \ / E ^ i  Korzystając np. z M atlaba (toolbox Stats) można
łatwo znaleźć wartość F~nl (/3) dla zadanego /3. Można też, po standaryzacji zmiennej 
losowej £ t e i ( 2ń — z jj , skorzystać z tablic unormowanego rozkładu normalnego.

Po standaryzacji zmiennej losowej E fe i (2ń ~  zh) możemy (1.82) zapisać w postaci:

P{7„ <  , M AUn ) =  /?, (1.84)

gdzie 7„ jest zmienną losową o rozkładzie normalnym o param etrach ,/V7ll(0, 1).
Obecnie rozpatrzymy dwa proste przypadki ilustrujące pewne własności opracowanego 

algorytmu rozdziału zasobów.

P rzyp ad ek  1
Załóżmy, że M  =  2 oraz przyjmijmy oznaczenie (<r*)2 =  (cr*)2 +  (<72)2. Zależność /3 od 

Au„ dla różnych wartości ^  jest przedstawiona na rys. 3. Widzimy, że prawdopodobień
stwo realizacji algorytmu wzrasta przy wzroście wartości pojemności rezerwowej i przy 
zmniejszaniu korelacji między zapotrzebowaniami podsystemów.

P rzypad ek  2
Zbadajmy wpływ liczby podsystemów M  na wielkość pojemności rezerwowej A un przy 

zadanym prawdopodobieństwie 0  i przy założeniu, że ^  =  c =  const. Założenie to ozna
cza, że rozpatrujemy system, w którym średnio na każdy podsystem przypada pewna 
sta ła wielkość c zasobów.
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Rys.3. Wpływ pojemności rezerwowej na prawdopodobieństwo realizacji sterowania 

lokalnego
Fig.3. Influence of the resource reserve on the control realization probability

Rys.4. Wpływ liczby podsystemów na wielkość pojemności rezerwowej 
Fig.4. Influence of the systems number M  on the resource reserve
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Korzystając z (1.84), dla założonego /3 =  0.99865 otrzymujemy, że 

A un 3 ^ , ( ^ ) J +  A/2^
~  = ------------ Mc------------  (L85)

Na rys. 4 przedstawiono wpływ liczby podsystemów M  na stosunek ^ !łŁ przy założeniu, 
że cr'n =  <7̂ , i =  1, 2,..., M , dla różnych wartości c oraz

Zauważmy, że wielkość maleje asymptotycznie do wartości 3<rn/c. Ponieważ crn jest 
m iarą korelacji pomiędzy zapotrzebowaniami z'n oraz z{  dla i /  j ,  więc rośnie ze 
wzrostem an.

1.5. U w agi końcowe

Istotnym  punktem  rozważań przeprowadzonych w tym  rozdziale jest założenie, że decy
denci dysponują zróżnicowaną informacją wykorzystywaną do sterowania. Prawa sterowa
nia lokalnych decydentów m ają postać analityczną, a obliczenia numeryczne prowadzone 
przez koordynatora sprowadzają się do wyznaczania wytycznych lub zmiennych zagrego
wanych. W drugim przypadku nakład obliczeniowy ulega więc istotnemu zmniejszeniu. 
Częściowa decentralizacja sterowania i dekompozycja obliczeń są możliwe dzięki wprowa
dzeniu do koordynacji ograniczenia elastycznego, które pozostawia lokalnym decydentom 
pewną swobodę w podejmowaniu decyzji. Dzięki temu mogą oni lepiej wykorzystać swoją 
bardziej szczegółową informację pomiarową.

Wprowadzenie globalnego ograniczenia elastycznego umożliwia dalsze zmniejszenie iloś
ci informacji przekazywanej przez koordynatora lokalnym decydentom.

Do realizacji sterowania w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej jest potrzebna 
pewna ’’pojemność rezerwowa” w magazynie, gromadząca zasoby nie sterowane przez 
koordynatora, lecz wykorzystywana przez lokalnych decydentów. W skutek tego zmniejsza 
się pojemność na gromadzenie zapasów sterowanych przez koordynatora.

Decentralizacja sterowania z wykorzystaniem informacji lokalnych decydentów daje lep
sze rezultaty niż centralne sterowanie z mniej szczegółową informacją koordynatora i 
zwiększoną pojemnością przeznaczoną na sterowane zasoby.

Ponieważ w dużym systemie przesyłanie całej rozproszonej informacji lokalnej do cen
tralnego decydenta dysponującego dodatkowo informacją o aktualnym  stanie magazynu i 
dopływie jest praktycznie niemożliwe, więc otrzymane wyniki przemawiają przeciwko cen
tralnem u sterowaniu i za sterowaniem dwupoziomowym, częściowo zdecentralizowanym.

ROZDZIAŁ 2

A L G O R Y T M Y  ROZDZIAŁU ZA SO BÓ W  PR Z Y  
D O D A T K O W Y C H  O G R A N IC Z E N IA C H  N A  STERO W ANIE

W rozdziale 1 opracowano algorytmy rozdziału zasobów przy ograniczeniu elastycznym 
na sterowanie. Posiadają one tę  własność, że przy większym deficycie rośnie liczba ste
rowań ujemnych, co prowadzi do realizacji sterowania suboptymalnego. Przy większym 
deficycie opracowane algorytmy mogą być nierealizowalne. Poza tym wielkość pojemnoś
ci rezerwowej jest ”niesterowalna” przez koordynatora. Rzutuje ona na "swobodę” , jaką 
m ają lokalni decydenci przy przydziale zasobów. W ydaje się, że przy zwiększającym się 
deficycie swoboda ta  powinna być mniejsza, a zatem pojemność rezerwowa powinna maleć.

W niniejszym rozdziale zostaną opracowane algorytmy rozdziału zasobów w układzie 
sterowania dla struktury informacyjnej opisanej w rozdziale 1. Rozważania zostaną ogra
niczone do przypadku skalarnego i struktury informacyjnej, w której na poziom wyższy 
nie jest przekazywana żadna informacja pomiarowa o zapotrzebowaniach odbiorców. Pro
ponowana struk tura układu sterowania jest szczególnie uzasadniona wtedy, gdy system 
jest duży (duża liczba odbiorców) i przesyłanie informacji o zapotrzebowaniach rozpro
szonych odbiorców do centralnego decydenta związanego z magazynem zasobów jest z 

pewnych względów utrudnione.
W punkcie pierwszym zostanie sformułowany i rozwiązany problem rozdziału dla kwa

dratowego wskaźnika jakości przy ograniczeniach na wartość średnią i wariancję sterowa
nia. W punkcie drugim przy formułowaniu problemu zostanie wprowadzone ograniczenie 
na znak sterowania oraz podany sposób jego rozwiązania. Natomiast punkt trzeci za
wiera syntezę algorytmu rozdziału zasobów przy ograniczeniu na wartość średnią stero
wania oraz przy narzuconym prawdopodobieństwie na nieujemność sterowania. W punkcie 
czwartym zostaną krótko podsumowane wyniki uzyskane w tym  rozdziale.

2.1. A lgorytm  rozdziału  zasobów  przy ograniczeniach  
na w artość średnią i wariancję sterow ania [18, 24]

W rozdziale pierwszym sformułowano i rozwiązano problem rozdziału zasobów reali
zowanego w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej. Poniżej zostanie przedstawione 
rozwiązanie powyższego zadania dla przypadku skalarnego, ale przy dodatkowym ograni

czeniu na wariancję sterowania.
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Tak więc rozpatrywać będziemy system składający się z M  statycznych podsystemów 
o losowych zapotrzebowaniach z'n, pobierających zasoby u'n z magazynu zasilanego dopły
wem dn, jak to  zostało pokazane na rys. 1 w rozdziale pierwszym.

Niech model pomiaru w i —tym  podsystemie m a postać:

y'n = Zn + < ,  (2.1)
gdzie z'n jest zmienną losową reprezentującą zapotrzebowanie i- te g o  odbiorcy, zaś w‘n jest 
błędem pomiarowym.

Niech wskaźnik jakości, który należy minimalizować, wyraża się wzorem:
N  M

I  = E Z  E ( Q U 2 +  2 G ^ X  +  H'na %  (2.2)
n = 0 *=1

gdzie E  jest symbolem wartości oczekiwanej, Qin,G iJOH in są dane, zaś a ‘n(.) jest poszuki
wanym prawem sterowania, tzn. u‘n =  a ’n(.).

Sterowania u’n powinny spełniać następującą nierówność:
M

hmin ^  "I- dn y  ̂un n =  0,1, ..../V, (2.3)
1=1

gdzie hn,h min są rzeczywistą oraz minimalną wartością wielkości zasobów w magazynie, 
zaś dn reprezentuje dopływ do magazynu.

Oczywiście zadanie to może być rozwiązywane w strukturze jednopoziomowej z jednym 
decydentem, dysponującym informacją o zapotrzebowaniach odbiorców oraz informacją 
o aktualnym  stanie zasobów w magazynie i o prognozie dopływu. W ymaga to przesy
łania informacji z i do rozproszonych odbiorców. Poniżej zostanie rozpatrzony problem 
rozdziału zasobów rozwiązywany w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej przy zróż
nicowanej informacji pomiarowej decydentów, na podstawie której podejmują oni decyzje. 
Zakładamy przy tym, że na poziomie wyższym koordynator dysponuje w chwili n infor
macją a priori o param etrach statystycznych zapotrzebowań oraz informacją o aktualnym 
stanie zasobów w magazynie i prognozie dopływu. Na tej podstawie określa on wytyczne 
p'n, i =  1 ,2 ,..., M, przekazywane na poziom niższy. Lokalny decydent wyznacza osta
teczny przydział zasobów swojemu odbiorcy na podstawie wytycznej pj, oraz informacji

Vn-
Tak więc przez dopuszczalne prawa sterowania i —tego lokalnego decydenta będziemy 

rozumieć funkcje uJ, =  a'n(y'n,p'n), zaś przez dopuszczalne prawa sterowania koordynatora 
funkcje p'n = b'n(m n), gdzie m„ reprezentuje informację dostępną na poziomie wyższym w 
chwili n. Zakładamy przy tym, że funkcje te są związane następującymi ograniczeniami:

E\m„a'n{yln,p'n) = p'n, i — 1 ,2 ,..., M , n =  0 ,1 ,. . . ,W (2.4)

E \m „ K (y'n ,P n)-p 'n}2 = ^n(p 'n), i =  l ,2 ,. . . ,M , n =  0, 1, . . . ,N  (2.5)
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Przy poszukiwaniu praw sterowania koordynatora i lokalnych decydentów minimalizu

jących wskaźnik jakości (2.2) przyjmiemy, że

Z l. Zmienne losowe z'n,w'n występujące w modelu pomiarów (2.2) m ają rozkłady nor
malne o znanych parametrach

Z2. Zmienne losowe y'n, z'n są niezależne od m„

Z3. Wartości sterowań u'n należą do przestrzeni liczb rzeczywistych

Z4. Sterowanie u'n nie wpływa na wartości zmiennych yJn oraz z{ dla i /  j

2.1 .1 . R ozw iązanie problem u

Dla przyjętej struktury układu sterowania i dostępnej informacji oraz przy przyjętych 
założeniach, podobnie jak w rozdziale 1, zadanie poszukiwania optymalnych praw lokal
nych decydentów sprowadza się do minimalizacji w (2.6)

M
/ „ « , bn) =  E [m in£,mn +  2 G ; «  +  t f X J) U =t. (m„) (2.6)

.=i

przy ograniczeniach (2.4), (2.5), dla dowolnego dopuszczalnego zbioru funkcji bn\
“n =  K(yi,P'„), i =  1 ,2 ,...,W}, 6„ =  {6’n(m n), i =  1 ,2 ,...,M } .

Zadanie minimalizacji (2.6) przy ograniczeniach (2.4), (2.5) można zastąpić równoważ

nym zadaniem bez ograniczeń w postaci:

L°n =  min E [mn £ [ «  +  2G'nz'na'n + H t f  + 2\'na'n +  -  p'n) \  (2.7)
° n t= l

gdzie A^/ij, są mnożnikami Lagrange’a. Odpowiedni dobór tych mnożników zapewnia 

spełnienie ograniczeń (2.4), (2.5).
Przy założeniu Z4 zadanie poszukiwania minimum względem an — {a'n, i =  1 ,2 ,..., M }  

dekomponuje się na M niezależnych zadań w postaci:

L *  =  m in £ ,mn[Q X 2 +  2G‘nz'n<  + K < 2 + 2 A X  +  M  -  pj,)2] (2.8)
an

Problem minimalizacji (2.8) względem funkcji a'n można sprowadzić do znacznie prost

szego zadania minimalizacji względem zmiennej u'n w postaci:

L {:  =  E lmn m in £ k ,mn[ H y *  + 2G \u{X  +  Q \z*  +  2A >j, +  ^ ( <  -  pj,)2], (2.9)
un

gdzie £ jv. mn oznacza operację uśredniania warunkowego przy zadanym y'n, m n, zaś 
z'n =  £ iv, mnz'n =  £ |yji4 ,  co wynika z założenia Z2 i jest oceną z'n wyznaczaną przez

i—tego lokalnego decydenta.
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Z minimalizacji wyrażenia (2.9) względem u'n otrzymujemy:

W  +  ^ K  =  -A  in + ^ J n - G iX  (2.10)

W yliczając u'n z (2.10) i wstawiając do (2.4) obliczymy Aj,. Wówczas lokalne prawo 
sterowania i — tego lokalnego decydenta przyjmie postać:

<  = P n - ( K  +  ^ ) _1G ; ( 4  -  4 ) ,  (2.11)

gdzie z'n = E z \ .

W stawiając (2.11) do (2.5) wyznaczymy n \.  Ostatecznie, po wstawieniu tak obliczonego 
p'n do (2.11), otrzymamy:

<  = pj, +  4 ( 4  -  4)> (2.12)

gdzie k'n = o'* =  £ |m„(ź; -  ź; ) 2 =  E(z'n -  z 'J 2, co wynika z założenia Z2.
Jeśli rozpatrywać przypadek, w którym k'n nie zależy od p'n, to również wariancja ste

rowania (2.5) nie będzie zależeć od wytycznych koordynatora.
Zauważmy jeszcze, że przy braku ograniczenia (2.5) optymalne prawo lokalnego decy

denta m a postać:

«» = p i , -  ( ^ i ) " 1G,n( 4  -  4 )  (2.13)

W tym  przypadku wariancja sterowania wyrażona jest wzorem:

£|m„(al“ - p l ) 2 =  [(//;)-> G -]V ;2 (2.14)

Przy ograniczeniach (2.4), (2.5) i dla wariancji sterowania (2.14) algorytm zapewnia 
najmniejszą wartość wskaźnika jakości (2.2).

Obecnie rozpatrzymy przypadek, w którym założymy następujący związek między pa
ram etram i statystycznymi sterowania i zapotrzebowania:

£ |m X ( 4 ,p j , )  _  P’n _  4  ,

^ „ « ( J ć p j j - p -]2 Qn <  ’

W yznaczając z (2.15) i wstawiając do (2.12) otrzymamy:

<  =  pi. +  4 * P n (4  -  4 )  =  f f 4 .  (2. i6)

gdzie k'n'  =  i .
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Zauważmy, że wariancja sterowania u},0 zdefiniowana jako E\mn(u'° — p'n)2 zależy od 
zmiennych p'n obliczanych przez koordynatora. Poza tym  dla nieujemnych p'n i z'„ wartości 
sterowań u'n są również nieujemne.

Skonstruowany algorytm wymaga pojemności rezerwowej do realizacji lokalnego stero

wania .
Jeśli przez u* oznaczyć minimalną wielkość zasobów, dla której prawdopodobieństwo

tego, że K  < K  Przy zadanym p„ =  [p* ,p2, ...,p^ ] jest równe /3, to wykorzystując
(2.16) otrzymamy następującą zależność:

M M
p ( £  4*p i,(4  -  4 )  <  <  - E p i l p n )  = p  (2.i7)

i= i  *=i

Przy założeniu Z1 zmienna losowa z„ =  -  ź'n) ma rozkład normalny. Po jej
normalizacji zależność (2.17) można zapisać w postaci:

P{7n < — ) = /», (2-18)

gdzie A un =  u’ -  E fc i Pn, =  ^ ( E " i ( Ó n ) 2( 4  ~  4 )* . zaś 7„ jest zmienną losową o 
rozkładzie normalnym ./V(0, 1).

Wówczas wartość pojemności rezerwowej wynika z zależności:

A u„ = £ ( £ ( * n * ) 2( 4 - 4 ) 2*C (/* ). (2.1.9)
i= l

gdzie jest wartością funkcji odwrotnej do dystrybuanty dla zadanego /3, łatwo
wyznaczalną z tablic znormalizowanego rozkładu normalnego.

Zadaniem koordynatora jest określenie wytycznych p'n minimalizujących wskaźnik jako
ści (2.2) dla prawa sterowania a'^(y'n,p in) określonego przez (2.16) przy zmodyfikowanym 
ograniczeniu nierównościowym na wielkość zasobów w magazynie.

Po wstawieniu (2.16) do (2.2) otrzymamy:

I  = E [ £  J 2 (H 'nPn +  2G*n4P n  +  W  +  2G^ ; < 2 +  Qi . 4J) (2 2 0 )
n = 0  t = l

gdzie k'n =  k'n'p'n.
Jeśli strategia koordynatora przy wyznaczaniu p'n jest oparta na idei sterowania w ukła

dzie OLF, to wielkości te trzeba obliczać na bieżąco poprzez minimalizację na drodze 
numerycznej wskaźnika jakości 

n+N'  M
( Hi d!? +  2(71 żln!, +  H lk? * ?  + 2G)k‘,a “ + 05*,“ ) ^ .K  = £  £  (HK  + 2G' M n  +  H't k? a ?  +  2G\k]a?  +  Q } z i \  (2.21)

/= n  t= l
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przy ograniczeniach:

hmin +  A^n+j-1 ^  ^n+j|n> j  — li  2, - ) -  1 (2.22)

Pn+i\n > 0, i =  j  =  0 ,l,...,JV ', (2.23)

gdzie /i„+J|n jest oceną wielkości zasobów w magazynie w chwili n +  j  dokonaną przez
koordynatora na podstawie informacji m„. Ocena ta  może być wyznaczona z równania:

n+j-l _ n+j-1 M
^n+j|n =  ^n|n +  £  ^'|n ~  £  £P l|n>  (2.24)

/= n  l= n  t= l

gdzie hn|„ oraz dt\n są odpowiednio ocenami wielkości zasobów w chwili n oraz dopływu 
w okresie (/, l +  1), dokonanymi w chwili n.

Realizacja opracowanego algorytmu wymaga obliczeń numerycznych przy minimaliza
cji wskaźnika (2.21) i przesyłania wyznaczonych wytycznych pj, =  p j^ ,  i = 1, 2, ...,M  
poszczególnym decydentom lokalnym. W celu zmniejszenia wymiarowości zadania nume
rycznego i uzależnienia lokalnych praw sterowania od wytycznej jednakowej dla wszyst
kich podsystemów powyższy algorytm należy zmodyfikować. W tym  celu wprowadźmy 
zmienną zagregowaną zdefiniowaną jako:

M
e<|n =  (2.25)

;=i

reprezentującą wstępny przydział zasobów wszystkim podsystemom, obliczony przez ko
ordynatora. Przy zadanym e(|„ zadanie poszukiwania optymalnych wytycznych pj|n spro
wadza się do minimalizacji wskaźnika jakości 

M
h  = £|m„ £  { H \Ą n + 2G )z\Ą n +  H jk fa i2 + 2 G } k ^  + ęj z j 2) , .  , (2.26)

i=i < i "ii»

przy ograniczeniu (2.25). Po zastosowaniu metody mnożników Lagrange’a otrzymamy po 
przekształceniach:

Pif» =  - m  1 +  (* N ;) 2]}_1№  +  k r * ? )  +  A,] (2.27)
M

A/ =  - t f , { £ { t f / [ i  +  (fc;^;)2] } - ^ ; ^ ;  +  * ;v ;2) +  e»i„} (2.28)
j= l

M
Hi = { £ { # / [ 1  +  ( ^ ń 2] } '1} -1 (2.29)

i= l

Po wstawieniu (2.16) i (2.27)-(2.29) do wskaźnika jakości (2.21) będzie on zależał od 
zmiennej zagregowanej et\n, l =  n, n +  1,..., n +  N ’. W ten sam sposób można uzależnić 
zmienną A u; określoną przez (2.19) od e/|„.
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Zadanie koordynatora sprowadza się do numerycznego poszukiwania zmiennych zagre
gowanych e,|n, / =  n ,n  +  l , . . . ,n  +  N \  a nie wytycznych p)|„, l = n ,n  + l , . . . ,n  +  N 1, 
i - 1,2, Jeśli wartości wytycznych pj|n, l =  n ,n  +  l , . . . ,n  +  N \  wyliczonych
z (2.27)-(2.29) będą nieujemne, to na poziom niższy można przesłać An jednakowe dla 
wszystkich lokalnych decydentów, którzy są w stanie określić ostateczny przydział zaso
bów swoim podsystemom zgodnie ze wzorami (2.16) i (2.27).

2.1 .2 . P rzyk ład y

Przykład 1
Rozważmy system składający się z M  odbiorców (podsystemów), których zapotrzebo

wania z'n są zmiennymi losowymi o wartości średniej ż'n i wariancji a '2.
Niech wskaźnik jakości ma postać:

N  M

i = e Y  £ K - 4 ) W )  <2 -3°)
n = 0 t= l

Załóżmy, że y'n = z'n, co oznacza, że lokalny decydent zna zapotrzebowania swojego 
odbiorcy. Wówczas optymalne prawa sterowania wynikające z (2.16) wraz z (2.27)-(2.29) 
wyrażone są zależnościami:

ni = b z i (2.31)

p Ł =  p Łi,  =  * - £ t  (2-32)

1 M
A„ =  = j r — r r ( £ < - e n|„), (2.33)

1 Q n  1=1

gdzie <  =  1 +  ( j f ) 2-
Wartości zmiennych zagregowanych en\n należy obliczać na bieżąco poprzez minimali

zację wskaźnika (2.21), który po uwzględnieniu (2.27)-(2.29) ma postać:

n + N ’ I _  ip M  =i \2  
r  y  [Ck zk±. (2.34)

k= n L i = l \ a k )

przy ograniczeniach (2.22)-(2.24).
Porównując wzór (2.34) ze wzorem (1.50) z punktu 1.3.4.1 rozdziału 1 widzimy, że dla

ek\n = Y.iLi zl  wartości wskaźników są zerowe oraz u'° =  z'n. Oznacza to, że przy odpo
wiedniej pojemności rezerwowej zapotrzebowania odbiorców mogą być w tym przypadku 

w pełni zaspokojone.
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Przykład S

Rozpatrzmy system opisany w przykładzie 1. Ze sformułowania problemu wynika, że 
do realizacji algorytmu niezbędna jest pojemność rezerwowa w magazynie. Wyznaczmy 
wielkość tej pojemności przy założeniu, że zapotrzebowania z'n m ają rozkład normalny 
o wartości średniej ź'n = =  5‘ i odchyleniu standartowym a'„ =  a:n =  a*. Przy re
alizacji sterowania zgodnie z (2.16) pojemność rezerwowa wynika z (2.19) i opisana jest 
zależnością:

A”'' 7Mkf' w (2'35’
Widzimy, że pojemność rezerwowa zależy od decyzji koordynatora i zmniejsza się wraz 

ze wzrostem deficytu i wzrostem liczby odbiorców. Jeśli rozpatrzyć strategię sterowania 
bez ograniczenia (2.5), wówczas lokalne prawo sterowania wynika z (2.13) i dla wskaźnika 
jakości (2.30) ma postać u ‘n =  p‘n +  rj, — 5J,. Łatwo sprawdzić, że w tym przypadku 
pojemność rezerwowa wynika z równania:

A un =  s/M o’nF;n\ 0 )  (2.36)

Wartość tej pojemności nie zależy od wytycznej koordynatora, a zatem nie może być 
przez niego dobierana.

Przykład 3

Rozpatrzmy system rozpatrywany w przykładzie numerycznym zamieszczonym w punk
cie 1.3.4.1 rozdziału pierwszego. Wyniki symulacji dla tych samych danych przy realizacji 
algorytmu opracowanego w niniejszym rozdziale zamieszczone są w tabeli 2.1. Dla po
równania w tabeli tej zamieszczone są również wartości wskaźnika jakości otrzymane przy 
realizacji algorytmu opracowanego w rozdziale pierwszym (patrz tabela 1.1 w punkcie
1.3.4.1 rozdziału 1).

Tabela 2.1
Wyniki badań symulacyjnych dla przes. hor. N ' =  1

Średni dopływ
dn

Algorytm 
przy ogr. elastycznym 

na sterowanie 
wskaźnik

Algorytm 
przy dodatkowym ogr. na wariancję 

sterowania 
w skaźnik

Zn 0 0
0.9zn 4611 4361
0-8z„ 18650 18116

0.62żn brak rozwiązania 72280
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Z tabeli tej widać, że wyniki są porównywalne. Tym niemniej algorytm uwzględnia
jący ograniczenie na wariancję sterowania może być realizowany w warunkach większego 
deficytu. Wiąże się to z faktem, że wielkość pojemności rezerwowej jest sterowana przez 

koordynatora.

2.2. A lgorytm  rozdziału zasobów  przy ograniczeniach  
na w artość średnią i znak sterow ania [19]

W  punkcie 1.3 rozdziału 1 zostało sformułowane i rozwiązane metodą cen zadanie roz
działu zasobów dla przypadku wielowymiarowego. W niniejszych rozważaniach zostanie 
rozwiązane zadanie rozdziału zasobów dla przypadku skalarnego przy dodatkowym ogra

niczeniu na nieujemność sterowania.
Będzie rozpatrywany wskaźnik jakości opisany zależnością:

N  M

/  =  (2-37)
n=0 :=1

gdzie N  jest horyzontem sterowania, M  jest liczbą odbiorców, ł'n(.) reprezentuje straty 
wynikające np. z deficytu zasobów w okresie (n ,n  +  1), z ‘n - zapotrzebowania i —tego 
odbiorcy, zai u'n jest wielkością zasobów przyznanych i - te m u  odbiorcy na okres (n, n + 1).

Ograniczenia na wielkość zasobów w magazynie oraz na znak sterowania m ają postać:

M
hmin < h n + dn - Y  uj,, > 0, (2.38)

;=i

gdzie hn, hmin są aktualnym oraz minimalnym dopuszczalnym poziomem zasobów w ma
gazynie, zaś dn jest dopływem zasobów do magazynu.

Zadaniem jest tak rozdzielić zasoby pomiędzy odbiorców, aby wskaźnik jakości (2.37) 
przyjmował minimalną wartość przy ograniczeniach (2.38).

Podobnie jak w poprzednich rozważaniach zakładamy, że strategia sterowania jest re
alizowana w dwupoziomowej strukturze hierarchicznej z koordynatorem na poziomie wyż
szym i lokalnymi decydentami na poziomie niższym, którzy dysponują zróżnicowaną infor
macją. Rozpatrzymy przypadek, w którym koordynator dysponuje w chwili n informacją 
a  priori o param etrach statystycznych zapotrzebowań oraz informacją o aktualnym stanie 
zasobów w magazynie i prognozie dopływu, na podstawie których określa on wytyczną 
A„ przekazywaną na poziom niższy. Lokalny decydent wyznacza ostateczny przydział za
sobów swojemu odbiorcy na podstawie wytycznej A„ oraz informacji pomiarowej:

y ; = 3‘ ( Ć < )  (2-39)
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Tak więc przez dopuszczalne prawa sterowania i —tego lokalnego decydenta przyjmiemy 
funkcje u'n =  a'n(y'n, A„), zaś przez dopuszczalne prawa sterowania koordynatora funkcje 
An =  bn{&ni^n) oraz en — cn(hn, dn, 2n), gdzie 2n — [z^,2̂ j,...,z^ ]. Wielkość reprezen
tuje wartość średnią zapotrzebowania i —tego odbiorcy, zaś hn,d n są odpowiednio oceną 
aktualnej wielkości zasobów w magazynie oraz prognozą dopływu. Zakładamy przy tym, 
że funkcje te  są związane następującym globalnym ograniczeniem elastycznym:

M
en =  E\mn XI an(^n’ An)/ (2.40)

i=l
gdzie m n reprezentuje informację dostępną na poziomie wyższym.

W proponowanej strukturze sterowania oraz strukturze informacyjnej ograniczenie (2.38), 
podobnie jak w poprzednich rozważaniach, zostanie zastąpione zmodyfikowanym ograni
czeniem w postaci:

^min “I* A un ^  hn *4- dn en, cn ^  0, (2.41)

gdzie A un jest pojemnością rezerwową w magazynie niezbędną do realizacji sterowania 
optymalnego.

Przy syntezie algorytmu sterowania założymy, że

Z l. Rozkłady prawdopodobieństwa zmiennych losowych z'n,w'n występujące w modelu 
pomiarów (2.39) są znane;

Z2. Zmienne losowe y ’n, z'n są niezależne od m n;

Z3. Sterowanie u'n nie wpływa na wartości zmiennych y3n oraz z{ dla i ^  j;

Z4. Funkcja t'’ (y'n,u'n) = E\yiiiXJ'n[a'n(y'n, An), z'n] = E ^ nl'n(u'n, z'n) jest wypukła i różnicz- 
kowalna w sposób ciągły względem u'n dla każdego ustalonego y'n.

2.2.1. R ozw iązan ie problem u

Dla przyjętej struktury układu sterowania i dostępnej informacji oraz przy przyjętych 
założeniach, podobnie jak w punkcie 1.3.2 rozdziału 1, zadanie poszukiwania optymalnych 
praw sterowania lokalnych decydentów sprowadza się do minimalizacji wyrażenia

■Łń(3/ńX>An) =  £|v-,AnK ( < , < )  -  A„ujJ (2.42)

względem u‘n przy ograniczeniu u'n > 0. Mnożnik Lagrange’a An został wprowadzony do 
(2.42) w celu uwzględnienia ograniczenia elastycznego (2.40) przy minimalizacji wskaźnika 
jakości (2.37).
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Przy założeniu Z4 funkcja L'n{y'n,u'n,Xn) jest wypukła i różniczkowalna względem u'n. 
Zatem optym alna wartość sterowania ujf wynika z warunków Kuhna-Tuckera (koniecznych 

i wystarczających):

d K ( .)
du

dL 'n(-

> 0 (2.43)

=  0 (2.44)
" d*n

K  > 0 (2.45)

Warunki (2.43)-(2.45) są spełnione dla u'n° o postaci

u'° = max[0, a'n(y'n, A„)], (2.46)

gdzie a'n(.) jest rozwiązaniem równania:

=  0 (2.47)

Wynika to z faktu, że przy założeniu Z4 funkcja An) jest wypukła względem
u'n przy ustalonych wartościach pozostałych argumentów. Zatem jej pochodna cząstkowa
3^ U. jest niemałejącą funkcją argumentu u'n. Dla u'° =  max[0, a'n(y'n, A„)] zachodzi więc 

następująca zależność:

m i  >  (2.48)
|û =M'no du'n

Niech a*n(.) jest rozwiązaniem równania

dL^ A  =  o (2.49)
du'n K=aj,(.)

Przy zadanych y'n oraz An funkcja a'n(y'n, An) wynikająca z (2.49) może przyjmować 

następujące wartości:

1 . A„) <  0. W tedy u'° =  0, co oznacza, że

^  >d-W- =° (2-5°)
d u n  |u}°=0 d u n  K = o ^ ( . )

< 7 T T  =  0 (2-51)
dun |û =u*„«
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2 - Qń(yńi An) =  0. Wówczas uJ,“ =  0, co prowadzi do następujących zależności:

m  . m  (2.52)
9Un |U-=0 dUn |uj,=C-j,(.)

U d L itO  71

&U 'n |u '= u !
=  0 (2.53)

n “n

3 - Q'n(y’nt K )  > 0. W tedy u'n° =  aj,(.), a zatem

=  0 (2.54)
U U n  |u“>=aj,(.)

dL *
< ° W  = ° (255)uun K=u!»

Widać więc, że u“  zdefiniowane przez (2.46)-(2.47) zapewnia spełnienie (2.50)-(2.55), 
co pociąga za sobą spełnienie (2.43)-(2.45).

W stawiając (2.46) do ograniczenia elastycznego (2.40) można znaleźć związek między 
A„ i en, który w zależności od funkcji gęstości zmiennych losowych może nie mieć postaci 
analitycznej. W  takiej sytuacji również zależność wskaźnika jakości (2.37) od e„, 
n =  0 ,1 ,..., N  będzie wyznaczana numerycznie. Problem ten będzie zilustrowany na po
niższych przykładach.

2.2 .2 . P rzy k ła d y

Przykład, 1

Rozważmy system składający się z M  odbiorców zasobów, których zapotrzebowania są 
zmiennymi losowymi.

Niech wskaźnik jakości ma postać:

/  =  £ £  E k  -  < )fu. =0j,(.) (2.56)
n = 0 t= l

Załóżmy, że y'n =  z'n, co oznacza, że lokalny decydent zna zapotrzebowania swojego 
odbiorcy.

W ykorzystując (2.42), (2.46), (2.47) i (2.40) otrzymamy:

u'° = m ax(0, z'n -  A„) (2.57)
M

E \mn Tnax(0, z„ An) =  en (2.58)
i= 0

65

Po przekształceniach zależność (2.58) przyjmuje postać:

-M A n +  An £  / * “ fl(z i)d z i, -  £  f Xn z'J'n( z ^ d z l  = en -  £  4 ,  (2.59)
;= i  i = i J 0  i= i

gdzie f'n(z'n) jest gęstością prawdopodobieństwa zapotrzebowania z'n, zai z'n =  Ez'n.
Dla danej funkcji /ń(*ń) można w sposób analityczny lub numeryczny znaleźć zależność 

en od An tzn. funkcję e„(An).
W stawiając (2.57) do (2.56) otrzymamy zależność wskaźnika jakości od funkcji 

A„ =  6„(e„, zn) w postaci:

I  =  E  E E £ k [ « ( 0 , <  -  An) -  < ] 2 (2.60)
n = 0 i= l

lub po przekształceniach

/  =  £ E £ |m „ / » ,  (2-61)
n=0

gdzie

M . \ n M , \ n

i n = M \ i  + z  * ? f № ) d z i - x l Z  n (2-62)
i=i j ° i=i

Ostatecznie, zależność /„ (en) wynika ze złożenia funkcji en(An) i /„(An), wynikających 
odpowiednio z (2.59) i (2.62).

Jeśli strategia koordynatora przy wyznaczaniu en jest oparta na idei sterowania w ukła
dzie OLF, to  wielkość tę trzeba obliczać na bieżąco poprzez minimalizację wskaźnika 

jakości

n + N ’

/„* =  E  h  (2.63)
k=Tl

przy ograniczeniach (2.24)-(2.25).
Problemem do rozwiązania pozostaje jeszcze określenie pojemności rezerwowej A un, 

która zależy od gęstości prawdopodobieństwa zmiennej u'n. Dla rozpatrywanego przykładu 

zadanie to  zostanie rozwiązane poniżej.

Przykład 2
Rozważmy system opisany w przykładzie 1, w którym losowe zapotrzebowania odbior

ców m ają rozkład równomierny o parametrach [0,ftj,]. Wyznaczmy wartość strefy rezer
wowej A un zdefiniowanej jako A un =  E ^ i ( uńm<.x -  E\m„K)- Taka strefa zapewni reali
zację sterowania lokalnego z prawdopodobieństwem 1. Określenie pojemności rezerwowej 
zapewniającej realizację sterowania lokalnego z prawdopodobieństwem /? <  1 wymaga 
znajomości funkcji gęstości zmiennej losowej un =  YliL\ uńi którą można uzyskać poprzez 
złożenie rozkładów zmiennych losowych uJ,.
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Optym alne prawo sterowania u'n jest opisane zależnością (2.57). Można pokazać, że 
funkcja gęstości prawdopodobieństwa uJ, będącego dla koordynatora zmienną losową ma 
postać:

, j f  dla u =  0 
“  ' dla 0 <  u <  6‘ — AnrM = { t

*• >>n

Średnia wartość u'n wynika z wyrażenia:

E  u> _  [ b" A" fi tu< w u ' _  /  "? _  dla \n  < b'n

Zatem wielkość pojemności rezerwowej może być wyznaczona z zależności:

2 2b:=  (2-64)
■€/

gdzie J  =  {i : A„ <  6J,}.
Zauważmy, że wielkość pojemności rezerwowej zależy od zmiennej koordynującej A„, a 

zatem zależy ona od decyzji koordynatora.

Przykład 3
Rozpatrzmy system składający się z M  =  10 odbiorców z losowymi zapotrzebowaniami 

o rozkładzie równomiernym o param etrach [0,t/2], i = 1 ,2,.. . ,M . Zwiększenie liczby 
odbiorców (podsystemów) nie wprowadza dodatkowej złożoności obliczeń.

Zależności e„(A„), /„ (An) oraz A un(An) wynikające odpowiednio z (2.59), (2.62) i (2.64),
zostały wyznaczone numerycznie, zaś ich przebiegi są przedstawione na rys. 5 i rys. 6.

Funkcje /„(e„) i A un(en) wynikają ze złożenia funkcji /„ (An) i Au„(An) z funkcją e„(A„). 
Można je  aproksymować wielomianami o postaci:

/„  =  E a n ,.(e „ ) i (2.65)
1 = 0

Aun =  Y ,  V j ( en)3 (2.66)
j =o

Przebiegi funkcji aproksymujących 7„(en) oraz A un(e„) są przedstawione na rys. 7.
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Rys.5. Zależność en od A„ 
Fig.5. Dependence en on An

Rys.6. Zależność /„ i Aun od An 
Fig.6. Dependence /„ and A un on A„
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Rys.7. Zależność /„ i Au„ od e„ oraz ich aproksymacje 
Fig.7. Dependence /„, Au„ on en and their approximations

Jeśli strategia koordynatora przy wyznaczaniu zmiennej zagregowanej en jest oparta 
na idei sterowania w układzie OLF, to funkcje aproksymujące /„  oraz A un mogą być 
wykorzystane przy minimalizacji wskaźnika (2.63) przy ograniczeniach (2.24)-(2.25).

Z przeprowadzonych rozważań widać, że synteza algorytmu sterowania przy ogranicze
niu na znak sterowania jest dość skomplikowana. W następnym punkcie zostanie roz
wiązany problem, w którym "twarde” ograniczenie na nieujemność sterowania zostanie 
zastąpione "miękkim” ograniczeniem na prawdopodobieństwo wystąpienia takiego stero
wania.

2.3. A lgorytm  rozdziału  zasobów  przy ograniczeniach
na wartość średnią i praw dopodobieństw o w ystąp ien ia  
nieujem nych sterow ań

W rozdziale 1 dokonano syntezy algorytmu sterowania przy ograniczeniu elastycznym 
na wartość średnią sterowania. Dla kwadratowego wskaźnika jakości określono tam  lokalne 
prawa sterowania o postaci:

<  = P\ +  № - < ) , (2.67)
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gdzie współczynik k'n zależy od parametrów wskaźnika jakości, p'n jest wytyczną koordy
natora, zaś (z'n — ź'n) jest różnicą ocen zmiennej losowej z'n dokonanych na podstawie infor
macji dostępnej dla koordynatora i lokalnego decydenta. Z rozważań przeprowadzonych 
w rozdziale 1 wynika, że przy zwiększającym się deficycie na zasoby prawdopodobieństwo 
wystąpienia ujemnych sterowań uJ, wzrasta. Ponadto wielkość pojemności rezerwowej nie
zbędnej do realizacji sterowania optymalnego nie zależy od decyzji koordynatora, co w 
niektórych przypadkach może niekorzystnie wpływać na jakość sterowania. W punktach
2.1 i 2.2 niniejszego rozdziału sformułowano problemy tak, aby skonstruowane algorytmy 
nie miały tych własności. Synteza praw sterowania jest jednak bardziej skomplikowana.

W poniższych rozważaniach zostanie rozwiązany problem podobny do sformułowanego 
w rozdziale 1, w którym istotną rolę odgrywało ograniczenie elastyczne na wartość średnią 
sterowania lokalnego. Obecnie będziemy poszukiwać sterowania optymalnego u’n° z klasy 
sterowań liniowych w postaci (2.67). Naszym zadaniem będzie wyznaczenie takiego współ
czynnika k'n > 0 , przy którym prawdopodobieństwo wystąpienia nieujemnego sterowania 
jest zadane.

W dalszych rozważaniach będzie rozpatrywany przypadek skalarny.
Niech lokalne prawa sterowania m ają postać (2.67). Należy wyznaczyć takie k'n >  0, 

aby prawdopodobieństwo tego, że u‘n > 0 przy zadanym p'n równało się a, tzn.

P (<  > 0|pń) = (2-68)

W stawiając (2.67) do (2.68) otrzymamy:

=  i - «  (2-69)

lub

‘• = ir ^ k ^ ) p-‘KV- (2™’
Zauważmy, że dla zmiennych losowych o funkcjach gęstości równych zero dla ż'n < 0

i dla a  =  1 lokalne prawo sterowania opisane jest wzorem:

U" =  i i* '
Pn~' (2.71)

Taką postać lokalnego prawa sterowania otrzymaliśmy również w punkcie 2.1.1 niniej

szego rozdziału.
Pozostaje jeszcze problem wyznaczenia pojemności rezerwowej i wytycznych koordyna

tora. Dla prawa sterowania (2.67) przy k'n wynikającym z (2.70) problem ten był dyskuto
wany w punkcie 2.1.1 niniejszego rozdziału. Można więc powtórzyć rozważania prowadzące 
do zależności (2.17)- (2.29), w których za k'n’ należy przyjąć wielkość wynikającą z (2.70).
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Przykład
Rozpatrzmy system składający się z M  podsystemów, dla których zmienna losowa z'n ma 

rozkład normalny o wartości średniej ź 'n  =  i + 2 i odchyleniu standartowym a'n = (i 4- 2)/3. 
Dla takich danych prawdopodobieństwo wystąpienia ujemnych zapotrzebowań wynosi ok. 
0.001.

Niech wskaźnik jakości ma postać:

/  =  ^ r k - 4 ) U  (2.72)
n = 0  ś= l

zaś z \  = z'n.
Przy braku ograniczenia na prawdopodobieństwo wystąpienia nieujemnych sterowań 

lokalne prawo sterowania wyraża się wzorem (1.48) z rozdziału 1, tzn.

< = P 'n + (<  ~  Ó  (2.73)

Obliczmy wartość wytycznej p’n, dla której prawdopodobieństwo wystąpienia nieujem- 
nego sterowania uJ, wynosi a , tzn.

P ( <  > O K ) =  a  (2.74)

W stawiając (2.73) do (2.74) otrzymamy:

(2.75)

gdzie F “ 1 jest funkcją odwrotną do dystrybuanty zmiennej losowej z’n.
W tabeli 2.2 zamieszczone są wartości wytycznych p'n wynikające z (2.75), dla których 

prawdopodobieństwo wystąpienia nieujemnych sterowań lokalnych wynosi a .
Jak wiadomo, przy wzroście deficytu wartości wytycznych koordynatora maleją. Wyniki

zamieszczone w tab. 2.2 pokazują, że rośnie wówczas prawdopodobieństwo wystąpienia
ujemnego sterowania lokalnego.

Wartość pojemności rezerwowej zapewniającej realizację sterowania lokalnego (2.73) 
wynika ze wzoru (1.54) w rozdziale pierwszym,tzn.

A un =  F->(/?) -  X X ,  (2.76)
i=l

gdzie F~nl (f3) jest wartością funkcji odwrotnej do dystrybuanty zmiennej losowej 
z„ =  z 'n d la zadanego prawdopodobieństwa 0.
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Tabela 2.2
Zależność wytycznej koordynatora od prawdopodobieństwa wystąpienia 
nieujemnego sterowania lokalnego (2.73)

Nr podsyst. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Średnia ż ‘n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

W ytyczna p'n 
dla a  =  0.995 2.6 3.4 4.3 5.2 6 6.9 7.7 8.6 9.4 10.3
W ytyczna p'n 
dla o  =  0.990 2.3 3.1 3.9 4.6 5.4 6.2 7 7.7 8.5 9.3
W ytyczna p'n 
dla a  — 0.985 2.2 2.9 3.6 4.3 5 5.8 6.5 7.2 7.9 8.7
W ytyczna p'n 
dla q =  0.980 2 2.7 3.4 4.1 4.8 5.6 6.1 6.8 7.5 8.2
W ytyczna p'n 
dla ot =  0.950 1.6 2.2 2.7 3.3 3.8 4.4 4.9 5.5 6 6.6
W ytyczna p’n 
dla a  =  0.900 1.3 1.7 2.1 2.6 3 3.4 3.8 4.3 4.7 5

W naszym przypadku wartość średnia tej zmiennej wynosi żn = ż'n =  75, zaś 
jej odchylenie standartowe <r„ =  \ / £ ^ i  ej,2 =  8.4656. Przykładowe wartości Au„ dla 
zadanych prawdopodobieństw 0  są przedstawione w tabeli 2.3.

Tabela 2.3
Zależność pojemności rezerwowej od prawdopodobieństwa realizacji ste

rowania lokalnego (2.73)

Prawdopodobieństwo 0 0.995 0.990 0.985 0.980 0.95 0.9
Pojemność rezerwowa Aun 21.8 19.7 18.4 17.4 13.9 10.8

Przy zmniejszającym się prawdopodobieństwie realizacji sterowania lokalnego maleje 
wartość pojemności rezerwowej. Przy prawdopodobieństwie 0  -  0.995 stanowi ona 29% 
średniego zapotrzebowania systemu i maleje do 14% przy 0  =  0.9.



Przy narzuconym prawdopodobieństwie a  wystąpienia nieujemnego sterowania lokal
nego wielkość k'n występująca w (2.67) opisana jest równaniem (2.70). Zależy ona liniowo 
od p'n ze współczynnikiem fc". W tabeli 2.4 podana jest zależność k'n’ od a.

Tabela 2.4
Zależność współczynnika k'" od prawdopodobieństwa wystąpienia nieujemnego 
sterowania lokalnego (2.67)

Nr podsyst. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Współcz. k"  
dla a  =  0.995 0.39 0.29 0.23 0.19 0.17 0.14 0.13 0.12 0.11 0.10
Współcz. 

dla q =  0.990 0.43 0.32 0.26 0.21 0.18 0.16 0.14 0.13 0.12 0.11
Współcz. k"  

dla a = 0.985 0.46 0.34 0.28 0.23 0.20 0.17 0.15 0.14 0.13 0.12
Współcz. i "  

dla q =  0.980 0.49 0.36 0.29 0.24 0.21 0.18 0.16 0.15 0.13 0.12
Współcz. 

dla a  =  0.950 0.61 0.46 0.36 0.3 0.26 0.23 0.2 0.18 0.16 0.15
Współcz. k„ 

dla a  =  0.900 0.78 0.58 0.47 0.39 0.33 0.29 0.26 0.23 0.21 0.19

Przeprowadzono symulację pracy systemu przy zastosowaniu algorytmu opracowanego 
w niniejszym punkcie. Wyniki zamieszczone są tabeli 2.5. W tabeli tej zamieszczono też 
wyniki symulacji przy zastosowaniu poprzednio opracowanych algorytmów.

Tabela 2.5
Wyniki badań symulacyjnych dla JV' =  1, a  =  /3 =  0.9987

Średni dopływ
dn

Algorytm 
przy ogr. elastycznym 

na sterowanie 
wskaźnik

Algorytm 
przy dodatkowym ogr. na 

wariancję sterowania 
wskaźnik

Algorytm 
przy ogr. na prawd, 
realizacji nieuj. ster. 

wskaźnik
Zn 0 0 0

0.9 z„ 4611 4361 4393
0.8ż„ 18650 18116 18156

0.62ż„ brak rozwiązania 72280 72343
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2.4. U w agi końcowe
Celem rozważań przeprowadzonych w niniejszym rozdziale była synteza i analiza algo

rytmów rozdziału zasobów przy ograniczeniach na param etry statystyczne na znak lub 
prawdopodobieństwo wystąpienia sterowania lokalnego.

Do ich realizacji niezbędna jest pewna pojemność rezerwowa, która może być dobie
rana przez koordynatora. Jej wielkość maleje wraz ze wzrastającym deficytem zasobów 
w systemie. Ponadto algorytmy te zapewniają wystąpienie sterowania nieujemnego lub 
jego wystąpienie ze z góry zadanym prawdopodobieństwem. Niestety, złożoność i nakład 
obliczeniowy mogą w niektórych przypadkach stwarzać trudności w ich zastosowaniu.

W ydaje się jednak, że opracowane strategie stanowią alternatywę do prostszych al
gorytmów opracowanych w rozdziale 1, szczególnie przy większym deficycie zasobów w 
systemie, a wybór algorytmu będzie zależał od wyników badań symulacyjnych przepro
wadzonych na konkretnym modelu systemu.



ROZDZIAŁ 3

SY N T E Z A  A L G O R Y TM U  R O ZDZIAŁU ZA SO BÓ W  Z 
P E R IO D Y C Z N Ą  K O O R D Y N A C JĄ  [22, 23]

W rozdziale pierwszym opracowano algorytmy rozdziału zasobów realizowane w struk
turze dwupoziomowej, w których wyznaczanie wytycznych przez koordynatora i określanie 
ostatecznych decyzji przez lokalnych decydentów odbywało się z tą  samą częstotliwością. 
W niniejszym rozdziale zostanie dokonana synteza algorytmu sterowania w strukturze 
dwupoziomowej, w którym koordynator określa i przesyła wytyczne na poziom niższy z 
mniejszą częstotliwością w stosunku do sterowań wyznaczanych przez lokalnych decyden
tów. Taka strategia umożliwia więc dalsze zmniejszenie ilości informacji przekazywanej na 
poziom niższy.

Podobna idea sterowania oparta na periodycznej koordynacji została przedstawiona 
między innymi w [13], gdzie wytyczne są ocenami istniejącej interakcji pomiędzy podsys
temami.

W celu uniknięcia dość zawiłych przekształceń zostanie rozpatrzony przypadek skalarny, 
w którym na poziom wyższy nie jest przekazywana żadna informacja z podsystemów.

3.1. M odel system u

Model systemu jest bardzo podobny do tego, jaki przedstawiono w rozdziale pierwszym. 
System ten składa się z M  niepowiązanych, rozproszonych podsystemów (odbiorców) 
pobierających zasoby z magazynu. Zapotrzebowania odbiorców z ’n, i — l ,2 ,... ,A f  są 
zmiennymi losowymi o znanych funkcjach gęstości prawdopodobieństwa.

Model pomiaru w i-tym  podsystemie m a postać:

yń =  ffń(zń X ) .  (3-1)

gdzie w'n jest błędem pomiarowym.
Jedynym ograniczeniem nierównościowym branym pod uwagę przy realizacji sterowania 

jest ograniczenie na wielkość zasobów w magazynie.
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Niech wskaźnik jakości wyrażający straty  w systemie wynikające np. z niedostarczenia 
odbiorcom odpowiedniej wielkości zasobów ma postać:

n l - i  M

i =  £  L ( < - 4 ) 2 (3 .2)
n = 0  t = l

gdzie z'n reprezentuje zapotrzebowanie i —tego odbiorcy w okresie (n ,n  +  1), aj,(.) jest 
poszukiwanym prawem sterowania minimalizującym wskaźnik jakości (3.2), n jest pod
stawowym okresem, zaś N L  — 1 jest horyzontem sterowania. Bliższe znaczenie L  zostanie 
wyjaśnione w dalszej części rozdziału. Wprowadzenie innej postaci kwadratowego wskaź
nika jakości nie powoduje dodatkowych trudności obliczeniowych.

Zadaniem jest tak rozdzielać zasoby pomiędzy odbiorców, aby wskaźnik jakości (3.2) 
przyjmował minimalną wartość przy ograniczeniach:

M

hmin < h n + dn - J 2 <  (3-3)
1=1

3.2. S truktura układu sterow ania i dostępna inform acja

Zakładamy, że decyzje o rozdziale zasobów podejmowane są w dwupoziomowej struk
turze hierarchicznej. Na poziomie niższym lokalni decydenci określają ostateczne decyzje 
u'n, i =  1, 2, z częstotliwością zdefiniowaną przez jednostkę czasu dyskretnego
n =  0 ,1 ,..., N L  — 1. Natomiast na poziomie wyższym koordynator wyznacza i przesyła 
lokalnym decydentom wytyczne p'k , i =  1, 2,..., M , z mniejszą częstotliwością, wynikającą 
z jednostki czasu dyskretnego przyjętego na tym  poziomie. Za czas dyskretny obowiązu
jący na poziomie wyższym przyjmuje się część całkowitą ułamka tzn. k. =  gdzie
L jest stosunkiem częstotliwości, z jakimi są podejmowane decyzje przez koordynatora i 
lokalnych decydentów. W dalszej części rozważań dyskretne czasy na obu poziomach będą 
oznaczane odpowiednio przez k. — 0 ., l . ,. .. ,( iV — 1). oraz n — 0, 1,..., N L — 1 jak to zostało 
pokazane na rys. 8.

Decyzje u'n o przydziale zasobów i-temu odbiorcy podejmowane są w chwilach 
n =  0,1, . . . ,N L  — 1 przez i-tego lokalnego decydenta na podstawie informacji y'n oraz 
wytycznej koordynatora p'k , gdzie kL  < n < (k + 1 )L.

Koordynator określa wytyczne p'k na podstawie informacji m k, o wielkości zasobów 
w magazynie, o przyszłym dopływie zasobów do magazynu oraz o znajomości średnich 
zapotrzebowań odbiorców.

77

0. 1. 2. k. (k+1). (N -l).

I I I I i  l - M - 4  i  { - - I cz as*
0 1 2  3 4 5 6 kL (k+1)L (N-l)L NL-1 77time

Rys.8. Skale czasu obowiązujące na dwu poziomach sterowania 
Fig.8. Decision-making frequencies

3.3. Sform ułow anie problem u

Z przyjętej struktury układu sterowania i struktury informacyjnej wynika, że za do
puszczalne prawa sterowania lokalnych decydentów i koordynatora możemy przyjąć funk
cje u'n =  a'n(y'n,p'k ) oraz p \ =  b'k (m k.), z których każda odwzorowuje odpowiedni zbiór
zmiennych y ’n,p'k. i m*. w odpowiedni zbiór decyzji u'n i p'k . Zakładamy przy tym, że 
funkcje te spełniają ograniczenie elastyczne w postaci:

( * + l ) Ł - l

E \m, ż  a'n(y'n’Pk.) =  P/t.- p'k. > 0  (3.4)
n=kL

Wprowadźmy również wtórny wskaźnik jakości

N L - 1 M

I(a ,b) = E  Z  E k ( j > i . ) - 4 ] J, (3.5)
n=0 i= l

gdzie E  jest symbolem wartości średniej, a = { a l,.. .,a tNL_1,.. .,a ( f , .. .,a  jvL_i),

^ =  {^o.i •••! Ą n - \ ) . i  i •••! *(%■—ł).} -  

Przy poszukiwaniu praw sterowania, koordynatora i lokalnych decydentów, minimali
zujących wskaźnik jakości (3.5), przyjmiemy, że

Z l .  Zmienne losowe z'n,w'n występujące w modelu pomiarów (3.1) m ają rozkłady o zna
nych parametrach.

Z2 . Zmienne losowe y'n, z'n są niezależne od m*. dla kL < n < (k + 1 )L.

Z3. Wartości sterowań uJ, należą do przestrzeni liczb rzeczywistych.

Z4. Sterowanie u'n nie wpływa na wartości zmiennych yJn oraz zJn dla i ^  j .
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Ponieważ zmienna u'n = a'n(y'n, p‘k ) jest dla koordynatora zmienną losową oraz podej
muje on decyzje w chwilach k. =  0., 1 . , (N  — 1)., więc przy wyznaczaniu wielkości p'k 
ograniczenie w postaci (3.3) nie może być brane pod uwagę. Proponuje się jego modyfi
kację w postaci:

M

hmin + Au*. <  hk. +  <4.- £ p * . ,  k. = 1., 2-,... (3.6)
i=i

gdzie Au*, jest tzw. pojemnością rezerwową w magazynie, A*., (i*, są ocenami zasobów w 
magazynie oraz dopływu dokonanymi przez koordynatora w chwili k..

Istnienie pojemności rezerwowej wynika z ograniczenia elastycznego i było dyskutowane 
w poprzednich rozdziałach.

Naszym zadaniem jest znalezienie wśród dopuszczalnych praw sterowania takich funkcji 
a i b, które minimalizują wskaźnik jakości (3.5) przy ograniczeniach (3.4) i (3.6).

3.4. R ozw iązan ie problem u

Dla przyjętej struktury  układu sterowania i dostępnej informacji oraz przy przyjętych 
założeniach, podobnie jak w rozdziale pierwszym, zadanie poszukiwania optymalnych 
praw sterowania i-tego lokalnego decydenta o-'^(y'n,p'k ), kL  < n < (k + 1 )L sprowa
dza się do minimalizacji wskaźnika jakości

(*+i)L-i
£  k o / ; ,? ! . ) - * * ] 2 (3.7)

n = kL

względem funkcji a^(.) przy ograniczeniach:

E \m* “ń(yń,Pt.) =  cńP*- Pk. > 0 ,  kL < n < (k + 1 )L  (3.8)
(* + l)L - l

£  4  =  1 (3.9)
n = kL

Współczynniki c'n zostaną wyznaczone w dalszej części rozważań.
Oznaczmy przez

S'n(rnk.,p'k ,c'n) = m in £ |mt [a'n{y'n,p'k.) -  < ] 2, kL  < n  < { k  + \)L  (3.10)
“k

(* + l)Ł - l

5 i . ( - ) =  £  s i ( . )  ( 3 . i i )
n = kL
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Wówczas optymalne prawa a'°(.) wynikają z minimalizacji (3.10) przy ograniczeniu
(3.8). Zadanie to  sprowadza się do minimalizacji w (3.12)

Ą (" U .,p i . ,<£, К )  = т п Щ m, [ ( <  -  < ) 2 +  2 A j(<  -  c> i.)], (3.12)
a n

gdzie AJ, jest mnożnikiem Lagrange’a.
Podobnie jak w rozdziale pierwszym zadanie (3.12) poszukiwania minimum względem 

funkcji a’„ można sprowadzić do znacznie łatwiejszego poszukiwania minimum względem 
zmiennej u'n w następującym wyrażeniu:

Ą("»*.,Pfc,<4, Aj.) =  Щт„. m i n [ ( u *  -  zj 2 +  2A > j  -  c ^ . ) ]  (3.13)
uń

Dokonując operacji uśredniania w (3.13), a następnie różniczkując otrzym aną zależność 
względem u'n i przyrównując pochodną do zera otrzymamy:

<  =  Ą  -  Aj, (3.14)

gdzie z ‘n jest oceną zmiennej z \  dokonaną przez i-tego lokalnego decydenta na podstawie

informacji y'n, tzn. ź'n = Щу-„г'п.
Podstawiając (3.14) do (3.8), obliczając Aj, i wstawiając je do (3.14) otrzymamy opty

m alną postać lokalnego prawa sterowania

u?=ó4.+(ii-ń), (315)
gdzie z*n =  Ez'n.

W stawiając (3.15) do (3.10) możemy (3.11) zapisać w postaci:

(Ar+1)L-1

s i =  £  [(Cj p i . - o 2 + ^ , ( 4 - 4 ) 2] (3.16)
n= kL

Minimalizując (3.16) względem cj, n = k L ,k L  + 1 ,..., [k +  \)L  -  1 przy ograniczeniu

(3.9) otrzymamy:

,  _ ń .  +  L K - ^ - ' Ż  (317)
Ы

Po wstawieniu (3.17) do (3.16) otrzymamy: funkcję S'k (.) w postaci

, (łfc+l)Z ,-l ( * + l ) L - l

■$*.(•)=  т ( р ' к .  —  £  Ż ) 2  +  E \ ™ ,  £  ( < - 4 ) 2 (зле)
п - k L  n - k L
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Zadanie wyznaczenia przez koordynatora wytycznych p \ , i =  1 , 2 , M, 
n. =  0., 1. , ( N  — 1). sprowadza się do minimalizacji wskaźnika

(N—i), m

I  = E  £  2 X ( . k = > , (m„,) (3.19)
n .=0. t= l

względem funkcji b'n przy ograniczeniu (3.6). Jedną z możliwości rozwiązania jest wy
korzystanie idei sterowania w układzie otwartym ze sprzężeniem (OLF) z przesuwnym 
horyzontem N \  o której była mowa w rozdziale pierwszym.

Zgodnie z tą  ideą w chwili n. koordynator wyznacza wartości zmiennych p'k |n , 
k. =  n., (n +  1),...., (n +  N 1)., i =  1, 2,..., M , które minimalizują wskaźnik:

,  (n + N 1). M

4*. =  t  E  E ( p l . | n . - 4 )2 (3.20)
■k *.=n. i=l

przy ograniczeniach

hmin + Au(n+j_!). <  A(„+J.).|n., j  =  1 ,2 ,..., Ar' +  1 (3.21)

p'(n+i).|™. >  ° , t =  l , . . . ,M , i  =  0 ,l,. .. ,iV ', (3.22)

gdzie źj, =  J2i=nL L_1 ^(n+j).|n. jest predykcją wielkości zasobów w magazynie w chwili
(n +  j ) . ,  dokonaną przez koordynatora na podstawie informacji m n,. Ocena ta  może być
wyznaczona z równania:

(n+j-l). _ (n+j-l). M
^(n+j) ln. =  hn.\n. +  E  ^*-|n. ~  E  E p * .|n .’ (3.23)

fc.=n. h.= n. t = l

gdzie oraz <4 .|n. są odpowiednio ocenami wielkości zasobów w chwili n. oraz dopływu
w okresie [k .,(k  + 1).), dokonanymi w chwili n..

W celu zmniejszenia ilości obliczeń (numerycznego poszukiwania p'k ,n , i = 1 ,2 ,...,M , 
k. = n .,(n  + 1).,..., N 1., prowadzonych w chwili n. przez koordynatora, możemy wprowa
dzić zm ienną zagregowaną e*.|n., zdefiniowaną przez

M
e*.|n. =  E rit.ln .- k - = n .,(n  + l) . , . . . , ( n  + N 1). (3.24)

i=l

Wówczas możemy znaleźć analityczną postać prawa sterowania pjf|n =  b‘k \n  (m n ) poprzez 
minimalizację wyrażenia

h . =  -  Ą ) 2 (3.25)

względem |n przy ograniczeniu (3.24).
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Po zastosowaniu metody mnożników Lagrange’a otrzymamy:

p   \r^M - i
- jo    ~ł i k.\n. 2—,i= l k. / o
Pk.In. -  zk. + ----J j   (3.26)

Zadanie numerycznego wyznaczania wartości zmiennych zagregowanych e*.|n., 
k. =  n ., (n +  1).,..., (n +  N '). sprowadza się do wstawienia (3.26) do (3.20) i minimalizacji 
wskaźnika jakości (3.20) zapisanego w postaci:

,  (n + N ' ). M

C  =  T w  E  ( « M » . - E 4 . ) 2 (3.27)
f c .= n .  1 = 1

przy ograniczeniach

( n + i - i ) .  _ ( n + j - i ) .

h m in  "ł" ^ ( n + j - 1 ) .  ^  f t(n + j) . |n . =  ^ n . |n .  +  ^fc |n . — ek.\n.
k.= n. k.= n.

C(„+>-i).|n. >  o, j  = 1 ,2 , . . . / / '+  1 (3.28)

Z (3.26), (3.17) i (3.15) wynika, że w tym przypadku lokalne prawo sterowania ma 
postać:

<  =  2;  + A*., n =  k L ,k L  + l , . . . , ( k  + l ) L - l ,  (3.29)

gdzie Afc. opisane jest wzorem:

A*- = e*:'n' ~Jt=l 21 (3'3°)
Tak więc w przypadku, gdy po numerycznym wyznaczeniu przez koordynatora e*.|n , 

a następnie z (3.26) obliczeniu p\ |„ , i =  1,2, ...,M , k. =  n .,(n  +  l ) . , . . . , (n  +  N ')., 
okaże się, że są one nieujemne, to na poziom niższy wystarczy przesłać jedną wspólną dla 
wszystkich lokalnych decydentów wartość wytycznej A*..

Pozostaje jeszcze problem wyznaczenia pojemności rezerwowej Au*., występującej w 
(3.28).

Niech umk oznacza minimalną wielkość zasobów, dla której prawdopodobieństwo tego,

że uń -  uk. Przy zadanym e*.|*. jest równe /?, tzn.

(k+l)L-l M
P ( E  E < < « : > m * . )  =  /? (3.31)

n = kL  *=1

W ykorzystując (3.15) możemy (3.31) zapisać jako:

( * + l ) L - l  M
p [ E  E ( ^ - < ) < K . - ^ . ) K . \k) =  0  (3.32)

n = kL  t= l
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Z (3.32) wynika, że

( k + l ) L - l  m

A uk. = F r ' ( f ) ) -  £  I X  (3.33)
n= kL 1=1

gdzie F f* (p )  jest odwrotnością dystrybuanty zmiennej losowej i*. =  Y^nŻkLL l *'n-
W [22, 23] podano rezultaty badań symulacyjnych, z których można wyciągnąć wnioski 

analogiczne do tych, jakie sformułowano na końcu rozdziału pierwszego.

ROZDZIAŁ 4

A L G O R Y T M Y  STER O W A N IA  DLA D Y N A M IC Z N Y C H  
PO D SY ST E M Ó W

W poprzednich rozdziałach pracy dokonano syntezy i analizy algorytmów rozdziału 
zasobów dla systemów składających się ze statycznych podsystemów. W dalszych rozwa
żaniach zostaną opracowane algorytmy rozdziału zasobów dla systemów składających się z 
dynamicznych podsystemów opisanych liniowymi równaniami różnicowymi i dla kwadra
towego wskaźnika jakości. Algorytmy te mogą być wykorzystane również w zagadnieniach 
sterowania optymalnego wielkimi systemami w warunkach losowych, przy zróżnicowanej 
informacji poszczególnych decydentów.

W pierwszej części niniejszego rozdziału zostanie sformułowany problem sterowania, 
którego częściowe rozwiązanie znajduje się w [34]. W pracy tej wyprowadzone są opty
malne prawa sterowania, z których wynika, że zarówno decyzje lokalnych decydentów, 
jak i koordynatora zależą między innymi od ocen stanu wyznaczanych przez lokalnego 
decydenta i koordynatora. O ile oceny wyznaczone przez lokalnych decydentów można 
otrzymać stosując klasyczne równania filtru Kalmana [61], to równania ocen wyznaczo
nych przez koordynatora wymagają istotnej modyfikacji równań klasycznych. Wynika to 
z faktu, że występujące w równaniu stanu sterowanie jest dla koordynatora zmienną lo
sową generowaną przez postać prawa sterowania lokalnego decydenta. Zagadnienia te będą 
omawiane w pierwszej części niniejszego rozdziału.

W rozdziale trzecim dokonano syntezy i analizy algorytmu sterowania dla skalarnego 
systemu statycznego i szczególnej postaci kwadratowego wskaźnika jakości, realizowanego 
w strukturze dwupoziomowej, przy zróżnicowanej częstotliwości podejmowania decyzji na 
obu poziomach. W drugiej części niniejszego rozdziału zostaną przeprowadzone podobne 
rozważania, ale odnoszące się do wektorowego systemu dynamicznego i ogólnej postaci 
kwadratowego wskaźnika jakości.
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4.1. A lgory tm  sterow ania dw upoziom ow ego przy tej sam ej 
często tliw ości podejm ow ania decyzji [21]

4.1 .1  O pis system u

Rozważmy duży system składający się z M  podsystemów, z których każdy opisany jest 
równaniem stanu

Łn+1 =  A‘ x' + B 'u ' + w'n n  1 Tl n  1 n (4.1)

oraz równaniem wyjścia

y'n = C'nx ‘n + r'n, i =  1 ,2 ,...,M , (4.2)

gdzie x'n,u'„ są wektorami stanu i sterowania o odpowiednich wymiarach, y'n jest wektorem 
wyjścia, zaś reprezentują zakłócenia stanu oraz pomiaru.

Zakładamy, że zmienne losowe w'n oraz r'n są gaussowskimi białymi szumami niezależ
nymi od ivJn, r ]n, i j ,  i , j  = 1,2, . ..,M  oraz od innych zmiennych dla k < n. Warunek 
początkowy xó jest również białym szumem gaussowskim niezależnym od Xg, i ^  j , 
i , j  =  1,2, Przyjmujemy także, że dane jest Ex'0 oraz Ew'n — 0, Er'n =  0. Dane są 
również macierze kowariancji W„ =  Ew'nw'J, /Jj, =  Er'nr 'J  oraz X'Q =  Ex'0x'0r .

Wskaźnik jakości, który należy minimalizować, ma postać:

N  M

i  =  E  E K T Q '*<  +  2< T < Ż <  +  h 'm , (4.3)

gdzie macierze ci,
G'T HI

dodatnio określone.

są symetryczne, dodatnio półokreślone, zaś macierze H'n są

4.1 .2 . S truk tu ra  układu sterow ania i d ostępn a inform acja

Algorytm sterowania zależy od przyjętej struktury układu sterowania i dostępnej in
formacji. W dalszych rozważaniach przyjmiemy strukturę dokładnie opisaną w punkcie
1.2 rozdziału pierwszego. Tak więc założymy, że sterowanie realizowane będzie w dwu
poziomowej strukturze hierarchicznej z koordynatorem na poziomie wyższym i lokalnymi 
decydentami na poziomie niższym, dysponującymi zróżnicowaną informacją.

Lokalny i —ty decydent otrzymuje w chwili n informację y'n wynikającą z (4.2), prze
twarza ją  do wektora

m i = D'ny i  = ń * n  + <  (4-4)

o wymiarze mniejszym w stosunku do wektora y'n i przesyła na poziom wyższy.
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Przyjmujemy , że i-ty lokalny decydent zna w chwili n swoje poprzednie decyzje u'k, 
k =  0,1, ...(n — 1) oraz dysponuje informacją pomiarową yj, =  [y'J y'-̂ ■■■y'̂ ]T■ Natomiast
koordynator zna w chwili n swoje poprzednie wytyczne p'k, k =  1, 2, ...,(n  — 1) oraz
dysponuje informacją m n =  [mJT m ^T ...m ^IT]T, gdzie m „ =  [mJ,T m \r ...m 'J]T.

4.1 .3 . Sform ułow anie i rozw iązanie problem u

Przez dopuszczalne prawa sterowania i-tego lokalnego decydenta będziemy rozumieć 
funkcje u'n =  ań(y{,,pj,). Natomiast przez dopuszczalne prawa sterowania koordynatora 
będziemy rozumieć funkcje p'n = b'n(m n).

Dodatkowo zakładamy, że powyższe funkcje spełniają ograniczenia:

^ |m „<(yk-PÙ ) = P ń . i =  l ,2 , . . . ,M  (4.5)
M
] E P n = ^n|n’ n =  0 ,1 ,. . . ,N, (4.6)
i= l

gdzie e„|„ =  £ |mn a ^ y j^ p j j  oznacza wytyczną koordynatora wyznaczoną w chwili 
n na podstawie informacji m„ i będącą oceną sumy sterowań lokalnych decydentów reali
zowanych w okresie (n, n +  1).

Przy przyjętej strukturze informacyjnej oraz strukturze układu sterowania wskaźnik 
jakości (4.3) nie może być minimalizowany. Wprowadzamy więc wtórny wskaźnik jakości

/ ( a , 6) =  £  E  E K < TQ l<  +  2x'TG X  +  / /> • ]„ .  =oji[y, iji(mn)], (4.7)
n = 0 i= l

gdzie a =  { a j ,a j , . .. ,a j ^ , a j } * , a f  oraz b=  {6j , 6} ,... ,6} „ ... , 6̂ , 6f
W czasie syntezy układu sterowania należy wybrać wśród dopuszczalnych praw stero

wania takie, które minimalizują wtórny wskaźnik jakości (4.7) przy ograniczeniach (4.5) i

(4.6).
W [34] wyprowadzono optymalne prawa sterowania lokalnych decydentów uJ, — aJ^yJj, p'n) 

i koordynatora p'n =  6J,(mn).
Prawo sterowania i-tego lokalnego decydenta m a postać:

t ^ p l - r à - ’O ^ - i i , ) ,  (4.8)

gdzie źj, =  ïj, =
Macierze V^,0'n są zdefiniowane przez V< = H'n + B ? S 'n+1B'n, 0 \  =  G ?  + B ?  S'n+iA i,

zaś macierz S'n+l jest obliczana z równania Riccatiego

S'n = 0'n + A-J,S U iK  ~  ° n  '(V2)“ ł O i (4.9)

z warunkiem końcowym S'n + i  ~  0-
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Prawo sterowania koordynatora opisane jest zależnością: 

pn = - W ? { ( U nx n + B Tn £  L”k+1ek
fc=n+1

- / r ^ n*[en|n -  I W - \ U nx n + B l  £  £ J+l «*|»)]}1 (4.10)
fc=n+l

gdzie pn =  [p1/  p2J . . . p ^ T]T, xn =  [zJJ x 2J . . . x ^ T]T, x n = E [mnx n, 

e/t|n =  £|m„ E " i 4(y*k,pŁ) oraz

Wn =  +  fl^(5„+i +  M n+l)B n (4-11)

Un = GTn +  B j (5 n+1 +  Mn+1)A„ (4.12)

W :  =  ( / ^ „ - 1/ T) - 1 (4.13)

Macierze i4n, B n,G n, Hn, Sn+1 są macierzami blokowo-diagonalnymi, zawierającymi od
powiednio A'n,B'n,G xn,H'n, S ln, i =  1,2, Macierz /  =  [1 , 1,..., 1], gdzie 1 jest ma
cierzą jednostkową r x r  wymiarową, zaś r jest wymiarem wektora sterowania u’n.

Macierze M n+\ oraz Lk+l spełniają następujące równania:

M„ =  O l V - l On +  A TnM n+lA n -  U lW ~ xUn +  U lW - l I TW :iW ~ xUn (4.14)

z warunkiem końcowym M \+ \ =  0.

K  =  UTn w ; ' i Tw :  (4.15)

L \  =  -  l ] 5 nr LJ+l +  * >  n, (4.16)

gdzie macierze On i V„ są blokowo-diagonalne, zawierające odpowiednio macierze 0'n oraz 
Vn‘, zaś 1 jest macierzą jednostkową M r  x M r  wymiarową.

Optymalne wartości zmiennych ek\n, k > n, n = 0 ,1 , . . . ,N  można wyznaczyć z 
minimalizacji odpowiedniego wskaźnika jakości, którego postać jest przedstawiona w [34].

Ze wzorów (4.8) i (4.10) wynika, że wytyczne koordynatora i lokalnych decydentów 
zależą między innymi od ocen stanu wyznaczanych na bieżąco na podstawie dostępnej 
informacji. Sposób wyznaczania tych ocen zostanie przedstawiony poniżej. W rozważa
niach tych założymy, że zmienne losowe w'n,r'n występujące w równaniu stanu (4.1) i 
równaniu pomiaru (4.2) oraz stan początkowy x 0 są białymi szumami niezależnymi od 
siebie, o zerowych wartościach średnich i znanych macierzach kowariancji. Założenia te 
nie zm niejszają ogólności rozważań. Wyprowadzone wzory będą użyteczne w przypadku 
braku powyższych założeń [61].
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4 .1 .4 . R ów nania filtracji stanu do w yznaczania ocen  x„

Z opisu modelu i—tego podsystemu oraz faktu, że lokalny decydent zna w chwili n 
wektor informacji yj, oraz ciąg poprzednich swoich decyzji uJ,,uJ,..,u'„_, wynika, że do 
wyznaczenia oceny fj, =  E. \ x'n można stosować równania klasycznego filtru Kalmana 
[61]. W yrażają się one następującymi wzorami:

+  b x  +  K +i\v U i -  c i + i ( 4 &  +  (4.i7)

K  = Pt^-iC? {C iP& .tC?  +  K r 1 (4.18)

Pi |n-i =  A U P L A  +  K - 1 (4.19)
P i = { l - K i lCil) P ^ _ l , (4.20)

gdzie P 'n|n_j =  £ [ ( <  -  -  i - ,n_ i)T], £i|n -i =  ^x\j,,

P'n — F[(xJ, — x'n)(x'n -  i j l)r ], zaś 1 jest macierzą jednostkową.
Za warunek początkowy dla równania (4.17) należy przyjąć if, =  K'0y'Q, natomiast 

warunek początkowy dla zależności (4.18) i (4.20) określony jest jako Pói-i =  -^o-
*

4.1 .5 . R ów nania filtracji stanu do w yznaczania ocen x„

Z poprzednich rozważań wynika, że sterowanie u'n, będące dla z—tego lokalnego decy
denta zmienną decyzyjną, jest dla koordynatora zmienną losową. W stawiając (4.8) do 
(4.1) otrzymamy:

* U i = A > ‘n + K ń  + [G i(Ą  -  * i)  +  < ] ,  (4.21)

gdzie G‘n = - B U Y * ) - '# .
Zmienną decyzyjną dla koordynatora jest wielkość p'n, natomiast wyrażenie ujęte w [.] w

(4.21) jest dla niego zakłóceniem. Naszym zadaniem jest wyznaczenie oceny x'n =  E^m\ x'n.
Postępując podobnie jak w [61] możemy, dla modelu opisanego równaniami (4.21) i

(4.4), zapisać równanie filtru Kalmana w postaci:

®n+i =  *n+i|n +  An+i(m ->+i — ^n+iln)! (4-22)

gdzie:

K +1 =  Ą +n „ ^ + i(^ +i ^ +i | n ^ .  +  K ) - 1 (4.23)

Ą+l|n = ■£(*!i+l|n^n'+l|n) (4.24)

* n + l |n  =  Xn+1 — *„+l|» (4.25)

^ń+l|n — (4.26)

^ń+lln = '̂|mnmń+l (4-27)

E ^ E ^ J Z ) (4.28)



Zależność (4.22) można też zapisać w postaci:

+  B'np l + K'n+1 K +1 -  F ‘+1( 4 X  +  B - p ')] (4.29)

Do wyznaczenia wzmocnienia filtru K ‘n+1 należy więc określić postać macierzy Ą +1|n-

4 .1 .5 .1 . W yzn aczen ie  m acierzy Pń+1|n
Macierz kowariancji •^ń+l|n zdefiniowana jest przez (4.24). Odejmując stronami równania

(4.21) i xj,+1|n =  +  B'np \ otrzymamy:

x ’+i|n =  -  < )  +  G*n(x l -  Ą )  +  <  (4.30)

Zatem

^n+l|n =  •^'(xn+l|n^n+l|n) =
=  E[#n(xJ, -  Ą )(* i -  x\,)t A*7 + Gl(x- -  xj,)(xj, -  x'n)TG'J + +

+ 2 < (x j, -  x‘ )(x' -  x ') TG f  + 2 < ( x l  -  x l ) < T +  2Gl(xi, -  x > f  ] (4.31)

Wartości średnie dwu ostatnich składników w (4.31) są równe zero ze względu na przy
jęte założenie o niezależności zmiennych losowych w’n, r ’n i x ’0. Ponieważ zachodzą nastę
pujące związki:

E (x 'J 'nT) = E(x'nx 'J), E i ^ J )  =  F ( x 'x 'T), E & S * ) = E & i ? ) ,  (4.32) 

więc wartość średnia czwartego składnika w (4.31) wynosi:

F [ 2 < ( x l  -  xj,)(x' -  x‘n)TG'„T] =  E[2 < ( Ą  -  x l) (x ' -  Ą ) TG f]  (4.33) 

Ostatecznie więc postać macierzy Pn+l\n jest następująca:

Ą +i|n =  +  W i +  (G i +  2A- ,)J**G f, (4.34)

gdzie:

Ą  =  W „ - 0 ( < - 0 T] (4-35)

Pn =  ^[(*1 -  *n)(*n -  *ń)T] (4.36)

W* =  £ ( « r ) (4.37)

Zauważmy, że postać macierzy Ą +1|n różni się od ■^n+l|n , jaka występuje w klasycznym 
problemie filtracji (wzór 4.19). Wyrazem różniącym obydwie postaci jest ostatni składnik 
występujący w (4.34). W (4.34) pojawiają się macierze P \ i P " ,  które należy wyznaczyć 
w zagadnieniu filtracji stanu.

4 .1 .5 .2 . W yzn aczen ie m acierzy P{j
Macierz kowariancji P \ jest zdefiniowana przez (4.35). Odejmując stronami równania

(4.21) i (4.22) zapisane dla chwili n oraz wykorzystując związki (4.4), (4.26), (4.27) otrzy
mamy:
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■ K ( K * n  |»-i +  <4)> (4-38)

gdzie x^|n_, = x j , - 4 |B_1. 
A zatem

P'n =  + K ' M TK 'J  -

-  2xjl|n_1ej1TK f  +  2K F ^ e f K ? ]  (4.39)

Wartości średnie dwu ostatnich składników w (4.39) są równe zero ze względu na przy
ję te  założenie o niezależności zmiennych losowych w'n, r'n oraz x'0. Zależność (4.39) przyjmie 
więc postać:

K  =  Ą |„-1 -  I K w - S ? Ą T +  +  E'n)K 'J  (4.40)

Mnożąc prawostronnie obydwie strony równania (4.23) zapisanego dla chwili n przez 
{EnP'n\n-\E'n +  E 'n), a następnie wykorzystując tak otrzymany związek w (4.40) możemy 
ten ostatni zapisać w prostszej formie:

P i =  (1 -  K F 'n)P'n\n_, (4.41)

Zauważmy, że postać macierzy P'n jest taka sama jak postać macierzy P'n (wzór 4.20),
która występuje w klasycznym problemie filtracji stanu.

4 .1 .5 .3 . W yzn aczen ie m acierzy Pjj*
Macierz P "  jest zdefiniowana przez (4.36). Zależność tę  można zapisać jako:

K ' = £{[(< -  ą  -  K  -  *!.)][(*; -  *; -  (<  -  ii)]T] =
= E f o i ?  +  x ; x f  -  2(x‘ -  Ą )(*i, -  xj,)T], (4.42)

gdzie ij,  =  xj, -  E imia x \ ,  x'n = x in — E ^ x l  
Wartość średnią ostatniego składnika występującego w (4.42) możemy przekształcić do 

następującej postaci:

2£[(x* -  * i) (x i -  Ą ) T] =  2 £ (x ’ < T -  x’ ĄT -  x {nx ^  +  (4.43)



Ponieważ zachodzą związki (4.32), więc 2E(x'nx 'J) = 2E(x'nx 
Ostatecznie więc postać macierzy P "  jest następująca:

P'n‘ = K -  Ć  (4-44)

gdzie P'n =  E [(xJ, -  4 ) ( x |,  -  x ') T], K  =  E Kxin ~  4 ) «  ~  *1)T]- Zauważmy, że do
wyznaczenia macierzy P "  konieczna jest znajomość macierzy kowariancji P'n, która jest
określana w klasycznym problemie filtracji stanu.

Za warunki początkowe dla równań (4.22) i (4.41) należy przyjąć:

Ą |_1 =  £ [(* i -  x’ |_1)(xj) -  xi,_1)T] =  E(x'0x ? )  = X'0 (4.45)
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*0 =  *ó|-i +  K 'o(m'0 -  ^(5*ó|-i) =  (4.46)

W  powyższych zależnościach przyjęto, że xJ,|_j =  Ex'0 = 0.

4 .1 .6 . W łasn ośc i procesu  xń

Przypomnijmy, że proces x'n zdefiniowany jest jako x'n = x'n — x'n. Odejmując więc od 
obu stron tożsamości xj, =  x'n równanie filtracji (4.22) zapisane dla chwili n otrzymamy:

<  -  Ż  =  <  -  < !» - . -  -  < |n - i )  (4.47)

Powyższą zależność można też przedstawić w postaci:

Ą  =  ( l  (4-48)

Po odjęciu stronam i od równania stanu (4.21) zapisanego dla chwili n równania
=  +  a następnie wstawieniu tak otrzymanego wyniku do (4.48)

otrzymamy:

=  (1 -  K i Ą ) Ą _ xx +  (1 -  -  * L i )  +

+ (1  -  K'nFi)w'n- i  -  (4.49)

Ostatecznie, po wykorzystaniu oczywistej zależności xj, — xj, =  x'n — x'n, gdzie 
xj, =  {x'n — x'n), żj, =  (x|, —xj,), proces losowy x'n, n =  0, 1,... będzie opisany równaniem:

x'n =  (1 -  K'nF'n)(A'n_l + -  (1 -  K K ) B L i G +

+ (1  -  K'nF i,)K  ~  K <  (4-50)
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Wiadomo [61], że proces x'n, n — 0 ,1 ,.. dla przyjętego modelu jest procesem Gaussa-Markowa 

o zerowej wartości średniej i macierzy kowariancji danej wzorem (4.20). Tak więc przy 
przyjętym założeniu odnośnie do zmiennych i r'n proces x'n jest również procesem 
Gaussa-Markowa o zerowej wartości średniej i macierzy kowariancji P'n określonej przez 
(4.41).

4.1 .7 . P rzyk ład

Jedną z własności rozwiązania nieklasycznego problemu filtracji jest ustalanie się ma
cierzy w nim występujących w przypadku, gdy zagadnienie jest stacjonarne. Dla ilustracji 
tej własności rozwiązano przykład numeryczny.

Przyjęto, że system opisany jest równaniem stanu (4.21) i równaniami wyjścia (4.2) 
oraz (4.4) przy następujących danych:

‘ 0.5 0.2 ‘
0.2 0.5

A = B =

R  =

c  = 2 0 5 '
4 5

3 1 '
) X D 1 3

W  = 10
2

2
10

Za G'n występujące w (4.21) oraz Dln występujące w (4.4) przyjmowano różne dane. 
Składowe macierzy kowariancji P  ̂ i K 'n, występujące w klasycznym problemie filtracji 
(wzory (4.20) i (4.18)) oraz P\ i K'n występujące w nieklasycznym zagadnieniu filtracji 
(wzory (4.23) i (4.41)) ustalały się po kilku krokach.

Przeanalizowano wyniki filtracji w przypadku, gdy macierz D'n jest nieosobliwa i sta
cjonarna. Z analizy rezultatów wynika, że ustalone wartości składowych macierzy P\ oraz 
P\ są identyczne niezależnie od G'n.

1 9  _ _
, to ustalone macierze kowariancji P'n oraz P'Jeśli np. za D'n przyjąć D'n =  

m ają postać:

p ' = p : =
1.3920

-1.0411
-1.0411
0.9726

Z punktu widzenia przesyłu informacji przypadek ten jest mało interesujący, gdyż wy
miar wektora m'n przekazywanego do koordynatora jest taki sam jak wymiar wektora y'n. 
Istotne zaś jest przekazywanie przetworzonej, zmniejszonej ilości informacji, co wiąże się 
ze spełnieniem związku dim m'n < dim y'n.

Jeśli za D'n przyjąć np. D'n =  [2 4] lub D'n = [2a  4a], to D'nC'„ wyniesie odpowiednio 
D'nC \ =  [20 21] lub D'nC'n — a[20 21]. W tym przypadku dla zadanej macierzy G'n 
otrzym ano identyczne wartości składowych macierzy 7* w stanie ustalonym. Na przykład 
dla powyższych danych i dla G'n = [5 5] wartości te wynoszą:

PI =
4.6242 -4.3383

-4.3383 4.2683

We wszystkich przypadkach, w których wymiar wektora m'n jest mniejszy od wymiaru 
wektora y'n, różnica macierzy P \ — P'n jest macierzą dodatnio określoną.



92

Badania numeryczne pokazują, że wyprowadzone niekonwencjonalne równania filtracji 
stanu m ają takie same własności jak równania klasycznego filtru Kalmana. Gdy macierz 
przekształcenia D'n jest nieosobliwa, to wyniki filtracji w obydwu przypadkach są iden
tyczne. Macierze występujące W równaniach filtracji mogą być określone przed bieżącą 
pracą systemu, w odróżnieniu od oceny stanu, która zależy od napływających pomia
rów. Do wyznaczania tych macierzy niezbędna jest znajomość macierzy kowariancji P„, 
występującej w klasycznym problemie filtracji.

4.2. A lgorytm y sterow ania dw upoziom ow ego przy zróżnicowa
nej często tliw ości podejm ow ania decyzji

4 .2 .1 . M od el system u
Rozważmy duży system składający się z M  dynamicznych podsystemów opisanych rów- 

naniani stanu

+  +  t = l , 2 , . . . , M  (4.51)

oraz równaniami wyjścia

j/' =  C'nx'n +  rj,, i =  1 ,2 ,..., A/, (4.52)

gdzie x'n,u'n,w'n oraz rj, są odpowiednio wektorami stanu, sterowania, zakłócenia stanu 
i zakłócenia pomiaru o odpowiednich wymiarach. Macierze AJ,, B'n oraz C'n są znane; 
n € {0,1, ...N L  — 1} jest czasem dyskretnym, N L — 1 jest czasem końcowym. Znaczenie 
wielkości L  oraz N  zostanie wyjaśnione później.

Zakładamy, że zmienne losowe tuj,, rj, są białymi szumami gaussowskimi, niezależnymi 
od tu{, r3n dla i ^  j ,  i , j  = 1, 2,..., M  i od x[ dla k <  n, I = 1, 2, zaś stan począt
kowy x'0 jest niezależny od Xg dla i /  j .  Dodatkowo zmienne losowe m ają zerowe wartości 
średnie i znane macierze kowariancji. Założenie o zerowych wartościach średnich uprasz
cza obliczenia, a wyprowadzone wzory są użyteczne w przypadku niezerowych wartości 

średnich.
Wskaźnik jakości, który należy minimalizować, opisany jest zależnością:

N L - l  M

I  =  £  E « T + 2 * i ,G X  +  u f  H'nu ■), (4.53)
n = 0  1= 1

gdzie macierze 

dodatnio określone.

Q'n Gj,
G'J H'„

są symetryczne, dodatnio półokreślone, zaś macierze H'n są
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4 .2 .2 . S truktura układu sterow ania i d ostępna inform acja

Niech sterowanie realizowane będzie w strukturze dwupoziomowej. Na poziomie niż
szym lokalni decydenci określają ostateczne decyzje uJ,, i =  1, 2,..., M , z częstotliwoś
cią zdefiniowaną przez jednostkę czasu dyskretnego n =  0 ,1,..., N L  — 1. Natomiast 
na poziomie wyższym koordynator wyznacza i przesyła lokalnym decydentom wytyczne 
p'k , i = 1, 2, ...,M , z mniejszą częstotliwością wynikającą z jednostki czasu dyskret
nego przyjętego na tym  poziomie. Za czas dyskretny obowiązujący na poziomie wyższym 
przyjmuje się część całkowitą ułamka tzn. k. = in t[ j] .,  gdzie L  jest stosunkiem często
tliwości, z jakimi są podejmowane decyzje przez koordynatora i lokalnych decydentów. W 
dalszej części rozważań dyskretne czasy na obu poziomach będą oznaczane odpowiednio 
przez k. =  0., 1 .,..., (N  — 1). oraz n = 0 ,1,..., N L  — 1, jak to zostało pokazane na rys. 8 
w rozdziale 3.

Prawa sterowania zależą od dostępnej informacji pomiarowej i struktury układu stero
wania.

Informacja pomiarowa i- te g o  lokalnego decydenta w chwili n określona je s t _przez wek

tor yń =  [y'0T  y'n]T, gdzie y'n wynika z (4.52). Decydent niższego poziomu otrzymuje
również od koordynatora wartości zmiennych koordynujących p'k w chwilach 
* . = 0 . , 1 ......., ( N -  1)..

Informacja pomiarowa koordynatora w chwili k. określona jest przez wektor 
m k. =  [m£T ,....,m £ 1T ,v J ] :r, gdzie m*k =  [m{,T, ....,mjj.T]r , zaś v k. =  [u j,...,t;j[]T. Wiel
kość m'k jest informacją ykL przetworzoną przez i —tego lokalnego decydenta do postaci:

m*. =  m 'kL —  D'kLy'kL = F'kLx 'kL +  e*L> (4.54)

gdzie FkL = D'kLCkL, zaś t \ L =  D'kLr'kL. Wielkość Vk. reprezentuje dodatkowe informacje, 
które mogą być wykorzystane przez koordynatora przy podejmowaniu decyzji.

Przyjmujemy, że decydenci znają również swoje poprzednie decyzje potrzebne do wy
znaczania ocen stanu niezbędnych przy realizacji sterowania.

Niech s'kL oznacza ilość zasobów pobraną przez i —ty lokalny podsystem w okresie 
kL  <  n < (k  +  1 )L, tzn.:

(M - l)Ł - l

4 l =  £  <  (4.55)
n=kL

Dodatkowo niech p'k oznacza wstępny przydział zasobów przyznanych przez koordy
natora i —temu podsystemowi do wykorzystania w przedziale czasu kL  < n < (k + 1 )L. 
Przyjmujemy, że zmienna ta  stanowi ocenę wielkości s‘kL wyznaczoną na poziomie wyż
szym na podstawie informacji m i., tzn.:

P'k. — -£ |m k  s \ i (4.56)
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Jest to rodzaj ograniczenia elastycznego wprowadzonego w poprzednich rozdziałach, 
które dopuszcza elastyczność w podejmowaniu decyzji na poziomie niższym.

Jeśli oznaczyć przez ek,\k, sumę wytycznych koordynatora w chwili k., to słuszna jest 
następująca zależność:

M
E p I .  =  «*.,*• (4-57)
1=1

Powyższe równanie można też zapisać w postaci:

IP/t. =  ek.\k., (4.58)

gdzie pk. =  [p*T--P k/ r ]T. 1 =  zaś 1 jest macierzą jednostkową o wymiarze
dimu'n x  dimu'n.

Równanie to nazywać będziemy równaniem agregacji, zaś zmienną zmienną zagre
gowaną.

Niech s'n, kL  < n < (k + 1 )L  oznacza ilość zasobów, jaka została do zrealizowania
przez i —ty podsystem od chwili n do chwili następnej interwencji koordynatora, tzn.

(*+l)L-l
sj, =  Y  uj, n e  {kL , kL  +  l,....,(fc  +  1)£ — 1} (4.59)

/= n

Zapisując powyższy wzór dla chwili (n +  1) i odejmując stronam i otrzymamy:

=  * « - « »  (4-60)

dla n = kL , kL  +  1 ,...., (k  +  1)L — 2.
W ostatniej chwili rozpatrywanego przedziału czasu, tzn. dla n — (k  +  1 )L  — 1, do 

zrealizowania pozostanie ilość zasobów równa:

U(<fc+1)L-1 =  s (Jt+l)L-l (4-61)

4.2 .3 . S form ułow anie problem u

Przez dopuszczalne prawa sterowania z—tego lokalnego decydenta będziemy rozumieć 
funkcje u‘n =  aj,(yn,sj,) oraz s'kL = d'kL(y'kL ,p ‘k ), z których każda odwzorowuje odpo
wiedni zbiór zmiennych yń ,sj, oraz y j^ , p'k na odpowiedni zbiór decyzji uj, i s'kL.

Przez dopuszczalne prawa sterowania koordynatora rozumie się funkcje pk = b\ (m^ , e^.), 
które odwzorowują odpowiedni zbiór zmiennych m ^ e k .  na odpowiedni zbiór decyzji p'k , 

gdzie e t. =  [e£|t  ejk+i).|fc. za® =  ^ “ k H fei j  > k.
Dodatkowo zakładamy, że funkcje te spełniają ograniczenia (4.55), (4.56) oraz (4.58).
Ze względu na przyjętą strukturę informacyjną i układową wskaźnik jakości (4.53) nie 

może być minimalizowany. Wprowadza się więc wtórny wskaźnik jakości: 
n l - i  M

/  =  £  £  £ K r Q i*n + 2 +  u f (4. 62)
n =0 i= l
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Problem polega na wyznaczeniu praw sterowania a’n,d kL dla lokalnego decydenta oraz 
b'k dla koordynatora, dla których wskaźnik jakości (4.62) przyjmuje minimalną wartość 
przy istniejących ograniczeniach.

Przy opisie modelu założono, że zmienne losowe m ają zerowe wartości średnie. Taki 
problem można nazwać problemem bazowym. Jego rozwiązanie może być wykorzystane 
w rozwiązaniu zadania przy niezerowych wartościach średnich [16].

4 .2 .4 . S ynteza  algorytm u sterow ania m etod ą  optym alizacji param etrycznej

Do rozwiązania problemu będzie zastosowana metoda programowania dynamicznego w 
wersji stochastycznej [6, 30, 31].

Oznaczmy przez I°(a°,b°,d°) minimalną wartość wskaźnika jakości (4.62) tzn.:

1° =  min min min min min min ........ min min min I ,  (4.63)
bo. d0 a 0 ,L - l  h .  dL a L ,2 L - l  fytf-i). dl N - i )L a ( N - l ) L ,N L - l

gdzie bk. = № ... .b “ T]T, dkL = [d \l < T >

a k L , ( k + l ) L - l  =  [a i l L " a i^ T i a i l I + l - ' - a f c l + l ' ' ' a ( J + l ) L - l " " a ( it+ l)L -- l]T -

Wskaźnik (4.63) możemy też zapisać w postaci:
l - i  M

1° = min min min { # £ £ £  ń(-) +  
bo. do “ O .L -l n=0 .=1

2L -1  M

+  m inm in min {E  Y  £■£},(■) + ......+
h .  i i  a L ,2 L - l  n=L i=1

( fc + l)L -l M

+  min min min {E  Y  Y , L n(-) +  +
bt . dkL a k L ,( k + l) L - l  n = hL  ,=1

N L - 1 M

+ min min min {E  Y  ££!>(•)}■•••}> (4-64)
&<w-i). a ( N - l ) L , N L - l  n= ( N - l ) L  i= 1

gdzie L U .) = x f  Qinx in + 2 z f  G X  +  a?H'na l  
Niech 5*.(mk.) oznacza

( f c + l)L - l m

S ł.fm k ) =  min min min E\m { Y  E i ń(-) +  +
h .  dkL a k L ,( k + l) L - l  n = kL  i=l

N L - 1 M

+  min min min £ |m N { £  £ £ ń ( . )}•••■} (4-65)
k(N-i). (N-l)L.NL-l n=(jv_1)L i=i

przy ograniczeniach (4.51), (4.55), (4.56), (4.58), (4.60), (4.61).
Przy oznaczeniu (4.65) zachodzi następująca zależność:

( k + l ) L - l  M

Sk.(m ]z.) — min min min £ |m. [ £  £ ^ ń ( 0  +  ■S(*+ij.(m (k+i).)K4-66)
M- dkL a k L ,( k + l) L - l  n= kL  i= l
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Lokalne prawa sterowania lokalnych decydentów wynikają więc z minimalizacji w wy
rażeniu

( k + l ) L - l  m

5 fc.(m k.,p*.) =  min min £ ,m [ £  L|,(.) +  S(*+1).(m (k+1).)](4.67)
kL ,(k+l)L -X  n=kL i= 1

dla zadanego p*. i przy ograniczeniach (4.51), (4.55), (4.56), (4.60), (4.61).
N atom iast optym alne prawo sterowania koordynatora można wyznaczyć z minimalizacji 

w (4.68)

5 t.(m k.) =  m.in5/t.(mk.!P*.) (4.68)

przy ograniczeniu (4.58).
Stosując m etodę indukcji zupełnej załóżmy następnie, że

M

‘S'(fc+l).(r n (k + l) .)  =  -£ |m (k+1) +  u (*+i)zJ +
t'=l

( N - 1).

+[x lk+i).M(k+i).X(k+i). +  2 xft+1). £  i j* +1)'eJ-.|(t+1). +
j.=(*+i).

(A T-l).

+  £  ®M(*+i).Â .j;f l)ei.|(*:+ł). +  <(*+!)., (4.69)
i . , j .=(k+1).

gdzie x (t+ł). =  £ |m (k+1) X(*+i).> x (k+1). =  [X(J+1).--X(*+1).]T, dla (* +  1). < ! .<  (AT — 1).; 

macierze V(k+l)L, M(k+i)., L**:+1)' oraz są dane; skalar vj!_hljL nie zależy od uJn dla
0 <  p, <  (A: -f 1 )L — 1, ani od s\L i pj dla 0 <  / <  k, zaś skalar t(k+1), nie zależy od pj dla 
0. <  /. <  k., j  =  1, 2,

W [16] pokazano, że prawa sterowania u'° =  <C(yń>sń) wynikają z lokalnej optymali
zacji w wyrażeniu

5 ' ( y j j  =  min E  > [<T Q 'n<  +  2 x f  G > ’ +  u f  +  5 ;+1(yL+1)] (4.70)
U*. I J n

przy zadanym  p^ oraz s'kL i przy ograniczeniach (4.51), (4.60), (4.61), gdzie

5;+1(yL+i) =  e  ■, (<+iK;+1< +i + » u )  (4.7i)
IJn + l

Zapisując (4.70) i (4.71) dla chwili ( k + l) L  — 1, a  następnie wykorzystując (4.51), (4.61) 
oraz rozszerzając stan do postaci x'" =  [ s f  s f  ]T dochodzimy do klasycznego równania 
Bellmana.
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W pracy [16] pokazano, że optymalne prawo sterowania a“ (.) ma postać: 

u' =  ~(H'n +  BnTR 1n+iB j1)- 1(B{jr R}1+1Aj, +  G ^ i ’*, (4.72)

gdzie i "  =  E ^ x " , zaś

Ań =

qL =

gdzie 0i i Oj są macierzami zerowymi o odpowiednich wymiarach. 
Macierz R „  spełnia równanie Riccatiego

■ >41 o , '
i

IIs03 K  ' 
- 1

■ Qn Ol — ' g *.:
. o f 02 > - 02 (4.73)

K  = Qk + a^rL+jAL -
- ( a LTR U i BL +  G | , ) ( ^  +  B i ^ R U iB D - ^ B ^ R k ^ A k  +  G J?) (4.74)

Q'n_+  K TK ^ K Gl + A'JV^A'n
G f  +  ^ K M ,  H'n +  B 'JVrn + l ^ ń

z warunkiem końcowym R}k-f-i)L-i =

Prawa sterowania Ą L(ykL, p^ ) wynikają z minimalizacji (4.67) przy ograniczeniu (4.56). 
Wprowadzając mnożnik Lagrange’a i postępując podobnie jak w rozdziale pierwszym 
otrzymamy po przekształceniach:

=  P L M R k L  r  W l‘№ l -  **.) (4.75)

r>12i 
k ^  K kLR lli

( R kL')T
gdzie macierze R kL °raz R kL są podmacierzami macierzy R kL =  

odpowiednich wymiarach.
Macierz R ‘kL, która stanowi warunek końcowy do równania Riccatiego (4.74), zależy 

między innymi od macierzy V£L opisanej zależnością K l =  RkL -  RkL(RkL r U R io ,1)7
Prawa sterowania koordynatora wynikają z minimalizacji (4.68) przy ograniczeniu (4.58). 

Obliczenia są uciążliwe i nie będą tu ta j przytaczane. Okazuje się, że postać prawa ste
rowania koordynatora jest identyczna z (4.10). Dokładna synteza przeprowadzona jest w 
[16], łącznie z równaniami filtracji, służącymi do wyznaczania ocen stanu niezbędnych do 
realizacji opracowanego algorytmu.

4.2 .5 . S ynteza  algorytm u sterow ania m etodą cen [42, 45]

Realizacja opracowanego algorytmu sterowania wymaga przesyłania przez koordynatora 
każdemu podsystemowi wytycznej p'k.,k. =  0., 1.,..., (N  — 1).. Obecnie przedstawiona 
zostanie zmodyfikowana wersja zadania sformułowanego w punkcie trzecim niniejszego
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rozdziału. Rozpatrzymy mianowicie problem rozdziału zasobów w systemie składającym 
się z M  podsystemów opisanych równaniami stanu (4.51) i wyjścia (4.52). Przyjmujemy 
przy tym , że zmienne losowe występujące w (4.51) i (4.52) są białymi szumami o
param etrach Ew'n =  w'n, E r ‘n = f'n, E (w ln — w'n)(w’n — w'n)T = W^,
E (r ’n ~  K ) ( rn ~  f n)T = K<  niezależnymi od w]n,r ]n, i ±  j  oraz od x30, i , j  = 1,2
0 param etrach Ex'0 =  x ‘0 i E (x ‘0 — £ó)(xó — xo)T — X o •

Wskaźnik jakości, który ma być minimalizowany, ma postać:

N L - l  M

i  =  E  E ( * U i « i + i * U i  +  ( 4 .7 6 )
n = 0  t= l

Jak widać, jest to nieco inny zapis wskaźnika jakości (4.53), uwzględniający koszty stanu 
końcowego i nie uwzględniający wyrazu mieszanego 2x'*Ginu'n. Tym niemniej uzyskane 
wyniki mogą być wykorzystane przy minimalizacji wskaźnika z pełną formą kwadratową, 
przy założeniu dokładnego pomiaru stanu, co zostanie pokazane w dalszej części rozważań.

Zakładamy, że sterowanie realizowane jest w dwupoziomowej strukturze z koordyna
torem  na poziomie wyższym i lokalnymi decydentami na poziomie niższym, z różnymi 
częstotliwościami podejmowania decyzji na obu poziomach.

Niech yń =  [y'0T -- y'nr }r  dla kL < n < (A- +  \ )L — 1 wraz ze zmienną koordynującą A*., 
otrzym aną w chwili kL  od koordynatora, stanowią informację bieżącą i —tego lokalnego 
decydenta.

Niech

m 'k. =  m 'kL —  F k L ( y \ k - i ) L ’ —  ( 4 - 7 7 )

jest zagregowanym wektorem informacji przetworzonej przez i —tego lokalnego decydenta
1 przesłanej koordynatorowi w chwili kL. Przykładowo może zachodzić, że m'kL = D'kLy'kL 

lub m'kL = £*=(*_!)£, S/ń-
Oznaczmy przez m k =  \m 'J ....m '^)T wektor informacji przesłanej od i —tego lokalnego

decydenta na poziom wyższy. Informacja pomiarowa m k =  [m kT  rrij^T,v k ]T, gdzie
v k =  [vq ....vJ]T, stanowi informację bieżącą koordynatora. Wielkość vk, reprezentuje 
dodatkowe informacje dostępne na poziomie wyższym i możliwe do wykorzystania przy 
podejmowaniu decyzji na tym  poziomie.

Przez dopuszczalne prawa sterowania i —tego lokalnego decydenta i koordynatora bę
dziemy rozumieć odpowiednio funkcje u'n =  ań(yń,A*.), kL  < n < (k + 1 )L  — 1 oraz 
A*. =  6*.(mk ), k. = 0., 1.,..., (N  — 1)., które spełniają ograniczenie elastyczne

( i - t - l )L - l  M

£  Y l a 'n ( y h ’ ^ k . )  =  et.iJt. ( 4 .7 8 )
n=kL  i= l

gdzie ek.\k. oznacza wstępny przydział zasobów dokonany przez koordynatora w chwili k..
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Z punktu widzenia przyjętej struktury informacyjnej i układowej wskaźnik jakości (4.76) 
nie może być minimalizowany. Wprowadzamy zatem wtórny wskaźnik jakości, który dla 
n  z przedziału kL  <  n  <  (k +  1 )L  — 1 ma postać:

M

/,(« * , bk.) =  E  + < T K < h n=a^ l bkXmk)] (4-79)

Zadaniem syntezy jest wyznaczenie praw sterowania lokalnych decydentów u'n = a’n(yń, A*.), 
i =  1,2, . ..,M  oraz koordynatora A*. =  6fc.(mk ), k. = ... ,(N  — 1)., dla których
wskaźnik jakości

NL~l n
1 =  Y  In(an,bk.), k = in t [ - ] (4.80)

n = 0 L

przyjmuje minimalną wartość przy ograniczeniach (4.51), (4.78).
Minimalizacja wskaźnika (4.80) będzie przeprowadzona przy następującym upraszcza

jącym  założeniu:

Z l .  Wskaźnik cząstkowy In w (4.80) zależy tylko od sterowania u'n w chwili n, tzn., że 
pomijamy wpływ wcześniejszych sterowań na jednokrokowy wskaźnik /„.

4 .2 .5 .1 . R ozw iązanie problem u
Podstawiając (4.51) do (4.79) otrzymamy:

M

In = E  £  { [u f  S X  +  2 * f i 3’« ;  +  2 < r +1B X ] U. =oji(.) +  rn}, (4.81)
1=1

gdzie

s'n = K  + b ? ę ; +1s i ,  ń  = A f q ; +1b ; ,  (4.82)

zaś r n nie zależy od u'n.
Oznaczając przez 2A*. mnożnik Lagrange,a i biorąc pod uwagę (4.78), (4.79) i (4.80) 

otrzymamy następujący problem minimalizacji

( fc + l)L - l M

s k.(mk.) = min £ |m [ £  £  ( u f  s y n + 2 x f  P ‘u’n +  2ti»fQ'n+1 B ’u'n) +
a* .Ot .n ’ n= kL  1 =1

( * + l ) L - l  M

+2A*.( £  E < -e * .|* .)U = a < ( .)  (4-83)
n —kL  i= l

Przy poczynionych założeniach zadanie poszukiwania prawa sterowania aj,(y{,, A*.) dla 
n = kL , kL  +  1 ,...., (k +  1)L — 1 sprowadza się do minimalizacji w wyrażeniu:

s l ( y*„, mk ) =  min E  i ( u f £X  +  2 x f  +  2t o f Qin+1Ą <  +  2At .< ) )  (4.84)
u* '•'n1“ k.
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Uśredniając warunkowo, następnie różniczkując względem uJ, i przyrównując otrzymane 
wyrażenie do zera otrzymamy:

<  =  - ( S i r H P l Ż  +  B 'J  <?f+1<  +  At .), (4.85)

gdzie x'n =  E, \ x'n. W stawiając (4.85) do (4.78) otrzymamy:lYn
(lt+l)L-l M

~  £  E ( S in) ~ \ P X  + B 'jQ in+1win + A*.) =  e*.|*„ K  =  (4.86)
nz=kL «=1

oraz

(*+l)L-l M
A*. =  - S [  £  E ( 5 ; ) _1( ^ i .  +  ^ U i < )  +  e*.|*.], (4.87)

n= kL  i= l

gdzie

(*+l)L-l m

s  =  [ E  E ^ n ) " 1]"1 (4.88)
n= kL  i=l

Z (4.85) widać, że dla kL  < n < (k  +  1 )L  — 1 ta  sama zmienna koordynująca A*, jest 
wykorzystywana przez wszystkich lokalnych decydentów. Wielkość A*, może być interpre
towana jako cena wyznaczana przez koordynatora i przesyłana na poziom niższy.

Należy podkreślić, że wartość zmiennej A*, zależy od oceny stanu x'n. Należałoby więc 
rozwiązać niekonwencjonalny problem estymacji stanu, ponieważ x'n dla kL  < n zależy 
również od Zadanie to  ulega znacznemu uproszczeniu przy nieuwzględnianiu dy
namiki podsystemów, co może być uzasadnione dla stabilnych podsystemów z dużym 
tłum ieniem  i dla dużego L.

4 .2 .5 .2 . A lgory tm  sterow ania przy p ełn ej form ie kwadratowej wskaźnika  
jakości

Otrzymany algorytm sterowania został opracowany dla pierwotnego wskaźnika jako
ści, w którym  nie uwzględniono wyrazu biliniowego 2x'jG'„u'n. Wskaźnik ten dla potrzeb 
sterowania może być zapisany w nieco innej postaci:

N L  Mr = YU<QU + <H'n<) (4.89)

Obecnie zostanie przeprowadzona modyfikacja rozwiązania dla pierwotnego wskaźnika 
jakości

N L  M

i  =  E  £ ( < r  Q'n<  +  2 < T g x  +  u f  h m ,
n —0 i= l

(4.90)

gdzie macierz
G ?  H i

dodatnio określona.

jest symetryczna i dodatnio półokreślona, zaś macierz H'n jest
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Zauważmy, że forma kwadratowa występująca w (4.90) może być zapisana w postaci:

L \  =  x f  Q \x \  +  2 x f  G*n<  +  u f  H 'y n =

=  K  +  (H ‘n) - 'G f  +  ( i / ’ )- 1G f x\]  +  * f  [Qi -  G i W y ' c r J K  (4.91)

Niech u*' jest nowym sterowaniem zdefiniowanym przez:

u f = u i l +  ( Ą ) - 1G f * i  (4.92)

Podstawiając (4.92) do (4.91) otrzymamy:

L'n = K TK <  + < TQ : < t  (4-93)

gdzie
Qn = Q 'n ~  G'n(H'n) - l (P j

Podstawiając z kolei uJ, wynikające z (4.92) do równania stanu (4.51) i ograniczenia 
elastycznego (4.78) otrzymamy:

I ; +1 =  A X  +  B > :  +  < ,  (4.94)

gdzie
A " =  A' -  B ^ H i y 1 G'J

(fc-H )L -l M

E\mk E  E l “n - ( № i !  =  ^  (4-95)
n —kL  i= l

Zatem zmodyfikowany problem sprowadza się do minimalizacji wskaźnika

N L  M

I '  = E J 2  £ ( * f  Q'n'<  + < TK < )  (4-96)
n = 0 i= l

przy ograniczeniach (4.94), (4.95).
Zauważmy, że zmiana ograniczenia elastycznego (4.78) na (4.95) nie zmienia postaci 

rozwiązania (4.85). Natomiast zmieni się sposób wyznaczania zmiennej A*..
W stawiając u*' z (4.92) do ograniczenia (4.95) otrzymamy:

(fc-ł-l)L -l M

E  E  [ - ( S i r  W * ' »  +  B ? +  * 0  -  (H'n) - 'G *  < ]  =  ekĄk.
n = kL  >=1

Wówczas
( t + l ) Ł - l  M

A*. =  - S { e kĄk. +  E  E [ ( S i r W ń  +  B'n Q U i< )  +  W ) _1G fX -]} (4.97)
n—kL t= l

gdzie S jest określone przez (4.88). Macierze S'n i P'n występujące w (4.97) są określone 
przez (4.82), w których <5J, i A'n należy zastąpić Q’n' i A*1.
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Przy założeniu dokładnego pomiaru stanu można wyznaczyć sterowanie u|, z zależności
<  = u« -  j,.

4.2 .6 . P rzyk ład

Rozpatrzmy system opisany równaniami stanu

< + i =  -  O  +  < + 1- 0 <  « <  1. (4.98)

gdzie z ’n, u|, są skalarami reprezentującymi odpowiednio zapotrzebowania i przydziały 
zasobów i—temu odbiorcy, tuj, jest białym szumem niezależnym od zjj, i, j= l,2 ,...,M , 
E w j, =  < ,  E(w'n -  w‘„)3 = W l, Ez'0 =  zj, E(z'0 -  ż '0)2 =  Z'0.

Dynamika obiektu wynika z faktu, że niezaspokojone zapotrzebowania odbiorców z'n—u'n 
w okresie (n ,n  +  1) przenoszą się na następny okres ze współczynnikiem a.

Niech wskaźnik jakości, który należy minimalizować, m a postać:

N L  M

I  =  E  E E K - ^ W ,  (4.99)
n=0 i= l

Załóżmy, że równanie pomiaru w tym  podsystemie ma postać y'n =  z'n. Przyjmijmy 
też, że na poziom wyższy nie jest przekazywana żadna informacja pomiarowa z poziomu 
niższego.

Dla rozpatrywanego przypadku mamy x’n =  z'n, Q'n =  1, GJ, =  —1, H \ = 1. 
W stawiając powyższe dane do (4.91)-(4.94) otrzymamy u*‘ =  u'n — z'n, Q*' =  0,
A " =  0, B'n =  - a .  Z (4.82) mamy S„ = 1, P'n = 0, zaś z (4.85) wynika, że u ' 1 =  —A*..

Zatem prawa sterowania a'° m ają postać:

<  =  <  -  (4.100)

Z (4.88) mamy S  =  zaś z (4.97) otrzymujemy, że

,  ( k + l)L —l  m

V  =  E  E ^ “ g*l*]> E z ń = K  (4-101)
m  ^  n = kL  t= l

W stawiając (4.100) do (4.98) i uśredniając obie strony tak otrzymanego równania stanu 
otrzymamy:

5ń + i =  “A*. +  < + i ,  fc =  i n t ( j )  (4.102)

Ostatecznie prawo sterowania koordynatora ma postać:

 ̂ (fc+l)L-l m

Xk = M [ L - ( L - l ) a ] [MaX^  + S l S * " “ gfc|łJ (4-103)

Przy realizacji sterowania zgodnie ze (4.100) wartość wskaźnika jakości wynosi;

(JV-1). m  ( N - 1).
I  =  E  £  E Xl. =  M E  E  (4-104)

k.=0. i=l *=o.
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Jak widać, wskaźnik jakości (4.104) zależy od zmiennych zagregowanych e*.| 
k. =  0., 1 .,..., (N  — 1).. Jeśli w rozważaniach uwzględnić ograniczenia na ilość zasobów w 
magazynie, to  stosując ideę sterowania w układzie OLF z przesuwnym horyzontem N 1. 
zmienne te można wyznaczyć z numerycznej minimalizacji wskaźnika cząstkowego

(k+N‘).

4 . =  E  4  (4.105)
j.=k.

przy ograniczeniu

(M-j-i).
h m in  + Au 5: h k .\k . +  £  (<2ł.|k. — 2/.|fe.), j  =  li 2 ,..., N ' +  1

e(t+i).|*. >  0, j  =  0 ,1 ,. . . ,AT' (4.106)

względem ek.\k., e(*+i).|*., ••••, e(t+jv').|Jfc.> gdzie hk.\k. oraz są odpowiednio ocenami
zasobów w chwili k., oraz dopływu w okresie [ /.,( /+  1).], dokonanymi w chwili k., Au jest 
pojemnością rezerwową, zaś N ' jest przesuwnym horyzontem.

Dla dość dużego L  oraz dostatecznie dużego tłum ienia (dla małego a) możemy pominąć 
pierwszy składnik w nawiasie [.], występujący w (4.103). Wówczas

( f c + l) £ - l  M

[ £  £ < " S m*.] (4-107)
nzzkL  i= l

Jako przykład numeryczny rozpatrzmy system składający się z pięciu podsystemów 
(M  =  5). Analiza większej liczby podsystemów nie wprowadza dodatkowych trudności 
obliczeniowych. Załóżmy, że w’n jest stacjonarnym białym szumem gaussowskim zdefinio
wanym przez wartość średnią tDJ, =  1 oraz wariancję a '2 — a2.

Magazyn jest zasilany periodycznym, znanym dopływem dn z okresem 336. Całkowity 
dopływ w tym  okresie jest mniejszy od średnich zapotrzebowań systemu.

W obliczeniach numerycznych przyjęto a =  0.5, L = 7, N L  =  3360, /imm =  0,
N 1 =  1 ,2 ,3  oraz różne wartości

Dla N 1 =  1 ,2 ,3  oraz ~ =  0.6 zbadano wpływ pojemności rezerwowej Au na jakość 
sterowania. Wyniki są przedstawione na rys. 9.

Z rysunku widać, że istnieje taka pojemność rezerwowa, dla której wskaźnik jakości 
przyjmuje minimalną wartość.

Przeanalizowano również wpływ stosowania uproszczonych reguł (4.107) na jakość ste
rowania. Z badań numerycznych wynika, że dla rozpatrywanego przykładu realizacja ste
rowania zgodnie z (4.103) oraz z (4.107) prowadzi do prawie takich samych wartości 
wskaźnika jakości.

W trakcie realizacji algorytmu pojawiały się bardzo rzadko ujemne sterowania wynika
jące ze (4.100). W tedy przyjmowano za uJ, zero. Stanowiło to kilka procent ogólnej liczby 
decyzji podjętych przez lokalnych decydentów.

A*' M [L — (L — l)a]
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Zauważmy jeszcze, że w rozpatrywanym przykładzie Q"‘ =  0. Oznacza to, że przy 
braku dodatkowych ograniczeń sterowanie optymalne u ' 1 jest zerowe zarówno dla wie- 
lokrokowego, jak i jednokrokowego wskaźnika jakości. Wprawdzie w naszym problemie 
istnieje ograniczenie elastyczne, ale dzięki swej ’’miękkości” może ono nie pogarszać w 
istotny sposób jakości sterowania.

Rys.9. Wpływ pojemności rezerwowej na jakość sterowania 
Fig.9. Influence of the reserve capacity on the control quality

4.3. U w agi końcowe

Niekonwencjonalne równania filtracji wyprowadzone w niniejszym rozdziale m ają takie 
same własności jak równania klasycznego filtru Kalmana. Gdy macierz przekształcenia 
informacji y'n w m'n jest nieosobliwa, wtedy wyniki filtracji na obu poziomach są iden
tyczne. Proces obliczania wzmocnienia w nieklasycznym filtrze wymaga równoczesnego 
rozwiązywania klasycznego zadania filtracji. Odpowiednie macierze można obliczyć przed 
rozpoczęciem sterowania i wykorzystać podczas jego realizacji.

Proponowana struktura układu sterowania, zakładająca zróżnicowaną częstotliwość po
dejmowania decyzji na obu poziomach, umożliwia dalsze zmniejszenie ilości informacji 
przetwarzanej i przesyłanej między poziomami.

Dynamika podsystemów, zróżnicowana informacja decydentów oraz periodyczna ko
ordynacja sprawiają, że problem jest trudny do rozwiązania. Wprowadzone uproszczenia 
prowadzą do efektywnego i stosunkowo prostego rozwiązania zadania. W niektórych przy
padkach wprowadzenie jednokrokowego wskaźnika jakości oraz nieuwzględnianie przez ko
ordynatora dynamiki podsystemów może prowadzić do niewielkiego pogorszenia jakości 
sterowania.

ROZDZIAŁ 5

SY N T E Z A  A LG O R Y TM Ó W  STER O W A N IA  DLA  
P O W IĄ Z A N Y C H  PO D SY ST E M Ó W

W  dotychczasowych rozważaniach przy syntezie praw sterowania istotne znaczenie miało, 
wprowadzone jako równanie koordynacji, ograniczenie elastyczne na sterowanie. Dzięki 
niemu w opracowanych algorytmach sterowania możliwa była częściowa decentralizacja 
sterowania i dekompozycja obliczeń. Rozpatrywane były systemy składające się z lo
kalnych podsystemów, nie oddziałujących na siebie. Tym, co je wiązało, były wspólnie 
dzielone zasoby. Obecnie zostaną opracowane algorytmy sterowania w dużym systemie, 
składającym się z podsystemów powiązanych między sobą, zapewniające minimum kwa
dratowego wskaźnika jakości. W pierwszej części rozdziału zostaną rozpatrzone systemy 
składające się z podsystemów statycznych, zaś w drugiej części systemy składające się z 
podsystemów dynamicznych.

5.1. A lgorytm  sterow ania dla podsystem ów  statycznych  
[36, 37, 38]

5.1 .1 . M od el system u

Rozpatrzmy model systemu składającego się z M  rozproszonych statycznych podsyste
mów opisanych równaniami

x, =  B^Ui -(- u* +  to*, » =  1 ,2 ,.., A/, (5.1)
M

v '=  £  Ay*,-, i =  1,2, (5.2)
55!

gdzie x,-, ti;, u*, w* reprezentują odpowiednio wyjście, sterowanie, interakcję pomiędzy pod
systemami oraz zakłócenie wyjścia; B ’{, A ' ; , i , j  =  1,2, i ^  j  są macierzami o 
odpowiednich wymiarach. W dalszych rozważaniach symbol sumy występujący w (5.2) 
będzie zastąpiony przez
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Model pomiarów m a postać:

y, =  C ,w ' +  e, (5.3)

mi =  Fiyi, (5.4)

gdzie y,-,e; są wektorami reprezentującymi pomiary oraz błędy pomiarowe; m, oznacza
przetworzony pomiar o mniejszym wymiarze w stosunku do wektora y,-; Ci, Fi są macie
rzami o odpowiednich wymiarach.

Zakładamy, że zakłócenia w*, v" są niezależne od w’ , v j, i jŁ j  =  1 , 2 i od 
ui, / =  1, 2,.. . ,M .

Pierwotny wskaźnik jakości, który m a być minimalizowany, m a postać:

M
1 +  2xfGiUi +  ujH iU i), (5.5)

t=i

gdzie macierze Q i G'n 
G'J H i

są symetryczne, dodatnio półokreślone, zaś macierze H'n są

dodatnio określone. Wprowadźmy następujące oznaczenia dla wektorów

x  = [ x l x l . . * l ] T, u =  l « . . . « Ł ] T, W  = [ w ? w ? .. .w $ )T (5.6)

oraz dla macierzy

TT =  diag[BlxB l2...B ’MM\, A* =  [A */y], 

Q =  diag[QiQi...QM]i G = diag[GiG 2 ...G\f], H  = diag[HiH2...HM], (5.7)

gdzie Sij =  0 dla i =  j  oraz 6ij =  1 dla i ^  j .
Przy powyższych oznaczeniach zależności (5.1) i (5.5) możemy zapisać w postaci:

x = B 'u  +  A* x  +  w m (5.8)

7 =  xTQx 4- 2xTGu +  uTH u  (5.9)

Oznaczając przez

B =  A5*, w = A w ',  A =  (1 — A*)-1 , (5.10)

gdzie 1 jest macierzą jednostkową i zakładając, że macierz A istnieje, możemy równanie
(5.8) przedstawić jako.- ,

x  =  B u  +  w (5-11)
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Z (5.11) wynika, że i-ty podsystem opisany jest równaniem:

Xi = BuUi +  B HU3 +  A «wi +  £  A ijw j, (5.12)
i/> *

gdzie macierze Ba, B ^ , A a ,  A i j  wynikają z (5.11) i (5.10).
Po wprowadzeniu oznaczeń

= £  B,m , Wi = AuWi, z, = Y  A ,jw ’ (5.13)

model i —tego podsystemu można przedstawić w postaci:

Xi =  BuUi +  v, +  wi + Zi (5.14)

Zauważmy, że zakłócenia w, i z, są nieskorelowane.
Celem sterowania jest minimalizacja wskaźnika jakości (5.5) przy ograniczeniu (5.14).

5 .1 .2 . S truktura układu sterow ania i struktura inform acyjna

Złożoność algorytmu sterowania zależy od przyjętej struktury układu sterowania i struk
tury informacyjnej.

Załóżmy, że sterowanie realizowane będzie w strukturze dwupoziomowej z koordynato
rem na poziomie wyższym i lokalnymi decydentami na poziomie niższym, jak to zostało 
przedstawione na rys. 2 w rozdziale pierwszym.

Informacja a priori składa się z równań modelu (5.1)-(5.5) lub z (5.14), (5.13), (5.3)-(5.5) 
oraz znajomości rozkładów zmiennych losowych, występujących w problemie.

Załóżmy, że i-ty lokalny decydent otrzymuje od swojego podsystemu informację t/,-, 
która jest przetwarzana i w formie zagregowanej m, przesyłana na poziom wyższy. Tu
ta j koordynator na podstawie zebranej informacji m =  określa wytyczne
Pi ,  i = 1 ,2 ,..., M , które przesyła na poziom niższy. I —ty lokalny decydent na podstawie 
wytycznej p i  oraz informacji y, wyznacza ostateczną wartość sterowania u t.

Dostępność informacji rzutuje na dopuszczalną postać praw sterowania.
Przez dopuszczalne prawa sterowania i—tego lokalnego decydenta i koodynatora rozu

mieć będziemy funkcje odpowiednio: u,- =  a,(y,,p t) i p, =  6;(m), i =  1, 2, ...M „ z których 
każda odwzorowuje zbiór wektorów }i,pj i m w zbiór wektorów odpowiednio u; i p,. 

Dodatkowo zakładamy, że funkcje a,(.) i &,(.) spełniają ograniczenie elastyczne

E\mai(yi,Pi) -  Pi, (5.15)

gdzie E\m oznacza operację warunkowego uśredniania przy zadanym m.
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Przy rozpatrywanej strukturze informacyjnej wskaźnik jakości (5.5) nie może być mi
nimalizowany. Wprowadźmy zatem wtórny wskaźnik jakości w postaci:

M
I(a ,b )  =  E Y J(I JQiXi +  2 ijG iU i + uJ HiUi)Ui=ailyiMm)], (5.16)

t=1

gdzie a =  {a1, a 2> ■••,<*«}, & =  {&i, 62,
Dla modelu rozpatrywanego systemu i założonej struktury układowo - informacyjnej 

wśród dopuszczalnych praw sterowania należy znaleźć optymalne prawa u° =  a°(y,,p,) 
oraz p° =  b°(m), które minimalizują wskaźnik jakości (5.16) przy ograniczeniu (5.14).

5.1 .3 . R ozw iązan ie problem u

Z punktu  widzenia dostępnej informacji zmienna u; w czasie realizacji algorytmu ste
rowania jest dla i —tego lokalnego decydenta zmienną decyzyjną (dec«,), natomiast dla 
pozostałych decydentów jest ona zmienną losową (ranui). Ten fakt musi mieć swoje od
zwierciedlenie przy syntezie sterowania lokalnego a°(y,,p,). Zatem przy jego wyznaczaniu 
zmienna u,, występująca w (5.14) odgrywa rolę zmiennej decyzyjnej (decu,), natomiast 
zmienne Uj, j  /  i, występujące w t;,-, pełnią rolę zmiennych losowych (ranuj). Prowadzi 
to  do optymalizacji i —tego podsystemu prowadzonej przez t —tego lokalnego decydenta. 
Tylko wtedy określone prawa sterowania będą należały do klasy praw dopuszczalnych.

5 .1 .3 .1 . S yn teza  lokalnego prawa sterow ania a°(yj,p;)
Oznaczmy przez

S i(m ,p i) -  min E\m[{Bua, +  t>, +  Wi -f zi)TQi(B iia, + v{ + tu, +  z,) +

+ 2{Buai +  V{ +  Wi -f z,)TG,a,- -f a jH ,a ,\ (5-17)

Optym alne prawo sterowania a° wynika z minimalizacji (5.17) przy ograniczeniu (5.15). 
Po wprowadzeniu mnożnika Lagrange’a A, otrzymamy równoważne zadanie minimalizacji 
bez.ograniczeń

5 ,(m ,p ,, A,) =  min E\m[(Bua, +  t>, +  w, +  zl)TQ1(B „a1 +  v, +  w{ +  z,) +

+2(Buai +  tii +  Wi +  Zi)TGiOi +  a f tf .a ;  +  2Af (a; -  p,)] (5.18)

Dobór odpowiedniej wartości mnożnika A, zapewni spełnienie ograniczenia (5.15). 
Zadanie minimalizacji (5.18) względem funkcji a, można sprowadzić do problemu mini

malizacji względem zmiennej u,- w wyrażeniu

5i(m , pi, A,) =  E\m min [(Bnu, +  u,- +  to,- +  Zi)TQi(Buu.i -f v, +  tu,- +  z{) +
U»'

+ 2 (Balii +  Vi +  Wi + z,)TG,u, +  ufHiUi +  2 \J (u, -  p,)] (5.19)
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Po wykonaniu uśrednienia E\miVi otrzymamy:

S i(m ,p i, A,) =  £ |m min £ |m,yi[u jV ?u{ +  2u J(B lQ , +  G j)(v , +  tu,- +  z,) +  2Afu,] +
Wi

+£|m[(v< +  tu,- +  z,) -  2Afp,], (5.20)

gdzie t)i - £ |mt)i,ż,- - E\mZi,w, = E lVtw„ V?  =  B lQ iB u  + Bft G, + G jB u +  tf,.
Różniczkując w (5.20) względem u,- i przyrównując wynik do zera otrzymamy po prze

kształceniach:

«.■ =  -V rM (£ £ Q , +  G j)( ii  + Wi + Zi) +  A,] (5.21)

Podstawiając (5.21) do (5.15), wyznaczając A,-, a następnie wstawiając je  do (5.21)
wyznaczymy ostateczną postać optymalnego sterowania lokalnego Ui

«. =  Pi -  V - \ B l Q i  +  G j)(w i -  wi) =  pi -  V - \ B l Q i  +  Gj)A„(w*  -  u)*), (5.22)

gdzie w" = E\mw ' = E\mw "  oraz w ■ -  E\y>w '.
W stawiając (5.22) i wynikające z (5.13) oraz (5.15) wyrażenie C, =  £ |mn, =  J2i^j B tJp} 

do (5.17) otrzymamy po przekształceniach:

S i(m ,Pi) = p j  V,p, +  2pJ (BjiQi +  G j ) ( Y B i]Pj) +

+ ( £  B m ) TQ,( E  B aPi) +  2 pJ(B?iQi +  Gj)(w,  +  żi)
j/*'

+ 2 ( £  B ijPj)TQi(wi 4- żi) +  Si, (5.23)
jjti

gdzie

Si =  £ |m[ć,TQ;«i +  2vjQiZi -I- (w, + Zi)TQi(wi + z,) -  

-(w,- -  u>i)T(Gi + Q f B u)V ~1(BTiQi + G j)(w i -  u>j)] 

iii =  v, -  t),-, Zi =  Zi -  z,- (5.24)

Zauważmy, że s,- jest niezależne od pj, j  = 1 ,2 ,..., M .

5 .1 .3 .2. S ynteza  praw sterow ania koordynatora b?(m )
Optymalne prawa sterowania koordynatora wynikają z minimalizacji wyrażenia:

M
S (m ,p ) = 53  (5.25)

1=1

gdzie p =  [pfp2 ...Pa^]7'.



W stawiając (5.23) do (5.25) otrzymamy:

M
S (m , p) =  pT(H  +  B TQ B  +  GTB  + B TG)p +  2pT(B TQ +  GT)w + £  (5.26)

1=1

gdzie w  =  [(tZ>i +  ż i)r  (tZ>2 +  ż2)T....(tvM +  żm )T]T■
Po zróżniczkowaniu (5.26) względem p i przyrównaniu wyniku do zera otrzymamy:

p =  - ( H  +  B TQ B  +  GTB  +  B TG ) ~ \B TQ +  GT)w  (5.27)

Optym alna wartość wskainika (5.16) może być obliczona po wstawieniu (5.27) do (5.26) 
i uśrednieniu powstałego wyrażenia. Po przekształceniach otrzymamy:

M
I°* =  £ [ £  »i ~  u>T(G +  Q B ){H  + B TQ B  +  B TG  +  Gr B ) ~ \ B TQ + GT)w) (5.28)
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5 .1 .3 .3 . D ysk u sja  rozw iązania
Rozpatrzmy problem sterowania realizowanego w strukturze jednopoziomowej z cen

tralnym  decydentem, dysponującym taką informacją, jaka była dostępna koordynatorowi 
w dyskutowanej wcześniej strukturze dwupoziomowej. W tym  przypadku dopuszczalne 
prawa sterowania m ają postać u,- =  aj(m ). W ykorzystując (5.20), (5.22)-(5.24) i fakt, że 
u, =  vt, ui, =  u>i, widzimy, że prawo sterowania w strukturze jednopoziomowej jest okreś
lone przez (5.27) po zastąpieniu u przez p. Sterowanie to zapewnia minimalną wartość 
wskaźnika jakości wynikającą z wyrażenia:

M
1° =  E [ Y ( wi +  Zi)TQi(wi +  z,-) -  

i= l

- w  T(G + Q B )(H  +  B TQ B  +  B TG + GTB )~ 1(B TQ +  GT)w] (5.29)

Odejmując (5.29) od (5.28) otrzymamy:

M
I °1 - I ° 2 = E  £ [A u fV , A u,- -  ( £  B i A u j ) T Q i  £  B > A ^  ~  2 ( £  B i>A uJ)TQ,-5,], (5.30)

i= l  j? ti i / '  j#>

gdzie:

A u, =  u, -  p, =  - V - \ B f , Q ,  +  G j)A tt{w ' -  wt )

Vi =  £  Bij A u  j  (5.31)
j / '
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Z (5.31) i z założenia o niezależności zakłóceń tu* i u;J, i ^  j  wynika, że (5.30) możemy 
zapisać jako:

M
1° -  Ę  = E  £ ( A u fV,Aut -  Y  A u JB j f i ^ A u ,  -  2 £  A u J B ^ A ^ ) ,  (5.32)

*'=1 j / i

gdzie Wj = w j — w"j.
Realizacja sterowania w strukturze dwupoziomowej jest uzasadniona w przypadku, gdy 

I{  -  1° >  0.
Obecnie znajdziemy warunki, przy których i - t y  lokalny nie powinien pojawić się w 

strukturze dwupoziomowej. W tym celu wyodrębnijmy z (5.32) te składniki, które zawie
rają  Au,. Utworzą one wskaźnik cząstkowy A l '  o postaci:

A /•' =  E[AuJ(Vi -  £  B j & B ^ A u ,  -  2A uf £  A;-,-u,*] (5.33)
j*i

Pojawienie się i—tego lokalnego decydenta jest uzasadnione w przypadku, gdy A l '  > 0. 
Po wykorzystaniu (5.31) warunek ten zachodzi, gdy

A / 1 =  tr{[K ?(V{ -  £  B j & B J K i  -  2K j  £  B j & A J P Ż )  > 0, (5.34)
j*i iiti

gdzie tr(.) oznacza ślad macierzy, zaś

P* = E ( w : - w : ) ( w ; - w - ) T (5.35)

K i =  - V - \B ? iQ ,  +  G j)A u  (5.36)

Jeżeli macierz P,“  jest dodatnio określona (P "  >  0), to warunkiem wystarczającym
spełnienia (5.34) jest zachodzenie następującej zależności:

K j(V i -  £  BjiCijBjijK, -  2K j  £  B JiQj > 0 (5.37)
j¥»\ i&

Pojawienie się i— tego lokalnego decydenta w strukturze dwupoziomowej wydaje się być 
uzasadnione w przypadku, gdy wpływ sterowania u,- na wyjście x,- jest znacznie silniejszy 
w stosunku do jego wpływu na wyjścia X j ,  j  ^  i.

Przeanalizujmy jeszcze problem sterowania realizowanego w strukturze jednopoziomo
wej z centralnym decydentem, dysponującym kompletną informacją, a więc zadanie mi
nimalizacji wskainika (5.9) przy ograniczeniu (5.11). W tym  przypadku optymalne prawo 

sterowania ma postać:

u° = - ( H  +  B TQ B  +  GTB  + B TG ) ~ \B TQ +  GT)w  (5.38)
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Zauważmy, że optymalne prawo sterowania koordynatora (b°) w strukturze dwupozio
mowej opisane przez (5.27) wynika z (5.38) po zastąpieniu w nim u° i tu odpowiednio 
przez p° i w. Zatem optymalne prawo sterowania koordynatora spełnia klasyczną zasadę 
równoważności [32].

5 .1 .3 .4 . P rzyk ład
Rozpatrzmy system składający się z dwóch podsystemów opisanych równaniami:

x \  =  2«i — x 2 +  tuj*

x 2 =  Ul — x 2 + w2" (5.39)
«5 II JL

*
y \  = (5.40)

x 2 =  3 u2 — xj — x \  +  w2 (5.41)

(O II 6 K> 
« (5.42)

gdzie zmienne losowe w \ =  [tuj* tuj*]r  oraz tuj m ają rozkłady normalne o parametrach
E w \ =  [1 2]T, E w \  =  2, £(iu{* -  E w \')2 =  2, E (w \ -  E w ;)2 =  3,
£(tuj* -  E w \-)[w l' -  E w 2*) =  1, E{w m2 -  E w‘2) =  3.

Niech wskaźnik jakości, który należy minimalizować, m a postać:

I  = E[( x \ - x \ ) 2 + u \Ą -2 x \  + 2y.\] (5.43)

Załóżmy, że z pierwszego podsystemu przekazywana jest na poziom wyższy zagrego
wana informacja m i =  y{ +  y2, zaś z drugiego podsystemu nie jest przekazywana żadna 
informacja pomiarowa.

Zgodnie z (5.22) optymalne prawa sterowania lokalnych decydentów opisane są wzorami:

u \ = p x -  0.5[(tuJ* -  tuj*) -  (tu?* -  tu?*)] (5.44)

u ° = p 2 -  0.3(iuJ -  w’2), (5.45)

zaś optymalne wytyczne koordynatora m ają postać:

p\ =  -0.42tI>J* +  0. lituj* +  0.16tUj, (5.46)

p°2 =  —0.08tuJ* +  0.39ti>l '  -  0.16u>2 (5.47)

Z postawienia zadania wynika, że tuj =  tuj, tuj =  tuj oraz tuj =  E w \ - 2, natomiast
oceny tuj mogą być wyznaczone z zależności [61]:

[u>J* U>1*]T =  E [w \' U)J*]T +  -Ru-.m, ̂ m ,(m l ~  E m l),  (5.48)
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gdzie

=  E[w\m -  E w \' w2'  -  £tu?*]T[(tuJ* -  Ew\*) +  (w2'  -  Ew2')] =

=  [3 2]T, (5.49)

R mi =  £[(tuj* -  Ew\*) + (w2'  -  E w 2')]2 =  5 (5.50)

W celu stwierdzenia, czy dany lokalny decydent powinien pojawić się w strukturze 
dwupoziomowej, należy obliczyć wartości A l ' ,  i =  1,2 ze wzoru (5.34). Po wstawieniu 
danych z przykładu otrzymamy, że A / 1 =  —3.2, zaś A l 2 =  5.4. Oznacza to, że lokalny 
decydent pierwszego podsystemu nie powinien pojawić się w w dwupoziomowej strukturze 
sterowania.

5.2. A lgorytm  sterow ania dla podsystem ów  dynam icznych [39]

W poprzednich punktach przedstawiono rozwiązanie problemu sterowania systemem 
statycznym. Obecnie zostanie przedstawione rozwiązanie problemu sterowania dla sys
temu dynamicznego, składającego się z powiązanych między sobą podsystemów. Rozpa
trywany będzie system opisany równaniem stanu

< + i  =  + <  + K <  +  <  (5.51)
M

<  =  £ 4 ^ 1  (5.52)

oraz równaniem wyjścia

y; =  C X  +  < ,  » =  1 ,2 ,.., W, (5.53)

gdzie x'n, u'n są wektorami stanu i sterowania o odpowiednich wymiarach, y'n jest wektorem 
wyjścia, zaś w'n,r'n reprezentują zakłócenia stanu oraz pomiaru.

Zakładamy, że zmienne losowe tuj, oraz rj, są gaussowskimi białymi szumami niezależ
nymi od tu{ ,rj, i /  j ,  i , j  =  1 , 2 oraz od innych zmiennych dla k < n. Warunek 
początkowy x'Q jest również białym szumem gaussowskim niezależnym od x30, i ^  j, 
i , j  =  1, 2, ...,M . Przyjmujemy także, że dane jest Ex'0 oraz Ew'n =  0, Er'n =  0, . Dane 
są również macierze kowariancji = Ew'nw'J, R?n =  Er'nr 'J  oraz Xg — Ex'0x 'J . 

Wskaźnik jakości, który należy minimalizować, ma postać:

N  M

i  = £  £ (< T Qn< + uf #X ), (5.54)
n= 0 t= l

gdzie macierz Q'n jest symetryczna i dodatnio półokreślona, zaś macierz H'n jest dodatnio 
określona.

Wielkość v'n zdefiniowana przez (5.52) reprezentuje interakcję pomiędzy podsystemami.
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Zakładam y też, że sterowanie realizowane jest w strukturze dwupoziomowej opisanej w 
punkcie 4.1.2 rozdziału czwartego. W tej strukturze równanie przetworzonego wyjścia ma 
postać:

m ; =  D'ny'n =  +  e'n (5.55)

o wymiarze mniejszym w stosunku do wektora y'n.
Jako dopuszczalne prawa sterowania i — tego lokalnego decydenta przyjmujemy funkcje 

u'n =  ajl(*!„*!nl,»)ł z których każda odwzorowuje zbiór zmiennych x'n,x'n,p'n w zbiór decy
zji uJ,. Przez ij,  oznaczono ocenę stanu x'n wyznaczaną przez i—tego lokalnego decydenta, 
zaś przez x'n oznaczono ocenę stanu x'n wyznaczaną przez koordynatora.

Jako dopuszczalne prawa sterowania koordynatora przyjmujemy natomiast funkcje 
pn =  6n(m n), które odwzorowują zbiór wartości m n w zbiór wytycznych pn. Przez pn 
oznaczono wektor p„ =  \plJ  P?? ■■■■pi?T]T ■ Zakładamy, że funkcje te spełniają ograniczenie 
elastyczne.

oPn) = Pn (5-56)

Ze względu na przyjętą strukturę informacyjną wskaźnik jakości (5.54) nie może być 
minimalizowany. Wprowadzamy zatem wtórny wskaźnik jakości:

N  M

/(« , b) = E  £  £ ( , « •  Q \x in +  u f  //•< )„ .= „ .( .) , (5.57)
n= 0 t= l

gdzie aj, =  x \ ,  a =  {a£, . . . . ,< , . . . ,  ,..., a # } , 6 =  {&£,...., 6^ , . . . , 6̂ , ..., &#}.
Zadaniem syntezy układu sterowania jest znalezienie wśród dopuszczalnych praw takich, 

które minimalizują wtórny wskaźnik jakości (5.57) przy ograniczeniu (5.56).
W [39] zostały wyznaczone optymalne prawa sterowania lokalnych decydentów a'n(x'n, x'n, p'n) 

oraz koordynatora pn =  6n(m n).
Prawo sterowania i —tego lokalnego decydenta wynika z lokalnej optymalizacji i ma 

postać:

u i = p Ł - Ą ( * ; - x ; ) ,  (5.58)

gdzie i j ,  =  £ ^ 4 , x \  = £ |mn4  oraz

L i  =  ( V ^ ' B ? S 'n+, A \  (5.59)

i/;' = ą  + £ f  s;+1b; (5.60)
5; = Qi + Af S‘+1a; -  Af 5i+1 B \sy żrx b ?  s;+1 Ai (5.61)
S'„ =  Qjv (5.62)
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Równanie stanu (5.51) zapisane dla całego systemu ma postać:

•Tn+i — A nx n -f- B nun -ł- wn, (5.63)

gdzie x n =  [x*T x ^ T]T, u„ = [u‘T u ^ T]T, wn =  [uj*t  w ^ T]T są wektorami stanu,
sterowania i zakłócenia dla całego systemu. Macierze An i B n wynikają z (5.51) i (5.63).

Optymalne prawo sterowania koordynatora wynika z globalnej optymalizacji i m a po
stać:

Pn =  - ( K T ^ S ^ A . * . ,  (5.64)

gdzie:

KT — Vn +  B j  Mn+iB„ (5.65)

Vn = d ia g M ,...,V nM] (5.66)

Mn+1 = A ? N n+lA*n +  ATnS'n+1An -  ATnS:+lBn(VnT ' B l S : +1An (5.67)

A’n =  diag[A\ , ..., A^] (5.68)

Nn+1 =  diag[N*+1, ...., JV £ j (5.69)

^ +, =  5-+1 -  s ; +I (5.70)

5:+, =  5 n + i  +  Mn+1 (5.71)

5n+1 = ^ a S^ +1,....,5„M+1] (5.72)

z warunkami brzegowymi
Przy realizacji sterowania (5.58) i (5.64) niezbędna jest znajomość ocen stanu x'n oraz 

x'n, które zostaną wyprowadzone poniżej.

5.2 .1 . R ów nania filtracji stanu x„

Wprowadźmy następujące oznaczenia:

* n + l |n  =  ^ y j ^ n + l ’ Xn + 1 |n +  =  * » + l |n  =  ^ I m n ^ n + l

Ponieważ informacja yń dotyczy tylko i —tego podsystemu, więc oceny wyznaczone 
przez koordynatora nie mogą być poprawione przez i- te g o  lokalnego decydenta. Zatem 
przy wyznaczaniu ocen x'n zakładamy, że

Z l. Ocena zmiennej v‘n występującej w (5.51) wyznaczana przez i —tego lokalnego decy
denta jest równa ocenie v'n =  wyznaczanej przez koordynatora;

Z2. Korekcja xj,+1|n+ — iń +1|n wyznaczana przez i—tego lokalnego decydenta jest równa 
korekcji i j ,+1 — xj,+ijn wyznaczanej przez koordynatora.
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Założenia te  oznaczają, że oceny v'n i poprawki xJ,+j — xj,+1|n wyznaczane przez koor
dynatora są wykorzystywane przez i —tego lokalnego decydenta bez żadnych poprawek. 

Oceny xj,+1 można wyznaczyć z zależności [61]:

® n + l =  * n + l |n +  +  ^ " n + l( j /n + l — ^ n + l^ n + l |n + ) >  (5.73)

gdzie macierz wzmocnienia filtru zdefiniowana jest jakor

* i+ i  =  P U n + C ' Z i ( C ' n + i P U i \ n + C '7+ i  +  r 1/ . (5.74)

gdzie

A l+ l |n +  =  ■ ^ '(^ n + l|n + ^ n + l|n + )>  ^ n + l |n +  — Xn+1 ~  Xn + l|n +  (5.75)

Ocena stanu xj,+1 =  £ |m n+1xjl+i dokonana przez koordynatora wynika z klasycznej
postaci filtru Kalmana

x„+i =  xn+i|n +  An+i[m n+i — Fn+i(A nx n +  B npn)] (5.76)

*U i|»  =  «  +  <  +  K pI  (5.77)

gdzie m n+i =  [m JJ1...m * ^]T, Fn+1 =  diag[F^+1,
Uśredniając warunkowo E. s (.) obie strony równania (5.51) i wykorzystując zało-

I J n ^ n + l
żenią Z1-Z2 wraz z (5.58), (5.77) otrzymamy po przekształceniach:

xn+i|n+ =  xn+i ■+" ^ n ix n ~  x n)i (5.78)

gdzie =  K  -  B'nL'n.
Z (5.73), (5.78) i (5.74) widać, że do wyznaczenia oceny x'n przez i —tego lokalnego 

decydenta niezbędna jest znajomość oceny stanu xj, oraz znajomość macierzy Ą +1|n+. 
Sposób określania tych wielkości zostanie podany w dalszych rozważaniach.

5.2 .2 . R ów nania filtracji stanu x{j

Wprowadźmy następujące oznaczenia:

<&n =  < K a s [ * ł , . K n = d ia g { K l.. . ,K “ },

Cn =  d iag[C l,...,C ?], Ln =  diag[Lln, . . . ,L “ ]

e„ =  e1T  „M TiT -  _  r - l T  - M T  11n J ) Xn + I |n +  — [Xn + i | n + ......Xn + 1 |n + j

x' —  x' —  x' X  =  \x1T x M T ]Tx n + l  — •Łn+ 1 •l n + H  ‘t’n  l n  ■■•■•‘-n i

%n+l — Xn+1 Xn+1

Przy powyższych oznaczeniach cały system może być opisany równaniem:

Xn+i =  A nx n 4- B npn B nLnx n 4~ ułn, (5.79)
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zaś równanie filtracji stanu x„ przyjmie postać:

Xn+i =  xn+i|n 4* K n+\(i^n+iXn+i|n -{- en+i) (5.80)

Xn+i|n — Anx n -|- Bnpn (5.81)

Macierz wzmocnień filtru K n+i wynika z zależności:

Kn+\ = Ą +i|„F„T+1( f ; +i Ą +i|nFnT+ł 4 -£ n)_1, (5.82)

gdzie

^n+i|n — ^'(®n+i|nXn+i|„), En = E(enen)

Po dość skomplikowanych przekształceniach otrzymamy:

Pn+1|„ =  A nPnA Tn -  AnPnL TnB l  -  B nLnPnA Tn +  B nLnPnL TnB l  +  Wn (5.83)

Fn+i|n E (x n+X xn+j|n)(xn+i xn+i) =  A nPn B nLnPn (5.84)

n̂+l|n+ — E(xn+1 — xn+i|n+)(xn+i Xn+i|n+) =
=  (1 — K n+1Fn+i)Pn+i]n( l  — K n+1Fn+i)T -  $ nPn+i\n{ 1 — Kn+iFn+1)T -  

—(1 — Kn+iFn+i)Pn+\\n$ l  +  $ nPn$n + K n+iE n+iK l+li (5.85)

Pn+i =  E (x n+i xn+i)(xn+i xn+i) =  (1 — K n+iFn+x)Pn+iin (5.86)

-^n+l|n-f- “  -^ (X n + 1  Xn^ .i|n^ . i ) ( x n Xn ) =

=  (1 Kn+iFn+i)Pn+i\n $nPn (5.87)

Pn+i = E (x n+i — xn+1)(xn+1 -  xn+ i)T =

=  <bnP n $ l  +  I<n+iC n+iP n+l|n+ $ I  +  $ nPn+l\n+Cn+lKn+\ +  

+ k n+1(Cn+1Pn+1\n+CZ+1 + Rn+i ) k l +1 (5.88)

Pn+i — F (x n+i xn+i)((xn+j Xn >̂i) =

=  (1 — An+iF n+l)[.Pn+i|n+<I>f (1 — K n+iCn+i)T +

+ P n+I|„(l -  K n+i Fn+i )TC j+1 A'J+1] +

+ A n+ i(£ n+i A'J+1C„+i — Dn+iR n+i]K l+1 (5.89)

Jak widać,równania filtracji stanu x„ wyznaczane przez koordynatora są skomplikowane. 

Macierze kowariancji oraz macierz wzmocnień mogą być wyznaczone przed realizacją ste
rowania. Kolejność ich wyznaczania przedstawiona jest na rys. 10.

Za warunki początkowe należy przyjąć P0|- i =  X 0, =  0 oraz P_i =  0, co wynika
z zależności:

x_i =  x_j =  £ x _  i (5.90)

Oceny x„ są wyznaczane z równań (5.80), (5.81) z warunkiem początkowym

x0 =  E x 0 +  K 0(m 0 -  F0E x 0), (5.91)
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co wynika z (5.80) i (5.81) dla n =  — 1 oraz z warunku x0|- i  =  E x 0. Oceny stanu x}, wy
znaczane przez i—tego lokalnego decydenta wynikają z równań (5.73) i (5.78) z warunkami 
początkowymi

*Ł =  s j  +  *5(y$ -C 5» j), 

co wynika z (5.73) po podstawieniu xj,|_1+ =  xj„ oraz z (5.78), (5.90).

5 .2 .3 . P rzyk ład

Rozważmy model systemu opisanego równaniami (5.51)-(5.55), dla których:

B \  =

B i  =

(5.92)

' 2 '
, A1 =

0.5 0
, a 1-2 =

' - 1  - 1  '
1 ł 1 An 0 0.5 1 1

' 2 '
, A2 =

0.5 0
, A2,1 =

' - 1  - 1  '
1 0 0.5 - 1  - 1

C l = C l =  

Q \ =  1

Ql =

i o 
0 1

-1 
- 1  1

3 1
1 o

, D \ = D \ = [ 1 1] 

, H \ = 1 

H l =  2

Zakłócenia w \ ,w ^ , r \ , r 2 m ają rozkłady normalne o zerowych wartościach średnich i ma-

cierzach kowariancji =  W* =
2 1 
1 1 R i = R l =

1 0 
0 1

Warunek początkowy x0 ma również rozkład normalny o zerowej wartości średniej i 
macierzy kowariancji X ]  =  =  R\-

Z obliczeń numerycznych wynika, że macierze wzmocnień filtrów ustalają się do wartości

K  =

0.42 -0 .09
0.3 0.06

-0 .01  0.46
-0 .02  0.39

K  = 0.43 -0 .05  
0.05 0.38

Optymalne prawa sterowania lokalnych decydentów oraz koordynatora wyrażają się 
wzorami:

Un = Pn

Un — P n ~  [0-18 0 .0 8 ][* i-* S ]
-0 .22  -0 .1 4  0.15 0.25
0.64 0.59 -0 .27  -0 .23Pn =

Rys.10. Algorytm wyznaczania macierzy A'„ 
Fig. 10. Determination of the matrix A'„
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W pracy [39] podano warunki, przy których lokalny decydent nie powinien pojawić 
się w strukturze dwupoziomowej. Zależą one między innymi od wyników filtracji stanu. 
W analizowanym przykładzie pojawienie się pierwszego lokalnego decydenta pogarsza 
jakość sterowania. Jak widać, lokalne sterowanie tego podsystemu jest równe wytycznej 
koordynatora.

5 .2 .4 . U w agi końcowe

W przypadku powiązanych podsystemów równania filtracji m ają dość skomplikowaną 
postać. Interakcja między podsystemami jest uwzględniana w ocenie stanu na poziomie 
wyższym, natom iast nie występuje ona w ocenie stanu dokonywanej przez lokalnych de
cydentów. Tak więc powiązanie pomiędzy podsystemami jest brane pod uwagę przez ko
ordynatora, natom iast prawa sterowania na poziomie niższym m ają charakter lokalny i 
zdecentralizowany.

Synteza algorytmu sterowania realizowanego w strukturze dwupoziomowej doprowa
dziła do uzyskania liniowych praw sterowania względem odpowiednich ocen zarówno ko
ordynatora, jak i lokalnych decydentów. Było to możliwe dzięki wprowadzeniu ograni
czenia elastycznego oraz dwoistemu traktowaniu sterowania lokalnego. Ponadto prawo 
sterowania koordynatora spełnia klasyczną zasadę stochastycznej równoważności.

Oddziaływanie pomiędzy podsystemami sprawia, że czasami lokalny decydent nie powi
nien pojawić się w strukturze dwupoziomowej. Został wyprowadzony warunek wystarcza
jący, umożliwiający rozstrzygnięcie tego problemu w trakcie syntezy układu sterowania.

ZA K O Ń C ZEN IE

W pracy dokonano syntezy i analizy wybranych algorytmów sterowania w warunkach 
niepewności, realizowanych w strukturze dwupoziomowej z koordynatorem na poziomie 
wyższym i lokalnymi decydentami na poziomie niższym. Sformułowane problemy roz
wiązywane były w strukturze informacyjnej, w której decydenci dysponują zróżnicowaną 
informacją pomiarową (non-classical information pattern), wykorzystywaną do sterowa
nia. Do koordynacji wprowadzono ograniczenie elastyczne i jego odmiany, prowadzące do 
uzyskania sterowania częściowo zdecentralizowanego i obliczeniowo zdekomponowanego. 
Cechą charakterystyczną opracowanych strategii jest to, że lokalni decydenci m ają pewną 
swobodę w podejmowaniu ostatecznych decyzji, dzięki czemu mogą oni lepiej wykorzystać 
swoją bardziej szczegółową informację.

Dla problemów liniowo-kwadratowych i przy ograniczeniu elastycznym optymalne prawa 
sterowania decydentów m ają postać analityczną i są liniowymi funkcjami odpowiednich 
ocen stanu. Dla systemu statycznego i gaussowskich rozkładów zmiennych losowych oceny 
te wynikają z klasycznych rozważań, natomiast dla systemów dynamicznych przy realiza
cji sterowania należy rozwiązywać nieklasyczne równania filtracji stanu.

Opracowane algorytmy mogą być wykorzystane do problemu rozdziału zasobów. Uwzględ
nienie zmodyfikowanego ograniczenia nierównościowego na poziom zasobów w magazynie 
sprawia, że część zmiennych określanych przez koordynatora jest wyznaczana numerycznie 
w trybie on line podczas pracy systemu. Wykorzystywana jest przy tym  idea sterowania 
w układzie OLF, co prowadzi do sterowania suboptymalnego.

Do realizacji algorytmów rozdziału zasobów wymagana jest pojemność rezerwowa wy
korzystywana przez odbiorców w przypadku, gdy suma przyznanych zasobów przez lo
kalnych decydentów jest większa od ilości zasobów proponowanych przez koordynatora. 
Przy ograniczeniu elastycznym i braku innych ograniczeń na sterowanie lokalne wielkość 
tej pojemności nie zależy od decyzji koordynatora i może być wyznaczona eksperymental
nie lub analitycznie (dla pewnych rozkładów zmiennych losowych). Badania symulacyjne 
pokazują, że bardziej opłacalne jest przeznaczenie części zasobów na gromadzenie zapa
sów umożliwiających realizację algorytmu niż pozostawienie całości zasobów do dyspozycji 
koordynatora. Wynika stąd, że decentralizacja sterowania z wykorzystaniem informacji lo
kalnych decydentów daje lepsze rezultaty, niż centralne sterowanie z mniej szczegółową in
formacją koordynatora i zwiększoną ilością sterowanych przez niego zasobów. Otrzymane 
wyniki przemawiają za sterowaniem dwupoziomowym, częściowo zdecentralizowanym.
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Brak kontroli koordynatora nad wielkością pojemności rezerwowej może prowadzić do 
przerwania realizacji algorytmu. Żeby temu zapobiec, wprowadzono dodatkowe ograni
czenia na sterowanie, które sprawiają, że wielkość pojemności rezerwowej jest sterowana 
przez koordynatora i maleje wraz ze wzrostem deficytu. Istnieją przypadki, w których 
prowadzi to  do poprawy jakości sterowania.

Do rozwiązania sformułowanych problemów zastosowano metodę optymalizacji parame
trycznej lub metodę cen. Ta druga umożliwia zmniejszenie ilości zróżnicowanej informacji 
(wytycznych) przesyłanej lokalnym decydentom.

Dalsze zmniejszenie ilości informacji przekazywanej do i przetwarzanej przez koordy
natora można osiągnąć przez zróżnicowanie częstotliwości podejmowania decyzji na obu 
poziomach.

Bardziej szczegółowe wnioski i uwagi są zamieszczone na końcu poszczególnych rozdzia

łów.
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D W U P O Z IO M O W E  STER O W A NIE ROZDZIAŁEM  
Z A SO B Ó W  W  D U Ż Y C H  SY ST E M A C H  W  W A R U N K A C H  

LO SO W YCH

Streszczenie

Praca zawiera wyniki syntezy i analizy algorytmów rozdziału zasobów w dużych sys
temach w warunkach losowych. Rozpatrywane są systemy składające się z odbiorców 
zasobów (podsystemów) oraz magazynu, z którego zasoby te są pobierane. Losowość wy
nika z niepełnej znajomości zapotrzebowań odbiorców, dopływu oraz wielkości zasobów 
w magazynie.

Celem syntezy jest konstrukcja praw sterowania, dla których wskaźnik jakości wyraża
jący straty  w systemie przyjmuje minimalną wartość.

Złożoność opracowywanych algorytmów zależy od przyjętej struktury układu sterowa
nia i struktury informacyjnej. W pracy zakłada się, że sterowanie realizowane jest w dwu
poziomowej strukturze hierarchicznej z koordynatorem na poziomie wyższym i lokalnymi 
decydentami na poziomie niższym, dysponującymi zróżnicowaną informacją.

Do koordynacji wprowadza się tzw. ograniczenie elastyczne oraz jego modyfikacje, które 
umożliwiają decentralizację sterowania i dekompozycję obliczeń. Za zmienne koordynujące 
uważa się oceny (średnie warunkowe) sterowań lokalnych decydentów, wyznaczane przez 
koordynatora na poziomie wyższym. Ograniczenie elastyczne jako równanie koordynacji 
daje lokalnym decydentom pewną swobodę w podejmowaniu decyzji, dzięki czemu mogą 
oni lepiej wykorzystać do sterowania swoją bardziej szczegółową informację.

Pokazano, że dla kwadratowego wskaźnika jakości lokalne prawa sterowania m ają po
stać analityczną, a obliczenia numeryczne, wynikające z nierównościowego ograniczenia 
na wielkość zasobów w magazynie, sprowadzają się jedynie do wyznaczania przez koor
dynatora wartości tzw. zmiennych zagregowanych. Jest to zadanie dynamiczne, którego 
rozwiązanie w pracy oparto na idei sterowania w układzie otwartym ze sprzężeniem (OLF).

Do realizacji opracowanych algorytmów wymagana jest pewna ’’pojemność rezerwowa” 
w magazynie, wykorzystywana czasami przez lokalnych decydentów. Przy pewnych zało
żeniach określono jej wielkość analitycznie.

Z badań symulacyjnych wynika, że bardziej opłaca się przeznaczyć część pojemności 
magazynu na gromadzenie zasobów, niż pozostawić ją  całą do dyspozycji koordynatora.

Dokonano też syntezy algorytmów sterowania przy dodatkowych ograniczeniach na wa
riancję, na znak oraz na prawdopodobieństwo realizacji nieujemnych sterowań lokalnych.
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Dla statycznego problemu skalarnego i przy założeniu braku przesyłu bieżącej infor
macji z podsystemów do koordynatora uzyskane wyniki badań symulacyjnych wskazują 
na lepsze własności opracowanego algorytmu w porównaniu z poprzednimi strategiami, 
prowadzącymi czasami do realizacji sterowań suboptymalnych.

W pracy przedstawiono również algorytmy sterowania realizowanego w dwupoziomowej 
strukturze hierarchicznej dla przypadku kwadratowego wskaźnika jakości i dynamicznych 
podsystemów opisanych różnicowymi równaniami liniowymi. Sterowania decydentów za
leżą między innymi od ocen stanu dokonywanych zarówno przez koordynatora, jak i lo
kalnych decydentów. Przy zróżnicowanej informacji prowadzi to  do niekonwencjonalnych 
równań filtracji, obowiązujących na poziomie wyższym.

Idea ograniczenia elastycznego jako równania koordynacji została wykorzystana do syn
tezy praw sterowania dla systemu składającego się z powiązanych poprzez interakcję pod
systemów zarówno statycznych, jak i dynamicznych. W przypadku dynamicznym rów
nania filtracji m ają dość skomplikowaną postać. Interakcja pomiędzy podsystemami jest 
uwzględniana w ocenie stanu na poziomie wyższym, natom iast prawa sterowania na po
ziomie niższym m ają charakter lokalny i zdecentralizowany.

Oddziaływanie pomiędzy podsystemami sprawia, że czasami lokalny decydent nie po
winien pojawić się w strukturze dwupoziomowej. W pracy został wyprowadzony warunek 
wystarczający, umożliwiający rozstrzygnięcie tego problemu w trakcie syntezy algorytmu 
sterowania.

TW O -LEV EL R ESO U R C E A LLO CATIO N IN  LARG E  
SCALE SYSTEM S U N D E R  R A N D O M  C O N D IT IO N S

Sum m ary

Synthesis and analysis of resource allocation in large scale systems are presented. Sys
tems containing receivers (subsystems) and a storage reservoir are considered. Random
ness results from incomplete knowledge of receiver demands, an inflow and an amount of 
resources in the storage reservoir.

The problem is to construct control laws for which a performance index representing 
losses in the system takes a minimal value.

The form and complexity of the solution depend on information and control structu
res. In the monograph it is discussed a two-level hierarchical control structure with a 
coordinator on the upper level and local controllers on the lower level having different 
information. The coordinator has essential information for the whole system, while the 
local controllers have more detailed information concerning the particular subsystems.

An elastic constraint and its modifications are introduced to coordination. Owing to 
this it is possible to  partially decentralize control actions and to decompose calculations. 
The coordinate variables are estimates (conditional means) of local controls determined 
by the coordinator. The elastic constraint, as the coordination constraint, allows some 
freedom in taking decisions by local decision makers, which can better utilise their more 
detailed information. It is shown tha t for quadratic performance index local control laws 
have an analytical form. Values of aggregated variables are determined by the coordinator 
in numerical calculations resulting from an inequality constraint on the storage reservoir 
capacity. It is a dynamic problem, which is solved in the open loop feedback (OLF) control 

structure.
Some ’’reserve capacity” in the storage reservoir is needed to realize the control strate

gies. It can be determined (under some assumptions) in an analytical way. From numerical 
calculations it results, tha t it is wortwhile to devote a part of the reservoir for creating 

the "reserve capacity” .
Synthesis of control algorithms under additional constraints on control variance, con

trol sign and nonnegative control realization probability is presented. For a static scalar 
problem and without transm iting any information from the local controllers to the coor
dinator, numerical results show tha t the strategy is better than previous ones.
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For quadratic performance index and dynamic linear discrete subsystems control strate
gies axe presented. Control variables depend on sta te  estim ates made by decision makers. 
Non - conventional filtering equations resulting from different information should be solved 
by the coordinator.

Control strategies with the elastic constraint are made for a system consisting of inter
connected static or dynamic subsystems. In dynamic case filtering equations have rather 
complicated form. Local control laws are decentralized while interaction is taken into ac
count by the coordinator. It is possible tha t some local controllers should not appear in 
the two-level structure. Derived sufficient condition allows to  investigate this problem in 
the control synthesis.

i


