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CEL I ZAKRES PRACY

Podstawowym celem pracy jest możliwie szerokie ujęcie obecnego stanu wiedzy na temat 

własności i zastosowań w  teorii obwodów bezinercyjnych elementów osobliwych. Większość 

przedstawionego materiału oparta jest na oryginalnych pracach autora prowadzonych w  ra

mach tej tematyki od roku 1981 [T23], Inspiracją tej pracy była chęć podjęcia próby 

stworzenia całościowej, niesprzecznej wewnętrznie teorii skupionych bezinercyjnych układów 

aktywnych. Może ona stanowić dogodne narzędzie do syntezy i budowy modeli rzeczywistych 

układów aktywnych, pozwalając uniezależnić się we wstępnym etapie projektowania od ciągle 

powstających nowych konstrukcji podstawowych przyrządów elektronicznych, takich jak 

tranzystory nowych technologii, wzmacniacze operacyjne i transkonduktancyjne wielowejścio- 

we oraz konwejery prądowe różnego typu.

W rozdziale 1 przedstawiono przegląd różnych przypadków osobliwości występujących w 

idealnych układach aktywnych. Pokazano także przykłady układów elektronicznych, których 

idealne modele zawierają przedstawione osobliwości.

W rozdziale 2 wprowadzono pojęcia nullatorów i noratorów wielozaciskowych oraz analizę 

i syntezę układów liniowych zawierających te  elementy osobliwe. Przedstawione metody są 

rozszerzeniem teorii układów zawierających nullatory i noratory klasyczne. Podano proste 

przykłady zastosowań do analizy i syntezy układów z aplikacją nowych rodzajów analogowych 

układów elektronicznych.

W  rozdziale 3 wprowadzono ogólny opis dwójnika osobliwego o dowolnym obszarze pracy 

na płaszczyźnie prądowo-napięciowej, będącego uogólnionym dwójnikiem rezystancyjnym, 

w ujęciu teorii zbiorów, a także analizę sieci złożonych z takich dwójników.

Opis dwójników osobliwych w ujęciu zbiorowym, jakkolwiek z formalnego punktu widze

nia jest najbardziej ogólny, nie stanowi dobrego narzędzia do obliczeń praktycznych. Rolę taką 

lepiej spełnia boolowska analiza sieci osobliwych, szczególnie ortogonalnych o dowolnych gra

nicach obszarów pracy, w tym także położonych w  nieskończoności. Zastosowanie jej na 

podstawie wprowadzonej przez autora teorii funkcji i formuł boolowskich zmiennej 

rzeczywistej przedstawiono w rozdziale 4.

Wykorzystanie w praktyce mają dwójniki osobliwe ortogonalne o skończonych granicach 

obszarów pracy, stanowiące modele rzeczywistych układów elektronicznych o ograniczonych
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wielkościach wyjściowych parametrów technicznych. Wydaje się, że dobrą formalizacją opisu 

sieci z nich złożonych jest zastosowanie algebry interwałów przedstawione w rozdziale 5, 

w którym pokazano także ich własności w prostych połączeniach z klasycznymi dwójnikami 

RLC.

W rozdziale 6 podsumowującym przedstawiono ogólne kryteria realizowalności fizycznej 

sieci osobliwych opierając się na własnościach topologicznych kształtów obszarów pracy 

dwójników składowych.

Zamieszczony na końcu pracy zestaw literatury zawiera tylko pozycje cytowane w pracy, 

bez bardzo obszernej, klasycznej już obecnie literatury ilustrującej zastosowanie nullatora i no- 

ratora w teorii układów aktywnych, a które można znaleźć w przypisach podanych prac.

1. WPROWADZENIE

1.1. WYSTĘPOWANIE ELEMENTÓW OSOBLIWYCH W IDEALNYCH UKŁA

DACH AKTYWNYCH

W  roku 1961 Carlin i Youla [C l] wprowadzili do teorii obwodów pojęcie elementów 

osobliwych nullatora i noratora zwanych także patologicznymi, zdegenerowanymi lub singu- 

larnymi, w których wartości prądów i napięć określa się jako zerowe lub dowolne (rys. 1.1). 

Podali także teoretyczne modele tych elementów z wykorzystaniem żyratorów lub cyrkula- 

torów (rys. 1.2). Zasadnicza ich nowość polegała na tym, że posiadały na płaszczyźnie u-i 

charakterystyki, które nie były linami prostymi lub krzywymi, jak to ma miejsce dla rezystancji 

klasycznych,

a )
i = 0

u = 0

1 - dowolne

U UL - dowolne

Rys. 1.1. Dwójniki osobliwe nullator i norator oraz ich charakterystyki na płaszczyźnie u-i 

Fig. 1.1. Singular one-portts nullator and norator and their characteristics in u-i plane

a )

R

i  =  0
-  R

Zyratop j

u = 0
: W  :

i t R  i 
: :i ■i_______ _ j

R
1 — dowolne

O >-----

u  — dowolne f  R

-  R

Rys. 1.2. Obwody zastępcze nullatora i noratora zawierające żyrator 

Fig. 1.2. Equivalent circuits o f nullator and norator containing gyrator
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Dziesięć lat prędzej możliwość istnienia elementów osobliwych sugerował Tellegen [Tl], 

nazywając je  wtedy elementami idealnymi. W roku 1967 Devis [D l] zalicza do elementów 

osobliwych także zwarcie oraz przerwę. W  tym samym roku Chua [C13] pokazał model 

noratora z idealnymi źródłami sterowanymi o wzmocnieniu jednostkowym (rys. 1.3).

a ) J b >

u u
E = u

Rys. 1.3. Realizacje obwodów zastępczych noratora z zastosowaniem źródeł sterowanych 

Fig. 1.3. Realisation o f equivalent circuits o f norator by means o f  controlled sources

W  pracy tej rozszerzył także pojęcie osobliwości na wszystkie dwójniki bezinercyjne zawie

rające w  swoich charakterystykach na płaszczyźnie prąd-napięcie, oprócz linii prostych i krzy

wych, także części obszarów ciągłych płaszczyzny. Przykłady takich obwodów osobliwych 

oraz ich charakterystyki pokazano na rysunkach 1.4 i 1.5. Dwójniki takie omawiane są także w 

pracach [V I] [G l], natomiast w pracy [C4] zakłada się istnienie dowolnie skomplikowanego 

rezystancyjnego dwójnika osobliwego, np. o charakterystyce pokazanej na rys. 1.6. ([C4], str. 

480, rys. 4).

Rys. 1.4. Dwójnik osobliwy o charakterystyce w  kształcie pionowego pasa [C13] 

Fig. 1.4. Singular one-port whose characteristic consists o f  a vertical strip o f points

- 13 -

U N2

A
i

Rys. 1.5. Dwójnik rezystancyjno-osobliwy o charakterystyce zawierającej obszar w kształcie 
czworokąta

Fig. 1.5. Singular-resistance one-port whose characteristic contains a rectangular region of

Rys. 1.6. Charakterystyka rezystancyjnego dwójnika osobliwego przedstawiona w  pracy 
[C4]

Fig. 1.6. Characteristic o f the singular-resistance one-port described in the paper [C4]
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Bardzo ważną rolę w układach aktywnych odegrał i nadal odgrywa czwómik osobliwy 

nazywany nullorem, a będący nierozłączną parą nullator-norator (rys. 1.7). Pierwszy raz został 

on opisany tak jak dwójniki nullator i norator w pracach Carlina [C l] [C2] (także Martinelli 

[M3]), gdzie podano też jego obwód zastępczy z zastosowaniem żyratora lub cyrkulatora. 

Można, także zbudować jego model zawierający źródła sterowane o wzmocnieniu jednostko

wym (rys. 1.8) podany przez autora w pracy [T4],

a > Jb>

N U L L O R

U i u .

« 1 □ 0

* i O 0

R

u .

a >

u .

Rys. 1.7. Symbol nullora oraz jego obwód zastępczy 

Fig. 1.7. Nullor: symbol and equivalent circuit

h >
E = c ć U i

I z
t ■ < o

d
I = / 3 i a

f) —  i

)

N U L L O R

U ;

Rys. 1.8. Obwód zastępczy nullora z zastosowaniem źródeł sterowanych 

Fig. 1.8. Equivalent circuit o f  nullor containing controlled sources

Układ z rys. 1 .8a  opisuje macierz łańcuchowa:

1----
0Ü11 i

C
i

_ii_ o p - 1 i

__
i

(1.1)

Jeżeli wzmocnienia źródeł sterowanych zmierzać będą do jedności, to właściwości układu 

zbliżać się będą do właściwości idealnego nullatora.

Rozwijając koncepcję nullatora, w  pracach [S8, T5] przedstawiono modele elementów o 

charakterystyce punktowej położonej w  dowolnym miejscu płaszczyzny u-i, nazwanych

- 15 -

źródlatorami [T5] lub bigeneratorami [S8], Uzyskuje się je  przez dołączenie do zbioru 

elementów osobliwych idealnych źródeł autonomicznych (rys. 1.9).

a ) fe> c )

u
i =  I

u = E

x

I

E u

Rys. 1.9. Źródlator - obwód zastępczy, symbol oraz charakterystyka 

Fig. 1.9. The bigenerator - equivalent circuit, symbol and characteristic

Źródlator posiada także obwód zastępczy, zawierający żyrator, pokazany na rys. 1.10.

i  =  E / R

u = E

i i  ~  R ,

Rys. 1.10. Obwód zastępczy źródlatora zawierający żyrator 

Fig. 1.10. Equivalent circuit o f a bigenerator containing a gyrator

W układzie tym zachodzą zależności: 

dla żyratora:

U, U,
' 4 R ’ ‘3 R ’

(1.2)



16

dla obciążeń żyratora:

. U , + 2E  . U,

' ‘‘ ~ r T

oraz dla całego układu: 

i = i2 - i 4 = i , - i 3.

Po uwzględnieniu (1.2) i (1.3) w relacji (1.4) otrzymuje się:

U l i i
r 2 r 2 r  '  r  '  r ,

Zakładając: R, =  R 2 =  R 

otrzymuje się ostatecznie: 

u = u 2 - u ,  = - E  = u 0,

1 /  , E

Na rys. 1.11 pokazano obwód zastępczy źródlatora zawierający źródła sterowane [T6],

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

N 1

^  2 — U 3

I i = i
i f .  = 0

u 3

E  i =  u 3

- o -

1 0 3

R
e

a u ,

Rys. 1.11. Obwód zastępczy źródlatora zawierający źródła sterowane 

Fig. 1.11. Equivalent circuit o f a bigenerator containing controlled sources

W  układzie tym dla węzła W1 i oczka 03  zachodzą równania: 

i o = I + ~ u 3 = i 0R E+ E
K i

oraz dla całości:

(1.9)

(1.10)

17

Stąd otrzymuje się: 

E + IR,

(IR e + E )R ,

Jak widać z relacji (1.11) i (1.12), wartości prądu i napięcia na zaciskach a-b są stałe i nieza

leżne od układu dołączonego, zatem jego charakterystyką jest punkt o współrzędnych (u0,i0).

Włączając do zbioru elementów osobliwych idealną diodę jako elementarny rezystancyjny 

dwójnik nieliniowy uzyskuje się, przy współudziale źródeł autonomicznych, nieskończenie 

wiele elementów osobliwych [T6][T7][T8][T9], Obszary pracy tych dwójników posiadają 

kształty ortogonalne, czyli uogólnionych prostokątów, których granicami są linie proste 

równoległe do osi współrzędnych lub pewne ich odcinki, przy czym proste te mogą być 

położone w nieskończoności, a odcinki mogą mieć długości nieskończenie małe. Dwójniki 

osobliwe o ortogonalnych obszarach pracy na płaszczyźnie u-i nazywane będą dwójnikami 

osobliwymi ortogonalnymi. Jednym z możliwych obwodów zastępczych ortogonalnego 

dwójnika osobliwego jest układ przedstawiony na rys. 1.12. Granice obszaru pracy tego 

dwójnika określają źródła autonomiczne E ,, E 2 oraz I,, I2. [T10]

I i

» o

Rys. 1.12. Obwód zastępczy ortogonalnego dwójnika osobliwego 

Fig. 1.12. Equivalent circuit o f an orthogonal singular one-port
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Rys. 1.13. Obszary pracy ortogonalnego dwójnika osobliwego z rys. 1.12 

Fig. 1.13. Operating-region of an orthogonal singular one-port in Fig. 1.12

Oznacza to, że obszar pracy D 0 można opisać za pomocą zbiorów A i B określonych przez ich 

dolne i górne granice: [Id,Ig] oraz [Ud,U g], Pozwala to  znacznie uprościć poszukiwanie 

obszarów pracy dwójników zastępczych do danej sieci zawierającej dwójniki osobliwe [Tl 1]. 

W  szczególności, dla każdego dowolnego dwójnika osobliwego D można dobrać pewne dwa 

dwójniki osobliwe ortogonalne D01 i D02 z nieskończenie wielu (rys. 1.14), takie aby granica 

obszaru pracy dwójnika D była w pasie D02 opisanym relacją:

®12~®0l"®02> (1 ■ 13)

k tórą określa zakreskowany obszar na rys. 1.14.

Rys. 1.14. Obszar pracy dowolnego dwójnika osobliwego D ograniczony dwoma 
dwójnikami ortogonalnymi D01 i D02

Fig. 1.14. Operating-region o f  any singular one-port D limited by two orthogonal one-ports 
Doi and Do2
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Można wykazać na podstawie własności działań na zbiorach, że obszar D’12 = D'01 - D 'm 

powstały na skutek przekształceń obszarów D '0I i D '02> a związanych z poszukiwaniem np. 

dwójników zastępczych, będzie zawierał w sobie granicę obszaru D', który powstałby na 

skutek dokonania na obszarze D tych samych przekształceń.

Zasada ta  podkreśla znaczenie, jakie może posiadać w  analizie i syntezie układów osobli

wych zbiór ortogonalnych dwójników osobliwych. Pozwala bowiem poszukiwać przybliżonych 

obszarów pracy prostymi metodami dla dwójników osobliwych o dowolnie skomplikowanych 

kształtach obszarów pracy. Ortogonalne dwójniki osobliwe opisują także własności dwójni

ków, których charakterystyki składają się z podzbiorów ortogonalnych [T12], Zachodzi to 

przykładowo dla idealnego elementu diodowego Dd (rys. 1.15), którego obszar pracy jest 

sumą dwóch podzbiorów ortogonalnych D ld i D2d (półprostych) o granicach [0,0], [0,oo] 

oraz [-oo,0], [0,0], czyli:

Dd = D ldu D 2d. (1.14)

Podobnie można wykazać na podstawie własności operacji na zbiorach, że poszukiwany 

obszar zastępczy D d' dla układu , w którym pracuje idealna dioda, równy jest sumie 

podzbiorów D ld' i D 2d’ poszukiwanych każdy oddzielnie.

Rys. 1.15. Charakterystyka idealnego elementu diodowego D d jako suma zbiorowa dwóch 
obszarów ortogonalnych D ld i D2d

Fig. 1.15. The ideał diodę characteristic as a set addition o f two orthogonal regions D u and 
D2d

Kolejnym podzbiorem dwójników osobliwych ortogonalnych są dwójniki ortogonalne o 

granicach tylko zerowych lub nieskończonych [0,oo], Podzbiór ten zawiera elementy o cha

rakterystykach będących półpłaszczyznami, ćwierćpłaszczyznami, półprostymi lub z nich zło

żone, lecz bez źródeł autonomicznych [T8][T9] [T12]. Niektóre z nich pokazano na rys. 1.16.
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Rys. 1.16. Niektóre elementy zbioru dwójników osobliwych ortogonalnych typu [0, oc]

Fig. 1.16. Some elements o f a singulär orthogonal one-port [0,oo]-type set

Analizę i syntezę sieci osobliwych złożonych z  dwójników ortogonalnych [0 ,o o ] można 

sformalizować przez wprowadzenie algebry Boole'a w dwu- i wielowymiarowej przestrzeni 

binarnej [T8] [T l2]. W celu uproszczenia wielu rozważań i ze względów praktycznych 

wyróżnia się trzeci podzbiór elementów osobliwych ortogonalnych zawierający się w 

poprzednich (pierwszy był zbiorem elementów osobliwych ortogonalnych dowolnych, a drugi 

elementów osobliwych o granicach obszarów pracy położonych tylko w zerze lub 

nieskończoności), a składający się tylko z przerwy, zwarcia, nullatora i noratora. Jakkolwiek 

wydaje się on najbardziej uproszczony, posiada jednak największe znaczenie praktyczne. Opis 

jego można sformalizować za pomocą algebry Boole'a w  jednowymiarowej przestrzeni 

binarnej [T13] [T14],
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jego można sformalizować za pomocą algebry Boole'a w jednowymiarowej przestrzeni 

binarnej [T13] [T14],

Elementy osobliwe ortogonalne pozwalają dokonywać operacji typu suma, tożsamość, 

zmiana znaku, wybór obszaru wartości, niezależnie dla każdej zmiennej zaciskowej łączonych 

dwójników i generować w ten sposób wiele niekonwencjonalnych połączeń (np. czwórników, 

tak aby uzyskać sumę współczynników macierzy łańcuchowych [T14][M7][M6]) niemożli

wych do zrealizowania za pomocą dwójników rezystancyjnych klasycznych. Elementy 

osobliwe ortogonalne mają podstawowe znaczenie w tworzeniu wszelkich obwodów o para

metrach skupionych, gdyż potrzebne są do tego przerwa, zwarcie oraz idealne źródła, które 

także do nich należą.

Zbiór elementów osobliwych ortogonalnych [0,oo] posiada dwie odróżniające je  od 

pozostałych dwójników rezystancyjnych własności, a mianowicie:

- rozdzielność połączenia szeregowego względem równoległego, ortogonalnego dwójnika 

osobliwego [0,oo],

- rozdzielność połączenia równoległego względem szeregowego, ortogonalnego dwójnika 

osobliwego [0,oo],

Powszechnie znane są one dla zwarć, przerw i idealnych diod, a wykazać ich istnienie można 

na podstawie formalnego opisu algebrą Boole'a [T13][T14][T8][T12], Własności te, znane w 

postaci twierdzenia o przesuwaniu źródeł idealnych, posiadają też częściowo źródła idealne. 

Wynika to stąd, że dwie granice ich obszarów pracy są nieskończone. Własności te 

zilustrowane są schematami na rysunkach 1.17 i 1.18.

D a  D a  D q ( 0 , o o )

— 1=1— ------ 1=3--------- --------- O —
o------

» 2
------1 |= ] |— O — >  0----- » 2

— n u —— 1D0  < O ,  o o > L— □ --------- --------- Ü —
D 0  ( O , o o )

Rys. 1.17. Własności rozdzielności połączenia równoległego względem szeregowego 
ortogonalnego dwójnika osobliwego [0,oo]

Fig. 1.17. Divisibility properties o f  parallel connection in relation to series connection o f 
[0,oo]-type singular one-ports
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Rys. 1.18. Własności rozdzielności połączenia szeregowego względem równoległego 
ortogonalnego dwójnika osobliwego [0,oo]

Fig. 1.18. Divisibility properties o f series connection in relation to  parallel connection o f 
[O,oo]-type singular one-ports

Do zbioru elementów osobliwych ortogonalnych zalicza się także element, który ma właści

wości przerwy lub zwarcia w  zależności od układu dołączonego i może być nazwany nora- 

torem bezmocowym [T7], Równoważny mu obwód zastępczy, zawierający idealne elementy 

diodowe, symbol, oraz charakterystykę, pokazano na rys. 1.19. Element taki może się też poja

wić w  układach nieliniowych zawierających analogowe układy mnożące, traktowane jako 

źródła podwójnie sterowane [T15][T16],

u O u

Rys. 1.19. N orator bezmocowy : obwód równoważny, symbol oraz charakterystyka 

Fig. 1.19. Zero power norator : equivalent circuit, symbol and characteristic

Przykładowo w  układzie przedstawionym na rys. 1.20 napięcie wejściowe opisuje równanie: 

ui =  aP7R2R3uiii =  kuiii (1.15)
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Rys. 1.20. Obwód zastępczy noratora bezmocowego, zawierający analogowy układ mnożący 

Fig. 1.20. Equivalent circuit o f  the zero power norator with analog multiplier

Dla prądu i, = l / k  napięcie u, może być dowolne, natomiast dla wszystkich innych 

wartości prądu i, napięcie u, może być tylko równe zeru. Można go zatem uznać za 

przesunięty o prąd l/k  norator bezmocowy, co pokazano na rys. 1.21. Norator bezmocowy 

jest także szczególnym przypadkiem źródła mocowego opisanego w  pracy [S9], gdy opisujący 

go parametr P= 0.

i

1 / U

u

U

I = l / k

Rys. 1.21. Charakterystyka noratora bezmocowego przesuniętego oraz jego obwód 
równoważny

Fig. 1.21. Characteristic o f the zero power shifted norator and its equivalent circuit

W związku z coraz powszechniejszym zastosowaniem w układach aktywnych konwejerów 

prądowych [S4][W2] wprowadzono pojęcie noratora dodatniego, przydatnego do budowy ich 

teoretycznych modeli [S3][W1], Posiada on także obwód równoważny podany w pracy [HI] i 

pokazany na rys. 1.22.

Uogólniając pojęcie noratora, można wprowadzić norator "wzmacniający" o współczynni

ku przenoszenia K, co oznacza.

i2 =Ki , .  (1.16)

Posiada on dwa zastępcze obwody równoważne zależnie od znaku współczynnika K 

(rys. 1.23).
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Rys. 1.22. Norator dodatni - symbol i obwód równoważny 

Fig. 1.22. Plus-type norator - symbol and equivalent circuit

a  >

-OO -

T

Jb>

i  t l / k  i 2
K= -  R j / R 2

u  z u

-CI>

K=  R j / R j

Rys. 1.23. Norator uogólniony o współczynniku przenoszenia prądu K  oraz jego zastępcze 
obwody równoważne

Fig. 1.23. Generalized norator with the current transfer ratio K and its equivalent circuits

Do opisu teoretycznego konwejerów prądowych wielozaciskowych [T29] ma zastosowanie 

norator wielozaciskowy [T27][T28] (rys. 1.24).

Niechaj przykładowo dla układu o dwóch zaciskach wejściowych i dwóch wyjściowych 

pokazanego na rys. 1.24 zachodzi:

(1.17)

natomiast u , , u 2, u 3 orazu4 mogą mieć wartości dowolne. Relacje te spełnia także obwód 

równoważny pokazany na rys. 1.25.

V
r  i M_»4_ - i  i . ->2_
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U ,

Rys 1.24. Schemat blokowy noratora wielozaciskowego o dwóch wejściach i dwóch 
wyjściach

Fig. 1.24. Block diagram o f the multiterminal norator with two input terminals and two output 
terminals

Rys. 1.25. Norator czterozaciskowy: obwód równoważny 

Fig. 1.25. Four-terminal norator: equivalent circuit

Układ ten dla i2 = 0  staje się noratorem klasycznym widzianym między zaciskami 1-4 lub 

noratorem dodatnim widzianym między zaciskami 1-3.

Analogicznie do pojęcia noratora dodatniego w  pracy [T l9] wprowadzono pojęcie 

nullatora ujemnego. Jest to  element osobliwy o obwodzie równoważnym pokazanym na 

rys. 1.26, dla którego spełnione są relacje:

i, = i 2 = 0  oraz u 2 = - u , .  (1.18a)

Uogólniając pojęcie nullatora, można wprowadzić nullator "wzmacniający" o współczynni

ku przenoszenia napięcia N, co oznacza:

u2 = N u ,. (1.18b)
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Rys. 1.26. Nullator ujemny - symbol i obwody równoważne

Fig. 1.26. Negative nullator (minus-type nullator) - symbol and equivalent circuits

a )

i  t  =  O  A ''* '*  i 2 =  O
►--------- CD--------«-

u -

l b )
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u 2 u ,
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>

Rys. 1.27. Nullator uogólniony o współczynniku przenoszenia napięcia N  

Fig. 1.27. Generalized nullator with the voltage transfer ratio N

Posiada on dwa zastępcze obwody równoważne zależnie od znaku współczynnika N 

(rys. 1.27). Rozszerzając pojęcie nullatora na obwód wielozaciskowy [T20], otrzymuje się 

przykładowo układ jak na rysunku 1.28, który dla prądów spełnia relację:

ii = *2 = ł3 = = 0 (1.19a)

Natomiast dla napięć przyjmuje się w zależności od tego, który z zacisków będzie wyjściowy, 

że spełniony będzie jeden z wierszy równania macierzowego:
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Rys. 1.28. Schemat blokowy nullatora czterozaciskowego o jednym wyjściu 

Fig. 1.28. Symbolic representation o f the four-terminal nullator with a one output

V '0 1 - 1 1 ■ V
1 0 1 - 1 U 2

U 3 - 1 1 0 1

_ V 1 - 1 1 0 - U 4_

Relacje te  spełnia obwód równoważny pokazany na rys. 1.29.

Rys. 1.29. Obwód równoważny nullatora wielozaciskowego opisanego równaniami (1.19a) i 
(1.19b)

Fig. 1.29. Equivalent circuit o f the multiterminal nullator desscribed by Eqs. (1.19a) and 
(1.19b)
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1.2. FIZYKALNE REPREZENTACJE ELEMENTÓW OSOBLIWYCH

Proste zestawy elementów osobliwych lub większe ich sieci mogą być mniej lub bardziej 

przybliżonymi modelami rzeczywistych aktywnych układów elektronicznych. Podstawowym 

elementem składowym układów elektronicznych są tranzystory zarówno bipolarne, jak i poło

wę różnych rodzajów. Dla tranzystora bipolarnego o wzmocnieniu a ,  zakładając linearyzację 

jego charakterystyk w układzie wspólnego emitera, otrzymuje się model zastępczy [M3] [M2] 

[M l], przedstawiony na rys. 1.30 b.

a )

B
o---

C  >

<

h > c < . r .

d >

B
O O

c
- O O  o

Rys. 1.30. Nullatorowo- noratorowe układy równoważne dla spolaryzowanego tranzystora 
bipolarnego

Fig. 1.30. Equivalent circuit with a nullator representing a polarized bipolar transistor

Zakładając dalszą idealizację tranzystora, otrzymuje się model jak na rys.l.30c [M6], 

a następnie dla re —> 0 model jak na rys. 1.30d będący nullorem trójkońcówkowym, czyli parą 

nullator - norator mającą wspólny zacisk. Podobny model jak na rys. 1.30 c i b można przyjąć 

dla tranzystorów polowych przy daleko posuniętej idealizacji ich charakterystyk i parametrów.

Najbardziej popularnym układem stosowanym w technice analogowej, a zarazem najbar

dziej uniwersalnym, jest wzmacniacz operacyjny produkowany powszechnie od 30 lat w wielu
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wersjach w  postaci scalonej. Idealizację rzeczywistego wzmacniacza operacyjnego (rys. 1.31 a) 

przedstawionego jako układ zastępczy na rys. 1.3 lb  [M4], a opisanego macierzą łańcuchową:

R 2 + R 3 R 0R 3
R 0-/3 R 3 R o - j ® ^

( R , + R 3)(R2+ R 3) 1 R 0(R] + P 3 )
R , R 3(R0- ^ R 3) R 3 R ,(R 2- /? R ,)

otrzymuje się przez założenie :

R , —» 00,  R j  — » 00,  R 2 - > 0 , / 7 - » o o .

(1.20)

a )

U i t 0-----------
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U ,

b )
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$  /3Ui
u ,

c >

U ,

Rys. 1.31. Wzmacniacz operacyjny - symbol oraz obwody równoważne 

Fig. 1.31. Operational amplifier-symbol and its equivalent circuits

Reprezentuje go wtedy nullor (rys. 1.31 c), którego charakterystyczną cechą jest uziemienie 

jednego z zacisków wyjściowych noratora. Aby uniezależnić się od tej cechy, buduje się wzma

cniacze operacyjne nieuziemione o dwóch zaciskach wyjściowych [H5], zwane też czteroza- 

ciskowymi nieuziemionymi nullorami (Four-terminal floating nullor - FTFN) [SI]. Podobny 

efekt można osiągnąć stosując dla typowego wzmacniacza operacyjnego zasilanie nieuzie

mione w postaci pokazanej na rys. 1.32.
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Rys. 1.32. Wzmacniacz operacyjny z nieuziemionym zasilaniem jako czterozaciskowy 
nieuziemiony nullor

Fig. 1.32. Operational amplifier with ungrounded power supply as a four-terminal floating 
nullor

W  ostatnich kilku latach pojawiły się różnicowo-różnicowe wzmacniacze operacyjne o czte

rech zaciskach wejściowych (differential difference amplifier- DDA) [H6][Z1][A2][C11], 

Działanie ich opisuje relacja:

U ^  = A [(U pp - U pn) - ( U np -  U™)]. (1.21)

Dla A  —> oo różnicowo-różnicowy wzmacniacz operacyjny posiada równoważny mu obwód 

zastępczy zawierający nullator czterozaciskowy z rys. 1.29 oraz norator wyjściowy połączone 

w  konfiguracji pokazanej na rys. 1.33 [T20],

Rys 1.33. Wzmacniacz operacyjny różnicowo-różnicowy - symbol i obwód zastępczy 

Fig. 1.33. Operational differential difference amplifier: symbol and equivalent circuit
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Każdy wzmacniacz operacyjny nawet traktowany jako idealny posiada ograniczony zakres 

prądów i napięć wyjściowych do wartości |iwj-j,mx| =«?• Po ich przekroczeniu

układ staje się nieliniowy lub może nastąpić jego uszkodzenie. Równoważny mu obwód 

zastępczy (rys. 1.34) [T10] zawiera parę nullator i ortogonalny dwójnik osobliwy o 

prostokątnym obszarze działania ograniczonym wartościam i:

U max -  £> U min -  £  , imax -  c ?  , i„

wyj
-*------- O

□

Rys. 1.34. Obwód zastępczy WO o ogranicżonym prądzie i napięciu wyjściowym 
zawierający dwójnik osobliwy ortogonalny D 0 oraz obszar jego działania

Fig. 1.34. Equivalent circuit o f an operational amplifier with a limited output current and 
voltage, containg singulär orthogonal one-port D0, and its operating-region

Do budowy ukkdów  aktywnych stosowane są też różnicowe wzmacniacze operacyjne o 

wyjściu prądowym ^wane wzmacniaczami transkonduktancyjnymi (operational transcondu

ctance amplifier - OTA) [B1][B2], Wykonywane są w postaci scalonej (np. LM 13700) [L2] 

[53K1] zarówno na tranzystorach bipolarnych (rys. 1.35), jak i polowych.

b )

OTA

Rys. 1.35. Wzmacniacz transkonduktancyjny: schemat i symbol 

Fig. 1.35. Transconductance amplifier: schematic diagram and symbol



Pracę wzmacniacza transkonduktancyjnego opisuje relacja:

l«y =gm( U1+ - U 1' ) ,  (1.22)

w której:

Sm  ̂2Uy. (1.23)

przy czym: U T = kT / q , gdzie k jest stałą Boltzmana, q - ładunkiem elektronu, a T temperaturą 

bezwzględną. Praktycznie U T zawiera się w granicach 30 mV do 50 mV, przy czym dla 

temperatury pokojowej ma wartość 26 mV. Przewodność gm zwana transkonduktancją może 

być zmieniana wartością prądu sterującego IB w  granicach trzech rzędów wielkości. W ide

alnym przypadku przy założeniu nieskończenie dużych rezystancji wejściowych i wyjściowej 

transkonduktancyjnemu wzmacniaczowi operacyjnemu odpowiada obwód równoważny 

pokazany na rys 1.36 [H4],
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U l ■ uy

Rys. 1.36. Różnicowy wzmacniacz transkonduktancyjny - obwód zastępczy 

Fig. 1.36. Differential transconductance amplifier: équivalent circuit

Istnieje też wzmacniacz transkonduktancyjny o czterech wejściach i dwóch wyjściach [W4], 

Jego działanie opisuje relacja (1.24), a symbol i proponowany obwód równoważny przedsta

wia rys. 1.37.

K  = g J ( U , ł + U 2+) - ( U r + U 2-)].  (1.24)

Nullatory wielozaciskowe (Nul. WZ) znajdujące się w obwodzie na rys. 1.37, przy zało

żeniu że wyjściowy jest zacisk o napięciu Ug, opisuje pierwszy wiersz równania macierzo

wego:
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a ) Jb>

T
Rys. 1.37. Wzmacniacz transkonduktancyjny wielozaciskowy i jego obwód równoważny 

Fig. 1.37. Multiterminal transconductance amplifier and its équivalent circuit

Ug' 0 1 1 ' 'U g '
Ui = 1 0 -1 Ui

U2. 1 -1 0_ U 2_

a odpowiadające im równoważne obwody nullatorowo- noratorowe przedstawia rys. 1.38.

Rys. 1.38. Obwody równoważne trójzaciskowemu nullatorowi opisanemu pierwszym 
wierszem równania macierzowego (1.25)

Fig. 1.38. Equivalent circuits o f the three-terminal nullator derived from first row o f the matrix 
equation (1.25)
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UMadem o własnościach symetrycznych względem wzmacniacza transkonduktancyjnego 

jest operacyjny wzmacniacz transrezystancyjny [C5], Pracę jego opisuje postać macierzowa;

U j 0 0 0 ' V
u 2 = 0 0 0 h (1.26)

Uwy _R m 0 J o .

Posiada on rezystancję wejściową i wyjściową o wartościach bliskich zeru, zatem obwód 

równoważny zawierający norator dodatni (w celu odwrócenia znaku I2) może mieć kształt 

pokazany na rys. 1.39b.

Rys. 1.39. Wzmacniacz operacyjny transrezystancyjny i jego obwód równoważny 

Fig. 1.39. Operational transresistance amplifier and its equivalent circuit

a )

u .

u „

Jb>

C C  2 u .

-OO—  

I

Rys. 1.40. Konwejer prądowy pierwszej generacji (CCI) i jego obwód zastępczy 

Fig. 1.40. First generation current conveyor (CCI) and its nullator-norator representation

W  roku 1968 Smith i Sedra [S4] wprowadzili do układów elektrycznych element trój- 

końcówkowy (rys. 1.40a) opisany macierzą hybrydową:

V "0 1 0‘ ' u /

UX = 1 0 0 'x

-  ’z . 0 1 0 , U 2 .
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nazywany przez nich konwejerem prądowym (CC), później określany nazwą konwejer 

prądowy pierwszej generacji (CCI). Równoważny mu obwód zastępczy [B4] przedstawiony 

jest na rys. 140,b. Jego wersja bez źródeł prądowych wymaga zastosowania noratora 

trójzaciskowego, dla którego zachodzi i3 = i2 = i,, a pokazana jest na rys. 1.41. 

a.) lb>

i y

Rys. 1.41. Obwody zastępcze CCI: z noratorem wielozaciskowym (a) lub z rezystorami (b) 

Fig. 1.41. Equivalent circuits o f the CCI: with a multiterminal norator (a) and or with resistors
(b)

Praktyczna realizacja układu CCI za pomocą tranzystorów bipolarnych możliwa do 

realizacji w postaci scalonej przedstawiona jest na rys. 1.42.

Rys. 1.42. Praktyczna realizacja układu CCI 

Fig. 1.42. Practical implementation o f CCI
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Następnie ci sami autorzy [S5] wprowadzili pojęcie konwejerów prądowych drugiej gene

racji (CCII) opisanych macierzą hybrydową:

‘y 0 0 o' u y
Ux = 1 0 0 i ,

0 ±1 0

Ich symbole oraz schematy zastępcze z zastosowaniem noratora zwykłego i dodatniego 

przedstawiono na rys. 1.43.

a )

- O O

CCII 
X C+> 2

o-
V

- o o

Rys. 1.43. Konwejery prądowe drugiej generacji (CCII) i ich obwody zastępcze 

Fig. 1.43. Second generation current conveyors (CCII) and their equivalent circuits

Realizacje praktyczne konwejerów prądowych drugiej generacji, z  zastosowaniem 

wzmacniaczy operacyjnych oraz tranzystorowych luster prądowych (rys. 1.45) pokazane są na 

rys. 1.44.

W postaci scalonej konwejer prądowy produkowany jest jako wzmacniacz AD 844 przez 

firmę Analog Devices [A3]. Jeżeli uogólni się pojęcie konwejera na układ opisany macierzą 

(1.28), lecz o wyrazach różnych od jedności, czyli:

‘y '0 0 0' u y’
u* = N 0 0 i*

.U . 0 K 0 _u z .

a )

V
o-

C C I I < + >

- r  + u <

i.l/%

x ~ t
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fe>
C C I I ( - )

Rys. 1.44. Realizacje praktyczne konwejerów prądowych drugiej generacji z zastosowaniem 
WO i luster prądowych

Fig. 1.44. Practical implementation o f second generation current conveyors using an 
operational amplifier and current mirrors

a )

I i C M I 2 =  I I
I  2 — I  1

X - u T

Rys. 1.45. Lustro prądowe (current mirror - CM) i jego realizacja tranzystorowa 
zaproponowana przez Wilsona [W3]

Fig. 1.45. Current mirror and its four-transistor implementation suggested by Wilson [W3]

otrzyma się układ zwany konwejerem prądowym uogólnionym [S2][C3] (generalized current 

conveyor - GCC), którego zastępczy obwód równoważny zawiera nullator uogólniony i 

norator uogólniony (rys. 1.46).
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o-
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l / ' N

- O -

1 S K

— o o

Rys. 1.46. Obwód zastępczy równoważny uogólnionemu konwejerowi prądowemu 
opisanemu macierzą (1.29)

Fig. 1.46. Equivalent circuit o f the generalized current conveyor derived from matrix (1.29)

a ) K = R i / R 2

 C D -----

4 Z > -C Z J -
R 2

-O O — o
z

Jb>

Y
o—

r 2
- o

- { = >
Ri

- < ¥ d .

C >

Rys 1.47. Realizacja uogólnionego konwejera prądowego o współczynnikach przenoszenia 
N = 1 ,  K = R , / R 2

Fig. 1.47. Generalized current conveyor implementation with the voltage transfer ratio N  = 1, 
and current ratio K = Ri /  R2

39 -

Jeżeli w  układzie tym w  miejsce nulatora "1/N" lub noratora "1/K" podstawi się ich obwody 

równoważne z rysunków 1.23c i 1.27b, a następnie zbuduje ich odpowiedniki za pomocą 

konwejera i WO, otrzyma się dwie wersje GCC przedstawione na rysunkach 1.47 i 1.48.

a >

V
o— O

R i

■o-
r 2

X z
- O —  O O — o

b >

c >

Rys. 1.48. Realizacja uogólnionego konwejera prądowego o współczynnikach przenoszenia 
N = l  + R , / R 2, K = 1

Fig. 1.48. Generalized current conveyor implementation with the voltage transfer ratio 
N  = 1 + R, / R 2> and current ratio K = 1



Istnieją też propozycje budowy konwejerów prądowych wielozaciskowych T3][T17][T18]. 

Układ sześciozaciskowy opisany macierzą:
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(1.30)

można nazwać podwójnym różnicowym konwejerem prądowym (DCCII). Równoważny jemu 

obwód zastępczy (rys. 1.49) zawiera norator czterozaciskowy opisany macierzą (1.17).

'y, 0 0 0 0 0 0' Uy.
0 0 0 0 0 0 Uy,

u *. 1 0 0 0 0 0 'x,

Ux, 0 1 0 0 0 0 **2
i*, 0 0 1 -1 0 0 u z,

U . 0 0 -1 1 0 0

U  y2 o- 

U  x2 o-
1x2

U * i  o-
1Z1

*2
D C C I I

Z 2
X 2

Z ł V,

-o
1x1

1U1

Rys. 1.49. Podwójny konwejer prądowy i jego obwód zastępczy 

Fig. 1.49. Dual current conveyor and its equivalent circuit

C M 1 C M 2 C M 1

Rys. 1.50. Podwójny konwejer prądowy- realizacja praktyczna 

Fig. 1.50. Practical implementation o f  dual current conveyor

41

Jego realizacja praktyczna [T18] z zastosowaniem dwóch wzmacniaczy operacyjnych (WO), 

dwóch par luster prądowych jednowyjściowych (CM I), jednej pary luster prądowych 

dwuwyjściowych (CM2) przedstawiona jest na rys 1.50.

Ogólnie można sformułować pojęcie konwejera prądowego wielozaciskowego (CCIIWZ) 

posiadającego:<x - zacisków Y, p -  zacisków X,y-  zacisków Z. Opisują go dwie macierze 

przenoszenia: pierwsza N o wymiarach a  x p wiążąca napięcia na zaciskach X i Y oraz druga 

K  o wymiarach p x y wiążąca prądy zacisków X i Z, co można zapisać:

u, = N u y, (1.31)

1, = ^ .  (1.32)

Wyrazy tych macierzy przyjmują standardowo wartości 0 lub ±1, lecz można także założyć 

wartości inne. Macierze N i K  są podmacierzami większej macierzy typu (1.30) wiążącej 

zmienne zaciskowe wszystkich a + P  + y zacisków konwejera, przy czym pozostałe wyrazy tej 

macierzy przyjmuje się równe zero. Tak opisany układ wielozaciskowego konwejera prądo

wego można zastąpić obwodem równoważnym zawierającym nullator WZ o a  zaciskach 

wejściowych i p wyjściowych oraz norator WZ o p zaciskach wejściowych i y wyjściowych, 

który przedstawiony jest na rys. 1.51.

Z 2

Rys. 1.51. Uogólniony wielozaciskowy konwejer prądowy 

Fig. 1.51. Generalized multiterminal current conveyor

Konwejer prądowy ujemny CCII(-) (rys. 1.44b) pozwala także na praktyczną realizację 

czterozaciskowego nieujemnego nullatora (FTFN) [H2][H3], przez przerwanie sprzężenia 

między wyjściem WO a jego wejściem odwracającym (-) i utworzenie w ten sposób czwartego 

zacisku W, co pokazano na<~rys. 1.52.
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Rys. 1.52. Realizacja czterokońcówkowego nieuziemionego nullatora za pomocą 
zmodyfikowanego ujemnego konwejera prądowego

Fig. 1.52. Four-terminal floating nullor realisation using a negative current conveyor

N a podstawie koncepcji konwejera prądowego buduje się układy scalone o czterech 

zaciskach pełniących w przybliżeniu rolę FTFN. W  pracy [T2] zaproponowano implementację 

scaloną układu nazwanego operacyjnym konwejerem nieuziemionym, którego działanie 

zdefiniowane jest przez macierz:

'0 1 0 o' ' i . '
0 0 0 0 u y
R 0 0 0 'w
0 0 -1 0 - U *_

V Z
O F C

X u

Rys. 1.53. Obwód zastępczy równoważny operacyjnemu konwejerowi nieuziemionemu opi

sanemu macierzą (1.33)

Fig. 1.53. Equivalent circuit o f  the floating operational current conveyor derived from matrix
(1.33)

Zaproponowany na jej podstawie zastępczy obwód równoważny może mieć postać przedsta

wioną na rys. 1.53.

Podobnie w pracy [FI] przedstawiono implementację scaloną czterozaciskowego układu 

konwertera impedancji opisanego m acierzą:
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V "0 b 0 0'

'y d 0 0 0 “ y
i z a 0 0 0 Uz

_u „_ 0 0 c 0 .»w.

Zaproponowany na jej podstawie równoważny obwód zastępczy, przy założeniu 

a = b = c = d =  l, może mieć postać jak na rys. 1.54.

a )

Rys. 1.54. Obwód zastępczy czterozaciskowego konwertora impedancji opisanego macierzą
(1.34) dlaa  = b = c = d =  l

Fig. 1.54. Equivalent circuit o f for-terminal impedance converter derived from matrix (1.34) 
fo ra  = b = c = d =  l

Przedstawione przykłady ilustrują możliwość tworzenia zastępczych obwodów równo

ważnych, zawierających idealne elementy osobliwe dla każdego złożonego analogowego ukła

du aktywnego, których, jak wynika z przeglądu literatury [PI], [D2], [E l], [R l], [S7], [C7], 

[B3], [C6], [A l], pojawiają się wciąż nowe implementacje scalone, budowane zarówno w 

technice bipolarnej, jak i coraz bardziej przeważającej technice polowej, a także mieszanej.



2. NULLATOROWO-NORATOROWE MODELE OBWODÓW

AKTYWNYCH

2.1. UOGÓLNIONE POJĘCIA NULLATORÓW I NORATORÓW WIELOZACISKO- 

WYCH

Niechaj dany będzie układ o y zaciskach wejściowych, 8 zaciskach wyjściowych oraz 

jednym zacisku "0" zwanym zaciskiem odniesienia (rys. 2.1).

Rys. 2.1. Uogólniony nullator wielozaciskowy rzędu 5 

Fig. 2.1. Generalized multiterminal nullator o f  order 5 

Dla układu tego zachodzą zależności:

Iwcl=lwc2=- -= lw«r = 0  (2.1)
^wyl — Iwy2 — — IwyS — 0 (2.2)

oraz 8 równań wiążących napięcia:

U ^ , N „ n ,2 • V u wer
U ^ 2

=
n 21 n 22 . n 2y u „ e2

(2.3)

112

N S1 N 62 z •S’ • U wc,_

D efinicja 2.1

Układ pokazany na rys. 2.1 i określony równaniami (2.1), (2.2), (2.3) nazywany będzie 

uogólnionym nullatorem wielozaciskowym (U.Nul. WZ) rzędu 8 o macierzy przenoszenia N.

M oże on być reprezentowany przez 8 układów nullatorów jednowyjściowych o wejściach 

połączonych jak  na rys. 2.2.
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Uuel tł Me2 ^  ue ÿ"

Rys. 2.2. Układ 8 nullatorów jednowyjściowych równoważnych U.Nul. WZ rzędu 8

Fig. 2.2. Network 8 one-output nullators equivalent to one multiterminal nullator o f 8 
order

Układ ten dla 8 = y = 1 oraz N „ = 1 staje się nullatorem klasycznym, natomiast dla N „ = -1  

nullatorem ujemnym. Jeżeli dwa uogólnione nullatory wielozaciskowe U.Nul.WZl o y, 

wejściach, 8, wyjściach i macierzy przenoszenia N, oraz U.Nul.WZ2 o y 2 wejściach, 8 2 

wyjściach i macierzy przenoszenia N 2 połączy się tak, że p  zacisków wyjściowych pierwszego 

i p  zacisków wejściowych drugiego będzie wspólnych (rys. 2.3), otrzyma się nowy układ 

U.Nul.WZ3 o y 3 zaciskach wejściowych, 83 zaciskach wyjściowych oraz macierzy 

przenoszenia N 3 , przy czym parametry te określają równania:

T3 = Yi + Y2 ~ P> (2 4)

8 3 = 8 , + 8 2. (2.5)

U U i

Rys. 2.3. Połączenie dwóch uogólnionych nullatorów wielozaciskowych o p  zaciskach 
wspólnych

Fig. 2.3. The connections of two generalized multiterminal nullators witth a p-terminals 
common

Macierz przenoszenia N 3 o 83 wierszach i y 3 kolumnach ma postać:



Nlp - jest macierzą utworzoną z macierzy Ni o p  wierszach odpowiadających tym wyjściom 

U.Nul. WZ1, które są połączone z wejściami U.Nul. WZ2,

N2p - jest macierzą utworzoną z macierzy N20 p  kolumnach odpowiadających tym wejściom 

U.Nul.WZ2, które są połączone z wyjściami U.Nul.W Zl,

N 2_p- jest podmacierzą macierzy N 2 po skreśleniu p  kolumn odpowiadających tym wejściom 

U.Nul.WZ2, które są połączone z wyjściami U.Nul.W Zl.

W szczególnym przypadku dla dwóch nullatorów o jednym wejściu i jednym wyjściu oraz 

współczynnikach przenoszenia N, i N 2 ich połączenie szeregowe jest równoważne nullatorowi 

o współczynniku przenoszenia N 3 = N , - N 2 (rys. 2.4a). Stąd natychmiast wynikają równo

ważności połączeń nullatorów ujemnego i klasycznego pokazane na rys. 2.4b.

a )

1 / N i
o--------C Z>—

b )

O--------C D —

°— < 3 —

o— c 5 —

l / N z  l / N i N 2
—CD--------° = °—

- d > -

- O

-c d -

Rys. 2.4. Równoważne układy połączeń nullatorów dwukońcówkowych 

Fig. 2.4. Equivalent connections o f  two-terminal nullators
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Jeżeli zaciski wejściowe dowolnego U.Nul.WZ o macierzy przenoszenia N połączy się z 

zaciskiem odniesienia, staje się on równoważny 8 nullatorom klasycznym połączonym jednym 

końcem z zaciskiem odniesienia (rys. 2.5), gdyż na podstawie relacji (2.1), (2.2), (2.3) prąd i 

napięcie na tych zaciskach mogą mieć tylko wartości zerowe, niezależnie od wartości wyrazów 

Njj macierzy N.

1 2  5

Rys. 2.5. Równoważność U.Nul.WZ rzędu 8 o uziemionych zaciskach wejściowych z 8 
nullatorami klasycznymi o jednym zacisku uziemionym

Fig. 2.5. Equivalence o f a generalized multiterminal nullator o f order 8 with input terminals 
grouded with a 8 clasical nullators with one grouded terminal

Stąd też wynikają tożsamości dla nullatorów dwuzaciskowych o dowolnych współczynnikach 

przenoszenia, połączonych jednym zaciskiem z punktem odniesienia, przedstawione na 

rys. 2.6.

I  =

Rys. 2.6. Równoważność dowolnych nullatorów dwuzaciskowych połączonych jednym 
zaciskiem z punktem odniesienia

Fig. 2.6. Equivalence o f any two-terminal nullators with grounded one terminal

Niechaj dany będzie układ o y zaciskach wejściowych, 8 zaciskach wyjściowych oraz jednym 

zacisku "0" zwanym zaciskiem odniesienia (rys. 2.7).



- 48 -

Rys. 2.7. Uogólniony norator wielozaciskowy rzędu y 

Fig. 2.7. Generalized multiterminal norator o f  order y 

Dla układu tego zachodzą zależności:

U wei .U we2>. . .Uwey - dowolne 

Uwyi. Uwy2»• •• u wy5 - dowolne, 

oraz 8 równań wiążących prądy zaciskowe, o postaci:

I .

(2.7)

(2.8)

wyl K „ K ,2 K 1T

wy 2 =
K 2, K 22 K 2T

wy5 _ K 6i K 62 k *

1 wcl

Iwe2

1 wey

(2.9)

Definicja 2.2

Układ pokazany na rys. 2.7, określony równaniami (2.7), (2.8) i (2.9) nazywany będzie 

uogólnionym noratorem wielozaciskowym (U.Nor.WZ) rzędu y , o macierzy przenoszenia K.

M oże on być reprezentowany przez y układów noratorów jednowejściowych połączonych 

jak  na rys. 2.8. Układ ten dla 8 = y  = 1 oraz K u = - 1  staje się noratorem klasycznym, 

natomiast dla K „ = 1 noratorem dodatnim. Jeżeli dwa uogólnione noratory wielozaciskowe 

U .Nor.W Zl o y, wejściach, 8, wyjściach i macierzy przenoszenia K, oraz U.Nor.WZ2 o y 2 

wejściach, 82 wyjściach i macierzy przenoszenia K 2 połączy się tak, że p  zacisków 

wyjściowych pierwszego i p  zacisków wejściowych drugiego będzie wspólnych (rys. 2.9), 

otrzyma się nowy układ U.Nor.3 o y3 zaciskach wejściowych, 83 zaciskach wyjściowych oraz 

macierzy przenoszenia K 3 , przy czym parametry te określają równania:

- 49 -

Rys. 2.8. Układ y noratorów jednowejściowych równoważnych U.Nor.WZ rzędu y

Fig. 2.8. Equivalent circuit o f the are y-order generalized multiterminal norator with y one- 
input norators

y 3 = Y , + y 2, (210)

S3 = 8 ,  + 8 2 - p .  (2 11)

Rys. 2.9. Połączenie dwóch U.Nor.WZ o p  zaciskach wspólnych

Fig. 2.9. Connection o f  two generalized multiterminal norators with 
a p-terminals common

Ze względu na to, że prądy wejściowe I V  = l V  - dla i = 1, 2...p, stąd macierz 

przenoszenia K 3 o 8 3 wierszach i y 3 kolumnach ma postać:
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I '
wy,p+l

T'
wy,p+2

T'Awy.8,
I"1wy,l

wy,2

I"*wy,62
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-K „
la

x K lb I

o ! o
i

■2a I

Iwc.

l ',2

r
_  "I'll
f « .  r

r*A we. D

I"we,p+l

I"we, p+2

I"we, r2

(2.12)

w której K „  i K lb są podmacierzami macierzy K , o wymiarach odpowiednio (8, - p ) x y ,  

i p xy, ,  natomiast K 2ai K 2b są częściami macierzy K 2 o wymiarach 62 x p i 6 2 x (y 2 -  p ) . 

W  szczególnym przypadku dla dwóch noratorów o jednym wejściu i jednym wyjściu i współ

czynnikach przenoszenia K , i K 2 ich połączenie szeregowe jest równoważne noratorowi 

o współczynniku przenoszenia K3 = - K , K 2 (rys. 2.10a). Stąd wynikają też równoważności 

połączeń noratorów klasycznych i dodatnich pokazane na rys. 2. lOb.
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Rys. 2.10. Równoważne układy połączeń noratorów dwukońcówkowych 

Fig. 2.10. Equivalent connections o f the two-terminal nullators
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Jeżeli zaciski wyjściowe dowolnego U.Nor.WZ o macierzy przenoszenia K  połączy się 

z zaciskiem odniesienia, staje się on równoważny y noratorom klasycznym połączonym jednym 

końcem z zaciskiem odniesienia (rys. 2.11), gdyż na podstawie (2.7), (2.8) i (2.9) prąd 

i napięcie na tych zaciskach mogą przyjmować wartości dowolne niezależnie od wyrazów K y

macierzy K.

1 2

1 2

\ \ i
Rys. 2.11. Równoważność U.Nor.WZ rzędu y o uziemionych zaciskach wyjściowych z y 

noratorami klasycznymi o jednym zacisku uziemionym

Fig. 2.11. Equivalence of a generalized multiterminal nullator o f  order y with output terminals 
grouded with a y clasical nullators with one grouded terminal

Stąd też wynikają tożsamości dla noratorów dwuzaciskowych o dowolnych współczynnikach 

przenoszenia, połączonych jednym zaciskiem z punktem odniesienia, przedstawione na rys. 

2.12.

Rys. 2.12. Równoważność dowolnych noratorów dwuzaciskowych połączonych jednym 
zaciskiem z punktem odniesienia

Fig. 2.12. Equivalence o f  any two-terminal norators with grounded one terminal



2.2. ANALIZA OBWODÓW AKTYWNYCH Z UOGÓLNIONYMI WIELOZACISKO- 

WYMI ELEMENTAMI OSOBLIWYMI
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Rozpatrywana będzie n+1 węzłowa sieć elektryczna złożona z biernych liniowych dwój- 

ników klasycznych, opisanych admitancjami Yk), wymuszeń niezależnych reprezentowanych

przez siły prądomotoryczne J k oraz a  uogólnionych nullatorów wielozaciskowych opisanych 

macierzami przenoszenia N ; , o sumarycznej liczbie wyjść 5, przy czym:

(2.13)

oraz p uogólnionych noratorów wielozaciskowych opisanych macierzami przenoszenia K j , o 

sumarycznej liczbie wejść y, przy czym:

Y = 2 > , (2.14)

W sieci tej jeden z węzłów przyjmuje się za węzeł odniesienia o potencjale zerowym toż

samy z węzłem odniesienia uogólnionych elementów osobliwych N, i K_ , zwany także 

punktem odniesienia lub uziemieniem. Część klasyczna tej sieci otrzymana w wyniku pomi

nięcia elementów osobliwych, przy czym w  ich miejsce przyjmuje się admitancje zerowe, 

opisana jest przez macierz admitancyjną Y o postaci:

Y„ Y„ • ' Yln"

Y = Y„ y 22 • • Y2n
(2.15)

Y„, Y„2 ' • Y ^

wiążącą wektor napięć węzłowych U z wektorem wymuszeń J równaniem:

YU=J (2.16)

Na skutek istnienia w sieci uogólnionych nullatorów wielozaciskowych, 8 spośród n napięć 

węzłowych jest uzależniona od pozostałych zgodnie z a  układami równań określonych ma

cierzami N j opisującymi te nullatory. Po uwzględnieniu tego faktu w równaniu macierzowym

(2.16) zmniejsza się w nim ilość niewiadomych o 8, a tym samym ilość kolumn w macierzy Y.

Przykładowo, jeżeli jedno z wyjść pewnego nullatora przyłączone jest do węzła k-tego, 

a jego wejścia do węzłów od numeru 1 do y k, wtedy zastępując w równaniu (2.16) napięcie 

U k zależnością:
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Uk = £ N kjXJj (2.17)
i=i

i po uporządkowaniu składników zgodnie z numeracją napięć otrzymuje się w kolumnach o 

numerach j = 1 do y k wyrazy o postaci:

Ywj= Y wj+N kJYwk, (2.18)

gdzie w oznacza numery kolejnych wierszy. Jednocześnie ze względu na wyeliminowanie 

napięcia U k kolumna k-ta przestaje istnieć. W przypadku gdy wszystkie zaciski wejściowe 

któregoś z U.Nul. WZ są połączone z punktem odniesienia, można pominąć wszystkie kolumny 

o numerach węzłów zgodnych z numerami węzłów przyłączonych do jego zacisków 

wyjściowych, gdyż napięcia tych węzłów muszą być zawsze równe zero.

Podobnie na skutek istnienia w układzie uogólnionych noratorów wielozaciskowych, 

y prądów węzłowych jest składowymi pozostałych, zgodnie z p układami równań wyrażonych 

przez macierze przenoszenia K, opisującymi te noratory. Po uwzględnieniu tego faktu 

w równaniu macierzowym (2.16) zmniejsza się w nim ilość równań o y, a tym samym ilość 

wierszy w macierzy admitancyjnej Y.

Przykładowo, jeżeli wyjście pewnego noratora przyłączone jest do węzła k-tego, a jego 

wejścia do węzłów od 1 do y k, wtedy prąd ten opisuje równanie:

<219)
H

Prądy Ij są opisywane także przez równania od 1 do y k z zależności (2.16) o postaci:

Z W - M I ,
i=l

Ż y 2iu , - j 2 = i 2 (2.20)

l Y TłiiU , - J T ł= I y
i=l

Uwzględniając zależności (2.19) i (2.20) w wierszu k-tym przyjmuje on postać:

IC Y *  - L W U ;  = J k - Z K kjJ r  (2.21)
i=i j=i j=i

Po uwzględnieniu wszystkich y równań typu (2.19), równania o numerach węzłów dołą

czonych do wejść noratorów mogą być pominięte. W przypadku gdy wszystkie zaciski 

wyjściowe któregoś z U.Nor.W Z są połączone z punktem odniesienia, można pominąć



wszystkie wiersze macierzy Y o numerach odpowiadających numerom węzłów zgodnych z 

numerami węzłów przyłączonych do jego zacisków wejściowych, gdyż prądy ich mogą mieć 

wartości dowolne. Tym samym macierz admitancyjna Y zmniejszy się o y wierszy.

Po uwzględnieniu wszystkich zależności związanych z nullatorami i noratorami istniejącymi 

w sieci, opisująca ją  macierz admitancyjna Y o wymiarach n x n przekształci się w  macierz 

admitancyjną zredukowaną Y o  wymiarach ( n - y ) x ( n - 8 ) .  Całą sieć opisuje wtedy 

zredukowany układ równań o postaci:

YU = J  (2.22)

Jeżeli macierz admitancyjna zredukowana Y będzie kwadratowa, co oznacza n - y = n - 8, 

czyli y=S i jednocześnie nieosobliwa, to układ równań (2.22) posiada dokładnie jedno 

rozwiązanie. Warunek y=S wymaga, aby suma ilości zacisków wyjściowych wszystkich 

nullatorów w  układzie była równa sumie ilości zacisków wejściowych wszystkich noratorów. 

Jeżeli wszystkie elementy osobliwe będą dwuzaciskowe, to  warunek y=S równoważny jest 

wymaganiu, aby ilości nullatorów i noratorów w sieci były takie same.

Macierz admitancyjna zredukowana Y pozwala obliczyć parametry analizowanej sieci jako 

dwójnika widzianego między wybranym węzłem o numerze k a węzłem odniesienia o po

tencjale zerowym (rys. 2.13a), przy założeniu braku wymuszeń wewnątrz sieci.
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a ) b >
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Rys. 2.13. Wyznaczanie parametrów zaciskowych sieci zawierającej uogólnione elementy 
osobliwe

Fig. 2.13. Determinatioof the terminal parameters o f a  network containing generalized singular 
elements

Impedancja takiego dwójnika, co łatwo wykazać zakładając wymuszenie prądowe do węzła k  

Ik = J k i obliczając napięcie U k tego węzła, wyraża się wzorem:
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Z ‘ = T 7 = W '  <Z23)

w którym:

|y | - jest wyznacznikiem zredukowanej macierzy admitancyjnej całej sieci,

Yy. - jest dopełnieniem algebraicznym powstałym po skreśleniu w macierzy admitancyjnej 

zredukowanej k-tego wiersza i k-tej kolumny.

Podobnie ze znajomości zredukowanej macierzy admitancyjnej można obliczyć transmi- 

tancje sieci traktowanej jako czwórnik widziany między dwoma wybranymi węzłami k  i / 

(rys. 2.13b), będącymi zaciskami wejściowymi i wyjściowymi wraz z węzłem odniesienia, który 

jest dla nich zaciskiem wspólnym. Transmitancje te opisane są przez następujące zależności:

H » = T r = r - -  <2 24)k Xkk

H . = T L = | sL> <2-25)
k *11

H IU= ^ L = & ,  (2.26)
k

h . = ^ ,  (227)
k Y kk.ll

w których:

Ykl - jest dopełnieniem algebraicznym powstałym po skreśleniu w  macierzy zredukowanej 

k-tego wiersza i 1-tej kolumny,

Y„ - jest dopełnieniem algebraicznym powstałym po skreśleniu w  macierzy zredukowanej 

1-tego wiersza i 1-tej kolumny,

YkkJi - jest dopełnieniem algebraicznym powstałym po skreśleniu w macierzy zredukowanej 

k-tej i 1-tej kolumny oraz k-tego i 1-tego wiersza.

Przedstawiona metoda analizy sieci zawierających uogólnione nullatory i noratory 

wielozaciskowe jest rozszerzeniem powszechnie znanej metody analizy układów z nullatorami i 

noratorami dwuzaciskowymi [Dl, T4, M4, LI],



Przykład 2.1

Dany jest układ (rys. 2.14a), zawierający cztery admitancje, norator oraz U.Nul.WZ 

o trzech zaciskach wejściowych 1,2,3 i jednym wyjściowym 4, opisany macierzą przenoszenia: 

N = [-1  1 1 ] (2.28)

Jego reprezentacją fizyczną jest układ ze wzmacniaczem operacyjnym różnicowo-różnicowym 

(DDA) z rs. 2.14b. Należy obliczyć impedancje wejściowe całego układu na zaciskach 1 i 2 

oraz wszystkie transmitancje między tymi zaciskami względem zacisku odniesienia o potencjale 

zerowym.
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a ) Jb>

Rys. 2.14. Przykład analizy układu z nullatorem wielozaciskowym (a) i jego reprezentacja 
fizyczna (b)

Fig. 2.14. Example of the analysis for the circuit with multiterminal nullator (a) and its 
physical implementation (b)

Macierz admitancyjna układu z pominięciem elementów osobliwych ma postać:

Y =

y. -y. 0 0

- y i y, + y 2 0 - y 2
0 0 y 3 + y 4 - y 4
0 - y 2 - y 4 y 2 + y 3

(2.29)

Po skreśleniu czwartego wiersza i dodaniu czwartej kolumny do trzech pierwszych, z uwzglę

dnieniem współczynników macierzy (2.28), otrzymuje się na podstawie (2.17) i (2.18) macierz 

admitancyjną zredukowaną:
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Y =
Yi -Yi 0

•y i + y 2 y> - y 2
y4 y 4 y 3 ,

(2.30)

Na jej podstawie oraz z relacji (2.23) do (2.27) otrzymuje się zależności:

U » _ ^ <  y iY3-y2y4
h |y | y , y 2y 3 .

Z = — =wej.l t

H n

H,

_ U 3_ Y 33._ 2y , + y 2
'•2"  I, pf y 2y3

U 3 _.Y,3 _ - y 2y4
U, ' Y n

. Y , 3 _ - y 4

I, Y33 y.

U 3 Y13 - y 4

“ I, ■" M " y . y , ’

Y,3 y 2y4
I = U, Y,,33 yi

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Reprezentacja fizyczna analizowanego układu z zastosowaniem różnicowo-różnicowego 

wzmacniacza operacyjnego przedstawiona jest na rys. 2.14b.

2.3. RÓWNOWAŻNE OBWODY ZASTĘPCZE UOGÓLNIONYCH ELEMENTÓW 

OSOBLIWYCH

Jak wynika z przykładów przytoczonych w rozdziale I oraz pokazanych na rysunkach 2.2 

i 2.8, elementy osobliwe posiadają równoważne im obwody zastępcze zbudowane z nullatorów 

jednowyjściowych i noratorów jednowejściowych, a te natomiast wymagają elementów 

osobliych dwuzaciskowych oraz rezystancji.

Niechaj będzie dany n-wrotnik rezystancyjny zawierający a  uogólnionych nullatorów wielo- 

zaiskowych o sumarycznej liczbie wyjść 8 oraz (3 uogólnionych noratorów wielozaciskowych 

o sumarycznej liczbie wejść y.
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D efinicja 2.3

Rzędem osobliwości sieci rezystancyjno-nullatorowo-noratorowej (RNN) nazywana będzie 

liczba równa różnicy ilości wejść y wszystkich U.Nor.WZ w  niej zawartych i ilości wyjść 8 

wszystkich U.Nul.WZ w niej zawartych i oznacza:

ord(RNN) = y -  8 (2.37)

Stąd oczywiste jest twierdzenie:

Twierdzenie 2.1

Połączenie w dowolny sposób dwóch sieci rezystancyjno-nullatorowo-noratorowych RNN1 

i RNN2 rzędów p, i p2 daje w konsekwencji nową sieć RNN rzędu p3, przy czym:

P3 =P1+P2 (2.38)

M ożna zatem na podstawie definicji 2.1 i 2.2 stwierdzić:

Twierdzenie 2.2

Każdy wielowrotnik typu RNN o wyróżnionych n  wrotach wejściowych i m wyjściowych 

spełniający relacje (2.1), (2.2) i (2.3), dla którego zachodzi:

ord(RNN) = m , (2.39)

jest równoważnym obwodem zastępczym U.Nul.WZ określonego def. 2.1.

Twierdzenie 2.3

Każdy wielowrotnik typu RNN o wyróżnionych n wrotach wejściowych i m wyjściowych 

spełniający relacje (2.7), (2.8) i (2.9), dla którego zachodzi:

ord(RNN) = - n , (2.40)

jest równoważnym obwodem zastępczym U.Nor.WZ określonego def. 2.2.

Z praktycznego punktu widzenia równoważne obwody zastępcze należałoby modelować 

z takich zestawów elementów osobliwych, aby możliwe było zastąpienie ich reprezentacjami 

fizycznymi przedstawionymi w punkcie 1.2. Najbardziej uniwersalne wydaje się przedstawienie 

sieci zastępczych za pomocą rezystancji i zbioru elementów osobliwych dwuzaciskowych, 

gdyż każdy układ praktyczny posiada swój model w tej klasie elementów. Umożliwia to 

ponadto realizację fizyczną uogólnionej sieci nullatorowo-noratorowej na wiele różnych spo

sobów w  zależności od zastosowanych rzeczywistych układów elektronicznych.

W  sieciach RNN oprócz pojedynczych elementów, takich jak rezystancje, nullatory i nora- 

tory, można wyróżnić pewne elementarne układy dwuelementowe, istotne ze względu na 

modyfikowanie własności tych sieci. Przedstawione są one w tablicy 2.1.
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Tablica 2.1

Rząd układu -1 0 i

Typu A

1 /N 1 / N l / K

■ c - ° >

. o j .

A d )  ^

Typu B

R 1 /K R
0— 0 0 ------t—0

i
Układy z kolumny środkowej tej tablicy są źródłami: napięciowym sterowanym napięciem 

oraz prądowym sterowanym prądem o wzmocnieniach N i K. Dołączenie ich do sieci RNN nie 

zmienia wartości jej rzędu osobliwości. Elementy z kolumn 1 i 3 są układami o rzędzie 

osobliwości - l i i ,  lecz nie są nullatorami ani noratorami, gdyż nie spełniają wszystkich 

warunków ich definicji. Dołączone do dowolnej sieci RNN zmieniają jednak jej rząd 

osobliwości pozwalając tworzyć modele uogólnionych elementów osobliwych.

I tak niechaj dany będzie U.Nul.WZ o w wejściach i m wyjściach (rzędu -m ) i macierzy 

przenoszenia napięć N. Do wszystkich jego zacisków przyłączono układy elementarne typu A 

rzędu 1 jak na rys. 2.15.

Twierdzenie 2.4

Dołączenie do wszystkich zacisków U.Nul.WZ rzędu m o n  wejściach i macierzy 

przenoszenia napięć N, (n+m) elementarnych układów osobliwych typu A (l) w sposób 

pokazany na rys. 2.15 przekształca go w U.Nor.WZ rzędu n i macierzy przenoszenia prądów 

K o postaci:
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Rys. 2.15. U.Nul.WZ rzędu m  z dołączonymi elementarnymi układami typu A(l )  j..ko 
U.Nor.WZ rzędu «

Fig. 2.15. Order m generalized multiterminal nullator with elementary A (l)-type circuits 
as a «-order generalized multiterminal norator

K =
n „ k ;k ; n i2k 2k ; R̂!

N BlK ; K : i  N m2K X f

N . K  K , %ln n 1 Ri

N ..K .K .

(241)

Dowód prawdziwości powyższego twierdzenia otrzymuje się natychmiast po wyrażeniu 

napięć wejściowych uk i wyjściowych uk przez prądy wejściowe oraz wartości rezystancji 

R k, R k i współczynników przenoszenia N k, N k.

Podobnie można wykazać prawdziwość twierdzenia umożliwiającego przekształcenie 

U.Nor.W Z w U.Nul.WZ (rys. 2.16).

Twierdzenie 2.5

Dołączenie do wszystkich zacisków U.Nor.WZ rzędu n o m  wyjściach i macierzy współ

czynników przenoszenia prądów K, n+m elementarnych układów osobliwych typu A (-l) w 

sposób pokazany na rys. 2.16 przekształca go w U.Nul.WZ rzędu m  i macierzy przenoszenia 

napięć N o postaci:
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K =

K n N 'X f i -  k 12n 2n ; ' ! k .x n ; £

• K m„N „ N m- ^mn n m g

(2.42)

Podane twierdzenia pozwalają w sposób formalny wyprowadzić struktury obwodów 

zastępczych równoważnych dwuzaciskowym elementom osobliwym o dodatnich i ujemnych 

współczynnikach przenoszenia w sposób pokazany na rys. 2.17.

Na ich podstawie można także w prosty sposób generować uogólnione wielozaciskowe ele

menty osobliwe na bazie dwuzaciskowych, na przykład w  strukturach jak na rys. 2.19. 

Zwiększenie rzędu osobliwości uzyskuje się przez połączenie układów jednowyjściowych z 

jednowejściowymi z rys. 2.19 w sposób pokazany na rys. 2.18.

Rys. 2.16. U.Nor.W Z rzędu n z dołączonymi elementarnymi układami typu A (-l) jako 
U.Null.WZ rzędu m

Fig. 2.16. Generalized multiterminal norator o f oder n with elementary A(-l)-type 
circuits as a «-order generalized multiterminal nullator
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T w . Z . 4  A ✓ 'JO D  +
o -O O -f  C D  f -O O -o  =  o—OO—o =  o—OO—■:

R l = R ;FF
T w . 2 . 5  l / N < O

= >  °-C D —t— OO— t—O - o  =FF R i = R 2

± / N <0
-C D — ł—O O -o =FF R ,=  R ;

T w . 2 . 5  ± / 'N > 0

R i = R !

Rys. 2.17. Obwody równoważne dwuzaciskowym elementom osobliwym 

Fig. 2.17. Equivalent circuits o f  two-terminal singular elements

< *0  + <c> ( a ) + ( d >

1

2

1

2  <^-00- I I

1

1
OO-o

2
0 0 ^ =

^ -O — f-O O -o

III

-f-O O -o

■

JL o-
2  o- -?• 2

rzędu n

Rys. 2.18. Generowanie wielozaciskowych elementów osobliwych dowolnych rzędów 

Fig. 2.18. Generation o f  multiterminal singular elements o f  any order
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Rys. 2.19. Generowanie wielozaciskowych elementów osobliwych rzędu -1 i 1 

Fig. 2 .19. Generation o f  multiterminal singular elements of order -1 and 1

2.4. MODELE SYNTEZY OBWODOW AKTYWNYCH NA BAZIE UOGOLNIO- 

NYCH WIELOZACISKOWYCH ELEMENTÓW OSOBLIWYCH

Najbardziej ogólną strukturą sieci RNN przydatną do syntezy układów aktywnych wydaje 

się być układ przedstawiony na rys. 2.20.
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Rys. 2.20. Ogólna struktura sieci RNN przydatna do syntezy obwodów aktywnych

Fig. 2.20. Generalized configuration o f  a RNN-network (Resistance-Nullators-Norators) 
used for the synthesis o f active networks

Składa się ona z trzech bloków: pierwszego zawierającego a  uogólnionych nullatorów 

wielozaciskowych opisanych macierzami N a , drugiego zawierającego P uogólnionych nora- 

torów wielozaciskowych opisanych macierzami K p oraz bloku rezystancji R d. Bloki te połą

czone są w  gwiazdę o p wspólnych węzłach i o n0 , np, nd multizaciskach wyjściowych w ra

mionach gwiazdy. Łącząc te ramiona kolejno parami, przy trzecim połączonym z węzłem 

odniesienia o potencjale zerowym, otrzymuje się cztery modele syntezy sieci «-zaciskowej 

przedstawione na rys. 2.21.

Kosztem zmniejszenia ogólności przyjętych modeli można założyć, że wszystkie elementy 

osobliwe są rzędu 1 lub -1, co nie zmienia ich praktycznego znaczenia, upraszczając jednak 

opis teoretyczny. Przy takich założeniach ilość zacisków w każdym węźle gwiazdy jest 

jednakowa, czyli a  = p = p =n. Dla modelu syntezy (A) otrzymuje się wtedy strukturę jak na 

rys. 2.22.
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Rys. 2.21. Cztery modele RNN syntezy sieci aktywnej n-zaciskowej 

Fig. 2.21. Four RNN-models o f the synthesis o f n-terminal active networks

Rys. 2.22. Struktura dla modelu syntezy (A) przy założeniu a  = P = p =n

Fig. 2.22. A configuration for the synthesis model (A) on the assumption a  = P = p = n

Elementy osobliwe opisują macierze jednokolumnowe i jednowierszowe typu:

N j = [ N jl N j2 ... N „ ] ,  (2.43)

K j = [ K lj K 2J ... K nj]T, (2.44)



które są na podstawie (2.3) i rys.2.2 oraz (2.9) i rys. 2.8 wierszami, lub kolumnami macierzy N 

i K  opisujących całe bloki nullatorów i noratorów. Napięcia na konduktancjach G d wynoszą: 

Vj = N jU , (2.45)

co dla całości daje:

V = NU. (2.46)

Prądy wejściowe noratorów mają wartości:

Jj = - GjVj, (2.47)

stąd dla całości:

J  = - G d V = -G N U , (2.48)

gdzie:

G d =diag[G , G 2 ... G N] (2.49)

jest macierzą opisującą blok konduktancji. Prądy wejściowe n  zacisków sieci są sumą prądów 

wyjściowych poszczególnych noratorów, czyli:

IJ = Ż V , -  (2-50)
i=l

Stąd dla całego układu:

I  = K J  (2.51)

Ostatecznie po uwzględnieniu (2.48) sieć opisuje równanie:

I  = -K G dNU (2.52)

Macierz konduktancyjna układu n-wrotnika dla modelu syntezy (A) ma zatem postać:

G  = -K G dN (2.53)

Wprowadzając w tym modelu syntezy noratory jedno wyjściowe, czyli o macierzy

K = diag[K, K 2 ... Kn], otrzymuje się uproszczony model syntezy (Al)  o strukturze jak

na rys. 2.23.

Dalszym uproszczeniem może być założenie K = -l, co oznacza, że noratory są klasyczny

mi noratorami dwuzaciskowymi i wtedy układ n-wrotnika opisuje macierz konduktancyjna:

G  = G dN (2.54)

Podobnie wprowadzając nullatory jedno wejściowe, czyli o macierzy:

N = diag[N, N 2 ... N n ] (2.55)

otrzymuje się uproszczony model syntezy (A2), o strukturze jak na rys. 2.24.
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Rys. 2.23. Uproszczony model (Al ) syntezy n-wrotnika 

Fig. 2.23. Simplified (Al)-model o f n-port synthesis

Rys. 2.24. Uproszczony model syntezy (A2) n-wrotnika 

Fig. 2.24. Simplified (A2)-model o f n-port synthesis
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Wprowadzając nullatory klasyczne, dla których N=1, układ n-wrotnika opisuje macierz 

konduktancyjna o postaci:

G = -K G d (2.56)

Jeżeli w  modelu syntezy (A) odwróci się kierunki przenoszenia sygnałów prądu i napięcia 

w elementach osobliwych,, otrzymuje się model (B) syntezy n-wrotników aktywnych 

(rys. 2.2 IB). Odpowiadająca jej struktura dla a  = P = p =n z elementami osobliwymi rzędu ±1 

przedstawiona jest na rys. 2.25.

» j j i .
ES I 11

■c------o
U l

1 2-  V 2

■ U 2

Kin /
V n

\  D3n I n
-------«------o

U „

Rys. 2.25. Struktura modelu (B) syntezy przy założeniu a  = P = p =n

Fig. 2.25. A configuration for the synthesis o f  (B)-model on the 
assumption a  = P = p = n

Prądy płynące przez rezystancje R d wynoszą:

J j = K JL  (2.57)

Co dla całości daje:

J  = K I. (2.58)

Napięcia na zaciskach wejściowych nullatorów mają wartości:

Vj =  - R jJ j - (2.59)

Stąd dla całości:

V = - R d J = - R dKI, (2.60)
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gdzie:

R d =diag[R,  R 2 ... R„] (2.61)

jest macierzą opisującą blok rezystancji. Napięcia wejściowe rt zacisków sieci są napięciami 

wyjściowymi kolejnych nullatorów, czyli:

(2.62)

(2.63)

(2.64)

Uj = Nj V .

Stąd dla całego układu:

U = NV.

Ostatecznie po uwzględnieniu (2.60) sieć opisuje równanie:

U = -N R dKI.

Macierz rezystancyjna układu n-wrotnika dla modelu (B) syntezy ma zatem postać: 

R = -N R HK. (2.65)

Wprowadzając w modelu (b) syntezy noratory klasyczne jednowejściowe o K=-l otrzymuje 

się strukturę, dla której:

R = -N R d. (2.66)

Natomiast dla nullatorów klasycznych jednowejściowych N=1, stąd macierz rezystancyjna ma 

postać:

R = - R dK (2.67)

Jeżeli w modelu (A) syntezy (rys. 2.22) konduktancje G d przyjmie się jako elementy ze

wnętrzne, a węzły ich przyłączenia jako dodatkowych « zacisków zewnętrznych sieci osobli

wej, otrzymuje się model multikonwertera admitancyjnego określony macierzą hybrydową:

(2.68)

Podobnie, jeżeli w  modelu (B) syntezy rezystancje R d przyjmie się jako elementy zewnę

trzne, to  otrzymuje się model multikonwertera impedancyjnego określony macierzą hybry

dową:

u l  T n i*rir t '
(2.69)

I 0 -K u
V _N 0 J

u '  0 N“ I

J K 0 V

W  przypadku modelu syntezy (C) struktura dla a  = P = p =n ma postać jak na rys. 2.26.
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Ii

Rys. 2.26. Struktura modelu (C) syntezy n-wrotnika

Fig. 2.26. A configuration for the (C)-model synthesis o f n-port

W  układzie tym napięcia na rezystancjach R d są równe napięciom Vj = - R JJ j Uj zacisków 

modelowanego n-wrotnika, stąd prądy wejściowe noratorów wynoszą:

J = R dU. (2.70)

Prądy wyjściowe noratorów mają wartości:

I' = KJ. (2.71)

Stąd prądy zacisków całej sieci wynoszą:

I = J + I', (2.72)

co po uwzględnieniu (2.70) i (2.71) daje ostatecznie równanie:

I  = ( l  + K )RdU. (2.73)

Macierz rezystancyjna układu n-wrotnika dla modelu (c) syntezy ma zatem postać:

R = ( l  + K )R d. (2.74)

W  przypadku modelu (D) syntezy jego struktura dla a  = p = p =n przedstawiona jest na 

rys. 2.27. Jest to  nullatorowo-noratorowa wersja modelu syntezy przedstawionego w pracy 

[02]. W  modelu tym n-wrotnik opisuje macierz konduktancyjna:

G = Gd( l - N ) .  (2.75)
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Rys. 2.27. Struktura modelu (D) syntezy n-wrotnika 

Fig. 2 .27. A configuration for (D)-model synthesis o f n-port

Wprowadzając dodatkowych n wejść w każdym z nullatorów i łącząc je  z punktami 

przyłączenia noratorów, otrzymuje się nullatorowo-noratorowy model syntezy przedstawiony 

w pracy [CIO], Macierz współczynników przenoszenia nullatora N ma wtedy wymiar n x 2n i 

składa się z dwu części Nc dotyczącej napięć U na wejściach n-wrotnika oraz części Nv 

dotyczącej napięć V na zaciskach noratorów, czyli:

N  = [Nu N v] . (2.76)

Stąd:

V = [N 0 N V][U V]T. (2.77) 

Po przekształceniach otrzymuje się:

V = ( l - N v)" 'NuU.  (2.78) 

Prądy płynące przez konduktancję G d wynoszą:

J = G d( V - U ) ,  (2.79)

stąd po uwzględnieniu (2.78) otrzymuje się:

J = G d[ ( l - N v)-‘Nu - l ] U  (2.80)

i wobec tego, że I  = -  J ,  otrzymuje się zależność wiążącą prądy i napięcia n-wrotnika macierzą 

konduktancyjną:
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Podobnie można postąpić w  pozostałych modelach syntezy wprowadzając dodatkowe 

wejścia lub wyjścia elementów osobliwych, łącząc je  z zaciskami p w modelach (A) i (C) lub 

z zaciskami wejściowymi w  modelu (B). Otrzymuje się tym sposobem większe możliwości 

kształtowania współczynników macierzy opisujących układ, jednak kosztem większej kompli

kacji samego układu.

Przykład 2.2

Należy zbudować układ nazwany w  pracy [HI] floatatorem, symulujący admitancję 

nieuziemioną na bazie dołączonej do niego admitancji uziemionej. Macierz admitancyjna 

takiego układu powinna mieć postać:

1 -1"

-1  1

Jeżeli w modelu (A) syntezy założy się na = n„ = 2, czyli:

I  = G d[ l - ( l - N v )- 'N u lU . (2.81)

Y = Y,

N , N 2- 'K , o' rv , o ]
, K = oraz G = i

0 0 K 2 0 - °  Y._

(2.82a)

N  =

wtedy macierz konduktancyjna całego układu będzie miała postać: 

fK.Y.N,  K j Y j N j l
Y = 1 , 1  1 1 2  (2 82b)

Lk 2y ,n 1 k 2y ,n 2J 1 ;

Stąd po założeniu K, = -1 ,  K2 = 1, N , = 1, N 2 = -1  otrzymuje się macierz (2.82a) 

Nullatorowo-noratorowy model układu ma wtedy postać jak na rys. 2.28.

a
o—

* 1
- 0

h
-o

T

Rys. 2.28. Nullatorowo-noratorowy model układu symulującego admitancję nieuziemioną 

Fig. 2.28. Nullator-norator model simulating floating admitance
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Najbardziej optymalną realizacją praktyczną tego modelu wydaje się być zastosowanie 

konwejera prądowego dwuwejściowego zbudowanego na bazie różnicowo-różnicowego 

wzmacniacza operacyjnego. Układ rzeczywisty ma wtedy postać jak na rys. 2.29.

Rys. 2.29. Układ praktyczny symulujący admitancję nieuziemioną 

Fig. 2.29. Practical circuit simulating floating admitance

Przykład 2.3

W  układach aktywnych może zachodzić potrzeba odwrócenia zacisków dwójnika na stałe 

połączonego jednym końcem z masą. Zjawisko to można zasymulować budując czwómik 

aktywny równoważny trywialnemu czwórnikowi zawierającemu tylko skrzyżowane przewody, 

co pokazano na rys. 2.30.

Rys. 2.30. Czwómik odwracający zaciski dwójnika 

Fig. 2.30. Two-port interchanging of one-port terminals

Czwómik taki opisuje macierz hybrydowa o postaci: 

O - f
H =

-1  O
(2.83)
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Jest on konwerterem zmieniającym znak zarówno napięcia, jak i prądu, lub rotatorem o kącie 

rotacji 180 stopni [C8, C9, T21], Przyjmując w  modelu (A) syntezy zaciski p jako wyjściowe i 

zakładając na = n„ = p = 1 otrzymuje się układ jak na rys. 2.31a.

a )
N

b )

Rys. 2.31. Nullatorowo-noratorowy model konwertera (a) oraz jego wersja dla czwórnika 
symulującego przewody skrzyżowane (b)

Fig. 2.31. Nullator -norator model o f  a coverter (a) and its version for a two-port simulating 
a crossed-conductor (b)

Aby był on modelem czwórnika o skrzyżowanych przewodach, to na podstawie (2.83) musi 

zachodzić K=1 i K =-l, co oznacza, że układ jest równoważny równoległemu połączeniu 

pullatora ujemnego i noratora dodatniego (rys. 2.3 lb). Jeżeli wprowadzi się równoważne

a )

FFl
—o o

fc> c  >

A
Rys. 2.32. Druga wersja nullatorowo-noratorowa oraz praktyczne realizacje układu 

opisanego macierzą (2.83)

Fig. 2 .32. Second version o f nullator-norator and practical realizations o f the circuit 
described by the matrix (2.83)
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obwody zastępcze z rys. 2.17, wtedy układ będzie zawierał trzy nullatory i trzy noratory oraz 

trzy rezystancje jak na rys. 2.32a. W tej postaci może być zrealizowany praktycznie za pomocą 

trzech bipolarnych tranzystorów złączowych (rys. 2.32b), lub trzech konwejerów prądowych 

ujemnych (rys. 2.32c), oraz czterech identycznych rezystancji.

Zastępując obwodem równoważnym tylko nullator ujemny otrzymuje się układ w wersji 

trzeciej(rys. 2.33a), który praktycznie może być zrealizowany za pomocą dwóch konwejerów 

prądowych ujemnego i dodatniego (rys. 2.33b) oraz dwóch jednakowych rezystancji.

a
— C D  t Q O —t —CZ>------

□  »  U * b

------------------- o o -------------------

b )

Rys. 2.33. Trzecia wersja nullatorowo-noratorowa oraz praktyczna realizacja układu 
opisanego macierzą (2.83)

Fig. 2.33. Third version o f nullator-norator and practical realization o f the circuit 
described by the matrix (2.83)

Ze względu na to, że realizacja praktyczna ujemnego konwejera prądowego wymaga 

czterech luster prądowych (rys. 1.44), wygodniejsza może być wersja układu z obwodem 

równoważnym nullatora ujemnego w wersji jak na rys. 2.34a. W wersji tej konwejer prądowy 

ujemny można zastąpić dwoma wzmacniaczami operacyjnymi jak na rys. 2.34b.

W  przypadku gdy prądy wejściowe całego układu byłyby dużo większe od prądu płynącego 

przez rezystancje R, wtedy wzmacniacz operacyjny W Ol można pominąć.



CCII(+)

X Ib

Rys. 2.34. Realizacja układu opisanego macierzą (2.83) z zastosowaniem wzmacniaczy 
operacyjnych

Fig. 2.34. Realization o f  the circuit described by the matrix (2.83) using operational 
aplifiers

Najbardziej optymalna z praktycznego punktu widzenia wydaje się być realizacja modelu 

z iys.2.31b bezpośrednio za pomocą konwejera zbudowanego na bazie rożnicowo-różnico- 

wego wzmacniacza operacyjnego przedstawiona na rys. 2.35.

Rys. 2.35. Bezpośrednia realizacja modelu z rys. 2.3 lb 

Fig. 2.35. Immediate realization o f model from Fig. 2.31b

3. UOGÓLNIONY BEZINERCYJNY DWÓJNIK OSOBLIWY

3.1. DWOJNIKI OSOBLIWE W UJĘCIU ZBIOROWYM

Dany jest bezinercyjny układ "D", w  którym między zaciskami ab występują wartości 

chwilowe prądu i oraz napięcia u, przy czym i,u  e R . Niechaj w każdej chwili t układ "D" 

opisuje para liczb (i,u), której wartości przebiegają zbiór D będący podzbiorem R^, czyli:

A ( i , u ) e D c R 2 (3.1)

Rys. 3.1. Uogólniony dwójnik osobliwy 

Fig. 3.1. Generalized singular one-port

Definicja 3.1

Uogólnionym dwójnikiem osobliwym nazywany będzie układ opisany relacją (3.1), przy 

czym zbiór D nazywany będzie wtedy obszarem jego pracy, czyli zbiorem wszystkich możli

wych punktów pracy.

Zbiór D może być przedstawiony jako obszar na płaszczyźnie prądowo-napięciowej i-u, 

ajego kształt całkowicie określa opisywany dwójnik osobliwy (rys. 3.2).

Dla dwójnika osobliwego opisanego spójnym i wypukłym obszarem pracy D przedsta

wionym na rys.3.2 można napisać bliżej określające go relacje-prądową przy zadanych 

wartościach prądu:

A  V  ( U ) e D ,  (32)
I44irSI, ua(i)SuSu,(i)

oraz napięciową przy zadanych wartościach napięcia:



A  V  (i.u)eD, (3.3)
UdSuSUg id(u)£i£ig(u)

przy czym Id, Ud są minimalnymi, a Ig, Ug maksymalnymi wartościami, jakie mogą przyjąć 

prąd i napięcie na zaciskach tego dwójnika, natomiast krzywe ud(i) (kropkowana 

zewnętrzna) i ug(i) (kreskowana zewnętrzna) są liniami, dolną i górną, ograniczającymi 

obszar pracy D dwójnika osobliwego dla relacji (3.2), a krzywe id(u) (kropkowana 

wewnętrzna) i ig(u) (kreskowana wewnętrzna) są analogicznie dolną i górną linią graniczną 

obszaru D dla relacji napięciowej (3.3).
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Rys. 3.2. Zbiór D jako obszar pracy uogólnionego dwójnika osobliwego 

Fig. 3.2. A set D as a operating-region o f  a generalized singular one-port

Dla pojedynczej wartości prądu i = ik e  A napięcie może przyjmować wartości 

U d(ik) < u < Ug(ik) tworzące zbiór B(ik), wtedy dwójnik opisuje relacja:

A  V  (ik, u ) e D ( i k) c D ,  (3.4)
. i=ikeA ueB(ik)

co przedstawiono na rys. 3.3.

Jeżeli wartości ik będą przebiegać cały zbiór A, wtedy punkty płaszczyzny o współrzę

dnych (U d(ik), ik) i (Ug(ik),ik) przesuwają się po liniach ud(i) i ug(i), zbiory D(ik) pokryją 

cały obszar pracy D, a relacja (3.4) przechodzi w (3.2), przy czym można ją  zapisać jako:

A  V  0>u) eD( i )c=D. (3.5)
ieA ueB(i)
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Rys. 3.3. Obszar pracy D opisany relacją(3.4)

Fig. 3.3. Operating-region D derived from equation (3.4)

Analogicznie dla pojedynczej wartości u = uk e B  prąd może przyjmować wartości 

Id(uk) < i < Ig(uk) tworzące zbiór A(uk), wtedy dwójnik opisuje relacja:

A  v  ( i , u ) e D ( u k) c D ,  (3-6)
u=ukeB ieA(uk)

co przedstawiono na rys. 3.4.

Rys. 3.4. Obszar pracy D opisany relacją(3.6)

Fig. 3.4. Operating-region D derived from equation (3.6)
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Jeżeli wartości uk będą przebiegać cały zbiór B, wtedy punkty (Id(uk),uk) oraz 

(Ig(uk) ,uk) przesuwają się po liniach id( u ) i i g(u),  zbiory D (uk) pokrywają cały obszar 

pracy D, a relacja (3.5) przechodzi w (3.3), którą można zapisać w postaci:

A  V  (i,u) e D( u ) c D . (3.?)
ueA ieB(u)

Relacje (3.2) i (3.5) opisujące obszar pracy dwójnika osobliwego można nazwać 

uogólnioną rezystancją osobliwą, natomiast relacje (3.3) i (3.7) postaciami opisującymi 

uogólnioną konduktancję osobliwą.

Przykład 3.1

W  układzie jak na rys. 3.5 złożonym z dwójników D , , D Ni D 2 o zadanych 

charakterystykach należy znaleźć jego obszar pracy jako dwójnika osobliwego widzianego 

na zaciskach a-b. Powstaje on ze złożenia charakterystyk dwójników składowych, tak jak to 

pokazano na rys. 3.6.

D i D \  D 2

Rys. 3.5. Układ osobliwy z przykładu 3.1 

Fig. 3.5. Singular circuit for example 3.1
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Rys. 3.6. Obszary pracy dwójników składowych układu z rys. 3.5

Fig. 3.6. Operating-regions o f the composition of one-ports for circuits in Fig. 3.5

Jeżeli założyć, że diody P są idealne, a dla dwójnika DN zachodzi iN = ku2, wtedy 

± U , = ± V ^ k  są minimalną i maksymalną wartością napięcia, natomiast 0 i I, są 

minimalną i maksymalną wartością prądu. Stąd dla przykładowego dwójnika Dab relacje

(3.2) i (3.3) mają odpowiednio postacie:

A  V  (i,u) e D ab (3.8)
osisi, -Ji/kśuś+Jifi 
lubi=I, -U, £u

A v  (i.^eDab-
-Uî û U, kû iiS+I, 
lubuSUj i=I,

(3.9)
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Przykład 3.2

Dany jest układ jak  na rys. 3.7 złożony z dwójników: osobliwego Di o charakterystyce 

„pasowej” oraz klasycznego D2 będącego przewodnością liniową. Należy znaleźć jego 

obszar pracy jako dwójnika osobliwego.

Powstaje on ze złożenia obszarów D, i D 0 , przy czym D0 opisuje zależność i = Gu. Stąd 

relacja (3.3) dla tego układu traktowanego jako dwójnik osobliwy D ma postać:

A  V  0 . u ) e D .  (3.10)
-00 £ u £+00 Gu+Ij ^i^Gu+I2

Przykład 3.3

Dany jest dwójnik klasyczny DG o charakterystyce jak w przykładzie 3.2 określonej 

zależnością i = Gu. Należy podać opisujące go relacje typu (3.3) i (3.2).

M ają one dla R = l/G  postacie:

A  V  (i>u) £ Dg (3.11)
-oo£u£+oo [Gu£i^Gu]=>i=Gu

A v  ( U ) e D 0 (312)
-oo î^+oo [Ri£u£Ri]=>u=Ri

Przykład 3.4

Dany jest układ jak na rys. 1.10. Obszarem jego pracy D jest punkt na płaszczyźnie ui 

(rys. 1.9c) o współrzędnych określonych relacjami (1.11) i (1-12). Należy podać relację typu

(3.3) opisującą ten obszar pracy.

Rys. 3.7. Układ dwójnika osobliw ego z  przykładu 3.2

Fig. 3.7. Singular one-port for example 3.2

Rys. 3.8. Obszary pracy dwójników składowych dla układu z rys. 3.7

Fig. 3.8. Operating-regions of the composition o f one-ports for circuits in Fig. 3.7

Ma ona postać:

A  V  (i,u ) e  D => D = ( i0, u 0) (3.13)
u0£ u £u. i £i00 » o O „ O

u=u0 i=io

Jak wynika z definicji 3.1 i przedstawionych przykładów, obszarami pracy dwójników 

osobliwych m ogą być obszary o dowolnych kształtach na płaszczyźnie u-i, w  tym także: 

nieograniczone części płaszczyzny, pojedyncze punkty oraz linie proste i krzywe. Ze 

względu na pokazaną możliwość jednakowego formalnego opisu dwójników klasycznych i 

osobliwych można sformułować następujący wniosek:

Wniosek 3.1

Rezystancyjne dwójniki liniowe i nieliniowe stanowią podzbiór szerszej klasy dwójników 

bezinercyjnych, jakimi są  uogólnione dwójniki osobliwe.

3.2. ANALIZA SIECI Z BEZINERCYJNYMI DWÓJNIKAMI OSOBLIWYMI.

POSZUKIWANIE DWÓJNIKÓW ZASTĘPCZYCH

Przez łączenie elementów osobliwych rozumiane będzie poszukiwanie elementu osobli

wego o dwu zaciskach równoważnego n dwójnikom osobliwym połączonym w  określony 

sposób względem tych zacisków. Aby móc to wykonać, należy wprowadzić pewne 

określenia i twierdzenia.



Dwa dwójniki osobliwe opisane na płaszczyźnie u-i obszarami pracy D, i D2s są sobie 

równoważne wtedy i tylko wtedy, gdy ich obszary pracy są sobie równe, czyli:

A t M e ^ O p . i i J e D , ]  (3.14)
U

Niechaj:

x e  Dx <z R i y e  Dy c  R (3.15)

Definicja 3.3

Sumą algebraiczną zbiorów D x + Dy nazywany będzie zbiór D 0, dla którego jest spełnione: 

D x + D y = D 0 o  A  x + y e D 0, (3.16)
xgDxc R
yeDycR

przy czym x+y jest sumą algebraiczną liczb rzeczywistych x oraz y.

Niechaj spójne zbiory Dx i Dy są określone przez swoje wartości graniczne Xd, Xg oraz 

Yd,Yg, co opisują relacje:

A (x e D x) <=> Xd < x  < Xg, (3.17)
X

A ( y e D y) o Y d < y < Y g. (3.18)
y

Praktyczną realizację algebraicznej sumy zbiorów spójnych określonych w zbiorze liczb 

rzeczywistych przez swoje wartości graniczne umożliwia następująca definicja:

Definicja 3.4

Sumą algebraiczną zbiorów Dx i Dy jest zbiór D z określony relacją:

A  z e (Dx + Dy) = D z o  (Xd + Yd = Zd) < z < (Xg + Yg = Zg). (3.19)
z=x+y

Relację (3.19) można otrzymać z (3.17) i (3.18) przez obustronne dodanie równoważności i 

występujących w nich nierówności, z czego wynika definicja:

Definicja 3.S

Różnicą algebraiczną zbiorów Dx i Dy jest zbiór D z określony relacją:

A  z e ( D x - D y) = D z o ( X d - Y g = Z d) < z < ( X g - Y d = Z g) (3.20)
z=x-y

Wynika ona z relacji (3.18), gdyż po pomnożeniu przez -1 otrzymuje się:

A (y e - D y) o  -Y d > y > -Y g => Yg > y > Yd. Po obustronnym dodaniu z równoważnością
y

(3.17) oraz występujących w  nich nierówności otrzymuje się (3.20).
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Definicja 3.2
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Twierdzenie 3.1

Iloczynem zbiorowym spójnych zbiorów D x i Dy określonych relacjami (3.17) i (3.18), o ile 

istnieje (tzn. gdy zbiory Dx i Dy są nierozłączne), jest zbiór D z o granicach Zd i Zg, będących 

tymi granicami zbiorów Dx i Dy, których wartości należą jednocześnie do obu tych zbiorów, 

czyli:

X d) jeżeli X d e D y 

Yd, jeżeli Yd e D x
ZH =

W przypadku gdy oba warunki (3.21) zachodzą jednocześnie, wtedy Xd =Yd = Z d. 

Analogicznie określić można granicę górną zbioru D z.

Prawdziwość twierdzenia 3.1 wynika z własności liczb rzeczywistych i określonych w nich 

zbiorów. Praktyczne wyliczenie granic iloczynu dwóch zbiorów umożliwia reguła 1 lub 2. 

Reguła 1 

Jeżeli:

W,(x) = - ( x - X d) ( x - X g) (3.22)

jest trójmianem kwadratowym, którego miejsca zerowe są granicami zbioru Dx, wtedy 

granice zbioru D z wynoszą:

= j X d ’
l Y d ,

, jeżeli Wj(Yd) < 0 

Z d = ^  jeżeli Wl(Yd) > 0 (323)

fX g, jeżeli Wl(Yg) < 0 

* |Y g) jeżeli W^Yg) > 0

Dowód reguły 1. Trójmian (3.22) przyjmuje wartości dodatnie dla wszystkich liczb 

rzeczywistych z zakresu odpowiadającemu zbiorowi D x, stąd na podstawie twierdzenia 3.3 

wynika zasadność stosowania reguły 1 w postaci warunków (3.23) i (3.24).

Analogiczną regułę można sformułować na bazie zbioru Dy.

Reguła 2

Jeżeli:

W2(y) = - ( y - Y d) ( y - Y g) (3.25)

jest trójmianem kwadratowym utworzonym na bazie zbioru Dy, wtedy granice zbioru D z 

wynoszą:



Twierdzenie 3.2

Sumą zbiorową spójnych i nierozłącznych zbiorów Dx i Dy określonych relacjami (3.17) i

(3.18) jest zbiór D z o granicach Zd i Zg będących tymi granicami zbiorów Dx i Dy, których 

wartości nie należą jednocześnie do obu tych zbiorów, czyli:

_ f X d, jeżeli X d g D  

d { Yd , jeżeli Yd g D x (3 28)

W przypadku gdy nie zachodzi żaden z warunków (3.28), wtedy Xd = Yd = Zd,

Analogicznie określić można granicę górną zbioru D z.

Prawdziwość twierdzenia 3.2 wynika z własności liczb rzeczywistych i określonych w  nich 

zbiorów. Dla zbiorów rozłącznych ich suma zbiorowa jest równa im samym, czyli jest zbiorem 

niespójnym. Praktyczne wyliczenie granic sumy zbiorowej umożliwiają reguły 1 i 2 dla 

iloczynu zbiorowego po zmianie kierunku występujących w nich nierówności.

Niechaj zbiory Dx i Dy są spójne i łączne, czyli:

Dx n D y * 0 ,  (3.29)

co oznacza, że zachodzi:

Xd ̂  Yd < Xg (3.3 Oa)

lub

X d< Y g < X g (3.30b)

oraz dany jest zbiór D z o granicach:

z e D z o Z d < z < Z g (3.31)

Dla zbiorów tych zachodzi prawo rozdzielności dodawania zbiorowego względem

dodawania algebraicznego, formułowane przez twierdzenie:

Twierdzenie 3.3

(D x u  D y) + D z = (D x + D z) u  (D y + D z) (3.32)

Dowód. Niechaj dla dowodu dla zbiorów Dx i Dy zachodzi na przykład (3.30a), czyli: 

r e ( D x u D y) o X d < r < Y g, (3.33)

stąd na podstawie definicji 3.1 o sumie algebraicznej zachodzi:

r e [ ( D x u D y) + D z] o X d + Z d < r < Y g + Z g = L  (3.34)

Dla strony prawej zachodzi:

r e ( D x + D z) o  X d + Z d < r < X g + Z g, (3.35)

r e ( D y + D z)<=> Yd + Z d < r < Yg + Z g . (3.36)

Stąd na podstawie definicji sumy zbiorowej można zapisać:

r e (D x + D Z) v  r e (D y + D z) = r e[(D x + Dz) u ( D y + D Z) o  Xd + Z d < r < Yg + Z g = P = L.

Zatem równość (3.32) jest prawdziwa, gdyż lewa strona równa się prawej. Twierdzenie to

można w  oczywisty sposób rozszerzyć na zbiory rozłączne, lecz wtedy wynikiem działania 

(3.32) mogą być także zbiory rozłączne.

Podane zależności można rozszerzyć na większą liczbę zbiorów przez wielokrotne 

zastosowanie.

Dla podstawowych połączeń dwójników osobliwych szeregowego i równoległego można 

sformułować następujące wnioski:

Wniosek 3.2

Przy połączeniu szeregowym dwójników osobliwych o obszarach pracy D, i D2 c  R2 

opisanych relacjami:

A  V  (ii>u i ) e D i(>i)c D i (3 3?)

A  v .  0 2, u 2) G D 2(i2) c D 2 (3.38)
i2eA2 u2€B2(i2)

dwójnik osobliwy równoważny posiada obszar pracy D()S opisany relacją:

A  V  (<0>U0) e [ D , ( i 0) + D 2(i0)] = D o(i0) c : D 0S, (3.39)
ioeCA^A j) u0^B 1(i0)+B2(i0>]

w której: A , n A 2 = A 0, B ,(i0) + B2(i0) = B0(i0).

Dowód. Aby było spełnione i0 = i, = i2, musi zachodzić:

(io e  A, A i0 e  A 2) => i0 e ( A ,  n A 2) = A 0 .

Natomiast dla spełnienia u0 = u, + u 2 przy i0 e A 0 musi być u, + u 2 e B 0(i0), co na podstawie 

definicji 3.3 daje: B0(i0) = B1(i0) + B2(i0).

Wniosek 3.3

Przy połączeniu równoległym dwójników osobliwych o obszarach pracy D, i D2 c  R 2 

opisanych relacjami:
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A  V  g D jO ^ c D,
u.eB, i,eA,(u,)

A  V  (i2>u2) e D 2(i2) c D 2
u2eB; IjsAjCu, )

dwójnik osobliwy równoważny posiada obszar pracy D0R opisany relacją: 

A  V  (i0 >u0)e [D ,(u 0) + D2(u0)] = Do(u0) c D 0R>
u0^B,3B2) i0^A|(u0)+A2(u0)]

(3.40)

(3.41)

(3.42)

w której: B, n  B2 = B0, A , ( u 0) + A 2(u0)2 = A 0(u0) .

Dowód. Aby było spełnione u0 = u, = u2, musi zachodzić:

(u 0 e B , a u 0 e B 2) = > u 0 e ( B , n B 2) = B0. (3.43)

Natomiast dla spełnienia i0 = i ,  + i2 przy u0 e B 0, musi być i, + i2 e A 0(u0), co na podstawie 

definicji 3.3 daje:

A 0(u0) = A ,(u0) + A 2(u0) (3.44)

Praktyczne zastosowanie wniosków 3.2 i 3.3 do obliczania dwójników zastępczych 

wymaga posiłkowania się definicjami 3.1 do 3.3 oraz jedną z reguł 1 lub 2. Na rys. 3.9 

przedstawiono graficzną ilustrację wniosku 3.2, a na rys. 3.10 wniosku 3.3.

Rys. 3.9. Graficzna ilustracja poszukiwania obszaru pracy dwójników osobliwych 
połączonych szeregowo

Fig. 3.9. Graphical derivation o f the operating-region o f a series singular one-ports

Jeżeli dla połączenia szeregowego wartości prądu i0 przebiegać będą cały zbiór Do(io), 

wtedy wartości graniczne zbiorów D ,(i0) i D2(i0) przemieszczają się po liniach 

uid(io)>u ig('o) oraz »u2d(io)»u2g(io). natomiast punkty graniczne zbiorów D0(i0) prze- 

mieszczająsię po liniach u0d(i0),u 0(g(i0) (rys. 3.9), dla których prawdziwe są zależności:

u0d(io) = u ld(i0) + u2d(i0), (3.45)

uoe(io) = u iE(io) + U2e(io)- (3-46)

Analogicznie dla połączenia równoległego punkty graniczne zbiorów D0(u0) prze- 

mieszczająsię po liniach iod(u0), i0g(u0) (rys. 3.10), dla których zachodzi:

’od(uo) = iid(uo) + i2d(uo)> (3-47)

- 89 -

Ilg(Uo)
Ai(uo)

Rys. 3.10. Graficzna ilustracja poszukiwania obszaru pracy dwójników osobliwych 
połączonych równolegle

Fig. 3.10. Graphical derivation o f  the operating-region o f  a parallel singular one-ports

iog(uo) = iiE(u0) + i2g(uo)- (3.48)



Zależności (3 45) do (3.48) pozwalają w praktyce w łatwy sposób określać granice obszaru 

pracy dwójnika osobliwego zastępczego przy połączeniach szeregowych i równoległych jako 

sumy krzywych granicznych obszarów pracy dwójników składowych, przy czym krzywe te 

dodawane sąjako funkcje zmiennych zaciskowych i lub u. Wnoski 3.2 i 3.3 można uogólnić 

na przypadki w dwójników osobliwych połączonych szeregowo lub równolegle, stąd: 

Twierdzenie 3.4

Dla n  dwójników osobliwych Dk dla k = l,2 ...n  opisanych relacjami typu:

A  V  Ok>uk) e D k(ik) c D k (3.49)
ikeAk ukeBk(ik)

lub:

A  V  O k . O  E D k(uk) c D k (3.50)
uksB,. ik6Ak(U|,)

dwójnik osobliwy równoważny ich połączeniu szeregowemu posiada obszar pracy Dos opisany 

relacją:

A  V  Oo>u0) e D 0(i0) c D 0, (3.51)
io€Ao u0eB0(i0)

przy czym:

A 0 = A, n  A2r v . n A n, (3.52)

BoOo) = Bl0o) + B20o)+ -+Bn0o). (3.53)

D0( '0) = D ,(i0) + D2(i0)+...+D n(i0), (3 54)

natomiast dwójnik osobliwy równoważny ich połączeniu równoległemu posiada obszar pracy 

Dor opisany relacją:

A  V  Oo.u0) e D 0(u0) ć D OR (3.55)
Uq€Bq i0eA0(u0)

przy czym:

B0 = Bl n B 2n . . . n B n, (3.56)

A0(u0) = A ,(u0) + A 2(u0)+...+A „(u0), (3.57)

D0(u„) = D ,(u0) + D2(u0)+...+D n(u0). (3.58)

Prawdziwość twierdzenia 3.4 wynika z n-krotnego stosowania wniosków 3.2 i 3.3.

Niech obszar pracy D, pewnego dwójnika osobliwego rozdziela linia podziału up(i) na dwa 

spójne podzbiory D[ i D |', tak że spełnione jest D, = D[ u  D " oraz up(i) = D[ n  D ” , która 

jest wspólną linią graniczną dla podobszarów DJ i D " (rys. 3 .11).

- 90 - - 91

Dla szeregowego połączenia dwójnika osobliwego D, z dowolnym dwójnikiem osobliwym 

D ,, mającym z nim wspólny zakres wartości prądu A, można sformułować twierdzenie: 

Twierdzenie 3.5 

Jeżeli:

D, = D; u  D" ,

Up (i) = D; n D " ,

(3.59)

(3.60)

Rys. 3.11. Rozdzielenie obszaru pracy dwójnika osobliwego linią up(i) na dwa podobszary

Fig. 3.11. Separation o f the operating-region of a singular one-port by line up(i) for two 
composition regions

wtedy dla szeregowego połączenia dwójnika osobliwego o obszarze pracy D, z dowolnym 

dwójnikiem osobliwym D2 zachodzi:

D 1!D2 = ( D ; | n 2) u ( D ; ' j D 2) ,  

gdzie sym bol" j" oznacza połączenie szeregowe.

Dowód. Na podstawie twierdzeń 3.2, 3.3, i wniosku 3.2 dla relacji (3.61) zachodzi: 

^1 | ^2  — A  V  0k>U) e [Di0k) + D 20k)] = DoOk) c  Do =
ik<A ,n A 2) u<B,(it )+B2(it )]

= A  V  0k>u) e[(D; (ik) u D 2(ik)) + D2(ik) ] c D 0 s
ik< A ,n A j) u^(Bi(ik)uB;,(ik))+B2(ik)]

(3.61)
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-  A  V  (ik. u ) e [ ( D ; ( i k) + D2(ik) ) u ( D " ( i k)) + D 2(ik) ) ] c
lk e( A jnA j )  U(((Bi (ik )+Bj (ik ))u(Bi’(ik )+Bj (ik )))

c D ; ( i L) u D ; ' ( i k) c D 0(ik) c D 0 =

■ c
A  V  (*k>u) e [D[(ik) + D 2(ik)] cz Dó(ik) c: D0

ike(AinA2) u^B((ik)+B2(ik)] J

A  V  (i k,u ) g [D,"(ik) + D 2 (i k)] c  D"(i k) c  D 0 U
ikG(A1riA2) û BJ'(ik)+B2(ik)] J

= (d ; | d 2) u (d ; ' | d 2)

Analogicznie do twierdzenia 3.5 można sformułować twierdzenie dla połączenia 

równoległego dwójników osobliwych D, i D2 w  postaci:

Twierdzenie 3.6 

Jeżeli:

d , = d [ u d ; ,  (3.62)

ip (u) = D[ n D " ,  (3.63)

wtedy dla równoległego połączenia dwójnika osobliwego D, a dowolnym dwójnikiem 

osobliwym D 2 zachodzi:

D ,||D 2 s (D [ ||D 2)(D[j|D2). (3.64)

Prawdziwość twierdzenia 3.6 można udowodnić podobnie jak twierdzenie 3.5.

N a rys. 3.12 przedstawiony jest obszar pracy dwójnika osobliwego D w  kształcie figury 

geometrycznej wklęsłej. Dla tego typu obszarów pracy niektóre krzywe graniczne nie są 

jednoznacznymi funkcjami zmiennych zaciskowych. I tak, krzywa ud(i), zawarta między 

punktami ekstremalnymi o współrzędnych Id i Ig, posiada dwa ekstrema lokalne o 

współrzędnych prądowych I ' i I " , rozdzielających ją  na trzy części udl)( i) ,u d2)(i),ud3)(i), które 

są już jednoznacznymi funkcjami napięcia względem prądu.. Dla przedstawionego obszaru 

pracy można wyróżnić podzbiór wartości prądu A ' c A ; o  granicach Id < ik < I ' , dla których 

zbiór D(ik) rozpada się na dwa podzbiory rozłączne D '(ik) i D"( ik), a tym samym cały obszar 

D (A ') w  tym zakresie prądu rozpada się na dwa podzbiory rozłączne D ', i D " zakreskowane 

na rys. 3.12, które można uważać za sumę zbiorową, czyli D (A ') = D ' + D ". W  przypadku 

szeregowego połączenia z innym dwójnikiem osobliwym D[, który posiada wspólny prądowy 

zakres pracy z podzbiorem A1, szukania dwójnika równoważnego należy dokonać na 

podstawie twierdzenia 3.5 rozszerzonego (zgodnie z twierdzeniem 3.3) na sumę zbiorową
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o liniach granicznych będących niejednoznacznymi funkcjami napięcia względem prądu. 

Wtedy przy połączeniu równoległym dla pewnego zakresu napięć może nastąpić rozpad 

obszaru pracy na dwa podobszary rozłączne, a szukanie dwójnika równoważnego może być 

dokonane na podstawie twierdzenia 3.6 rozszerzonego na obszary rozłączne.

A

B’(ik) B”g(ik)

Rys. 3.12. Obszar pracy dwójnika D w kształcie figury wklęsłej

Fig. 3.12. An operating-region o f a singular one-port having concave figur shape

Niech dana jest «'-węzłowa sieć, w  ogólności nieszeregowo-równoległa, zbudowana z n 

gałęzi będących dwójnikami osobliwymi. Dla wybranych dwóch węzłów a  i P jako zacisków 

wejściowych można wyróżnić między nimi p  niezależnych dróg przejścia, przy czym 

p = n - w  + 2. Odpowiada im p  równań (odpowiedniki II prawa Kirchhoffa) wiążących 

napięcie na zaciskach a  i P z napięciami na poszczególnych gałęziach składowych każdej 

drogi. M ają one postać:

aP ~~ /*, k 
k-1 
hj

UaP = 2 j Uk: 
k=l

. . . . . . .

Ua P = X Uk
k=l

(3.65)

gdzie hj jest ilością gałęzi w drodze o numerze j.
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Dla tych samych węzłów a  i P można wyróżnić r  rozdzielających je  przekrojów, przy czym 

r =  2(w2). Odpowiada im r  równań (odpowiedników II prawa Kirchhoffa), wiążących prąd 

między zaciskami a  i P z prądami w poszczególnych gałęziach występujących w danym 

przekroju. Mają one postać:

(3.66)

12
'aP = Z ‘k.

k=l
y 2

1ctp 1! M

k=l

yP
*“ P

k=l

gdzie Yj - jest to ilość gałęzi w przekroju o nun.erze j .

Twierdzenie 3.7

Dla dwuzaciskowej sieci o w węzłach widzianej z zacisków a  i P, złożonej z n gałęzi 

będących dwójnikami osobliwymi o obszarach pracy D, ,D2 do D n opisanych relacjami:

(3.67)A  V  ('k>uk) e ^ ( i k) c D k
ikeAk uk€Bk(ik)

lub

A  V  (ik ,U k )e D k(u t ) c D k
Uk^k »k̂ Afc Cuk)

(3.68)

przy czym k = 1,2,...n,

obszar pracy odpowiadającego jej dwójnika zastępczego D0 znajduje się wewnątrz 

prostokątnego obszaru Dap określonego relacjami zbiorowymi:

lub

A  V  (*>u) 6 D a p (u ) c  Dop
ugBojj ‘6Aoi!

A  V  (’>U) e D ap(0 C  Dap
isAaj ueBoj

(3.69)

(3.70)

dla którego prąd i napięcie należą do zbiorów Aap i Bap spełniających zależności:

i\
A ap -  ^  A k,

k=l 
li

A ap = A k,2
k=l

1,
A a p = Z A k.r

(3.71)
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Bap Z BMk=l

Bap = £ f i k,2

Ba P = Z Bk,P

(3.72)

Prawdziwość tego twierdzenia wynika z relacji (3.65) i (3.66) na podstawie definicji 3.4, 

3.5 i twierdzenia 3.1.

Aby dokonać analizy dowolnej autonomicznej sieci złożonej z n uogólnionych beziner- 

cyjnych dwójników osobliwych, należy określić, do jakich obszarów pracy należą wszystkie 

napięcia gałęziowe uk oraz prądy gałęziowe ik. Problem sprowadza się do n-krotnego 

oddzielnego rozpatrzenia połączenia każdego dwójnika gałęziowego Dok z pozostałą częścią 

sieci reprezentowanej przez jej dwójnik zastępczy Dsk (rys. 3.13). Dwójniki te posiadają 

określone obszary pracy Dok i Dsk względem ich wyróżnionych zacisków przy ostrzałkowaniu 

odbiornikowym, co po ich połączeniu daje dwa przypadki kierunków prądów i napięć 

pokazane na rys. 3.13 b i c.

b)
ik

Dsk

ISk

Î “ '
Sk

Usk Uk Uok

l i o k

D„k

c)

'S kJF i”

Dsk

Sk

Usk Uk Uok

lok

Dok

Rys. 3.13. Połączenie wybranego dwójnika osobliwego z siecią w zależności od kierunku ich 
ostrzałkowania

Fig. 3.13. Direction indicator dependence o f  connection for a singular one-port and network



W połączeniu tym, zgodnie z prawami Kirchhoffa, muszą być spełnione zależności:

ii£= is k = iok uk = u slc= u ot (3.73)

Aby one zachodziły, jeden z dwójników ( np. Dsk) musi pełnić rolę dwójnika źródłowego, 

zatem należy zmienić na jego zaciskach dodatni kierunek napięcia na u’sk (rys. 3.13a), lub 

prądu na i”sk (rys. 3 .13b), tak aby przejść do ostrzałkowania źródłowego. Otrzymuje się wtedy 

dla dwójnika Dsk, w zależności od sposobu jego włączenia (kierunku zacisków), dwa obszary 

pracy: D ’sk lub D”Sk Jest to równoznaczne z odbiciem jego obszaru pracy symetrycznie 

względem osi napięcia lub prądu. Tak przekształcone obszary pracy D 'k lub D"k po nałożeniu

na D0k wyznaczają wspólny obszar pracy DJ,k lub D ”k obu dwójników (rys. 3.14), a tym

samym obszar współpracy dwójnika D ok z pozostałą częścią sieci jako iloczyn zbiorowy:

D pk = Dśk r ^ D ok (3.74)

lub

D ” = D " n D ok (3.75)

Obszary Dgk i D 'k określają relacje:

A  V  (*Sk>USk) e ^sk(’sk) C  Dsk (3 76)
isfcCAsk UŚk̂ Śk

A  V  Ok.uk) e D k(ik) c D k (3.77)
uk GBk ik€Ak(uk)

przy czym zachodzi:

USk e B Sk = USkd (*Sk) -  USk -  USkg(*Sk) s  ~ USkg(*Sk) -  USk -  ~USkd(*3k) (3.78)

oraz:

*Sk £ Ask = iSkd(USk) - ' sk -  *Skg(USk) = _ iskg(usk) - ‘Śk - _ *Skd(USk)' (3.79)

Można zatem sformułować twierdzenie:

Twierdzenie 3.8

Dla obwodu zamkniętego złożonego z dwóch dwójników osobliwych określonych relacjami 

uzależnionymi prądowo:

A  V  (*Sk>USk) e ^sk(‘sk) ^Sk (3.80)
’Sk^Sk “Sk^SkOsk)

A  V  (*ok.uok) € Dok(iok) c  Dok (3.81)
‘ok«Aok “ofcEBokCiok)
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Rys. 3.14. Wspólne obszary pracy dwójnika osobliwego z siecią

Fig. 3.14. Common operating-regions for a singular one-port and network

o zgodnych kierunkach dodatnich prądu (rys. 3.13b), napięcie oraz prąd należą do obszaru 

pracy Dpk określonego relacją:

A  V  0k>u k) e [Dśk0k) r ' D ok(ik)] = D;k(ik) c  D ;k (3.82)
ifcCA^nAok Uk €®Śk C‘k )nB0k (*k )

lub dla zgodnych kierunków napięcia (rys. 3.13c) należą do obszaru pracy D 'k określonego 

relacją:

A  V  (ik. u t ) e [ D ' ' ( i k) n D ok(ik)] = D ” (ik) c D - .  (3.83)
ij-eA^riAok uk€Bśk(ik)nBok(ik)

Analogiczne twierdzenie można sformułować dla opisu dwójników Dsk i D0k relacjami 

zbiorowymi uzależnionymi napięciowo równoważnymi do relacji (3.80) i (3.81).

Twierdzenie 3.9

Dla obwodu zamkniętego złożonego z dwóch dwójników osobliwych określonych rela

cjami uzależnionymi napięciowo:

A  V  (*Sk>USk) e Dsk(Usk) (Z D sk (3-84)
Usk^sk ISk^Sk^Sk)

A  V  (*0k > U0k) e  Dok (U0k) C  Dok (3-85)
Uck^Ok ‘Ck̂ OkCUflk)

dla zgodnych kierunków dodatnich prądu (rys. 3.13b), prąd i napięcie należą do obszaru pracy 

D 'k określonego relacją:
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A  V  Ok>u k) e [Dśk(ik)n D ok(ik)] = D;k(ik) c  D 'k (3.86)
ukeBśk^B0k ikGAŚk(uk)oAok(uk)

lub dla zgodnych kierunków napięcia (rys. 3.13c) należą do obszaru pracy D 'k określonego 

relacją:

A  V  Ok>u k) e [DŚ!t(ik) n D 0k(ik)] = D ' k(ik) c D " t (3.87)
ukeBSkr'B0k ‘k̂ aCUkŷ OkCUk)

Obszary pracy D ’sk (lub D”sk) dla prądu ikoraz napięcia uk otrzymane niezależnie na 

podstawie twierdzeń 3.8 i 3.9 pokrywają się, czyli są identyczne, a twierdzenia te równoważne.

W podsumowaniu można zauważyć, że przedstawiony opis sieci złożonyych z 

bezinercyjnych dwójników osobliwych w ujęciu zbiorowym, jakkolwiek z formalnego punktu 

widzenia jest ścisły i precyzyjny, to okazuje się mniej przydatny jako praktyczne narzędzie do 

analizy tych sieci.

4. BOOLOWSKA ANALIZA BEZINERCYJNYCH SIECI OSOBLIWYCH

4.1. FUNKCJE BOOLOWSKIE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

Zakłada się, że do zbioru bezinercyjnych dwójników osobliwych będą należeć dwójniki, 

których zmienne zaciskowe mogą przyjmować dowolne wartości z pewnego jednowymiaro

wego podzbioru liczb rzeczywistych, o dowolnej szerokości, także zerowej lub nieskończonej. 

Aby do opisu sieci osobliwych złożonych z takich dwójników zastosować algebrę Boole'a, 

wprowadza się pojęcie funkcji odwzorowujących zbiór liczb rzeczywistych R  w zbiór dwu- 

elementowy B  = {0,l}, zwane dalej funkcjami typu RB (funkcje boolowskie zmiennej rze

czywistej).

Niechaj f (x)  = z będzie funkcją typu RB, przy czym x e R ,  a z e B ,  i jednocześnie 

zachodzi:

Definicja 4.1

fl dla x £ X „  k = l...m,
K> | o  dla x e X „  1 = 1. .n.

gdzie Xk i X, są podzbiorami liczb rzeczywistych spełniającymi jednocześnie zależności:

m n
L J X k U 0 X i  = R ,  (4.2)
k=l 1=1

m n

(JxknQxi = 0 . (43)
k=l 1=1

Podzbiory Xk określone są przez pary liczb rzeczywistych [aLk,a uk] będących ich granicami 

(dolną i górną) i nazywane obszarami działania funkcji f(x).

Definicja 4.2

Parametrami funkcji typu RB nazywane będą wartości graniczne podzbiorów Xk, co można 

zapisać:

(Par f(x )) = (ak) dla k=l...m  (4.4)

Tworzą one zbiór parametrów funkcji BB, zawierający k  elementów.

Niektóre z podzbiorów X k argumentu funkcji f(x) mogą być nieograniczone.



Funkcja f(x) typu RB jest przestępna, jeżeli przynajmniej jeden ze zbiorów Xt nie posiada

obu granic o skończonych wartościach, co oznacza, że:

v Par f(x)  -»  co (45)
xk

Parametry funkcji f(x) o wartościach skończonych mogą być zależne od innej zmiennej 

rzeczywistej y eR .

Definicja 4.4

Funkcja f(x) typu RB nazywana jest uzależnioną względem wielkości rzeczywistej y e R , 

jeżeli przynajmniej jeden z jej parametrów jest funkcją zmiennej y, czyli:

v Par f (x )  = ak(y) (4.6)

W  przeciwnym przypadku funkcję f(x) nazywa się stałą względem zmiennej y. Dla każdej

funkcji f(x) typu RB można określić jej wartość własną zależną od liczby parametrów k.

Definicja 4.5

Wartością własną funkcji f(x) nazywana będzie liczba:
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Definicja 4.3

Val f (x)  =

k /2  dla k = 2n i f(x ) -  nieprzestępnej 
k 1
— + — dla k = 2n + l i f (x)  -  przestępnej 

— + 1 dla k = 2n i f (x)  -  przestępnej

Ze względu na to, że funkcje typu RB określone są w dwuelementowym zbiorze B, wyko

nywać można na nich operacje boolowskie typu: negacja, alternatywa i koniunkcja. Niechaj 

f(x) będzie funkcją określoną relacją (4.1).

Definicja 4.6

Negacją boolowską funkcji f(x) jest funkcja:

F(x) =

m
0 dla x  e  X k

k=m (47)
1 dla x e R \ | J X k

k=l

Podobnie, niechaj funkcje f,(x) i f2(x) będą funkcjami typu RB o obszarach działania X lk i

X 2k.

Definicja 4.7

Alternatywą boolowską funkcji f, (x) i f2 (x) jest funkcja:
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f3(x )  =  f i ( x ) v f2(x )

ITI3 irij ni 2
1 dla x  e ( J x 3k =  ( J  X 1jc U  U ^ 3k

k=l k=l k=l 
m3

0 dla x e R \ [ J X 3k
k=l

(4.8)

Definicja 4.8

Koniunkcją boolowską funkcji fj(x) i f2(x) jest funkcja:

f3(x )  =  f i ( x ) A f 2(x )

m3 m! m2

1 d la x e | J X 3 = l | X l k n U X 2 k  k=l k = l k=l
m3

0 dla x e R \ ( J X 3k 
k=l

(4.9)

Operacje boolowskie (4.7), (4.8) i (4.9) pozwalają tworzyć nowe funkcje fF(x) typu RB z 

danych wyjściowych fz(x), co można zapisać jako:

fF(x) = F{fz(x)} (4.10)

Do porównywania funkcji RB niezbędne jest twierdzenie dotyczące ich identyczności.

Twierdzenie 4.1

Dwie funkcje fj(x) i f2(x) typu RB, o obszarach działania X lk i X2k są równoważne wtedy 

i tylko wtedy, gdy ich obszary działania są identyczne, czyli:

f,(x) = f2(x) dla Xlk= X 2k (4.11)

dla k=l,2...m.

Prawdziwość twierdzenia 4.1 wynika bezpośrednio z definicji 4.1 funkcji typu RB.

Dla funkcji typu RB nieprzestępnej jej parametry uporządkowane w kolejności rosnącej 

tworzą granice dolne i górne kolejnych obszarów działania, stąd wynika wniosek:

Wniosek 4.2

Funkcja f(x) nieprzestępna jest jednoznacznie określona przez zbiór swoich parametrów 

(Par f(x)).



Operacje boolowskie na funkcjach fz(x) są równoważne operacjom zbiorowym na ich 

obszarach działania, zatem ich granice mogą być jedynie granicami obszarów funkcji skła- 

owych, co oznacza, że:

Twierdzenie 4.3

Jeżeli funkcja fF(x) jest wynikiem działania operacji boolowskich na funkcje składowe 

fz(x) typu RB, o parametrach (Par fz(x)) wtedy zachodzi:

(Par fF( x ) ) < ( J  (Par fz (x)) (4.12a)
Z

Z twierdzenia tego w oczywisty sposób wynika zależność:

ValfF( x ) < £ V a l f z(x) (4.12b)
Z

gdzie Z jest liczbą funkcji składowych.

W tablicy 4.1 przedstawione są elementarne (Val < 1) funkcje boolowskie jednej zmiennej 

rzeczywistej oraz ich interpretacje geometryczne. Pokazana w niej funkcja Sg(x) może być 

nazwana skokiem górnym, a funkcja Sd(x) skokiem dolnym.

Twierdzenie 4.4

Dowolną funkcję boolowską jednej zmiennej rzeczywistej f(x) posiadającą skończoną i 

przeliczalną liczbę obszarów działania Xk można przedstawić jako „kombinację” operacji 

boolowskich na funkcjach elementarnych Sg(x) i Sd(x), lub tylko jednej z nich.

Prawdziwość tego twierdzenia wynika z tablicy 4.1 i zależności:

f(x) = S d (x -a 1) v n x(a2L,a 2U) v . . . v n x(ak_I,L>ak_lu ) v S g ( x - a k), (4.13)

gdzie k  jest liczbą obszarów działania.

Dla funkcji spełniających twierdzenie 4.4 można sformułować twierdzenie 4.5.

Twierdzenie 4.S

Zbiór funkcji (f(x)} typu RB jest zbiorem algebry Boole'a określonej jako system: 

{{f(x)},v,A ,l(x),0(x)), gdyż dla dowolnych f,(x),f2(x),f3(x) e{f(x)} spełnione są 

aksjomaty:

- 1 0 2  - 103

Tablica 4.1

Nazwa i definicja Wykres Podstawowe zależności Uwagi

Sg(x -  a) = |
ld lax>a
0dlax<a

1
S d (-x -a )  

Par = a, k = 1

Przestępna
Val=l

0

2 1 II 0 dla x > a
1

Sg(—x -a )  
Par = a, k = 1

Przestępna
Val=l[1 dla x < a

0

(x) = 1 dla x e R 1
S g (x -a ,)  v S d (x -a 2),a , < 
Sg(x -  a,) a  Sd(x -  a2), a, > 

Par. brak, k = 0

Przestępna
Val=l

0(x) = 0 dla x ê R
1

S g (x -a ,)  A S d (x -a 2) 
dla a, > a2 
Par. brak, k = 0

Nieprzestępna
Val=0

0

5(x -  a) = |
1 dla x = a 
0 dla x ^ a

1
Sg(x-a) a Sd(x-a)

n x(a>a)

Par = a;a, k = 2

Nieprzestępna
Val=l

I0

r i x(al’a2)“

0 dla x<aj 
Ki dla aj<x<a2 
0 dla 0dlax>a2

1
S g (x -a ,)A S d (x -a 2) 
dla a, < a2 
Par. = a,;a2, k = 2

Nieprzestępna
Val=l

0

1* f , ( x ) v f 2(x) e { f(x )} , 1" f!(x )A f2(x) e { f(x )} ,
2’ f , ( x ) v f 2(x) = f2(x )v f ,(x ) ,  2“ f ,(x )A f2(x) = f2(x )A f,(x ) ,

3’ f,(x) A [f2(x) V f3(x)] = [f,(x> A f2(x)] V [f,(x) A f,(x)],
3" f,(x) V [f2(x) A f3(x)] = [f,(x) V f2(x)] A [f,(x) V f3(x)],

4* f1(x)v0(x) = f,(x), 4" f,(x)A l(x) = f,(x)

oraz dla każdego f,(x) e {f(x)} istnieje f,(x) g (f(x)} takie, że:

5’ f ,(x )v f ,(x )  = l(x), 5“ f ,(x )A f1(x) = 0(x).



Zgodnie z definicją funkcji typu RB oraz definicjami dotyczących ich operacji boolowskich, 

operacje te są równoważne operacjom zbiorowym na obszarach działania tych funkcji, a zatem 

aksjomaty 1 do 5 są spełnione, a twierdzenie 4.5 prawdziwe.

Jeżeli funkcje składowe fz w zależności (4.10) będą oddzielnie funkcjami dwu zmiennych 

rzeczywistych fz(x) i f z(y), wtedy powstała na skutek operacji boolowskich funkcja fF będzie 

nazywana funkcją dwu zmiennych typu RB, czyli:

Definicja 4.9
fF(x,y) = F{fz(x),fz(y)} (4.14)

Zbiór parametrów takiej funkcji składa się z dwóch podzbiorów parametrów określonych 

dla każdej zmiennej oddzielnie, co można zapisać jako:

(Par f(x,y)) = (Parx f(x,y), Pary f(x,y)) = (a,,a2...at ; b,,b2...b,) (4.15)

Jeżeli wartości parametrów funkcji dwu zmiennych zależne są wzajemnie od tych 

zmiennych, czyli:

(Parx f(x,y)) = (a,(y),... ak(y)), (4.16)

(Pary f(x ,y)) = (b,(x),...b1(x)), (4.17)

wtedy funkcja f(x,y) nazywana będzie zgodnie z definicją 4.4 funkcją wewnętrznie uzależnioną 

dwu zmiennych.

Wartość własna funkcji dwóch zmiennych zależy od wartości własnych funkcji składowych 

każdej zmiennej według relacji:

Definicja 4.10
V alf(x,y) = Valfz(x )V a lfz(y) (4.18)

Jako elementarna rozpatrywana będzie funkcja typu RB dwóch zmiennych o postaci 

iloczynowej.

Definicja 4.11

1 dla x e X k i y eY k
x e X k i y i  Yk, lub

(4 19)
0 dla x e X k i y eY k, lub 

x £ X k iy<2Yk.
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F(x,y) = f(x )A f(y ) =

gdzie Xk i Yk są „obszarami” działania funkcji F(x,y) w zbiorach liczb rzeczywistych, przy 

czym:

(Par F (x,y)) = (Par f(x )f|P ar f(y )) = (ak ,b ,) (4.20)

Jeżeli F(x,y) jest uzależniona wewnętrznie, to mogą zachodzić dwa przypadki.

(i) Gdy przynajmniej jeden z parametrów ak jest zależny od zmiennej y, czyli:

(Par F(x,y)) = (ak(y),b,), (4.21)

natomiast parametry b, są stałe. Wtedy:

Definicja 4.11a

F(x»y) = F[a(y),y] jest funkcją uzależnioną wewnętrznie od zmiennej y.

(ii) Gdy przynajmniej jeden z parametrów b, jest uzależniony od zmiennej x, czyli:

(Par F(x,y)) = (ak,b|(x)) (4.22)

Wtedy:

Definicja 4.1 lb

F(x,y) = F[x,b(y)] jest funkcją uzależnioną wewnętrznie od zmiennej x.

Operacje boolowskie na funkcjach dwu zmiennych F(x,y) opisanych relacją (4.19) można 

przedstawić za pomocą operacji na jej składowych f(x) i f(y). Stąd negacją boolowską funkcji 

F(x,y) jest funkcja:

F(x,y) = f(x) a f(y) = f(x) v  f(y) (4.23)

Alternatywą dwu funkcji F, i F2 jest funkcja:

F3(x,y) = F ,(x,y)vF2(x,y) =

= [f, (x) V f2 (x)] A [f, (x) v f2 (y)J a [f, (y) v f2 (X)] A [f, (y) v  f2 (y)] (4.24)

Oraz koniunkcją:

F3 (x>y) = F. (x>y) A F2 (x.y) = [f i (x) A f2 (x) ]A [f i (y) A'f 2 (y)] = f3(x) A f4 (y ) . (4-25) 

która ma także postać iloczynową dwóch funkcji, każda jednej zmiennej.

Niechaj funkcje składowe funkcji dwu zmiennych o postaci iloczynowej F(x,y) dadzą się 

przedstawić jako sumy n i m składników boolowskich. Wtedy można zapisać: 

n m n m nxm
F (x ,y )=  U fk (x) A U fl ( y ) = U U [ fk (x )A fi(y )]=  U Fi(x ,y ) , (4.26)

k = l 1=1 k=ll=l i=l

co oznacza, że F(x,y) jest sumą nx m składników Ę (x,y), także o postaci iloczynowej.
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4.2. FORMUŁY BOOLOWSKIE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

Jeżeli funkcji boolowskiej f(x) zmiennej rzeczywistej x przyporządkuje się określoną 

wartość ze zbioru B = {0,1}, wtedy staje się ona formułą boolowską zmiennej rzeczywistej. 

Niechaj dana będzie formuła:

f(x) = 1 (4.27)

Na podstawie definicji 4.1 jest ona spełniona dla wartości zmiennej rzeczywistej x należących 

do podzbiorów Xk, a zatem opisuje ona te podzbiory w sposób jednoznaczny.

Niech zbiory X ,c R  oraz X2 c  R będą opisywane przez formuły boolowskie:

f,(x) = l oraz f2(x) = l (4.28)

Definicja 4.12

Dwie formuły boolowskie (4.28) są sobie równoważne, jeżeli występujące w nich funkcje 

boolowskie są równoważne. Zachodzi to wtedy, gdy funkcje te spełniają twierdzenie 4.1.

Wszystkie operacje wykonywane na zbiorach X, i X2 mają swoje odpowiedniki w 

operacjach dokonywanych na opisujących je formułach.

Twierdzenie 4.6

Jeżeli x eX ,, który opisuje formuła f,(x) = 1, wtedy dla x e X 2 = R \X , opisuje go formuła:

fi 0 0  = 1 (4.29)

Prawdziwość tego twierdzenia wynika z definicji 4.1 i 4.6, gdyż dla X2 obowiązuje 

fj(x) = 0, stąd po obustronnym zanegowaniu otrzymuje się (4.29). Z definicji 4.7 i 4.8 

otrzymuje się natychmiast wnioski, które można sformułować w postaci twierdzeń: 

Twierdzenie 4.7

Jeżeli x e X ,lu b x e X 2, czyli x należy do zbioru X3 = X, u  X2, wtedy opisująca go 

formuła boolowską ma postać:

fi(x )v f2(x )= l  (4.30)

Twierdzenie 4. 8

Jeżeli x e X, i x e X2, czyli x należy do zbioru X3 = X, o  X2, wtedy opisująca go formuła 

boolowską ma postać:

fi (x) A f2 (x) = 1 (4.31)

Niechaj parametrami funkcji f ,(x ) i f2(x) opisujących poprzez formuły (4.28) zbiory 

X, i X2 będą wartości:
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(Parf,(x)) = (a1L,alu) (4.32)

(Par f2(x)) = (a2L,a2U), (4.33)

które sąjednocześnie granicami zbiorów X, i X2, czyli

a i u - a iL> (4.34)

a 2 u - a 2L- (4 35)

Twierdzenie 4.9

Jeżeli x, e X, oraz x2 e  X 2, wtedy zbiór X3, do którego należą wszystkie x3 będące sumą 

algebraiczną zmiennych x, i x2, czyli spełniających zależność:

x3 = x ,+ x 2 (4.36)

opisuje formuła boolowską:

f,(x) = l, (4.37)

w której f3(x) ma parametry o wartościach:

(Par f3(x)) = (a3L,a3U) = (a]L + a2L,altJ + a2Û . (4.38)

Prawdziwość tego twierdzenia jest oczywista, gdyż najmniejszy element zbioru X3 musi 

być sumą najmniejszych elementów zbiorów X, i X2, które są ich dolnymi granicami. To samo 

rozumowanie dotyczy elementów największych, zatem ich sumy muszą być granicami zbioru 

X3. Operację, w wyniku której otrzymuje się formułę f3(x) = 1, można oznaczyć symbolem © 

i zapisać jako:

f3(x) = f,(x )© f2(x) = l (4.39)

Twierdzenie 4.10

Jeżeli x2 eX 2, wtedy zbiór X4, do którego należą wszystkie x4 spełniające zależność. 

x4 = kx2, (4.40)

przy czym A: jest stałą rzeczywistą, opisuje formuła boolowską:f4(x) = 1, której parametry mają 

wartości:

(Parf4(x)) = (a4L,a4U), (4.41)

przy czym:

a4L = ka2L- a4u = ka2u dla k > 0, (4 42)

a4L = ka2u> a4U = ka2L dla k <0. (4.43)

Prawdziwość tego twierdzenia wynika natychmiast z nierówności (4.35) po pomnożeniu jej

obustronnie przez stałą k. Kładąc k = - l ,  oraz uwzględniając to w twierdzeniu 4.9, można

sformułować co następuje:
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Twierdzenie 4.11

Jeżeli x, eX ,, oraz x2 e X 2, wtedy zbiór X3, do którego należą wszystkie x3 spełniające 

zależność algebraiczną:

x3 = x , - x 2 (4.44)

opisuje formuła f3(x) = 1, której parametry mają wartości:

(4.45)

Operację tę można oznaczyć symbolem O i zapisać jako:

f3(x) = f,(x)O f2(x) = l (4.46)

Łącznie operacje (4.39) i (4.46) można oznaczyć symbolem 0 .  Z przedstawionych twierdzeń 

wynikają następujące własności operacji a i ©:

f| (x )0 [f2(x) A f3(x)] = [f, (x)®f2 (x)] a [f, (x)©f3(x)] (4.47)

fi 0 0  A [f2(x)©f3(x)] * [f, (x) a f2 ( x ) l f ,  (x) a f3(x)] (4.48)

Jeżeli funkcji boolowskiej dwóch zmiennych F(x,y) o postaci iloczynowej przyporządkuje 

się wartość ze zbioru B={0,1}, wtedy staje się ona formułą boolowską dwu zmiennych 

rzeczywistych. Niech będzie dana formuła:

F(x,y) = l (4.49)

Na podstawie definicji 4.11 jest ona spełniona tylko dla wartości zmiennych rzeczywistych x i y 

należących do zbiorów Xk i Yk, a zatem opisuje ona te zbiory w sposób jednoznaczny. Dla 

pary zmiennych zaciskowych (x,y), należących do dwuwymiarowej przestrzeni kartezjańskiej 

X x Y = R2, formuła typu (4.49) opisuje pewien podzbiór D (obszar) tej przestrzeni, którego 

wszystkie punkty o współrzędnych (x ,y )eD  spełniają tę formułę. W tablicy 4.2 

przedstawiono przykłady elementarnych (Val=l) formuł boolowskich dwóch zmiennych oraz 

kształty opisywanych przez nie obszarów w przestrzeni

Niechaj zbiory D, eR 2 oraz D2 eR 2 będą opisywane przez formuły boolowskie dwu 

zmiennych:

F,(x,y) = l oraz F2(x,y) = 1 (4.50)
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Tablica 4.2

Rodzaje formuł F(x,y)=l Nieprzestępne Przestępne

Uzależnione od 

zmiennej x

Ar i ytbi.(x)’M x)J=1 S g ( x - a )  a  [bL(x ) , bu (x)] = 1

bud)

Uzależnione od 

zmiennej y

r L k W 'aoW]AI l , ( bL'bu) = 1 n,taL(y)>au(y)] Al(y) = 1

Nieuzależnione
n , ( aL’au)Ar L ( bi->bu) = 1 S g (x -a )A S d (y -b ) =

M-----

_1 1--------
aL *

Definicja 4.13
Dwie formuły boolowskie dwu zmiennych są sobie równoważne wtedy i tylko wtedy, gdy 

opisywane przez nie obszary są identyczne, czyli:

Ę(x,y) = 1 = F2(x,y) = 1 (4-51)

dla D, = D2.

Niechaj para (x,y) będzie punktem jednego z obszarów D, lub D2, lub Dn należących do 

R2 , co oznacza:

(x,y) e  D, lub (x,y) € D2 ... lub (x,y) e D„ (4.52)

Jest to równoważne relacji:

(x,y) e{D , v D2v ...vD„} = D0 (4.53)



oznaczającej przynależność pary (x,y) do sumy zbiorowej obszarów D, do Dn. Każdą z

zależności (4.52) opisuje na podstawie (4.49) formuła boolowska dwu zmiennych, dając w

konsekwencji ich alternatywny zestaw o postaci:

F,(x,y) = l 
F, (x, y) = 1

(V) (4.54)

F„(x,y) = l.

Można zatem sformułować wniosek w postaci twierdzenia:

Twierdzenie 4.12

Alternatywny zestaw n formuł boolowskich dwu zmiennych opisuje obszar D0 c  R2 będący 

sumą zbiorową obszarów D, do Dn opisywanych przez każdą z nich oddzielnie.

Każdy dany obszar D c R : można przedstawić na nieskończenie wiele sposobów w postaci 

sumy obszarów składowych, a tym samym opisać przez nieskończenie wiele alternatywnych 

zestawów formuł boolowskich, przy czym niektóre z formuł składowych mogą być sobie 

równoważne. Dla każdego obszaru istnieje zatem opisujący go zestaw o najmniejszej liczbie 

formuł boolowskich, zwanej jego rzędem, przy czym pojedynczą formułę boolowską można 

uważać za zestaw rzędu jeden, zatem definicję 4.12 można rozszerzyć na alternatywne zestawy 

formuł boolowskich. W ogólnym przypadku dla formuł boolowskich zawierających funkcje 

uzależnione wewnętrznie rząd zestawu formuł opisujących dany obszar D zależy zarówno od 

zmiennej uzależniającej, jak i kształtu funkcji opisujących uzależniony parametr. Ilustruje to 

przykład 4.1.

Przykład 4.1

Niechaj będzie dany obszar D0c=R2 jak na rys. 4.1, przy czym x eX 0 = (aŁ,au),

y e Y0 = (bL̂ u)-

Opisuje go formuła boolowska uzależniona wewnętrznie od zmiennej x, typu:

a  (aL > au) A r iy  tbL (x)> M * )]  = 1 (4.55)

Dla uzależnienia parametrów od zmiennej y opisuje go alternatywny zestaw dwóch formuł 

boolowskich o postaci:

RK, (y)> au (y)] A IX (b L ’b 1 ) = 1 ]

- 1 1 0  -

a  t aL2 (y). au (y)] a  a (b i - bu > = 1
•(v) (4.56)

1 1 1

Rys. 4.1. Obszar pracy z przykładu 4.1 

Fig. 4.1. Operating-region from the example 4.1

4.3. MACIERZE FUNKCJI BOOLOWSKICH I MACIERZOWE FORMUŁY 

BOOLOWSKIE

Definicja 4.14

Macierzą funkcji boolowskich A(x) nazywana będzie macierz kwadratowa o wymiarze 

nx n, której elementy należą do zbioru funkcji boolowskich f(x) jednej zmiennej rzeczywistej 

x (funkcje typu RB), co oznacza:

A(x) = [aij(x)], (4.57)

gdzie a^x) = fy(x) są funkcjami RB o wartościach własnych nie większych od jedności, 

czyli:

V alf^ x)^  (4.58)

Na macierzach funkcji boolowskich można wykonywać operacje boolowskie zdefiniowane 

przez operacje na ich elementach.

Definicja 4.15

Jeżeli A(x) = [a,,] i B(x) = [b j  są macierzami funkcji boolowskich o wymiarach nx n, to 

operacje boolowskie na tych macierzach są zdefiniowane następująco:
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A (x) = B ( x ) o a 1J(x) = b 1J(x) (4.59)

A(x) = C (x )o c ,j(x) = alj(x) (4.60)

A(x) vB (x) = C(x) o  Cij(x) = ajj(x )v b ij(x) (4.61)

A(x) a B(x) = C(x) o  cjj(x) = aij(x) a by(x) (4.62)

co zachodzi dla każdego x oraz ij= l,2 ...n.

Własności (4.59) do (4.62) wynikają bezpośrednio z twierdzenia 4.1 oraz definicji 4.6, 4.7 i

4.8. Macierz funkcji boolowskich, której wartości wyrazów nie zalezą od zmiennej rzeczy

wistej x, lecz mają wartości stałe ze zbioru { 1 ,0}, co ma miejsce dla funkcji l(x) i 0(x), można 

nazwać zwykłą lub stałą macierzą boolowską [T9], co oznacza:

A = [3,3], (4.63)

gdzie: â  e {0 ,l} .

Macierz boolowska stała o wymiarach n x n  i wszystkich wyrazach równych 1 uważana 

będzie za macierz boolowską jednostkową

A = [a ;j] = l  (4.64)

dla a,j = 1 , przy ij= l,2,...n.

Jeżeli macierzy funkcji boolowskich A(x) zmiennej rzeczywistej x przyporządkuje się 

określoną stałą macierz boolowską C, wtedy staje się ona macierzową formułą boolowską 

zmiennej rzeczywistej x, co można zapisać:

A(x) = C (4.65)

Dla C = 1 formuła (4.65) na podstawie definicji 4.14 jest spełniona tylko dla wartości zmiennej 

rzeczywistej x należących do podzbiorów X;j c  R, będących obszarami pracy funkcji

boolowskich f-j(x), a zatem opisuje je ona w sposób jednoznaczny. Obszary pracy Xjj można

ułożyć w tablicę będącą macierzą obszarów pracy poszczególnych wyrazów macierzy A(x), 

co można zapisać:

A(x) = 1 dla x e X A=[X lj] ^ x e X 1J (4.66)

Niechaj Xa = [Xaij]i X b = [Xaij] będą macierzami podzbiorów funkcji boolowskich 

określonych formułami macierzowymi:

A(x) = 1 i B(x) = 1 (4.67)

Wszystkie operacje dokonywane na zbiorach X, orazXb mają swoje odpowiedniki w ope

racjach dokonywanych na opisujących je formułach (4.67).

Twierdzenie 4.13
Jeżeli x e X aij, lub x e X bij, czyli x należy do zbioru XC1J = Xaiju X bij dla ij=l,2,...n,

wtedy opisująca je macierzowa formuła boolowska ma postać:

A(x) vB (x) = 1 (4.68)

Twierdzenie 4.14
Jeżeli x e X aij, i x e X bij, czyli x należy do zbioru Xcjj = X aij n  Xbij dla ij=l,2,...n, wtedy

opisująca je macierzowa formuła boolowska ma postać:

A ( x ) a B (x )  = 1 (4.69)

Twierdzenie 4.15
Jeżeli xa e X aij, a xb eX bij, natomiast Xcij niech będzie zbiorem, do którego należą 

wszystkie xc będące sumą lub różnicą algebraiczną zmiennych xa ix b, czyli xc = xa + xh, 

wtedy zbiór Xcij dla ij=l,2...n opisuje macierzowa formuła boolowska:

C(x) = A(x)® B(x) = l  (4.70)

C(x) = A(x)OB(x) = 1 (4.71)

Działania © i O dla macierzy funkcji boolowskich oznaczają:

A (x)© B(x) o  a,j(x)©bij(x) (4.72)

A (x )O B (x )o a ij(x)Objj(x) (4 73)

Prawdziwość twierdzeń 4.13, 4.14, i 4.15 wynika z twierdzeń 4.6 do 4.11. Dla macierzy

funkcji boolowskich występujących w macierzowych formułach boolowskich można także

zdefiniować operacje nazwane macierzową sumą i macierzowym iloczynem.

Definicja 4.16
Sumą macierzową macierzy funkcji boolowskich A (x )iB (x ), o wymiarach n x n ,  nazy

wana będzie macierz C(x), dla której zachodzi:

A(x)#B(x) = C(x) o  Cy(x) = A [aai(x)©bkj(x)] (4.74)
k=l

dla i,j=l,2,...n.

Definicja 4.17
Iloczynem macierzowym macierzy funkcji boolowskich A(x) i B(x) nazywana będzie 

macierz C(x), dla której, dla ij=l,2,...n, zachodzi:

A(x)*B(x) = C(x) o  Cjj(x) = O ta,k (x) A bkj(x)] (4-75)
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Na podstawie definicji 4.16 i 4.17 w oczywisty sposób można zdefiniować potęgowanie 

sumacyjne macierzy funkcji boolowskich oraz potęgowanie iloczynowe macierzy funkcji 

boolowskich za pomocą relacji:

A #n(x) = A (x)#A (x)# ...#A (x) (4.76)

B*n(x) = B (x)*B (x)*...*B (x) (4.77)

Jeżeli dwie macierze funkcji boolowskich dwóch różnych zmiennych rzeczywistych A(x) i 

B (y) zwiąże się operacją boolowską (np. iloczynu) i przyporządkuje macierzy boolowskiej 

stałej (np. jednostkowej), otrzyma się macierzową formułę boolowską dwóch zmiennych 

rzeczywistych:

A ( i)A B (y )= l (4.78)

Jest ona spełniona tylko dla wartości zmiennych rzeczywistych x i y należących jedno

cześnie do zbiorów Xij i Yy, dla ij=l...n, a zatem opisuje je ona w sposób jednoznaczny. 

Wobec tego, że para zmiennych rzeczywistych (x,y) należy do dwuwymiarowej przestrzeni

kartezjańskiej R2, macierzowa formuła boolowską typu (4.78) opisuje zbiór n2 obszarów D,j tej

przestrzeni, których wszystkie punkty o współrzędnych (x ,y )e D lj spełniają tę formułę

Dodatkowo wobec założenia (4.57), granicami tych obszarów są linie proste prostopadłe do 

osi układu współrzędnych, czyli tak zwane obszary ortogonalne.

4.4. DOWOLNE BEZINERCYJNE DWÓJNIKI OSOBLIWE W UJĘCIU ALGEBRY 

FUNKCJI BOOLOWSKICH

Niechaj dany dwójnik osobliwy posiada spójny obszar pracy D na płaszczyźnie prądowo- 

napięciowej (i,u ), którego granice określone są relacjami:

ud(i) < u < ug(i) dla Id < i< I g (4.79)

lub:

id( u ) < i< ig(u) dla Ud < u ^ Ug . (4.80)

Odpowiadające tym relacjom formuły boolowskie typu (4.49) mają postać:

n j ud(i).ug(i)]An,(Id>I8) = l  <481)

E L  (Ud - Ug) A n ,  [id (u), ig (u)] = 1 (4.82)

Formuła (4.81) zawiera funkcję boolowską napięcia n u uzależnioną prądowo, zatem można ją 

nazwać postacią rezystancyjną dwójnika osobliwego. Formuła (4.82) zawiera funkcję 

boolowską prądu 11, uzależnioną napięciowo, zatem można ją nazwać postacią 

konduktancyjną dwójnika osobliwego. Ogólnie można je zapisać jako:

fu(u,i) a f; (i) = 1 (4.83)

fu (u) a fj (i, u) = 1 (4.84)

Przykład 4.2

Dla dwójnika osobliwego z przykładu 3.1 obszar jego pracy D ograniczony jest liniami 

ig(u)=Ig oraz i<j(u)=au2, co pokazano na rys. 4.2. Zakładając, że maksymalne granice obszaru 

napięcia nie przekroczą wartości: U g - ±^Ig/a  oraz Ud = -^/lg/ a , wtedy opisujące ten 

obszar formuły boolowskie rezystancyjna i konduktancyjna wynoszą:

r i u(- VVa ’+'\/i/a) a n , ( 0,Is ) = 1 (4-85>

EL ( - > № + > №  a = 1 <4-86)

Przykład 4.3

Dany jest klasyczny element rezystancyjny w ogólnym przypadku nieliniowy o charakte

rystyce jak na rysunku 4.3 określonej relacjami u = f(i) lub i = g(u).
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Rys. 4.2. Obszar pracy dwójnika osobliwego z przykładu 4.2

Fig. 4.2. Operating-region of a singular one-port from the example 4.2
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Rys. 4.3. Charakterystyka klasycznego rezystancyjnego elementu nieliniowego 
z przykładu 4.3

Fig. 4.3. Characteristic of the clasic nonlinear resistance element from the example 
4.3

Dla ograniczonego zakresu napięć i prądów do wartości Ud < u < Ug oraz Id < i < Ig opisu

jąca go postać rezystancyjna formuły boolowskiej wynosi:

n u[f (iX f ( i ) ] A n i(Id-Ig) = l (4.87)

Na podstawie tablicy 4.1 można zapisać jąjako:

5 [u -f ( i) ]A j_[i(Id,Ig) = l (4.88)

Analogicznie postać konduktancyjna wynosi:

n u(u d,U g)A 5 [ i-g (u ) ]= l  (4.89)

Dla nieograniczonego zakresu napięć i prądów przechodzą one w formuły:

5 [u -  f(i)] a  l(i) = 1 (4.90)

l(u) a 8[i -  g(u)] = 1 (4.91)

Jeżeli przyjąć rezystancję liniową jako szczególny przypadek nieliniowej, czyli u=Ri lub 

i=Gu, wtedy opisujące ją formuły boolowskie mająpostać:

8 (u -  Ri) a l(i) = 1 (4.92)

l(u) a  5(i -  gu) = 1 (4.93)
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Jeżeli dwójnik osobliwy posiada obszar pracy ograniczony liniami prostymi równoległymi 

do osi układu u-i o kształcie uogólnionego prostokąta (linie te mogą się pokrywać lub leżeć w 

nieskończoności) zwanym dalej obszarem ortogonalnym, wtedy napięcia i prądy na jego 

zaciskach należą do zakresów:

£ , ^ < 4  oraz «?„ < i < ^  (4.94)

Opisujące go rezystancyjna i konduktancyjna formuły boolowskie są identyczne, gdyż nie 

zawierają elementarnych funkcji booloskich uzależnionych od dwóch zmiennych rzeczywistych 

i oraz u. Dwójnik osobliwy ortogonalny opisuje zatem jedna formuła boolowska o postaci:

= 1 (4 95)

lub ogólnie:

g(u)A f(i) = l , (4.96)

gdzie: g(u) i f(i) są to funkcje boolowskie zmiennych rzeczywistych i oraz u.

4.5. ORTOGONALNE DWÓJNIKI OSOBLIWE W UJĘCIU ALGEBRY FUNKCJI 

I MACIERZY BOOLOWSKICH

Jak zaznaczono w rozdziale 1, ortogonalne dwójniki osobliwe pełnią ważną rolę w teorii 

obwodów elektrycznych, gdyż w ich skład wchodzą tak;e elementy, jak przerwa, zwarcie, 

idealne źródła autonomiczne oraz nullatory i noratory, a także idealne diody oraz elementy 

aktywne o ograniczonym zakresie wartości napięć i prądów.

W ogólnym przypadku poszukiwanie dwójnika osobliwego D0, równoważnego n danym 

dwójnikom osobliwym ortogonalnym Di, D2...Dn połączonym w określony sposób, sprowadza 

się do poszukiwania opisującej go formuły boolowskiej:

g0(u) a f0(i) = 1 (497)

na podstawie formuł opisujących poszczególne składowę dwójniki osobliwe ortogonalne: 

g ,(u )A f1(i) = r
-----------  . (4.98)

gk(u )A fk(i) = l



Niechaj dana będzie sieć w-węzłowa w ogólności nieszeregowo-równoległa, zbudowana z n 

gałęzi będących dwójnikami osobliwymi. Dla wybranych dwóch węzłów a  i P jako zacisków 

wejściowych odpowiada jej p=n-w+2 równań typu (3.65) wiążących napięcie na zaciskach a  i 

P z napięciami na poszczególnych gałęziach oraz r=2w'2 równań typu (3.66) wiążących prąd 

wyróżnionych zacisków a  i P z prądami wszystkich gałęzi.

Twierdzenie 4.16

Sieć tę widzianą jako dwójnik na zaciskach a  i p opisuje formuła boolowska:

gap(u)Afop(i)=  1, (4.99)

przy czym:

p hJ
gap(u) = A © S k j(u)> (4.100)

j=' k=l

gdzie: hj jest ilością gałęzi wj-tej drodze łączącej zaciski a  i P , natomiast:

r l i

(4 101)
j=> k=l

gdzie: Yj jest ilością gałęzi w i-tym przekroju rozdzielającym węzły a  i P .

Przykład 4.4

Należy znaleźć równoważny dwójnik zastępczy dla dwóch dwójników osobliwych ortogo

nalnych Di i D2 połączonych równolegle jak na rys. 4.4 i opisanych formułami:

Dr g » A f , ( i ) = l  (4.102)

D 2: g2(u)A f2(i) = l (4 103)
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laß 
O------ »--

Rys. 4.4. Ortogonalne dwójniki osobliwe połączone równolegle z przykładu 4.4

Fig. 4.4. Parallel orthogonal singular one-ports from the example 4.4

W układzie tym występują dwie jednogałęziowe drogi przejścia, łączące węzły a  i p , stąd 

na podstawie (4.100) otrzymuje się:

gap(u) = A © Skj(u), (4104)
j=> k=l

czyli:

gap(u) = g ,(u )A g 2(u). (4.105)

Występuje także jeden dwugałęziowy przekrój rozdzielający węzły a  i P, stąd na podstawie 

(4.101) otrzymuje się:

f<xp(0 = A © fkj0)> (4106)
H  k=l

czyli:

fap(i) = f,(i)®f2(i). (4 107>

Przykład 4.5

Należy znaleźć równoważny dwójnik zastępczy dla dwóch dwójników osobliwych 

ortogonalnych połączonych szeregowo jak na rys. 4.5.
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Di D2
laß 

O ► ■■

Rys. 4.5. Dwójniki połączone szeregowo z przykładu 4.5 

Fig. 4.5. One-ports series connection from the example 4.5

W układzie tym występuje jedna dwugałęziowa droga przejścia oraz dwa przekroje jedno

gałęziowe, więc:

gap(u) = A © gk j(u)> (4108)
j=! k=l

czyli:

g0p(u) = gr(u)®_g2(u) (4.109)

Oraz:

fap(i) = A © fki(i). (411°)
j=i k=i



1 2 0

faP(i) = f ,( i)A f2(i). (4.111)

Przykład 4.6

Określić równoważny dwójnik zastępczy dla danych pięciu ortogonalnych dwójników 

osobliwych połączonych w układ mostkowy i opisanych jak na rys. 4.6.

czyli:

a  laß

Uaß

Di

D4

I

D2

Th

D5

Rys. 4.6. Układ mostkowy pięciu dwójników osobliwych z przykładu 4.6 

Fig. 4.6. Bridge network containing five singular one-ports from the example 4.6

W układzie tym istnieją cztery drogi przejścia między węzłami a  i p: pi={D,, D4}, p2={Di, D3, 

Ds}, P3={D2, D3, D4}, P4={D2, Ds}, stąd:

8aß(u) = A © gk j(u)>
j=> k=l

(4.112)

czyli:

(4.113)
Baß (u) = [g, (u) © g4 (u)] A [g, (U) © g 3 (U) © g5 (U)] A 

A [g2. (U) © g3 (U) © g4 (U)] A [g2. (U) © g 5 (U)].

Można także wyróżnić cztery przekroje: ri={Di, D2}, r2={D2> D3, D4}, r3={Di, D3, D5}, 

r4={D4, D5}, stąd:

f.ß(i) = A © f tJ0 ),
j=l k=l

czyli:

faß 0 )  = [f, (i) © f2 (i)] A [f2 (i)©  f3 (i) © f4 (i)] A 

A [f, (i) © f3 (i) © f5 (i)] A [f4 (i) © f5 (i)].

(4.114)

(4.115)

121

Tablica 4.3

f(i)\f(u) 5(u) Sd(u) Sg(u) l(u)

8(i)
i ‘

Sd(i)
'

i ■

“
U - - u 1

Sg(i)
1 1

l 1 ---|

“ u

Ki)
i 1--1

1 1 ,
11_

4
1 u

Najbardziej podstawową grupę ortogonalnych dwójników osobliwych stanowią te, których 

obszary pracy składają się z jednego uogólnionego prostokąta o granicach tylko w zerze lub w 

nieskończoności. Przedstawione są one w tablicy 4.3 wraz z opisującymi je funkcjami 

boolowskimi prądu i napięcia.

Dwójniki narożne tej tablicy opisane tylko funkcjami 8(x) i l(x) stanowią najbardziej 

elementarny zbiór dwójników osobliwych nazwany ©i zawierający przerwę, zwarcie, nullator 

i norator. Operacje a oraz © wykonywane na tych funkcjach nie dają w wyniku innych 

rodzajów funkcji boolowskich zgodnie z tablicami 4.4 i 4.5.

Tablica 4.4 Tablica 4.5

A 5(x) l(x) © 8(x) l(x)

5(x) 8(x) 8(x) 8(x) 5(x) l(x)

l(x) 5(x) l(x) l(x) l(x) l(x)



Własność ta pozwala odwzorować zbiór tych funkcji w jednowymiarową przestrzeń 

boolowską {0,1}, przy czym operacji © odpowiada operacja sumy boolowskiej. Aby otrzymać 

pozostałe dwójniki osobliwe przedstawione w tablicy 4.3, należy wprowadzić idealną diodę o 

obszarze pracy złożonym z dwóch elementarnych obszarów ortogonalnych Di i D2 (rys. 4.7).

- 1 2 2  -

i D = D, u D j

d2
- W -

D,
---------- ►

u u

Rys. 4.7. Idealna dioda jako dwuobszarowy osobliwy dwójnik ortogonalny 

Fig. 4.7. Ideal diode as a singular orthogonal one-port with a two-operating-regions

Opisuje ją wtedy alternatywny zestaw dwóch formuł boolowskich o postaci:

D,: Sd(u)AS(i) = ll
D2 : ô(u) a Sg(i) = 1 D (4.116)

W zestawie tym każda formuła boolowską opisuje oddzielnie elementarny ortogonalny 

obszar pracy.

Jak pokazano w rozdziale 3 (twierdzenie 3.9) oraz w pracy [T l2], dla dwójników 

osobliwych o obszarze pracy D0 złożonym z sumy zbiorowej D, o  D2 u. . ,uDk kilku obszarów 

pracy operacje wykonywane na każdym z obszarów składowych dają w konsekwencji k 

nowych obszarów pracy, których suma zbiorowa D |u D 'u ...u D ' opisuje nowy obszar 

pracy dwójnika D0’. Stąd połączenie idealnej diody z innym dwójnikiem osobliwym D3 można 

traktować jako oddzielne połączenie Di z D 3 plus zbiorowo D 2 z D 3 .

Dla przykładu rozpatrzone będzie połączenie szeregowe diody z nullatorem (rys. 4.8).

Równoważne jest ono połączeniu szeregowemu dwójników Di i D3 lub D2 i D3. Na 

podstawie twierdzenia 4.16 i tablicy 4.3 otrzymuje się:

D ,3: [5(u)®Sd(u)]A[5(i13)A 6 (i13)]= l1
D 23: [5(u)®8(u)]A[Sg(i23)A 8 (i23)] = lJ (4.117) 1 (4.118)

Rys. 4.8. Połączenie szeregowe nullatora i idealnej diody 

Fig. 4.8. Nullator and ideał diodę connected in series

Stąd na podstawie własności operacji © i a otrzymuje się:

D 13: Sd(u) a 8(iI3) = lj  (4.119) i (4.120)
D 23: 5(u) A8(i23) = 1 j

Obszar D23 jako punkt w środku układu współrzędnych mieści się w obszarze D13, zatem ich

suma zbiorowa równa jest obszarowi Di3. Stąd połączenie szeregowe nullatora z idealną diodą

daje dwójnik osobliwy o obszarze pracy przedstawionym w pierwszym wierszu i drugiej

kolumnie tablicy 4.3. Podobnie postępując można wykazać, że pozostałe dwójniki z tablicy 4.3

są także kombinacją połączeń szeregowych lub równoległych idealnej diody z nullatorem i

noratorem, co pokazano w tablicy 4.6.

Operacje © i a na funkcjach 8(x), Sd(x), Sg(x) i l(x) opisujących diodowe dwójniki 

osobliwe z tablic 4.3 i 4.6 dają w wyniku tylko te funkcje zgodnie z zależnościami pokazanymi 

w tablicach 4.7 i 4.8.

Własność ta pozwala odwzorować zbiór tych funkcji w dwuwymiarową przestrzeń 

boolowską {0,1 }2 [T8, T12], przy czym operacji © odpowiada operacja sumy logicznej. Zbiór 

dwójników osobliwych o tej własności można nazwać zbiorem dwójników ortogonalnych 

klasy 0  2. Dalszym rozszerzeniem zbioru dwójników osobliwych ortogonalnych są źródła 

autonomiczne, napięciowe E opisane formułą:

8(u -  E) a l(i) = 1 (4.121)
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Tablica 4.6

m m 8(u) Sd(u) Sg(u) l(u)

8(i) •— • •— ■

Sd(i) I - c S = S > -

I-C>J KX>J HZ>n-a> r ^

Sg(0
_ r Kh - r t+-L,

1(0 o o

oraz prądowe J, opisane formułą:

l(u )A 6 (i-J )=  1 (4.122)

Tablica 4.7 Tablica 4.8
A 8(x) Sd(x) SgOO I W A 8(x) Sd(x) Sg(x) l(x)
8(1) S(x) 8(x) 8(x) 8(x) 8(x) 8(x) Sd(x) Sg(x) l(x)

Sd(i) S(x) Sd(x) 5(x) Sd(x) Sd(x) Sd(x) Sd(x) l(x) l(x)

S g to 8(x) 8(x) Sg(x) Sg(x) Sg(x) Sg(x) l(x) Sg(x) l(x)

1 « 8(x) Sd(x) Sg(x) l(x) l(x) l(x) l(x) l(x) l(x)

Połączenia ich z dwójnikami zbioru 0 2 pozwalają uzy skać wszystkie możliwe jednoobsza- 

rowe ortogonalne dwójniki osobliwe oznaczone jako zbiór 0 . Jedną z możliwych postaci 

kanonicznych dwójnika ze zbioru © jest obwód pokazany na rys. 1.12 w rozdziale 1. Można 

go przedstawić w postaci połączenia mostkowego pięciu dwójników osobliwych jak na rys. 

4.9a. Układ ten umożliwia poprzez dobór zarówno samych dwójników D2 i D4, jak i wartości 

wydajności źródeł dowolnie kształtować położenie granic obszaru działania D0 zastępczego 

dwójnika osobliwego.
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a) b)

Da

c)

D”

Rys. 4.9. Układ z rys. 1.12 jako połączenie mostkowe pięciu dwójników osobliwych 

Fig. 4 .9. Circuit of Fig. 1.12 as a five singular one-ports bridge connection

Dwójnik D2 (rys. 4.9b) utworzony jest z połączenia czterech dwójników opisanych formułami:

DJ: Sd(i) a l(u) = 1 (4.123)

D": 8(i) a Sd(u) = 1 (4124)

D„: 5 ( i - J 2)A l(u) = l (4 125)

D 1E: l(i) a 8(u - E 2) = 1 (4126)

Opisują go zatem funkcje:

g2(u) = {[l(u) a Sd(u)] © 8(u — Ej)} a l(u) = Sd(u -  E2) (4.127)

f2 (i) = {[Sd(i) © 8 (i)] a l(i)} © 8(i -  J2) = Sd(i -  J2) (4128)



- 126 -

Dwójnik D4 (rys. 4.9c) złożony jest z dwójników opisanych formułami:

d ; : s g(i) a i(u) — i

D;': 6 (i)A S g(u )= l 

D4E: l(i) a 8(u - E 4) = 1 

D4J: 8(i -  J4) a l(u) = 1 

Opisują go zatem funkcje:

g40 0  = (tKu) a Sg(u)]©8(u -  E4)} a 1(u) = Sg(u -  E4) 

f4 0 ) = {[Sg(i) © 80)] a 10)} © 80 -  J4) = SgO -  J4)

Dla całego układu mostkowego funkcje te wynoszą:

g0 (u) = [S(u) © Sg(u -  E4)] a [8(u) © l(u) © 8(u)] a

a [Sd(u -  E2) © l(u) © Sg(u -  E)] a [Sd(u -  E2) © 8 (u)] =

= Sg(u — E4) a l(u) a l(u) a Sd(u -  E2) =

n u(E4,E2) dla E4 < Ej 
= j 8 (u -E )  dla E4 = E j =E  

0(u) dla E4 > Ej

f. 0 ) = [80) © SdO -  J2)] a [80) © 10) © 80)] a

a [SgO -  J4) © 80)] a [SdO -  J2) © 10) © SgO -  J4)] =

= SdO -  J2) A l(i) a SgO -  J4) a 10) =

T I ,(J4’J2) dla J4 < J 2 
8 0 - J )  dla J4 = J 2 =J 

00) dla J4 > J 2

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)

(4.135)

(4.136)

Formuła boolowską opisująca całą sieć ma postać:

D0: H ( E4.E2 )A n ,(J4>J2) = l

a odpowiadający jej obszar pracy przedstawia rys. 4.10.

(4.137)
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Rys. 4.10. Obszar pracy sieci z rys. 4.9

Fig. 4.10. Operating region of the network derived from Fig. 4.9

Opis złożonych sieci zawierających dowolne ortogonalne sieci osobliwe ze zbioru 0  

umożliwiają macierzowe formuły boolowskie.

Niech będzie dana «-węzłowa sieć złożona z elementów ze zbioru 0 , o zadanych 

obszarach pracy Dk, opisanych formułami typu:

ak0) A bk(u) = 1. (4.138)

Sieć tę opisuje macierzowa formuła boolowską o postaci:

A(i) a B(u) = 1, (4.139)

w której:

A(i) = [a(j(i)] - macierz prądowych funkcji boolowskich opisujących przez formułę

(4.138) gałęziowe dwójniki osobliwe, przy czym ay(i) jest funkcją boolowską dwójnika 

osobliwego w gałęzi łączącej węzeł i-ty z j-tym, zwana inaczej macierzą prądowych połączeń 

bezpośrednich, w której ay(i)=l(i) dla i=j oraz aji(i)=aij(-i) dla i * j ,

B(u) = [by(u)] - macierz napięciowych funkcji boolowskich opisujących przez formułę

(4.138) gałęziowe dwójniki osobliwe, przy czym by(u) jest funkcją boolowską dwójnika 

osobliwego w gałęzi łączącej węzeł i-ty z j-tym, zwana inaczej macierzą napięciowych 

połączeń bezpośrednich, w której by(u)=8(u) dla i=j oraz bji(u)=by(-u) dla i * j .

Macierze A(i), B(u) połączeń bezpośrednich, jak wynika z ich definicji, można otrzymać 

natychmiast ze znajomości par funkcji boolowskich występujących w formułach (4.138) 

opisujących dwójniki osobliwe poszczególnych gałęzi. Wyrazy macierzy A(i), B(u) 

znajdujące się na głównej przekątnej opisują połączenie każdego węzła z ’’samym sobą” jako 

uogólniony przypadek zwarcia, który zgodnie z tablicą4.3 opisuje formuła 8(u) a  l(i) = 1.
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'1 (0 f  (i) A 8(u) f(u)‘ 'l r
_f(-i) 1(0.

/\
_f(-u) S(u) 1 1

Dla najprostszej sieci osobliwej o dwóch węzłach, jaką stanowi dwójnik opisany funkcjami 

f(u) i f(i), można określić opisującą go macierzową formułę boolowską o postaci:

(4.140)

Jeżeli dwójnikiem osobliwym jest dwójnik równoważny dwuzaciskowej sieci osobliwej 

złożonej z n dwójników osobliwych ortogonalnych opisanych poprzez formuły boolowskie 

funkcjami ak(i), bk(u), to opisująca go formuła boolowską będzie zawierać funkcje a(i) i p(u) 

powstałe z ak i bk przez działanie operacji © i a  , co można zapisać jako:

(4.141)

P(u) = p[bk(u)] = Q b k(u) (4.142)

gdzie k=l,2...n.

Odpowiadająca jej macierzowa formuła boolowską ma wtedy postać:

cx(i) = a[ak(i)] = | k ( i )

l(i) a[ak (i)]
A

8(u) P[bk(u)]" '1 f
a[ak(-i)] KO

/\
J3[bk(-u)] 8(u) 1 1

(4.143)

Sieć osobliwą ortogonalną złożoną z n węzłów można zastąpić dwójnikami równoważnymi 

na p  sposobów, przy czym:

P = (4.144)

Opisuje ją zatem p  par funkcji boolowskich, które są poprzez operacje ® i a  zależne od 

wszystkich funkcji boolowskich opisujących dwójniki gałęziowe. Na podstawie ich znajomości 

można utworzyć macierzową formułę boolowską pełnych połączeń opisującą daną sieć o 

postaci:

K(i) a N(u) = 1, (4.145)

w której:

K(i)=[<Xij(i)] - macierz prądowych funkcji boolowskich opisujących dwójnik równoważny 

n-węzłowej sieci osobliwej widziany na zaciskach i, j ,  zwana macierzą prądową pełnych 

połączeń sieci,

N(u)=[Pij(u)] - macierz napięciowych funkcji boolowskich opisujących dwójnik równo

ważny n-węzłowej sieci osobliwej widziany na zaciskach j ,  zwana macierzą napięciową 

pełnych połączeń sieci.
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Przykład 4.7

Dana jest sieć złożona z trzech ortogonalnych dwójników osobliwych połączonych w trój

kąt i opisanych jak na rys. 4.11, określonych formułami boolowskimi:

D,: g ,(u)A f,(i) = l

D2: g2(u)A f2( i ) = l  

D3: g3(u)A f3(i) = l

©

Rys. 4.11. Układ dwójników z przykładu 4.7 

Fig. 4.11. One-ports connection from the example 4.7

(4.146)

(4.147)

(4.148)

■ 1(0 f,(0 f3(0  '
A (i) = f ,( -0 KO f2( -0

_f3(-i) fa(0 1(0 .

‘ 8 (u) g^u) g3(u)
B(u) = gi(-u) 8 (u) g2(-u )

_g3(-u) g200 8  (u)

Odpowiadające jej macierze prądowa i napięciowa połączeń bezpośrednich mają postać:

(4.149)

(4.150)

Na podstawie reguł szeregowego i równoległego łączenia elementów osobliwych, wypro

wadzonych w przykładach 4.4 i 4.5, wyrazy prądowej macierzy pełnych połączeń K(i) danej 

sieci otrzymuje się z relacji:

a 12(i) = f,(i)® [f2(i)A f3(i)] (4.151)

a 13(i) = f3(i)© [f,(i)A f2(-i)] (4.152)

a 23(i) = f2(- i)© [f ,( - i)A f3(i>] (4.153)

a 21(i) = f ,(-i)®  ff2(-i) a f3(-i)] = a 12(- i)  (4.154)
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«32(i) = f2(0 ® [f! (i) A f2 (-•)] = a 23(- i)  (4.155)

a 3i(0 = f3(-i)  ® [f2W A fi(-0 ] = a  13 (“O (4.156)

Wyrazy napięciowej macierzy pełnych połączeń N(u) mają wartości:

Pi2(u) = g,(u)A [g2(u )© g 3(u)]

P.3(u) = g3(u )A [g,(u) ® g2(-u)]

P23(u) = g2( - u ) A [gi(-u) ® g3(u)]

P2i(u) = g ,(-u ) A [g2(-u ) © g3(-u)] = pi2(-u) (4.157)

P31W  = g3(~u) a  [g ,(-u ) © g2(-u)] = Pl3(-u ) (4.158)

p32(u) = g2(u )A [g.(u) ® g3(-u)] = P23(-u) (4.159)

Niechaj dwójnik Di jest połączeniem równoległym dwójników D’i i D” i (rys. 4.12), 

opisanych formułami:

D;: Sd(i) a l(u) = 1 (4.160)

D": 6( i-J )A l(u )  = l

a) b)

Di

/ / /

(4.161)

✓ /

/ /

/ *

/  /

Rys. 4.12. Dwójnik Di oraz jego obszar pracy 

Fig. 4.12. One-port Di and its operating-region

Obszar jego pracy, pokazany na rys. 4.12b określa formuła boolowska:

D, = D; //D": [Sd(i) © 5(i -  J)] a [l(u) a 1(u)] = 1,

czyli:

D,: Sd(i — J) a l(u) = 1. (4.162)

Niechaj dwójnik D2 jest połączeniem szeregowym dwóch dwójników D ’2 i D”2 (rys. 4.13) 

opisanych formułami boolowskimi:
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D': l(i) a  8(u -  E) = 1

D": Sg(i) a  8(u) = 1 

a) b)

D2
h

E u2

Rys. 4.13. Dwójnik D2 oraz jego obszar pracy 

Fig. 4.13. One-port D2 and its operating-region

Obszar jego pracy określa formuła boolowska:

D2: [l(i) a  Sg(i)] a  [5(u -  E) © 8(u)] = 1,

czyli:

D2: Sg(i) a  8(u -  E) = 1, 

który pokazano na rys. 4.13b.

Dwójnik D3 niechaj będzie połączeniem równoległym dwóch dwójników I 

(rys. 4.14a), opisanych formułami:

D': Sg(i) a  l(u) = 1 

D": 8(i) a  Sg(u) = 1

a) b)

D3

(4.163)

(4.164)

(4.165)

’3 i D” 3

(4.166)

(4.167)

Rys. 4.14. Dwójnik D3 oraz jego obszar pracy

Fig. 4.14. One-port D3 and its operating-region
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Obszar jego pracy określa formuła:

D3: [Sg(i)© 5(i)]A [l(u)A Sg(u)]= l,

czyli:

D3: S g(i)A Sg(u)= l.

Macierzowa fo.muła boolowska całej sieci ma zatem postać:

KO S d (i-J ) Sg(i)' ' 8(u) !l(u) Sg(u) ‘
S d (- i-J ) KO Sg(-i) A l(-u) 8(u) S ( -u -E )

. Sg(-i) Sg(i) Ki) . _Sg(-u) 8(u -  E) 8(u)
= 1

(4.168)

(4.169)

Z formuły tej na podstawie własności elementarnych funkcji boolowskich przedstawionych w 

dodatku 4.6 otrzymuje się postać uproszczoną macierzowej formuły połączeń bezpośrednich 

przykładowej sieci:

Ki) S d (i-J ) Sg(0' 5(u) !l(u) Sg(u) '
Sd(i + J) Ki) Sd(i) A Ku) 8(u) 8(u + E)

Sd(i) Sg(i) KO. Sd(u) 8 (u -E ) 8(u) _
= 1

Wyrazy macierzy K(i) i N(u) połączeń pełnych dla tej sieci mają wartości: 

a 12(i) = Sd(i -  J) ® [Sg(i) a Sg(i)] = Sd(i -  J) © Sg(i) = l(i)

a „ (i)  = Sg(i) © [Sd(i -  J) a Sg(-i)] = Sg(i) © [Sd(i -  J) a Sd(i)] =
= Sg(i)©Sd(i) = l(i)

a 230) = Sg(-i) © [Sd(-i -  J) a Sg(i)] = Sd(i) © [Sg(i + J) a Sg(i)] =
= Sd(i) © Sg(i) = l(i)

p12 (u) = l(u) a [Sg(u) © 6(u -  E)] = l(u) a Sg(u -  E) = Sg(u -  E)

P13(u) = Sg(u) a [l(u> © 5(-u -  E)] = Sg(u) a [l(u) © 8(u + E)] =
= Sg(u)Al(u) = Sg(u)

P23(u) = 5(u + E) a [l(u) © Sg(u)] = 5(u + E) a l(u) = 8(u + E)

Stąd dwójniki zastępcze widziane na zaciskach 1-2, 1-3 i 3-2 tej sieci opisują formuły:

(4.170)

D,

D,

D,

l(i) a  Sg(u -  E) = 1 

l(i) a  Sg(u) = 1 

l (i) a  8(u -  E) = 1

(4.171)

(4.172)

(4.173)

które reprezentują obszary pracy pokazane na rys. 4.15.
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D 12

-U i ‘
\

I
L

E \
fu

Ul2
(D

i '

E u

z_
Da

Rys. 4.15. Sieć osobliwa z przykładu 4.7 złożona z dwójników Di, D2 i D3 oraz jej dwójniki 
zastępcze D12, D13 i D23

Fig. 4.15. Singular network containg one-ports Di, D2, D3 from the example 4.7 and its 
equivalent one-ports D12, D13, D23

Macierzowa formuła połączeń pełnych rozpatrywanej sieci ma ostatecznie postać:

= 1
'KO KO KO' 8(u) S g(u -E ) Sg(u)'

KO KO KO A Sd(u + E) 8(u) 8(u)

.KO KO KO. Sd(u) 8(u) 8(u)
(4.174)

Funkcje boolowskie dwuzaciskowe jako wyrazy macierzy K(i) i N(u) można znajdować 

dla danej sieci złożonej z dwójników osobliwych ze zbiorów ©1 lub ©2, ze znajomości 

macierzy A(i), B(u) metodą redukcji węzłów. Przez redukcję, czyli usunięcie węzła z sieci 

będzie rozumiane zmniejszenie ilości węzłów sieci o jeden z jednoczesnym pozostawieniem 

gałęzi łączących usunięty węzeł z pozostałymi węzłami.

Niech będzie dana sieć osobliwa ortogonalna o n węzłach opisana parą macierzy funkcji 

boolowskich A„(i)=[ajj(i)]n, B„(u)=[bij(u)]n poprzez formułę macierzową:

An(i) a B„(u) = l n (4.175)



134 -

"Po usunięciu z tej sieci m-tego węzła opisywać ją będzie para macierzy funkcji boolowskich 

rzędu (n-1), czyli A„.i(i)=[hij(i)]„.i, B„.1(u)=[dij(u)]„.i. Gałęzie tej nowej sieci zawierać będą 

ortogonalne dwójniki osobliwe Dy łączące bezpośrednio poszczególne węzły i-j, z dołączonymi 

do nich równolegle, połączonymi szeregowo dwójnikami Dlm gałęzi i-m oraz Dmj gałęzi m-j 

(rys. 4.16).

Dü

Rys. 4.16. Fragment ortogonalnej sieci osobliwej ze zredukowanym węzłem m 

Fig. 4.16. Part of singulär orthogonal networik with a reduced node m

Stąd na podstawie reguł łączenia ortogonalnych dwójników osobliwych poszczególne 

gałęzie sieci zredukowanej o jeden węzeł opisują funkcje boolowskie:

h.j(i) = a ij(i) © [a,raO) a amj(i)] (4.176)

d,j(u) = bij(u) A[bim(u )© b mj(u)] (4.177)

które są elementami macierzy A„.i(i) i B„i(u) Stosując (n-2)-krotnie usuwanie kolejnych 

węzłów oprócz dwóch wybranych i-j otrzyma się dla danej sieci parę funkcji boolowskich 

prądu otjj(i) i napięcia ß,j(u) opisujących przez formułę macierzową typu (4.140) sieć 

n-węzłową zredukowaną do dwójnika widzianego z zacisków i-j. Powtarzając tę procedurę dla 

wszystkich p  par węzłów, wzór (4.144), otrzyma się wszystkie pary funkcji boolowskich a  i ß 

opisujących tę sieć widzianą z każdej pary jej zacisków.

Porównując funkcje ay(i) i ßij(u) otrzymane metodą redukcji węzłów z wyrazami macierzy 

otrzymanej przez (n-l)-krotne potęgowanie macierzy funkcji boolowskich A„i(i) i B„.j(u), 

można sformułować twierdzenie:

Twierdzenie 4.17

- Dla dowolnej ortogonalnej sieci osobliwej złożonej z elementów ze zbiorów ©i i 0 2 o k 

węzłach opisanej macierzami funkcji boolowskich połączeń bezpośrednich poprzez formułę: 

A„(i) a  Bn(u) = 1„ (4.178)

jej macierze funkcji boolowskich połączeń pełnych opisują zależności:

135

K„(i) = A„(i) * <n'1) (4.179)

N„(u) = B„(u) #(n"1) (4.180)

Przykład 4.8

Dana jest sieć mostkowa (rys. 4.17) zawierająca dwójniki osobliwe ze zbioru ©2 opisane 

formułami boolowskimi (4.181).

D,: l(i) a Sg(u) = 1 
D2: 8(i) a Sd(u) = 1
D3: Sd(i) a Sd(u) = 1 (4.181)
D4: Sd(i) a 8(u) = 1 
Ds: Sd(i) a l(u) = 1

Odpowiadający jej układ przedstawia rys. 4.18.

Rys. 4.17. Sieć mostkowa z przykładu 4.8 

Fig. 4.17. Bridge network from the example 4.8

Rys. 4.18. Obwód odpowiadający sieci z rys. 4.17

Fig. 4.18. Circuits equivalent of the network derived from Fig. 4.17



Należy określić podanymi uprzednio metodami dwójnik zastępczy D 12 równoważny tej sieci, 

widziany na zaciskach 1-2.

M etoda 1

Obliczenia na podstawie twierdzenia 4.16.

gi2(u) = (g, © g4) a (g,® g3 © g5) a (g2 ® g3 © g5) a (g2 ® g5) (4.182)

f12 (i) = (f, © f2) a (f, ® f3 ® f5) a (f2 ® f3 ® f4 ) a (f4 ® f5) (4.183)

Po uwzględnieniu (4.181) otrzymuje się:

g ,2 (u) = [Sg(u) ® 8(u)] a [Sg(u) © Sd(u) ® ł(u)] a 
a  [Sd(u) ® Sd(u) ® 5(u)] a [Sd(u) ® l(u>] =
= Sg(u) A l(u) A Sd(u) A l(u) = 5(u)

f12 (i) = [l(i) ® 8(i)] A [l(i) ® Sd(i) ® Sd(i)] a 
a  [8(i) © Sd(i) ® Sd(i)] a [Sd(i) ® Sd(i)] =
= l(i) a  l(i) a  l(i) a Sd(i) = Sd(i)

Ostatecznie dwójnik D 12 opisuje formuła boolowska:

D 12: Sd(i) a 8(u) = 1 .

M etoda 2 

Metoda macierzy boolowskich.

Układ opisuje macierzowa formuła boolowska połączeń bezpośrednich o postaci ogólnej dla 

obwodu z rys. 4.17:
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' 1(0 8(i) f2(i) f,(i)' ‘ 5(u) l(u) g2(u) g i(u )"
8(i) KO f,C0 f40) A l(u) 8(u) g5(-u) g4(-u)

f , ( - 0 f,(0 KO f3(0
/\

g2(-u) g5(u) 8 (u) g3(u)
f ,( - 0 C.C0 f3( - 0 KO. .g i(-u ) g4(u) g3(“u) 8(u) _

(4.187)

które, po uwzględnieniu formuł (4.181) przyjmuje postać:

'1 (0 8(i) KO 8(0" " S(u) l(u) Sg(u) Sd(u)
8 (-i) 1(0 Sd(i) Sd(i) A l(-u) 8(u) 8(u) l(u)
l( - i) Sd(-i) KO Sd(i)

/\
Sg(-u) 8(-u ) 8( u) Sd(u)

8 (-i) Sd(-i) Sd(-i) 1 (0 . Sd(-u) l(-u ) Sd(-u) 8(u)

(4.188)

Po zmianie znaków prądów i napięć otrzymuje się na podstawie zależności z dodatku 4.6 

formułę (4.188) w postaci:

(4.184)

(4.185)

(4.186)
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KO 8(0 KO 8 (0 ' 8 (u) l(u) Sg(u) Sd(u)

8(i) KO Sd(i) Sd(i) A l(u) 8(u) 8(u) l(u)

KO Sg(i) KO Sd(i)
/\

Sd(u) 8(u) 8(u) Sd(u)

8(i) Sg(i) SgO) KO. _Sg(u) l(u) Sg(u) 8(u)

= L (4.189)

(4.190)

co zwięźle można zapisać jako:

A 4(i) a B4(u) = 14

Zastępczy dwójnik osobliwy widziany z zacisków 1-2 opisuje formuła boolowska:

a^O) Ab” = 1 (4.191)

w której a^(i) i b*2 są wyrazami o numerach ”1,2” trzeciej potęgi macierzy A4(i), B4(u)

Pierwszy wiersz drugiej potęgi iloczynowej macierzy A4(i) ma wyrazy o wartościach:

a^ (i) = l(i) a l(i) ® 8(i) a 8(i) ® f2 (i) a f2 (- i)  ® f, (i) a f, (-i) -  l(i)

a?2(i) = l(i) a 8(i) ® 8(i) a l(i) ® f2(i) a f5(i) ® f,(i) a f4(i) =

= f2(0 A fs(i)©  f,(0 A f4(i)

a^(i) = l(i) a f2(i) © 8(i) a f,( -0  © f2(i) a l(i) © f,(i) a f3(-i) =

= f2( i)© fl(i)A f3(-i)

(4.192)

(4.193)

(4.194)

a^(i) = 1(0 a f,(i) © 8(i) a f4(- i)  © f2(i) a f3(i) © f,(i) a l(i) =
= f1( i)© f2(i)A f3(-i)

Stąd wyraz ai2(i) trzeciej potęgi iloczynowej macierzy A4(i) ma wartość:

a^(i) = 1(0 a 8(i) © [f2(i) a f5(i) © f,(i) a f4(i)] a l(i) ©
© [f2(0 © f,(i) a f3(-0 ]  A f5(i) © [f,(0 © f2(i) A f3(i)] A f4(0  =
= f2(i) A fs(i) © f,(i) A f4(i) © f2(0  A f5(i) ©
© f,(i) A f3( - 0  A f5(0 © f,(i) A f4(0 © f2(0 A f3(0  A f4(0 =
= f,(i) A f4(i) © f,(i) A f3(- i)  A f5(i) ©
® f2(0 A f3(i)A f4( i)© f2(i)A f5(i)

Porównując ten wynik z otrzymanym w przykładzie 4.6 można stwierdzić, że dla 

zbioru ©i lub 02 prądowa funkcja boolowska opisująca dwójnik zastępczy ma w ogólności 

postać:

(4 195)

(4.196)

f«P(i) = © A fk.i(0
— k=i

gdzie: p - ilość dróg przejścia między węzłem a  i p, 

hj - ilość gałęzi w j-tej drodze przejścia.

Uwzględniając w relacji (4.196) wartości z macierzy (4.189) otrzymuje się:

(4.197)



a* (i) = l(i) a Sd(i) © l(i) a Sd(-i) a Sd(i) ©
© 5(i) a Sd(i) a Sd(i) © 8(i) a Sd(i) =
= Sd(i) © Sg(i) a Sd(i) © 8(i) © 8(i) =
= Sd(i) © 8(i) © S(i) © 5(i) = Sd(i)

Podobnie pierwszy wiersz drugiej potęgi sumacyjnej macierzy B4(u) ma wyrazy o wartościach:

bf? (u) = [S(u) © 8(u)] A [l(u) © l(u)] A [g2(u) © g, ( - U ) ]  A 19g.
A[g1(u )© g 2(-u)] = 8(u)

bn(u) = [S(u) © Ku)] A [l(u) © 8(u)] A [gj(u) © g5(u)] A [g,(u) © g4(u)] =

= [g2 (u) © g5 (u)] A [g, (u) © g4 (u)]

b”  (u) = [8(u) © g2(u)] A f l(u) © g5(-u)] A [g2(u) © 8(u)] A [g,(u) © g3(-u)] =
= g2(u )A [g ,(u )© g3(-u)]

b13 (u) = [8(u) © g, (u)] A [l(u) © g4(-u)] A [g2(u) © g3(u)] A [g,(u) © 8(u)] =
= gl(u)A [g2(u )© g3(u)]

Stąd wyraz bi2(u) trzeciej potęgi sumacyjnej macierzy B4(u) ma wartość:

bf23(u) = [8(u) © Ku)] A { [g2 (u) © g5(u)] A [g,(u) A g4 (u)] © 8(u)} A 
A {g2 (u) A [g, (u) © g3 (-u)] © g5 (u)} A 

A {g, (u) A [g2(u) © g3(u)]© g4(u)} =
= [g, (u) © g4(u)] A [g2(u) © g5(u)] A [g2 (u) © g5(u)] A (4.203)
A tg, (u) © g j(-u) © g5 (u)] A tg, (u) © g4 (u)] A [g2 (u) © g3 (u) © g4 (u)] =
= [g, (u) © g4(u)] A [g, (u) © g3(—u) © g5 (u)] A 
A [g2 (U) © g5(u)] A [g2 ( U )  © g3(u) © g4(u)]

Wynik ten jest równoważny postaci (4.182) otrzymanej z twierdzenia 4.16. Po uwzględnieniu

(4.189) otrzymuje się taki sam rezultat jak w metodzie 1 relacja (4.183).

Metoda 3

Zastosowanie redukcji węzłów. Po usunięciu węzła 4 otrzymuje się macierz A3(i), której 

wyrazy potrzebne w dalszych obliczeniach mają, na podstawie relacji (4.176), wartości:

M > ) = 8(0  © fi0) A f4(i) = f,(i) A f4(i) (4.204)

h,3(i) = f2(i)© [f,(i)A f3(-i)J (4.205)

h32(i) = f5(i)© [f4(i)A f3(i)] (4.206)

Stąd po usunięciu węzła 3 otrzymuje się:
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f,2(i) = h,2(i) © h13(i) a h32(i) = f,(i) a f4(i) ©
© {[f2(i) © f,(i) a f,(-i)] a [f5(i) © [f4(i) a f3(i)]} =
= f,(i) A f4(i) © f2(i) A f5(i) © f2(i) A f4(i) A f3(i) ©
© f, (i) A f3(- i)  A f5(i) © f, (i) A f4(i) A f3(i) A f3 (-i)

Ogólnie wyraz ten można zapisać jako sumę pięciu składników: 

f12(i) = S, © S2 ©S3© S4 © S5 

Wyłączając ze składników pierwszego i ostatniego czynnik f, a f4 otrzymuje się:

S, © S5 = [f,(i) a f4(i)] a [l(i) © f3(i) a f3( - i ) ] . (4.208)

co wobec relacji (4c. 1) z dodatku 4.6 daje:

S ,© S 5 = f,(i)A f4(i) (4.209)

Stąd fn(i) przyjmuje wartość równoważną do ^4.196) otrzymanej za pomocą metody

macierzowej.

Podobnie dla macierzy B3(u) na podstawie relacji (4.177) otrzymuje się: 

d,2(u) = l(u) A [g, (u) © g4 (u)] = g, (u) © g4 (u) (4.210)

d,3(u) = g2(u) a [g,(u) © g3(-u)] (4.211)

d32(u) = g5(u) a [g4(u) © g3(u)] (4.212)

Po usunięciu węzła 3 wyraz gn(u) ma wartość:

g.2(u) = d,2(u) a [d,3(u) © d32(u)] = [g,(u)g4(u)] a
a {{g2(u) a tg,(u) © g3(u)]} © (g5(u) A [g4(u) © g3(u)]}} =
= [g, (u) © g4 (u)] A {gj (u) © g5(u) A [g4 (u) © g3 (u)] } A (4213)
A {[g,(u) © g3(-u)] © g5(u) A [g5(u) © g3(u)]} =
= [g, (u) © g4(u)] A [g2 (u) © g5(u)] A [g2(u) © g3 (u) © g4(u)] A 
A tg, (u) © g3(-u ) © g5(u)] A [g, (u) © g3(u) © g3(-u ) © g4(u)]

Ogólnie można go zapisać jako iloczyn pięciu czynników:

g,2 (u) — C, A C2 A C3 A C4 A Cj

Wyłączając z czynników pierwszego i ostatniego składnik g, © g4 otrzymuje się:

C, a C5 = [g,(u) © g4(u)]©{8(u) a [g3(u) © g3(-u)]} =

= gi (u) © g4 (u) © 8(u) = g, (u) © g4 (u)

Po uwzględnieniu (4.214) w relacji (4.213) otrzymuje się wyrażenie na wartość gn(u) takie 

samo jak metodą pierwszą i drugą.
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4.6. DODATEK

PRZYKŁADY WYKONANIA PODSTAWOWYCH OPERACJI BOOLOWSKICH 

NA FUNKCJACH BOOLOWSKICH ELEMENTARNYCH

4.6.A Operacja zmiany znaku argumentu.

l( -x )  = l(x)

0 (-x ) = 0(x)

S g ( -x -a ,)  = S d (x -a 2) gdzie a2 = -a, 

S d ( -x -a ,)  = S g (x -a 2) gdzie a2 = -a ,  

5 ( - x - a , )  = 8 ( x - a 2) gdzie a2 = -a ,

n . , ( , b ) = n .  ( - » - »

Dla parametru a=0 zachodzi:

Sg(-x)=Sd(x)

Sd(-x)=Sg(x)

S(-x)=S(x)

(4a.l)

(4a.2)

(4a.3)

(4a.4)

(4a.5)

(4a.6)

(4a.7)

(4a.8)

(4a.9)

4.6.B Operacja ” a ”

l(x) A f(x) = f(x)

0(x) a f(x) = 0(x)

5(x -  a) a 8(x -  b) = 0(x)

S (x -a )  A S g (x -b ) = 

8(x -  a) a Sd(x -  b) = 

6 ( x - a ) A f 3 x(b,c) =

0(x) dla a < b 
8 (x -a )  dla a > b

0(x) dla a > b 
8 (x - a )  dla a < b

8(x -  a) dla b < a < c 
0(x) dla b > a lub a > c

Sg(x -  a) a Sg(x -  b) = Sg(x -  c), c = max(a, b)

Sd(x -  a) a Sd(x -  b) = Sd(x -  c), c = miń(a, b)

Sg(x -  a) a  Sd(x -  b) =

[~[x(a,b) dla a < b  
8(x -  c) dla c = a = b 

0(x) dla a > b

(4b.l)

(4b.2)

(4b.3)

(4b.4)

(4b.5)

(4b.6)

(4b.7)

(4b.8)

(4b.9)
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n x(a>b) A n x(c>d) :

]~JX (a?b) a Sg(x — c) —

0(x) dla {a, b} o  {c, d) = 0  
n x(a,b) dla {a,b} c  {c,d} 
]~[x(c,d) dla {a,b}3{c,d}
[~[x (c, d) dla a < c < b ,b < d  
^x(a,d) dla c < a < d , b > d  

S (x -e )  dla e = b = c lub e = a = d

0(x) dla c > b 
S (x -b )  dla c = b 

(c, b) dla a < c < b 

f j x(a,b) dla c < a

f i*  (a>b) A sd(x -  c) :

0(x) dla c < b 
8(x -  a) dla c = b 

[^ (a .c )  dla a < c < b  
O x(a,b) dla c>  a

4.6.C Operacj a ” © ”

i(x) © ą x)=i(x) 

o(x) © ąx)=ąX)
8 (x -a ) f f i8 (x -b )  = 8 (x -c )  gdzie c = a + b 

Sg(x -  a) © Sg(x -  b) = Sg(x -  c) gdzie c = a + b 

S d (x -a )©  S d (x -b ) = S d (x -c ) gdzie c = a + b 

n x (a, b) © n x (c, d) = n x (a + C, b + d) 

S d (x -a )© 8 (x -b )  = S (x -c )  gdzie c = a + b 

Sg(x- a )© 8 (x -b )  = 8(x - c )  gdzie c = a + b 

I 7 X (a, b) © 8(x -  c) = ]“[x (a + c, b + c)

Sd(x -  a) © Sg(x -  b) = l(x)

(a, b) © Sg(x -  c) = Sg(x -  d) gdzie d = a + c

[~[x(a ,b )© S d (x -c) = S d (x -d ) gdzie d = b + c 

8(x)© f(x) = f(x) dla f(x )* 0 (x )

(4b.l0)

(4b. 11)

(4b.l2)

(4c.l)

(4c.2)

(4c.3)

(4c.4)

(4c.5)

(4c.6)

(4c.7)

(4c.8)

(4c.9)

(4c.l0)

(4c.ll)

(4C.12)

(4c.l3)



5. ORTOGONALNE DWÓJNIKI OSOBLIWE JAKO MODELE 

RZECZYWISTYCH ELEMENTÓW AKTYWNYCH

Dwójniki osobliwe ortogonalne o skończonych granicach obszarów pracy mogą być mode

lami rzeczywistych elementów elektronicznych o ograniczonych wielkościach wyjściowych 

parametrów technicznych, takich jak maksymalny dopuszczalny prąd wyjściowy i maksymalne 

napięcie wyjściowe. Przyrządy elektroniczne, takie jak WO, OTA i CCII, gdy są stosowane 

w układach o podwyższonej mocy, mają punkty pracy zbliżone do granicznych wartości 

prądów i napięć. W tych przypadkach zbudowane z ich zastosowaniem np filtry aktywne nie 

realizują założonych idealnie charakterystyk, lecz silnie ograniczone w zależności od 

częstotliwości oraz zmian parametrów dołączonych elementów biernych.

Wydaje się, że dobrą formalizacją opisu sieci modelujących układy złożone z elementów 

osobliwych ortogonalnych o ograniczonych obszarach pracy i elementów klasycznych biernych 

RLC jest zastosowanie algebry interwałów [M5, S6, N1, T li]  Umożliwia ona wyznaczenie 

dopuszczalnych zakresów zmian prądów, napięć oraz mocy pozornej lub czynnej w tych 

sieciach w funkcji zmian rezystancji, częstotliwości lub obu tych wielkości jednocześnie. 

Zależności te są charakterystykami tych sieci dla ograniczonych parametrów zastosowanych 

elementów aktywnych [T10], Charakterystyki takie mogą mieć zastosowanie przy badaniu 

własności mocowych aktywnych układów filtracyjnych pod względem możliwości ich 

zastosowań do celów energetycznych [T28]

5.1. ORTOGONALNE DWÓJNIKI OSOBLIWE O OGRANICZONYCH OBSZA

RACH PRACY W UJĘCIU ARYTMETYKI INTERWAŁÓW

Rozpatrywane będą sieci złożone z bezinercyjnych ortogonalnych dwójników osobli

wych, dla których granice obszarów pracy mają wartości skończone. W tym przypadku zbiory, 

do których należy prąd i napięcie każdego dwójnika, mogą być określone interwałami [M5, S6, 

N1]:

i e A  = [ J T ,J ]  (5.1)

U € B  = [ £ , £ ]  (5.2)

Obszarem pracy dwójnika jest zatem obszar określony iloczynem kartezjańskim:

y j ] n I ) x ( [ £ , £ ] n U )  = D (5.3)

lub inaczej wektorem interwałowym w postaci dwuwymiarowej [NI]:

D = (A ,B)T- ( [ ^ , ^ ] , [ £ , £ ] ) T, (5.4)
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Rys. 5.1. Obszar pracy ortogonalnego dwójnika osobliwego określony interwałowo 

Fig. 5.1. Operating region of a singular orthogonal one-port with an interval description

w których ^  są dolną i górną granicą prądową obszaru działania D, a £ , £  są dolną i 

górną granicą napięciową obszaru działania D, co pokazano na rys. 5.1.

Średnia wartość napięcia u Jakie może się pojawić na zaciskach dwójnika, jest równa 

punktowi środkowemu interwału B i wynosi:

u = mid(B) = ( £  + £ ) / 2 . (5.5a)

Odpowiednio dla prądu średnia jego wartość wynosi:

i = mid(A) = ( ^  + ̂ ) / 2 .  (5.5b)

Maksymalna amplituda zmian napięcia lub prądu jest równa promieniowi ich interwałów, 

czyli:

um = rad(B) = ( £  -  £ ) /2  (5.6)

im = rad(A) = ( ^ - ^ ) / 2  (5.7)



Niechaj Xi, x2 będą zmiennymi zaciskowymi o wartościach należących do interwałów zbioru 

liczb rzeczywistych, dla których zachodzi:

J £ , ś  x, < J £ i oraz < x2 < J £ 2, (5.8)

co interwałowo oznacza: x, e  A, oraz x2 s A 2 = [*.3̂ *2 > *»3̂*2 ]- Wtedy dla nowej

zmiennej zaciskowej y e B  = można podać reguły:

(ia)* jeżeli y=xi+x2, wtedy:

V  = ć k  + ś  y s  + .

co interwałowo oznacza: y e  B = A, + A 2,

(ib)* jeżeli y=xi-x2, wtedy:

co interwałowo oznacza: y e  B = A, -  A 2,

(ii)* jeżeli y=xi=x2, wtedy:

Y _  = max(>X \,  J C 2) < y < Y  m i n ( , J £ , ) 

co interwałowo oznacza: y e  B = A, n  A 2, pod warunkiem że jednocześnie zachodzi:

<rad(A,) + rad(A2). (5.9)

Niechaj dana będzie w-węzłowa sieć S0, w ogólności nieszeregowo-równoległa, zbudowana 

z n gałęzi będących dwójnikami osobliwymi ortogonalnymi o ograniczonych obszarach pracy. 

Dwójniki gałęziowe tej sieci opisuje n wektorów interwałowych:

D, = (A, ,B, )T = ( [ « W ,  ] , [ £ , £  ])T

D 2 = (A 2,B 2) T = ( [ ^ , ^ 2] ,[£ Ł, £ 2])T iQ)

D„ = (A„,Bn)T = ([«=;„,, ̂  l  [ £ . ,  £ n ])T 

Twierdzenie 5.1

Sieć S0 widzianą jako dwójnik na wybranych dwóch węzłach a  i (3 jako zaciskach wejścio

wych opisuje wektor interwałowy:

D a„ = (Aap, Bap )T = ( [ ^ ,  ̂ op ], [ £ * ,  £ ap])T, (5.11)

przy czym:

AaP= ń ± A kj) (5.12)
j=i k=i
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Ba p = n ± fikj. (513>j=l t=l

w których:

r - ilość przekrojów sieci rozdzielających węzły a  i P,

Yj - ilość gałęzi w j-tym przekroju, 

p - ilość dróg przejścia łączących węzły a  i P, 

hj - ilość gałęzi w j-tej drodze.

Stąd dla połączenia szeregowego i równoległego dwójników Di i D2, dwójniki zastępcze 

określone są przez wektory interwałowe:

D sz = (A, n  A 2,B, + B 2) T (5.14)

Drow= (A ,+ A 2, B ,n B 2) T (5.15)

Jak wynika z twierdzenia 5.1, dwójnik zastępczy dla danej sieci zawierającej n dwójników

osobliwych ortogonalnych jest określony przez interwały (Ao, B0), będące funkcjami wiążącymi

poprzez operacje n  i ± interwały opisujące wszystkie dwójniki składowe tej sieci, co oznacza: 

Ao = f(Ak)

B„ = g(Bk), 

dlak= 1,2,...n.

Definicja 5.1

Interwały A« i B0 nazywane będą sprzężonymi, jeżeli Ao można przeprowadzić w B0 przez 

podstawienia:

- operacji ”+” lub w miejsce "n",

- operacji "n" w miejsce ”+” lub

- interwału Bk w miejsce A* i na odwrót.

Stąd przez wielokrotne zastosowanie wzorów (5.14) i (5.15) można wykazać prawdziwość 

twierdzenia:

Twierdzenie 5.2

Każdej parze interwałów (A, B) sprzężonych można przyporządkować dwuzaciskową 

szeregowo-równoległą sieć złożoną z dwójników osobliwych ortogonalnych o ograniczonych 

obszarach pracy i na odwrót.
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Ortogonalne dwójniki osobliwe o skończonych obszarach pracy można podzielić na pięć 

grup w zależności od położenia ich obszarów pracy D w stosunku do osi układu 

współrzędnych płaszczyzny u-i.

Grupa I: Dwójniki niewyłączalne, dla których zachodzi jednocześnie:
V V
U > Um m oraz i > Lm (5.16)

Ich obszar pracy nie zawiera żadnego punktu leżącego na osiach współrzędnych u-i, co 

pokazano na rys. 5.2 jako obszar „a”.

Grupa II: Dwójniki wyłączalne napięciowo, dla których zachodzi jednocześnie:
V V
U <11m oraz i > (5.17)

Ich obszar pracy zawiera punkty leżące na osi prądowej, co pokazano na rys. 5.2b. 

Grupą III: Dwójniki wyłączalne prądowo, dla których zachodzi jednocześnie:
V V
U >Umm oraz i <K (5.18)

Ich obszar pracy zawiera punkty leżące na osi napięciowej, co pokazano na rys. 5.2c. 

Grupa IV: Dwójniki wyłączalne prądowo i napięciowo, dla których zachodzi:
V V
U <Umm i i <i„ (5.19)

Ich obszar pracy D zawiera punkt o współrzędnych: u = 0, i = 0, co pokazano na rys. 5.2d. 

Grupa V: Dwójniki wyłączalne symetryczne, dla których zachodzi:
V V
U = 0 oraz i = 0 (5.20)

Ich obszar pracy D zawiera punkt (0, 0) położony w środku symetrii tego obszaru (rys. 5.2e).

Na podstawie definicji u , i oraz zależności (5.20) dla dwójnika osobliwego symetrycznego 

zachodzi:

- £  = £ = £  oraz = ^  = (5.21)

Określa go zatem wektor interwałowy o postaci:

S = (AS,B S) = ([-« ? ,« ? ], [ - £ ,£ ] ) ,  (5.22)

co skrótowo można zapisać jako:

S = ( £ , « # .  (5.23)
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Rys. 5.2. Położenie obszarów pracy dwójników osobliwych ortogonalnych o ograniczonych 
obszarach pracy względem osi układu współrzędnych u-i

Fig. 5.2. Location of bounde operating-regions of a singular orthogonal one-ports in u-i piane

Zakłada się, że obszary pracy wszystkich rozpatrywanych ortogonalnych dwójników osobli

wych zawsze zawierają się w pewnej ograniczonej symetrycznej części P płaszczyzny u-i. 

Część ta określona jest granicami:

- J Y < i < J Y ,  (5-24)

co można zapisać jako:

P = ( [ - ^ , c / r ] n l ) x ( [ - ^ , < n ) ] n U )  <5-25)

Zakłada się jednocześnie, że granice yJY, <Vp są dużo większe od granic £  obszaru 

pracy dowolnego dwójnika osobliwego, co implikuje:

£  + <Vt) = <nj, <J + J V  = J Y  (5-26)

oraz:

£  n  W ) = £ ,  ^ r ^ j y  = ^  (5.27)

W tak określonej części P płaszczyzny u-i podstawowe dwójniki osobliwe opisują wektory 

interwałowe:

norator: N0 = (E- J Y 'J Y  l  l-M )' Ot) (5-28)

nullator: N„ = ([ 0 ,0  ], [ 0 ,0  ])T (5.29)

przerwa: P„ = ([ 0 ,0  ], [ -* t) , W ) ])T (5.30)

zwarcie: Z* = ([ -xj y ,  J Y  ], [ 0 ,0  ])T (5.31)



źródło prądowe: L = ([ Io, Io ], [ -M ), M )  ])T (5-32)

źródło napięciowe: E„ = ( [ - j y ,  j y  ], [ E0, E„ ])T (5.33)

Niechaj będzie dany dowolny dwójnik osobliwy ortogonalny ograniczony D = (A, B). 

Na podstawie definicji u , i oraz um, im zachodzi:

A = [^ >  <5?]= [i- im> *+ *m] (5.34)

B = [£ > £ ]  = [u - um,u + u m] (5.35)

Co można zapisać jako sumy interwałów:

A = [-»«. >«] + [*.»] (5 36)
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V V
B = [~um> um] + [u, u] (5.37)

Interwały A i B można doprowadzić do postaci pary sprzężonej (definicja 5.1) bez zmiany 

ich wartości przez wykonanie na nich operacji (5.27) w dwojaki sposób:

A . = ( H m, i J n [ - ^ , ^ ] )  + [ i,i]  (5.38)

B. = ( [ -u m, u J  + [ u ,u ] ) n [ - ^ < n ) ]  (5.39)

lub:

Ab = ( [ - im, i J  + [U ])n [-»yK 'cA ’]) (5.40)

Bb = ( [ -u m.u m]n[-O t),<yt)) + [u,u] (5.41)

Wektory interwałowe złożone z par interwałów sprzężonych D, = (Aa, Ba) oraz 

Db = (Ab, Bb) opisują sieci szeregowo-równoległe o postaci jak na rys. 5.3, zawierające źródła 

autonomiczne I = i , E = u oraz dwójnik osobliwy symetryczny S = (im, um). Są one 

obwodami zastępczymi dowolnego dwójnika ortogonalnego o skończonym obszarze pracy.

Dla zmiennych zaciskowych xi, \ 2  należących do interwału o granicach symetrycznie 

położonych względem zera:

J C , , |x 2| < J £  (5.42)

czyli interwałowo:

x. e A ^ I - J ^ J f c j  (5.43)

x2 e A 2 = [ - J £ 2, J £ 2] (5.44)

Reguły (i)* , (ii)* przyjmują wtedy postać:
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(i) jeżeli y = x, ± x2, wtedy:

Rys. 5.3. Obwody równoważne dowolnego dwójnika osobliwego ortogonalnego zawierające 
dwójnik ortogonalny symetryczny

Fig. 5.3. Equivalent circuits of any singular orthogonal one-port containing a symetrical 
orthogonal one-port

|y |< V  = J ć , + J £  (5.45)

co interwałowo oznacza: y e B = A, + A 2,

(ii) jeżeli y = x, = x2, wtedy:

\ y \< 'y  = min(J£,, J £ , ), (5.46)

co interwałowo oznacza: y = A, n  A2,

Na podstawie reguł (i), (ii) oraz zapisu (5.25) dla sieci w-węzłowej złożonej tylko z 

dwójników osobliwych symetrycznych można sformułować twierdzenie 5.3 analogiczne do 

twierdzenia 5.1.

Twierdzenie S.3

Sieć osobliwą symetryczną widzianą jako dwójnik na zaciskach a  i ß opisuje wektor 

interwałów symetrycznych:

Sap ~ (£aß'C?aß)T = ([- £cxß/£ap]>[- c^ap, ^ ap ]) > (5-47)

przy czym:

r h
£aß ~ O  +  £k,j 

j=l k=l

^aß “ O  +  
j=l k=l

(5.48)

(5.49)

w których r, Yj, p, hj są takie same jak w twierdzeniu 5.1.



- 150 -

Przykład 5.1

Dana jest sieć mostkowa złożona z pięciu dwójników osobliwych ortogonalnych syme

trycznych, oznaczonych jak na rys. 5.4.

©  ©

Th

H= Ds

EZ71

D, ri
D s D4

0

Rys. 5.4. Sieć mostkowa złożona z dwójników osobliwych symetrycznych 

Fig. 5.4. Abridge network containing symetrical orthogonal one-ports

Dwójniki Di do D5 opisują wektory interwałów symetrycznych od Di = (£  , ^  , ) do 

= ( £  f , c ?  * ) Dwójnik osobliwy zastępczy widziany z zacisków 1-2 opisują na podstawie 

twierdzenia 5.3 interwały symetryczne:

£ «  = ( £ , + £ , W £ , + £ ,  + £ ,  W £ 1 + £ J + £ j n ( £ ł + £ , )  (5.50)

^ , »=(<=?,+ e? , W « ? ,  +<=?, + e? , +<=?, + n  ( J f 4 + ) (5.51)

1

Sieć dwójników osobliwych

ortogonalnych
symetrycznych

2

D. D d‘
i

Rys. 5.5. Sieć dwójników osobliwych ortogonalnych symetrycznych z wyróżnionymi dwoma 
parami zacisków jako czwómik

Fig. 5.5. A network of symetrical orthogonal singular one-ports with indicated two-terminal- 
pair as a two-port

Jeżeli w sieci złożonej z dwójników osobliwych symetrycznych (rys. 5.5) wyróżni się dwie 

pary zacisków, wejściowe 1-1’ oraz wyjściowe 2-2’, wtedy sieć ta będzie reprezentować 

czwómik osobliwy. Po przyłączeniu do jego zacisków wyjściowych dwójnika osobliwego 

symetrycznego D2 = ( J £  , '¥ ) ,  dwójnik widziany z zacisków 1-1’ opisują na podstawie 

twierdzenia 5.3 interwały symetryczne będące funkcjami interwałów opisujących dwójniki 

składowe sieci z wyróżnionymi interwałami i ' y , które można sprowadzić do postaci:

£  = (JĆ + £ ) n £ b (5.52)

+ (5-53)

Interwały symetryczne [ - £ , ,  £ ,  ] oraz ] można doprowadzić do postaci pary

sprzężonej bez zmiany ich wartości w dwojaki sposób:

£n  = [ (J £ ° ^ t ) J  + £ J n £b (554>

«?n = [ ( V  + « ? J ^ « ? b ]  + 0 (5.55)

lub

£r = f tJ £  + £ J n £b] + 0 (5.56)

+ (5.57)

W pierwszym przypadku wektor Dm = (£n, ®?n) opisuje dwójnik osobliwy widziany na

zaciskach 1-1’, gdy sieć 11 ’-22’ zastąpi się równoważnym czwómikiem osobliwym typu II, co

pokazano na rys. 5.6.
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( £ * « * )

Rys. 5.6. Czwórnik typu II równoważny sieci dwójników osobliwych symetrycznych 

Fig. 5.6. A II-type two-port equivalent to a network containing symetrical singular one-ports



W przypadku drugim wektor D IT = (£ T, ^ t) opisuje dwójnik osobliwy widziany na za

ciskach 1-1’, gdy sieć zastąpi się czwómikiem równoważnym typu T jak na rys. 5.7.
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( 0 > c?k) ( £ .  , J T )

Rys. 5.7. Czwómik typu T równoważny sieci dwójników osobliwych symetrycznych 

Fig. 5.7. A T-type two-port equivalent to a network containing symetrical singular one-ports

Przykład 5.2

Dla sieci mostkowej z przykładu 5.1 znaleźć równoważne jej czwómiki zastępcze. Przy 

założeniu że »3 = (J £  , Y )  , po przekształceniu wzorów (5.50) i (5.51) otrzymuje się 

wartości interwałów pomocniczych:

£ , = ( £ , + £ , ^ ( £ , + £ 4) (5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

Uwzględniając powyższe relacje zadaną sieć można przedstawić za pomocą równoważnych jej 

czwómików osobliwych niemostkowych, takich jak przedstawione na rys. 5.6 lub rys. 5.7.
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5.2. POŁĄCZENIA DWÓJNIKÓW OSOBLIWYCH ORTOGONALNYCH Z 

DWÓJNIKAMI REZYSTANCYJNYMI

Dołączenie do ortogonalnego dwójnika osobliwego o ograniczonym obszarze pracy kla

sycznej rezystancji liniowej tworzy obwód (rys. 5.8), w którym w każdej chwili prąd i 

napięcie muszą leżeć w obszarze D i jednocześnie na prostej Ri, tak jak to pokazano linią 

pogrubioną na rys. 5.9.

Ri

/ 1
'
/ D

Rys. 5.8. Obwód zawierający dwójnik osobliwy ortogonalny i rezystancję liniową 

Fig. 5.8. A circuit with orthogonal singular one-port and linear resistance

Rys. 5.9. Zbiór punktów pracy obwodu z rys. 5.8

Fig. 5.9. Operating region of the circuit derived from Fig. 5.8

Jeżeli przykładowo założy się :

£ > 0 ,  £ > 0 ,  ^ ü O ,  ^ > 0 , (5.62)



wtedy na podstawie definicji ilorazu interwałów [NI] otrzymuje się możliwy zakres zmian 

rezystancji Ri jako iterwal:

R. = [ £ ,£ ] / [ « ? ,^ ]  = [ £ / ^ . £ / « ? l  = [R ,,R |] (5.63)

Wewnątrz tego interwału można dodatkowo określić rezystancje charakterystyczne dolną 

Eo i górną R0:

R0 = £ / ^  (5.64)

R » = £ / ^  (5.65)

Przy zmianach rezystancji w zakresie [R„, R0] moc chwilowa zmienia się w zakresie 

interwału:

P = [£ > £ ] [«?, ̂ ]  = [£,■«?, £■  ^ ]  = [ ą , P0 ] (5.66)

Obszar pracy D charakteryzują jeszcze dodatkowo dwie wielkości - rezystancja własna:

Rw = um/ im (5.67)

oraz rezystancja średnia:

Rs = u /i (5.68)

Przy spełnieniu przykładowych założeń (5.62) mogą wystąpić trzy przypadki odnośnie do 

wartości Rw i Rs:

Rs ^ Rw > wtedy R 0 <Ro (5.69)

Rs = Rw > wtedy R<>= Ro (5.70)

R s < Rw, wtedy R 0 >^0 (5.71)

I tak dla przypadku pierwszego możliwy zakres zmian rezystancji Ri dzieli się na trzy 

interwały:

R, =[R 1>R0]u [R 0,R o]^ [R i ,R 1] (5.72)

na ich podstawie można określić zmiany prądu, napięcia i mocy w funkcji zmian Ri i 

przedstawić w postaci wykresów interwałów o zmiennych granicach.
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i(R,) =

P(R i) =

t e / R , ^ ]  dla R, = [RpR0]
[ £ /R i> £ /R ,]  dla R, = [R ^ R J 

[ £ /R t'c /]  dla R| = [R0,R,]

[ £ 7 r , . 5 ' ,r i] dla Rr = [R^>R0]
[ £ V R , .£ V R .]  dla R ,= [R 0,Rę]
[«5? lR i> £ ł /R i] dla R, = [R0.R,]

(5.74)

(5.75)

Ri

Rys. 5.10. Zakresy zmian wartości napięcia, prądu i mocy w funkcji zmian Ri w układzie z 
rys. 5.8, przy założeniach (5.62)

Fig. 5.10. The ranges of voltage, current and power of the circuit from Fig. 5.8, as a function 
of resistance Ri on the assumption (5.62)



Kształt tych obszarów przedstawiony jest na rysunkach 5.10 a, b, c, przy czym dla: 

R o = £ / ^ < £ / « ?  = R„ 

zachodzi:

£ ę ? < £ ^ ?

Dla dwójnika osobliwego wyłączalnego napięciowo (grupa II) przy założeniu: 

^ > 0 ,  * ? > 0 , £  > 0 , £ < 0

rezystancja Ri (dla Ri > 0) może zmieniać się w zakresie:

R, = [< > ,£ /« ? ] = [ O .R J, 

który można podzielić na dwa interwały:

R .^ O .R o M R ^ R ,]

Na ich podstawie zmiany napięcia, prądu i mocy mają przebieg:

IW R i. ŝ R ,]  dla R, =J O^R0]
I t ^ R „ £ l  dla R, = [Ro.RJ
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u(R,) = 

i(R,) = -
' l e b ę t }  dla R, = [ O^RJ 
[ ^ , £ / R , ]  dla R ,= [R 0)R,]

dla R. =[O .Ro]
1 l [a£ R „ f i , /R 1] dla R ,= [R 0,R,]

Kształt tych obszarów przedstawiony jest na rys. 5.11.

Dla dwójnika osobliwego wyłączalnego prądowo (grupa III) przy założeniu: 

^ ? > 0 , ^ < 0 ,  £  > 0 , £ > 0

rezystancja Ri może przyjmować wartości:

R , > £ / ^ =  R,

Stąd otrzymuje się:

[[£>c?R J dla Rj = [R^.Ro]
[ £ ,£ ]  dla R ,> R 0)

u(R,)

= J [£ /R „ « ^ R ] dla R, = [R,,R0] 
1 [ £ / R , .£ / R . ]  dla R ^ R , ,

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)
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Rys. 5.11. Zakresy zmian interwałów i, u, p  przy założeniach (5.78) 

Fig. 5.11. The ranges of i, u, p interval variations on assumption (5.78)

(R = f t £ 2 1  R .’^ R ]  dla R. = [R^R»]
1 [ £ 2 / r i> £1 / r i] dla r , > R0,

Kształty tych obszarów przedstawione są na rys. 5.12.

(5.88)
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Rys. 5.12. Zakresy zmian interwałów i, u, p  przy założeniach (5.84)

Fig. 5.12. The ranges of i, u, p interval variations on assumption(5.84)

Dla dwójników osobliwych wyłączalnych (grupa IV i V) przy założeniach:

1^1 > y >  I ć H ^ I  Rw > R s (5-89)

rezystancja Ri może przyjmować dowolne wartości większe od zera. Wielkości rezystancji 

charakterystycznych Rq i R0 wyznaczają trzy zakresy zmian rezystancji Ri, dla których 

zachodzi:
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u(R,) =

i(R.) =

P(R.) =

[ = ^ W R'] dla Ri = [ ° 3 ]  
[£>«?Ri] dla R |= [Rq.R q]

[ £ ,£ ]  dla R, > R 0 

[« ? ,« ? ] dla R ,= [0 ,R ^ ]  
[ £ / R „ ^ ]  dla R ,= [R ę,R 0] 
[ £ / R „ £ / R , ]  dla R, > R0 

[ O .m a x ^ R .^ ' R , ) ]  dla R, = [ 0 , ^ ]  

[0 ,m a x ( ^ 2R , ,£ ł /R ,)] dla R ,= [R o,R 0] 

[0 ,m a x (£ 2/ R , , £ l /R ,)] dla R, > R0

Rn Ro Ri

Rys. 5.13. Zakresy zmian interwałów i, u, p  przy założeniach (5.89) 

Fig. 5.13. The ranges of i, u, p interval variations on assumption(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)
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co dla założeń (5.82) daje wyrażenie:

1 [ 0 , £  /R ,]
dla R ,= [ 0 ,R 0] 

a R, > R„

Kształt tych obszarów przedstawiono na rys. 5.13.

(5.93)

W przypadku gdy dwójnik osobliwy jest wyłączalny i jednocześnie symetryczny, wtedy na 

podstawie (5.21) zachodzi:

Ro = R o = £ /« ?  = Ro (5.94)

5> = Po = « ? £  = Po (5.95)

Granice dolne i górne przedziałów zmian napięcia i prądu mają taki sam kształt i mogą być 

reprezentowane przez ich moduł. Otrzymuje się wtedy zapis:

R,
|u(R,)|<

|*(R, )| — ■ 

P(R,)s<

£

£ / R ,  = « ? ^
Ki

c ? łR ,=Po R.

dla R, < R0 

dla R, > R0

dla R, < R0

dla R, £ R0

dla R, < R0

£ / R , = P 0^  dla R ,> R 0
Ki

(5.96)

(5.97)

(5.98)

Aby obwód D-Ri z rys. 5.8 był realizowalny fizycznie, para zmiennych zaciskowych (u,i) 

musi w każdej chwili posiadać jednoznaczne wartości, co wymaga dołączenia elementu nulla- 

torowego o punktowej charakterystyce, typu nullor napięciowy lub nullator prądowy, tak jak 

to pokazano w obwodach na rys. 5.14.

Są to układy z dostępem do jednej zmiennej zaciskowej występującej na rezystancji Ri. 

Każdy rzeczywisty układ aktywny, nawet traktowany jako idealny, posiada ze względów 

technicznych ograniczony zakres prądów i napięć wyjściowych do wartości:

= £ - = «?•

Reprezentujący go dwójnik osobliwy jest wtedy dwójnikiem ortogonalnym symetrycznym. 

Na tej podstawie modelem fizycznym układu z rys. 5.14a może być układ z konwejerem prą

dowym ujemnym przedstawiony na rys. 5.15.
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a) b)

Rys. 5.14. Obwody D-Ri z dołączonym nullatorem możliwe do realizacji fizycznej 

Fig. 5.14. Realisable D-Ri circuits with nullator

Rys. 5.15. Rzeczywisty układ fizyczny z konwejerem prądowym, odpowiednik obwodu z 
rys. 5.14a

Fig. 5.15. Physical realization using current conveyor equivalent to circuit derived from 
Fig. 5.14a

Jego wersja dla zasilania prądowego (rys. 5.14b) przedstawiona jest na rys. 5.16.
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Rys. 5.16. Rzeczywisty układ fizyczny z konwejerem prądowym; odpowiednik obwodu z 
rys.5.14b

Fig. 5.16. Physical realization using current conveyor equivalent to circuit derived from 
Fig. 5.14b

Układy te, jakkolwiek nie mają bezpośredniego zastosowania praktycznego, pozwalają 

jednak poprzez zmianę wartości Io i Eo zamodelować fizycznie dwójniki osobliwe ortogonalne 

o różnych położeniach obszaru działania D względem układu współrzędnych u-i.

Przykład 5.3

Należy określić zakresy zmian napięcia, prądu i mocy dla wtórnika napięciowego i wtórnika 

prądowego wykonanych na bazie wzmacniacza operacyjnego i konwejera prądowego o 

parametrach lim«! < 0,02 A, lu^l < 12 V. Obciążone są one rezystancją Ri, tak jak pokazano 

to na rys. 5.17.

a) b)

Rys. 5.17. Układy wtórników napięciowego i prądowego z przykładu 5.3

Fig. 5.17. Circuits o f  current follower and voltage follower from the example 5.3

Są one realizacjami fizycznymi układów z rys. 5.14 przy założeniu Io=0, Eo=0. Układy te 

mają parametry: ^  = 0,02 A, £  = 12 V. Stąd na podstawie relacji (5.94) i (5.95) otrzymuje

się: R0 = 600 fi, Po = 0,24 W. Aby układy te pracowały poprawnie, moduł napięcia 

wejściowego wzmacniacza operacyjnego we wtórniku napięciowym musi się zawierać na 

podstawie relacji (5.96) w obszarze zakreskowanym, pokazanym na rys. 5.18a.

Prąd wejściowy konwejera prądowego we wtórniku prądowym musi mieścić się, na podstawie 

relacji (5.97), w obszarze zakreskowanym pokazanym na rys. 5.18b. W obu przypadkach 

wartość mocy wydzielanej na rezystancji Ri mieścić się będzie w obszarze jak na rys. 5.18c.
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“ |U| [VI

60 0  120 0  R , [O ]

0 6 0 0  1 2 0 0  R , [Q ]

Rys. 5.18. Obszary zmian napięcia, prądu i mocy w układach wtórników z przykładu 5.3

Fig. 5.18. A regions of voltage, current and power variations for followers from the 
example 5.3

W przypadku gdy dwójnik osobliwy D w obwodzie D-Ri (rys. 5.8) jest dwójnikiem 

zastępczym sieci osobliwej wieloelementowej (ortogonalnej i symetrycznej), można określić 

wpływ każdego jej elementu na przebiegi zmiennych zaciskowych na rezystancji Ri w funkcji 

zmian jej wartości. Dokonać tego można przez przedstawienie jej w postaci czwómikowej 

względem jednego wyróżnionego dwójnika D2 (rys. 5.19).



164 -

i 1~4 *-

Ri
/ 1

Z1
*
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Sieć dwójników 
osobliwych 

ortogonalnych 
symetrycznych

2

X

^ D 2 = ( £ 2><5?2)

Rys. 5.19. Obwód R+sieć osobliwa z wyróżnionym dwójnikiem osobliwym D2 

Fig. 5.19. R circuit + singular network with clearly indicated singular one-ports D2

W celu zbadania wpływu dwójnika D2 na własności całej sieci przyjmuje się graniczne 

wartości opisujących go interwałów:

£ ,  = 0, lub £ ,  = OT) 0Taz <=?« = lub c ? ,= J V  (5.99)

Otrzymuje się wtedy cztery jego wersje dla części P płaszczyzny u-i w postaci nullatora, 

noratora oraz przerwy i zwarcia. Dla każdej wartości interwałów (5.99) da się określić, na 

podstawie relacji (5.52) i (5.53), wartości interwałów opisujących całą sieć na zaciskach 1-1’. 

Wynoszą one:

£ > °= (0  + £ . ) n £ b = £ , n £ b (5.100)

£ . " = ( * » + £ . ) " & = £ *  (5101)

«?,° = (0  + « ? . ) n ^ b = c ? . n c ?b (5.102)

<=?," = ( j y  + « ? .)  n  «? b = « ? b (5.103)

Dla każdej z czterech postaci dwójnika D0 rezystancje charakterystyczne całej sieci na 

zaciskach 1-1’ określają zatem wartości:

_ £ “ _  £>
« r

n o _  £  ... £ » ^ £ b
0

Ro =
_ £  _ £ .  ° £ b

£br ? = ^ ; = -

(5.104)

(5.105)

(5.106)

(5.107)
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Jeżeli granice zakresów zmian napięcia, prądu i mocy naniesie się na wspólne wykresy, 

wtedy w ogólnym przypadku otrzyma się przebiegi jak na rys. 5.20.

Rys. 5.20. Zakresy zmian napięcia, prądu i mocy dla układu z rys. 5.19

Fig. 5.20. The variations of the voltage, current and power ranger for circuit 
derived from Fig. 5.19

Z przedstawionych wykresów wynika, że najmniejszy zakres zmienne zaciskowe mają dla 

D2 jako nullatora (linia ciągła „0”), największy dla D2 jako noratora (linia przerywana „co”). 

Natomiast dla zwarcia i przerwy (linia kropkowana „Z” i linia osiowa „R”) granice zakresów 

częściowo się pokrywają z poprzednimi, a częściowo się mieszczą między nimi. Można na tej 

podstawie wysnuć wniosek, że dla D=R2 granice obszarów dla różnych wartości rezystancji 

R2 także będą się mieścić między granicami dla nullatora i noratora, a zatem będą to skrajne 

przypadki dla każdego dowolnego obciążenia rezystancyjnego na zaciskach 2-2’.
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Przykład 5.4

Dany jest układ konwertera impedancji ujemnej jak na rys. 5.21a, obciążony na wejściu 

rezystancją Ri. Równoważny mu obwód zastępczy z uwzględnieniem ograniczeń wartości 

napięć i prądów wyjściowych w elementach aktywnych przedstawiony jest na rys. 5.21b. 

Ograniczenia te mają postać: D2 = ( £ 2, ) = (20; 0,1) oraz D4 = ( £ , ,  <=̂ Ą) = (12; 0,02).

a) b)

/1

A ,

Ri
D5

Rys. 5.21. Układ konwertera impedancji ujemnej i jego obwód zastępczy 

Fig. 5.21. Negative resistance converter and its equivalent circuit

Obliczyć parametry sieci osobliwej widzianej w postaci czwórnikowej z zacisków rezystancji 

Ri i R2. W układzie tym otrzymuje się:

£ j  = ( 0 + 0 ) n  (20 + 12) = 0

£ b = (0 + 12) n  (20 + 0) = 12 V

^  = ( 0  + 0 ) n  (0,1 + 0,02) = 0 

«s?b = ( 0 + 0,1) n  (0,02 + 0) = 0,02 A 

Stąd rezystancje charakterystyczne mają wartości:

R» = 600ft, Rg = 0, R0r - + oo, 

natomiast R°0 jest nieokreślona. Ze względu na istnienie w układzie nullatorów, graniczne linie 

„Z”, „R” i „O” pokrywają się z osią Ri, co oznacza, że zmiany zakresów prądu, napięcia i

mocy będą się zawierały wewnątrz obszaru ograniczonego linią „ oo” (takie same jak na rys.

5.18). W skrajnych przypadkach szerokości tych interwałów mogą być dowolnie małe, 

zmierzając do zera w zależności od wartości rezystancji Ri i R2.
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5.3. CZĘSTOTLIWOŚCIOWE WŁASNOŚCI POŁĄCZEŃ ORTOGONALNYCH 

DWÓJNIKÓW OSOBLIWYCH Z DWÓJNIKAMIREAKTANCYJNYMI

Przy założeniu bezinercyjności ortogonalnego dwójnika osobliwego wartości chwilowe 

prądu i napięcia na jego zaciskach mogą przyjmować dowolne wartości z obszaru pracy D, 

przy czym ich zmiany w czasie mogą się odbywać zarówno w sposób ciągły, jak i skokowy, 

jedynie z ograniczeniem dotyczącym zakresu amplitudy tych zmian, określonej wartościami um, 

im przez relacje (5.6) i (5.7). W przypadku dwójnika ortogonalnego symetrycznego będą to 

wprost wartości £  i ^ . Przebiegi napięcia u(t) oraz prądu i(t) w funkcji czasu są więc od 

siebie niezależne i mogą być funkcjami ograniczonymi dowolnej klasy abstrakcji. Ograniczenie 

dynamiki zmian punktu pracy dwójnika osobliwego mogą spowodować jedynie dołączone do 

niego elementy zachowawcze w postaci dwójnika Z jak na rys. 5.22.

D = ( £ c ? )

Rys. 5.22. Połączenie dwójnika osobliwego z dwójnikiem reaktancyjnym 

Fig. 5.22. A circuit with singular one-port and reactance one-port

Niechaj dwójnik ten opisuje równanie różniczkowe typu:

i a , i ® = f : b ku® (5.108)
1=0 k=0

Przebiegami czasowymi prądu i napięcia w układzie z rys. 5.22 mogą być zatem wszystkie 

pary {u(t), i(t)} spełniające jednocześnie zależności:

|u (t)|< £ , |i(t)| < ^  (5.109)

oraz równanie (5.108). Funkcje czasowe prądu i napięcia wyznaczają wtedy na płaszczyźnie

u-i trajektorie punktów pracy, których tory muszą się całkowicie zawierać wewnątrz obszaru

D
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W celu przebadania częstotliwościowych własności układu D-LC przyjmuje się parę 

funkcji (u(t), i(t)} jako przebiegi harmoniczne o postaci {IeK,,t, Ue1“1}. Jednocześnie dwójnik 

Z jako reaktancyjny posiada impedancję określoną wzorem:

Z(jco) = jH J f---------------

П(“2-“в,)
(5.110)

Maksymalny zakres mocy pozornej, jaką mogą osiągnąć sygnały prądu i napięcia, określa 

relacja:

S ,„ = ± j£ c ?  (5.111)

Częstotliwości, dla których moc tę mogą osiągać, nazwać można pulsacjami charakte

rystycznymi Qk układu D-LC, a ich wartości określić z zależności:

Z(jQk) = ± j £ /e ?  = ±jR0 (5.112)

Poszczególne pulsacje charakterystyczne dzielą oś co na obszary zawierające zera impe- 

dancji Z(jco), w których to obszarach harmoniczny sygnał napięcia może osiągnąć 

maksymalną wartość amplitudy Um = £  oraz na obszary zawierające bieguny impedancji

Z(jm), w których jedynie sygnał prądu może posiadać maksymalną wartość amplitudy Im =

Dla obszarów tych maksymalne zakresy mocy zawierają się w przedziale określonym przez 

przebiegi:

Г а д о з ) ^ /2 dla
l-Y (jco )£* /2  dla co e <Q,,coBI ,О ы >

(5.113)

Rys. 5.23. Mocowa interwałowa charakterystyka częstotliwościowa układu D-LC 

Fig. 5.23. Interval power characteristic as a function of frequency for D-LC circuit
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Wartości mocy pozornej układu mogą się zawierać w przedziałach zakreskowanych 

przedstawionych na rys. 5.23. Wykres ten może być nazwany mocową interwałową charakte

rystyką częstotliwościową układu D-LC.

Wartości maksymalnego zakresu modułów mocy pozornej określa relacja: 

lę /:„ \i_J |Z (j® )l^*/2  dla co e< n k,c)ok,n t+1>
|S(j<D)l“ ||Y (jcD )|£V 2 dla co e(Q „a)B1, 0 1+1> ( j

Stąd przez rozdzielenie zmiennych otrzymuje się zakresy (interwały) maksymalnych zmian 

amplitudy napięcia i prądu w funkcji częstotliwości:

|Z(j<o)|<s? dla co e ( f ik,co0k, f i k+1>
|Um(jCD)| = (5.115)

£  dla co e (Q 1,coB1, n iłl>

|, (W | J  J  d,a « ( 5 . U 6 )

I|Y(jco)l£ dla »

Przykład 5.5

Układy wtórników napięciowego i prądowego, jak w przykładzie 5.3, o parametrach 

£  = 10 V, ^  = 0,1 A, obciążone są układem szeregowym CL o danych L= 10 hm, C = 1 |i.F. 

Maksymalna wartość mocy wynosi:

Sm = ±1 VA (5.117)

Częstotliwość zera:

c o 0 =l/VLC = 104 rad/s (5.118)

Częstotliwości charakterystyczne są rozwiązaniami równania (5.112), które w tym 

przypadku ma postać:

Z(jco) = j fc o L - -U  = j 4 r ,  (5.119)
coc;

stąd w wyniku otrzymuje się relację:

u  2 L C ^

Po podstawieniu danych otrzymuje się:

n i2 = ^ i i - 1 0 4 rad/s =1,118± M O 4 rad/s. (5.121)



Maksymalne zakresy zmian mocy S, Um. i Im w przykładowych wtórnikach przedstawione 

są na rys. 5.24.

Rys. 5.24. Przedziały zmian S, Um i Im w przykładowych układach wtórników 

Fig. 5. 24. A range S, Um and Im variations in the examples of followers

171 -

5.4. WŁASNOSCI POŁĄCZEŃ ORTOGONALNYCH DWÓJNIKÓW OSOBLIWYCH 

Z OBWODAMI RLC

Niechaj dwójnik Z w układzie na rys. 5.22 będzie dwójnikiem biernym złożonym z ele

mentów RLC o impedancji Z(jco). Ekstremum modułu maksymalnej mocy pozornej, jaką mogą 

osiągać sygnały prądu i napięcia na zaciskach a-b, określa wartość:

|Sm| = « -? £ /2  (5.122)

Osiąga ona tę wartość dla pulsacji charakterystycznych Q.k, dla których moduł impedancji

dołączonej Z jest równy rezystancji charakterystycznej dwójnika osobliwego. Oznacza to:

|ZOo)l=:£ / « ?  = Ro (5.123)

Zmiany zakresu modułu mocy pozornej w funkcji pulsacji określa relacja:

js(. )| = [|Z(jm )j^2/2  dla |Z(jco)| < R 0 (5.124a)

' ' l|Y(jco)|£2/2  dla |Z (jo)|> R 0 (5.124b)

Stąd przez rozdzielenie zmiennych zaciskowych maksymalne zakresy wartości ich amplitud 

wynoszą:

ITT r  ,1 JIz (j“ )|<=̂  dla |Z(ja))|<R0 (5!25a)
1 1 [£  dla |Z( jco )| > R0 (5.125b)

li r  W * 5' dla W  ~ R° (5126a)
|mU°^ yY(jco)|£ dla |Z(j(o>| > R0 (5.126b)

Jeżeli impedancję Z (jco) wyrazi się przez jej część rzeczywistą i urojoną, to częstotliwości 

charakterystyczne spełniają równanie:

[Im{Z(jra)}]2 = R l -  [Re{Z(j(o)}]2 (5.127)

W przypadku gdy równanie to nie posiada rozwiązań, występuje jedna z dwu możliwości:

(A) |Z(jco)| < R0 (5.128)

Wtedy moduły mocy pozornej, napięcia i prądu określone są przez zależności (5.124a), 

(5.125a) i (5.126a).

(B) |Z(jo))| > R0 (5.129)

Wtedy zastosowanie mają tylko zależności (b) w tych wzorach.

W przypadku gdy impedancja Z(jco) dołączona do dwójnika osobliwego D jest połączeniem 

szeregowym rezystancji R z dowolną impedancją o charakterze czysto reaktancyjnym 

(rys. 5.25), wtedy równanie (5.127) przyjmuje postać:
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X 2 (co) = R„ - R 2 (5.130)

D = (£'<=?)

Rys. 5.25. Obciążenie dwójnika osobliwego D impedancją z wyodrębnioną szeregową 
rezystancją R

Fig. 5.25. A impedance with series resistance R indicated as a load of a singular one-port D

Ma ono charakter funkcji dwu zmiennych typu f(co,R) = 0. Można na jej podstawie określić 

wartości częstotliwości charakterystycznych w zależności od wielkości rezystancji szeregowej 

R. Tworzą one na płaszczyźnie R-co linie o kształcie jak na rys. 5.26, dla których moduł mocy 

pozornej na zaciskach a-b może osiągnąć wartość maksymalną Sm.

Rys. 5.26. Linie wyznaczone przez wartości częstotliwości charakterystycznych w 
zależności od wartości rezystancji szeregowej R i częstotliwości co

Fig. 5.26. The lines obtained from characteristic frequency values as a function of series 
resistance R an pulsation co

Linie te rozgraniczają obszary, dla których maksymalny zakres mocy pozornej jest funkcją 

albo impedancji Z, albo admitancji Y obwodu dołączonego. W obszarach tych tylko jedna 

zmienna zaciskowa może osiągać wartość maksymalną ̂  lub £  .

173

Przykładowy kształt maksymalnego zakresu modułu mocy pozornej w funkcji pulsacji dla 

pewnej wartości rezystancji R = Rj < Ro (linia przerywana na rys. 5.26) może mieć wygląd jak 

na rys. 5.27.

Rys. 5.27. Maksymalne zakresy zmian mocy pozornej dla pewnej wartości rezystancji 
szeregowej R = Ri

Fig. 5.27. Maximum changes the range of apparent power of some values of series 
resistance R = Ri

Natomiast dla pewnej określonej pulsacji a>2< fii przy zmieniającej się wartości rezystancji 

R moduł mocy S ma zakres jak na rys. 5.28.

Rys. 5.28. Zakres zmian mocy pozornej w funkcji R dla co = CO2

Fig. 5.28. Dependence of the range of apperent power changes on resistance R 
Of CO = CO2

Dla pulsacji, dla których występują zera reaktancji X(co), kształt maksymalnego zakresu 

mocy pozornej jest równoważny mocy czynnej P wydzielanej na rezystancji R w funkcji 

zmian jej wartości (rys. 5.29).
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Rys. 5.29. Maksymalny zakres zmian mocy dla pulsacji zer reaktancji X(co)

Fig. 5.29. Maximum changes of the range of power for the frequencies of the reactance 
X(co) zeros

|SG<B)I

I I II > I

Ql 0)0 £*2 CO

Rys. 5.30. Maksymalne zakresy zmian S, Um, Im w układzie D-RLC szeregowe 

Fig. 5.30. Maximum changes range of the S, Um, Im in series D-RLC circuit

Dla pulsacji co Bk odpowiadających biegunom reaktancji X(co) moc jest oczywiście równa 

zeru niezależnie od wartości rezystancji R.

Przykład 5.6

Niechaj impedancja Z w układzie z rys. 5.25 będzie szeregowym połączeniem elementów 

RLC. Równania (5.127) i (5.130) przyjmują wtedy postać:
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(coL-l/coC)2 = R „ -R 2 (5.131)

Dla warunku R < R0 (linia (a) na rys. 5.32) występują dwie pulsacje charakterystyczne Qi i 

□ 2. Maksymalne zakresy modułu mocy pozornej, napięcia i prądu na podstawie zależności 

(5.124), (5.125) i (5.126) mogą mieć kształty jak na rys. 5.30. Dla warunku R = Ro, równanie 

(5.131) posiada jedno rozwiązanie, którym jest częstotliwość rezonansowa (zera) ®o obwodu 

RLC, równa częstotliwości charakterystycznej fi.

Maksymalne zakresy modułów zmiennych zaciskowych mają kształt jak na rys. 5.31.

Rys. 5.31. Zakresy zmian S, Um, Im w układzie D-RLC szeregowe, dla R = R0 

Fig. 5.31. Changes rangę of the S, Um, Im in series D-RLC circuit for R = Ro



W przypadku gdy R < R0 (linia (c) na rys. 5.32) równanie nie ma rozwiązań, a zakresy 

zmian |S|, |Um|, |Im| mają kształt taki sam jak w przypadku poprzednim, nie osiągając jednak 

wartości maksymalnej Sm i Wraz ze zmianą R częstotliwości charakterystyczne fii i O2

wyznaczająna płaszczyźnie R-co linie o kształcie jak na rys. 5.32.

- 176 -

Rys. 5.32. Krzywa wyznaczona przez częstotliwości charakterystyczne przy 
zmianach R i cd

Fig. 5.32. The characteristic frequency dependence on R and co

Dla przykładowych wartości liczbowych: £  = 12 V, ^  = 0,02 A, L = 10 2 H, C = 106 F, 

częstotliwości charakterystyczne na osi £0 wynoszą: Qi= 1630 r/s, 0 - 2  = 61630 r/s, a 

częstotliwość rezonansowa ©o = 104 r/s.

6. PODSUMOWANIE I WNIOSKI KOŃCOWE

Wprowadzenie do elektrotechniki pojęcia elementów osobliwych ma dwa aspekty: teore

tyczny i praktyczny. W aspekcie teoretycznym są one konsekwencją przyjęcia idealnych 

modeli układów aktywnych o parametrach skupionych zawierających źródła sterowane, a 

także idealne rezystancje nieliniowe. Przyjęcie istnienia elementów osobliwych o dowolnych 

kształtach obszarów pracy pozwala na teoretyczne połączenia dowolnych rezystancyjnych 

dwójników aktywnych znosząc istniejące dotychczas w tym względzie zakazy. W ogólnym 

przypadku w wyniku takiego połączenia otrzyma się zawsze dwójnik, którego charakterystyką 

będzie pewien zbiór punktów (obszar) na płaszczyźnie u-i lub jego całkowity brak. 

W konsekwencji zbiór uogólnionych bezinercyjnych dwójników rezystancyjnych staje się 

zbiorem kompletnym i niesprzecznym wewnętrznie, gdyż teoretyczne utworzenie 

jakiejkolwiek sieci złożonej z jego elementów nie powoduje powstania dwójnika zastępczego 

o własnościach spoza tego zbioru. Przedstawione podejście do teorii bezinercyjnych 

obwodów aktywnych może być uważane za podsumowanie wieloletniego rozwoju tego działu 

elektrotechniki mając znaczenie zarówno porządkujące, jak i dydaktyczne.

W zastosowaniach praktycznych elementy osobliwe pozwalają uniezależnić analizę i 

syntezę obwodów aktywnych od konkretnych realizacji praktycznych źródeł sterowanych w 

postaci różnego rodzaju układów elektronicznych. Pozwala to w elastyczny sposób 

przystosowywać modele teoretyczne do konkretnych potrzeb praktycznych.

Zadanie łącznika tych dwóch dziedzin elektrotechniki spełniają kryteria realizowalności 

fizycznej uogólnionych bezinercyjnych dwójników osobliwych.

Charakterystyki (obszary na płaszczyźnie u-i) wszystkich tych elementów można podzielić, 

ze względu na ich kształt topologiczny, a tym samym podstawowe własności na trzy grupy: 

linie, obszary oraz izolowane punkty, co pokazano w tablicy 6.1.

Grupa pierwsza zawiera klasyczne dwójniki rezystancyjne liniowe i nieliniowe, w tym 

także aktywne. Ich cechą topologiczną jest to, że najbliższe otoczenie dowolnego punktu 

charakterystyki zawiera co najwyżej dwa punkty tej samej charakterystyki.

Druga grupa obejmuje dwójniki o charakterystykach będących pewnym ciągłym obszarem 

na płaszczyźnie u-i. Najbliższe otoczenie dowolnego punktu ich charakterystyki zawiera co 

najmniej dwa punkty tej charakterystyki aż do nieskończenie wielu (np. norator).
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Grupa trzecia - to dwójniki o charakterystykach będących izolowanymi punktami na 

płaszczyźnie u-i, a co zatem idzie ich najbliższe otoczenie nie zawiera żadnego punktu tej 

samej charakterystyki (np. nullator).

Tablica 6.1

Nr grupy Nazwa Kształt
Najbliższe otoczenie 
dowolnego punktu 

zawiera:

1 Linie
co najwyżej dwa punkty 
tej samej charakterystyki,

2 Obszary
®  l à  

w m
co najmniej dwa punkty 
tej samej charakterystyki,

3 Punkty
• zero punktów tej samej 

charakterystyki.

Aby określić możliwość fizycznej realizacji sieci zawierającej k uogólnionych 

bezinercyjnych dwójników osobliwych, należy rozpatrzyć zachowanie się zmiennych 

zaciskowych każdego dwójnika tej sieci w obwodzie utworzonym przez połączenie go z 

dwójnikiem zastępczym pozostałej części sieci, nazwanym DSk (rys. 6.1).

Dk

1

J

Rys. 6.1. Połączenie k-tego uogólnionego bezinercyjnego dwójnika osobliwego z pozostałą 
częścią sieci

Fig. 6.1. Connections of k-th generalized inertialess singular one-port with remaining part of 
a network

Problem sprowadza się do k-krotnego przeanalizowania prostego obwodu złożonego z dwu 

uogólnionych dwójników osobliwych DSk i Dk o określonych charakterystykach (obszarach 

pracy) względem wyróżnionych ich zacisków. Obszary te po nałożeniu na siebie wyznaczają
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wspólny obszar pracy Dp, a tym samym obszar współpracy dwójnika DPk z pozostałą częścią 

sieci. Jeżeli założy się, że charakterystyki dwójników DSk i Dk mogą posiadać wszystkie 

możliwe kształty obszarów pracy z trzech grup dwójników osobliwych , to otrzymane 

wspólne obszary pracy będą także miały kształty linii, obszarów lub izolowanych punktów. 

Aby obwód DSk-Dk mógł być realizowalny fizycznie, musi spełniać następujące warunki 

konieczne:

Warunek 6.1 (Istnienia)

Dwójniki DSk i Dk posiadają wspólny obszar pracy.

Warunek 6.2 (Jednoznaczności)

Para zmiennych zaciskowych (u, i) posiada jednoznaczne wartości, zatem wspólny obszar 

pracy DPk musi być pojedynczym punktem.

Warunek 6.3 (Wrażliwości)

Nieskończenie małe zmiany charakterystyk obu dwójników nie mogą zmienić 

jednoznaczności wartości pary zmiennych zaciskowych (u, i).

a) b) c)

D, Dik * 

/
\ Dp-Dk

Rys. 6.2. Przykłady wspólnych obszarów pracy dwójników DSk i Dk 

Fig. 6.2. Examples of common operating-regions for one-ports DSk and Dk

Na rys. 6.2a przedstawione są przykłady wspólnych obszarów pracy dwójników DSk i Dk, 

które spełniają tylko warunek 1, na rys. 6.2b spełniające warunki 1 i 2 oraz na rys. 6.2c 

spełniające wszystkie trzy warunki realizowalności fizycznej. Przykłady z rys. 6.2c 

wyczerpują wszystkie możliwe przypadki spełniające podane warunki, zatem na ich 

podstawie można sformułować twierdzenie:
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Twierdzenie 6.1

Aby obwód złożony z dwóch uogólnionych bezinercyjnych dwójników osobliwych mógł 

być realizowalny fizycznie, musi zawierać albo dwa dwójniki z grupy 1, albo jeden z grupy 2, 

a drugi z grupy 3 i tylko takie zestawy.

Jakkolwiek pewne pojedyncze dwójniki osobliwe jak i całe ich sieci mogą same nie być 

realizowalne fizycznie (w sensie podanym poprzednio), to jednak ich połączenia z 

odpowiednio dobranymi innymi uogólnionymi bezinercyjnymi dwójnikami osobliwymi są 

realizowalne i mogą być stosowane praktycznie, co uzasadnia budowanie teoretycznych 

modeli ich analizy i syntezy.

Dalsze rozwijanie teorii elektrycznych elementów osobliwych może być ukierunkowane na 

układy nieliniowe [CIO], [S9], szczególnie z zastosowaniem najbardziej podstawowych, 

jakimi są analogowe układy mnożące [T15, T16, T22]. Korzystne mogłoby być także 

wprowadzenie pojęcia inercyjnych elementów osobliwych odzwierciedlających oczywisty 

fakt, że wszystkie rzeczywiste układy aktywne posiadają własności zależne od częstotliwości 

przetwarzanych sygnałów.
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BEZINERCYJNE ELEMENTY OSOBLIWE JAKO MODELE 

ELEKTRYCZNYCH UKŁADÓW AKTYWNYCH

S t r e s z c z e n i e

Przedstawiona monografia zawiera rozwinięcie problemów związanych z zastosowaniem 

bezinercyjnych elementów osobliwych w teorii obwodów aktywnych. Pokazano także ich za

stosowanie jako dogodnych narzędzi do syntezy i budowy modeli rzeczywistych układów 

aktywnych. Pozwalają one uniezależnić się we wstępnym etapie projektowania od ciągle 

powstających nowych konstrukcji podstawowych przyrządów elektronicznych, takich jak: 

tranzystory nowych technologii, wzmacniacze operacyjne i transkonduktancyjne, wielo- 

wejściowe oraz konwejery prądowe różnego typu. W rozdziale 1 przedstawiono przegląd 

różnego rodzaju osobliwości występujących w idealnych układach aktywnych. Pokazano 

także rzeczywiste układy elektroniczne, których mogą być one modelami. W rozdziale 2 

wprowadzono pojęcia nullatorów i noratorów wielozaciskowych oraz analizę i syntezę 

układów liniowych zawierających te elementy osobliwe. Podano proste przykłady zastosowań 

do analizy i syntezy układów z aplikacją nowych rodzajów analogowych układów elektro

nicznych. W rozdziale 3 wprowadzono pojęcie dwójnika osobliwego o dowolnym obszarze 

pracy na płaszczyźnie prądowo-napięciowej, będącego uogólnionym dwójnikiem rezystan- 

cyjnym. Pokazano także analizę sieci złożonych z takich dwójników w ujęciu teorii zbiorów. 

W rozdziale 4 pokazano zastosowanie do praktycznych obliczeń sieci osobliwych analizy 

boolowskiej. Ma ona szczególnie zastosowanie do sieci zawierających dwójniki osobliwe 

ortogonalne o dowolnych granicach obszarów pracy, w tym także położonych w nieskończo

ności. Zastosowano ją opierając się na wprowadzonej przez autora teorii funkcji i formuł 

boolowskich zmiennej rzeczywistej. W rozdziale 5 pokazano zastosowanie dwójników 

osobliwych ortogonalnych o skończonych granicach obszarów pracy jako modeli rzeczy

wistych układów elektronicznych o ograniczonych wielkościach wyjściowych parametrów 

technicznych. Do formalizacji opisu sieci z nich złożonych zastosowano algebrę interwałów. 

Pokazano także własności prostych połączeń takich dwójników osobliwych z klasycznymi 

dwójnikami RLC. W rozdziale 6 przedstawiono ogólne kryteria fizycznej realizowalności 

sieci osobliwych. Dokonano tego na podstawie własności topologicznych kształtów obszarów 

pracy składowych dwójników osobliwych tych sieci.

INERTIALES S SINGULAR ELEMENTS AS MODELS OF ELECTRIC 

ACTIVE NETWORKS

S u m m a r y

The presented monograph deals with problems connected with the use of inertialess 

singular elements in active circuit theory. The way of their usage as he useful tools in the 

synthesis and design of active electronic devices has been also presented. They give a designer 

a sort of independence from non-stop emerging new elementary electronic devices such as 

new technology transistors, operational and transconductance multiterminal amplifiers or all 

types of conveyors. Chapter 1 is the review of different types of singularities met in ideal 

active circuits. The electronic devices that can be represented by models with such singular 

elements also have been shown. The ideas of multiterminal nullators and norators have been 

introduced in the chapter 2. The methods of analysis and synthesis of the circuits with such 

elements have been described. The simple examples of the use of the new electronic devices 

applications have been given. The idea of two-teminal singular network with arbitrary 

operating region in u-i plane has been introduced in chapter 3. Such a singular network has 

been treated as generalised resistance two-terminal network. The analysis o f the circuits 

consisting of such elements by means of set theory has been presented. In the chapter 4 the use 

of Boolean analysis for the analysis of singular networks has been shown. It is especially 

useful in the case of the networks with orthogonal singular elements with arbitrary limits of 

operating regions. Boundaries in infinity have been also taken into account. The Boolean 

analysis has been used by means of author’s own function and Boolean formulas theory of real 

variable. Chapter 5 deals with the use of orthogonal two-terminal singular networks with 

finite operating region bounds as the models of electronic devices with bounde output 

technical parameters. The interval algebra has been used to formalisation of the network 

consisting of such elements. The properties of simple connection of such singular two 

terminal network with classic RLC networks have been shown. In chapter 6 the general 

realizability criteria for singular networks have been presented. It has been done at the basis of 

topological properties o f the singular network operating regions shapes.



БЕЗЫНЕРЦИОННЫЕ АНОМАЛНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ КАК МОДЕЛИ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ АКТИВНЫХ ЦЕПЕЙ

Р е з юме

Д а н а я  м о н о г ра ф ия  с о д е р жа е т  развитие проблем свя заных  с п ри ме н е н ие м  б е з ыне рционны х  

а н о м а л ь н ы х  э л ем ен то в  в тео р ии  а ктивных цепей.  Пре дс та в ле но  т о ж е  пр и ме не ние  их как 

п од х о д я щ и х  о р у д е й  к  с интез у  и построении моделей  де й ст ви те л ьн ых  а к т и вн ых  цепей.  На  

вс т у п ит е ль но м  эт а пе  проектирования ,  д елают  они  в оз мо жн ым  стать н е з а ви си мы м  о т  постоянно 

с о з д ав а ю щ и х с я  н о в ы х  к о нструкцией  основных элек т р он ных  устройств ,  т а к и х  как 

т р ан з ис т о р ы н о в ы х  технолог ий ,  операционные,  т ра н ск он ду кт и вн ые  и многовходные 

у с илит е ли ,  а  т а к ж е  к о нв е е р ы  разного типа.  В первой главе предст авлен  обз ор  разного типа  

а н ом ал ие й  к от ор ы е  в ы с т у п ы в а ю т  в идеальных активных  цепях.  П о ка з ан о  т о ж е  действительные 

э л ек т р о нн ые  устройст ва ,  к от о рых  моделями они мо лу т  быть.  В о  второй  главе  введено  понятие 

м н о г о з а ж и м н ы х  н ул ят о р ов  и нораторов,  а  т а кж е  анализ  и синт е з  л и н ей н ых  цепей 

с о д е р ж а ю щ и х  эти  а н о м а л ьн ые  элементы.  Приведе но  п рямые  п р и м е р ы  приме не ния  их к 

а нализ у  и  си нт е з у  ц епе й  с  э л ек тр он ным и устройствами н овых  типов.  В т р ет ье й  главе  введено 

п оня т ие  а н о м ал ь но в о  д в у х по л юс н и к а  имеющег о  п роиз вольные  обл ас т и  р аб о т ы на  токово

н а п р я ж е н н ой  пласкости ,  а  к от орый  будет  о б о б ще н ы м  р ез и ст и вн ым  дв ухполюсником.  

Пр е д с та в л е н о  т о ж е  а на лиз  цепей составленных с этих  д в у хп ол ю с ни ко в  п ри  п о мо щи  теори 

мн оже с тв .  В  ч е т ве р т о й  глав е  представлено приме не ние  булевог о  а н а л из а  к практическому 

р е ш е н и ю  а н о м а л ь н ы х  цепей.  И м ее т  она особе нное  п риме не ние  к  ц еп ям  с о д е ржа ющи м 

о р т о г о н а л ь ны е  а н о м а л ь н ы е  д в у хполюс ники  о произвольных  п ре д е л ах  обл ас т и  работы,  в том 

т а к ж е  н а х о д я щ и х с я  в  бес коне чности .  Применено  ее  опираясь  на  т е о р и  б у ле в ы х  функций и 

ф ор му л  д е й с т ви т е л ь н ой  переменной ,  введеных автором.  В пятой  главе  п ока з а но  применение  

о р т о г о н а л н ы х  а н о м а л ь н ы х  двух по л юс ник о в  о к онечных  пределах  обл ас т и  работ ы,  как  моделей 

д е й с т в и т е л ь н ы х  э л е к т р о н н ы х  устройств  с огра нич енными с т о и мо ст я ми  в ы х о д н ы х  технических 

параметров .  К  о п и с а н и ю  сос т а вл ен ых  с них цепей п риме не но  алге бру  интервалов.  Показано 

т а к ж е  с в о йс т в а  п р я м ы х  а н о м а ль ны х  двухполюсников  с кл ас с ич е с к ими  д в у хп о лю сн и ка ми  Ш Х .  

В  ш е с т о й  г л ав е  п р ед ст ав л ен о  о б щ ие  критерии физ ык ал ьно го  о с у ще с т в ле ни я  а номальных 

цепей.  С о в е р ш е н о  э т о  о пира яс ь  на  топологических  свойствах  р а б о ч и х  о бласт ей  составных 

д в у х п о л ю с н и к о в  э т и х  цепей.




