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1. CEL, TEZA | ZAKRES PRACY

Metoda brzegowych réwnan catkowych (metoda elementéw brzegowych) nalezy do
najbardziej efektywnych i doktadnych metod przyblizonego rozwiazywania zagadnien
brzegowych i brzegowo-poczatkowych - w tym modelowania ustalonej i nieustalonej dyfuzji
ciepla. W literaturze opisano kilka sposobow wykorzystania MEB do obliczen
niestacjonarnych p6l temperatury, a w szczegolnosci
- | schemat metody elementow brzegowych,

- Il schemat metody elementéw brzegowych,
- MEB z wykorzystaniem wielokrotnej zasady wzajemnosci,
v—kombinowany wariant metody elementow brzegowych (BEM using discretization in time).

I i Il schemat MEB oméwiono (w formie bardzo skondensowanej) w znanych ksigzkach
C.A.Brebbii, J.C.F.Tellesa i L.C.Wr6bla ,Boundary Element Techniques” [1] oraz
P.K.Banerjee’go i R.Batterfielda ,,Boundary Element Methods in Engineering Science” [2],
wiecej informacji o tych wariantach metody mozna znalez¢ w monografii E.Majchrzak [3]
i w rozdziale VII ksigzki B.Mochnackiego i J.S.Suchego [4].

Metoda elementéw brzegowych z wykorzystaniem wielokrotnej zasady wzajemnosci
rozwijana jest przez A.J.Nowaka i L.C.Wrbbla, omoéwieniu aspektow teoretycznych i
praktycznych tej odmiany MEB pos$wiecona jest miedzy innymi monografia A.J. Nowaka [5].

W ramach niniejszej pracy prowadzono badania nad wykorzystaniem ostatniego z
wymienionych wariantéw MEB, czyli metody kombinowanej w problemach zwigzanych z
szeroko rozumiang termodynamika proceséw odlewniczych. Tworcami metody kombinowanej
byli D.A.S.Curran, M.Cross i B.A.Lewis [6], praca ta byta skrétowo omoéwiona w cytowanej
juz ksigzce [1]. W 1989 roku W.Sichert wykonat pod kierunkiem prof. Kuhna (Erlangen,
Niemcy) prace doktorska [7], ktdrej czes¢ poswiecit wybranym aspektom zastosowar metody
kombinowanej, natomiast w roku 1997 na Politechnice Czestochowskiej zostata obroniona
praca doktorska E.Ladygi ,.Zastosowanie metody elementow brzegowych z dyskretyzacjg
czasu do'modelowania nieustalonej dyfuzji” [8] (promotor: E.Majchrzak).

Zamiarem autora niniejszej monografii byta adaptacja metody kombinowanej do
modelowania problemoéw krzepniecia metali i stopéw, a wiec zadar z ruchomymi granicami
i Zrodtowymi polami temperatury, innymi stowy udowodnienie tezy o przydatnosci tej
metody w rozwigzywaniu szerokiej klasy zagadnien termodynamiki procesow
odlewniczych i metalurgii.

W zakresie podstaw metody kombinowanej udato sie opracowac jej algorytm dla obszarow
sferycznych oraz algorytmy wykorzystujace koncepcje sztucznego zrdédta, ktdra pozwolita
wykorzysta¢ podstawowy wariant metody do obliczeri nieustalonego przeptywu ciepta w
obszarach sferycznych i walcowych. Przedstawiono réwniez sposob #aczenia metody
kombinowanej z Il schematem MEB, ktéry moze by¢ wykorzystany w przypadku obszar6w



niejednorodnych (np. uktad odlew-forma), a najbardziej istotng zaletg takiego podejscia jest
fakt, ze dyskretyzacja wnetrza wymagana jest tylko dla obszaru ,,wazniejszego” , np. odlewu,
natomiast okazuje sie ona zbedna dla obszaru ,,peryferyjnego”, np. formy odlewniczej. Inng
ilustracjg mozliwosci konstrukcji algorytmow hybrydowych, ktorych jednym z elementdw jest
metoda kombinowana, moze by¢ podany w pracy przykfad symulacji krzepniecia kompozytu
odlewanego z czastkami (potaczono tu metode kombinowang z metodg elementdw
skoriczonych).

Modele numeryczne krzepniecia metali i stopdw wedtug klasyfikacji zaproponowanej przez
Stefanescu [9] dzielg sie na modele makroskopowe (I generacji) i modele mikro/makro (Il
generacji). W pracy rozwazano zarowno modele I, jak i Il generacji.

Modele makroskopowe polegaja, ogdlnie rzecz biorac, na przyjeciu a’priori pewnej
hipotezy dotyczacej zaleznosci lokalnego i chwilowego udziatu fazy statej w krzepnacym
odlewie od temperatury. Drogg formalnych przeksztalceh opis matematyczny procesu
krzepniecia sprowadza sie do réwnania dyfuzji ciepta dla obszaréw jednorodnych, w ktdrym
pojawia sie parametr termofizyczny nazywany zastepcza pojemnoscig cieplng [10]. Réwnanie
to jest silnie nieliniowe, w szczego6lnosci zastepcza pojemno$¢ zmienia sie w bardzo szerokim
zakresie. Poniewaz metode elementow brzegowych, w tym réwniez metode kombinowana,
mozna stosowac do rozwigzywania zadan opisanych réwnaniami, w ktoérych nieliniowosci
moga wystepowac jedynie w sktadniku zrédtowym, wiec bazowy algorytm MEB nalezy
uzupetni¢ dodatkowymi procedurami linearyzujacymi (na etapie obliczern numerycznych)
model matematyczny krzepniecia [11, 12]. Autor przetestowat zaréwno efekty polaczenia
metody kombinowanej z opisanymi w literaturze procedurami modelowania krzepniecia i
stygniecia, jak rowniez przedstawit pewne wkasne rozwigzania dotyczace tych zagadnien.

Przedmiotem zainteresowar autora byly takze modele Il generacji. Cechg charaktery-
styczng tych modeli jest uwzglednienie praw zarodkowania i wzrostu przy konstrukcji funkcji
opisujacej chwilowy i lokalny udziat fazy statej w krzepnacym odlewie. Tak wiec modele
drugiej generacji dotycza nie tyle krzepniecia, co krystalizacji. Podstawowe réwnianie dyfuzji
jest w takim przypadku réwnaniem dla pél Zrédtowych, przy czym wydajnosé funkcji zrodta
wynika bezposrednio z wymienionych wyzej praw dotyczacych przebiegu procesu
krystalizacji. Modele mikro/makro analizowane w niniejszej monografii bazujg na opisie
krystalizacji prezentowanym w publikacjach Longi, Frasia, Kapturkiewicza, Majchrzak i
innych, szczegétowy wykaz tych prac przedstawiono w rozdziale 7. W rozdziale tym
omoéwiono algorytmy symulujgce zaréwno Krystalizacje czystych metali, jak i typowych
stopow.

Monografia sktada sie z 8 rozdziatow. Rozdziat 2 stanowi wprowadzenie do problematyki
wykorzystania metody kombinowanej w modelowaniu nieustalonej dyfuzji. W rozdziale 3
przedstawiono podstawy teoretyczne metody kombinowanej (modele ID, 2D i 3D) i z
wyjatkiem przyktadu zamieszczonego w jego koncowej czesci zawiera informacje dostepne
w literaturze, przy czym autor podjat probe pewnego uogdlnienia i ujednolicenia opisu
algorytmu numerycznego tej metody. W rozdziatach 4 t 5 zaprezentowano wyniki badan
wiasnych, a w szczegolnosci sposdb wykorzystania podstawowego algorytmu metody do
obliczen dyfuzji ciepta w obszarach walcowych i sferycznych oraz oryginalny algorytm
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metody kombinowanej dla obszaréw kulistych. Problemom wykorzystania metody
kombinowanej do modelowania proceséw cieplnych w szeroko rozumianym ukfadzie odlew-
forma-otoczenie poSwiecone sg rozdziaty 6 i 7, przy czym pierwszy z nich zawiera informacje
dotyczace modeli makroskopowych, a drugi modeli mikro/makro. Rozdziat ostatni (6smy)
stanowi podsumowanie pracy i zawiera wnioski kofAcowe. Wykaz literatury zamieszczono
bezpo$rednio po kazdym rozdziale (w kolejnosci cytowania) i zebrano w nim prace dotyczace
zagadnien prezentowanych w tym wiasnie rozdziale (niektdre pozycje powtarzajg sie w kilku
rozdziatach).

Celem niniejszej pracy bylo zbadanie aspektéw teoretycznych i praktycznych zwigzanych
z wykorzystaniem metody kombinowanej do modelowania typowych probleméw termo-
dynamiki procesdw odlewniczych. Zdaniem autora ten wariant metody elementow
brzegowych, ktdry z formalnego punktu widzenia jest istotnie prostszy od innych jej odmian,
w pelni potwierdzit swojg przydatno$¢ w obliczeniach cieplnych zwigzanych z krzepnigciem
metali i stopdw. Metoda kombinowana charakteryzuje sie wszystkimi znanymi zaletami
innych odmian metody element6w brzegowych, a liczne przyktady testujace pokazaty jej duzg
doktadnos¢ i efektywnosg.

Literatura do rozdziatu 1

1 C.A.Brebbia, J.C.F.Telles, L.C.Wrdbel, Boundary element techniques,
Springer—Verlag, Berlin 1984.
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4, B.Mochnacki, J.S.Suchy, Numerical methods in computations of foundry processes,
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5. A.J.Nowak, Metoda elementéw brzegowych z zastosowaniem wielokrotnej zasady
wzajemnosci, Z.N. Pol. Slaskiej, Energetyka, 116, 1993.

6. D.A.S Curan, M.Cross, B.A.Lewis, Solution of parabolic differential équations by
the boundary element method using discrétisation in Time, Appl. Math. Modelling,
No 4, 1980, 398-400.

7. W.Sichert, Berechnung von instationaren thermischen Problemen mittels der
Randelementmethode, Dissertation, Erlangen 1989.



10.

11.

12.

13.

10

E.tadyga, Zastosowanie metody elementéw brzegowych z dyskretyzacjg czasu do
modelowania nieustalonej dyfuzji, Praca doktorska, Czestochowa 1997.

D.M.Stefanescu, Critical review of the second generation of solidification models for
sastings; Macro transport - transformation Kinetics codes, Modelling of Casting,
Welding and Advanced Solidification Processes VI, Edited by T.S.Piwonka, V. Voller,
L.Katgerman, The Minerals, Metals & Materials Society, 1993, 3-20.

B.Mochnacki, J.S.Suchy, Modelowanie i symulacja krzepniecia odlewéw, PWN,
Warszawa 1993.

E.Majchrzak, B.Mochnacki, Application of the BEM in the thermal theory of
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2. ROWNANIE DYFUZJI, METODA ODCHYLEK WAZONYCH

2.1. Wstep

Z matematycznego punktu widzenia typowe zagadnienia termodynamiki procesow
odlewniczych nalezag do grupy zadari brzegowo-poczatkowych z ruchomymi granicami
(moving boundary problems). Opis matematyczny takiego zadania sprowadza sie do rdwnania
lub uktadu réwnan rozniczkowych o pochodnych czastkowych uzupetnionych warunkami
jednoznacznosci  (brzegowymi, poczatkowymi, geometrycznymi i fizycznymi). Jezeli
analizujemy przeptyw ciepta w szeroko rozumianym uktadzie odlew - forma - otoczenie, to
baza do opisu procesu sg rownania dyfuzji dla pol zrodtowych lub bezzrddtowych, natomiast
warunki zadane na ruchomych lub nieruchomych brzegach wynikajg z rozpatrywanej
technologii oraz materiatu, z jakiego wytwarzany jest odlew. Warunki poczatkowe okreslajg
pole temperatury w uktadzie w chwili przyjetej jako f=0, geometryczne - ksztalt rozpatry-
wanego ukfadu, a fizyczne sg zbiorem parametréw termofizycznych materiatu odlewu i
podobszaréw formy.

W pierwszej czesci niniejszego rozdziatu przedstawione zostang rdzne postacie rownania
dyfuzji oraz typowe warunki brzegowe, jakie wystepujg w problemach przewodzenia ciepta.
W drugiej jego czesci sformutowane zostanie kryterium metody odchytek wazonych bedace
podstawa do konstrukcji algorytmu metody brzegowych réwnan catkowych, w tym oczywiscie
metody kombinowanej. Kryterium MOW pozwala przeksztatci¢ wyjsciowy opis matematyczny
rozwazanego zadania brzegowo-poczatkowego do réwnania catkowego, nazywanego w pracy
rownaniem metody elementéw brzegowych.

2.2. Roéwnanie dyfuzji

Kondukcyjny przeptyw ciepta w osrodku izobarycznym i izotropowym U ze Zrodtami
wewnetrznymi o wydajnosci gv [W/m3 opisuje nastepujace réwnanie rézniczkowe

xeQ : ¢(T) = div[A(r)gradT(™ ] +qv(x 1) (2.1)

gdzie c jest wiasciwg pojemnoscig cieplng odniesiong do jednostki objetosci, X -
wspotczynnikem przewodzenia ciepta, T, X, t oznaczajg temperature, wsp6trzedne
geometryczne i czas. ROwnanie (2.1) jest szczegdlnym przypadkiem réwnania energii [1]

c(T) it +uegrad T(x, t)  div[A(r)gradr(oc, r)]
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HAK( ) + e 2N+ u-gradi2(x, ) 2.2)

gdzie u jest polem predkosci, p - ciSnieniem. Rownanie (2.2) jest jednym z najbardziej
ogolnych praw termokinetyki i nazywane jest rdwnaniem Fouriera-Kirchhoffa.

Na brzegu zewnetrznym T obszaru U (zatozono, ze r =r,u r 2u r 3- por. rys. 2.1) zadaje
sie warunki brzegowe determinujace przeptyw ciepta miedzy obszarem fi a otoczeniem. W
zaleznodci od ich postaci nazywane sg one warunkami I, 1l i Ill rodzaju (Dirichleta,
Neumanna i Robina).

Rys. 2.1. Obszar fi
Fig. 2.1. Domain fi

Jezeli na fragmencie F, zadana jest bezposrednio temperatura brzegowa, tzn.

*el\ 1 T(x, t) = Th(x, t) 2.3)

to méwimy o warunku brzegowym | rodzaju. Warunek brzegowy Il rodzaju dotyczy
przypadku,gdy okreslony jest strumien ciepta normalny do brzegu w punktach x £ r 2, czyli

xer2: -k dTg](’ f) =qb(x, t) (2.4)

gdzie n jest wersorem normalnym do brzegu, gb- zadanym strumieniem ciepta.
Warunek brzegowy Robina wynika z ciggtosci strumienia ciepta doptywajacego z wnetrza
ciata do brzegu obszaru i oddawanego do otoczenia

xeT3: -X 3r8:’ =a[T(x, t) -T~] (2.5)

gdzie a [W/m2K] jest wspotczynnikiem wymiany ciepta miedzy powierzchnig ciata a
otoczeniem (uwzglednia sie przy tym z reguly skfadowg konwekcyjng i promienistg
wspodtczynnika a [2]), natomiast T°° jest temperaturg otoczenia.
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Jezeli rozwaza sie obszary niejednorodne (rys. 2.2), to warunki na powierzchniach
zewnetrznych nalezy uzupehni¢ warunkiem na powierzchni kontaktu (warunkiem 1V rodzaju)

dT7x, t)  Tx(x, 1)-T2(x, t) _ dT2(x, t)

xerd: -Aj -A (2.6)
dn R(x, t)

" dn

gdzie R jest oporem cieplnym na styku podobszaréw (np. szczelina gazowa, warstwa
smarujgca itp.).

W przypadku kontaktu idealnego, tzn. R=0, musi by¢ rowniez spetniony warunek TX=T2
i wowczas

xerd: dn dn (2.7)

Ti (x, t) =T2(x, t)

Tak wiec dla R=0 pole temperatury w obszarze niejednorodnym jest funkcja ciagta.

Rys. 2.2. Obszary fi, i fi2
Fig. 2.2. Domains fi, and fi2

W zadaniach dotyczacych nieustalonego przeptywu ciepta nalezy rowniez sformutowac
warunek poczatkowy opisujacy pole temperatury w chwili t—0:

t =0: T(x, 0) =T0(x) (2.8)

Jak wspomniano we wstepie, model matematyczny krzepniecia bazuje na réwnaniu energii
dla pol Zrodtowych. Przejscie od stanu cieklego w stan staty wigze sie z wydzieleniem
utajonego ciepta przemiany (ciepta krzepnigcia). W termodynamice procesdéw odlewniczych
sktadnik qv nazywany jest funkcjg zrodta (por. [3, 4, 5, 6, 7]). SzczegGty dotyczace sposobu
definiowania i obliczania chwilowych i lokalnych wartosci qv zostang omoéwione w
rozdziatach 6 i 7 niniejszej pracy.

Pewnym ,odejsciem” od opisu standardowego jest model matematyczny krzepniecia
czystych metali i stopow eutektycznych (w ujeciu makroskopowym). Proces ten opisuje sie
uktadem rownan dyfuzji dla cieklej i zakrzeptej czesci odlewu oraz podobszarow formy
odlewniczej. Réwnania te dotycza bezzrédtowych pdl temperatury. Na ruchomej granicy ciecz
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- ciato state wydziela sie utajone ciepto krzepnigecia. Wynikajacy z bilansu energii oraz
réwnosci temperatur cieczy i ciata statego warunek brzegowy na tej powierzchni nazywany
jest w literaturze warunkiem Stefana (np. [8, 9, 10, 11, 12, 13])

dT{(x, t) i 3T2(x, 1)
1 A 2 a = LVWn
X =TL (04 X (2.9)

T, 1) = T2(x, t) = Tk

gdzie wskazniki 1 i 2 dotyczg fazy cieklej i statej odpowiednio, Lv jest utajonym cieptem
krzepniecia odniesionym do jednostki objetosci, w,, - predkoscia przyrostu fazy statej w
punkcie x w kierunku normalnym do powierzchni rozdziatu faz, Tk - temperaturg krzepniecia.

Z formalnego punktu widzenia sformutowanie mniej lub bardziej ztozonego modelu dyfuzji
ciepta w uktadzie odlew - forma nie jest zadaniem trudnym, trudnosci pojawiajg sie dopiero
na etapie rozwigzywania zadania. Mozliwosci analizy matematycznej sg tutaj dos¢ ubogie
i zapewniajg sukces jedynie w przypadkach obszaréw o bardzo prostej geometrii, materiatdw
o statych, niezaleznych od wspétrzednych i czasu (lub bezposrednio od temperatury)
parametrach termofizycznych oraz najprostszych warunkéw brzegowo-poczatkowych.
Ogromna wiekszo$¢ z opisanych w literaturze rozwigzan (por. [13, 14]) dotyczy klasycznego
zadania Stefana, a wiec krzepniecia w statej temperaturze. Rozwigzania te majg oczywiscie
pewne znaczenie praktyczne, ale nawet ,skromne” proby skomplikowania opisu, np.
wprowadzenie niejednorodnego warunku poczatkowego w obszarze odlewu traktowanego jako
polprzestrzen, prowadza do niezwykle skomplikowanych sposobéw rozwigzywania tego w
sumie bardzo uproszczonego i dalekiego od warunkdw rzeczywistych problemu [15].

Tak wiec jedynym efektywnym narzedziem analizy procesow przeptywu ciepta w
»realnych” odlewach okazaty sie¢ metody numeryczne. Badania nad metodami przyblizonego
rozwigzywania zagadnien brzegowych i brzegowo-poczatkowych prowadzone byty od dawna,
ale szczegolnie intensywny rozwoj tych metod rozpoczat sie w latach 70, co niewatpliwie
wigzato sie z coraz powszechniejszym wykorzystaniem komputerdw w praktyce inzynierskiej.
Najwiekszg popularno$¢ w dziedzinie modelowania proceséw odlewniczych zyskaty sobie
metoda réznic skoriczonych (MRS) i metoda elementéw skoriczonych (MES). Wszystkie,
obecnie dostepne na rynku programy narzedziowe wspomagajace projektowanie technologii
odlewniczych (a jest ich kilkadziesigt [16]) opracowano wykorzystujgc algorytmy MRS lub
MES. Metoda brzegowych rownan catkowych nie jest tak popularna jak metody wymienione
poprzednio, chociaz posiada wiele niezaprzeczalnych zalet i moze by¢ bardzo efektywnym
narzedziem w modelowaniu przeptywu ciepta, wtym réwniez zadan termodynamiki proceséw
odlewniczych. Od poczatku lat 80 MEB jest przedmiotem prowadzonych bardzo intensywnie
badan naukowych, wiekszos$¢ z nich dotyczy jednak aplikacji w zakresie szeroko rozumianej
mechaniki,.zimnej *’. Wykorzystanie MEB do przyblizonego rozwigzywania zadan przeptywu
ciepla i masy nie jest wprawdzie traktowane marginesowo, ale problemami tymi, a w
szczegOInosci stanami nieustalonymi zajmuje sie stosunkowo niewielu badaczy. Nalezy w tym
miejscu podkresli¢ duzy i uznany w Swiecie wkiad polskich naukowcdéw do rozwoju tej gatezi
zastosowan MEB  (R.Bialecki, E.Majchrzak, B.Mochnacki, A.Nowak), przy czym
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bezposrednim wykorzystaniem metody do symulacji przeptywu ciepta w uktadzie odlew-forma
zajmujg sie w Polsce E.Majchrzak i B.Mochnacki.

Omowiony pokrdtce w pierwszej czesci niniejszego podrozdziatu opis matematyczny
nieustalonej dyfuzji ciepta nie jest jedynym mozliwym opisem tego procesu. Jego modyfikacje
(wykorzystywane réwniez w niniejszej monografii) wynikajg z wprowadzenia w miejsce
temperatury parametru kalorycznego nazywanego entalpig fizyczng badz tzw. funkcji
Kirchhoffa.

Entalpie fizyczng odniesiong do jednostki objetosci definiujemy jako

H(T) = |c(n) d[i (2-10)
gdzie To*jest dowolnie przyjetym poziomem odniesienia (np. Tod=G). Gdy c jest stale, to

H(T )—c(T—Tad). Dla czystych metali i stopéw eutektycznych krzepnacych w statej
temperaturze entalpia fizyczna nie jest funkcja ciggta:

T
Hety =fc(n)dn + Lyt (2.11)
gdzie
(0, T < Tkr
TI(D = (212)
11. T*Tk

Powyzszg definicje mozna uogolni¢ na przypadek n ,,ostrych” frontow krzepniecia [17, 18].
Funkcje Kirchhoffa okresla nastepujgce rdwnanie
T
U(T) =f Mn)dn (2.13)

Wynika stad, ze \(T)-dU(T)/dT. Funkcja ta linearyzuje prawg strong réwnania energii,
poniewaz wyrazenie div(\ grad7) sprowadza sie do div(gradt/)> stad tez podstawienie
Kirchhoffa jest funkcjg bardzo przydatng w przypadku obliczen ustalonych pdl temperatury.
Podstawienie to rdwniez mozna wykorzystaC w przypadku zadan dotyczacych standw
nieustalonych [19], w tym probleméw krzepniecia [m.in. 20]. Przeksztatcenie réwnania
dyfuzji do konwencji Kirchhoffa polega na wprowadzeniu do opisu przeptywu ciepta funkcji
bedacej pochodng entalpii wzgledem U. Mozna wykazac, ze funkcja taka jest jednoznacznie
okreslona, co wynika z faktu, ze zaréwno H(T), jak i U (T) sg $cisle monotoniczne
(rosnace), czyli istnieje funkcja H =H(U).

SzczegOty dotyczace wykorzystania entalpii fizycznej i funkcji Kirchhoffa w modelowaniu
krzepniecia i stygniecia zostang przedstawione w rozdziale 6.
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2.3. Metoda odchytek wazonych

Oznaczmy przez R réznice miedzy prawa i lewg strong réwnania rozniczkowego. Jezeli
przyktadowo rozpatrujemy jednowymiarowe liniowe réwnanie paraboliczne

xeQ : 1 — Q0O = (2.14)
a dt gx2
gdzie a=\/c, to
R = d2T(x, t) _ 1dT(x, f) ~ 15)
dx2 ‘a dt

Jezeli T (x, t) jest rozwigzaniem doktadnym rozpatrywanego zadania brzegowo-poczat-
kowego, to oczywiscie /?=0, natomiast jesli T (x, t) jest rozwigzaniem przyblizonym, to
RA0O. Kryterium metody odchytek wazonych (weighted residual method) sprowadza sie do
postulatu

/1

gdzie [0, tF] jest analizowanym przedzialem czasu, natomiast w - funkcjg wagi.
W przypadku zadah ustalonych kryterium (2.16) sprowadza si¢ do prostszego, a
mianowicie

f RwdQ =0 (2.17)
n

przy czym R odpowiada réznicy miedzy prawg i lewg strong réwnania eliptycznego. Nalezy
w tym miejscu podkresli¢, ze omawiany w niniejszej pracy wariant metody brzegowych
rownan catkowych bazuje na uproszczonej postaci kryterium MOW, poniewaz jego
zastosowanie poprzedza aproksymacja pochodnej temperatury wzgledem czasu odpowiednim
ilorazem ro6znicowym. Tak wiec opisana w pracy metoda jest,z formalnego punktu widzenia,
istotnie  prostszaniz inne przedstawiane w literaturze warianty MEB dla zagadnier
nieustalonej dyfuzji.
Do rozwazah wprowadzamy siatke czasu zdefiniowang nastepujaco
0 =t° <tl<.<tf-' <t?<tf*l< .. <tF<*® (2.18)
0 kroku At=tf+ -tf, ktdry z reguty przyjmuje sie jako staly.
W wariancie najprostszym réwnanie rézniczkowe dyfuzji ciepta na odcinku [tf, ?/+1]
zastepuje sie rownaniem [21, 22]
R _ d2T(x,t'") 1 T{x, tf")-T(x, tf) (219)
dx2 a Ar
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Nalezy w tym miejscu podkreslié, ze rozktad funkcji T (x, tf) jest znany badz z warunku
poczatkowego, badz z wyznaczonego w poprzednim kroku obliczen warunku pseudopo-
czatkowego, natomiast poszukiwane jest rozwigzanie T (x, t/H) zalezne bezposrednio od
zmiennej przestrzennej, stad tez (o czym wspomniano poprzednio) defekt R nie zalezy od
czasu i kryterium MOW wymaga catkowania jedynie po obszarze geometrycznym. Tak wiec
kryterium metody odchytek wazonych przyjmuje postaé

3 T(x'f - —  T(x, f/Hl) +—
/ (dt ¥ aAt ( ) aA

tT(x, tf) T"({,,x)dx=0 (2-20)
gdzie [0, L] sa granicami jednowymiarowego obszaru Q (ptyty). Cecha charakterystyczng
metody elementéw brzegowych jest to, ze funkcje wagi stanowi tzw. rozwigzanie
fundamentalne (podstawowe) T * (£, x) spetniajace nastepujgce rownanie rdzniczkowe

d2T'U, X) _ r*(5, X) = _6(5l *) (2.21)
dx2 aAf

gdzie <5(E, x) jest funkcja delta Diraca. W ostatnich dwdch réwnaniach £6(0, L) jest tzw.
punktem obserwacji (punktem, w ktérym przytozono skupione Zrddio ciepta) [23, 24],
natomiast x biezagcym punktem z obszaru [0, L], Dla rozwazanego problemu brzegowo-
poczatkowego rozwigzanie podstawowe wyraza sie przez funkcje wyktadniczg [21]

*
T'(4, %) yJahtgen I g1 (2.22)
aAr
z kolei
tle>x) = _xar»,x) = Asgn(s-g) exp \x~I\ (2.23)
dx 2

gdzie sgn(x—£) jest funkcjg znaku (por. rozdziat 3).
Kryterium metody odchytek wazonych mozna przekszatci¢ do postaci

=g\, X)T(x, fHD--Lr*(£, X)qf{x, r*D]' 1

9217023 1 Lug ) T(x, t*dx + — [T(x, tH)T{l, x)dx =0
aAt ! aAti
(2.24)

Wykorzystujac wiasnos¢ rozwigzania fundamentalnego mamy

1g-Cl, X)T(x, r/HD)-|r* (S, x)g(x, t'*1
X )T( ) |A ( Le[¢ )X:0
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L

f6(5, X )T(x, j/*Dax + — fT(x, t')T*U, x)dx =0 (2.25)
0 aAti

czyli

[?*(5, X)I(x, fAD)-ir-(5, x)*(x, r*))
L (2.26)

- Ta, t/H) +-L[T(x, i/)r'(5, X)dx =o
aAti

Po wstawieniu granic i uporzadkowaniu otrzymuje sie

7X5, f/H) + | 1 *(5* H) - 4 7HS> °)9(. f1HI)
(2.27)
V L)T(L 740, r*1) + -1- [T *
V (S, v A 50740 D+ i T, )dx
Biorgc £ -* 0+ oraz £ -» L~ dochodzimy do ukfadu réwnan
e (0,0) -fr=(0, L) <70, f/H1)
A 0) \At'(L,L) q(L, tf")
(2.28)

L

-X (°+0)-1 \ﬂq‘{O\L) T(O, tfti) T(x, Tf)T'(0, x)dx

aAtb

. L
-{<?*(£% 0) «-bT(L, %ew)., __ [rix, tH)T (L, x)dx
aAti ’ '

Dla ustalenia uwagi zatdzmy, ze na lewym brzegu plyty zadany jest warunek Il rodzaju:
%(0, t)=gb, natomiast na prawym warunek | rodzaju T(L, t)=Tb. W takim przypadku
niewiadomymi w ukladzie réwnan (2.28) sg temperatura T(0, tfH) oraz strumien ciepta
q(L, tf+). Po ich wyznaczeniu temperatury w punktach wewnetrznych £6 (0, L) obliczamy
wykorzystujac réwnanie

W, f+1) = |#*(5, L)Th-+xq'{5, 0)r (0, t*") +
(2.29)
- )}/0\7” (£, Lg(L, tf*) +ir=* (5;‘0)’\ + _fIIA(J T(x, tf)T'(E,, x)dx
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Catki z iloczyndw 7"**(£, x) T(x, tf) oblicza sie metodami numerycznymi (por. rozdziat 3).
Otrzymane rozwigzanie T(x, tfH) stanowi warunek pseudopoczatkowy dla kolejnego kroku
obliczen.

Przedstawiony powyzej przyktad pokazuje jeszcze jedng istotng ceche metody brzegowych
réwnan catkowych. W pierwszym etapie obliczer wyznacza si¢ brakujgce wartosci brzegowe,
adopiero w drugim na ich podstawie wartosci temperatur w weztach wewnetrznych obszaru.
Uklad rozwigzujacy zwigzany jest jedynie z weztami potozonymi na brzegu obszaru, co
powoduje, ze liczba niewiadomych jest istotnie mniejsza niz w przypadku metody elementow
skonczonych czy tez metody rdznic skoriczonych w schemacie niejawnym. Temperatury
wewnetrzne wylicza sie ze wzoru (2.29) niezaleznie od siebie w dowolnej liczbie punktow
z obszaru fi.

Inne warianty wykorzystania metody elementéw brzegowych do obliczeri nieustalonej
dyfuzji ciepta, a w szczegélnosci | i Il schemat MEB przedstawiony szczegétowo w
monografii E.Majchrzak [25], ksigzce B.Mochnackiego i J.S.Suchego [26] oraz w pracy
doktorskiej ~A.Piaseckiej [27] prowadza do bardziej rozbudowanych algorytméw
numerycznych, co wigze sie przede wszystkim z koniecznoscig catkowania kryterium MOW
zaréwno po czasie, jak i obszarze fi.
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3. PODSTAWY TEORETYCZNE METODY KOMBINOWANEJ

3.1. Sformutowanie zadania, dyskretyzacja, metoda odchytek wazonych

Rozpatrywaé bedziemy problem brzegowo-poczatkowy dotyczacy nieustalonej dyfuzji
ciepta w obszarach zorientowanych w prostokagtnym ukiadzie wspbtrzednych opisany
nastepujacym uktadem réwnan i warunkéw

-3T((‘j)t(’ =aVaT(x, t) +5 Acbn
xel, T(x, 0 =Th(x, t)

CAT(x, t) S 3.1)
xel, -A AT}:l)él’ N =a[Tx, () - T~]
t=o0: r(x, 0) = T0{x)

gdzie Th(x, t), gb(x, t) sa znanymi brzegowymi wartosciami temperatur i strumieni ciepta,
a jest wspotczynnikiem wymiany ciepta, T°° - temperaturg otoczenia, dT/dn - pochodna
w kierunku normalnym do brzegu obszaru, TO(X) - temperaturg poczatkowa, wyrazenie

V0> =t A (3-2)
dx.

jest operatorem Laplace’a, natomiast m - wymiarem zagadnienia.
Do rozwazan wprowadzamy siatke czasu zdefiniowang nastepujaco

0 =t° <tl< <tf" <tf <tf" <.. <tF< (33)

o0 kroku Al=tf+ —1{, ktéry z reguty przyjmuje sie jako staty.

Réwnanie rézniczkowe dyfuzji ciepta na odcinku [tf, r+1] lub \tf~\ r/+1] zastepuje sie
réwnaniem wynikajacym z réznicowej aproksymacji pochodnej temperatury wzgledem czasu
[1, 2, 3], czyli

te[tf, r/HI] 1 H* tf Y~T(x, tf) =ay 2T(X' tf+) + /i) (3 4)
At

lub

AT(x, t'")-4T(x, tf+T(x, tf-') _ar72 A , Q{x, tf")

2At
(3.5)
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Rdwnanie (3.4) wynika z liniowej aproksymacji szybkosci stygniecia (nagrzewania), natomiast
réwnanie (3.5) z aproksymacji kwadratowej (mozna tu wykorzysta¢ miedzy innymi Il wzor
interpolacyjny Newtona [4, 5]). Jezeli skladnik Zrédtowy Q jest bezposrednio funkcjg
wspbtrzednych geometrycznych i czasu, to jego wartosé w chwili f/+1 w punkcie x jest znana.
Jezeli natomiast sktadnik ten jest zalezny od chwilowej i lokalnej temperatury, to wyznaczenie
jego wartosci w chwili f/+1 wymagatoby zastosowania okreslonych procedur iteracyjnych. W
zwigzku z powyzszym mozna rozwazaé aproksymacje wyjsciowego réwnania rézniczkowego
W hieco innej postaci wynikajacej z przyjecia, ze w rozwazanym przedziale czasu funkcja
Q (x, 1)=Q(x, tf). Zatozenie to jest bardzo wygodne na etapie realizacji numerycznej, a
réwnoczesnie biorac pod uwage gestq siatke czasu nie wprowadza istotnych bledow.
Tak wiec réwnania (3.4) oraz (3.5) zapiszemy w postaci

V2 I s tf" - — I f tf" —_— y tf = ) tf —0 36
(X ) At (X ) At (X ) XQ(X ) ( )
oraz

V27xXx, tf" — T(x, tf") + —— T(x, tf) +
) 2aAt ( ) 2aAt ( )

3.7
- -rA-T(x, tf") +1<?(*, tf) =o0
2aAt( ) A ( )
Dla liniowej aproksymacji po czasie wprowadzamy nastepujace oznaczenie
P=J-, f{x) =-\-T(x, tf 3.8
aAt & aAt ( ) (38)
natomiast dla aproksymacji kwadratowej
P=— . x) =—1 [4F(X, tf) - T(X, tf" 3.9
SaAt Ax) 2aA‘t[ ( ) - T( )] (3.9)
Ostatecznie otrzymujemy zunifikowang posta¢ rownan (3.6) oraz (3.7)
VoT(x, tf") - pT(x, tf") +f(x) + Q(X};:tf)- =0 (3 10

Omowiony wyzej sposob przeksztatcania wyjsciowego rownania rézniczkowego jest w swojej
istocie podobny do algorytmu metody réznic skoriczonych dla zadanh nieustalonych.

Drugi etap metody polega na zastosowaniu do réwnania (3.10) kryterium odchylek
wazonych (weighted residual method) [2, 3, 6], czyli

| VaT(x tf") - PI(x, tf") +f{x) * Q{XAtf) T'a, x)dQ =0 (311)

Role funkcji wagi spetnia tutaj tzw. rozwigzanie fundamentalne 77 (£, x), gdzie £ jest
punktem obserwacji, natomiast x biezacym punktem z obszaru 0. Bardzo istotnym faktem jest
zalezno$¢ tego rozwiagzania jedynie od wsp6trzednych geometrycznych, a co sie z tym wigze,
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catkowanie wynikajace z kryterium MOW sprowadza sie do catkowania wytacznie po

obszarze Q W klasycznym wariancie metody elementéw brzegowych catkuje sie w tym
miejscu zaréwno po obszarze, jak i po czasie.

Rozwigzanie fundamentalne musi spetniaC nastepujgce réwnanie

V27 *(5)x) - pr*(5, x) =

=-6(5, x) (312)
gdzie <5(E, x) jest funkcjg delta Diraca.

Dla zadania ID (ptyta nieskoriczona) rozwigzaniem fundamentalnym jest funkcja [1, 3]

X) = exp(-r/j3)
2/P

(3.13)
natomiast strumien ciepta wynikajacy z (3.13):
21.(@’,*)(3 = -xdT'* X)) _“sgn(x-5)exp(_r/p) (3.14)
dx 2
gdzie sgn(x-£) jest funkcja znaku
\ 0 >0 . K
sgn(x-5) =< (315)
-1, x-E <0
Dla zadania 2D (obszar ptaski) mamy z kolei [2, 3]
rU ,x) =fK 0(r/p) (3.16)
2 te
oraz
q'(f.,x) =-kdT'd’x) =M KI(f/p) (3.17)
dn 2-n.r

gdzie £= (£,, £2,x=(xit x2, Ko(-), K, (*) sa zmodyfikowanymifunkcjami Bessela drugiego
rodzaju, rzedu zerowego i pierwszego [7, 8] odpowiednio.
Dla zadania 3D (obszar przestrzenny) [2, 3]:

T'U, = _Lexp(-r/ 3.18
X) 255% (-rip) (3.18)
natomiast

q*E X) =-"-exp(-rip) (-+#)
4 TCr Ir j

(3.19)
przy czym f=(f,, £2 £3, x=(*i, x2 x3.
W réwnaniach (3.13)-(3.19) wprowadzono nastepujace oznaczenia
. (3.20)
r=XI1 \ (*«-02
\ e=
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oraz

d=£ ("~-")cos«e (321)
exl

gdzie cosa, sg cosinusami kierunkowymi wektora normalnego do brzegu T - rys. 3.1.

Rys. 3.1. Obszar przestrzenny fi
Fig. 3.1. Spatial domain fi

3.2. Metoda kombinowana dla zadania ID

Kryterium metody odchytek wazonych (3.11) dla zadania ID przyjmuje posta¢

/ it - pT(x, tfH) +f(x) + tfr T'U, x)dx =0 (322
dx2

X

Catkujac dwukrotnie przez czesci pierwszy sktadnik tego réwnania mamy
1 X)T(x, tFN-y&H¥(5, x)q(x, f/H)
X x=0

d2T'tt, je)_pr »(9>X) T(x, tf")dx +ff(x)T' (4, x)dx  (3.23)
/ dx2 0

“fQ (x, th)T'(+,x)dx =0

Wykorzystanie whasnosci rozwigzania fundamentalnego (3.12) oraz twierdzenia ¢ Cafce z
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iloczynu dwach funkcji, z ktérych jedna jest deltg Diraca, to znaczy

iT
/ 8y2 prr(e, x) 7(x, f/H)dx =
(3.24)
=-/6(5, X)7(x, r'*9)dx = -7(5, r*)
prowadzi do réwnania
x=L
n 5, fiHl) + jT'(E,x)q(x, tf")
x=0
L L (3.25)
J«*(5, X)T(*. »/*>) FH(X)T*(5, x)dx +i j <2(* f/)r*(5 x)dx
x=0 0
lub
7X5, f/H) + yA7*($,1)I(I, r/H)-j/K'(s , 0)9(0, r/tl) =
(3.26)
= !A**(s, L)T(L, tf")-/\kq {5, 0)7(0, r/tl) +p«) + z(5)
gdzie
/»(5) =ff(x)T-(5, x)d* (3.27)
oraz
z(5) = {/<?<*. f)***«, x)dx (3.28)

Zmierzajac z punktem £ do brzegu obszaru, tzn. biorgc £ -» 0+ oraz £ -»Zr otrzymujemy
7(0, f/H1) + %r*(o, L)9(L, f/H)L—;rArT(O, 0)~(0, f'*1 =
(3.29)
=12T(0) L)T(L, tf")-\Aq'(O\ 0)7(0, f'*1) +p(0) +z(0)
oraz

T Y (L, DL, T -7 (L, 0)9(0, 1Y) =

= -9+QL-, L)T(l_, t"')-\Aq'{L-, 0)7(0, r'*1) +p(L) + z(L)

(3.30)

Ostatnie rownania mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

--i7%(0, 0) -j-7'(0, L) (0, tf")
A A

T 0 ST D) g ),

(3.31)
-y9*(0\ 0)-1 [9*(0OM ) [7(0, tf") P(0) z(0)
+ +
Aat(b-, 0 VgL, L)V yzq, ey P(L) z(L).
lub
m1 N C(o, tf™) i n7(0, tf") L Pz (3.32)

o2 q(L, i) pn N2 7(1, )

Po rozwigzaniu uktadu réwnan (3.32) znane sa wszystkie wartosci brzegowe (temperatury
i strumienie ciepta dla x=0 oraz x=L w chwili t/H). Wartosci temperatur w wewnetrznych
punktach obszaru dla ££(0, L) wyznacza sie na podstawie réwnania (por. wzdr (3.26))

7X5, fIH) = L)T{L, tf")-\g U, 0)7(0, ff") +
(3.33)

- |/Z*(5, L)q(L, ff") + i/;?*(S, 0)9(0, fA1) +/>(5) + z(5)

Zastosowanie schematu rzedu wyzszego wymaga znajomosci pola temperatury z dwaéch
poprzednich poziomdw czasu. W zwigzku z powyzszym pierwsze przejscie t0-» t 1realizuje
sie przy zalozeniu liniowej aproksymacji szybkosci stygniecia (nagrzewania), a dopiero
kolejne kroki t1-» t2 .., tf -* r/+l mozna przelicza¢ wykorzystujac aproksymacje
kwadratowa.

Realizacja numeryczna omawianego zadania zalezy od sposobu aproksymacji funkcji
7 Ge, t) w obszarze fi. Wnetrze tego obszaru dzieli sie¢ na elementy skonczone (j)
wprowadzajac siatke geometryczng

0 =*0<x, <xX2<..<Xt<x <xtl <..<xn=L (3.34)

najczesciej o statym kroku hv=xj-xJ_I=h.

Na wyroznionych elementach stosuje sie réznego rodzaju aproksymacje funkcji T(x, t).
Rozwaza sie miedzy innymi elementy state, liniowe lub kwadratowe. W przypadku elementéw
statych - rys. 3.2 - przyjmuje sie, ze dlax G X j ] : 7(x, rl)=c°nst, j=/lub s=f—,f.
Przy powyzszym zatozeniu catke p (£) okre$la zaleznos¢
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Przyjecie argumentu 0.5(*y_,+Xy) dla funkcji/m a znaczenie formalne, poniewaz wartos¢
tej funkcji na catym elemencie jest taka sama. Ze wzgledu na prosta posta¢ rozwigzania
fundamentalnego catki po kolejnych elementach mozna w tym przypadku obliczy¢
analitycznie.

Rys. 3.2. Podziat na elementy state
Fig. 3.2. Division into constant elements

Na rys. 3.3 pokazano elementy liniowe - taki sposdb aproksymacji funkcji T(x, ts) jest
z calg pewnoscig doktadniejszy, funkcja T(x, t9 jest ciggta w obszarze fi.

Rys. 3.3. Wyrdzniony element liniowy
Fig. 3.3. Distinguished linear element

Wartos¢ p (£) oblicza sie z zaleznosci
X
[>«)=£ [f(x)T'(E,x)dx (3-36)
przy czym catki po kolejnych elementach sprowadza si¢ za pomocg podstawienia

xe[xj_It XY\ : x =2Y'Xj I +illL*y (3.37)

do calek znormalizowanych TjGf-1, 1], natomiast funkcjaf(x) na elemencie (j) przyjmuje
postac¢

nel-1, 1 : /() = + 4 L (XP (3 38)
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czyli
f f(x)T'U, x)dx =] //(n)r*(e, n)dn (3.39)

Wartosci catek (3.39) oblicza sie metodami numerycznymi (kwadraturami Gaussa). W
praktyce przyjmuje sie najczesciej 6 punktow Gaussa [2, 4].

W realizacji numerycznej mozna réwniez wykorzystaé kwadratowg aproksymacje
temperatury na elemencie wewnetrznym xG[xp, xk] - rys. 3.4. Podobnie jak poprzednio,
catke (3.27) zastepujemy sumg catek po elementach, czyli

pU) =£ [f(x)T'a, x)dx (3.40)
w &

Ze wzgledu na sposob aproksymacji temperatury na elemencie (J) wprowadza sie dodatkowo
wezet w $rodku tego elementu, ktéry oznaczono xs.

Rys. 3.4. Wyr6zniony element kwadratowy
Fig. 3.4. Distinguished parabolic element

Przedziat [x , xkj normalizuje sie do przedziatu [-1, 1] przez podstawienie

I
>
+

XE[xp, xk] : x =" L (3.41)

Rozktad funkcji f(x) dla x£[xp, xk] mozna wyrazi¢ za pomocg zmiennej rj£[—1, 1], a
mianowicie

[(T1) = N<p~mw¥/(*) + O "TI(1+t)/(*,) + n(12+1)/(~)  (3-42)

skad
(3.43)
o) “ -

Kolejny etap obliczenia tych catek polega na zastosowaniu kwadratur Gaussa [2, 3, 4].
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3.3. Metoda kombinowana dla zadan 2D

Kryterium metody odchytek wazonych (3.11) zapiszemy w postaci

I V2T(x, t x)dG - f PT(x, fAH)*(S, x)dQ +
Q Q (3.44)
+//w r ((, x)dfi +-[fQ(x, t')T U, x)0Q= 0
Q Q

Stosujac do pierwszego skiadnika tego wzoru drugg formute Greena [6, 9] otrzymuje sie

I V2r*($, x)7(x, t/thydn+f T'(I, s) ar(*’ f/H) -T(x, : X) dr+
(0] r «

-lpr(x, t")T'(E, x)dnHf(x)T'U, x)dn+U Q(x, tf)T'tt, x)dQ=0

(3.45)
czyli

flv2T'a, x)-pr*(£, x)]7(x, f4D)dQ-£fT'(Z, x)q(x, t'"")dT +
0 nr

+Hf<t(Z> X)T(x, t"")dr+ff(x)T’a, x)dQ++ f Q(x, tf)T'a, x)d£i=0
r Q (Ao

(3.46)

Wykorzystujac wiasno$¢ (3.12) rozwigzania fundamentalnego oraz twierdzenie o calce z
iloczynu dwoch funkcji, z ktérych jedna jest deltg Diraca, mamy

Ta, x)q(x, tf")dy =
3
=1/ T(x, f/41)9 *(e, x)dY+jf(x)T'a, x)dQ+x[ 0(x, tf)T'a, x)dQ
Ar O Q

Zmierzajac z punktem £ “mT otrzymuje sie brzegowe réwnanie catkowe w postaci

Ba)TU, t'") +x[T-a,x)q(x, tf")dr =
3

13 X)dryif(x)T-U, x)ta.l1fQ (x, ndQ
r n 0

gdzie B (£) jest wspdtczynnikiem z przedziatu (0, 1).

3

Réwnanie (3.48) mozna rozwigza¢ w sposob przyblizony. W tym celu nalezy dokonac
dyskretyzacji brzegu T oraz wnetrza obszaru fi. Brzeg obszaru T dzieli si¢ na N elementdéw
brzegowych T;,y=1, ..., N, moga by¢ to elementy state - rys. 3.5, liniowe lub kwadratowe,
co oznacza zatozenie statych wartosci temperatur i strumieni ciepta dla kazdego elementu
brzegowego, liniowych lub parabolicznych zmian tych funkcji wzdtuz elementéw. Whnetrze
obszaru fi dzieli sie na L elementéw wewnetrznych (najczesciej trojkatnych lub
czworokatnych) fi,, /=1, 2, ..., L. Podobnie jak w przypadku elementéw brzegowych, mozna
rozpatrywac elementy state, liniowe lub kwadratowe.

Rys. 3.5. State elementy brzegowe i wewngtrzne
Fig. 3.5. Constant boundary and internal elements

Dyskretna posta¢ réwnania (3.48) jest nastepujaca

i N
Ba“Ta\ tf") + [rra\ *)?(*> f+1l)dr; =
Xi'i r,

=7E \qg'W,x)T{x,tf")dr. +£ fnx)Tta ‘x)dai* (3.49)
r( ~lo,

+tE f<<tf)T'a,x)dn,
X'-1 Q

W przypadku statych elementéw brzegowych i wewnetrznych zakladamy, ze

xer. : I TiX TTU-T) 3'50>
o1q(x, i1y < air, t/tl)

oraz

xeQ,: [(*)=/(*") (3.51)
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Réwnanie (3.49) sprowadza sie do postaci
~T(V, t*) + -j-£ qg{xi, x)dr. =
2 Xi-1 r,

mte w, fVee, Xdr +7F(x)[T*a" X, @52

it E <2(*. f1) F 7*({', *)dE5,
Q

*

a po wprowadzeniu nastepujacych oznaczen

Em=j{T"(V,x)dr (3.53)
S
K =7 /9¢(?", *)dr, (3.54)
»>
ptl =/r*(e*, x)dfl, (3.55)
0,
mamy (/=1, 2, ..., A)
E f/H)=/Ei hjjT(xi, f/l|)+_§i Pm/(*')+F_i *uO (*H, *') (3 56)
przy czym z« =pu/X oraz
i *]
7 = (3.57)
i =i
Stosujac zapis macierzowy
G g/l =H T/H +P f/ +z Qf (3.58)

Uktad réwnan (3.58) pozwala wyznaczy¢ ,,brakujgce” wartosci brzegowe (temperatury i
strumienie ciepta) w chwili tf+l.

W drugim kroku realizacji algorytmu wyznacza sie wartosci temperatur w weztach
wewnetrznych £ (i=N+1, N+2, N+L) wykorzystujac zaleznos¢

3

T(V, tf") :J,IT:i utr< ) -jl__:l, az)

(3.59)
+E pml &) + B %, <2>T))

Otrzymany dla czasu f/+l rozktad temperatury w rozpatrywanych weztach stanowi warunek

pseudopoczatkowy dla nastepnego kroku obliczen.
W realizacji numerycznej algorytmu mozna stosowac rowniez liniowe elementy wewnetrzne

i brzegowe - rys. 3.5, ktére zapewniajg lepsza aproksymacje catek wystepujacych w réwnaniu
(3.49).

Rys. 3.6. Liniowe elementy brzegowe i wewnetrzne
Fig. 3.6. Linear boundary and internal elements

Zmienno$¢ temperatury i strumienia ciepta na elemencie brzegowym opisuje sie funkcjg
liniowg
T(x, tf") = Lj=T(xp, tf") +illru >, tf")
xeTj : (3.60)
X, tf*1) = ~-~q(,xp, t~1) +~p-q(x\ tf"
q( ) A q(.xp ) R q( )

gdzie j=1[-1, 1], xp, x ksg wsp6trzednymi poczatku i korca elementu Tj - rys. 3.7.
Caltki we wzorze (3.49) zapiszemy w postaci
IAJq "V, X)T(x, tf")ATj = hfj T(xp, tf") + hfj T(xk, tf") (3.61)

-AjT'(V, x)a(x, tf)ydr. =gjq(Xx’, tf™) * g% q(xk, tf™) (3.62)
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gdzie
1
JLf ln
2 dn (3-63)
1+
hu =—f 2T d4 (3.64)
oraz
1
zZr 1413 I~ (3-65)

1
&g BRI g 2 o ) @66)

Rys. 3.7. Liniowy element brzegowy T;
Fig. 3.7. Linear boundary element Ty

W ostatnich zaleznosciach wykorzystano réwnanie parametryczne elementu brzegowego

*er,; (3.67)

= 1 rP + 1+7T1 v*

dla ktorego element dtugosci wyraza sie wzorem

dr.. (3.68)

_I\AdnJ l,dny 2

W réwnaniu (3.68) / jest dtugoscig elementu T;.
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Zakladajac triangulacje wnetrza obszaru (podziat tego obszaru na liniowe elementy
trjkatne - rys. 3.6), to zmiane funkcji T(x, ts) (5=/lub s=f,f+1) na elemencie fi, opisuje
réwnanie

TxIXZ 1

T oxb 21 (3.69)

Ts xlI x2 1

xfl

gdzie wskazniki p, s, k identyfikujg kolejne wierzchotki tréjkata (elementu wewnetrznego).
Ostatnig zalezno$¢ mozna réwniez zapisa¢ nastepujaco

X1

1 oxe 1 q x 1 o 1
T(x,, x> ts) = «iox 1 v X XX 1 v (P xp 1 g 70
o \ A xE 1 Xp o1 Xox2 o1
gdzie | Q]| jest polem rozwazanego trojkata.
Dla elementdw liniowych réwnanie (3.49) przyjmuje posta¢ ("=1, 2, ..., N)
£ xX XX, tf") =£ huT(x\ t'™) - £ Pu +£, (3.71)
J-i i-1 =
gdzie
g Sii-l s sij (3.72)
oraz
Kj - <j-14K (3.73)

przy czymj jest numerem wezta brzegowego.
Wartosci pj, oraz za we wzorze (3.71) oblicza sie z nastepujacych zaleznosci

A - f()T, @ XQ a7

oraz
u=fQ(x,tf)T-ai,x)dQ, (3.75)
Q

Po wyznaczeniu wartosci brzegowych, temperatury w weztach wewnetrznych dla czasu
t/+H oblicza sie z zaleznosci
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mlt =-£ gfdrr)+£ fﬁnxl,o+5/>,,7;§w (376)

[-*1," +1, ..., ki, gdzie k{jest numerem piewszego, a k2- ostatniego wezta wewnetrznego.

Dla zwiekszenia dokiadnosci rozwigzania przyblizonego mozna réwniez wykorzysta¢
elementy wyzszego rzedu - np. kwadratowe - rys. 3.8. Na elemencie brzegowym wyrdznia
sie trzy wezly (dwa na koricach i jeden w $rodku). Rozktad temperatury i strumienia ciepta
przyjmuje sie w postaci funkcji kwadratowej, czyli dla x: GIV

T(X = A T()p 7+ -r\)T()Gf”I)J“H A2+l)7~(x*| rf')

q(x, = L q(XP, fA) +(1+ri)(l-n)9 (xJ> J*0)

(3.77)

gdzie 7= [—1, 1], xp, xf, x k sg wspdtrzednymi poczatku, Srodka i korca elementu r. - rys.
4.19.

el. brzegowy

Rys. 3.8. Paraboliczne elementy brzegowe i wewnetrzne
Fig. 3.8. Parabolic boundary and internal elements

Réwnanie parametryczne kwadratowego elementu brzegowego jest nastepujace

xel\ : (3.78)
— T(Tm—1) . n(TIl+1) &
= -x{ + (1+ -n)y*Z + a
x{ + (1+ny(1-n}2 Xj
natomiast

dxt dx2
dr. dn (3.79)
dT .drl
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Rys. 3.9. Element paraboliczny
Fig. 3.9. Parabolic element

Dla prostoliniowych elementow parabolicznych (rys. 3.9) zaleznos$¢ (3.78) jest taka sama
jak wzér (3.67) oraz dIf =//2drj, gdzie Zest dtugoscig elementu i wtedy catki wystepujgce
w zaleznosci (3.49) przyjmujg postaé

- [Q'(V, X)T(x, fADdr T(xp, tA)+hET(xs, t*1)+h*jT(xk, r+1) (3.80)

oraz

ik [T*(V, x)q(x, f/H)dIw £2(x', t»+ g ~x 7, f/t1)+g,* q(xk, tf'])  (3.81)
J

‘i
gdzie

K, + ) e;, (3.82)
dn (3-83)
, dn  (3-84)

r* 20 5., + am (385)



Sposob faczenia kwadratowych elementow brzegowych jest taki sam jak w przypadku
elementdw liniowych.

Zakladajac, ze wnetrze obszaru podzielono na elementy trojkatne, na ktorych funkcje
przyblizamy wielomianem dwdch zmiennych stopnia drugiego - rys. 3.10, mamy

(3.88)

x"N1

*1

Rys. 3.10. Element trojkatny rzedu drugiego
Fig. 3. 10. Triangle element of second order

Wspdtczynniki tego wielomianu wyznacza sie z uktadu réwnan

ai +adi +asx2 +aAx\)2 +as[x'if +a6*i*2 = T(, i=1, 2, ..., 6 <3-89)
Dla elementéw kwadratowych rownanie (3.49) przyjmuje posta¢ (/=1, 2, ..., N)

E 81U&, t<") =£ hijT(xi, t"") +E (390)
y-1 y-l /-1

gdzie wspotczynniki gidt h{J, pn, z(/ wyznacza sie ze wzoréw (3.72)-(3.75).

Po wyznaczeniu wartosci brzegowych, temperatury w weztach wewnetrznych dla czasu
tfH oblicza si¢ z zaleznosci (3.76). Catkowanie po trojkatach realizuje sie po ich normalizacji
do trojkatow o wierzchotkach (0, 0), (1, 0), (0, 1) - podobnie jak w przypadku elementow
statych i liniowych.
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3.4. Przykitad obliczen numerycznych - czasoprzestrzenny rozktad
temperatury w krystalizatorze urzadzenia COS

Rozpatrywac bedziemy przekréj poprzeczny krystalizatora miedzianego przedstawiony na
rys. 3.11. Ze wzgledu na symetrie rozwazanego obszaru wystarczy analizowa¢ 1/8 przekroju
przedstawiong na rys. 3.12.

Rys. 3.11. Przekr6j poprzeczny krystalizatora
Fig. 3.11. Lateral section of conticasting mould

Nieustalone pole temperatury w obszarze krystalizatora opisuje réwnanie

dT(x, t) _ arT(x, t) a27(x, 0 (3.91)
dt dx\ ¥, '

uzupetnione nastepujacymi warunkami brzegowo-poczatkowymi.
Na brzegu T, mozna przyja¢ warunek brzegowy Il rodzaju (podany przez J.K.Brimacombe

[10, 11))
xer, : q =4186,8(640-5377) 3 92)

gdzie q [W/m3Z jest Srednim strumieniem cieplnym z powierzchni wlewka, natomiast t -
czasem przebywania wlewka w krystalizatorze. Wzor ten jest wzorem empirycznym i stuzy
do przewidywania $rednich strumieni cieplnych, ktore pokrywaja sie z rzeczywistymi dla
roznych warunkdw odlewania, tj. krystalizatordw o réznych ksztattach, réznych sposobdw
smarowania, roznych szybkosci odlewania i wielkosci wlewkdéw ciagtych. Jezeli przyjac
dtugos¢ krystalizatora rowng 1=1 [m] oraz predko$¢ wyciggania wlewka (przesuwu wlewka)
réwng v=0.0183 [m/s], to czas przebywania wlewka w krystalizatorze wynosi t=Ilv=54.6
[s], natomiast strumien ciepta g= 106 [W/mZ. Ostatecznie

Xer, : q <-106[W/m2] (3-93)
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Rys. 3.12. Rozpatrywany obszar
Fig. 3.12. Domain considered

Na fragmentach brzegu oznaczonych przez T2 nalezy przyja¢ warunek brzegowy Il
rodzaju w postaci
xer2: q(x, t) = aw[T(x, t)- Tw] (3.94)
gdzie o, jest wspdtczynnikiem wymiany ciepta miedzy krystalizatorem a wodg chtodzaca,
natomiast Twjest $rednig temperaturg wody chtodzacej.

Wspo6tczynnik wymiany ciepta aw wyznacza sie na podstawie liczb kryterialnych
(Reynoldsa i Prandtla) dla wymuszonego przeptywu ptynu w kanale [12, 13]

Nu = CRe'4PrB (3.95)
State A, B i C w tym réwnaniu dobiera sie z tablic.
Korzystajac z definicji liczby kryterialnej Nusselta otrzymujemy

a = rl C Re”Pr* (3.96)

gdzie d [m] jest wewnetrzng Srednicg kanatu, - wspdtczynnikiem przewodzenia ciepta
wody chtodzacej.

Warunek brzegowy na zewnetrznej powierzchni krystalizatora wynika réwniez z prawa
Newtona

*er3: q(x, t) =af7-(xt) - 7;] (3.97)
gdzie
az ~ ak + “r (398)

jest zastepczym wspdtczynnikiemwymiany ciepta (sumasktadowej konwekcyjnej ak oraz
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sktadowej radiacyjnej ar), natomiast Td - temperaturg otoczenia.

Warunki konwekcyjnej wymiany ciepta miedzy krystalizatorem a otoczeniem odpowiadajg
warunkom konwekcji swobodnej. Réwnanie kryterialne pozwalajace obliczy¢ konwekcyjny
wspotczynnik wnikania ciepta ma w takim przypadku posta¢ [12, 13]

Nu = C(GrPr)'4 3-")

gdzie Gr jest liczbg Grashofa, Pr - liczbg Prandtla, Nu - liczbg Nusselta.
State C i A w réwnaniu kryterialnym (3.99) wynosza

GrPr <5-102 : C= 118 A =0.125
5 102 £ GrPr s2¢107 : C= 054 A =025 (3.100)
GrPr >2¢107 : C= 0.135 ,4=0.33

Promienisty wspotczynnik wymiany ciepta ar oblicza sie z zaleznosci

-
I —f TaV

; 3.10
. (1003 1 looj (3.101)
T-Td

gdzie €jest emisyjnoscia powierzchni (do obliczer przyjeto £=0.8), Cc- stalg promieniowania
ciata doskonale czarnego: Cc=5.67 [W/m2K4].

Na fragmentach brzegu T4 przyjeto warunek adiabatyczny, tzn. q(x, t)=0.
W chwili f=0 temperatura w obszarze krystalizatora jest wyréwnana i odpowiada
temperaturze otoczenia.

Aby unikng¢ zmudnych i nie polepszajacych w sposéb widoczny wynikéw dodatkowych
procedur iteracyjnego wyznaczania wspdtczynnika az (jego wartos¢ zalezy rowniez od
temperatury powierzchni ciata), przyjeto, ze w przedziale czasu [tf, f/+1] wspdtczynnik ten
pozostaje niezmieniony i rowny wartosci odpowiadajacej lokalnej temperaturze powierzchni
w chwili tf [14].

Do rozwigzania omawianego problemu wykorzystano metode kombinowang dla zadan 2D
opisang w podrozdziale poprzednim.

Na zewnetrznej powierzchni obszaru wyr6zniono 53-liniowe elementy brzegowe, natomiast
na powierzchni wewnetrznej -12 elementow brzegowych. Wnetrze obszaru podzielono na 233-
liniowe elementy trdjkatne - rys. 3.13. Rozpatrywano krystalizator wykonany z miedzi o
grubosci Scianki 0.05[m], Obliczenia prowadzono z krokiem czasu Af= 10 [s]. Narys. 3.14,
3.15 i 3.16 pokazano chwilowe pola temperatury dla czaséw 10, 30 i 60 [s].

Sprawdzeniem poprawnos$ci otrzymanego rozwigzania byto jego poréwnanie z rozwigza-
niem dla stanu ustalonego uzyskanym metodg brzegowych réwnah catkowych [2, 15].
Doktadnos¢ algorytmu MEB dla zadar\ ustalonych, szczegdtowo opisanego w literaturze [15,
16, 17, 18], byta wielokrotnie z powodzeniem weryfikowana przez licznych badaczy. Na rys.
3.17 natozono rozwigzanie dla stanu ustalonego na rozwigzanie pokazane na rys. 3.16. Dla
wiekszej przejrzystosci zrezygnowano z opisu izoterm (odpowiadajg one wartosciom zazna-
czonym na rys. 3.16). Jak mozna zauwazy¢, graniczne pole temperatury otrzymane z rozwig-
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zania dla stanu nieustalonego jest bardzo bliskie polu temperatury wyznaczonemu na
podstawie algorytmu MEB dla zadan ustalonych.

Rys. 3.15. Rozwigzanie dlat =30 s
Fig. 3.15. Solution for t =30 s

Rys. 3.13. Dyskretyzacja
Fig. 3.13. Discretization

Rys. 3.16. Rozwigzanie dlat =60 s
Fig. 3.16. Solution fort =60 s

Rys. 3.14. Rozwiazanie dlat =10 s
Fig. 3.14. Solution for t =10 s



Rys. 3.17. Poréwnanie rozwigzan
Fig. 3.17. Comparison of solutions

3.5. Metoda kombinowana dla zadah 3D

Sposob wyprowadzenia brzegowego réwnania catkowego nie rézni sie w swojej istocie od
metody przedstawionej w podrozdziale 3.3 dla zadarh dwuwymiarowych i formalnie réwnanie
catkowe ma takg sama postac jak wzor (3.48), czyli

BU)Ttf, */e) +j / T'tt, x)q(x, r/+)dr =
F (3.102)
=T fT(x,t*"Dg'(E,x)dr +Hf/(x)T'(E, x)dQ+ [Q(x,t")T'U, x)dQ

Ar 0 * £

Nalezy jednak pamieta¢ o tym, ze catki brzegowe w tym réwnaniu sg catkami
powierzchniowymi, natomiast catki po obszarze Q - catkami przestrzennymi. Inna jest
réwniez posta¢ rozwigzania fundamentalnego.

Réwnanie (3.102) rozwigzuje sie¢ metodami numerycznymi. Podobnie jak w zadaniach 2D,
obliczenie catek po powierzchni T oraz objetosci Q wigze sie z koniecznoscig dyskretyzacji
brzegu oraz wnetrza analizowanego obszaru. Mozna tu stosowa¢ elementy state, liniowe lub
kwadratowe, przy czym brzeg obszaru dzieli sie najczesciej na elementy tréjkatne lub
czworokatne, natomiast wnetrze - na czworosciany lub prostopadiosciany.

Szczeg6ty algorytmu numerycznego przedstawiono w pracy [3], natomiast w pracach [19,
20, 21] - rozwigzania zadan brzegowo-poczatkowych dla zadar przestrzennych i bryt o prostej
geometrii, np. szescianu.
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4. ADAPTACJA ALGORYTMU METODY KOMBINOWANEJ DLA
OBSZAROW PROSTOKATNYCH DO OBLICZEN PRZEPLYWU
CIEPLA W OBSZARACH WALCOWYCH | SFERYCZNYCH

4.1. Wprowadzenie

Przy projektowaniu i analizie technologii odlewniczych zachodzi czesto potrzeba
orientowania rozwazanych obszaréw odlewu i formy w innych niz kartezjarski uktadach
wspotrzednych. W szczegolnosci, liczne odlewy lub ich fragmenty charakteryzujg sie
geometrig osiowo-symetryczng (walcowy nadlew zasilajacy odlew, odlewy tulei, wieAcow kot
zebatych, wirnikéw itp.) i w takim przypadku dogodnie jest wprowadzi¢ do rozwazan
walcowy uktad wsp6trzednych. W praktyce spotyka sie réwniez odlewy o geometrii kulistej,
ktorych ksztatt najprosciej opisuje sie w uktadzie sferycznym.

Jedng z istotnych zalet metody brzegowych réwnan catkowych jest mozliwosé doktadnego
odtworzenia brzegu rozpatrywanego obszaru i w zasadzie obszary osiowo-symetryczne i
sferyczne mozna orientowa¢ w uktadzie prostokatnym. W takim przypadku jednak, z jednej
strony rosnie wymiar zagadnienia (osiowo-symetryczny walec nieskorniczony z jednorodnymi
warunkami brzegowymi nalezy traktowa¢ jako obiekt 2D, natomiast walec o wymiarach
skofczonych czy tez kule lub warstwe kulistg jako obszary przestrzenne), a dodatkowo
wprowadzenie do pamieci komputera informacji o geometrii obszaru (wspdtrzedne weztdw
brzegowych i wewnetrznych, przyporzadkowanie elementom wewnetrznym weztow
tworzacych ich wierzchotki itd.) jest bardzo pracochtonne. Tak wiec przyjecie odpowiedniego
dla ksztattu obszaru uktadu wsp6trzednych rowniez w metodzie elementéw brzegowych jest
korzystne zardwno z punktu widzenia prostoty algorytmu, jak i stopnia zkozonosci programu
realizujgcego obliczenia numeryczne.

W literaturze opisane sg sposoby wykorzystania klasycznego algorytmu metody elementow
brzegowych do obliczen ustalonej i nieustalonej dyfuzji (I i Il schemat) w obszarach
walcowych [1, 2, 3, 4, 5, 7] i sferycznych [3, 6]. Punktem wyj$ciowym rozwazan jest opis
matematyczny, na ktory sktada si¢ réwnanie Fouriera-Kirchhoffa dla obszaréw przestrzennych
zorientowanych w ukfadzie prostokatnym uzupetnione odpowiednimi warunkami brzegowymi
lub brzegowo-poczatkowymi. Dlatak postawionego zadania wprowadza si¢ kryterium metody
odchytek wazonych, przy czym funkcja wagi odpowiadajaca rozwigzaniu fundamentalnemu
dla problemu 3D jest znana (por. rozdziat 2). Po przeksztatceniach otrzymuje sie réwnanie
metody elementéw brzegowych, w ktérym wystepujg catki po brzegu i wnetrzu
rozpatrywanego obszaru. W dalszej kolejnosci zaklada sie, ze obszar ten jest walcowy lub
kulisty i catkowanie realizuje sie po powierzchni walca lub kuli i po wnetrzu tych bryt. W
efekcie koncowym uzyskuje sie rozwiazanie fundamentalne dla réwnania energii we
wspdtrzednych walcowych lub sferycznych. Taki sposob postepowania szczeg6lnie w
przypadku nieustalonej dyfuzji prowadzi do bardzo ztozonego zaréwno od strony
matematycznej, jak i numerycznej algorytmu.

Podobne podejscie do zadan nieustalonej dyfuzji ciepta w obszarach sferycznych i metody
elementow brzegowych z dyskretyzacja czasu przedstawiono w rozdziale 5. Préby
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wyznaczenia rozwigzania fundamentalnego dla obszaréw walcowych nie zakofczyly sie
sukcesem - zdaniem autora catka odpowiadajgca temu rozwigzaniu nie sprowadza sie¢ do
zadnej z opisanych w literaturze funkcji specjalnych [8, 9].

W rozdziale niniejszym przedstawiony zostanie pewnien sposob adaptacji algorytmu
metody kombinowanej dla obszaréw prostokatnych z wewnetrznymi zrodtami (zadania 1D i
2D) do obliczeri dyfuzji ciepta w obszarach walcowych i sferycznych. Istotg tego podejscia
jest potraktowanie pewnych skiadnikéw réwnania energii jako ,,sztucznych” Zrddet ciepta,
ktérych wydajnos¢ okresla sie wykorzystujac proste algorytmy iteracyjne.

4.2. Przeptyw ciepta w obszarach walcowych i sferycznych

Nieustalone pole temperatury w walcu o wymiarach skoficzonych opisuje réwnanie w
postaci [10, 11, 12]

O. X1 d(odT(x t)) + 1 d2r(®>0 + d2T(x, t) (4.1)
dt P dp ap dz

gdzie x={p, z, F} - rys. 4.1.

Rys. 4.1. Walcowy uktad wspétrzednych
Fig. 4.1. Cylindrical coordinate system

Dla zadania osiowo-symetrycznego (jednorodne warunki brzegowe na pobocznicy walca)
réwnanie (4.1) sprowadza sie do prostszego, a mianowicie
€ 37j(p2zJt) =x 1 d ( dT(p, z, + d2T(p, z, 1) (4.2)
dt P dp( ap ] dz2
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ar(p, z, t) =X 32T(p, z, t) + a2T(P, z,t) +j_ar(p, z, 0 (4.3)
dt aPp2 az ap

Ostatnie rownanie zapiszemy w postaci

car(p, z, o =x a2r(P,z t) + a2T(p, z, 0 +<p, 7, 1) (4-4)
ar ap2 dz2

gdzie
a(p, dnt: t-'> (4.5)
p ap
jest sztucznym skiadnikiem Zrédtowym w rdwnaniu energii. Mozna zauwazy¢, ze rdwnanie
(4.4) jest identyczne z réwnaniem Fouriera dla obszaréw Zrddlowych zorientowanych w
uktadzie kartezjanskim (por. rozdziat 2). Na powierzchni bocznej walca oraz dlaz=0 iz=H
dane sa warunki brzegowe w postaci

$ T(p, z t), i 0 (4.6)

natomiast w chwili t=0
A(p, z, 0) = TO(p, 2) (4.7

Zatozono, ze przyjete warunki brzegowe (4.6) pozwalajg traktowac zadanie jako osiowo-

symetryczne.
Dla walca nieskoriczonego rozpatruje sie rownanie jednowymiarowe

c 31—5[3’1:) =X Qﬂ;lj-(p, O L <P 0 (4.8)
p

z warunkiem typu (4.6) na pobocznicy walca i warunkiem poczatkowym T(p, 0)= 70(p).
Ogodlna posta¢ rownania energii we wspotrzednych sferycznych jest nastepujaca [10, 11, 12]

cdT?rJI-X .
dt p23p~ ap J p2sin20  apl p2sin0 30~ 30

(4.9)

gdzie x={p, (7, 5} - rys. 4.2.
W praktyce zaktada sie najczesciej jednorodne warunki brzegowe na powierzchni kuli i

w takim przypadku ostatnie réwnanie sprowadza sie do
ar(P,t) m X d( 2dnP,t) (4.10)
dt 02 dpi aP
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Rys. 4.2. Sferyczny uktad wspotrzednych
Fig. 4.2. Spherical coordinate system

lub
céiit di. . e(p,» (4.11)
ot dp2
gdzie
<2(p, t) = 57XPA) (4.12)
P dp

Rdéwnanie (4.11) z formalnego punktu widzenia jest takie samo jak rownanie (4.8).

4.3. Metoda sztucznego zrédta

Koncepcje przeksztatcenia réwnania energii dla obszaréw bezzrédtowych do postaci, w
ktérej pojawia sie sztuczne zrodto, przedstawiono w pracach Mochnackiego i Majchrzak [13,
14, 15, 16]. Istota metody (w wersji przedstawionej przez autoréw cytowanych wyzej prac)
byto przeksztatcenie réwnania dyfuzji dla obszaréw, ktorych parametry termofizyczne sq
zalezne od temperatury do postaci czeSciowo ,zlinearyzowanej”, dla ktérej znane jest
rozwigzanie fundamentalne, czyli do problemu brzegowo-poczatkowego mozliwego do
rozwigzania metodg elementow brzegowych. Nieliniowe rownanie przewodzenia ciepta mozna
zapisa¢ m.in. w postaci

F(U) du(x = Vau(x, ) (4.13)
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gdzie U jest funkcjg Kirchhoffa. Funkcje Kirchhoffa definiuje si¢ nastepujaco
U=x\1) an (4 14)
0

Wystepujaca w réwnaniu (4.13) funkcja F(U) jest pochodng entalpii fizycznej materiatu
odniesionej do jednostki objetosci wzgledem funkcji Kirchhoffa. Jej przebieg w postaci
dyskretnego zbioru punktéw lub funkcji ciggtej mozna wyznaczy¢ metodami numerycznymi
[10, 11j.

Rdéwnanie (4.13) przeksztatcono do postaci

dU(dx, t) = V2U(iC> r) - AF(LT) dU(dX’ f) (4.15)
t t

czyli funkcje F(U) zastgpiono sumg pewnej statej wartosci FO i defektu AF(U).
Ostatecznie rozpatrywano réwnanie

FO du.gx:\]l =V2U(x, t)+<? (416)
t

Funkcje Q nazwano sztucznym zrddtem. Jej wyznaczenie wymaga oczywiscie uzupetnienia
algorytmu przyblizonego rozwigzania rozpatrywanego problemu brzegowo-poczatkowego
procedurg iteracyjnego poprawiania lokalnej wartosci zrodta, poniewaz o jego wydajnosci
decyduje szybko$¢ stygniecia, ktérej wyznaczenie wymaga znajomosci pola temperatury dla
czasOw t! i tfH. Proces iteracyjny jest zbiezny, jesli FO< | AF(U) \ .

W niniejszej pracy metode sztucznego zrodta wykorzystano do przyblizonego
rozwigzywania problemoéw nieustalonej dyfuzji w obszarach walcowych i kulistych opisanego
réwnaniami (4.4), (4.8) i (4.11) z warunkami typu (4.6) i (4.7). Z formalnego punktu
widzenia zadania te odpowiadajg opisowi dyfuzji w jednowymiarowych i dwuwymiarowych
obszarach zorientowanych w uktadzie wsp6trzednych prostokatnych i moznaje rozwigzywaé
w spos6b przyblizony, wykorzystujac algorytmy podstawowej wersji metody kombinowanej
opisane w rozdziale trzecim.

4.3.1. Rozwigzania jednowymiarowe

Rozpatrywac bedziemy przegrode walcowa (walec nieskonczony) lub Scianke kulista.
Powierzchnie graniczne obszarow odpowiadajg promieniom p=Rt oraz p=Rz. W przypadku
walca petnego i kuli mozna przyja¢ /?,=£< <R2 Przy zatozeniu liniowej aproksymacji
szybkosci stygniecia (nagrzewania) w przedziale czasu [tf, r/+1] réwnanie metody odchytek
wazonych przyjmuje posta¢

d2T(p, t1") __4 3xp, t'")~T (P, fl)+y T'it. P)dp =0(417)
dp2 aAt aAt



jest rozwigzaniem fundamentalnym dla wspdtrzednych prostokatnych. W réwnaniach (4.17),

(4.18) a—\/c. Po przeksztatceniach otrzymuje sie rownanie metody kombinowanej w postaci

(por. wzér (3.25))

mo. ) e T o, they T2

J<7*($, p)7*(p, tf")V R ~ j n P, tf)T'(t, p)dp+l fQT-a, p)dp

(4.19)
lub
m., tf") + A7"«, R2)q(R2, tf")-+T a, R)q(RI, /e») =
(4.20)
=j-q'a, R)T(R2 tf")-xqg-a, RDT(RI, tf") +p({) +z(5)
gdzie
£
Pa) =/ "(p, ")r*(g, p)dp (4.21)
oraz
*2
z(0 =j-/ <?7-*(e, p)dp (4.22)

W réwnaniach (4.19), (4.20) q'=-\dT “Idp.

Dodatkowych wyjasnieri wymaga spos6b obliczania z (|). Jak wiadomo, w realizacji
numerycznej catke zawierajaca zrodta wewnetrzne zastepuje sie sumg catek po elementach,
czyli

z(» - «E | - 8r(P’ P)dP (4-23>
y-1i, P 3P
przy czym wi= 1 odpowiada geometrii walcowej, natomiast m=2 - sferycznej. Wskaznik s
oznacza wybrany poziom czasu. Z formalizmu metody kombinowanej wynika, ze s=f+1, co
wymaga iteracyjnego poprawiania wartosci catki z(£), ale mozna réwniez przyja¢ s=f.
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Jest to rdwnoznaczne zatozeniu, ze wydajnos¢ zrodet wewnetrznych w przedziale czasu
[tf, t/H ] pozostaje niezmieniona i réwna wydajnosci poczatkowej. Z punktu widzenia
»filozofii” metod numerycznych zatozenie takie jest w petni dopuszczalne, i jak wykazaty
obliczenia testujgce, nie wptywa w sposdb widoczny na wyniki obliczen, a dodatkowo
pozwala uniknag iteracji zwigzanych z wyznaczeniem wydajnosci zrodet.

W przypadku zastosowania elementéw liniowych warto$¢ pochodnej dTldp w obszarze
elementu wewnetrznego pG[p”_,, H] jest stata i réwna ilorazowi réznicowemu

pe[P, ,p.J: ar<P,f> , npj.n-np,.,,,") (424)
o dp pi-Pj.,

Przy powyzszym zatozeniu catke z (?) oblicza si¢ z zaleznosci

1(0 . nprn-nf,.,,n j T-a, p)dp CA.2S,
p/-py-i P
Calki z ilorazéw rozwigzania fundamentalnego 7' i wsp6trzednej geometrycznej p oblicza sie
metodami numerycznymi.

Pozostate elementy algorytmu metody kombinowanej dla zadania ID nie ulegajg zmianie
i zostaty omowione w rozdziale poprzednim.

Efektywnos$¢ i doktadnos¢ metody kombinowanej dla omawianych zada brzegowo-
poczatkowych przetestowano na licznych przyktadach dobranych w ten sposob, aby
rozwigzania przyblizone mozna byto poréwnywac z rozwigzaniami analitycznymi. Ponizej
przedstawiono kilka z otrzymanych rozwigzan.

Pierwszy przyktad dotyczy stygniecia walca staliwnego o promieniu 0.1 [m] i temperaturze
poczatkowej 100° C. Na pobocznicy walca zatozono warunek brzegowy pierwszego rodzaju:
T(R2, 0=0. Promief wewnetrzny Rt= 10~3[m] zapewnia w praktyce uzyskanie rozwigzania
dla walca petnego. Na powierzchni wewnetrznej przyjeto zerowy strumien ciepta. Parametry
termofizyczne materiatu wynosity X=35[W/mK], ¢=4.875- 106 [J/mX]. Obliczenia
prowadzono z krokiem czasu At=2.5 [s], liczba elementdw wewnetrznych wynosita «=20.
Na rys. 4.3 pokazano profile temperatury dla czaséw 1, 2, 3, 4 i 5 [min] (linie ciggle),
symbolami zaznaczono rozwigzanie analityczne.

W przyktadzie drugim rozwazano taki sam walec, z tym ze na jego powierzchni
zewnetrznej zatozono warunek brzegowy Robina, przy czym a=50 [W/mK], r “=200C.
Temperatura poczatkowa walca wynosita 500° C. Wyniki obliczen numerycznych (linie
ciagte) oraz rozwigzanie doktadne (symbole) pokazano na rys. 4.4.

Przyktad trzeci ilustruje wykorzystanie metody kombinowanej do obliczeri nieustalonego
pola temperatury w powtoce walcowej. Rozwazano tuleje staliwng o wymiarach  =0.03 [m],
R2=0.1 [m] o temperaturze poczatkowej 500°C. Na wewnetrznej i zewnetrznej powierzchni
przyjeto warunki brzegowe Robina, przy czym wspétczynniki wymiany ciepta wynosity
a=50 [W/mK], a temperatury ptynu omywajgcego tuleje 7°” =20°C.  Obliczenia
prowadzono z krokiem czasu At=2.5 [s], w rozwazanym obszarze wyrézniono 20 elementdw
wewnetrznych. Na rys. 4.5 pokazano wyniki obliczeri dla powtoki walcowe;j.



Rys. 4.3. Rozwigzanie z warunkiem | rodzaju Rys. 4.5. Rozwigzanie dla warstwy
Fig. 4.3. Solution of Dirichlet problem Fig. 4.5. Solution for the layer
Rys. 4.4. Rozwigzanie z warunkiem Robina Rys. 4.6. Krzywe nagrzewania (kula)

Fig. 4.4. Solution of Robin problem Fig. 4.6. The heating curves (shpere)
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W celu sprawdzenia poprawnosci zaproponowanej metody obliczeniowej dla obszaréw
kulistych rozwigzano miedzy innymi nastepujace zadanie. Kula o promieniu 0. I[m] wykonana
z materiatu, ktorego wspotczynnik dyfuzji wynosi a=1.179-10-6 [m2s], a temperatura
poczatkowa 70(x)=0°C, nagrzewa sie na skutek przytozenia najej powierzchni temperatury
brzegowej 7(0.1, r)= 100°C. Zadanie takie ma rozwigzanie dokfadne. Obszar kuli podzielono
na 20 elementéw wewnetrznych. Obliczenia prowadzono z krokiem czasu A/=2.5[s], Srodek
kuli zaizolowano powtoka o promieniu 10~8[m]. Wyniki obliczen (krzywe nagrzewania w
$rodku kuli i dla promienia p=0.075 [m]) pokazano na rys. 4.6 - linie ciagte. Na tym samym
rysunku symbolami zaznaczono rozwigzanie dokfadne.

4.3.2. Rozwigzanie dwuwymiarowe (walec skoriczony)

Rozpatrywa¢ bedziemy walec skoriczony o promieniu wewnetrznym p=/?, oraz
zewnetrznym p=R1i wysokosci Z. W przypadku walca petnego mozna przyjac /?, =e < <R2

Przy zatozeniu liniowej aproksymacji szybkosci stygniecia (nagrzewania) w przedziale
czasu [tf, f/+1] aproksymacja rdwnania (4.4) jest nastepujaca

T(p, z, tf")-T(p, z, t') m

At
(4.26)

d2T(p, z, tA) 182r(p1 Z, tA) |<7(P, Z, tS)
dp2 dz2

=a

lub
d2T(p, z, tf") , d2T(p, z, tf") ~
dp2 dz2 427)

—a'K;r(p, z, t/ )+}Jilmr(p, z, tf)+§(Q(p, z, fs) =0

i kryterium metody odchytek wazonych przyjmuje postaé

/ d2T(p, z, tf") t32r(p, z tf") ,
dp2 dz2 (428)

—i-7Tp, z, tt*)+— r(p, z, /) +-f<?(P, z, ts) T*($, p, z)dQ =0
A TP )+ T (P ) 5<% ) T*($, p, 1)dQ
gdzie 5=/lub s=f+| oraz £=(£t, £2-

Po przeksztatceniach otrzymuje sie réwnanie metody kombinowanej (dla £ -* T)

B(E)T(E, tf") * J_Ir([IT-(E, p, 2)q(P, z, f/H)dr =
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1 fq'(Z, p, 2)T(p, z, tf")dr+-i- fT(p, z, tf)T'tf, p, 2)dQ +
aAt J (4.29)

-[Q(P, z, t*)T'tt, P,z)dQ

Dla statych elementdw brzegowych i wewnetrznych otrzymuje sie nastepujgca postac

rownania (4.29)

+T(E*. tf") ¢ x'£q(pi,Zi, tf")jT'tt*, P,2)dTj =
9 X;- N [~

i £ r(P>Z>t1)fq" (ZI>P> z>dr; + (4.30)
= r.

—y T(p', z', tHY[T'(V, P, 2)dQ,+*A"N fQ(p, z, f)T-(V, p, 2)dQ,

amg i 0, X,"i o,
i po wprowadzeniu oznaczen
Sy-yl/r«', p,z)dr, (4.31)
n. = P.z)dr. (4.32)
(4.33)
Zi=- fQ(p, Z ts)T'(V, p.2)da (4.34)

mamy 0=1, 2, ..., Al

£ gy,(p/fz7,0=1; *yT(P/,z'. 0 + E r(p'. z', r/)+E
my -1 M

przy czym

(4.36)
hn -
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Dodatkowego komentarza wymaga sposob obliczania catki zu zawierajacej informacje o
»walcowosci” obszaru, czyli catki

z« =t /o,~P 3r(Pg’P*’m a0 p’z)dQ/ <-37)

*

W pierwszej kolejnosci nalezy zatozy¢, ze wartosé¢ pochodnej w kierunku promieniowym w
obrebie rozpatrywanego elementu wewnetrznego ma statg wartos¢ i wtedy

Zi, ar(m 2", 05)j £ T.(Vt p>2)dQ< (4 3g)
3P i P

Sposob okreslenia przyblizonej wartosci pochodnej jest uzalezniony od przyjetej dyskretyzacji
wnetrza i potozenia weztéw centralnych elementdw 0,. Przykladowo, dla siatki pokazanej na
rys. 4.7 i weztdw elementdéw wewnetrznych a (nie stykajacych sie z pobocznicg walca) mozna
wykorzysta¢ przyblizenie rzedu o(h2) nazywane ilorazem réznicowym centralnym, czyli

T(PUL, z1'1 fJ) - T(p'-1, 211, ts) f1l
2Ap L,R—)T Vv, P,z)dQ( (4.39)

Zatozono przy tym ,,naturalng” numeracje elementéw wewnetrznych od lewej do prawej
strony obszaru w kolejnych rzedach. Z kolei dla weztéw elementéw wewnetrznych, dla
ktorych pobocznicg obszaru osiowo-symetrycznego jest lewym lub prawym brzegiem,
aproksymacja pochodnej po promieniu wynika z rézniczkowania wzoru interpolacyjnego
Lagrange’a [17, 18], a w szczegdlnosci

— dla weztéw typu b

Z_=T{p'*1, zI', t*)+3T(pl, zf, t")-4T(plk1L z"L t") [

) +T'(Z° P, 2)dO,
3AP Tp

(4.40)
dla weztow typu ¢
- . —n epy it id )
4r(p/Hl, zfH, tI)-3r(p5, z',n “H P, 24, f:]).,{___l_\v' P, 2)d0,
3AP 0, B

(4.41)

W przypadku element6w liniowych problem aproksymacji pochodnej wzgledem wsp6trzednej
p mozna w zasadzie zautomatyzowac, poniewaz z zatozenia funkcja na elemencie jest liniowa
i jej pochodne majg wartosci state. Zachowujac oznaczenia jak we wzorze (3.70), mamy

dT(p, z, ts)

dp jrhjfe-*9)rl + (Zk-Zp)Ts * (z™-z"rl] (4.42)
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Podobnie jak w zadaniach ID, wskaznik poziomu czasu s powinien odpowiada¢ chwili
r/+l. Jesli jednak przyjac s=f, to okreslenie lokalnych wartosci funkcji sztucznego zrédta nie
wymaga wprowadzania procedur iteracyjnych, ajak pokazuja wykonane przez autora pracy
obliczenia testujgce, dokfadno$¢ rozwigzania numerycznego jest w petni zadowalajaca.

Omowiong wyzej metode mozna zilustrowa¢ nastepujacym przyktadem [19]. Odlew w
ksztalcie tarczy o $rednicy 300 [mm] zasilany walcowym nadlewem usytuowanym centralnie
(por. rys. 4.7) po wybiciu z formy stygnie w powietrzu w warunkach konwekcji naturalnej
(warunek brzegowy Robina). Zatozono, ze w chwili przyjetej jako t =0 temperatura w catym
obszarze jest jednakowa i wynosi 500°C. Brzeg obszaru podzielono na 58 statych
elementdw, awnetrze na 113 statych elementdw skoriczonych. Powierzchnia podstawy odlewu
nie oddaje ciepta do otoczenia (¥=0), taki sam warunek zatozono na powierzchni ,,otworu”
0 Srednicy /?, = 10~2 [mm] otaczajacego o$ symetrii tarczy i nadlewu.

Rys. 4.7. Dyskretyzacja obszaru tarczy i nadlewu
Fig. 4.7. Discretization of disk and riser domein

Zadanie rozwigzano metodg kombinowang przyjmujac krok czasu At=75 [s], a wyniki
poréwnano z rozwigzaniem wykorzystujacym klasyczny wariant metody brzegowych réwnan
catkowych (I schemat MEB) - réwniez z wprowadzong sztucznie funkcjg zrodta. Wyniki obu
rozwigzan przedstawiono na rysunkach 4.8, 4.9 i 4.10. Gdrne czesci rysunkéw odpowiadajg
rozwigzaniu wynikajgcemu z zastosowania | schematu MEB, a dolne z zastosowania metody
kombinowanej. Jak wida¢, rozwigzania sa bardzo podobne i maksymalna réznica lokalnych

i chwilowych temperatur nie przekracza 3K.
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Rys. 4.8. Temperatury w weztach wewnetrznych po czasie 600 s
Fig. 4.8. Temperatures at internal points for time 600 s
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Rys. 4.9. Temperatury w weztach wewnetrznych po czasie 900 s
Fig. 4.9. Temperatures at internal points for time 900 s
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5. METODA KOMBINOWANA DLA OBSZAROW SFERYCZNYCH

5.1. Rozwigzanie fundamentalne dla obszaru sferycznego

Punktem wyjSciowym do prezentowanych nizej rozwazan jest rownanie wynikajace z
kryterium MOW dla obszaréw przestrzennych (réwnanie (3.47)). Wykorzystamy przy tym
podejscie zaproponowane dla obszardw walcowych i klasycznego wariantu MEB przez
Brebbie, Tellesa i Wrobla [1] oraz Bokote [2]. Rozwazaé bedziemy sferyczny uktad wspdt-

rzednych (p, <9 d) - rys. 5.1. Dodatkowo
zaktadamy takie potozenie uktadu Karte-
zjanskiego, ze £=(?,, £2>13>=(0. °> £) (co
nie zmienia ogoélnosci rozwazan). Wspot-
rzedne punktu biezacego x=(xt, x2 x3 w
sferycznym  ukiadzie  wspdtrzednych
wynikajg ze znanych wzorow

=p cos @sin0
x2=psin <psin0 (5.2)

x3=p COSO

natomiast odlegto$¢ miedzy punktami x oraz
£ w tym uktadzie wynosi

r =\jp2+52-2p£cos0 "

Rys. 5.1. Sferyczny uktad wspétrzednych
Fig. 5.1. Spherical co-ordinate system

Elementy powierzchni i objetosci kuli wynoszg odpowiednio
dr =i?2s5in0d0d(p (5.3)
dQ = p2sin0d0d(pdp

gdzie R jest promieniem kuli.
Réwnanie metody odchytek wazonych przyjmuje postac [3]
2 2n n

T(, f/+1) + — q(R, f/¥')/ [ 7 (r)sin0d0d<p =
0o

R 2nn
=IL t(R, f/+1)Jjy(r)sin0d0d<p +|p 2||/(p )7 **(r)sin0dOd(pdp + (54)
0 00

R 2nn
1Jp2)fQ(p, tf) T*(r)sin0d0d(pdp
0 00
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lub
Ta, tftl) + ~XT'a, R)q(R, t/Hl) :—Xq*a, R) T(R, tffl)
. R (5.5)
* f p2f(p)f,a, p)dp +jf p2q(P, tf)t'a, p)dP
gdzie

T*a, p) =f f ~(rJsinOdOdcp =

00
nn ) (5.6)
=J- 11 1 exp perz2-2p & sin0d0d<p
4nii h 2+e-2pt J1 ant
ra. p) - -x*£&n1l (5.7)
3p

Po scatkowaniu otrzymujemy rozwigzanie fundamentalne dla jednowymiarowego zadania
nieustalonej dyfuzji w obszarach sferycznych

t'a, p) =" [exp(-Ip-¢ |/p) - exp(-|p+5]|/P)] (5.8)
PWP

natomiast strumien ciepta wynikajacy z tego rozwigzania wynosi

Q(E. p) ==T'a, p) *
P (5.9)
+ [sgn(p-5)exp(- [p-e |/p)-sgn(p+e)exp(-[p+$ |/j})]
31
Zmierzajac z £ -» R~ w zaleznosci (5.5), otrzymujemy réwnanie brzegowe w postaci
T(R, t'¢>) + AT'(R, R)q(R, t'"*') =~q'(R"', R)T(R, tf") +
A A
(5.10)

+/ P2f(p)T*(R, p)dp +j f pqp tf)f (R, p)dp

Wyznacza sie z niego ,,brakujgca” warto$¢ brzegowag (strumien ciepta, jesli znana jest
temperatura brzegowa lub temperature brzegowa, je$li znany jest strumien ciepta).
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W drugim kroku algorytmu oblicza sie temperatury w weztach wewnetrznych kuli £ (0, R)

Ta, t's) = -, H<A*> 1% 1) +

A
o (5.11)

fp2f(p)t'(t, p)dp +jf p2Q(p, thHf'a, p)dp

Sposoby numerycznego wyznaczania catek wystepujacych w réwnaniach (5.10), (5.11)
oméwiono w podrozdziale 3.2.

5.2. Warstwa kulista

Wyznaczone w podrozdziale 5.1 rozwigzanie fundamentalne wykorzystamy do przybli-
zonego rozwigzania problemu nieustalonej dyfuzji ciepta w warstwie kulistej. Rozpatrywaé
bedziemy réwnanie energii w postaci

R<0<R- ar(p,o , A _d_( 2dT(p,t)\ + Q(p,t)  (512)
i 8t 2 dp ap a

i K 2

Dla ustalenia uwagi zatozymy warunek brzegowy Neumanna na wewnetrznej i warunek
brzegowy Robina na zewnetrznej powierzchni warstwy:

p = R( q(p’t) ::Cp (5.13)
P =R2: q(p, ) =a[T(p, 1) -7"]

Opis matematyczny uzupeinia warunek poczgtkowy
f=0: T(p, 0) =T0(p) (5.14)

Do rozwazan wprowadzamy siatke czasu zdefiniowang wzorem (3.3). Roéwnanie
rézniczkowe dyfuzji ciepta na odcinku [tf, //+I] lub [tf~\ r/+] zastepujemy réwnaniem
wynikajacym z roznicowej aproksymacji pochodnej temperatury wzgledem czasu [4], czyli

n P, t'tl)y-np, tf) =~ _s_  23l(p, T~ <?(p. tf) (5.15)

At p2 3p 3p C
lub
3T(p, t/tl)-4T(p, tf) +T(p, t'-1) _a d .23 (p, t/tl) |, <2(P, (5.16)
At p2 dp 3p C

Wprowadzamy nastepujgce oznaczenia
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dla liniowej aproksymacji po czasie

| At ) = e i) (5.17)

aAt A

- dla aproksymacji kwadratowej

P 3

2aA

W ten sposéb otrzymuje sie zunifikowang posta¢ réwnan (5.15) oraz (5.16), a mianowicie

2dT(p, 2DV bty 4 (p) + th =0 (5.19)
P23P 3p

lub

d
o 2dT(p3'pf/H)] - pp2r(p, tf") + PA(p) - -22Q(P’ /) =0 (5-2°)

Kryterium metody odchylek wazonych prowadzi do zaleznosci

R2dT(p, tf")

! ap dp -p p2r(p, fIH)+P2 (P)+p2g(p’ f/) ~+(S, p)dp=0(5.21)

Funkcja wagi (5.8) spetnia réwnanie

- MdTUL ) ppotou, p) = -6(5, p)

3p 3p

(5.22)

gdzie <5(£, p) jest deltg Diraca (dla uproszczenia oznaczen pomijamy daszek nad T* oraz ().
Po dwukrotnym scatkowaniu przez czesci pierwszego sktadnika réwnania (5.21) otrzymujemy

p) "
-p p2T-(Z, ,
/ dp dp p p2T-(Z, p) T(p, tf")dp +
p=«2
p2t 'u , p)— fA1) - p2T(p, t p) (5.23)
3p 3p -

/| PX(p)T‘tt, p)dp + | [/ p2<?(p, tf)T'U, p)dp =0

Wykorzystujac wilasno$é rozwigzania fundamentalnego oraz twierdzenie o catce iloczynu
funkcji, z ktérych jedna jest funkcja Diraca, dochodzimy do réwnania

pP=2 P=Rj
-NO*(E, p)r(p, XD

m, tf") + -B-r*(5, p)9(p, tf")
A P=*1 P*«| (524)

I p2/(p)7*(e, p)dp +| / p2Q(p, r')*"«, p)dp

przy czym (p, tf+)=-\dT(p, tf+)/dp, q'(E, p)=-\dT*(%, p)/dp.

Réwnanie (5.24) mozna zapisa¢ w postaci

m, tf") + -:r(e, j292(/?2, /1) - -)\/7-(?, Rjn~, tf") =

(5.25)
1?
V « . R)T(R2, f/+1) - -V (S > AD7'(«L f/H) +P(5) +z(5)
gdzie
pa) =f p2/(p)t-(e, p)dp (5-26)
2(2) = Y I p2<2(p, p)dp (6:27)
Zmierzajac z £ do brzegu obszaru, tzn. £ -* /2,+, £ -» R2 , dochodzimy do réwnan
T(RX t"x) + 122)9(i?2, r/+1) - 4 L7" (Pp «,)?2m(*!, 2/tl)
A A (5.28)
=-1q"(Rr, R)T(R2, tf") - -itx(*r, lijjrap f/H1) +/>(*) +z(*))
A A
N2
T@i?2, f/41) + -Ar*(i? 2, [22)<?2(K2> f'* 1) - -ir* (/3 2>*,)m(*, f/t]) =
A A (5.29)

>2
=Ag\R 1, R)T(R2 tf") - ~-q'(R2, RONA, tf") +p(R2) +z(*2)
A A

ktére mozna zapisa¢ w postaci macierzowej



R\
—+T'{RItRX)
A

r\
—+T"'(R2, *,)
A

i? N

* Y-

lub

M1 M2 Q(RIt */+1)
& &2 q(R2, tf™)
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\
-r’\T'(RItRZ) «(*,, 1)
A

r\
-1t'(R2,R2) 9(~2, f7*)
~ (5.30)

sy [Itro t67)  prY  Z(*i)
+ +

[r(*2,tf") p(R2) z(R2)

W, h12 R ;
. T(RI, tf™) P,V (5.3
h2l h2 T(R2, tf") A

Dla zatozonych w opisie matematycznym warunkéw brzegowych (5.13) uktad réwnan

(5.31) przyjmuje postac

A2 b

«@1 822, alr(*2 tf")-T~]

czyli

b}
M ocn2 a2 r (7,

_en hR2OTRX )y

h2l h2 T{R2, tf") P2

1
»/#») £11 &J <b + H + *1 (5.33)

(21 asp2 22 T(UD 1) =g as T~ H

Z tego ukiadu wyznacza sie ,brakujgce” temperatury brzegowe w chwili tf+\ a nastepnie

strumien ciepta dla p=R2

g (R2, tft) = a[T(R2, tf")-T~] (5-34)

Wartoéci temperatur w wewnetrznych punktach obszaru dla ££(/?,, R oblicza sie na

podstawie réwnania (por. wzor (5.25))

R2

m ., tf") =-xq'U, R2)T(R2, tf")--Lq'tt, RIJURI, tf") +
A

R2

A (5.35)

K2)<7(/?2, f/H1) +T -r*«, «)«(«,, »/H)+P«)+z(0
A

Nalezy w tym miejscu przypomnieé, ze zastosowanie schematu rzedu wyzszego wymaga
znajomosci pola temperatury z dwéch poprzednich pozioméw czasu, w zwigzku z
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powyzszym, pierwsze przejScie 10-» t 1realizuje sie przy zatozeniu liniowej aproksymacii
szybkosci stygniecia (nagrzewania). Kolejne kroki r 1-* r2, tf -* r/+1 mozna przeliczaé
wykorzystujac aproksymacje kwadratowa.

5.3. Obszary niejednorodne

Nieustalone pole temperatury w niejednorodnym obszarze sferycznym opisuje nastepujacy
uktad réwnan

dTm (P’ O = ~n_d

* - ! (5.36)
ml <p<Rmn dt 02 dp

gdzie m -1, 2, M, am=\m/cmjest wspoétczynnikiem dyfuzji ciepta ,,m” warstwy (cm-
cieplo wiasciwe na jednostke objetosci, \m - wspéiczynnik przewodzenia ciepta). Dla
uproszczenia dalszych wywodéw zatozono, ze rozpatrywane obszary sa obszarami
bezzrédtowymi.

Dla p =Rm m=\, 2, ..., M—1 przyjmuje sie warunki ciagtosci

d m-al 3 5.37
P=K =m P (5.37)
Tn(P>0 - Tmtl(p, f)
natomiast dla p =R0oraz p =RMzatozono warunki brzegowe w og6inej postaci
5r,(P>1)
P=+0: ® ~(p, o0, q) =0

dTM(p, t)

(5.38)

RM : ™(P, O,

p

Znany jest réwniez rozktad temperatury w poszczeg6lnych warstwach dla czasu t:O
r.(P, 0) = TnQp) (5.39)

W pierwsze] kolejnosci dla kazdego podobszaru Rm I<p<Rm zapisujemy réwnanie
wynikajace z kryterium odchytek wazonych (por. wzér (5.25))

Tma, t'")+8mu, Rmgm(Rm, Rm M R m”f")= (5.40)

gdzie

gma, p) =f-r;«.p) (541)
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oraz

(5.42)

I>.«) = | P2/(P)~(5, p)dp (5.43)

Rozwigzania fundamentalne wyrazaja sie zaleznosciami (por. wzér (5.8))
<5P <Kk mr;(t, p)=I™[exp(-|p-S|/P)-exp(-|P™/P)](54)
PS/P

natomiast strumienie ciepta wynikajgce z tych rozwigzan wynoszg

* %

» p) = il
dp P (5.45)

£p [sgn(p-Oexp(- |p-¢ |/p)-sgn(p+5)exp(-|p+$ |/P)]
Dla £ -* Rm_,+ oraz %-* Rm otrzymujemy nastepujace réwnania

«-(«.-1.*7*%1)

(5.46)
>)-i *a(«i-i. %) Pm(Rm-{)
mre * ) (o, - TMUPM £ P jRM .
lub
51/1” 1y AT AR TIRm.v tf") L (5.47)
21 #2/; qJ Rm>f/+1) b2 w o ") b2

Koncowy uktad rozwigzujgcy dla obszaru wielowarstwowego otrzymuje sie poprzez
sprzezenie uktadow typu (5.47) za pomoca warunkéw ciggtosci (5.37) dla p=Rm m=1, ....
M- 1 [5].

Dla przyktadu, rozpatrywac¢ bedziemy obszar dwuwarstwowy (M=2) - rys. 5.2 zaktadajgc
nastepujace warunki brzegowe dla p=R0oraz r =r2

P= : 4iP.<dH)=42D (5.48)

P=Ar : «2P, fltl) =«[r2(p, tf")-T'}
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Warunek ciggtosci dla p=R{mozna zapisa¢ w postaci (wzér (5.37))

Uj(P, titl) =e2(p, f/t1) = q(RIt tf") (5.49)

jrop, ri+1) = T2(p, r/tl) = T(RV tf")

Rys. 5.2. Dwuwarstwowy obszar sferyczny
Fig. 5.2. Two-layers spherical domain

Wprowadzamy réwnania (5.49) do uktadéw (5.47) dla m= 1, 2. Biorac dodatkowo pod uwage
warunki brzegowe dla p=Rai p=Ri mamy

gu S\i  w hd Hi2 T,(RO, tf")  p, 650
o eh G(R, M) hat h2 T(RL ") py
oraz
2 2 . 2
Fu £12 <2(*, A+1) k& kA T(RU tf") 550
£ i Wl W2 ra(n, rib)  ph
Po przeniesieniu niewiadomych na lewa strone otrzymuje sie
[M(~O, f1H) 1 1
-hh  -hy,
© O TRV = 1 (5.52)
-y hi, S22 -S2\<th+P2
[« (*,, tfti)

oraz
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T(RIt t')

hn 8u a8i2~h?2 12T ~+PP
«(*, Tl “«d (5.53)

h2d 821 ttg22~h2 «g\2T"+pl
[w . t'")

Ostatecznie dochodzimy do nastepujgcego uktadu

-hh hi2 gl 0 B @ -g\qb+p\
-h21 -h2 g% 0 T(RV tt*) _s2lgb+P2 (5.50)
0 sy g]2.1 g2tz AR, tY) |
0 -A2i #221 cup il T2AR2 I ag22T~+P2
przy czym
q2(R2, t*") =a[T2(R2, r/t1)-7""] (5.55)

Znajomo$¢ wartosci brzegowych dla p=R0, p=R" oraz p=R2 pozwala na obliczenie
temperatur w weztach wewnetrznych dla czasu f/+| na podstawie réwnania

rma. t'")=gma,
(5.56)

+M 5. *jT m(RM Rm )Tm(rm.1, t'") +pma )

Podobny algorytm mozna wykorzysta¢ w przypadku niezerowego oporu cieplnego na styku
miedzy rozpatrywanymi podobszarami. Warunek ciagto$ci ma posta¢

par(p, 9 _Tt(p, ) -rAp, t)_NAi0 3T2(p, 1)
dp dp

lub

U (P, t/tl)

92(P, /1) = <2(*,, fi1)
(5.58)

[r2(p, t/H1) =r,(p, '*1) - Res-q(.RIt r/ 1)

gdzie ftesjest oporem cieplnym. Dla Res =0 ostatni warunek przyjmuje postaé¢ (5.49). Mozna
bowiem zauwazyé, ze strumien ciepta bedzie miat warto$éskoriczong jedynie wprzypadku,
gdy iloraz réznicy temperatur i oporu cieplnego przyjmie posta¢ symbolu nieoznaczonego
[0/0], czyli 7,(p, t)=T1(p, 1).

Uktad rozwigzujacy dla takiego zadania z dodatkowym oporem cieplnym styku jest
nastepujacy
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1
Aj,  h\2 812 0 W, ot -8nQb+p\
. 1
h\i -h2 82 0 T ) -82igh+p P
0 .Afi gh+Resh" % A% 2(*, <H) 2 f

.. 2 > 2 fim 2
0 ~h2 gn +Resh” a 822 i 2072, ) ««225“] +/>2

rébwnoczes$nie

r23?, <) = T*R,, t™*1) - Res-q(RIt tf") (5.60)

5.4. Przyktady obliczen

Przyktad pierwszy dotyczy zadania brzegowo-poczatkowego, dla ktérego temperatura
brzegowa na powierzchni kuli ma statg warto$¢ T(R, t)=Tb, natomiast dla t=0: T(p, 0)=0.
Zadanie takie posiada rozwigzanie doktadne cytowane m.in. w [6, 7]. Obliczenia testujgce
pokazaly, ze bardzo dobra doktadno$¢ rozwigzania numerycznego uzyskuje sie dla szerokiego
przedziatu krokéw czasu i uzyskane wyniki dla siatek odpowiadajgcych przyrostom liczb
Fouriera AFoE [0.001, 0.009] sa praktycznie takie same jak rozwigzania analityczne. Na
rysunkach 5.3 i 5.4 pokazano krzywe nagrzewania w wybranych punktach kuli
odpowiadajgcych promieniom p=0.057?, 0.5R, 0.75R, 0.95R. Pierwsze rozwigzanie uzyskano
dla nastepujacych danych: fl=0.1[m], r,=100[°C] \=35[W/mK], ¢=4.875 106[J/m3K],
A/=4.17[s] (AF0=0.003) oraz A/=8.35[s] (AF0=0.006), natomiast drugie dla ft=0.2[m],
7;=100[°C], X=I[W/mK], ¢=1.75T06[J/m3X], A/=210[s] (AF0=0.003) oraz Ar=420]s]
(AF0=0.006). Tak wiec rozpatrywano ekstremalnie r6zne parametry termofizyczne materiatu
kuli. Na omawianych rysunkach zaznaczono réwniez rozwigzanie dokladne, ale wszystkie trzy
wyniki sg prawie takie same.

Bardzo dobrg zgodnos$¢ rozwigzania numerycznego i analitycznego uzyskano réwniez dla
zadania z warunkiem brzegowym trzeciego rodzaju: q(R, t)=a[T(R, t)-T°°] (jak poprzednio
a jest wspotczynnikem wnikania, a T *“ - temperaturg otoczenia). Na rysunku 5.5 pokazano
rozwigzanie doktadne (symbole) i rozwigzania numeryczne (linie ciggte) dla nastepujacych
parametréow: R=0.2, X=35[W/mK], ¢=4.875 106[J/m3K], a=350[W/m2K] (liczba Biota
Bi= 1), 7" =0, temperatura poczatkowa T(p, 0)= 100°C, AF0=0.002, 0.003, 0.006, 0.01.
Krzywe stygniecia odpowiadaja punktom p=0.05R, 0.5R, 0.75R, 0.95R.

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢, ze zaproponowany w podrozdziale 5.1 algorytm metody
kombinowanej zapewnia bardzo duzag doktadno$¢ rozwigzania przyblizonego.
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Rys. 5.3. Krzywe nagrzewania (przyktad 1)
Fig. 5.3. Heating curves (example 1)

Rys. 5.4. Krzywe nagrzewania (przyktad 2)
Fig. 5.4. Heating curves (example 2)
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Rys. 5.5. Krzywe stygniecia
Fig. 5.5. Cooling curves

Kolejna seria obliczen testujacych dotyczyta algorytmu dla warstwy kulistej opisanego w
podrozdziale 5.2. Nizej zostang przedstawione trzy z przeliczonych przyktadéw. W
przyktadzie pierwszym rozwazano staliwng warstwe kulistg o promieniach =0.05 [m],
i?2=0.1 [m]. Krok czasu zmieniano od A?=1[s] (AF0=0.03) do At=2 [s] (AF0=0.06). Na
powierzchniach granicznych warstwy zatozono warunki g(RY, t)=0, T (R2 f)= 100°C,
natomiast temperatura poczatkowa warstwy wynosita TO= 100°C. Na rys. 5.6 pokazano
krzywe nagrzewania w poblizu powierzchni granicznych, w $rodku warstwy i w odlegtosci
314(R1-R ). Wynik poréwnano z rozwigzaniem doktadnym i stwierdzono bardzo dobrg
zgodnos$é rozwigzan. Przykiad drugi dotyczy warstwy kulistej (fl,=0.1 [m], R2=0.2 [m])
wykonanej z materiatu izolacyjnego o parametrach A=1 [W/mK], ¢=1.75T06 [J/m3K].
Przyjeto kroki czasu At=52.5 [s] i At=105 [s], co odpowiadato przyrostowi czasu
bezwymiarowego AF0=0.003 i AF0=0.006. Przyjeto, ze dla p=RI: q(p, t)=0, dla p=R2
Tb=1000C, T (p, 0)=0. Wyniki przedstawione na rys. 5.7 odpowiadajg obliczonym
analitycznie i numerycznie krzywym nagrzewania w punktach zlokalizowanych podobnie jak
w przyktadzie poprzednim. Trzeci z przedstawionych przyktadéw r6zni sie od poprzednich
parametrami geometrycznymi (/2,=1 [m], R2=2 [m]) i termofizycznymi (A=I[W/mK],
c=1[J/m X]). Dla powyzszych danych krok czasu odpowiada przyrostowi liczby Fouriera,
na rys. 5.8 zaznaczono rozwigzania dla krokéw A/=AF0=0.003 i A/=AF0=0.006 oraz
dokladne. Obliczenia testujgce, ktérych fragmenty oméwiono wyzej, w petni potwierdzity
bardzo dobrg doktadno$¢ rozwigzania numerycznego problemu dyfuzji w warstwie kulistej.
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Rys. 5.6. Krzywe stygniecia - warstwa (przyktad 1)
Fig. 5.6. Cooling curves - shell (example 1)

Rys. 5.7. Krzywe stygniecia - warstwa (przyktad 2)
Fig. 5.7. Cooling curves - shell (example 2)
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Rys. 5.8. Krzywe stygniecia - warstwa (przyktad 3)
Fig. 5.8. Cooling curves - shell (example 3)

W toku dalszych badan testowano dokladno$¢ algorytmu dla nieustalonej dyfuzji w
obszarach niejednorodnych. Rozpatrywano m.in. kule wykonang z zeliwa (/?,=0.05[mJ)
wzmochiong warstwg staliwng o grubosci 0.01[m]. Temperatura poczatkowa obszaru
wewnetrznego wynosita TW=20°C. W omawianym przykitadzie kule zeliwng potraktowano
jako warstwe, ktérej promien wewnetrzny wynosi RO= 10~5[m] - chciano bowiem zbada¢
dodatkowo przydatno$¢ algorytmu opisanego w podrozdziale 5.2 do obliczen dyfuzji ciepta
w kuli peilnej traktowanej jako warstwa sferyczna o bardzo matym promieniu wewnetrznym.
Temperatura poczatkowa powtoki zewnetrznej wynosita TI0=300 °C. Duze zréznicowanie
tych temperatur wynika z potrzeby zapewnienia dobrego przylegania warstw po osiggnieciu
przez nie temperatury otoczenia, a z punktu widzenia obliczen testujgcych chodzito o
uzyskanie duzych gradientéw temperarury w poblizu brzegu - a wiec niekorzystnych z punktu
widzenia symulacji numerycznej warunkéw przeptywu ciepta na styku warstw. Parametry
cieplne podobszaréw byly nastepujgce: X,=53 [W/mK], ¢,=3.917-106 [J/m3K], X2=30
[W/mK], c2=4.875 106[J/m3K]. Wspobtczynnik wnikania ciepta na powierzchni zewnetrznej
p=R2:a=30 [W/m X], temperatura otoczenia 7"=20°C. Dla p=R0(umowne wydrgzenie
wokot Srodka kuli) przyjeto warunek adiabatyczny. Wnetrze obszaru podzielono na 25
elementow liniowych, przyjeto krok czasu At =2.5[s] (rys. 5.9) i At =1.25 (rys. 5.10).

Otrzymane wyniki porownano z wielokrotnie weryfikowanym rozwigzaniem uzyskanym
metoda réznic skonczonych [8] (symbole narysunkach 5.9 i 5.10). Nalezy podkresli¢, ze roz-
wigzania sg bardzo podobne - nieco lepszg zgodnos¢ uzyskano dla kroku czasu Ar = 1.25 [s].
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Rys. 5.9. Pole temperatury (At =2.5[s])
Fig. 5.9. Temperature field (Al =2.5[s])

Rys. 5.10. Pole temperatury (At =1.25 [s])
Fig. 5.10. Temperature field (Al =1.25 [s])
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Drugi przyktad dotyczy problemu przeptywu ciepta w przypadku niezerowego oporu
cieplnego miedzy warstwami [9]. Zatozono, ze ReS=const=0.001 [m2K /W ]. Geometria oraz
parametry termofizyczne podobszaréw sg takie same jak w przyktadzie poprzednim. Dla
p=R0: q(p, 0=0, dla p =R2 a=30 [W/m2K], T°° =20°C, temperatury poczatkowe
Tw=200C, TD=3000C. Wyniki obliczen pokazano na rysunku 5.11. Peine linie odpowiadajag
rozwigzaniu wlasnemu, a symbole rozwigzaniu uzyskanemu metodg réznic skonczonych.
Zgodnos$¢ obu wynikéw jest w petni zadowalajgca. Tak wiec potwierdzono poprawnosé,
doktadnos¢ i efektywnos$¢ zaproponowanego w podrozdziale 5.3 algorytmu dla obszaréw
niejednorodnych.

Rys. 5.11. Rozwigzanie z oporem ciepinym (At =1.25 [s])
Fig. 5.11. The solution with thermal resistance (At = 1.25 [s])

Przyktady zastosowan algorytmu metody kombinowanej dla obszaréw sferycznych w
zagadnieniach odlewniczych zostang przedstawione w rozdziale nastepnym (krzepniecie
odlewu ze stopu Cu-Zn z uwzglednieniem makrosegregacji oraz symulacja przeptywu ciepta
w objetosci kontrolnej kompozytu odlewanego). Zadania te rozwigzano tgczac metode
kombinowang z innymi metodami numerycznymi (metoda bilanséw elementarnych [10, 11]
i metoda elementéw skonczonych np. [12]), aby pokaza¢ mozliwosci konstrukcji algorytméw
hybrydowych, ktérych elementem jest metoda kombinowana.
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6. MODELOWANIE NUMERYCZNE PROCESU KRZEPNIECIA
I STYGNIECIA. PODEJSCIE MAKROSKOPOWE

6.1. Wstep

Obliczenia cieplne, zwigzane z numerycznym modelowaniem p6l temperatury w
krzepnacym odlewie, nalezg z reguty do grupy zadan dotyczacych tzw. pél Zzrédtowych. W
bilansie energii, ktérego matematycznym zapisem jest najczesciej réwnanie Fouriera
Kirchhoffa uzupetnione odpowiednimi warunkami jednoznacznosci, wystepuje skladnik
nazywany funkcja zrédta [1, 2, 3] ,sterujgcy” przebiegiem procesu przechodzenia od stanu
ciektego do stanu statego.

Tak wiec réwnanie bilansu opisujgce przebieg proceséw cieplnych w objetosci krzepnacego
metalu zawiera czton Zrédltowy zwigzany z wydzielaniem sie ciepta przemiany fazowej, przy
czym rozwaza sie zrédta objetoSciowe (rozmieszczone w calym obszarze O).

W warunkach brzegowych moga z kolei pojawia¢ sie Zrédta powierzchniowe lub liniowe
dziatajace tylko napewnych ruchomych lub nieruchomych powierzchniach (liniach) wewnatrz
obszaru (tzw. problem Stefana [4, 5, 6]). Mozna wreszcie rozpatrywa¢ zrédta punktowe.
Zagadnienia numerycznego modelowania problemu Stefana oméwiono w znanej ksigzce
J.Cranka ,,Free and moving boundary problems"[I]. Problematyka ta nie jest w zasadzie
przedmiotem niniejszej pracy, poniewaz nizej rozpatrywac bedziemy nieco inne opisy procesu
krzepniecia bazujgce na podejsciu nazywanym metodg jednego obszaru. Problem Stefana
nalezy jednak do klasycznych zadan termodynamiki proceséw odlewniczych, wiec przed-
stawienie kilku najwazniejszych informacji dotyczacych przyblizonych metod rozwigzywania
tego zagadnienia wydaje sie uzasadnione. W wersji pierwotnej zadanie zostato sformutowane
jako opis matematyczny namarzania wilgotnego gruntu, na ktérego powierzchni zadana jest
temperatura nizsza od temperatuty granicznej TK. Grunt traktowano jako o$rodek
pétnieskonczony. Przyjety model mozna przenie$¢ na przypadek krzepniecia p6tprzestrzeni
wypetnionej czystym metalem lub stopem eutektycznym, oddziatywanie formy zastepuje sie
warunkiem brzegowym | rodzaju. Istotnym rozszerzeniem bazowego modelu Stefana jest
problem sformutowany i rozwigzany przez Schwarza. Pélprzestrzen wypetniona cieklym
metalem styka sie ptaska powierzchniag z pdéiprzestrzenig formy, na powierzchni odlew forma
przyjeto warunek |1V rodzaju bez dodatkowego oporu cieplnego. Zadanie Schwarza mozna
rowniez rozwigzac¢ w sposob Scisty dla warunku 1V rodzaju z oporem cieplnym styku, trzeba
tylko zatozyé w pewien specjalny sposob zalezno$¢ tego oporu od czasu. Problemy
analitycznego rozwigzywania zadan Stefana i pokrewnych przedstawiono szczegétowo w [6].
Pierwsze algorytmy numeryczne dla jednowymiarowego problemu Stefana przedstawili w
latach 50 Eyres i Schniewind [8]. Model numeryczny zadania zbudowano wykorzystujac
metode réznic skonczonych. Bardziej atrakcyjny okazat sie pomyst przedstawiony przez
Schniewinda, a polegajacy na takim doborze zmiennego kroku czasu, aby front krzepniecia
przemieszczat sie z wezta do wezla. Tego typu algorytm dla zadania ID (piyta) przedstawit
Tomeczek w pracy [9] (rozwazano tu zaréwno jawny, jak i niejawny schemat réznicowy, na
powierzchni granicznej zatozono warunek Il rodzaju), Majchrzak i Mochnacki [10]
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rozwigzali w podobny sposéb problem krzepniecia wlewka ciggtego (metoda kollokacji),
natomiast w [11] pokazano mozliwo$¢ wykorzystania metody elementéw brzegowych. Model
numeryczny problemu Stefana komplikuje sie w przypadku obszaréw o bardziej ztozonej
geometrii. Stosunkowo proste algorytmy mozna uzyskaé stosujagc metode bilanséw
elementarnych. | tak w pracy Mochnackiego [12] dotyczacej krzepniecia walcowego wlewka
stalowego rozwazano dwa typy réwnan bilanséw dla stygnacych i krzepnacych objetosci
kontrolnych odpowiednio. Obliczona z bilansu objeto$¢ zakrzepta przeliczano na bryte typu
schodkowego wprowadzajgc dodatkowe kryterium wynikajgce z warto$ci strumieni ciepta w
kierunku osiowym i promieniowym. Podejmowane byly réwniez préby wykorzystania metody
bilanséw do wyznaczania frontu krzepnigecia w postaci linii tamanej (zadanie 2D). Na
obecnym etapie rozwoju metod numerycznego rozwigzywania zagadnienia Stefana wyr6znia
sie kilka schematow. Pierwszy z nich zostat nazwany przez Cranka [7] metoda $ledzenia
frontu krzepnigcia {front-tracking method). Do tej grupy zalicza sie metody wykorzystujace
stalg siatke geometryczna, siatki geometryczne modyfikowane (zaréwno w metodzie réznic,
jak i elementéw skonczonych), jak i wspomniane wyzej metody, w ktérych krok czasu jest
zmienny. Druga grupe stanowig metody nazwanefront-fixed - droga formalnych przeksztatcen
matematycznych utrzymuje sie front krzepniecia w pozycji nieruchomej.

Zrédia objetosciowe sg typowym skiadnikiem réwnania bilansu w przypadku zadan
dotyczacych krzepniecia w interwale temperatury. Rozwaza sie woéwczas podobszar tzw.
strefy dwufazowej (strefy przejsciowej), w ktérej wydziela sie utajone ciepto krzepniecia,
natomiast podobszary cieczy i ciata statego traktuje sie jako bezzrédtowe.

Zrédta punktowe, liniowe lub powierzchniowe pojawiajg sie z kolei w matematycznych
opisach krzepniecia czystych metali i stopéw eutektycznych (ujecie makroskopowe) i sa one
zwigzane z wydzielaniem sie ciepta utajonego na granicy ciecz - cialo statle. W zaleznosci od
wymiaru rozpatrywanego zagadnienia ruchoma izoterma graniczna jest punktowym (zadanie
ID), liniowym (zadanie ptaskie), lub powierzchniowym (zadanie 3D) zrédtem ciepta.

Najbardziej ogdélnym sformutowaniem rézniczkowym bilansu energii jest réwnanie
Fouriera-Kirchhoffa w postaci [13]

dT(x, t) +n.gradT(x> f)

at div[A.grad T(x, <) +

xeQ : ¢
(6.1)

+quix, t) + of +u-gradp(x, O

gdzie c=c( T) jest cieptem wiasciwym odniesionym do jednostki objetosci, X=A(T) -
wspoitczynnikiem przewodzenia, u jest polem predkosci, Qv - funkcja zrodia, p - ciSnieniem.

W termodynamice proceséw odlewniczych obszar odlewu traktuje sie jako izobaryczny i
w takim przypadku réwnanie energii sprowadza sie do prostszego, a mianowicie

dT(x, t)

¢ +U grad3n(x, t) dryfAgradrO:, r)] + qV (6-2)
(0]

x e fi

Jezeli pominiemy efekty konwekcyjne wystepujagce w poczagtkowych etapach procesu
(wypetnianie wneki formy cieklym metalem) i zatlozymy, ze model matematyczny dotyczy
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kondukcyjnego przeptywu ciepta w obszarze odlewu, to pochodna materialna po lewej stronie
réwnania energii redukuje sie do pochodnej temperatury wzgledem czasu, czyli
xefl 1 ¢ dt = div[A.gradT(x, f)] + qV (6-3)

Pochodna materialna jest typowym sktadnikiem réwnania opisujacego proces ciagtego
odlewania [14, 15, 16]. W takim przypadku jednak zaktada sie z reguty, ze pole predkosci
u wynika jedynie z predkos$ci przesuwu wlewka przez urzadzenie do ciggtego odlewania.
Efekty konwekcyjnego mieszania cieklego metalu mozna uwzgledni¢ posrednio, zakladajac,
ze efektywny wspotczynnik przewodzenia ciepta X’ w tym podobszarze (lub jego czesci [8,
9]) jest istotnie wiekszy od rzeczywistego (np. X'=7 X - [14]), co zapewnia bardziej
intensywne wyréwnywanie pola temperatury w cieczy.

Funkcje zrédta w réwnaniach (6.1), (6.2), (6.3) mozna zapisa¢ w postaci [17, 18]

- <K>
0 ot ot «

gdzie Lvjest utajonym cieptem krzepniecia (odniesionym do jednostki objetosci), fL, fs -
udziatami cieczy i ciata stalego w punkcie X z obszaru fl.
Réwnanie rézniczkowe

xeQ : dt =div[Xgradr(x, f)] + Lv it (6-5)

bedziemy w dalszej czesci pracy nazywac réwnaniem krzepniecia.

6.2. Modele makroskopowe

Réwnanie krzepniecia moze stanowi¢ podstawe opisu matematycznego typowego zar6wno
dla modeli makroskopowych, jak i dla modeli makro/mikro. W literaturze spotyka sie
réwniez zaproponowana przez Stefanescu [19] klasyfikacje, a mianowicie modele | i Il
generaciji.

Istota modeli makroskopowych (w przypadku opisu krzepniecia w przedziale temperatury)
jest zatozenie, ze funkcja uzalezniajgca lokalny udziat fazy statejfsod temperatury jest znana.
Jezeli przez Ts oraz TL oznaczyé temperatury konca i poczatku krzepniecia stopu, to jest
rzecza oczywista, ze dla T(X, t)<Ts:fs(x, t)= 1, natomiast dla T (x, t)>TL:fs(x, t)=0. W
interwale temperatur krzepnigcia funkcjafs zmienia sie w pewien okreslony sposéb od 0 do
1. Poniewaz

qv@é, gty ~ Lvde-dTErt) (6.6)

wiec po przeniesieniu funkcji Zrédta na lewa strone réwnania krzepniecia otrzymuje sie
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rébwnanie typowe dla p6l bezzrédtowych:

c(T) - L\);Z%T dT(d)i' Y diviXgrad T(X, f)] (6.7)
Parametr
C(T) =c(T)-Ly— 6-8)
dT

nazywa sie zastepcza pojemnoscig cieplng strefy dwufazowej [J/m3K]. Posta¢ funkcji
opisujgcej zastepcza pojemnos$¢ cieplng zalezy-od przyjecia pewnej hipotezy dotyczacej
zmiany udziatu objetoSciowego fazy statej w elementarnej objetosci strefy dwufazowej wraz
z temperaturg. RoOwnanie krzepnigcia w postaci (6.7) dotyczy catego formalnie
ujednorodnionego obszaru odlewu, poniewaz definicja zastepczej pojemnosci ,rozcigga sie”
w sposéb naturalny na podobszary fazy statej i cieczy, dla ktérych pochodna dfs/dT=0 i
ostatecznie

T>TL

C(T)y = <co L Ts €T <TL (6-9)
dT
T<TS

Powyzsze podejscie nazywa sie w literaturze metoda jednego obszaru [19, 20, 21], co
wynika z umownej homogenizacji obszaru odlewu.

6.3. Dobor zastepczej pojemnosci cieplnej

W literaturze mozna znalez¢ kilka hipotez dotyczacych funkcji C(T). Niektére z nich
wynikajg z pewnych prostych rozwazan dotyczgcych fizycznych aspektéw zjawiska
krzepniecia (np. hipoteza Borisowa [22], hipoteza Samojtowicza [23]), inne natomiast majg
charakter czysto formalny i sprowadzajg sie do wyznaczenia funkcji spetniajacej okreslone
warunki.

W pierwszej kolejnosci zostang pokrotce omoéwione wzory Borisowa i Samojtowicza. Wz6r
Borisowa wynika z bilansu masy sktadnika stopowego w rozpatrywanej objetosci elementarnej
strefy przejSciowej. Przy licznych uproszczeniach bilans ten prowadzi do réwnania

rézniczkowego

A —

_ dz (6.10)
fL [1-*(2)]z

gdzie z jest koncentracjg sktadnika w fazie ciektej, k(z) - wspoétczynnikiem rozdziatu. Po
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scatkowaniu réwnania (6.10) otrzymuje sie

dz (6.11)

fL =exp
Ju - k(2)\z

gdzie z ojest stezeniem poczatkowym (dla z=zQfL=1).
Jezeli przyjac¢, ze k(z) =k ma wartos$¢ stata, co odpowiada zatozeniu liniowych przebiegéw
linii granicznych w ukfadzie réwnowagi, to

t
A n (6.12)

Zaktadajac dodatkowo, ze linie graniczne wychodzg z tego samego punktu (0, Tp), otrzymuje
sie po prostych przeksztatceniach

It -T" .4

tp-t

(6.13)

Temperatura Tp oznacza temperature krzepniecia czystego metalu. Zastepcza pojemnosé
cieplna C(T)=cP+LvdfL/dT (por. wzér (6.8)) wynosi

2-k

Tp'TO e (6.14)

CO =@ o@p-To T-T

Mozna zauwazy¢, ze dla T=TQ(temperatura likwidusu dla stezenia z0) udziat objeto$ciowy
cieczy wynosi 1, natomiast dla temperatury konca krzepniecia nie osigga on wartosci 0. W
zwigzku z powyzszym, najczesciej przyjmuje sie, ze proces krzepniecia jest zakonczony po
osiggnieciu przez fLpewnej z géry zadanej wartosci, np. fL <0.05.

Hipoteza Samojtowicza wynika réwniez z pewnych rozwazan zwiazanych z procesem
makrosegregaciji i bilansem masy sktadnika stopowego. W szczegoélnosci rozpatruje sie model
petnego mieszania i wynikajgca z niego regute dzwigni. Funkcje fs(T) J.A.Samojtowicz
definiuje nastepujaco

ZL(T)- Zp

zL(J)-zs(T) (6-19)

fs

Symbole uzyte w tym wzorze pokazano na rys. 6.1. Na tym samym rysunku zaznaczono
przyjete przez autora hipotezy uproszczenie polegajgce na zastgpieniu rzeczywistego przebiegu
linii granicznych dwoma liniami prostymi. Mozna zauwazyé, ze dla T=TLjest zL(T, )=z0i
fs =0, natomiast dla T=TSmamy zs(Ts)=z0i/s=1.

Po zrézniczkowaniu tej funkcji wzgledem temperatury, wykorzystaniu liniowych zaleznosci
miedzy stezeniem a temperaturami granicznymi i wstawieniu otrzymanego wyniku do
réwnania (6.8) otrzymuje sie



Lv(Ts-TI)
C(T) =cp - m,ms (6.16)
[ML(T-TL)-ms(T-Ts)?

gdzie mLi ms sa odwrotno$ciami wspétczynnikéw kierunkowych prostych TL=f(z) i Ts =f(z).

Rys. 6.1. Hipoteza Samojtowicza
Fig. 6.1. Samojlovitch’s hypothesis

Hipotezy formalne sprowadzajg sie, ogélnie rzecz biorgc, do konstrukcji funkcji
spetniajgcych warunki/e(7L) =0 orazfs(Ts)=\. Réwnoczesnie catka z zastepczej pojemnosci
cieplnej w przedziale [7S TL] musi spetnia¢ warunek

| C(T)AT = cp(TL- Ts) + Ly (6.17)

Przyktadem funkcji spetniajgcej warunki graniczne dla TLi Tsjest funkcja typu

TL-T
fs(T) = (6.18)
\Ti-Ts)
skad
TL~T i
(6.19)
dr tl ~ts TL-TS
czyli
TL-T'
C(T) =cp + (6.20)

tl~ts \TL-TS)

lloraz Lv/(TI—Ts)=c$ nazywany jest w literaturze (Wiejnik, Longa) spektralnym cieptem
krzepniecia [24, 25].

Tak wiec wz6r (6.20) mozna zapisa¢ w postaci

C(T) =cP + cspn (6.21)
Jak tatwo sprawdzi¢
T.-T)™
/ (:p+c5@ L-T) AT =c,(TL-Ts) .i, (6.22)
W ts\

Literatura nie dostarcza konkretnych informacji dotyczacych wartosci wyktadnika n. W
licznych pracach [6, 24, 25] podaje sie zaleznos¢ (6.21) dla wyktadnika n = 1.
Poniewaz

(6.23)
AT tl - ts

wiec

C(T) =cp + Q +csp, Te[Ts, TL (6.24)
TL-TS

Jak wida¢, przyjecie liniowej zaleznosci migdzy udziatem fS a temperatura prowadzi do
stalej wartosci pojemnos$ci zastepczej (dla statego CP.

Pewne ulepszenie opisu matematycznego odpowiadajagcego metodzie jednego obszaru, a
w szczegoélnosci modyfikacje zastepczej pojemnosci cieplnej okreslonej zaleznoscig (6.24)
przedstawiono w pracy [26] - rys. 6.2.

C(T)

s TS T T

Rys. 6.2. Zastepcza pojemno$¢ cieplna [20]
Fig. 6.2. Substitute thermal capacity [20]
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Zatozono zmienne, zalezne od stezenia skladnika stopowego w fazie ciektej wartosci
temperatur granicznych TL = TL(Z) oraz Ts =Ts(z). Przebieg zastepczej pojemnosci cieplnej
przy powyzszym zatozeniu pokazano na rys. 6.2. Stezenie skladnika stopowego w fazie
ciektej wyznaczano z bilansu masy, przy czym rozwazano dwa przypadki, a mianowicie
model pelnego mieszania oraz model Scheila. Peine wymieszanie domieszki w fazie statej i
ciektej uzyskuje sie zaktadajac, ze wspéiczynniki dyfuzji w rozwazanych podobszarach sa
nieskonczenie wielkie, natomiast w modelu Scheila zaktada sie brak dyfuzji w fazie stalej
(Ds=0) i petne mieszanie w cieczy (D, -» 00). Wyniki symulacji numerycznych zamieszczone
w cytowanej pracy pokazujg, ze uwzglednienie makrosegregacji w krzepnacym odlewie
zmienia zaréwno przebieg lokalnych krzywych stygniecia, jak i przebieg kinetyki krzepniecia
stopu, przy czym réznice te sa zauwazalne zwlaszcza w korncowych etapach trwania procesu.

Do kolejnej grupy hipotez formalnych mozna zaliczy¢ wzory okreslajace bezposrednio
przebieg zastepczej pojemnosci cieplnej (bez definiowania funkcji/s(7')). Przyktadem takiego
podejscia jest cytowania w monografii Kozdoby [27] zalezno$¢

C(T) =cs + (c”-cj) . Te[Ts, TL] (6.25)

gdzie CSjest cieptem wiasciwym fazy stalej w poblizu izotermy granicznej solidusu, natomiast
cna (rys. 6.3) oblicza sie na podstawie warunku (6.17).

Rys. 6.3. Rozktad C(T) wg Kozdoby [21]
Fig. 6.3. Function C(T) according to Kozdoba [21]

Zastepcza pojemnos$¢ cieplna materialu odlewu charakteryzuje sie nieciggto$cig w poblizu
izotermy granicznej TL, z drugiej jednak strony dos$wiadczenia pokazujg, ze najwieksza
warto$¢ parametr ten osigga w poczatkowych etapach procesu krzepniecia, wiec przebieg
funkcji pokazanej na rys. 6.3 do$¢ dobrze odzwierciedla rzeczywistag zmiane C(T).

W pracy [28] i monografiach [29, 30] przedstawiono pewna modyfikacje wzoru (6.21).
Przyjeto, ze

C(T) =cs + #(T-Ts)>, Te[Ts, TL] (6.26)

a1

przy czym parametr 0 wyznaczono z warunku (6.17):

» = (P+IKCf+Cg-Cj) (6.27)
(TL-Tsy
i ostatecznie
"T-Ts*
C(T)=cs +(p +1)(c, +c -Cj Te[Ts, TL (6.28)
(T) (p +1)( ) LTS [ ]

Wyktadnik p wyznaczano dos$wiadczalnie i dla odlewéw staliwnych najlepsza zgodnos$¢ z
eksperymentem uzyskano dla/>€[5, 7].

Zastepcza pojemnos$¢ cieplna jest funkcja o bardzo szerokim zakresie wartosci. Ciepto
wiasciwe fazy statej lub ciektej i zastepcze ciepto wiasciwe strefy dwufazowej réznia sie o
rzad wielkosci. Tak wiec réwnanie krzepniecia jest silnie nieliniowe, co powoduje znaczne
utrudnienia na etapie obliczern numerycznych. Sposoby formalnej linearyzacji powyzszego
rébwnania zostang omowione w podrozdziale nastepnym.

Zatozony przebieg C(T) pozwala zdefiniowaé entalpie fizyczng stopu odniesiona do
jednostki objetosci:

H(T) =fC(|i)dn (6.29)

Znajomo$¢ tej funkcji jest niezbedna przy stosowaniu zmodyfikowanego opisu
matematycznego proceséw krzepniecia i stygniecia, w ktérym réwnanie (6.5) zapisuje sie w
tzw. konwencji entalpowej. Na rys. 6.4 pokazano dla przyktadu funkcje entalpii dla zeliwa
weglowego o zawartosci 3% wegla [31].

Rys. 6.4. Wykres entalpia-temperatura
Fig. 6.4. Enthalpy-teraperature diagram
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Wybér materiatu nie jest tu przypadkowy i pozwala zilustrowaé pewne podej$cie do
klasycznego problemu Stefana. Poniewaz proces krzepniecia zeliwa zachodzi czesciowo w
statej temperaturze (faza eutektyczna), wiec wykorzystanie do opisu tego procesu réwnania
krzepniecia z zastepcza pojemnoscia cieplng lub odpowiadajacego mu réwnania w konwencji
entalpowej wymaga pewnej przebudowy wykresu entalpia-temperatura, a w szczegoélnosci
umownego rozszerzenia temperatury eutektyki na przedziat [Tt-AT, Te+AT\. Jak pokazujg
obliczenia, szeroko$¢ tego przedziatu nie wplywa w sposéb istotny na wyniki symulacji
numerycznych. Narys. 6.5 pokazano zmodyfikowany wykres entalpia-temperatura, na ktérym
wprowadzono umownie przedziat temperatur krzepniecia fazy eutektycznej. Wspotczynnik
kierunkowy prostej migdzy punktami [TG-AT, Te+AT] jest umownie wprowadzong zastepcza
pojemnoscia cieplng fazy eutektyczne;j.

Rys. 6.5. Zmodyfikowany wykres entalpia - temperatura
Fig. 6.5. Modified enthalpy - temperature diagram

Przy rozszerzaniu temperatury przemiany eutektycznej zastosowano tzw. wygtadzanie
rzedu zerowego [32] - funkcja entalpii jest funkcja ciagtg klasy C°.

6.4. Metody linearyzacji rownania krzepniecia

Réwnanie krzepniecia jest réwnanniem typu parabolicznego z nieliniowos$ciami
wynikajacymi ze zmiennych parametrow termofizycznych materiatu, a w szczegoélnosci jego
zastepczej pojemnosci cieplnej. Niektore z powszechnie stosowanych metod numerycznego
rozwigzywania zadan brzegowo-poczatkowych (metoda réznic skonczonych, metoda
elementéw skonczonych) dopuszczajg w zasadzie wystepowanie tego typu nieliniowosci. | tak,
w przypadku MRS macierz pojemnosci cieplnych definiuje sie dla zbioru weziéw
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wewnetrznych siatki i jej warto§¢ moze by¢ dla kazdego wezla inna i sukcesywnie
modyfikowana. Ale nawet w przypadku tak ,przyjaznej” dla nieliniowos$ci metody, jaka jest
MRS nalezy stosowa¢ pewne dodatkowe procedury [33, 34], polepszajagce doktadnosc
rozwigzania numerycznego, szczegélnie dla wezidw siatki, ktére chwilowo naleza do
podobszaru strefy dwufazowej. Przyktadowo, moze sie zdarzy¢, ze temperatura w wezle PO
w chwili t jest wyzsza od temperatur likwidusu, a obliczona dla t+At temperatura w tym
wezle bedzie nizsza od temperatury solidusu. Poniewaz w odpowiednim elemencie macierzy
pojemnosci zarejestrowana byta warto$é ciepta wiasciwego cieklego metalu (stan w chwili t),
wiec proces krzepniecia, jaki miat miejsce w czasie t -» t+At, nie bedzie w ogole
uwzgledniony.

W metodzie elementéw skonczonych pojemnosci cieplne i wspotczynniki przewodzenia
definiuje sie dla kolejnych elementéw oddzielnie i moga by¢ one oczywiscie rézne. Z reguty
przyjmuje sie wartosci usrednione wynikajgce z chwilowych temperatur w wierzchotkach
elementéw skonczonych. Dla niewielkich zmian parametréw termofizycznych materiatu
podejscie takie jest w peini dopuszczalne i istnieje jedynie problem wyboru sposobu
udredniania. Mozna jednak wyobrazi¢ sobie trojkatny element skonczony, ktérego w chwili
t dwa wierzchotki nalezg do podobszaru cieczy (dla staliwa weglowego 0.4%C pojemno$¢
cieplna tej fazy jest rzedu C ( T )=5.9-106 [J/m3K]), a trzeci do podobszaru strefy
przejSciowej: C(7)=62 106[J/m3K], Wszelkie usrednianie musi w takim przypadku budzi¢
duze watpliwosci.

Najbardziej ,dramatyczna” sytuacja pojawia sie w przypadku metody elementéw
brzegowych (zaréwno w jej klasycznym wariancie, jak i w metodzie kombinowanej). Rozwig-
zania fundamentalne stanowigce podstawe konstrukcji algorytmu MEB sg znane jedynie dla
zadan nieustalonej dyfuzji w obszarach o stalych parametrach termofizycznych (jedynie
funkcja zrédta moze by¢ zalezna od wspo6irzednych, czasu lub bezposrednio od temperatury).

Powyzsze problemy byly inspiracja do licznych badan, ktérych cel sprowadza! sie do
opracowania procedur linearyzujgcych” (na etapie obliczd numerycznych) zadanie opisane
réwnaniem krzepniecia i odpowiednimi warunkami brzegowo-poczatkowymi. Przeglad tych
metod mozna znalez¢ m.in. w ksigzkach Mochnackiego i Suchego [29, 30], aich modyfikacje
w pracach [33, 34, 35]. Rowniez autor niniejszej monografii prowadzit badania z tego
zakresu i opracowane przez niego procedury zostaty wykorzystane do rozwigzania niektérych
zagadnien oméwionych w dalszej czesci rozdziatu 6. Przeglad metod linearyzacji réwnania
krzepniecia ograniczono do prezentacji badan wtasnych i tych procedur, ktére wykorzystano
do symulacji krzepniecia i stygniecia odlewow.

6.4.1. Metoda zapasu temperatury

Metoda zapasu temperatury podana zostata przez Ruddla w pracy [36]. Jest to jedna z
najprostszych, a zarazem wystarczajgco doktadnych metod modelowania procesu krzepniecia
zachodzacego w stalej temperaturze i nalezy do grupy metod jednego obszaru. Polgczenie tej
metody z klasycznym algorytmem MEB przedstawiono w monografii [37].

Zaktada sie, ze parametry termofizyczne ciektej i zakrzeptej czesci odlewu sa takie same,
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chociaz zalozenie to nie jest konieczne, ale znacznie upraszcza spos6b realizacji obliczen
numerycznych. Zapas temperatury O definiujemy jako stosunek ciepta krzepniecia LV
(odniesionego do jednostki objetosci) do pojemnosci cieplnej C

0=h (6.30)
C

Rozpatrujemy wyr6zniony punkt POz obszaru odlewu. W warunku poczatkowym, tzn. w
chwili t=0, weztowi temu przyporzadkowujemy temperature zalewania oraz zapas
temperatury 00— wynikajacy ze wzoru (6.30).

Dowolng metodg numeryczna wyznaczamy dyskretne pole temperatury w weztach POna
kolejnych poziomach czasu. Jezeli w kroku At=tf+l-tf temperatura T/+1w wezle POspadnie
ponizej temperatury krzepniecia, to weztowi PO przyporzadkowujemy temperature Tb, a od
00odejmujemy A0/+1, zapamietujgc aktualny zapas temperatury 0/+1w punkcie PO. Tak wiec
otrzymane dla chwili tfH pole temperatury jest korygowane w nastepujacy sposob:

—Dla weztéw, w ktérych TjH > T?, zapas 0pozostaje nienaruszony i obliczona temperatura
pozostaje niezmieniona.

— Dla weztéw, w ktérych Tj=Tk, TJ+1< Tk'i ktére maja jeszcze zapas temperatury,
przyjmuje sie Tj+=Tkri zmniejsza ich zapas o A0,/+1

— Dla weztéw, w ktérych 7 /< Tk'i ktére wyczerpaly swéj zapas, nie koryguje sie
temperatury Tj-+.

Metode zapasu temperatury mozna zastosowac rowniez w przypadku krzepniecia stopow,
zakladajgc, ze temperatura poczatku krzepniecia odpowiada temperaturze TK) lub ze tej
temperaturze odpowiada tzw. ekwiwalentna temperatura krzepniecia [24]:

f TC(T)dT j TC(T)dT

=+ (6.31)

t
dov Cp(T, Ts) + Lv

f C(T)dr

Ostatnie réwnanie wynika z uogélnionego twierdzenia o wartosci $redniej w calce oznaczonej.

Autor niniejszej monografii (wsp6lnie z J.Mendakiewiczem) zastosowal metode zapasu
temperatury do obliczen krzepniecia miedzianego wlewka ciggtego o przekroju kotowym [38].
Wykorzystano przedstawiony w rozdziale 4 algorytm metody kombinowanej dla obszaréw
prostokatnych, ktéry dzieki wprowadzeniu sztucznego zrédia zastosowano do rozwigzania
liniowego réwnania nieustalonej dyfuzji w walcu nieskoficzonym. Problem sprowadzono do
zadania ID pomijajac kondukcyjny przepltyw ciepta wzdtuz kierunku przesuwu wlewka
(metoda wedrujgcego przekroju poprzecznego [39]). Analizowano procesy cieplne w
krystalizatorze urzadzenia do ciggtego odlewania, a w szczegdélnosci wptyw wspéiczynnika
wymiany ciepta w tej strefie na kinetyke krzepniecia wlewka. Rozwazano wlewek o
promieniu R=0.1 [m], zatozono predko$¢ wyciggania réwng w=0.002[m/s]. Wspotczynniki
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wymiany ciepta «[W/ m2K] w krystalizatorze przyjmowaty warto$ci 0:=800, 1100, 1400.
Temperatura wody chitodzacej wynosita 77" =20°C, temperatura zalewania T0=1145 "C. Na
rysunkach 6.6 i 6.7 pokazano pola temperatury w odlegto$ciach 5, 10, 15, 20 i 25 [cm] od
powierzchni zalewania. Wyniki symulacji numerycznych moga stanowi¢ podstawe do
szczegobtowej analizy aspektéw cieplnych procesu (pola temperatury, krzywe stygniecia, ocena
lokalnych gradientéw temperatury, kinetyka krzepniecia itd.).

Rys. 6.6. Profile temperatury dla a=1100
Fig. 6.6. Profiles of temperature for a= 1100

Rys. 6.7. Profile temperatury dla a = 1400
Fig. 6.7. Profiles of temperature for a=1400
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6.4.2. Metoda przemiennej fazy

Metoda przemiennej fazy (APTM - Altemating Phase Truncation Method) w swojej
pierwotnej wersji dotyczyta obliczen zwigzanych z numerycznym rozwigzywaniem
klasycznego zadania Stefana. Metoda zostata przedstawiona w pracach J.Rogersa, A. Bergera
oraz M.Cimenta [40, 41]. Istotg algorytmu jest formalne sprowadzanie obszaru odlewu do
obszaru jednorodnego (ciecz lub ciato stale), przy czym w kolejnych sekwencjach programu
odpowiadajacych przejSciu z warstwy czasu t do poziomu wyzszego t+At realizuje sie
obliczenia dla obu jednorodnych obszaréw (poczawszy od fazy ,cieplejszej” ). Zastosowanie
APTM wymaga sformutowania wy$ciowego modelu matematycznego w konwencji
entalpowej. Rozpatruje sie wiec uktad dwoch réwnan rézniczkowych w postaci

3/T (x, t)

*e£2 ot = div[aegrad//.(*, )] , e :12 (6.32)

’

gdzie e=1,2 wyr6znia kolejno faze stalg i ciekla, a, jest wspétczynnikiem dyfuzji fazy ,,e”.
Uktad ten uzupetniajg warunki brzegowo-poczatkowe

dH2(x, t) dH{(x, 1)
--------------- =-a,--—-——-—— +
dn dn von
A2 ~M
(6.33)
*er0: <> dH(X’ t) 0
dn
0 : Ht(x, 0) = HtO(x) , e=l, 2

gdzie T1f) jest ruchoma granica rozdzialu faz, TO- brzegiem zewnetrznym obszaru, dH/dn -
pochodng entalpii w kierunku normalnym, Alt A2-jak na rys. 6.8 (na tym samym rysunku
pokazano modyfikacje funkcji entalpii uzyskang przez sztuczne rozszerzenie temperatury Tb -
por. podrozdziat 6.3), v, - szybkoScig narastania fazy statlej w kierunku normalnym do
granicy r 12(r).
Algorytm numerycznego rozwigzania zadania opisanego réwnaniami (6.32), (6.33), aw
szczegolnosci przejscia od chwili tf Ao chwili tfH jest nastepujgcy.
Oznaczmy przez Hj zbiér dyskretnych wartosci entalpii w obszarze odlewu w chwili tf
w weztach PO.
- W pierwszym kroku obliczen obszar odlewu sprowadzamy do fazy ciektej. W weztach PO,
dla ktérych entalpia Hj jest mniejsza niz A2, przyjmuje sie umownie entalpie A2, entalpia
w pozostatych weztach pozostaje niezmieniona. Tak wiec rzeczywisty rozktad entalpii
zastgpiony zostaje rozktadem wynikajgcym z zaleznosci
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Vt(PO, tf) =max [< AZ2] (6 34)

- Dla obszaru jednorodnego obliczamy dowolng metoda humeryczng pole entalpii dla czasu
tfH, tzn.: Vi'(PO, tfH) (parametr a w réwnaniu rézniczkowym energii odpowiada
wspétczynnikowi wyréwnywania temperatury fazy cieklej).

- Pierwszy etap konczy sie odjeciem dodanej uprzednio w niektérych weztach entalpii, czyli

VAPO, tf") = V\(PO, tf+) + HD - K,(PO, tf) <6-35)

- Drugi etap obliczen rozpoczyna przebudowanie warunku poczatkowego dla przejscia tf -»
tf*1, a mianowicie

V2(PO, tf) = min [Alt W(PO, tf")] (6-36)

co odpowiada sprowadzeniu obszaru odlewu do fazy stalej.

- Oblicza sig pole entalpii Vy(Po- tfH) z liniowego réwnania energii, w ktérym
wspétczynnik wyrownywania temperatury wynosi a2-

- Koncowe pole entalpii w chwili tfH wynika z zaleznoéci

f1f1 = v'i(-pO’ f/4l) + ~AL1(AO0. </tl) - vi(pO0O>jl/) (6 37)

Rys. 6.8. Entalpia dla czystego metalu
Fig. 6.8. Enthalpy function for pure metal

Nizej przedstawione zostanie potaczenie APTM z metoda kombinowang dla obszaréw
cylindrycznych (por. rozdziat 4). Rozwaza¢ bedziemy wlewek miedziany o $rednicy 150 mm
wytwarzany na urzadzeniu, w ktérym krystalizator ma dtugo$¢ 500 mm, a po wyjsciu z niego
powierzchnia wlewka chiodzona jest wodg. Szybko$¢ wyciggania wlewka wynosita
0.002[m/s]. Przyjeto nastepujace parametry termofizyczne a,=8.8084-10~3 [mZs],
a2=5.3368 10-5 [m2s], Lv =182 10 4 [W/m3], temperature poczgatkowg 70=1145° C,
temperature krzepniecia Th =1083. Wspétczynniki wymiany ciepta w strefach chtodzenia
wynosity 01=250[W/m 2K], a2—100-
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Na rys. 6.9 pokazano krzywe stygniecia wzdtuz kierunku przesuwu wlewka (krzywa 1
dotyczy jego powierzchni, krzywa 4 punktu w poblizu osi, a krzywe 2 i 3 - punktéow
posrednich). Na nastepnym rysunku pokazano to samo rozwigzanie uzyskane metoda réznic
skonczonych [42] uzupetniona algorytmem metody zapasu temperatury. Jak widaé, réznice
miedzy nimi nie sa zauwazalne.

Rys. 6.9. Krzywe stygniecia
Fig. 6.9. Cooling curves

Rys. 6.10. Krzywe stygniecia
Fig. 6.10. Cooling curves
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Na rysunku 6.11 pokazano z kolei granice rozdziatlu faz na przekroju wlewka.

decz

i 001 002 003 004 005 006 007 r[m]
21m]

Rys. 6.11. Front krzepniecia
Fig. 6.11. Solidification front

W pracach E.Majchrzak i R.Szopy [43, 44] rozszerzono zakres zastosowan potgczenia
metody kombinowanej (geometria walcowa [43], kulista [44]) i bazowego wariantu APTM
na przypadek krzepniecia stopu dwusktadnikowego. Zalozono, ze temperatura krzepnigcia TK
odpowiada temperaturze granicznej likwidusu i jest funkcja stezenia sktadnika stopowego w
fazie cieklej, w ktérej nastepuje petne mieszanie (model dzwigni i model Sheila). Tak wiec
entalpie fizyczna stopu zdefiniowano nastepujgco

H(T) =f c(n)d|* + Lvt](T) (6.38)
r,
gdzie
T<TL(zL) 639
Ti TL(zL)

przy czym dla T> TL(zt) C(T)=cL, natomiast dla T< TL(zL) C(T)=cs. Wykres funkcji
entalpii pokazano na rys. 6.12.

Model makrosegregacji zbudowano wykorzystujac metode bilanséw (control volume
method). Obszar odlewu podzielono na objetosci kontrolne (pierscienie lub warstwy sferyczne)
- w dalszej czesci rozwazany bedzie odlew o geometrii kulistej - rys. 6.13.
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Rys. 6.12. Zatozony przebieg entalpii
Fig. 6.12. Assumed course of enthalpy

Bilans masy skfadnika stopowego w obszarze odlewu jest nastepujacy
"0*0 = ws(0zs(t) + mL(t)zL(t) (6 40)

gdzie m0 oznacza mase domieszki.
Rozwazany obszar (kula o promieniu R) podzielono na objetosci kontrolne. Promien
wewnetrzny elementu V' oznaczono przez r-_, a zewnetrzny przez - rys. 6.13.

Rys. 6.13. Objeto$¢ kontrolna \f
Fig. 6.13. Control volume j

Udzial fazy statej w objetosci kontrolnej Vjw chwili t oznaczono przezfsj(t). Masa metalu
w stanie cieklym i statym w tej objeto$ci wynosi odpowiednio

mSj(o =fS§j(OVjPs mLj(0 =[1-fsj(O]VjptL (6.41)
gdzie pL, ps - gestosci fazy ciektej i statej.
Lokalne wartosci funkcji fsj wynikaja z modelu numerycznego procesu krzepniecia i
zdefiniowano je w spos6b nastepujacy
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A. - H(r,, tf*]) - (@

> = A o A 1 > < A (6 42)

2

natomiast na zewnatrz tego przedziatu funkcjafsj réwna sie odpowiednio 1i 0.
Bilans (6.40) zapisany dla chwili tfH przy zalozeniu natychmiastowego wyréwnania
udziatu sktadnika stopowego w cieczy i w fazie statej przyjmuje postac

ZAL'") = A (6.43)
kms(tf'X) + mi(f/+1)

W réwnaniu (6.43) uwzgledniono definicje wspétczynnika rozdziatu k. Tak wiec

(6.44)
*E G-ADPH/(FH) +E (7 _r-Dpi[L" 4 (/)]

Obliczona chwilowa warto$¢ stezenia sktadnika stopowego w obszarze ciektym determinuje
nowa, zmieniong temperature poczatku krzepniecia oraz wartosci graniczne A2i Ax

Model Scheilajest wynikiem przyjecia granicznej postaci rzeczywistego przebiegu procesu
segregacji w odlewie, w ktérym dyfuzja zachodzi zaréwno w fazie ciektej, jak i statej.
Poniewaz wiadomo, ze wspotczynnik dyfuzji dla cieczy jest wielokrotnie wiekszy od
wspotczynnika dyfuzji dla fazy statej, wiec w granicznym podejéciu Scheila zaktada sie
Ds =0, natomiast DL -* Model Scheila znakomicie odpowiada warunkom krzepniecia
stopow w polu magnetycznym, jest réwniez do$¢ dobrym opisem proceséw segregacji
zachodzacych przy ,klasycznych” warunkach krzepniecia odlewéw. Tak wiec bilans masy
wynikajacy z modelu Scheila mozna zapisa¢é w sposéb nastepujacy

"lozo = ms(tl)zs(tl) + ms(t2)zs(t2) + ... +

(6.45)
+ m$(tf)zs(tf) + ms(f/H1)z5(f/+1) + mk(f/,1)zL(f/+]1)
skad
"0Zo - [rn™™ D) +ms(t2)zs(t2) * ... + (fi 46)
V| kms(tftl) + mL(r/t1)

Po przeksztatceniach

*3piZo ~E E (rj-rj.l)pszs(tp)(f-f'1)
zL(t/tl) = P=1 (6.47)

*EI (rd ~1j-0Ps(fsj ~fsj) +El (0 "O-INPIN-N )
;- y-

gdzie/s/ =fsj(tp) itd.
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Podobnie jak w modelu poprzednim, obliczona warto$é¢ zL(tf+1) determinuje chwilowa
temperature TLi granice A2oraz At.

Przyktadem ilustrujagcym przedstawiony wyzej model krzepniecia z uwzglednieniem
makrosegregacji jest nastepujace zadanie. Rozwaza sie proces krzepniecia odlewu w ksztalcie
kuli o promieniu 0.05[m] wytwarzanego ze stopu Cu-Zn (10% Zn). Przyjeto nastepujace
parametry \L=\s=X=120[W/mK], cL=cs=c=390[J/kgKj, pL=ps=p=8600[kg/m3],
Lv = 1.63-106 [kJ/m3, £=0.855, funkcja TL =f(zL) jest postaci TL = 1083-473.68 z.,
temperatura poczatkowa: r0(/-)= 1080 °C, koncentracja poczgtkowa sktadnika stopowego
z0=0.1. Na zewnetrznej powierzchni odlewu zatozono warunek brzegowy IIl rodzaju
(wspétczynnik wymiany ciepta a=35[W/m2K], temperatura otoczenia 7'“ =0°C).

Na rysunkach 6.14 i 6.15 pokazano kinetyke krzepniecia odlewu oraz krzywe stygniecia
w wybranych punktach uzyskane na podstawie symulacji numerycznych, w ktérych kolejno
— nie uwgledniano procesu segregaciji,

— wprowadzono model petnego wyréwnywania sktadu chemicznego,

— wprowadzono model Scheila.

Na rys. 6.16 pokazano zmiane zaleznego od czasu punktu krzepniecia, z kolei iys. 6.17
ilustruje zmiane koncentracji sktadnika stopowego.

Rys. 6.14. Kinetyka krzepniecia
Fig. 6.14. Kinetics of solidification

Symulacja procesu krzepniecia z uwzglednieniem makrosegregacji jest blizsza
rzeczywistemu przebiegowi tego procesu i z punktu widzenia obliczen numerycznych
przedstawione modele tego zjawiska nie sg czasochtonne. Wydaje sie, ze prezentowane w
niniejszej pracy podejscie do numerycznych obliczen krzepnigcia odlewéw mozna
rekomendowacé jako prosty sposéb rozszerzenia znanych modeli krzepniecia.
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Rys. 6.15. Krzywe stygniecia (powierzchnia kuli)
Fig. 6.15. Cooling curves (surface of sphere)

Rys. 6.16. Zmiana temperatury krzepnigecia
Fig. 6.16. The change of solidification point
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Rys. 6.17. Koncentracja sktadnika stopowego
Fig. 6.17. Concentration of alloy component

W przypadku obliczen dotyczacych krzepniecia walca z uwzglednieniem makrosegregacji
réznice miedzy kolejnymi rozwigzaniami numerycznymi byly mniejsze. Z kolei dla stopéw
o mniejszych warto$ciach wspéiczynnika rozdziatu k rozwigzania réznig sie istotnie, problemy
te nie sg przedmiotem prezentowanych w niniejszej monografii rozwazan, ale wymagaja z
pewnoscig dalszych pogtebionych badan.

Podstawowy wariant APTM zostat uogdlniony przez A.Kapuste i B.Mochnackiego [45].
W cytowanej pracy pokazano uogélnienie bazowego algorytmu APTM na przypadek n
przemian fazowych zachodzacych w statej temperaturze. Dalsze badania np. [46, 47, 48]
doprowadzity do opracowania takiego wariantu metody przemiennej fazy, ktéry moze by¢
wykorzystywany do symulacji krzepniecia w interwale temperatury oraz do zadan
.mieszanych” (metal krzepnie czeSciowo w statej temperaturze, a czesciowo w przedziale
temperatury). Model krzepniecia zeliwnej ptyty zbudowany na podstawie uogdélnionej APTM
przedstawiono w [47].

Rozszerzony algorytm przemiennej fazy sprowadza sie do realizacji w kazdym kroku czasu
nastepujacej procedury numerycznej - rys. 6.18. Zaktadamy (jak poprzednio), ze tf i t!+ sg
dwoma sasiednimi weztami siatki czasu o kroku At=tf+l—tf. Pierwszy krok obliczen nie
rézni sie od pierwszego kroku omoéwionego poprzednio algorytmu i polega na sprowadzeniu
obszaru O do fazy ,najcieplejszej”, czyli nastepujacego przeksztatlcenia warunku
pseudopoczatkowego

Vmtl(PO, tf) =max[A2m,H (PO, */)] (6.48)
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Obliczamy teraz pole entalpii dla chwili tf+' i rozwigzanie korygujemy zgodnie ze wzorem

VM > tf") = C i(f0>'/41) + B(PO, tf) - Vmtl(PO, tf) (6-49)

Rys. 6.18. Uogolniony wykres entalpia-temperatura
Fig. 6.18. Generalized enthalpy-temperature diagram

Jezeli rozpatrujemy kolejny etap ,,p” (p=2, 3, ..., M), to oczywiscie rozkiad entalpii
b+ (PO, tt+l) jest znany. Sprowadzenie obszaru 0 do fazy tip odpowiada przyjeciu nastepuja-
cego warunku pseudopoczgtkowego

\b(PO, tf) =min {Alp-V max[A2p 2, \WtI(PO, tf" )]} (6.50)

Jezeli W' (PO, tf+l) oznacza pole entalpii wyznaczone w tym kroku, to

vp(PO, tF") = k:(po, tF*1) + WA (PO, tf") - W (PO, tf) (6.51)
W ostatnim kroku procedury APTM (p =\) przyjmuje sie nastepujacy warunek
VXPO, tf) = min [i4j, V2(PO, f/+1)] (6.52)
Po wyznaczeniu 17* (PY), tf+l) mamy
(6.53)

H(PO, t~ 1) = VI(PQ tf*x) + K2(PO, tf*1) - F,(PO>tf)

Rozwiazanie H (P,,, tf+) znalezione na tym etapie odpowiada polu entalpii w obszarze odlewu

w chwili t=tf+L

W przypadku algorytmu uogdlnionego przejscie tf-* t{H wymaga rozwiazania ,,m+1"
liniowych zadan dyfuzji w obszarach jednorodnych, ale wszystkie problemy charakterystyczne
dla zadan z ruchomymi granicami zostajg w ten sposéb ,.ominiete’’, co jest najwiekszg zaletg

metody.
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Metoda przemiennej fazy dobrze ,wspoétpracuje” =z warunkami brzegowymi I, II,
i 11l rodzaju, stad tez moze by¢ bardzo efektywnym narzedziem do obliczen zwigzanych z
technologia odlewania ciggtego.

Potaczenie metody kombinowanej z wuog6lnionym algorytmem przemiennej fazy
przetestowano na przyktadzie prezentowanym w pracy [49]. Rozpatrywano wielkogabarytowy
prostokatny wlewek ciggly wytwarzany na urzadzeniu radialnym - rys. 6.19. Réwnanie
r6zniczkowe opisujace pole temperatury w obszarze wlewka (zapisane w konwencji
entalpowej) jest postaci

dH  wdH . . d (, aH

it (arm_ ++ £ (aiH (6.54)

dt R dtp rdr\  dr) r23p” 39 dz[ dz
gdzie W jest predkoscig wyciagania wlewka, R - promieniem krzywizny urzadzenia COS.

W literaturze [14] podaje sie, ze skltadowa kondukcyjna w kierunku wyciggania stanowi
mniej niz 5% sktadowej skierowanej do powierzchni zewnetrznej wlewka i moznajgpomingé.
Jezeli do rozwazan wprowadzimy ruchomy ukfad wspétrzednych zwigzany z przemiesz-
czajacym sie przekrojem poprzecznym I -» r, Z -» Z, P-> <p-Wt/R, to réwnanie (6.54) przy
dodatkowym zalozeniu, ze a=const, co wynika z ,filozofii” metody przemiennej fazy,
sprowadza sie do nastepujacego

dH adH ,, d2H + d*H (6.55)
dt r dr dr2  dz2

Otrzymano w ten spos6b réwnanie paraboliczne, w ktérym po prawej stronie wystepuje
dodatkowy skitadnik bedacy sztucznym Zrddiem -por. rozdziat 4.

Rys. 6.19. Przekrdj poprzeczny wlewka
Fig. 6.19. Lateral cross section of cast slab

Do obliczen przyjeto wlewek ciggty o wymiarach przekroju poprzecznego 0.2x0.6[m],
promieniu krzywizny R= 15 [m], predko$¢ wyciggania wynosita w=0.018 [m/s], temperatura
wody chiodzgcej T “ =20° C. W kolejnych sektorach chtodzenia zatozono nastepujace
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wspoiczynniki wymiany ciepta [W/m 2K] (U oznacza odlegito$é od poziomu zalewania)
u <0.1: a”«) = 1500
we(0.7, 2.6] a2(u) = 1200
U6(2.6, 4.5] a3(«) = 950
«6(4.5, 8.2] a4(w) = 550 (6.56)
«6(8.2, 12.2]  a5(u) = 430
«6(12.2, 16.3] : ab(u) = 250

« > 16.3 : a7(K) = 225

Funkcje entalpii skonstruowano zakfadajgc, ze wlasciwa pojemnos¢ cieplna materiatu wlewka
zmienia sie w spos6b nastepujacy

5.904 106 [J/m3K] T > 1505 [°C]
C(T) = 56.700+106, 1470 s | s 1505 (6.57)
4.875+106 , T < 1470

natomiast Xt=X/.=XS=35 [W/mK],

Na rys. 6.20 pokazano krzywe stygniecia w punktach zaznaczonych na rysunku
poprzednim - metoda kombinowana, natomiast symbole oznaczaja rozwigzanie uzyskane
metodg réznic skonczonych.

Rys. 6.20. Krzywe stygniecia
Fig. 6.20. Cooling curves
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Szczegobly algorytmu numerycznego dotyczacego rozwigzywania problemu COS metoda
réznic skonczonych mozna znalezé miedzy innymi w pracach [14, 50, 51]. Poniewaz promien
krzywizny wlewka jest duzo wiekszy od jego wymiaréw poprzecznych, wiec sktadnik
stanowiacy sztuczne zrodto w réwnaniu (6.55) jest niewielki w stosunku do pozostatych. W
zwigzku z powyzszym, przy szacowaniu funkcji sztucznego zrédta pominieto procedure
iteracyjnego poprawiania jej wartosci (rozktad tej funkcji odpowiada czasowi tf i nie jest
korygowany).

6.4.3. Metoda korygowania chwilowego pola temperatury

Podstawy metody korygowania chwilowego pola temperatury sformutowali Szargut i
Mochnacki w pracy [52]. W cytowanym artykule rozwazano krzepniecie wlewka stali
uspokojonej. Uktad rozwigzujacy tworzyty dwa rodzaje bilanséw odpowiadajgcych elementom
w fazie ciektej i stalej oraz elementom aktualnie krzepngcym. W réwnaniach bilansu dla
objetosci kontrolnych, w ktérych rozpoczynat sie lub konczyl proces krzepniecia,
wprowadzono poprawki uwzgledniajgce bardzo istotng zmiane zastepczej pojemnosci cieplnej
w poblizu izoterm granicznych.

Bardziej ogélne podejscie do korygowania chwilowego pola temperatury przedstawili w
latach 1983-1986 Hong, Umeda i Kimura [53, 54, 55]. W szczegdlnosci pokazano, ze obszar
odlewu mozna traktowac jako jednorodny (sprowadzony formalnie do fazy ciektej), natomiast
przebieg procesu krzepniecia i stygniecia w zakrzeptej czesci odlewu modelowac na podstawie
rozwigzania dla fazy ciektej uzupetnionego odpowiednimi wzorami korygujgcymi wartosci
temperatur w wyréznionych punktach odlewu. Koncepcje Honga, Umedy i Kimury rozwineta
Majchrzak, w monografii [37] przedstawiono miedzy innymi matematyczny dowdd
poprawnosci metody i podano pelny zestaw wzoréw korygujacych lokalne pola temperatury
dla ré6znego rodzaju przej$¢ przez izotermy graniczne. Algorytm ten omdéwiony jest réwniez
w ksigzkach Mochnackiego i Suchego [29, 30].

Autor niniejszej monografii prowadzit r6wniez badania dotyczace zastosowan tej metody
w termodynamice proceséw odlewniczych. W szczego6lnosci w pracy [56] przedstawiono
prostszy od opisanego w literaturze spos6b poprawiania pola temperatury. Zbadano réwniez
wptyw wyboru fazy bazowej (moze by¢ nig ciecz, strefa przejSciowa lub ciato state) na
doktadnos$¢ obliczen numerycznych.

W pierwszej czesci niniejszego podrozdziatu zostanie przedstawiony algorytm oméwiony
w [34, 35]. Przedziat [7", TO] (temperatura otoczenia - temperatura zalewania) podzielono
na podprzedzialy, dla ktérych zaklada sie statg warto$¢ pojemnosci cieplnej (ciepta
wilasciwego). Granice podprzedziatu [C/m+l, UJ odpowiadajg ,fazie” m - rys. 6.21.

Obliczenia realizuje sie przy zalozeniu, ze caly rozpatrywany obszar odpowiada fazie
bazowej, co jest rébwnowazne przyjeciu w algorytmie numerycznym staltych parametréw
termofizycznych odpowiadajacych wyréznionej fazie. Autorzy pracy [34] sugerujg w tym
miejscu przyjecie fazy ,najcieplejszej” jako fazy bazowej (por. rys. 6.21).

Zal6zmy, ze temperatura w korygowanym wezle POodpowiada fazie m - rys. 6.22.
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mtl

Rys. 6.21. Fazy miedzy temperatura otoczenia i zalewania
Fig. 6.21. Phases between ambient and pouring temperatures

Oznaczmy
A.-c.[7Xi*0. O -tU ]
+1~ "‘AIT\*I[Am'Fl N«+2] (6.58)
AM+2 ~ A +1+ H2[Am 42 A** 3
gdzie Um, UmH , Um+2, UMH sg temperaturami ograniczajgcymi kolejne ’fazy’.

Interpretacja fizyczna wielko$ci A jest oczywista - sa to zmiany entalpii jednostkowej [J/m3
odpowiadajgce pokazanym na rysunku 6.22 zmianom temperatury.

T(PO ,t)

ifazam

<~rm taza m+l

faza m+2

Rys. 6.22. Réznice migdzy T(PQ t) a temperaturami granicznymi
Fig. 6.22. Differences between T(PQ, t) and border temperatures
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Procedura poprawiania chwilowego pola temperatury w wezle POjest nastepujaca. Jezeli

cO[7%(J*0, O -r(P 0, f +Af)] < AB (6.59)

gdzie cOjest '’bazowym” cieptem wiasciwym, to korekta wartosci T(PO, t+At) wynika z

réwnania
cO[T(PO, t)-T (PO, f+A<)] = cm[T(PO, t)-t(PO, f+Af)] (6.60)
skad
T(PO, t+At) = T(PO,t) - y[T(PO, t)- T(PO, f+Af)] (6.61)
n
W przypadku
t)-T(PO, t+A»)] < Ami (6.62)

dochodzi sie do nastepujgcego bilansu entalpii

cO[T(PO, t)-T(PO, f+Af)] = A, + t+AO0] (6-63)
skad
t(PO, t+At) =f/imtl+— - -+ [T(PO, t)-T(PO, f+Af)] (6.64)
Gne1  Qm*1
Jezeli
j <corr(PO, O - T(PO, f+Af)] < Am2 (6.65)
to
CO[T(PO, t)-T(PO, t+At)] =AmH HcmAU M -t{P 0, f+At1)] 6-66>
czyli
T(PO, t+At) = Umti + —— - [T(PO, t) - T(PO, f+Af)]  (6.67)
Qn*l a2

Analogiczne formuty mozna wyprowadzi¢ réwniez dla dalszych przej$¢, ale tak duzych
zmian temperatury nalezy unika¢ ze wzgledu na doktadno$¢ rozwigzania numerycznego.

Omoéwiona wyzej procedura dotyczy oczywiscie procesu stygniecia i w takiej wersji zostata
przedstawiona w pracach [34, 35]. W procesie krzepniecia i stygniecia odlewu moze pojawié
siejednak rowniez sytuacja odwrotna. Przyktadowo, podczas przejscia wlewka ciagtego przez
kolejne sektory strefy chtodzenia wtérnego na granicach tych sektoréw pasmo wlewka lezace
w poblizu jego brzegu zewnetrznego nagrzewa sige, co wynika ze skokowej zmiany
wspoiczynnika wymiany ciepta, ktéry w kolejnych sektorach tej strefy z reguly maleje.

m

Rozwigzania numeryczne prezentowane miedzy innymi w cytowanych wyzej publikacjach [34,
35] sg wprawdzie poprawne, bo przeliczane byto tylko przejscie od fazy bazowej (ciecz) do
fazy statej, a nie przejScia bardziej ztozone, ale, ogélnie rzecz biorgc, w procedurze
korygowania pola temperatury nalezy uwzgledni¢ zarbwno mozliwo$¢ wzrostu, jak i spadku
temperatury w wezle POz obszaru krzepnacego odlewu.

Na rys. 6.23 pokazano réznice miedzy temperatura T(PO, t) a temperaturami granicznymi
w procesie nagrzewania otoczenia wezta PO.

m-2
<J)~=) faza m-2
T(Pbt+At)
ATm
ATW' 1 faza m -1
AT.
.III <p —i fazam

T(PO ,t)

Rys. 6.23. Roznice miedzy T(PQ t) a temperaturami granicznymi (nagrzewanie)
Fig. 6.23. Differences between T(PQ t) and border temperatures (heating)

Oznaczmy
<, =cm[r(/>0, t)-um]
Aml = (6 68)

Am-2-<A"Cm2W r UmJ

Zdefiniowane wyzej réznice entalpii sga oczywisScie ujemne. Procedura korygowania
chwilowego pola temperatury w wezle POjest nastepujaca. Jezeli

cO[r(PO, f)-r(P O, f+Af)] > Al (6-69)

to skorygowana warto$¢ T(PO, t+At) wynika z réwnania (6.61). W przypadku

C | <co[r(/>0, t) - T(PO, t+At)] < Am (6-70)

mamy
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f(PO, f+Af) = Unl+-JH- -_iL[r(7»0, t)-T(PO, f+Af)] (6-71>

Gn1 an1
Z kolei gdy
AU < co[T(Po, § - r(po, r+an] <« &u (6'72)
to
A’ c
f(P O t+At) =*m2+— i S[r(P Gr)-r(P G f+Af)] (6/73)
an-2 an-2
itd.

Doktadnie taki sam sposéb poprawiania chwilowego pola temperatury zapewnia algorytm
prostszy - szczego6lnie na etapie realizacji numerycznej [56] (wzory zostang podane dla
przypadku stygniecia). Pierwszym jego krokiem jest przeliczenie wyniku otrzymanego dla
fazy bazowej na wynik dotyczacy fazy m odpowiadajacej temperaturze poczatkowej T(PO, t).
Z bilansu

*AnPO. t)~T(PO, f+Af)] = cm[T(PO, f)-f(P & f+Af)] (674)

gdzie cBjest pojemnoscig cieplng wybranej arbitralnie fazy bazowej, otrzymujemy

t(PO, f+Af) = T(PO, t) - — [7'(PO, t)-T(PO, f+Af)] (6.75)

Jezeli poprawiona temperatura w punkcie POw chwili f+Af miesci sie w granicach fazy m,
to znaczy jest wyzsza niz UmH, to proces korygowania zostaje zakoniczony. Jezeli natomiast
jest ona nizsza od warto$ci granicznej UmH, ale wyzsza od Umt2 to

T(PO, f+Af) = Umtl—~ - [ I/~ -f7r . §f +Af)] (6.76)
Q1

Jezeli poprawiona temperatura w punkcie POw chwili f+Af miesci sie w granicach fazy
nastepnej, czyli w przedziale [Umt2, Umt]], to

A0 f+AT) =Jdmi2- - A [y B(1-f(i>0, f+AOj+~ t /[~ - A ] (6.77)
m+2 m+2

Analogiczne wzory mozna wyprowadzi¢ réwniez dla dalszych przejs¢, ale tak duzych zmian
temperatury nalezy unika¢ ze wzgledu na doktadno$¢ rozwigzania numerycznego.

Jezeli poprawianie dotyczy weztéw, w ktérych w rozpatrywanym kroku czasu zachodzit
proces nagrzewania, to przeliczanie temperatury na faze aktualng realizuje wzér (6.75).
Podobnie jak w przypadku stygniecia nie korygujemy wyniku, jesli ,trafimy” w przedziat
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fazy m: [Um UmA. Dla wartoéci wstepnie skorygowanej, ktéra zawiera sie w przedziale
[Umi, Umi], dokonujemy drugiej korekty, a mianowicie

(6.78)

Jezeli poprawiona temperatura w punkcie POw chwili f+ Af mieséci sie w granicach fazy
nastepnej, czyli w przedziale [t/2, Um}\, to

t(PO, , +Af)=IV 2- -~ [I/B.1-7' (PO, t+AOj+A U ..,-~ ., 1 (6-79)
an-2 m-2

itd.

Dziatanie opisanego wyzej algorytmu przetestowano na nastepujacym przykiadzie.
Rozwazano staliwng kule o $rednicy 60 mm i temperaturze poczatkowej TO =900[° C]
chtodzona w os$rodku o temperaturze 7“ =30[° C], przy czym wspoétczynnik wymiany ciepta
przyjeto jako staty i rwny a=200[W /m 2K]. Ciepto wtasciwe materiatu zmieniato sie zgodnie

z zalezno$cig

4.680 106 , T > 750[° C]
C(T) = 9.550 106, 700 s T s 750 (6 80)
4.125 106 , T <700

Istotna zmiana pojemnosci cieplnej stali w przedziale [700, 750 °C] wigze sie z przemiang
fazowg w stanie stalym (przemiana eutektoidalna). Wspoétczynnik przewodzenia ciepta
materiatu kuli wynosit \=35 [W/mK].

Rys. 6.24. Krzywe stygniecia
Fig. 6.24. Cooling curves
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Algorytm korygowania chwilowego pola temperatury byt uzupetnieniem metody
kombinowanej dla obszaréw sferycznych (por. rozdziat 5). Na rysunku 6.24 pokazano krzywe
stygniecia w $rodku kuli, na jej powierzchni zewnetrznej oraz powierzchni odpowiadajacej
potowie promienia. Nalezy podkresli¢, ze natozono na siebie trzy rozwigzania numeryczne
uzyskane dla trzech réznych faz bazowych - jak wida¢ krzywe stygniecia pokrywaja sie
doktadnie, co $wiadczy o mozliwosci dowolnego wyboru fazy bazowej. Zauwazmy jednak,
ze parametry wszystkich faz byly tego samego rzedu.

Otrzymane wyniki $wiadczg o potrzebie uwzglednienia przemian fazowych w modelowaniu
procesu obrébki cieplnej, poniewaz przebieg krzywych stygniecia wyraznie zmienia sie w
poblizu izoterm granicznych.

Inne rozwigzane przez Autora niniejszej rozprawy przyktady [58] pokazujg, ze najlepsze
wyniki osiaga sie przyjmujac jako faze bazows - faze, dla ktérej warto$¢ pojemnosci cieplnej
jest najmniejsza. Zalecane w literaturze dotyczacej modelowania krzepniecia stopéw przyjecie
jako bazy fazy ,najcieplejszej” jest rowniez w petni dopuszczalne, poniewaz parametry
termofizyczne cieklego metalu nie réznig sie w sposéb bardzo istotny od parametrow fazy
stalej, dla ktorej pojemnosé cieplna jest najmniejsza. Za przyjeciem fazy statej przemawia
réwniez fakt, ze natychmiast po zalaniu formy, najej wewnetrznej powierzchni generuje sie
faza stata i wezly brzegowe liczone sg z ich prawdziwymi parametrami, co jest z calg
pewnoscig korzystne ze wzgledu na prostote modelowania warunkéw brzegowych i wy-
znaczania temperatury kontaktu na styku odlewu i formy.

Przedstawiong wyzej metode korygowania chwilowego pola temperatury wykorzystano
réwniez do obliczen krzepniecia i stygniecia zltozonego geometrycznie odlewu (wezet typu H)
w piaskowej masie formierskiej. Zadanie rozwigzano na dwa sposoby. Pierwszy z nich
sprowadzat sie do skonstruowania algorytmu wykorzystujacego metode kombinowang dla
obszaréw niejednorodnych (por. [57, 58]). Spos6b tgczenia uktadéw rozwigzujacych dla zadan
ID i obszaréw sferycznych przedstawiono w rozdziale 5. Nizej natomiast zostanie oméwiony
ten sam problem dla przypadku obszaréw ptaskich zorientowanych w uktadzie kartezjanskim.

Nieustalona dyfuzje ciepta w obszarze niejednorodnym bedacym ztozeniem dwdbch
podobszaréw (odlew i forma) opisuje uktad réwnan rézniczkowych w postaci

dTAX, t)
xeQ, : Cj-m — = AjdiyfgradT'», f)]
dt (6.81)
dTJx, 1)
x€Q2: c2--—————- = A2div[grad72(x, f)]

gdzie wskaznik 1 identyfikuje obszar odlewu, natomiast wskaznik 2 - obszar formy.
Jak wiadomo, operator div(grad7') w obszarze ptaskim zorientowanym w prostokatnym
uktadzie wspoétrzednych jest postaci

div[gradr(it, t)] = f) (6.82)
dx\ dx\
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Pojemno$¢ cieplna ¢, odpowiada pojemnosci cieplnej fazy bazowej (cl=cB). Na
zewnetrznej powierzchni formy ciepto oddawane jest do otoczenia
dTAXx, t) (6.83)

TO : 2(x,t) = -A.2-
xeTO: q2(xt) i

w szczegdélnosci mozna przyjagé zgodnie z prawem Newtona

xer0: Qg2(x,t) =a[T2(x, t)-T"] (6.84)

Jezeli na styku odlewu i formy zatozy¢ idealny kontakt cieplny, to warunek brzegowy na tej
powierzchni przyjmuje posta¢
dT.(X, t) _  dT2(x, t)
Al — — A 6.85
xer. dn * dn (6.85)
TI(x, t) =T2(x, t)
Warunek poczatkowy sprowadza sie do przyjecia temperatury zalewania i temperatury
poczatkowej masy formierskiej:
7,0e, 0) = TO(X)
T2(x, 0) = T20(x)

(6.86)

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia (por. rys. 6.25)
- TIt gj sg wektorami temperatur i strumieni ciepta na zewnetrznej powierzchni podobszaru

fii,

- T2 g2sgwektorami temperatur i strumieni ciepta na zewnetrznej powierzchni podobszaru

D

- T12 T2, q12 g2 sg wektorami temperatur i strumieni ciepta na wspéinym brzegu V12

Rys. 6.25. Obszary i
Fig. 6.25. Domains and fI2
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Metoda kombinowana prowadzi do nastepujgcych uktadéw rozwigzujgcych (por. wzoér
(3.58) - rozdziat 3)
— dla obszaru odlewu O,

Tf*1
G, G12] - 5 o, ‘g = (6.87)
rpl+ 1
«121 1
dla obszaru masy formierskiej
42}' npl+l (6 88)
[92 g21] - [H2-. " +P2t '

Warunek brzegowy (6.85) na styku podobszaréw T12mozna zapisa¢ w postaci

o= -ghtl = g/t
afil = -abl =g (6.89)
T*h1 _ T'/+1 _ npH+l
M2 ™ X2 =1

xer

i jest on wprowadzany do uktadéw rozwigzujacych (6.87) oraz (6.88), czyli

T/*i
Gj G12 =[H, hiz it +Pimli (6.90)
r/-1
241
[G2 -G2I] qf" “[H2 a, P2 T2 (6-91)
n
Po przeniesieniu niewiadomych na lewg strone mamy
r/*i
-3 -h12 gl2]wHl  -Gx Tf (6.92)
oraz
j /+1
(6.93)

[ ®21 G2 H2] M =-G2-qfl+P2,T2
X /i
*2

Nalezy w tym miejscu zaznaczyé, ze réwnania powyzsze zapisano zaktadajgc znajomos$c
strumieni ciepta na zewnetrznych powierzchniach uktadu. W przykiadzie ilustrujgcym
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.dziatanie” algorytmu metody kombinowanej dla obszaréw niejednorodnych rozpatrywano
uktad podstawowy sktadajacy sie z symetrycznego wycinka wezta typu H i Scianek
przylegajacych [57, 58]. Zgodnie z definicjg uktadu podstawowego najego powierzchniach
granicznych przyjeto warunki adiabatyczne (wspé6tczynnik wnikania w warunku (6.84) wynosi
0, co determinuje <k =<72=0)- Sprzegajac réwnania (6.92) i (6.93) otrzymujemy

™
Hi 12 o 0 fIx1

s H, el

t /e (6.94)

G, © qfl Pi 0 Tf
+

(=]
O =T g2 0 P2 T2

Po wyznaczeniu brzegowych temperatur i strumieni ciepta w chwili tf+l temperatury w
weztach wewnetrznych oblicza sie dla kazdego podobszaru oddzielnie (por. wzér (3.59) -
rozdziat 3). Przyktad realizacji numerycznej omawianego zadania przedstawiono w pracy [58].

Niezwykle korzystnym, z numerycznego punktu widzenia, podejSciem do rozwigzywania
zadan nieustalonej dyfuzji ciepta w obszarach niejednorodnych jest tgczenie réznych metod
obliczen dla r6znych podobszaréw. Mozna wéwczas w spos6b optymalny wykorzystaé zalety
kazdej z nich. Algorytm taki byl wykorzystany m.in. w pracach [21, 37, 59], w ktérych
przeptyw ciepta w krzepnacym odlewie modelowano za pomoca | schematu MEB, natomiast
do obliczen dotyczacych podobszaru formy wykorzystano Il schemat metody. Il schemat
metody brzegowych réwnan catkowych (w przypadku jednorodnego, zerowego warunku
poczatkowego i p6l bezzrédtowych) nie wymaga catkowania po wnetrzu obszaru i problem
sprowadza sie do zadania catkowicie brzegowego - jak w przypadku zadan ustalonych [60,
61, 62]. Tak wiec w stosunkowo prosty sposéb mozna uwzgledni¢ zaréwno rzeczywistg
geometrie formy, jej parametry termofizyczne, temperature poczatkowa itp., a wiec
rozpatrywaé problem w calej jego ztozonosci, a réwnoczesnie istotnie zmniejszy¢ liczbe
niewiadomych w uktadzie rozwigzujgcym. W pracach [31, 47, 48] omoéwiono z kolei rézne
aspekty tgczenia Il schematu z metoda elementéw skonczonych.

Autor niniejszej rozprawy podjat réwniez zakonczone sukcesem préby kojarzenia ré6znych
metod numerycznych. Nizej zostanie oméwiony algorytm dotyczacy modelowania przeptywu
ciepta w uktadzie odlew - forma - otoczenie, w ktérym dokonano potaczenia metody
kombinowanej i klasycznej metody elementéw brzegowych. Poniewaz obszar odlewu jest
obszarem zroédtowym, wiec do obliczen procesu krzepniecia wykorzystano metode
kombinowana uzupetniona oméwiona wyzej procedura korygowania chwilowego pota
temperatury, natomiast dla obszaru masy formierskiej, w ktérym modeluje sie pole
bezzrédlowe, wykorzystano Il schemat MEB.

Aby przedstawi¢ pokrétce istote Il schematu, rozpatrywaé¢ bedziemy réwnanie (6.8Ib)
opisujgce bezzrédlowe pole temperatury w obszarze formy odlewniczej, przy czym wskaznik
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,2" wyrdzniajgcy ten obszar zostanie na pewien czas pominiety.
Réwnanie catkowe w omawianym przypadku przyjmuje posta¢ [31, 37, 59]

i +1 *
B(Z) T(E, t/t1) +-C_E_|/ / *< ' [H -« (*, Odidr =
(6.95)
1 * N1 O
=B /[« . Qdrdr + teu, «, FAL (X,
Cs*' r -1 Q
gdzie 7"(£, ;/+1,/) jest rozwigzaniem fundamentalnym. Dla zadar 2D i obszaréw zoriento-
wanych we wspotrzednych prostokatnych jest to funkcja
T'U,x, t'"*\'t) = L exp (6.96)
przy czym r jest odlegto$cia miedzy punktem obserwacji | apunktem biezagcym X,

q'(t,x, tfH, )=AdT*(£, x, tfH t)/dnjest strumieniem ciepta wynikajacym z rozwigzania
fundamentalnego, natomiast q(x, t)=-—dT(x, t)/dn, fI(£)£[0, 1].

Jak mozna zauwazyé¢, przyjecie zerowego warunku poczatkowego znacznie upraszcza i
skraca obliczenia numeryczne, poniewaz powoduje zerowanie sie wystepujacej w réwnaniu
(6.95) caitki po wnetrzu obszaru. Zakfadajac, ze w chwili t=0 temperatura w obszarze formy
Thjest stata, wystarczy zmieni¢ odpowiednio poziom odniesienia dla temperatury T=T-T2
(w dalszych rozdziatach funkcje T nalezy traktowaé jako temperature zredukowana T).

Jezeli przyjmiemy elementy state wzgledem czasu (por. rozdziat 3), to zalezno$¢ (6.95)
mozna zapisa¢ nastepujaco

Ba) Ta, r'tl) « [ f Tra, x t"*\ t)dt q(x, t*)dr =
(6.97)
1/+1
FL ok / q'a,x, t)dt T(x, t’)dr
L5°1 p
i woéwczas catkowanie wzgledem czasu mozna wykonac¢ analitycznie, a mianowicie
s e g
+fgta,x, t"*1t)dt ,exp -exp
2i
itr (6.98)

exp - exp
2nr2 dall+l-(s-)]Ar 4a(/+1-s)At

oraz
|
- f T'a,x, tf*\ o dr = _ Ei Ei
r am X da(tf4x-ts) (6.99)
Ei uEi
4n X dafll+l-(s-1)]Af da(/+1-s)Af
gdzie Ei() jest eksponencjalng funkcjg catkowg
Ei(v) = J —exp(- n)d|A (6.100)
d =(jCj-**cosaj + (2- £2)cosa? (6.101)

gdzie cos«!, cosa2 sg cosinusami kierunkowymi wektora normalnego do brzegu.
Woystarczajgcg dla celéw obliczenn numerycznych doktadno$¢ oszacowania funkcji Ei( )
zapewnia podana w literaturze [63] jej aproksymacja funkcja elementarng.
Tak wiec réwnanie (6.97) przyjmuje posta¢

- - X, fi+1)dr =
Ba)Ta,f/H)+4r|]ij KiaAt q(x, f/+1)dr
2n{,
(6.102)

d exp( - exp

- M I 4asAt

/ s »2

Ei

= | p[.( 4a(s +1)Ar _4asAry

Po dyskretyzacji brzegu rozpatrywanego obszaru elementami statymi otrzymujemy
nastepujaca posta¢ uktadu rozwigzujacego
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W zaleznosci (6.103) wprowadzono nastepujace oznaczenia

2
dr. (6.104)
NaAt/
dr; , 0 *j
2n , 4aAt (6.105)
1 —
2 P=
oraz
Ei dr.
8 = 4A, / da(s +1)ALLy - taa¥atd
(6.106)
i _Jd_rd r2
. exp - exp -
Ui ~ 2nl r2 4a(s +1)Af 4as Af
Uktad (6.103) mozna réwniez zapisa¢ w postaci macierzowej
/
G g/l =HTHL +Y, (HITH - G,-q/t't) (6.107)

j*i

Opis sposobu potaczenia metody kombinowanej z 11 wariantem MEB wymaga ,powrotu”
do oznaczen z rysunku 6.25, w szczego6lnosci réwnanie (6.107) przyjmuje postaé

«TT Ti*l
[G2 G 21] =[H> H21] [pg
a2l 2 6.108
/ \ ( )
/ '

J=1 Y+~

[HE HP1] s -[g2 g2]
21 >

Po wprowadzeniu warunku brzegowego (6.89) do ukladu (6.108) i przeniesieniu
niewiadomych na lewa strone (na powierzchni T2zatozono warunek Il rodzaju) otrzymuje sie

i/t

H2i g2 S Go-qal +

Sprzegajac uktady rozwigzujgce metody kombinowanej (wz6r (6.92)) i Il schematu (wz6r
(6.109)) mamy

T/+1
H @12 cr 0 i
~H 21 _6 21 -EL nf"
(6.110)
Glg{ +PjT#
o / n/+1- q'--
-G2q . [hp H21] e [0 o2
21 H21

Temperatury w weztach wewnetrznych oblicza sie niezaleznie dla kazdego z obszaréw, przy
czym znajomos$¢ pola temperatury we wnetrzu obszaru masy formierskiej nie jest konieczna
do dalszych obliczen.

Efektywno$¢ i dokladno$¢ opisanego wyzej algorytmu przetestowano na przyktadzie
obliczen przeplywu ciepta w obszarze pokazanym na rysunku 6.26 (rozwigzanie tego samego
zadania wylgcznie metoda kombinowang przedstawiono w [57]).

Rys. 6.26. Obszar odlewu i podobszary formy
Fig. 6.26. Casting domain and sub-domains of mould

W wariancie oméwionym w [57, 58] na obszar odlewu i formy natozono siatke statych
elementéw brzegowych i wewnetrznych, brzeg obszaru podzielono na 96 elementéw
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brzegowych, natomiast we wnetrzu wyrézniono 180 elementéw (kwadraty). Dyskretyzacje
symetrycznego fragmentu obszaru pokazano na rys. 6.27a. Na rys. 6.27b przedstawiono
siatke przyjeta do numerycznego rozwigzania tego samego zadania za pomoca kombinacji
MEB z dyskretyzacja czasu i Il schematu.

Liczba elementéw brzegowych jest w obu przypadkach taka sama, ale najbardziej istotna
korzyscig wynikajgca ze zlozenia dwoéch algorytmoéw jest fakt, ze catkowanie po wnetrzu
obszaru dotyczy jedynie pierwszego z nich, temperatury we wnetrzu formy nie musza by¢
wyznaczane.

Rys. 6.27. Dyskretyzacja obszaru
Fig. 6.27. Discretization of domain

Do obliczenh przyjeto nastepujgce parametry termofizyczne
- dla obszaru odlewu X!=35[W/mK], cB=5.9-106 [J/mX], dla podobszaru strefy
dwufazowej C(T)=p+LVvI(TL-Ts)=61.44-106, 7~=1470°C, 7~ =1505° C,
- dla podobszaru formy X2=1.2, ¢2=1.74-106,
- dla podobszaru rdzenia X3=0.7, c3= 1.88-106.
Temperatura zalewania wynosita 7'10= 1550° C, temperatura poczatkowa podobszaru formy
i rdzenia - 20° C.
Chwilowy rozktad izoterm oraz ksztalt zakrzeptej czesci odlewu dla czaséw 10, 20, 30,
40 minut pokazano na rysunku 6.28.
Poréwnujgc otrzymane wyniki z wynikami obliczen przedstawionymi w [57, 58] nalezy
stwierdzi¢, ze réznice miedzy rozwigzaniami sg praktycznie niezauwazalne.
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Rys. 6.28. Pole temperatury dla czasow 10, 20, 30, 40 min
Fig. 6.28. Temperature field for time 10, 20, 30, 40 minutes

6.4.4. Uog6lnienie metody korygowania chwilowego pola temperatury

Metoda omoéwiona w podrozdziale poprzednim moze by¢ stosowana w przypadku
obszaréw, dla ktérych zalozono statg warto$¢ wspolczynnika przewodzenia ciepta (takie
zatozenie dla typowych materiatdbw odlewniczych jest w zasadzie dopuszczalne), natomiast
pojemnosé cieplng C(T) zastgpiono funkcja kawatkami stata. Drugie z tych zatozen ogranicza
w jakim$ stopniu przebieg funkcji C(T), ale okazuje sig, ze powyzszy postulat nie jest
konieczny.

Rozpatrywaé bedziemy obszar, w ktérym C(T) jest funkcjg ciagla (z wyjatkiem
skonczonej liczby punktéw) i ograniczona, jak poprzednio wspotczynnik X jest staly.
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Oznaczmy przez T(POQ, t) oraz T(PQ, t+At) wartosci temperatur w dwéch sasiednich chwilach
czasu w wezle POz obszaru odlewu, w ktérym realizowana jest procedura poprawiania.
Obliczenia prowadzono przy zatozeniu, ze pojemnos¢ cieplna materialu odlewu odpowiada
pojemnosci bazowej CB. Wynika stad, ze zmiana entalpii fizycznej stopu w objetosci
kontrolnej VO, dla ktérej punkt POjest weztem centralnym, wynosi

AHO = cB[T(PO, t+At) - T(PO, t)JVO (6.111)

Biorgc pod uwage rzeczywista pojemnos¢ cieplna C(T), nalezy powyzsza zmiang entalpii
przyréwnaé z wyrazeniem

t(PO, rsA ()
W f C(|iyd]i (6112)
T(P,,, 0
Z réwnania
t(PO, t+a0)
cB[T(PO,t +At)-T(PO,t)JVO =W f C(p)d|x (6113)
T(P,,. 0

nalezy wyznaczy¢ gorng granice w calce po prawej stronie.

Réwnanie powyzsze mozna rozwigza¢ metodami numerycznymi, wykorzystujgc np. wzor
trapezéw. Oznaczmy przez AT krok catkowania. Dolna granica odpowiada oczywiscie
temperaturze T(POQ, t), a kolejne wartosci argumentéw wynosza T(PO, t)—AT, T(PQ t)—2AT
itd. Wykorzystujemy procedure sumowania pél kolejnych trapezéw, ktére wynosza

a =C\.T{P°'»-Q—n*T) +C[nP0.0-iAf] (6.114)
' 2

i przerywamy jg po osiggnieciu (z zatlozong doktadnoscig) wartosci
cB[T(PO, t+At)-T(PO, 0] (6 H5)

Ostatnia ,zarejestrowana” warto$é¢ T(PO, t) +iAT odpowiada skorygowanej temperaturze w
wezle POw chwili t+At. Jak tatwo sprawdzi¢, dla funkcji kawatkami statej opisana wyzej
metoda sprowadza sie do metody opisanej w podrozdziale poprzednim.

Przyktadem wykorzystania metody uogélnionej moga by¢ obliczenia dotyczace
oddziatywan cieplnych miedzy pojedyncza czastka a matrycg metalowa w procesie krzepniecia
kompozytu odlewanego. Rozwazano kompozyt AISi9-Pb, a w szczegdélnosci obszar objetosci
kontrolnej [64] pokazany na rys. 6.29. Objeto$¢ kontrolna jest obszarem niejednorodnym,
ktérego centralna czes¢ stanowi kulista czastka otowiu o promieniu RU natomiast warstwa
sferyczna wypetniona jest stopem Al-Si. Zewnetrzny promien tej warstwy oznaczono przez
R2i na powierzchni p=R2 zalozono warunek adiabatyczny <7=0.

Jezeli przyjaé, ze parametry termofizyczne otowiu sgwartoSciami statymi i takimi samymi
w podobszarze cieczy i ciata stalego oraz dodatkowo na etapie obliczed numerycznych
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wykorzysta¢ metode zapasu temperatury (por. podrozdziat 6.4.1), to przeplyw ciepta w
obszarze czastki otowianej opisuje rownanie dyfuzji ciepta w postaci

t) = *i_a_ dTAp, t)
°l dt p2an dp

(6.116)

gdzie ct, Xj oznaczaja ciepto witasciwe odniesione do jednostki objetosci i wsp6tczynnik
przewodzenia.

Rys. 6.29. Objetosci kontrolne
Fig. 6.29. Control volumes

Roéwnanie przewodnictwa dla podobszaru matrycy jest nastepujgce
dT2(p, 1) ,dT2(p, t)
dt > dp dp

c2(T) (6.117)

gdzie cXT) jest zastepcza pojemnoscia cieplng stopu Al-Si. Przebieg tej funkcji pokazano na
rys. 6.30.
Na powierzchni kontaktu p=Ri przyjeto warunek ciggtosci

dTx(p, ) X dTAp, t)
p =R. do 7 dp (6.118)
Ti(p, t) =T2(p, t)

natomiast (jak wspomniano poprzednio) dla p=R2: <7=0. W chwili t=0 temperatury
poczatkowe w podobszarach Ty(r, 0) i TAr, 0) s znane.

Do rozwigzania zadania wykorzystano algorytm bedacy ztozeniem metody kombinowanej
(obszar czagstki otowianej) oraz metody elementéw skonczonych (obszar matrycy) [65].
Metoda elementéw skonczonych dopuszcza przyjecie zmiennych parametréw termofizycznych,
poniewaz zaréwno wartos¢ zastepczej pojemnosci cieplnej, jak i wspotczynnika przewodzenia
definiuje sie dla kazdego elementu oddzielnie. Z drugiej jednak strony, dla zadania tak silnie
nieliniowego jak problem opisany réwnaniem (6.117) usrednianie pojemnosci zastepczej na
elemencie skonczonym nie ma racjonalnych przestanek, w zwiazku z powyzszym w miejsce
réwnania dyfuzji dla podobszaru matrycy wprowadzono réwnanie liniowe, a na etapie
obliczen numerycznych wartosci temperatur w weztach elementéw na f/+1 poziomie czasu
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poprawiano wykorzystujgc opisana w tym podrozdziale metode korygowania chwilowego pola
temperatury. Tak wiec, obliczenia dla przejécia t! -* tfH realizowano w sposéb nastepujacy.
Na podstawie uktadu rozwigzujgcego powstatego przez skojarzenie obu metod wyznaczano
pole temperatury w obszarze w chwili tf+l, a nastepnie warto$ci temperatur w podobszarze
czastki korygowano wykorzystujagc metode zapasu, nhatomiast rozwigzanie w wezfach
podobszaru matrycy - wykorzystujac uogolniona wersje metody poprawiania chwilowego pola
temperatury.

Rys. 6.30. Pojemnos¢ cieplna stopu Al-Si [J/m3K]
Fig. 6.30. Thermal capacity for Al-Si alloy [J/m3K]

Uktad rozwigzujacy hybrydowego algorytmu MEB-MES ma oczywiscie mniej
niewiadomych niz taki sam ukfad zbudowany na podstawie MES. Podobszar czastki kulistej
generuje tylko dwa réwnania (jezeli punkt osobliwy p=0 otoczy¢ kulka o bardzo matym
promieniu - por. rozdzial 5), natomiast liczba niewiadomych zwigzana z podobszarem
matrycy odpowiada liczbie weztéw wyrdéznionych w tym podobszarze. Fragment uktadu
rozwigzujgcego zwigzanego z matryca jest z formalnego punktu widzenia taki sam jak w
przypadku modelowania dyfuzji ciepta w plycie [29, 30], réznice wystepuja w sposobie
obliczania elementéw macierzy sztywnosci (przewodnosci) oraz pojemnosci cieplnych.

Sprzezenie obu fragmentéw koncowego ukladu rozwigzujacego realizuje sie poprzez
warunek ciggtosci na powierzchni kontaktu i w swojej istocie nie odbiega od sposobu tgczenia
uktadéw rozwigzujacych dla obszaréw niejednorodnych, ktéry opisano w rozdziale 5.

W realizacji numerycznej wykorzystano dane z cytowanej juz pracy [64], w szczegdlnosci
przyjeto, ze promien czastki otowianej wynosi i?!=0.5 mm, a promien objetosci kotrolnej
R2=2 mm. Temperatury poczatkowe w podobszarach wynosity 20 °C i 650 °C odpowiednio.
Na rys. 6.31, 6.32 pokazano profile temperatury w obszarze czastki otowianej i matrycy
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metalowej dla wybranych chwil czasu.

Rys. 6.31. Profile temperatury w czastce
Fig. 6.31. Temperature profiles in particie

Rys. 6.32. Profile temperatury w matrycy
Fig. 6.32. Temperature profiles in metal matrix

Objeto$¢ kontrolna bedaca przedmiotem analizy potozona jest w centralnych czesciach
odlewu i jak wida¢ z otrzymanych wynikéw, czasteczka otowiu nie jest na tyle efektywnym
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ochtadzalnikiem, aby zapewni¢ zakrzepniecie objetosSci kontrolnej. Proces krzepniecia
kompozytu determinujg wiec przede wszystkim warunki odprowadzenia ciepta na
powierzchni odlew-forma. Tak wiec, otrzymane wyniki odpowiadajg sytuacji bezposrednio
po wypetnieniu wneki formy i rozszerzenie algorytmu na dalsze etapy procesu krzepniecia
wymagatoby wprowadzenia innych niz adiabatyczne warunkéw brzegowych na zewnetrznej
powierzchni objetosci kontrolnej.

6.5. Modele makroskopowe a struktura pierwotna odlewu

Makroskopowe modele krzepniecia dostarczajg wielu wiarygodnych i istotnych informaciji
dotyczacych proceséw cieplnych zachodzacych w uktadzie odlew-forma-otoczenie, natomiast
niewiele méwig o zjawiskach na poziomie mikro. Z drugiej strony przebieg procesu
krystalizacji i w konsekwencji struktura odlewu powinny by¢ w jaki$ sposéb powigzane z
makroskopowym przeptywem ciepta. W literaturze zwiazki te ujmuje sie najczesciej w spos6b
jakosciowy, chociaz pojawialy sie rébwniez prace ujmujace w sposob iloSciowy zaleznosci
miedzy makroskopowymi parametrami procesu krzepniecia a cechami struktury odlewu.
Jednym z najbardziej znanych wzorow okreslajacych zalezno$¢ miedzy polem temperatury w
Sciance odlewu a rodzajem krzepniecia (objetosciowym - endogenicznym i warstwowym -
egzogenicznym) jest wzor Wiejnika (np. [25]). Gdy

TL ~ TS >3 (6.119)
AT

to mamy do czynienia z krzepnieciem endogenicznym. We wzorze (6.119) AT jest spadkiem
temperatury w przekroju $cianki odlewu. Dla wartosci mniejszych od 1 krzepniecie ma
charakter egzogeniczny. Z kolei Patterson i Engler (por. [66]) wprowadzili wielkos¢ bedaca
stosunkem gradientu temperatury w poblizu izotermy TL (od strony cieczy) do pierwiastka z
predkosci krzepniecia. Na jego podstawie dla okreslonego stopu odlewniczego mozna
prognozowac charakter krzepniecia (endogeniczne, egzogeniczne, dendrytyczne itd.).

Innym kryterium stosowanym miedzy innymi przez Grugela [67] jest lokalny czas
krzepniecia zdefiniowany nastepujgco

T= TL~Ts (6.120)
w|gradr]

gdzie wjest predkoscig krzepniecia. Warto$¢ lokalnego czasu krzepniecia pozwala wyznaczaé
miedzy innymi wymiary kolejnych odgatezien dendrytéw [67, 68].

Nalezy w tym miejscu zauwazyé¢, ze kompletu danych do okreslenia wielkosci
wystepujacych w oméwionych wyzej kryteriach dostarczajg rozwigzania modeli | generacji.
Analiza krystalizacji na podstawie obliczen modeli makroskopowych ma z cata pewnoscia
okreslone walory praktyczne, ale z drugiej strony, informacje uzyskane w ten sposéb nie sg
w peini wiarygodne. W zwigzku z powyzszym rozwija sie intensywnie inne sposoby
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modelowania krzepniecia metali i stopéw, dla ktérych przyjeta sie nazwa modeli
makro/mikro. Pewne problemy z tej dziedziny, a w szczeg6Inosci zagadnienia potaczenia
takiego sposobu opisu procesu krzepniecia z algorytmem numerycznym metody kombinowanej
zostang omoéwione w rozdziale nastepnym.
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7. MODELOWANIE KRYSTALIZACJI METALI | STOPOW
(MODELE MIKRO-MAKRO)

7.1. Wstep

W rozdziale niniejszym zostang przedstawione opisy matematyczne oraz algorytmy
numeryczne dotyczace rozwigzywania pewnych zagadnien z dziedziny termodynamiki
proceséw odlewniczych, w ktérych rozpatruje sie proces krzepniecia w ujeciu mikro-makro.
Pierwsze prace dotyczgce symulacji komputerowej proceséw cieplnych na poziomie mikro
pojawity sie pod koniec lat siedemdziedsiatych i zgodnie z klasyfikacja zaproponowang przez
Stefanescu [1] nazwane zostaly modelami drugiej generacji. W Polsce badaniaw tym zakresie
prowadzone byly na Wydziale Odlewnictwa AGH w Krakowie (W. Longa, E.Fras,
W .Kapturkiewicz, R.Skoczylas - m.in. [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]).

Najbardziej istotng réznica miedzy modelami pierwszej generacji (w tym problemem
Stefana [10] i omodwionymi w rozdziale poprzednim opisami procesu krzepniecia z
wykorzystaniem zastepczej pojemnosci cieplnej itd.) a modelami mikro-makro jest sposéb
podejscia do sktadnika zrédlowego w réwnaniu energii lub odpowiednim warunku
brzegowym. W modelu Stefana i licznych jego ulepszeniach [11] rozpatruje sie réwnania dla
pél bezzrédtowych (podobszary fazy stalej i cieklej, ewentualnie podobszar formy
odlewniczej), natomiast ciepto przemiany wydziela sie na ruchomej powierzchni rozdziatu faz.
Bilans energii dla otoczenia tej powierzchni prowadzi do warunku brzegowego nazywanego
warunkiem Stefana. Jak wiadomo, model Stefana dotyczy w zasadzie krzepniecia czystych
metali i stopéw eutektycznych.

Z kolei réwnanie krzepniecia dla typowych stopéw odlewniczych (oméwione w rozdziale
poprzednim) zawiera funkcje zrodia proporcjonalng do lokalnej predkosci krzepniecia

qv,L v?l\éltp- (ED

gdzie Lv jest cieptem krzepniecia, fs - udzialem objetoSciowym fazy stalej w otoczeniu
rozpatrywanego punktu X. Zmiana lokalnych wartosci funkcji fs wynika z pewnych rozwazan
dotyczacych skali makro - np. zaklada sie zalezno$é miedzy warto$cig fs a temperaturg, co
prowadzi do pojawienia sie w réwnaniu r6zniczkowym zastepczej pojemnosci cieplnej strefy
dwufazowej (por. rozdziat poprzedni).

W modelach drugiej generacji zmiane lokalnego udziatu fazy stalej szacuje sie na
podstawie rozwazan dotyczacych mechanizmu krystalizacji w skali mikroskopowej, a w
szczegoélnosci praw zarodkowania i wzrostu. Zaktada sie przy tym, ze sitg pedna tego procesu
jest przechtodzenie ponizej temperatury rownowagi. Tak wiec model Stefana nie ma swojego
odpowiednika wyzszej generacji i zastepuje sie go opisem matematycznym, ktérego
centralnym elementem jest réwnanie krzepnigcia z funkcja zrédta. Funkcje Qv modeluje sie
na podstawie wymienionych poprzednio praw. Podobnie postepuje sie w przypadku analizy
krzepniecia stopéw odlewniczych.



136

Rozdziat niniejszy skiada sie z kilku podrozdziatéw. Pierwszy z nich zawiera najwazniejsze
informacje dotyczace podstaw teorii krystalizacji, a w szczeg6lnosci krystalizacji
homogenicznej i heterogenicznej. Dalej oméwiono pewne sposoby opisu zjawiska krzepniecia
w ujeciu mikro-makro (aspekty cieplne procesu krzepniecia i krystalizacji), aw szczeg6lnosci
modele prezentowane w cytowanych juz pracach Longi, Frasia, Kapturkiewicza, Skoczylasa,
jak réwniez E.Majchrzak [12] i autora niniejszej monografii [13, 14, 15, 16]. Kolejne
podrozdzialy prezentujg mozliwosci wykorzystania metody kombinowanej do modelowania
procesu krystalizacji wraz z licznymi przyktadami realizacji numerycznych.

7.2. Krystalizacja na zarodkach homogenicznych i heterogenicznych

Krystalizacja jest ztozonym procesem fizykochemicznym, w ktérym zachodzi wymiana
ciepta i dyfuzja atoméw pierwiastkéw wchodzacych w sklad stopu. Sktada sie ona z procesu
zarodkowania (nukleacji) i proceséw wzrostu krysztatdéw na utworzonych zarodkach. Zarodki
krystalizacji moga by¢é homogeniczne Ilub heterogeniczne. Zarodki homogeniczne to
powstajgce w cieczy zgrupowania atomow krystalizujgcej fazy o symetrii wiasciwej danej
strukturze sieciowej. Zarodki heterogeniczne sg zwykle czastkami faz statych, nie
rozpuszczonych w kapieli metalowej i moga powstawaé¢ w wyniku proceséw zachodzacych
w cieklym metalu (zarodki endogeniczne) lub tez moga by¢ wprowadzone do metalu z
zewnatrz (zarodki egzogeniczne). Zarodki moga by¢é wprowadzone przypadkowo
(zanieczyszczenia) lub celowo w tzw. procesie modyfikacji.

Zarodkowanie homogeniczne, jak juz wspomniano, jest to proces powstawania osrodkéw
(klasteréw) bedacych ugrupowaniami atoméw zblizonymi do budowy krystalicznej metalu
(stopu w stanie statym). Tego rodzaju zarodkowanie praktycznie nie wystepuje w warunkach
rzeczywistych — dotyczy ono bowiem metalu idealnie czystego oraz nie stykajagcego sie w
trakcie krystalizacji z powierzchniami materialnymi (np. $cianki formy odlewniczej).

Zaktadajac, ze klastery maja ksztalt sferyczny o promieniu P mozna przyja¢, ze zmiana
entalpii swobodnej wywotanej powstaniem w cieczy zarodka kulistego wynosi [17]

AGp=-27ip3AG¥, (72)

gdzie AGVjest zmiang entalpii jednostki objetosci cieczy przeksztalconej w zarodek:

LAT 3
AGV =1 7 3)

T.

przy czym AT jest przechtodzeniem réwnym réznicy miedzy temperatura réwnowagowa
krystalizacji Tei rzeczywista temperatura poczatku krystalizacji Tp, LV- cieptem krystalizacji.
Réwnoczesnie powstawanie klastera zwigzane jest z utworzeniem powierzchni F, co prowadzi
do powiekszenia entalpii swobodnej uktadu o warto$é
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AGF =4np20 (7-4)

gdzie ajest napieciem powierzchniowym granicy klaster - ciecz. Tak wiec catkowita zmiana
entalpii swobodnej zwigzana z utworzeniem klastera o promieniu P jest réznica energii
zwigzanej ze zmiang powierzchni AGFi objetosci AGV

AG = 4rcp29g - —MNp3— —- 7.5
p29 3p T (7.5)

Powyzsza zalezno$¢ ilustruje rys.7.1 [18].

Rys. 7.1. Zalezno$¢ AG=AG(p)
Fig. 7.1. Dependence AG=AG(p)

Utworzony w stygngcej cieczy klaster (embrion fluktuacyjny) moze samorzutnie wzrastac,
jedynie gdy sumaryczna entalpia swobodna uktadu ulega zmniejszeniu. Jak wynika z rysunku
7.1, ma to miejsce po przekroczeniu wartosci AGnM, co odpowiada uzyskaniu przez zarodek
wymiaru krytycznego (p>pk). Klastery o promieniu mniejszym od krytycznego nie moga
samorzutnie wzrasta¢, poniewaz spowodowaloby to zwiekszenie sumarycznej energii uktadu.
Krytyczny promien zarodka mozna wyznaczy¢ z warunku koniecznego ekstremum funkcji
jednej zmiennej d(AG)/dp=0, skad [19]

p = (7.6)
kr  LVAT

Po wstawieniu (7.6) do (7.5) otrzymuje sie wzdr na entalpie swobodng (prace) zarodkowania
homogenicznego

1671 03TR
= 7.7)

raax
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Z powyzszej zaleznosci wynika, ze zwigkszenie przechlodzenia cieczy powoduje
zmniejszenie promienia krytycznego i zmniejszenie pracy zarodkowania, co ufatwia proces
zarodkowania homogenicznego. W réwnowagowej temperaturze krystalizacji Te entalpia
swobodna fazy ciektej jest réwna entalpii fazy statej (AG=0). Z zaleznosci (7.7) wynika
zatem, ze dla temperatury Te promien ph -» 00, co oznacza niemozno$é zarodkowania
samoistnego. Dla zapoczatkowania tego procesu nieodzowne jest odpowiednie przechtodzenie
kapieli. Zaleznos$¢ krytycznego promienia zarodka od warto$ci przechtodzenia przedstawiono
na rysunku 7.2 [20j.

Rys. 7.2. Zaleznos¢ pkrod przechtodzenia
Fig. 7.2. Radius pkras a function of undercooling

Na zakonczenie nalezy podkresli¢, ze zarodkowanie homogeniczne w czystym metalu wymaga
duzego przechtodzenia (AT=*Q.2Te [20]), nie wystepujacego w przypadku klasycznych
warunkéw krzepniecia odlewdw.

Krystalizacje metali i stopéw odlewniczych inicjuje zazwyczaj zarodkowanie
heterogeniczne, w ktérym zarodki okreslonej fazy powstaja na podiozu statym, np. na
wtraceniach niemetalicznych znajdujgcych sie zwykle w kapieli badZz na $ciankach formy
odlewniczej.

W teorii zarodkowania heterogenicznego przyjmuje sie najczesciej [21], ze stykajacy sie
z podtozem klaster ma ksztatt zblizony do czaszy kulistej, ajego geometrie charakteryzujag
kat zwilzania i promien p - rys. 7.3 [18, 22].

Rys. 7.3. Klaster na podtozu
Fig. 7.3. Claster on the base
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W ukiadzie wystepuja napiecia powierzchniowe miedzy poszczegdélnymi fazami ap/l (podtoze
- ciecz), az/) (klaster - ciecz), & n (podtoze - klaster).

Warunkiem samorzutnego wzrostu klastera jest uzyskanie przez niego rozmiaru
krytycznego (ptr). Trwato$¢ klastera na podiozu okre$la warunek réwnowagi w postaci
réwnania Younga [18]

V = cpiz + °Z/COS(P (78)
Uwzgledniajac powyzszg zalezno$¢, mozna obliczy¢ zmiane energii swobodnej przy
zarodkowaniu heterogenicznym [18]

AGUt = 2np2ald/((l-cos<p) - n p2ozJ(l-cos2<p) -

L n p2(2 -3coscp +cos’ (p)-IT-\-/-ﬁA-‘-I (?'9)
3 Te

Po zrézniczkowaniu wyrazenia (7.9) wzgledem p i przyréwnaniu pochodnej do zera
otrzymujemy zalezno$¢ na warto$¢ promienia krytycznego zarodka

= (7.10)
b LVAT

Podstawiajac (7.10) do (7.9) uzyskuje sie wz6r na prace zarodkowania heterogenicznego

2
AG _ 1671°zllTe (2 +cos<p)(l -COS(p)2 (7.11)

s 3LV(AT)2 4

Z powyzszej zaleznosci mozna wykazaé, ze dla pelnej zwilzalnosci podioza (a -* 0) praca
zarodkowania heterogenicznego AGhel™0. W drugim, skrajnym przypadku przy catkowitym
braku zwilzalno$ci podioza kat styku a -» I, a praca zarodkowania heterogenicznego réwna
jest pracy zarodkowania homogenicznego. W pierwszym przypadku w stopie (metalu) w
calosci zachodzi proces zarodkowania heterogenicznego, w drugim natomiast w catosci
przebiega zarodkowanie homogeniczne.

Stosunek entalpii swobodnych obu proceséw zarodkowania wynosi [23]

AG/ut = (2+cos<p)(l -cosip)2 (7.12)
" 4

Z przytoczonych zaleznosci wynika, ze zarodkowanie heterogeniczne wymaga znacznie
mniejszego przechtodzenia, co wigze sie ze znacznie mniejszg barierg energetyczna tworzenia
zarodka na istniejagcym w ciektym metalu statym podtozu (wtrgcenia niemetaliczne, $cianka
formy).

Dla poréwnania mechanizméw zarodkowania nalezy zatozy¢, ze intensywnos$¢ stygniecia
stopu (metalu) jest dla kazdego z przypadkéw taka sama. W przypadku zarodkowania
heterogenicznego (rys. 7.3) mozna obliczy¢ objetos¢ zarodka z zaleznosci
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= p3(2-3cos<p +cos3<p) (7.13)

Przyktadowo, dlapftw=1 i~ =ir/4: Viw=0.25[j3].

Przyjmujac kulisty ksztalt zarodka homogenicznego, mozna obliczy¢ jego promien w
przypadku, gdyby jego objetos¢ byta taka sama jak zarodka heterogenicznego plom=0.39[j],
czyli stosunek pH/phon=2.56. Tak wiec dla p=ir/4: phd =2.56 pham

Wychodzac z zalezno$ci na krytyczna warto$¢ promieni zarodkowania (7.6), (7.10) mozna
przyja¢, ze promienie te sa odwrotnie proporcjonalne do wartosci przechtodzenia
odpowiedniego dla rozwazanego typu zarodkowania, czyli AThOmIATH -2.56, stad
AThom~2.56ATH. Proporcja ta dotyczy oczywiscie kata zwilzania <p=ir/4d. Dla katow
mniejszych przechtodzenie przy zarodkowaniu heterogenicznym bedzie jeszcze mniejsze.
Ogolnie rzecz biorge, dla p=0: ATM -» 0, a dla <p=tt: ATH -* AThom

Whnioski ptyngce z powyzszych rozwazan mozna sformutowacé nastepujaco:

— Obecnos$¢ w metalu lub w stopie wtrgcen niemetalicznych stwarza mozliwos¢ zarodkowania
heterogenicznego, co zachodzi prawie zawsze w rzeczywistych warunkach topienia,

odlewania i krystalizacji stopow.

— Konsekwencjg zarodkowania heterogenicznego jest obnizenie przechtodzenia wymaganego
do uzyskania krytycznego promienia zarodka. Im wigksza zwilzalno$¢ podioza (P -* 0),
tym wiekszy krytyczny promien zarodka i mniejsze wymagane przechtodzenie.

Mozna zatem przewidywacé, ze modelujgc proces krystalizacji przy zatozeniu zarodkowania
wedtug mechanizmu heterogenicznego wieksza liczba zarodkéw (ziaren), bedzie prowadzita
do krystalizacji przy mniejszej wartosci przechtodzenia. Ponadto intensywne wydzielanie sie
(od poczatku) utajonego ciepta krzepniecia przyspiesza ,powrét” temperatury (a raczej jej
zblizenie sig) do wartosci réwnowagowej Te Efektem tego jest mniejsza warto$é
rekalescencji, tj. réznicy pomiedzy maksymalng i minimalng temperaturg krystalizacji (ATR.

Na zakonczenie tej czesci rozwazan nalezy podkresli¢, ze cieplny model krystalizacji
opisany w podrozdziatach nastepnych dotyczy przypadku krzepniecia stopéw rzeczywistych
z udziatem zarodkowania heterogenicznego.

7.3. Model krystalizacji czystych metali i stopow eutektycznych

Rozwaza¢ bedziemy réwnanie krzepniecia w postaci
xeQ : C(T)dTQg[' t)- = div[A.(T)gradr(x, 01 + o] (714)

Poniewaz proces krystalizacji zachodzi w stosunkowo niewielkim interwale temperatury,
wiec z regulty przyjmuje sie stale (usrednione) wartoSci parametréw termofizycznych
materiatu i woéwczas réwnanie (7.14) sprowadza sie do prostszego, a mianowicie

dT(x, f) _ adiv[gradr(x, f)] + - (7-15)
dt
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gdzie ajest wspéiczynnikiem wyréwnywania temperatury (dyfuzyjnoscia cieplna). Nalezy w
tym miejscu podkresli¢, ze posta¢ ostatniego rownaniaumozliwia bezposrednie wykorzystanie
MEB bez dodatkowych procedur uwzgledniajgcych nieliniowosci réwnania krzepniecia
omoéwionego w rozdziale poprzednim, czyli metoda moze by¢ prostym i bardzo efektywnym
narzedziem do modelowania w konwencji mikro/makro.
Rozktad funkcji fs(x, t) oraz fL = 1—¥s wynika z przyjetego modelu krystalizacji. W
literaturze rozwaza sie najczesciej model nastepujacy [6, 7, 8, 24, 25].
— Liczba ziaren generujacych sie w jednostce objetosci cieczy jest proporcjonalna do
kwadratu przechtodzenia ponizej temperatury przemiany T

N(x, t) = 7 AT2(x, t) (7 16)

gdzie ¥ [ziaren/m3K J jest wspdtczynnikiem zarodkowania, AT - przechtodzeniem ponizej
temperatury réwnowagi. Nalezy przy tym zatozy¢, ze proces zarodkowania zostaje
przerwany po przekroczeniu maksymalnej wartosci przechtodzenia, tzn. gdy
AT(X, t+AL)<AT (x, t).

- Wozrost fazy stalej (ziarna rownoosiowe) determinuje réwnanie w postaci

u(x, t) » it = fiIAT2(x, 1) (7.17)

gdzie R jest promieniem ziarna, p [m/sK3 - wspdiczynnikiem wzrostu.
Do rozwazanh wprowadzamy funkcje U zdefiniowana nastepujgco

gdzie f jest czasem odpowiadajagcym pojawieniu sie w rozwazanej objetosci kontrolnej
pierwszej porcji ziaren. W miejsce t’ mozna przyjaé réwniez 0, poniewaz dla temperatur
wyzszych od temperatury granicznej przyrost wymiaru liniowego ziarna jest rowny 0, czyli

J«(T)dx =20 (719)

Jak wida¢, wartos¢ u we wzorze (7.17) dotyczy ziaren kulistych. W literaturze podaje sie
rowniez zmodyfikowang posta¢ omawianej zaleznosci, a mianowicie [8]

(7.20)

gdzie v- | dla ziaren sferycznych, p6(0.4, 0.8) dla wzrostu dendrytycznego. Sens fizyczny
wprowadzenia do wzoru 7.18 dodatkowego wspoétczynnika zmniejszajacego objetos¢
pojedynczego ziarna ilustruje rysunek 7.4.
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Rys. 7.4. Krystalizacja dendrytyczna
Fig. 7.4. Dendritic crystallization

Modelowaniu wzrostu dendrytycznego poswiecono wiele prac, ale rozwazania w nich
prezentowane ,nie przystajg” zaréwno do formalizmu matematycznego réwnania krzepniecia
w postaci (7.14), jak i do metod obliczeniowych stosowanych w niniejszej monografii. W
zwigzku z powyzszym ograniczono sie do modelu krystalizacji bazujgcego na wyznaczaniu
funkciji a).

Na rys. 7.5 pokazano krzywa stygniecia w wybranym punkcie z obszaru krzepnacego
metalu, naktorej zaznaczono czas t'i maksymalna warto$é przechtodzenia osiggnieta w chwili
t". W przedziale (?', t"') zachodzi proces zarodkowania a takze wzrostu, natomiast po czasie
t" trwa jedynie proces wzrostu ziaren do momentu, w ktérym lokalny udziat fazy stalej
osiggnie warto$¢ fs= 1

Rys. 7.5. Krzywa stygniecia w wybranym punkcie x
Fig. 7.5. Cooling curve at selected point x
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Jezeli zatozy¢ stala liczbe ziaren w jednostce objetosci, to wzér (7.18) sprowadza sie do
prostszego, a mianowicie

: 13
© = gnN j u(t)dT (7.21)

Z numerycznego punktu widzenia uproszczenie takie nie jest konieczne, w dalszej czesci
niniejszego rozdziatu przedstawiono wyniki symulacji zaréwno dla statej, jak i zmiennej
liczby ziaren.

Interpretacja funkcji o jest oczywista. Jej wartos¢ odpowiada wzglednej objetosci fazy
zakrzeptej [m3fazy zakrzeptej/m3metalu]. Jezeli wiec rozpatrujemy objeto$é kontrolna Vh
ktérej punktem centralnym jest punkt x, to dla okre$lonej wartosci U objeto$¢ zajeta przez
ciekly metal wynosi

VL(X,, t) = Vt[1-0(x# 0], «(*., 0 eto, 1] (7.22)

Powyzszy wzér dotyczy ,liniowego” modelu krystalizacji. Rozwazania teoretyczne
prezentowane w pracach Mehla, Avrami, Johnsona i Koimogorowa (np. [26, 27]) prowadza
do innego (obecnie czesciej wykorzystywanego) modelu, a mianowicie

WL(xit t) = Flexp[-0)(xj, 0] <7 -23)
lub
/I(*,> f) = exp[-co(xi, 0] . fs(xt, t) = l-exp[-u(x]j, )] (7-24)

W modelu ,wyktadniczym” catkowite zakrzepnigecie rozwazanej objetoSci wymaga
uzyskania odpowiednio duzej i z catlg pewnoscig przekraczajgcej 1 wartosci wykfadnika a@-
Interpretacije tej wlasnosci réwnania Kotmogorowa przedstawiono m.in. w monografii Frasia
[6] i pracy doktorskiej Burbietki [28] (objeto$¢ rzeczywista i geometryczna).

Poniewaz funkcja zrédta (7.1) w réwnaniu (7.14) jest proporcjonalna do lokalnej szybkosci
krzepnigcia dfs/dt, wiec

= LVtXp/(—Wf —————

avix, 1 = fy TS
t ot

i ostatecznie rozpatrywaé bedziemy réwnanie krzepniecia w postaci

xeQ : C(T)dT(d)gt' f) = div[A(;T)gradr(x, r)] + Lvexp(-co) 3b)(6t-‘ (7-26)

przy czym, jak wspomniano poprzednio, parametry termofizyczne materialu przyjmuje sie
z reguly jako state. W literaturze mozna znalez¢ wiele prac dotyczgacych numerycznych aspe-
ktow modelowania procesu krystalizacji i wszystkie praktycznie prezentuja algorytmy bazuja-
ce na metodzie réznic skonczonych. Nizej przedstawione zostanie podej$cie zaproponowane
przez Longe i Majchrzak w pracy [12] i rozwijane przez autora niniejszej monografii [13, 14,
15] ze wzgledu na stosunkowo proste mozliwosci potaczenia tego modelu z metodg kombino-
wang. Podobnie jak w metodzie kombinowanej, do rozwazan wprowadzamy siatke czasu
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o=f < fi<t2<...<tf <tf" <..,<tF, At=tf*1-tf (7.27)

natomiast obszar fi dzielimy na elementy wewnetrzne (objetosci kontrolne) Vhi=1, 2,..., n.
Wyktadnik w-w réwnaniu (7.23) odpowiadajgcy wzglednej objetosci zakrzeptego metalu w
elemencie M zastepuje sie suma kolejnych ,porcji” odpowiadajacych przyjetym przedziatom
czasu

<o>(+, tf") = bVI + 6V* + ... + bvf + bvfh (7.28)
czyli (por. 7.24)

li(*, */+1) = exp[-<o(*, f/t1)] =exp[-(8V] +8F2+... +8F/*1)] =
(7.29)

= exp(- 8k/) sexp(- 8Kf2) —exp(-8K (tl)

Biorgc pod uwage niewielkie przyrosty objetosci zakrzeptych i wykorzystujgc rozwiniecie
funkcji exp(-*) w szereg Taylora z doktadnoscia do dwéch pierwszych wyrazéw:
exp(—X) = 1—X, mamy

[*(*,, <) = (1-6K,1)-(1-6KI2) - (1-6 1'/1]) (7-3°)

Wystepujacg w réwnaniu krzepniecia (7.26) chwilowg warto$é pochodnej dw/dt zastepujemy
odpowiednim ilorazem réznicowym i otrzymujemy

., 5vi*1 ... . 6V,f" (7.31)
4v(xi’ f/+1) = Lv exp{—«( . tf)]—AT = LvfL(xt, Af
Ten sam wz6r wynika z rownania (7.30).
Zatézmy, ze
Af

Poniewaz

(1-6F/) <6 ” (7.33)

= -(1-SFAI-SK2) » (L-8 FF)8vi*1 = -A(X, tAbV "

wiec

Qu(> /1) = Lyl f1>—T 7- (7 34)
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W pracy W.Longi [4] przedstawiono inny sposéb okreslania wyktadnika u, aw szczegdlnosci
jej Autor prezentuje nastepujace rozumowanie.

Rozwazamy objeto$¢ Mt wypetniong cieklym metalem. Zat6zmy, ze po czasie At (nazwanym
w omawianej pracy pierwszym krokiem krystalizacji) w objetosci tej zakrzepta porcja metalu,

ktérg oznaczymy przez (jak we wzorze (7.28)). W rozwazanej objetosci pozostato
i\
. 6V (7.35)
gdzie
8K/ = 8Fil (7.36)
~V~

W drugim kroku faza stata moze wykrystalizowaé tylko z objetos¢i V/. | tak

bv.
V? =\t -bVF = V* (7.37)
Ostatecznie
(7.38)
Analogicznie po/+ 1-szym kroku krystalizacji
v(" = VAL - bVI)(I - bV?)---(l - bVf*1) (7.39)
lub po podzieleniu przez V,
fL(x,, tf") = (I - 8K()(I - 8Ff)eee(! - bV(") (7.40)
przy czym
J*i
8KJ (7.41)

Uwazny Czytelnik dostrzeze natychmiast r6znice miedzy wzorem (7.40) a wzorem (7.30).
Jezeli kolejne kroki czasu sa bardzo mate, to i porcje krzepnacego metalu sg niewielkie.
.Odwracajac” rozumowanie przedstawione na stronach poprzednich, zastepujemy wyrazenie

1—X funkcja exp(-x), czyli
IL(*], ﬂ:) —expl-SJrj-expl-SKj2)- ... -exp(-8 (7 42)

i ostatecznie
fL(xt, t) —exp[-A(xj, 0] . /,(*, O = l-exp[-6(x( ] (7 43>
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W ujeciu autora omawianej pracy, wyktadnik w réwnaniu Kotmogorowa jest wiec postaci

&(*,, f/Hl) = SK/ + §f;2 + ... + bV? + 8vf" (7 44>

Po przeksztalceniach analogicznych do wzoréw (7.32) - (7.34) otrzymujemy

fL(xv t') = (| - 6k/)(l G:,Z--G -5\,{) (7.45)

czyli (por. wzér (7.32))

tv (*, ,)B<>. -Lr A(«,. <') . )i~ (7.46)
At [ ] At

Autor niniejszej pracy nie podejmuje sie oceny, ktéry z przedstawionych sposobow
okreslania wyktadnika w réwnaniu Kotmogorowa lepiej odzwierciedla rzeczywisty przebieg
procesu krystalizacji. Nalezy podkresli¢, ze podej$cie oméwione w pierwszej kolejnosci jest
powszechnie cytowane w literaturze. Z drugiej strony jednak klasyczny model wyktadniczy
wymaga istotnie wiekszej od 1 objetosci geometrycznej czesci zakrzeptej, aby uzyskac bliski
zeru udziat objetosciowy fazy ciektej (np. €“3=0.05). Wprawdzie w literaturze fakt ten
wyjasnia sie r6znicg miedzy objetoscia rzeczywista a geometryczna i nachodzeniem na siebie
ziaren sferycznych, ale réznica objetosci wydaje sie by¢ zbyt duza. W modelu W.Longi
bliskie zera wartos$ci® uzyskuje sie szybciej, poniewaz kolejne ,porcje” krzepnacego metalu
dzielimy przezaktualng ilos¢ fazy ciektej, ktéra maleje i zwieksza w ten sposob kolejne
sktadniki wyktadnika (7.41). W niniejszej pracy wiekszo$¢ przyktadéwzastosowan metody
kombinowanej do modelowania krystalizacji metali i stopéw rozwigzano przy zatozeniu ujecia
klasycznego. Pokazany zostanie réwniez przyktad ilustrujgcy réznice w rozwigzaniach
numerycznych uzyskanych na podstawie obu omoéwionych modeli. Sposoby numerycznego
modelowania funkcji zrédta, a w szczegélnosci rozwazania prowadzgace do wzoréw (7.34)
i (7.36) nie byly do tej pory opisane w literaturze.

SzczegOly dotyczace aspektéw komputerowej realizacji przyjetych modeli mikro/makro
zostang oméwione w podrozdziale nastepnym.

7.4. Model numeryczny procesu krystalizacji

W pierwszej kolejnosci bedzie przedstawiony model odpowiadajgcy réwnaniu (7.21), w
ktéorym przyjmuje sie statg liczbe ziaren. Uproszczenie to jest czesto stosowane w analizie
procesu krystalizacji (miedzy innymi w pracy Longi [3]). Jak pokazujg eksperymenty
numeryczne, wyniki uzyskane przy takim zatozeniu mogg by¢ bardzo zblizone do wynikéw
uwzgledniajgcych proces zarodkowania, z tym ze trzeba odpowiednio przyjgé a’priori liczbe
N, co nie jest zadaniem prostym. Na rys. 7.6 pokazano element wewnetrzny Wt zawierajacy
statg liczbe ziaren sferycznych Nt [ziaren/m3].

Poczatek procesu wzrostu w rozwazanym elemencie V) ma miejsce, gdy odpowiadajgca
mu temperatura T(xt, t{H)=T{+1 spadnie ponizej temperatury granicznej T> Jezeli
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rozpatrujemy przejscie tf-*tf'l\ to wzrost wyktadnika u (x,, tr'l'l)wynosi

ivr -f«* [«') -K )1 (7 47>

przy czym
r{" =/?f+tn(rir-7;/41)2Ar (748)
Oczywiscie dla T/ > :R/=0. Cytowane w literaturze dane wskazujg, ze gestos¢ ziaren

dla typowych metali i stopéw eutektycznych zawiera sie w granicach 109—101 [ziaren/m3J.

czas t( czast+l

Rys. 7.6. Stala liczba ziaren
Fig. 7.6. Constant number of grains

W najprostszym wariancie symulacji numerycznej procesu krystalizacji ze zmienng liczba
ziaren wykorzystuje sie zalezno$¢ (7.16), przy czym w kazdym kroku czasu usrednia sie ich
wymiary (promienie). Istote takiego podejscia ilustruje rys. 7.7.

czast czast il czasthl

| generacja Il g0Ofi9raga_

Rys. 7.7. Zmienna liczba ziaren
Fig. 7.7. Changing number of grains
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W pierwszej kolejno$ci wyznacza sie liczbe ziaren w elemencie V] w chwili tf+L (por. wzér
(7.16))

N'™™ =Y ~A-T f*)2 0A9)

oraz (podobnie jak poprzednio) przyrost promienia ziarna

ARf*1 = \i(Tkr-T,f,1)2At (7-5°)

Zmiana wykfadnika tf+1) dla przejscia tf  tf+l w elemencie Vmwynosi

Przed przejsciem do kolejnej petli obliczen dokonuje sie usrednienia promieni ziaren zgodnie

ze wzorem

6K/ +bV? +...+8F/+ by/*1

*le = y (7.52)
\ 47N{*1

Eksperymenty numeryczne pokazujg, ze pomimo pewnych uproszczen (u$redniania
promieni ziaren) wyniki symulacji numerycznych sg bardzo zblizone do modelu, w ktérym
analizuje sie losy kolejnych generacji ziaren i ktoéry zostanie omdwiony ponizej.

Zatézmy, ze w objetosci kontrolnej V;temperatura obnizyla sie ponizej temperatury Tk
i rozpoczat sie proces krystalizacji. Wyznaczamy liczebnos$é pierwszej ,generacji” ziaren N 1
oraz ich promienie RjI=AR" (jak poprzednio),a nastepnie warto$¢ <5V/ z zaleznosci

8W\ = (7 53)

W nastepnym kroku At mamy inng liczbe ziaren: N-"AT-1 Liczebno$¢ drugiej generacji
wynika z odjecia od ziaren poprzedniej ,rodziny” , a mianowicie NR2=iV/-iV (L Mozemy
rowniez obliczyé przyrost promienia pojedynczego ziarna AR?. W tym momencie promienie
pierwszej generacji wynoszg AR' +AT?,2, natomiast promienie drugiej generacji Ai?,2. Przyrost
objetosci fazy stalej 5V? oblicza sie z zaleznosci

ty,2="n[N,I(AR- +AR?f +N? (AR?)3] - * 1 (7 54)

Dalsze etapy proponowanego algorytmu sg prostym uogoélnieniem prezentowanych wyzej
rozwazan. Tak wiec w kazdej objetosci kontrolnej ,$ledzimy” wzrost wymiaréw liniowych
kolejnych generacji ziaren o réznej liczebnosci (rys. 7.8). Z numerycznego punktu widzenia
model taki jest dosy¢ skomplikowany i sukces zapewniajg jedynie szybkoliczace komputery
o odpowiednio duzej pamieci zewnetrznej. Dla kazdej objetosci kontrolnej nalezy przewidzie¢
macierz dwukolumnowa - liczba jej wierszy powinna odpowiada¢ liczbie krokéw czasu, w
ktorych w rozwazanym elemencie wewnetrznym Wt zachodzi proces zarodkowania, czyli
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przechtodzenie osiggnie warto$¢ maksymalng. W pierwszej kolumnie macierzy rejestrujemy
liczebnosci kolejnych generacji ziaren i ta kolumna nie jest modyfikowana, natomiast w
kolumnie drugiej aktualne wymiary ziaren dodajac do ,zapamietanych” promieni obliczone
dla przejscia tf -* tfH ich przyrosty.

czastl czastw czas t t2

| generacja Il generacja

Rys. 7.8. Generacje ziaren
Fig. 7.8. Grains generations

Symulacje numeryczng modeli mikro/makro powinno realizowa¢ sie z matym krokiem czasu.
Spelnienie tego postulatu powoduje szybkie zapetnienie pamieci komputera informacjami o
liczebnosci i aktualnych ,losach” kolejnych generacji ziaren. Tak wiec jedynym mozliwym
kompromisem miedzy zamiarem wykorzystania omawianego podejScia a mozliwo$ciami
dostepnego sprzetu byto tgczenie kilku lub kilkunastu generacji ziaren w jedng ,rodzine” o
odpowiedniej liczebnosci i tych samych chwilowych wymiarach. Unifikacje taka osiagnieto
taczac opisywana procedure z przedstawionym poprzednio algorytmem uséredniania wymiaréw
ziaren. Nalezy jeszcze podkresli¢, ze model uwzgledniajgcy zréznicowane co do liczebnosci
i wymiaréw generacje dostarcza nie tylko informacji o cieplnych aspektach procesu
krystalizacji, ale réwniez pozwala oszacowa¢ strukture pierwotng odlewu. Wszystkie
prezentowane wyzej rozwazania dotycza ziaren kulistych. Mozna je w zasadzie przenie$¢ na
inne modele krystalizacji (np. krystalizacje dendrytyczng), o czym wspomniano w poprzednim
podrozdziale.

Metoda brzegowych réwnan catkowych, w tym rowniez metoda z dyskretyzacjg czasu, jest
szczegOlnie dogodna do jej wykorzystania w modelowaniu procesu krystalizacji, poniewaz
biorgc pod uwage niewielki zakres temperatury, w ktérym przebiega ten proces, mozna z
duzag doktadnosciag przyjaé, ze parametry termofizyczne materiatu sg warto$ciami statymi i
rozpatrywac réwnanie energii, w ktorym nieliniowos$ci wystepujg wytacznie w sktadniku
zrédtowym. Jak wiadomo, tego typu zadania mozna bez dodatkowych zabiegéw rozwigzywaé
wykorzystujgc podstawowe algorytmy MEB opisane w rozdziale 3.

Dla przetestowania opisanych wyzej procedur rozwigzano miedzy innymi nastepujgce
zadanie. Rozwazano ptyte aluminiowa o grubosci L=0.02[m] wytwarzana w typowej piasko-
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wej masie formierskiej - rys. 7.9. Grubo$¢ masy byta na tyle duza, aby na jej umownie
przyjetej powierzchni zewnetrznej mozna byto zatozyé warunek adiabatyczny. Wspétczynnik
wzrostu wynosit * =310-6 [m/sK2], natomiast liczba zarodkédw byta stata i wynosita odpo-
wiednio 1010 10u oraz 10R2[zarodkéw/m3]. Temperatura zalewania: 70=700°C, temperatura
krzepniecia: 70=660°C, temperatura poczatkowa masy formierskiej: Tm0=20°C.

1T

Rys. 7.9. Obszar odlewu i formy
Fig. 7.9. Casting and mould domains

Tak wiec rozwazano problem brzegowo-poczatkowy

0<x<L/2: dTi-*{ =a + — exp[-co(x, r)] 6“ (*' f)
dt dx2 dt
(7.55)
dT (x,t d2T (x, t
L/2<X<2L:—w( ):a. m( )
dt 3x2
Z nastepujagcymi warunkami brzegowymi
— W 0si symetrii piyty
x=0 : g(x, t)=-Xx dT('X> =0 (7.56)
dx
- na zewnetrznej powierzchni masy formierskiej
dT (x, t
x=2L : gm(x, t) = ( ) =0 (7.57)
dx
na powierzchni kontaktu odlew-forma
AdT(x, t) = *Tm{x, t)
x =U2: dx m  dx (7.58)

T(x, t) =T(x, t)
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W chwili t=0:
f=0 : T(x, t) =T0 > , Tm(x, t) = TnD (7.59)

W obszarze plyty wyr6zniono 20 liniowych elementéw wewnetrznych, natomiast w
obszarze masy formierskiej - 80 elementéw. Parametry termofizyczne aluminium i materiatu
formy przyjeto zgodnie z [29]. Do rozwigzania zadania wykorzystano algorytm metody
kombinowanej dla zadan ID i obszaréw niejednorodnych, przy czym jeden z nich byt
obszarem ze zrodtami wewnetrznymi. Podstawowy algorytm uzupetniono procedurag
numerycznego modelowania lokalnych wydajnosci zrodet.

Na rys. 7.10 pokazano krzywe stygniecia w osi ptyty uzyskane dla réznych liczb ziaren.

Fig. 7.10. Obliczone krzywe stygniecia (0$ symetrii)
Fig. 7.10. Calculated cooling curves (axis of symmetry)

Rys. 7.11 ilustruje powiekszony fragment rysunku poprzedniego. Symulacja komputerowa
bardzo dobrze odtwarza efekt przechtodzenia, przy czym (co bylo oczywiste) zmniejszenie
liczby ziaren powoduje wzrost maksymalnego przechtodzenia, poniewaz wymiary liniowe
ziaren musza byé wigksze, aby zapewni¢ odpowiednig warto$é funkcji u(x, t). Krzywe
stygniecia rozchodzg sie w poblizu temperatury 665 0C, a wiec jeszcze w fazie cieklej.
Wynika to z faktu, ze rys. 7.10 dotyczy osi ptyty i o szybkosci stygniecia decyduja procesy
cieplne zwigzane z krzepnieciem i stygnieciem obszaréw potozonych w poblizu brzegu, ate
procesy dla réznych wartosci N przebiegaly réznie. Po zakonczeniu procesu krzepnigcia
krzywe stygniecia lezg bardzo blisko siebie.

Na rys. 7.12 pokazano fragment krzywych stygniecia dla r6znych liczb ziaren w punkcie
potozonym w poblizu brzegu ptyty, natomiast na rys. 7.13 kinetyke procesu krzepniecia, tzn.
zalezno$¢ globalnego udziatu fazy statej w objetosSci ptyty od czasu. Okazalo sie, ze dla
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wszystkich rozpatrywanych liczb ziaren przebiegi funkcji fs(t) prawie sig pokrywaja (na
omawianym rysunku naniesiono wszystkie trzy krzywe).

Rys. 7.11. Obliczone krzywe stygniecia - 0§ symetrii (powigkszenie)
Fig. 7.11. Calculated cooling curves - axis of symmetry (bigger fragment)

Rys. 7.12. Obliczone krzywe stygniecia (wezet w poblizu brzegu)
Fig. 7.12. Calculated cooling curves (node close to the boundary)
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Rys. 7.13. Kinetyka krzepniecia
Fig. 7.13. Kinetics of solidification

Przedstawione wyzej wyniki pokazuja, ze z punktu widzenia makroskopowej analizy
przebiegu proceséw cieplnych w krzepngcym metalu przyjecie ,rozsadnej” i realnej, ale
réznej liczby ziaren nie wptywa w spos6b istotny na koncowy efekt symulacji numerycznej.

Drugi z przyktadéw [13] dotyczy rowniez ptyty aluminiowej. Oddziatywanie formy
zastgpiono warunkiem | rodzaju przyjmujac na zewnetrznej powierzchni odlewu stalg
temperature TB=655 °C wynikajgca ze znanego rozwigzania Schwarza [29]. Podobnie jak
poprzednio, rozwazano model ze stalg liczbg ziaren (1010 10u oraz 1012 [ziaren/m3]),
natomiast wspoétczynnik wzrostu wynosit N=3-10~6 [m/sK2]. Temperatura zalewania:
70=700"C, temperatura krzepniecia: T=660°C. Rozwazano réwniez model z uérednianiem
wymiaréw w kazdym kroku czasu oraz model uwzgledniajgcy losy kolejnych generacji ziaren.
Wspobtczynnik zarodkowania: Sf= 1010[m-3K "2].

Na rys. 7.14 pokazano krzywe stygniecia w osi ptyty dla wszystkich analizowanych
modeli. Okazato sie, ze wyniki uzyskane na podstawie najbardziej rozbudowanego modelu
(generacje ziaren) nie réznig sie od rozwigzania, w ktérym wymiary ziaren byty usredniane,
co z punktu widzenia praktyki obliczeniowej jest faktem bardzo istotnym. Dodatkowo,
rozwigzania uwzgledniajace zarodkowanie nie réznig sie od wynikéw uzyskanych dla stalej
liczby ziaren N=10*“, ale oczywiscie trudno z gory przewidzie¢, jaka zatozona a’priori liczba
ziaren da tak dobry efekt symulacji. Na rys. 7.15 pokazano kinetyke krzepniecia ptyty
(zmiana globalnego fs z czasem).

Jak widaé, wyniki uzyskane dla statych liczb ziaren r6znia sie miedzy soba. Spowodowane
jest to pominieciem masy formierskiej i przyjeciem stalej temperatury na powierzchni odlewu.
W warunkach rzeczywistych temperatura kontaktu w poczatkowych etapach trwania procesu
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prawie nie zmienia sie, natomiast dla czaséw dalszych zaczyna wolno spada¢. Rozwigzanie
numeryczne, ktére narzuca krzywym stygniecia stalg temperature brzegowa, musi by¢ zalezne
od lokalnych wydajnosci zrédet, czyli przyjecia okreslonej liczby zarodkéw.

Rys. 7.14. Obliczone krzywe stygniecia - 0$ ptyty
Fig. 7.14. Calculated cooling curves - axis

Rys. 7.15. Kinetyka krzepniecia
Fig. 7.15. Kinetics of solidification
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W celu weryfikacji doswiadczalnej przedstawionych wyzej rozwigzan numerycznych, aw
szczegoélnosci wartosci maksymalnego przechlodzenia, wykonano pomiary krzywych
stygniecia odlewu aluminiowego modyfikowanego zarodkami TiAl. Do badan wytypowano
aluminium gatunku AR-0 (rafinowane, o czystosci 99.9%A1 - reszta Fe, Mn, Ni). Wytop
prowadzono w sylitowym piecu komorowym. Aluminium topiono w tyglu z Si3N4.
Eksperyment przeprowadzono dla:

— aluminium bez modyfikacji,
— aluminium + 0.01% Ti,
—aluminium + 0.05% Ti,
—aluminium + 0.1% Ti.

Dodatki heterogeniczne (prawdopodobnie Ti AI3) wprowadzono w zaprawie Al-Ti
zawierajacej 9.5% Ti (reszta Al). Temperatura odlewania dla wszystkich eksperymentéw byta
taka sama i wynosita 8000C.

Przebieg krzepniecia i stygniecia poszczegélnych ,stopéw” badano rejestujgc krzywe
T=f(t) i ich pierwsze pochodne. Aluminium odlewano do standardowego prébnika ATD
(forma skorupowa). Sygnat z termoelementu NiCr-NiAl rejestrowano na urzgdzeniu MC-201
stosujgc stata probkowania 200 ms. Uzyskane wyniki poddano obrébce komputerowej
programem L,ANALDTA?"” . Przyktadowo, na rys. 7.16 pokazano krzywa stygniecia i jej
pochodna dla ,stopu” zawierajgcego 0.01%Ti.

Rys. 7.16. Zmierzona krzywa stygniecia ijej pochodna
Fig. 7.16. Measured cooling curve and its derivative
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Dla kolejnych eksperymentéw otrzymano nastepujgce wartosci maksymalnego
przechtodzenia

- Al A7 "N =4.7K,
- AI+0.01%Ti A7mat=2.3K,
- Al+0.05%Ti ArTOU=1.7K,
- Al+0.1%Ti AT7'raax=1.0K.

Mozna zauwazy¢, ze dodatek modyfikatora spetnia role heterogenicznych zarodkéw
krystalizacji Al, efektem czego jest zmniejszenie przechtodzenia bedacego sita pedna procesu
krystalizacji. Obliczone na podstawie symulacji numerycznych warto$ci maksymalnego
przechtodzenia mieszczg sie w granicach przechlodzen wyznaczonych eksperymentalnie.

Bardziej dokladna analize zgodnosci eksperymentu i modelu numerycznego
przeprowadzono rozwigzujgc nastepujgce zadanie [30]. Rozwazano odlew aluminiowy (99.1 %
Al) wytwarzany w formie skorupowej, ktérej parametry odpowiadaly standardowemu
prébnikowi ATD. Grubo$¢ Scianki odlewu dobrano w ten sposéb, aby jego modut krzepniecia
(definiowany jako stosunek objetosci do sumy powierzchni oddajacych ciepto) byt réwny
modutowi krzepniecia prébnika. Zmierzong krzywag stygniecia i jej pierwszg pochodna
pokasano na rys. 7.17.

Rys. 7.17. Krzywa stygniecia i jej pochodna (99.1% Al)
Fig. 7.17. Cooling curve and its derivative (99.1% Al)
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W dalszej kolejnosci rozwigzano problem brzegowo-poczatkowy opisany réwnaniami (7.55) -
(7.59), z tym ze na zewnetrznej powierzchni formy zatozono warunek brzegowy 11l rodzaju,
przyjeto wynikajgca z rownosci modutéw grubos¢ Scianki odlewu i rzeczywista grubosc
Scianki formy. Wykorzystano procedure uwzgledniajgca zarodkowanie i wzrost z
usrednianiem wymiaréw ziaren w kolejnych krokach czasu. Na rys. 7.18 przedstawiono
poréwnanie zmierzonej (symbole) i obliczonej (linia ciggta) krzywej stygniecia w centralnym
punkcie prébnika ATD. Temperatura zalewania wynosita 770 °C, temperatura poczatkowa
formy 20 °C. Parametry termofizyczne oraz wspotczynniki zarodkowania i wzrostu przyjeto
jak w przyktadach poprzednich.

Rys. 7.18. Poréwnanie z eksperymentem
Fig. 7.18. Comparison with experiment

Obliczona i zmierzona wartos¢ maksymalnego przechtodzenia sa praktycznie takie same,
réwniez podobny jest przebieg krzywej stygniecia. Efekt rekalescencji jest bardziej widoczny
w przypadku symulacji numerycznej, ale ogoélnie rzecz biorgc, zgodno$¢ miedzy
eksperymentem i obliczeniami jest zadowalajgca.

Omoéwione w niniejszym podrozdziale metody modelowania probleméw mikro/makro moga
by¢ kojarzone rowniez z algorytmem metody kombinowanej dla bardziej ztozonych zagadnieh
brzegowo-poczatkowych. Przyktad, ktéry zostanie oméwiony nizej, dotyczy wiasnie takiego
zagadnienia. Rozwaza¢ bedziemy odlew aluminowy w ksztalcie cylindrycznej tarczy zasilany
umieszczonym centralnie nadlewem - rys. 7.19. Odlew wytwarzany jest w piaskowej masie
formierskiej. Na bocznej powierzchni formy zatlozono warunek brzegowy Robina
(a= 10 [W/m X]), podobny warunek (a=50[W /m XJ) przyjeto na gdrnej powierzchni uktadu.
Podstawa formy jest zaizolowana (q=0), to znaczy, ze pominigto ciepto oddawane od masy
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formierskiej do podtoza. Wykorzystano algorytm metody kombinowanej dla niejednorodnych
obszaréw 2D zorientowanych w uktadzie kartezjanskim, ze sztucznym zrédiem - doktadnie
tak jak opisano to w rozdziale 4. Woko6t osi odlewu przyjeto otwoér o bardzo matym
promieniu, aby unikng¢ osobliwosci wynikajacych z postaci réwnania rézniczkowego.
Rozwazano model ze stata liczbg ziaren 1012 [ziaren/m3]), wspéiczynnik wzrostu wynosit
M=3-10-6 [m/sK2]. Temperatura zalewania: 70=680 0C, temperatura  krzepniecia:
Tkr=660° C, temperatura poczatkowa masy formierskiej: Tl =200C.
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Rys. 7.19. Ksztatt obszaru ijego dyskretyzacja
Fig. 7.19. The shape of domain and its discretization

Pole temperatury w obszarze odlewu opisuje réwnanie

dT(p, z, r) =aVa2T(p, z, t) +- d~P.hJl +
dt

d
P P (7.60)
+Y o f-tolp, 2, 1) du . 2 1]
c dt
a w obszarze formy
dTm(p, z, t . a dT (p, z, t)
( ) =«mv2Tm(P,z, t) +- 2 S — - (7.61)
dt P op
Na powierzchni kontaktu zadany jest warunek ciggtosci
xST{p, z, ) m 8r,(P. z, t)
7.62
(P, 2)eTc: dn ~m dn (7.62)

T(p, z, ) =~(p, z, 1)

Pozostate warunki brzegowe i poczatkowe omoéwiono wyzej.
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Na rys. 7.19 przedstawiono dyskretyzacje obszaru odlewu i formy. W obszarze odlewu
wyrézniono 72 stale elementy wewnetrzne, a w obszarze formy liczba elementéw wynosita
149. Brzeg obszaru zdyskretyzowano elementami statymi, na styku podobszaréw przyjeto
podwojne wezly brzegowe.

Rysunki 7.20 oraz 7.21 ilustruja krzywe stygniecia (obszar przechtodzenia) w wybranych
punktach. Potozenie punktéw a, b, c, d, e, f zaznaczono na rysunku poprzednim.

Rys. 7.20. Krzywe stygniecia w punktach a, b, ¢
Fig. 7.20. Cooling curves at points a, b, ¢

Na rysunku 7.22 pokazano z kolei zaleznos¢ lokalnych wydajnosci zrodet wewnetrznych
w punktach a, b, ¢ od czasu.

Jak widaé, rozktady funkcji Zzrédta sarézne w réznych punktach odlewu, cho¢ oczywiscie
catkowanie tych funkcji w odpowiednim przedziale czasu daje zawsze ten sam wynik, czyli
ciepto krzepniecia odniesione do jednostki objetosci. Wynika stad, ze badania, ktérych celem
bytoby okreslenie a'priori sktadnika zrédtowego przy podejsciu mikro/makro, sa raczej
bezcelowe, chociaz z drugiej strony znalezienie regut konstrukcji tej funkcji w zaleznosci od
warunkéw technologicznych procesu, wymiardw geometrycznych, potozenia punktu w
obszarze odlewu itp. byloby niezwykle korzystne z punktu widzenia numerycznej analizy
proceséw krzepniecia i krystalizacji.

Rys. 7.23 ilustruje kinetyke krzepniecia, tzn. zmiane lokalnego udziatu fS w punktach a,
b, ¢ w funkcji czasu.
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Rys. 7.21. Krzywe stygniecia w punktach d, e, f
Fig. 7.21. Cooling curves at points d, e, f

Rys. 7.22. Lokalne funkcje zrodta w punktach a, b, ¢
Fig. 7.22. Local source functions at points a, b, ¢
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Rys. 7.23. Kinetyka krzepniecia w punktach a, b, ¢
Fig. 7.23. Kinetics of solidification at points a, b, c

Réznice miedzy rozwigzaniem makro a rozwigzaniem uwzgledniajgcym mikroskopowe
aspekty procesu krystalizacji ilustrujg rysunki 7.24 i 7.25. Na rysunkach tych linia ciggta
zaznaczono kinetyke krzepniecia w punktach b i ¢ (por. rys. 7.23), natomiast symbolami -
rozwigzanie numeryczne uzyskane z zastosowaniem konwencji makroskopowej. Do
poréwnania wybrano przebiegi lokalnych wartosci funkcji fs, poniewaz pola temperatury w
przypadku rozwazanej technologii sa mato zréznicowane. Rowiazanie makroskopowe
uzyskano taczac algorytm metody kombinowanej z procedura zapasu temperatury (temperature
recovery method) omoéwiona w podrozdziale 6.4.1. Dla parametrow termofizycznych
aluminium wyjéciowa warto$¢ zapasu wynosita 325K i zakonczenie procesu krzepniecia
odpowiadato zmniejszeniu tego zapasu do zera. W metodzie zapasu temperatury istnieje
pewna dowolno$¢ w definiowaniu udziatlu fazy stalej w objetosci kontrolnej. Mozna
wprowadzi¢ wielko$¢ bedaca stosunkiem aktualnego zapasu do zapasu maksymalnego

6" RA00 (7.63)

gdzie (podobnie jak w podrozdziale 6.4.1) AOQ jest zapasem wyczerpywanym w kolejnych
krokach czasu, a 6 - zapasem wyjéciowym. Funkcja fs spetniajaca oczywisty warunek
fs G[0, 1] moze by¢ zdefiniowana nastepujaco

/, =1-\ip, p>o0 C7.64)



162

Na rysunkach 7.24 i 7.25 pokazano zmiane lokalnej wartoéci fs w punktach b i ¢ dla
wyktadnikow p =11i/7=3/4.

Rys. 7.24. Por6wnanie kinetyki krzepniecia (b, c)
Fig. 7.24. Comparison of solidification kinetics (b, c)

Rys. 7.25. Zmieniona definicjafs (b, c)
Fig. 7.25. Changed definition of/s (b, c)
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Jak wida¢, przyjecie wyktadnika /7=3/4 zapewnito bardzo dobrg zgodno$¢ modelu
makroskopowego z modelem makro/mikro, chociaz trudno z géry przewidywacé, jaka bedzie
optymalna warto$¢ tego wyktadnika - w analizowanym przypadku wyktadnik p dobrano
metoda prob.

Z cata pewnoscig rozwigzanie mikro/makro jest blizsze rzeczywistemu przebiegowi
procesu, przede wszystkim pozwala zarejestrowaé krzywe przechtodzenia ponizej temperatury
krzepniecia. Z drugiej jednak strony, dla oszacowania takich parametréw makroskopowych,
jak czas krzepniecia odlewu czy tez kinetyka procesu przejscia od fazy cieklej do statej,
modele makroskopowe wydaja sie by¢ wystarczajgco doktadne - nawet jesli przyjmie sie
najprostsza definicje funkcjifs.

Ostatni z prezentowanych w niniejszym podrozdziale przyktadéw dotyczy poréwnania
wynikéw symulacji numerycznej procesu krystalizacji z wykorzystaniem modelu Longi [4]
oraz modelu ,klasycznego” (np. [7]). Rozwazano ptyte aluminiowa o grubosci 0.02 [m]
odlewana w formie piaskowej o grubosci 0.05 [m] (grubo$¢ formy dobrano w ten sposéb, aby
najej zewnetrznym brzegu mozna byto przyja¢ zerowy strumien ciepta). Omawiany problem
brzegowo-poczatkowy opisany jest rGwnaniami (7.55)—7.59). Ro6znice wystepujg w definicji
wyktadnika w, w szczeg6lnosci w pierwszej wersji przyjeto zalezno$¢ (7.44), a w drugiej -
(7.28). W obu wariantach zalozono model ze zmienng liczbg ziaren, ktérych wymiary
usredniano w kazdym kroku czasu - por. podrozdziat 7.4. Wspétczynnik wzrostu wynosit
3 10“6[m/sK2], awspobiczynnik zarodkowania 1010 [m*“X~2]. Zadanie rozwigzano metoda
kombinowana, zaktadajac liniowe elementy wewnetrzne (w obszarze [0, LI12] wyr6zniono 20

elementéw).
Na rysunkach 7.26-7.29 cyfrg ,1” zaznaczono rozwigzanie wykorzystujgce podejscie
Longi, natomiast cyfra ,2"” - rozwigzanie ,klasyczne” . Rysunki 7.26 i 7.27 ilustrujg

fragmenty krzywych stygniecia w regionie przechtodzenia odpowiednio w osi piyty i w
poblizu jej brzegu.

Na rys. 7.28 pokazano kinetyke wydzielania sie utajonego ciepta krzepniecia w wezle w
poblizu brzegu ptyty, czyli catke z lokalnej wydajnosci zrédet wewnetrznych w przedziale
czasu od 0 to t Oczywistym sprawdzianem poprawnosci modelu krystalizacji jest
osiagniecie przez te catke warto$ci LV (w rozwazanym przypadku 975 [MJ/m3]).
Rysunek 7.29 pokazuje zmiane globalnego udzialu fazy statej w czasie trwania procesu.

Poréwnujac oba rozwigzania nalezy stwierdzi¢, ze réznig sie one nieznacznie. Przebieg
zmian globalnego udziatu fazy stalej jest praktycznie taki sam, krzywe stygniecia w poblizu
temperatury przemiany réznig sie nie wiecej niz o utamek stopnia. Bardziej widoczne sg
réznice w kinetyce wydzielania sie ciepta utajonego, ale okazuje sie, ze ich wplyw na pola
temperatury i kinetyke krzepniecia odlewu jest niezbyt duzy. Dominujgcym zjawiskiem jest
samo wydzielenie sie ciepta utajonego i niewielkie rdéznice w kinetyce tego procesu nie
wptywaja w spos6b widoczny na pole temperatury w odlewie. Podsumowujgc wyniki obliczen
poréwnawczych nalezy stwierdzi¢, ze z punktu widzenia realizacji numerycznej oba
analizowane modele dajg bardzo podobne rozwigzania.
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Rys. 7.28. Kinetyka wydzielania sie ciepta krzepniecia

Rys. 7.26. Fragment obliczonej krzywej stygniecia (0$) Fig. 7.28. Kinetics of latent heat evolution

Fig. 7.26. Fragment of calculated cooling curve (axis)

Rys. 7.29. Kinetyka krzepniecia

Rys. 7.27. Fragment obliczonej krzywej w poblizu brzegu Fig. 7.29. Kinetics of solidfication

Fig. 7.27. Fragment of calculated curve near the boundary
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7.5. Krystalizacja stopéw wielofazowych

Model krystalizacji stopow wielofazowych jest w zasadzie uogélnieniem rozwazan
przedstawionych w podrozdziatach poprzednich. Dotyczy on najczesciej przypadku, gdy
bezposrednio po sobie lub réwnoczesnie krystalizuje kilka faz (np. dla zeliwa austenit
i eutektyka, lub austenit, eutektyka grafitowa i eutektyka cementytowa) - por. [7, 8, 31j.
Réwnanie krzepniecia dla takiego przypadku jest ,naturalnym” uogélnieniem réwnania
(7.15):

dT(**» =adiv[gradr(*, f)] + o) (7.65)
ot Cc .

wskaznik e wyréznia kolejne fazy, a qQVe sg wydajnosciami zrodet zwigzanych z ich krystali-

zacja, czyli

L\e dfsM o (7.66)
dt

Mozna zatozyé¢, jak poprzednio, ze liczba zarodkéw sktadnikéw struktury jest
proporcjonalna do drugiej potegi przechtodzenia w rozwazanym punkcie X£tl:

N'(x, t) = YeAT.2(x, t) (7.67)

gdzie Y esgwspditczynnikami zarodkowania dla kolejnych faz, ATe- przechtodzeniami, czyli

A Te(x,t) =Te-T(x,t) (7.68)

przy czym temperatury Tt moga zaleze¢ od lokalnej koncentracji sktadnikéw. Przyktadowo,
jezeli rozpatrywaé bedziemy krystalizacje zeliwa, w ktérym wyr6znimy faze austenitu i
eutektyki, to TX(temperatura likwidusu) zmienia sie, a temperatura rownowagi dla eutektyki
T2jest stata.

Przyjmujac, ze skitadniki struktury wzrastajg z predkoscig proporcjonalna do kwadratu

przechtodzenia, mamy
dRe(x, t)

= \i'AT;(x, t) (7.69)
dt

U,(x, 1)

Jezeli (podobnie jak w modelu opisanym w podrozdziale poprzednim) zwigzek miedzy
liniowa predkoscia wzrostu a utamkiem fazy stalej opisuje réwnanie Mehla - Johnsona -
Avramiego - Kolmogorowa, to dla uktadu kilku krystalizujgcych faz otrzymuje sie [7, 31]

3

4 r dNt .
=1l-exp —NIv.-— f ue(x)dr dr (7.70)

fL(x, t) +fs“\x, t) 3 o / /
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przy czym

/1 +E [r =i (7.71)

Jak wspomniano poprzednio, w literaturze rozpatruje sie dwa przypadki. Pierwszy z nich
dotyczy faz krystalizujgcych jedna po drugiej. Wéwczas
—dla fazy pierwszej

=1 4 f GN”' f«,(T)dt dt (7.72)
fs(1)(x>0 1" exp ! ivl " (T)
dla fazy drugiej
fs2)tx 1) ( 4 dN2 ¢ 3 7.73
exp -2 [vz---a-t--- /u2(t)dt dr (7.73)
1-/(1>(*) 3 { ,
- dla fazy trzeciej
! 3
t
exp -4 fv, I3 J, 3(rydt dr (7.74)
1 ~fsl)(x) -fsm (x) 3 3dt |

itd. Poniewaz fazy krystalizuja po sobie, wiec proces krystalizacji fazy ,2"” rozpoczyna sie
po zakonczeniu krystalizacji fazy ,1" - stad w réwnaniu (7.73) argumentem funkcji/s( Lljest
tylko wspoétrzedna geometryczna. Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku wzoru (7.74).
Kolejne funkcje Zrédta w réwnaniu energii uruchamiajg sie sukcesywnie i w analizowanym
interwale czasu w punkcie X tylko jedna z nich jest r6zna od zera.

W przypadku faz krystalizujgcych réwnoczesnie nalezy rozwigza¢ uktad réwnan typu
(7.70), przyktadowo dla dwéch faz jest to uklad réwnan w postaci

= 1-exp ..4er dN, fui(t)et dt
1~fs2)(x, 1) dt

fsAx, t dN,
) - 1-exp . f'* erZ f Me(Tydr dr (779)

Cytowany wielokrotnie w tym rozdziale W.Longa w pracy [2] rozwaza réwniez dwa
modele krystalizacji stopéw. Dla faz krystalizujgcych jedna po drugiej przedstawia
rozumowanie prowadzace do réwnan (7.72) - (7.74), natomiast dla faz krystalizujgcych
rbwnoczesnie podaje wzory umozliwiajgce obliczanie ro6znicowych przyrostow tych faz.
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llustracja przedstawionych wyzej rozwazan dotyczgcych krystalizacji stopéw moze by¢
nastepujacy przyktad obliczen numerycznych. Rozpatrywa¢ bedziemy odlew w ksztatcie ptyty
o grubosci 0.02 [m] wykonany z zeliwa o zawartosci wegla 3.5% i wytwarzany w typowej
masie formierskiej. W objetosci krzepnacego metalu wyrézniono faze austenityczna i
eutektyczng, przy czym temperatura odpowiadajgca poczatkowi krystalizacji fazy
austenitycznej zmieniata sie wraz ze zmiana zawarto$ci wegla w cieklej czesci odlewu. Bilans
masy sktadnika stopowego sporzadzono przy zatozeniu peinego mieszania. Dane liczbowe
zaczerpnieto z rozprawy habilitacyjnej W.Kapturkiewicza [7] i pracy doktorskiej
J.Mendakiewicza [32]. Zalozono (co nie byto dotychczas praktykowane) zmienne, zalezne od
zawartoéci wegla w fazie cieklej wartosci ciepta krzepniecia fazy austenitycznej i
eutektycznej. Wykorzystano tu dane wynikajace z*cytowanego w ksigzce J.Szarguta [33]
wykresu entalpia-wegiel - rys. 7.30.

Rys. 7.30. Wykres entalpia - wegiel [33]
Fig. 7.30. Enthalpy-carbon diagram [33]

Na podstawie wstepnych symulacji numerycznych stwierdzono, ze fazy krzepng jedna po
drugiej i do modelowania kinetyki procesu wykorzystano réwnania (7.72), (7.73). Réwnanie
(7.72) nalezy stosowa¢ az do osiagniecia przez catke z funkcji Zrodta zwigzanej z
wydzielaniem sie fazy austenitycznej wartosci ciepta utajonego LV austenitu. Przy takim
podejsciu udziatf s fazy austenitycznej zatrzyma sie osiaggajac odpowiednig warto$¢ graniczna,
natomiast wykorzystanie réwnania (7.72) bez dodatkowych ograniczen powoduje wzrost tego
udziatu do 1. Do obliczeh wykorzystano metode kombinowang dla zrédtowych pél tempera-
tury. W programie uwzgledniono dwie funkcje Zrédta (por. réwnanie (7.65)). Na obszar
odpowiadajacy potowie grubosci ptyty natozono siatke zawierajgca 20 liniowych elementéw
wewnetrznych, w obszarze formy wyrézniono 80 takich elementéw. Z duzej liczby informacji
uzyskanych po rozwigzaniu omawianego zadania wybrano do prezentacji profile temperatury
w obszarze potowy ptyty - rys. 7.31 oraz zmiane w czasie lokalnych udziatéw fazy statej
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(rys. 7.32) w punktach odpowiadajgcych wspo6trzednym *=25, 50 i 75 [mm] przyjmujac, ze
osi ptyty odpowiada *=0 (krzywe te oznaczono wskaznikami 3, 2 i 1 odpowiednio).

Rys. 7.31. Profile temperatury
Fig. 7.31. Temperature profiles

Rys. 7.32. Lokalna kinetyka krzepniecia
Fig. 7.32. Local kinetics of solidification
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Lokalna kinetyka krzepniecia stopu przedstawiona na ostatnim rysunku pokazuje, ze
krzepniecie fazy austenitycznej przebiega bardziej ,dynamicznie” . Wynika to z faktu, ze
zaréwno wspo6iczynnik zarodkowania austenitu, jak i wspoéiczynnik wzrostu tej fazy sa
wyraznie wieksze od tych samych wspétczynnikéw dla eutektyki - por. [7].

Podsumowujgc powyzszy rozdziat nalezy stwierdzi¢, ze metoda kombinowana jest
uzytecznym narzedziem rozwigzywania problemoéw opisanych réwnaniem krzepniecia z
funkcja zrédta modelowana zgodnie z teoria Mehla-Avrami-Johnsona-Kotmogorowa.
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8. PODSUMOWANIE | WNIOSKI KONCOWE

Metoda brzegowych réwnan catkowych w swoich licznych odmianach nie jest oczywiscie
jedynym narzedziem umozliwiajacym przyblizone rozwigzywanie zagadniern nieustalonej
dyfuzji. Powszechnie znane i stosowane sg réwniez inne metody, a w szczegdlnosci metoda
bilanséw elementarnych (contol volume method - CVM), metoda réznic skonczonych,
uogdllniona metoda réznic skonczonych, metoda elementéw skonczonych, metody
kollokacyjne. Kazda z tych metod ma oczywiscie swoje zalety i wady, a dosy¢ zasadniczym
pytaniem, najakie nalezy odpowiedzie¢ w podsumowaniu niniejszej pracy, jest problem wad
i zalet metody kombinowanej na tle innych metod. Analizujgc znane algorytmy numerycznej
symulacji przeptywu ciepta mozna wyrézni¢ pewne ich cechy charakterystyczne, a w
szczegoInosci
— zlozono$¢ metody z punktu widzenia podstaw teoretycznych,

- stopien trudnosci na etapie realizacji numerycznej,

- dyskretyzacja czasoprzestrzeni i stopien jej zageszczenia, problem przystawania obszaru
siatkowego do rzeczywistego,

— liczba niewiadomych w uktadzie rozwigzujgcym,

— struktura macierzy gtéwnej tego uktadu,

— przydatno$¢ metody w przypadku zadan nieliniowych z nieliniowo$ciami w réwnaniu
rézniczkowym (przede wszystkim problem zaleznych od temperatury parametréw
termofizycznych),

- mozliwosci uwzglednienia nieliniowych warunkéw brzegowych,

- stabilno$¢ schematu numerycznego,

- doktadno$¢ metody,

— czas obliczen.

Z punktu widzenia ztozono$ci rozwazan teoretycznych metoda elementéw brzegowych jest
niestety najbardziej skomplikowana, z tym ze oméwiona w pracy odmiana MEB, pozwalajgca
unikng¢ catkowania po czasie, wyréznia jg korzystnie (w omawianym aspekcie) sposrod
innych algorytméw metody brzegowych réwnan catkowych.

Na etapie realizacji numerycznej metoda nie jest trudna, Podstawowymi elementami
algorytmu sa procedury generowania weztéw brzegowych i wewnetrznych, numerycznego
catkowania i rozwigzywania koncowego ukfadu réwnan. Tak wiec standardowy program
obliczen numerycznych jest zblizony do programu typowego dla metody elementéw
skonczonych, ale trudniejszy niz program realizujgcy obliczenia metodg réznic, czy tez
bilanséw elementarnych.

Metoda (podobnie jak MES i uogélniona MRS) zapewnia mozliwo$¢ dokladnego
odtworzenia brzegu obszaru rzeczywistego, co jest jej oczywistg zaletg. Jak pokazujg
obliczenia testujgce, bardzo dobrg doktadnos¢ obliczen uzyskuje sie dla niewielkiej liczby
weztéw (istotnie mniejszej niz np. w przypadku metody bilanséw, czy tez réznic
skonczonych). Krok czasu moze by¢ zmieniany w do$¢ szerokich granicach, przy czym cechg
charakterystyczna MEB jest dolne ograniczenie kroku czasu. Wigekszo$¢ metod numerycznych
.dziata” tym doktadniej, im bardziej (w rozsadnych granicach) zmniejszamy krok czasu. W
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metodzie elementéw brzegowych, réwniez w omawianym jej wariancie, zbyt mate kroki czasu
powodujg wygenerowanie niekorzystnych, z punktu widzenia metod numerycznego
catkowania, argumentow funkcji podcatkowych. Podsumowujgc ten fragment rozwazan nalezy
stwierdzi¢, ze dyskretyzacja czasoprzestrzeni w obliczeniach wykorzystujgcych metode
elementéw brzegowych moze by¢ mniej ,,gesta’’ niz w przypadku innych metod.

Liczba niewiadomych w uktadzie rozwigzujacym jest zdecydowanie mniejsza w poréwnaniu
z innymi metodami rozwigzywania zadan brzegowo-poczatkowych, co wynika z samej istoty
MEB, dla ktérej niewiadomymi tworzgcymi uktad réwnan sa tylko wartosci brzegowe.

Macierz gtéwna uktadu rozwigzujgcego jest macierza peitng (podobnie jak w przypadku
uogolnionej MRS, metod kollokacyjnych czy tez MES przy niewtasciwej numeracji weztoéw).
Jest to do pewnego stopnia wadg metody, poniewaz algorytmy rozwigzywania uktadéw
rébwnan o strukturze pasmowej sa z reguly szybsze. Z drugiej strony jednak rzad macierzy
gtéwnej uktadu rozwigzujgcego metody elementéw brzegowych jest zdecydowanie nizszy niz
w przypadku innych metod, co w pewnym stopniu kompensuje r6znice wynikajgce ze stopnia
ztozonosci metod rozwigzywania uktadéw o macierzach petnych i macierzach diagonalnych.

Zbudowanie efektywnego algorytmu metody wymaga znajomos$ci odpowiedniego rozwig-
zania fundamentalnego. Autorowi pracy udato sie znalez¢ takie rozwigzanie dla nieustalonej
dyfuzji w kuli, inne zaczerpnieto z literatury. Rozwigzania podstawowe mozna wyznaczy¢
tylko dla réwnan o stalych parametrach termofizycznych i to jest najbardziej istotng wada
metody. Stad tez sposoby adaptacji bazowego wariantu metody kombinowanej do symulacji
krzepniecia stanowig bardzo obszerna i wazna cze$¢ niniejszej pracy. Nalezy jednak
podkresli¢, ze jedynie bezkrytycznie nastawieni uzytkownicy innych metod wierzg w ich
niezawodno$¢ w symulacji zadan nieliniowych. W przypadku tak silnie zmiennych z
temperaturg parametréw, jak np. zastepcza pojemno$¢ cieplna krzepnacego stopu, nawet tak
sprzyjazne” dla modeli nieliniowych metody, jak MRS czy CVM, zastosowane bez
dodatkowych procedur poprawiajgcych dajg niestety bardzo zte wyniki.

Nieliniowos$ci modelu matematycznego nieustalonej dyfuzji ciepta wynikajace z warunkéw
brzegowych (w szczegélnosci warunkéw |1l rodzaju przy zmiennym, zaleznym od
temperatury wspétczynniku wnikania) mozna uwzgledni¢ w stosunkowo prosty sposob bez
wzgledu na wybrang do obliczen metode numeryczng i zdaniem autora niniejszej pracy
stopien trudnos$ci w modelowaniu nieliniowych warunkéw brzegowych jest dla wszystkich
metod podobny.

Metoda kombinowana zalicza sie do grupy schematéw niejawnych i jest stabilna bez
wzgledu na zatozony krok czasu, co nie oznacza oczywiscie, ze dla kazdego kroku At bedzie
wystarczajaco doktadna.

Autor nie prowadzit badan teoretycznych dotyczacych doktadnosci metody. Z takiego
punktu widzenia problemy oszacowania btedu rozwigzania numerycznego sa hiezwykle
trudne, a w zadaniach praktyki inzynierskiej majg raczej charakter formalny i nie dajacy
liczbowej informacji o bledzie. W pracy, tam gdzie to bytlo mozliwe, dokonywano
poréwnania z rozwigzaniami doktadnymi (analitycznymi), lub z rozwigzaniami uzyskanymi
innymi, wielokrotnie weryfikowanymi w praktyce rozwigzaniami przyblizonymi. Wszystkie
wykonane przez autora obliczenia testujgce potwierdzity duza doktadno$¢ metody.
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Jezeli za kiyterium efektywnos$ci metody przyja¢ czas obliczen, to metoda kombinowana
wypada pozytywnie. Nie prowadzono wprawdzie zbyt szczegéléwych badan z tego zakresu,
ale przy okazji rozwiazywania podobnych probleméw brzegowo-poczgtkowych kilkoma
metodami numerycznymi okazywalo sie, ze metoda kombinowana dawata rozwigzanie po
czasie poréwnywalnym, lub nawet krétszym niz np. MRS czy tez MES. Nalezy jednak
podkresli¢, ze programy wykorzystujgce ré6zne metody numeryczne nie byty skonstruowane
optymalnie i podawanie ,liczbowych” informacji dotyczacych czasu symulacji nie bytoby w
petni obiektywne.

Podsumowujgc ten fragment rozwazan nalezy stwierdzi¢, ze metoda kombinowana
zapewnia dobre przyblizenie rzeczywistego brzegu obszaru i dobrze ,odtwarza” warunki na
nim zadane - co wynika z samej .filozofii” metody. Dobra aproksymacja warunkéw
brzegowych zapewnia odpowiednia dokladno$¢ rozwigzania we wnetrzu rozpatrywanego
obszaru. Liczba niewiadomych w uktadzie rozwigzujgcym jest niewielka, a po wyznaczeniu
Lbrakujacych” warunkéw brzegowych mozna natychmiast wyznaczy¢ pole temperatury w
dowolnie wybranym zbiorze weztéw wewnetrznych. Dla wigkszos$ci zadan macierz gtéwna
uktadu rozawigzujgcego jest taka sama dla wszystkich przejs¢ tf -* tf+1 i konstruuje sie jg
tylko raz, co znacznie skraca czas obliczen.

Badania prowadzone nad modelami krzepniecia w skali makro pokazaly, ze metoda
kombinowana bardzo dobrze ,.wspéipracuje’’ z procedurami uwzgledniajgcymi przebieg tego
procesu. Najtatwiejsze (z numerycznego punktu widzenia) jest potgczenie metody
kombiniowanej z roznymi wariantami procedury korygowania chwilowego pola temperatury.
Z formalnego punktu widzenia algorytm taki moze by¢ stosowany jedynie dla obszaréw o
statej wartosci wspoitczynnika przewodzenia, a w praktyce dla mato zmieniajgcych sie
wartosci tego wspoitczynnika. Jezelijednak usredniona przewodnos$¢ cieplna znacznie odbiega
od wartosci lokalnych, to nalezy rekomendowa¢ potgczenie MEB z metoda przemiennej fazy.

Metoda kombinowana okazata sie bardzo dogodna i efektywna w rozwigzywaniu zadan
.drugiej generacji” , a bardziej ogélnie do wyznaczania zrédtowych p6l temperatury. Bez
wzgledu na przyjety model krystalizacji (w pracy rozwazano model stosunkowo prosty),
problem symulacji procesu krzepniecia traktowanego jako zadanie brzegowo-poczatkowe
sprowadzi sie zawsze do réwnania rézniczkowego z funkcjg zrédia, tak wiec metode
kombinowana mozna w przyszto$ci adaptowaé réwniez do analizy blizszych warunkom
rzeczywistym modelom krystalizacji metali i stopow.

Dostepne na rynku programy narzedziowe wspomagajace projektowanie technologii
odlewniczych bazujg na metodzie r6znic skoiczonych (np. Magma, AFS Solid) lub metodzie
elementéw skonczonych (Cosmos, RWD). Realizujg one obliczenia dotyczgace przebiegu
krzepniecia traktowanego jako proces makroskopowy (w najprostszym ujeciu) i umozliwiaja
Sledzenie kinetyki procesu dla ré6znych warunkéw technologicznych (potozenie nadlewéw,
i ochladzalnikéw zewnetrznych, analizujg dob6r réznego rodzaju mas formierskich i rdze-
niowych itp.). Metoda elementéw brzegowych jako ,najmtodsza” ze znanych metod nie
doczekala sie jeszcze profesjonalnego oprogramowania (z wyjatkiem programu BEASY dla
najprostszych zadan liniowych), ale biorgc pod uwage liczne jej zalety, nalezy sadzi¢, ze w
przysztosci moze ona nawet zdominowaé rynek programéw narzedziowych.



MODELOWANIE KRZEPNIECIA | KRYSTALIZACJI
Z WYKORZYSTANIEM KOMBINOWANEJ METODY
ELEMENTOW BRZEGOWYCH

Streszczenie

W pracy przedstawiono mozliwosci wykorzystania jednej z odmian metody elementéw
brzegowych nazywanej w literaturze MEB z dyskretyzacja czasu (the BEM using
discretization in time) do modelowania procesu krzepnigcia. Rozwazano modele
makroskopowe, w ktérych przejscie od stanu cieklego do stalego i wydzielanie utajonego
ciepta krzepniecia uwzglednia sie w réwnaniu rézniczkowym energii przez wprowadzenie
zastepczej pojemnosci cieplnej materiatu. Rozpatrywano réwniez modele mikro-makro, w
ktérych analizuje sie procesy zarodkowania i wzrostu. Zjawiska te determinujg wydajnos¢
wewnetrznych zrédet w réwnaniu rézniczkowym opisujacym przeptyw ciepta w ukladzie.

Zakres zastosowan metody kombinowanej rozszerzono na obszary walcowe i kuliste,
pokazano sposoby jej wykorzystania do modelowania zadan nieliniowych i obliczen
zrédlowych pél temperatury.

Opisy opracowanych algorytméw numerycznych uzupetniono licznymi przyktadami
dotyczacymi symulacji procesu krzepniecia metali i stopéw dla réznych warunkéw
geometrycznych, fizycznych, brzegowych i poczatkowych, tzn. réznych technologii
odlewniczych.

MODELLING OF SOLIDIFICATION AND CRYSTALLIZATION
USING COMBINED BOUNDARY ELEMENT METHOD

Summary

The possibilities of application of the combined boundary element method (the BEM using
discretization in time) to numerical modelling of solidification process are presented. The
macroscopic models, in which the transition from liquid to solid state and latent heat
evolution are taken into account in adequate energy equation by introducing the substitute
thermal capacity are analyzed. The micro-macro models consisting in the analysis of
nucléation and growth processes are also discussed. These phenomena determine the capacity
of internal sources in differential equation describing the heat diffusion in a domain
considered.

The scope of the combined BEM applications is widened on the cylindrical and spherical
domains. The ways of the method utilization for modelling of non-linear solidification
problems and computations of temperature field in domains with sources are also presented.

The descriptions of algorithms discussed are supplemented by the numerous examples
concerning the numerical simulation of metals and alloys solidification for different
geometrical, physical, boundary and initial conditions, in other words for different foundry

technologies.






