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SYSTEMY OBSLUGI ZGLOSZEN O LOSOWEJ OBJETOSCI
Z OGRANICZONA POJEMNOSCIA PAMIECI

Streszczenie. W artykule sg analizowane wieloliniowe systemy obstugi zgloszen
o losowej objetosci z najprostszym strumieniem wejsciowym, w ktorych czas obstugi
nie zalezy od objetosci zgloszenia, a objetos¢ sumaryczna jest ograniczona. Dowodzi
si¢ twierdzenie, pozwalajace na wyznaczenie charakterystyk takich systemow przy
warunku, ze wyznaczone s3 charakterystyki odpowiedniego systemu klasycznego.

Stowa kluczowe: objetos¢ sumaryczna, pojemnos¢ pamieci, prawdopodobienstwo
straty, splot wedlug Stieltjesa

QUEUEING SYSTEMS WITH CUSTOMERS OF RANDOM SPACE
REQUIREMENTS AND BOUNDED CAPACITY

Summary. Multi-server queueing systems with Poisson entry and customers hav-
ing some random space requirement are considered for the case of service time inde-
pendent of the space requirement and limited buffer space. It’s shown that all
characteristics of such systems can be obtained, if characteristics of proper classical
systems are known.

Keywords: total calls capacity, memory space, loss probability, Stieltjes convolution

1. Wprowadzenie

Systemy obstugi zgloszen o losowej objetosci [1, 2] sg pewnym uogolnieniem klasycz-
nych modeli teorii kolejek [3, 4] przeznaczonym przede wszystkim dla wyznaczenia potrzeb-

nej pojemno$ci pamigci weztow sieci komunikacyjnych. Zasadniczym zalozeniem teorii



20 O. Tikhonenko, M. Kawecka

wskazanych systemow [5] jest niejednorodno$¢ obstugiwanych zgloszen ze wzglgedu na po-
trzebng dla przechowywania zgloszenia pojemnos$¢ pamigci podczas jego pobytu w systemie.
Istniejg dwie klasy modeli systemow obstugi zgtoszen o losowej objetosci [1]:
1) modele, w ktérych czas obstugi zgloszenia nie zalezy od jego objetosci (patrz np. [6]),
2) modele z zaleznym od objetosci zgloszenia czasem obstugi (patrz np. [7]).
Przedmiotem badan tego artykutu sa modele nalezace do pierwszej klasy.
Nizej podamy twierdzenie, z ktorego wynika, ze w pewnych warunkach znajomos¢ sta-
cjonarnego rozktadu liczby zgloszen obecnych w odpowiednim klasycznym systemie obstugi

pozwala na obliczanie takiego rozktadu dla systemu z ograniczong pojemnoscia pamigci.

2. Procesy stochastyczne opisujace zachowanie badanych systemow

Rozwazmy najpierw system klasyczny M/G/n/m, gdzie n jest liczbg identycznych urza-
dzen obstugi (1< n <), m jest liczbg miejsc oczekiwania w kolejce (0 <m < o0). Oznacz-
my przez B(t) = P{ <t} dystrybuant¢ czasu obstugi &. Zatdézmy, Ze istnieje skonczony
pierwszy moment £, = E£ zmiennej losowej &. Oznaczmy przez a parametr strumienia
wejsciowego, niech p =ap, /n. Jako 7(¢) oznaczmy liczbg zgloszen obecnych w analizo-
wanym systemie w chwili czasu 7. Wowczas liczbe zgloszen obstugiwanych w chwili ¢ mo-
zemy okresli¢ jako v(¢) = min(7(2), n).

W ciagu dalszym bedziemy zaktadaé, ze zgloszenia sg obstlugiwane w kolejnosci ich
przybycia do systemu, natomiast jezeli w pewnej ustalonej chwili czasu w systemie znajduje
sie k obstugiwanych zgtoszen (k =1, n), to zgtoszenia te s3 ponumerowane liczbami 1, 2, ...,
k w sposob losowy, co oznacza, ze dowolny z mozliwych k! sposobéw numeracji moze by¢
wybrany z takim samym prawdopodobienstwem 1/k! Jest oczywiste, ze sposob numeracji
obstugiwanych zgtoszen nie wptywa na charakterystyki liczby zgloszen obecnych w syste-

mie. Oznaczmy przez g“; (t) resztg czasu obstugi j-go zgloszenia obstugiwanego w chwili ¢,

j=1v(¢).
Wowczas zachowanie analizowanego systemu opisuje si¢ procesem markowowskim
((0); & (©), 1 =1, v(1)). &)

WprowadZmy nastepujace oznaczenia dla wektorow:

Ye = Vi) ij =15 o Yits Vsl oo Vi) Y 2) =15 es Vs 2)-
Zaldzmy teraz, ze kazde zgloszenie jest charakteryzowane pewng niezalezng od innych

zgloszen losowa objetoscia ¢, ktorej dystrybuanta L(x) = P{{ < x} jest okreslona. Zal6ézmy,

ze czas obstugi zgloszenia & nie zalezy od jego objetosci. Oznaczmy przez o(z) objetosc
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sumaryczng zgtoszen obecnych w systemie w chwili 7. Bedziemy zaktadaé, ze objetos¢ suma-
ryczna zgloszen w systemie jest ograniczona wielkos$cig stalg V' > 0, ktorg bedziemy nazywa-
li pojemnoscig pamigci systemu.

Ograniczenie objetosci sumarycznej prowadzi do dodatkowych strat przybywajacych

zgloszen. Niech, na przyklad, w chwili czasu 7, w ktérej w systemie sg wolne urzadzenia lub
wolne miejsca oczekiwania, do systemu przybywa zgloszenie o objetosci x. Zgloszenie to
zostanie przyjete, jezeli o(z™)+x <V. W przypadku przeciwnym zgloszenie zostanie stra-

cone. Otrzymany przez nas system obslugi zgtoszen o losowej objgtosci 1 ograniczonej po-
jemnosci pamieci bedziemy oznacza¢ M/G/n/(m,V). Proces markowowski opisujacy

zachowanie tego systemu ma postac
() &), i =1,7(0); & (1), 1 =1, v(2)), ®)
gdzie &, (¢) jest objgtoscia zgloszenia z numerem i w systemie w chwili . Jest oczywiste, ze
n)
a(t) =D 4 @).
i=1
Sktadowe ¢;(¢) 1 f,* (#) nie sa obecne we wzorze (2), gdy n(¢) =0.
Zatézmy, ze dla analizowanych systemow kolejkowych istnieje tryb stacjonarny, tj. ist-
nieja rozumiane w sensie stabej zbieznoci granice n(t)=1n, ol)=o, & ()=E&,
()=,

Proces (1) opisujacy zachowanie klasycznego systemu M/G/n/m w trybie stacjonarnym

bedziemy charakteryzowa¢ funkcjami o nastgpujacym sensie probabilistycznym:
we(Y)=Pin=k, & <y;, j=L1}, [ =min(k, n), k=1, n+m.
Jest oczywiste, ze dla prawdopodobiefistw stacjonarnych p, = P{n =k}, k=1, n+m, ma-
my p, =w,(o;), gdzie oo, =(o,...,0) jest wektorem o [ skltadowych. Niech
po = Pin=0j.
Proces (2) opisujacy zachowanie systemu M/G/n/(m,V) w trybie stacjonarnym bedziemy

charakteryzowa¢ funkcjami

G Y)=Pln=ko<x& <y, j=L1,
gdzie [/ =min(k,n), k=1,n+m. Dla tego procesu takze mozemy wprowadzi¢ funkcje
w, (Y;) o tym samym sensie probabilistycznym. Jest oczywiste, ze

w(Y) =g, (V, 1))
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Zauwazmy, ze funkcje g,(x,Y;) 1 w,(Y;) sa symetryczne wzgledem permutacji sktado-
wych wektora Y, dzigki wprowadzonej przez nas losowe] numeracji obstugiwanych

zgloszen.

3. Wyznaczenie charakterystyk systemu M/G/n/(m,V)

Z uwzglednieniem losowej numeracji obstugiwanych zgtoszen mozemy za pomoca me-
tody zmiennej dodatkowej [8] wypisa¢ rownania dla funkcji w, (Y;) charakteryzujacych pro-

ces (1) w trybie stacjonarnym:

0:—ap0+awal(y) : G
v o

SO0 D) gy (22200

£y + o yzo—apoB(y) aw, (y) +2 ek @

L ow, (Y, ow, (Y, k _

;[ ngfl_k)_ wg;ik)yljzzizl“wkl()’k’)lg(yi)awk(yk)+

+(k+1)w k=2 n—1; )
u u=0

N n\*n) n\tn _g ! i B
‘21:[ o, o, ]n;Wnl(Yn)B(y,») aw, (Y,)+

6Wn+l (Yn—l 2 u)
ou

‘)G':O

+n

B(y,); (6)

u=0

i[é‘wk@n)@wk ]:aw“(Y,,)awk(YmnW B(y,),

i=1 oy, y; ‘yl_zo u u=0
k=n+l,n+m-1; (7
Y,)) ©
N Z ”+m ( ) REL = aWyim- (Yn ) (8)
ayl ayl ¥;=0
W trybie stacjonarnym sg spetnione nastgpujace warunki graniczne:
aw (%) = (k)P0 ey ©)
Ou u=0
awk(Yk):nW B(y,),k=n,n+m—1. (10)
u u=0
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Analogiczne réwnania dla procesu (2) opisujacego system M/G/n/(m,V) maja postac:

0 =—ap, L)+ 24D (1)
2}
- 6w(;)(;y ) aw(,;y(y )I = BOILO) = af gV 5 L)+ 2% m)
[ ow (Y) ow(¥,) (o i
2[ Way,. - Way,. |y10]=%i213<yi)£g“<vx,mdux)
—aigk(V—x,n)dL(xH(kﬂ)W k=2n—1; (13)
0 u u=0

&, ow,(Y,)
Z[ ayz ayl |yi:0

i=l1

] = %iB(yi)fgn_l (V —x,Y,)dL(x) -

v
Y
_ajg"(V_x’ Yn)dL(x)+nw
0

u

B(y,); (14)

u=

—i[awk(y”)—éwk(n) }a}g,{1<V—x,mdux)—afgk(V—x,mdL(x>+

i=1 &yi &yi |J/i:0
Y R
+nw B(y,), k=n+1L,n+m—1, (15)
u u=0
. 8W +m )/n 8M}n+m Yn f
o3| Q) a8 -, ) dLo), (16)
i=1 ayi ayi ‘J’FO 0
Warunki graniczne w tym przypadku majg postac:
V
af g = x, V() = G+ 2Tl e 15 (17)
0 au u=0
V
Y .
af g,V -x, Yk)dL(x):nw B(y,) k=nn+m—1 (18)
0 u u=0

Niech C bedzie pewng statg. Przez o (x) oznaczmy splot wedtug Stieltjesa rzedu & dys-
trybuanty L(x):

IO =1, 19() = [ 14" —u)dL@w), k=1,2,...
0

Zachodzi nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie. Niech liczba P, i funkcje W, (Y;), k =1, n+m, spetniajq rownania (3)-(10)

n n+m
i warunek normalizacyjny P, + Zwk (o0,)+ Zwk (0,)=1. Wowczas liczba p, = Cp,
k=1 k=n+l1

i funkcje g, (x,Y,)=Cw, (Y, VLE(x), k =1, n+m, spetniajq réwnania (11)-(18).
Twierdzenia dowodzi si¢ przez bezposrednie podstawienie przedstawionych w powyzszej
postaci p, 1 g,(x,Y;) do rownan (11)-(18), czego wynikiem s3a roéwnania (3)-(10) dla p,
1w, (1)
Whiosek. Jezeli p, jest stacjonarnym prawdopodobienistwem obecnosci w systemie
M/G/n/m k zgloszen, to liczba p, = CﬁkLik) V), k=0,n+m, jest stacjonarnym prawdopo-

dobienstwem obecnosci k zgtoszen w systemie M/G/n/(m,V).

Stala C wyznacza si¢ z warunku normalizacyjnego:

-1
n+m
CE{Zﬁ@@Wﬂ.
k=0
Prawdopodobienstwo P straty zgloszenia w systemie M/G/n/(m,V) mozemy teraz wyzna-

czy¢ z nastepujacego rOwnania rownowagi:

" Ow. ) nim Sy,
a(l-P)= Ziiwl (201, 1) +n Z i (- 1) ;
i=l Ou u=0 i=n+1 Ou u=0
skad otrzymujemy:
SIS b EVICR LY N < VICIR L) }
ali= Ou u=0  i=n+l ou u=0

Jest oczywiste, ze udowodnione twierdzenie pozostaje w mocy w przypadku nieograni-
czonej kolejki (m =o0). Zauwazmy rowniez, ze klasyczne systemy kolejkowe z ograniczong
kolejka stanowig przypadek szczegdlny systemOw z ograniczong pojemnoscig pamigci,
w ktorych objetos¢ kazdego zgloszenia jest rowna 1.

Otrzymane relacje niestety nie sa wygodne dla obliczen numerycznych, poniewaz zawie-
rajg sploty dystrybuanty L(x), ktorych obliczanie w przypadku ogdlnym stanowi pewne
problemy.

Istniejg algorytmy pozwalajace na rozwigzanie niektorych takich probleméw na drodze
odwrocenia numerycznego transformat Laplace’a [9, 10]. Drugim istotnym powodem utrud-
niajagcym obliczenia jest ten fakt, ze dla wigkszosci systemow klasycznych M/G/n/m nie jest

znana postac¢ jawna prawdopodobienstw p, .

Doktadne obliczenia charakterystyk systemow M/G/n/(m,V) sa wigc mozliwe w przypad-
ku, gdy
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1) znane sa wzory dla prawdopodobienstw p, odpowiedniego systemu klasycznego
M/G/nim,

2) dystrybuanta L(x) ma posta¢ pozwalajaca na obliczanie jej splotow wedlug Stieltjesa.
Ponizej podamy przyktady takich systemow.

4. Przyklady obliczen charakterystyk systemow M/G/n/(m,V)

Najprostszym przypadkiem zezwalajacym na dokltadne obliczenia charakterystyk jest
znany [1] system M/M/n/(m,V) z wyktadniczym rozkladem czasu obstugi (analiza przypadku

m = oo rowniez jest mozliwa). Jak wynika z udowodnionego wyzej twierdzenia, w przypadku

tym mamy:
1
2 —{Z NI mm} ,
k=0 k n+l
k
(n]f') o LW, k=1,n;
Py =

n k _
LA 'O' P LYV, k=n+1,n+m.
n!
Prawdopodobienstwo straty zgloszenia ma postac:
n—1 n—1
P=1-(np)" X kpy —p~ [1 — Zpk}
k=1 k=0

Doktadne obliczenia w tym przypadku sa mozliwe, jezeli np. objetos¢ zgloszen ma roz-

ktad wyktadniczy z parametrem f: L(x) =1—e ™, x > 0. Wowczas mamy:
L&k) (V) *fVZ (fV)J )
J=

Uogolnieniem rozktadu wykiadniczego jest rozktad gamma z parametrami o >0, f >0,

ktorego dystrybuant¢ wyznacza si¢ wzorem
L(x)=L(a, f, x)——jf“ “loFidy, x> 0.
Splot wedtug Stieltjesa takiej dystrybuanty takze jest dystrybuantg funkcji gamma. Mamy

wowezas LY (V) = L(ka, f,V).

Drugg mozliwos$¢ stanowi rozktad jednostajny na odcinku [a; b], gdzie a>0. W takim
przypadku otrzymujemy [11]:
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1O :(—_lj"i(—n-"[(b—a)j—bmV]*H((b—a)j—bkm,
b-a) ‘S

Sk =)
gdzie H(x) jest funkcja jednostkowa Heaviside’a:
0, x<0,
H(x)=41/2,x=0,
I, x>0.

Bardziej ciekawy jest przyklad systemu M/D/1/(x0,V) ze stalym czasem obstugi & =¢,,.
Wtedy p =at, oraz p, = CﬁkLgk)(V), k=0,1,..., gdzie

Do =1-p; P, =(1—p)e’ -1);

P = (l—p){e"p +kzl‘,(—1)k"e’{(ip L L P . }} k>2.

(k—i)! (k—i—1)!

Zauwazmy, ze tryb stacjonarny istnieje dla systemu klasycznego M/D/1/x, gdy p <1.

Stalg C obliczamy z warunku normalizacyjnego C Z . LO W) =1, skad wynika, ze
k=0
- -1
C= (Z ﬁkLi“(V)J .
k=0

Prawdopodobienstwo straty P obliczamy z warunku p(1—-P) =1- p,, skad wynika, ze

P=1-p7'(1-p,).
Doktadne obliczenia w tym przypadku sa mozliwe np. dla podanych wyzej rozktadow ob-
jetosci zgloszen (gamma, wyktadniczego 1 jednostajnego).

5. Podsumowanie

W artykule przeanalizowano model kolejkowy M/G/n/(m,V), w ktorym kazde zgloszenie
jest charakteryzowane losowa objetoscia ¢ niezalezng od objgtosci innych zgloszen o znanej
dystrybuancie L(x) przy zalozeniu, Ze czas obstugi nie zalezy od objetosci zgloszenia, a obje-
to$¢ sumaryczna obecnych w systemie zgloszen jest ograniczona statg wielko$cig (pojemno-
$cig pamigci) V.

Jak si¢ okazalo, w analizowanym przypadku rozktad stacjonarny liczby zgloszen w sys-
temie oraz prawdopodobiefstwo straty zgloszenia mozna latwo wyznaczy¢, jezeli znane sa

charakterystyki liczby zgloszen obecnych w odpowiednim systemie klasycznym M/G/n/m.
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Otrzymane wyniki stanowig rozwigzanie teoretyczne problemu analizy systemu

M/G/n/(m,V). Udowodnione w artykule twierdzenie sprawia, iz problem ten staje si¢ w pew-

nym sensie problemem trywialnym.

1)

2)

3)

Nalezy jednak zauwazyc¢, ze:

istotne jest zalozenie o charakterze strumienia wejSciowego badanego systemu: podane

twierdzenie nie jest prawdziwe, gdy strumien wejSciowy nie jest strumieniem najprost-

szym,

wskazane twierdzenie takze nie jest prawdziwe, gdy czas obstugi zgloszenia zalezy od

jego objetosci,

rozwigzanie teoretyczne wskazanego problemu nie oznacza, ze zawsze mozliwe jest obli-

czenie liczbowe charakterystyk systemu M/G/n/(m,V), co jest zwigzane z:

a) nieobecno$cig w przypadku ogdlnym wyrazen analitycznych dla charakterystyk sys-
temu M/G/n/m,

b) koniecznoscig obliczenia obecnych w otrzymanych wzorach splotow wedlug
Stieltjesa.

W artykule pokazano, ze w pewnych przypadkach szczegdlnych otrzymane wyniki po-

zwalaja na doktadne obliczenie charakterystyk systemu M/G/n/(m,V).

Mozliwe jest takze stosowanie metod numerycznych realizowanych w roznych pakietach

programowych, przede wszystkim do numerycznego obliczenia splotéw dystrybuant.
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Abstract

In the paper multi-server M/G/n/(m,V) queueing systems with Poisson entry and custom-

ers having random space requirements are analyzed under assumption that service time is

independent of customer space requirement and the total customers volume is limited by the

constant value V. The theorem for the system characteristics determination is proved under

condition that the characteristics of appropriate classical M/G/n/m system are known. Exam-

ples of concrete systems with customers of random space requirements and limited total vol-

ume, for which the precise calculation of stationary customers number distribution is

possible, are presented.

Adresy

Oleg TIKHONENKO: Instytut Informatyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii
Nauk, ul. Baltycka 5, 44-100 Gliwice, Polska, oleg.tikhonenko@gmail.com

Magdalena KAWECKA: Politechnika Cz¢stochowska, Instytut Matematyki,
ul. Dabrowskiego 69, 42-201 Czg¢stochowa, Polska, kawecka magdalena@wp.pl



	1. Wprowadzenie
	2. Procesy stochastyczne opisujące zachowanie badanych systemów
	3.  Wyznaczenie charakterystyk systemu M/G/n/(m,V)
	4. Przykłady obliczeń charakterystyk systemów M/G/n/(m,V)
	5. Podsumowanie

