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LINIOWE MODELE WYBORU WIELOOKRESOWYCH STRATEGII
INWESTYCYJINYCH

Streszczenie. Problem wyboru portfela dla przypadku inwestycji
wielookresowych najcze$ciej zwigzany jest z  wykorzystaniem metod
stochastycznych i heurystycznych. Proces konstrukcji portfeli wielookresowych
mozna jednak upros$ci¢ stosujac takie miary ryzyka, ktére sa sprowadzalne do
postaci liniowej. W artykule przedstawione zostaly modele konstrukcji
wielookresowych  strategii  inwestycyjnych, ktéore mozna  zastosowac
wykorzystujac algorytmy programowania liniowego. Zaproponowane modele
zastosowane zostaly do wybranych danych z Gietdy Papieréw Wartosciowych
w Warszawie.

Stowa kluczowe: wielookresowe portfele inwestycyjne, liniowe miary ryzyka
inwestycyjnego.

LINEAR MODELS OF SELECTION MULTIPERIOD INVESTMENT
STRATEGIES

Summary. The problem of multi-period portfolio selection usually is
connected with using the stochastic or heuristic methods. This process can be
simplified by application these measure of risk which we can transform to the
linear form. In the article the models to construction the multi-period investment
decision with linear measure of risk were presented. Proposed models were
applied to selected data of the Warsaw Stock Exchange.

Keywords: multi-period investment portfolio, linear measure of investment risk.
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1. Wprowadzenie

W klasycznym podejsciu do konstrukcji portfeli inwestycyjnych najczesciej stosowany
jest model Markowitza, ktorego zatozeniem jest minimalizacja ryzyka catej inwestycji, przy
ustalonym poziomie zysku. Model ten zazwyczaj stosowany jest dla przypadku
jednookresowego, czyli sytuacji, kiedy inwestor decyduje si¢ na ulokowanie swojego kapitatu
na pewien okreslony czas. W tym klasycznym podejéciu nie uwzgledniono jednak mozliwosci
ponownej alokacji kapitalu, co niewatpliwie jest istotnym elementem kazdej inwestycji.
Wzigwszy pod uwage niestabilno$¢ rynkow finansowych oraz ich wysoka zmiennose,
dokonywanie zmian w portfelach w trakcie trwania inwestycji wydaje si¢ by¢ koniecznoscia.
Takie zmiany w portfelu inwestycyjnym moga by¢ dokonywane na kilka r6znych sposobow.
Poszczegdlne strategie moga rézni¢ si¢ wysokoscig kapitatu lokowanego w kolejnych
podokresach. Mozemy np. zalozy¢, ze inwestujemy cato$¢ kapitatu uzyskang w poprzednim
okresie lub tez jego cze$¢. Portfele wielookresowe, podobnie jak w przypadku
jednookresowym, moga by¢ wyznaczane za kazdym razem, przy zalozeniu minimalizacji
ryzyka, jak rowniez mozna maksymalizowa¢ zysk w poczatkowych podokresach, a dopiero
w okresie koncowym minimalizowa¢ ryzyko inwestycji.

W literaturze przedmiotu mozna odnalezé liczne przyktady podejmowania
wielookresowych decyzji inwestycyjnych. Najczgsciej prezentowane modele wymagaja
uzycia Wwysoce wyspecjalizowanych narzedzi i metod obliczeniowych, np. metod
stochastycznych czy heurystycznych. W analizie portfelowej mozliwe jest jednak stosowanie
modeli optymalizacyjnych, do rozwigzania ktorych wystarczaja metody programowania
liniowego. Mozliwo$¢ taka zachodzi w przypadku, gdy do pomiaru ryzyka inwestycyjnego
wykorzystujemy miary sprowadzalne do postaci liniowej. Przyktadem takich miar s3: $rednie
odchylenie bezwzgledne (mean absolute deviation), srednia roéznica Giniego (Gini's mean
difference) czy warunkowa warto$¢ zagrozona (conditional value at risk).

W pierwszej czegsci artykutu pokrotce omowione zostaly miary ryzyka, ktore mozna
zastosowa¢ w liniowych modelach wyboru portfeli inwestycyjnych. W kolejnej czesci
artykutu przedstawione zostaty dwie rdézne strategie wyboru wielookresowych portfeli
inwestycyjnych. Nastgpnie zaproponowane modele wyboru wielookresowych strategii
inwestycyjnych zostaty zastosowane dla wybranej grupy danych z Gieldy Papieréw
Wartosciowych w  Warszawie. Wyniki  stosowania  zaprezentowanych  strategii

inwestycyjnych omowione zostaly w ostatniej czesci artykutu.
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2. Wybrane liniowe miary ryzyka

Do miar ryzyka inwestycyjnego, ktore mozna sprowadzi¢ do postaci liniowej zaliczamy
m.in. $rednie odchylenie bezwzgledne, $rednig réznice Giniego oraz warunkowa wartos¢
zagrozong. Dotychczas najcze$ciej miary te stosowane byly do wyznaczania
jednookresowych  portfeli  inwestycyjnych. Zazwyczaj analizy dotyczyly portfeli
konstruowanych za pomocg standardowego modelu, czyli minimalizacji ryzyka portfela przy
warunkach ograniczajacych, dotyczacych stopy zwrotu portfela oraz sumy udzialow
poszczegdlnych spotek w portfelu.

Przyktadem miary ryzyka inwestycyjnego, sprowadzalnej do postaci liniowej, jest srednie
odchylenie bezwzgledne (MAD). Srednie odchylenie bezwzgledne dla pojedynczej spotki
obliczane jest jako suma iloczynéw prawdopodobienstwa wystgpienia okresu t (pt) i wartosci
bezwzglednych roznic stopy zwrotu spotki j-tej w okresie t (rjt) oraz sredniej stopy zwrotu
spofki j-tej (rj) [Konno H., Yamazaki H., 1991]:

T
WAD, -3 1 ®
t=1
Srednie odchylenie bezwzgledne dla portfela ztozonego z N spétek o udziatach x; (dla
j=1,2, ..., N) definiowane jest nastgpujaco:

N

N
riX; — E{erxj}
=1 j=1

Aby s$rednie odchylenie bezwzgledne sprowadzi¢ do postaci liniowej, w obliczeniach

MAD, = E (2)

i
nalezy zastosowac¢ podejScie scenariuszowe i wowczas ryzyko portfela okresla si¢ wzorem:

1 T N
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W modelu optymalizacyjnym do wyznaczania udziatow portfela w powyzszym wzorze
W miejsce wartos$ci bezwzglednej wprowadza si¢ nieujemne zmienne dodatkowe Wi, o ktérych
N N
zaktlada sie, ze spetniaja warunki: W, +Z(rjt -, )Xj >0 oraz w, _Z(rjt -, )Xj >0. Liniowy
I j=1
model optymalizacyjny stosowany do wyznaczania portfeli, dla ktorych ryzyko mierzone jest
srednim odchyleniem bezwzglednym, jest nastepujacej postaci [Ogryczak W., 2003]:
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W powyzszym modelu Ro oznacza zatozony poziom stopy zwrotu portfela.

Druga z miar, ktorag mozna zastosowa¢ w liniowym modelu optymalizacyjnym jest
$rednia roznica Giniego (GMD). Miara ta mierzy stopien koncentracji rozktadu stop zwrotu.
Dla dowolnej j-tej spotki srednia roznica Giniego jest rowna potowie wartosci oczekiwanej
bezwzglednych roznic liczonych pomigdzy mozliwymi obserwacjami stopy zwrotu (zmiennej
losowej) [Yitzhaki S., 1982; Shalit, Yitzhaki S., 2005]:

F'_ Z‘rjt jk‘ptpk (5)
t k=1
Srednia roznica Giniego dla portfela natomiast obliczana jest wedlug ponizszego wzoru:

=23 Yl %oy, ©)
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W celu uproszczenia obliczen wartos¢ bezwzgle;dna zastgpowana jest zmiennymi
dodatkowymi dw, okreSlonymi wzorem: d, >X;r;, —X;I;, . Liniowa posta¢ modelu, ktory
stosujemy do wyznaczania udziatéw portfela inwestycyjnego ze $rednig roznicg Giniego jako
miarg ryzyka jest nastepujaca [Ogryczak W., 2003]:

min{ S d, p, pk}

’[k—l

N
dy =D %1, =X, dlatk=12,...T
(7)

D> x;=1 oraz x; >0 dla j=1,2,...,N

j=1
Kolejna miara ryzyka — warunkowa warto$¢ zagrozona (CVaR) — jest przyktadem
kwantylowej miary ryzyka, speiniajgcej warunki koherentnosci. Jest ona definiowana jako
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warunkowa warto$¢ oczekiwana stop zwrotu z portfela (Rp), przy zalozeniu ze stopy te sa

mniejsze niz a-kwatyl rozkladu stop zwrotu, co symbolicznie zapisujemy wzorem [Pflug
G.C., 2000]:

CVaR=E[R,|R, <-VaR)|, ®)

gdzie VaR oznacza warto$¢ zagrozong (narazong na ryzyko), czyli maksymalng warto$¢, jaka

mozna straci¢ w wyniku inwestycji dla danego okresu, przy zatozonym poziomie tolerancji.
Model optymalizacyjny, za pomocg ktorego wyznaczamy portfel o minimalnej

warunkowej wartosci zagrozonej, jest postaci [Rockaffelar R.T., Uryasev S., 2000]:
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[
gdzie: s to zmienna decyzyjna oznaczajgca poziom straty, ktérego nie mozna przekroczyc,

natomiast y: to poszczegodlne scenariusze realizacji stop zwrotu dla okresow t=1,2, ..., T.

3. Modele wyboru wielookresowych strategii inwestycyjnych

Jednym ze sposobow konstrukcji wielookresowych strategii inwestycyjnych jest przyjecie
zatozenia, ze celem inwestora jest wyznaczenie strategii maksymalizujacej jego bogactwo
koncowe, przy rownoczesnej minimalizacji ryzyka w okresie T. W poprzednich T-1 okresach
skupiamy si¢ tylko na maksymalizowaniu bogactwa, natomiast poziom ryzyka kontrolowany
jest przez wprowadzenie, w poszczegdlnych okresach, gornej granicy ryzyka, na jakie moze
zgodzi¢ si¢ inwestor (wektor parametrow €= [&1, &, ..., &r-1]). W ten sposob zabezpieczamy
inwestora przed bankructwem. Wyznaczanie strategii, przy powyzszych zatozeniach, odbywa

si¢ za pomocg dwdch nastepujacych zadan optymalizacyjnych:

- dla okresow t=1,2, ..., T-1 - dlaokresu T

max E[v, ] min Az, —(1-A)E[v, ]

p <&Elv, ] dlat=1,2,...T-1 pP<1;

> x =V dlat=12,..,T D Xy =Vo (10)
=1 j=1

;20 dlat=12,...T j=12,.,n X; 20 dla j=1,2,...,n

gdzie E[v, |=E[v_,]+r'x  dlat=1,2,..T-1 gdzie E[v; |= E[v,_ |+ 1 %,
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W powyzszych modelach o 0znacza ryzyko portfela dla danego okresu t, parametr A <(0, 1)
oznacza preferencje inwestora wzgledem ryzyka w okresie T, a zr to dodatkowa zmienna
decyzyjna. Ponadto, w podej$ciu tym zakladamy, ze cala inwestycja jest procesem
samofinansowanym, co oznacza, ze kwota alokowana we wszystkie spotki w okresie t jest
réwna oczekiwanemu kapitalowi na koniec okresu (t-1). Zachodza zatem zalezno$ci:

v,=v,, +R'x, oraz ixtj =v,, dlat=1,2,...,T, (11)

i1

gdzie: vt oznacza warto$¢ kapitatu, jakg inwestor ma na koncu okresu t, a vo to warto$¢
kapitatu poczatkowego inwestora na poczatku catej inwestycji (przyjmuje si¢, ze Vo=1).
Takie podejscie wyznaczania portfeli wielookresowych zaproponowane zostato dla sredniego
odchylenia bezwzglgdnego [Yu M., Takahashi S., Inoue H., Wang S., 2010]. Oryginalnie do
rozwigzania takiego problemu stosowane s3 metody programowania dynamicznego, jednak
(jak wykazali autorzy), mozliwe jest sprowadzenie problemu do postaci liniowej.

Innym sposobem wyznaczania strategii wielookresowych jest zastosowanie w kazdym
podokresie standardowego podejscia, czyli minimalizacji ryzyka, przy zatozonym poziomie
stopy zwrotu portfela. Zmiany w portfelu dokonywane sg zgodnie z zatozeniem, ze w okresie
t inwestujemy kapitat jaki inwestor ma na koniec okresu t-1. Zatem wielookresowg strategie
inwestycyjng mozemy wyznaczy¢ stosujac dla poszczegélnych okresow t=1,2,...,T
nastepujacy model optymalizacyjny:

min p,
N

Z Rtj th 2 RtO

j=t
N

Z Xj =Via
j=1

Xy >0 dla j=1,2,...,N
W powyzszych modelach, (10), (12), w miejsce p mozna wprowadzi¢ jedng z miar

(12)

ryzyka, omowionych w poprzedniej czesci. Uwzgledniajac warunki na dodatkowe zmienne
decyzyjne, dostajemy liniowe modele wyboru wielookresowych strategii inwestycyjnych.

4. Analiza modeli wyboru wielookresowych portfeli inwestycyjnych

Praktyczne zastosowanie omoéwionych w poprzedniej czgsci strategii wyznaczania
wielookresowych portfeli inwestycyjnych poréwnane zostalo w badaniach empirycznych
przeprowadzonych dla tygodniowych stopy zwrotu 35 spotek, wchodzacych w sktad indeksu
WIG40, ktore byly notowane bez zawieszen w okresie styczen 2013 — sierpien 2015.



Liniowe modele wyboru wielookresowych strategii... 301

Momenty dokonywania ponownej inwestycji wyznaczone zostaly na podstawie notowan
indeksu W1G20 dla analizowanego okresu (rys. 1).
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Rys. 1. Notowania indeksu gietdowego WIG20 w okresie 01.01.2013-17.09.2015
Eig. 1. Quotations of index WIG20 in the period 01.01.2013-17.09.2015

Zrodto: na podstawie danych z bossa.pl.

Dla analizowanego okresu wyznaczono (w przyblizeniu) momenty, kiedy notowania
indeksu przyjmowaly lokalnie najnizsze lub najwyzsze warto$ci. W ten sposob w okresie
styczen 2013 — sierpien 2015 otrzymano 11 podokresow, wyznaczonych przez nastepujace
daty: 23.04.2013; 11.06.2013; 10.07.2013; 25.11.2013; 30.01.2014; 25.02.2014; 08.08.2014;
09.09.2014; 16.01.2015; 29.04.2015; 31.08.2015.

W analizowanym okresie dla kazdej miary ryzyka (MAD, GMD, CVaR) wyznaczone
zostaly dwie rozne strategie: strategia A — maksymalizacja bogactwa, przy kontroli ryzyka
w okresach t=1, ..., T-1 oraz maksymalizacja bogactwa przy rownoczesnej minimalizacji
ryzyka w okresie T; strategia B — minimalizacja ryzyka we wszystkich podokresach.
W celach porownawczych, dla poszczegdlnych miar ryzyka wyznaczone zostaty rowniez
portfele jednookresowe (strategia C). Otrzymano dziewig¢ réznych strategii inwestycyjnych,
ktore poréwnano pod wzgledem ryzyka oraz przyszitych mozliwych zyskow ze sprzedazy
portfela.

Na wstgpie warto zauwazyC, ze stosujac powyzsze metody wyznaczania portfeli
inwestycyjnych w kazdym przypadku otrzymano catkiem inny pod wzgledem sktadu portfel
koncowy. Wystarczy przeanalizowaé stopien zdywersyfikowania portfeli (tabela 1), aby
stwierdzi¢ jak bardzo roznig si¢ te strategie. Na podstawie otrzymanych wynikow widad
wyraznie, ze najstabiej zdywersyfikowane sg portfele wyznaczane zgodnie ze strategia A.
Rowniez znacznie mniej spotek maja w swoich sktadach portfele wielookresowe, wyznaczane

przy zatozeniu minimalnej wartosci ryzyka w poréwnaniu z odpowiadajagcymi im portfelami
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jednookresowymi. Wtasno§¢ ta zachodzi dla portfeli, w ktorych ryzyko mierzone bylo
$rednim odchyleniem bezwzglednym lub $rednig r6znicg Giniego.

Tabela 1
Liczba spotek w portfelach koncowych
Miara Strategia
ryzyka A B C
MAD 4 7 19
GMD 4 11 20
CVaR 2 16 20

Zrddto: opracowanie wlasne.

Aby poréwnaé otrzymane strategie pod wzgledem ryzyka, dla kazdego wyznaczonego
portfela koncowego obliczone zostaly wartosci odchylenia standardowego. Wyniki

przedstawione zostaty w tabeli 2.

Tabela 2
Wartos$ci odchylenia standardowego portfeli koncowych w analizowanych strategiach
Miara Strategia
ryzyka A B C
MAD 0,006586 0,006683 0,004134
GMD 0,006389 0,005837 0,004092
CVaR 0,008775 0,005227 0,004574

Zrodto: opracowanie wlasne.

Poréownujac dla poszczegdlnych strategii portfele koncowe pod wzgledem ryzyka
stwierdzono, ze w przypadku $redniego odchylenia bezwzglednego oraz sredniej roznicy
Giniego nie ma wigkszego znaczenia, czy zastosujemy strategie A czy B. Zarowno przy
minimalizacji ryzyka, jak i przy maksymalizacji bogactwa dla obu miar ryzyka otrzymano
podobne wartosci odchylenia standardowego. Z kolei stosujagc warunkowa warto$¢ zagrozong
zdecydowanie mniej ryzykowng okazata si¢ inwestycja, dla ktorej minimalizowano warto$¢
ryzyka portfela przez caty okres inwestycyjny. Jesli w poszczegélnych okresach zalozono
maksymalizacje bogactwa inwestora, otrzymany portfel koncowy charakteryzowatl sie
znacznie wyzszym odchyleniem standardowym, niz portfel koncowy otrzymany zgodnie ze
strategia B. Warto zauwazy¢, ze w przypadku strategii A, podobnie jak dla portfeli
jednookresowych, dla $redniego odchylenia bezwzglednego oraz $redniej réznicy Giniego
otrzymano portfele o zblizonej wartos$ci odchylenia standardowego. Zatem, w tym przypadku
mozna stosowa¢ obie miary zamiennie. W przypadku natomiast strategii B, w odr6znieniu od
dwoch pozostatych, najmniej ryzykownym okazatl sie¢ portfel, dla ktorego ryzyko mierzone
byto warunkowa wartoscig zagrozona.

W dalszej czeSci portfele porownane zostaly pod wzgledem przysztych zyskow, jakich
mozna byto si¢ spodziewaé po sprzedazy portfeli koncowych w kolejnych dniach wrzesnia

2015. W tym celu obliczone zostaty wartosci portfeli koncowych na podstawie wartosci
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udziatdbw poszczegolnych portfeli oraz notowan w kolejnych dniach po zakonczeniu
inwestycji. Wartosci portfeli przedstawiono w tabeli 3.

Tabela 3
Warto$ci portfeli koncowych w kolejnych dniach wrzesnia 2015 (w tys.)
Data Strategia
A B C

MAD | GMD | CvaR | MAD | GMD | CvaR | MAD | GMD | CVaR
01.09.15 | 179,12 | 193,53 | 173,07 | 161,33 | 153,47 | 153,00 | 119,03 | 131,65 | 131,39
02.09.15 | 180,88 | 195,16 | 176,21 | 158,31 | 152,71 | 153,78 | 118,08 | 130,70 | 129,85
03.09.15 | 182,38 | 196,84 | 176,68 | 161,07 | 155,10 | 154,86 | 117,68 | 130,23 | 130,11
04.09.15 | 180,92 | 195,77 | 171,67 | 161,87 | 156,91 | 154,76 | 117,63 | 130,27 | 130,10
07.09.15 | 182,39 | 197,88 | 169,17 | 164,32 | 160,88 | 156,65 | 118,15 | 131,12 | 131,34
08.09.15 | 184,43 | 199,95 | 172,13 | 164,68 | 161,17 | 157,82 | 118,64 | 131,55 | 131,88
09.09.15 | 186,62 | 202,10 | 176,07 | 164,61 | 161,44 | 159,22 | 119,16 | 132,05 | 131,99
10.09.15 | 184,41 | 199,59 | 174,81 | 163,75 | 159,43 | 157,53 | 119,02 | 131,76 | 132,09
11.09.15 | 186,66 | 202,25 | 174,16 | 167,27 | 163,61 | 159,57 | 118,97 | 131,76 | 133,24
14.09.15 | 184,38 | 200,14 | 170,47 | 167,63 | 163,30 | 158,43 | 118,17 | 130,78 | 133,23
15.09.15 | 182,85 | 198,72 | 166,81 | 166,60 | 163,64 | 157,72 | 117,57 | 130,18 | 132,89

Zrédto: opracowanie wlasne.

Analizujac zysk z poszczegbdlnych portfeli, zauwazono, ze minimalizujac ryzyko przez
caly okres inwestycyjny, jako miar¢ ryzyka najkorzystniej byto przyjac¢ srednie odchylenie
bezwzgledne. To w tym przypadku strategia B przynosita najwyzsze zyski. Z kolei dla
strategii A najwyzsze wartosci portfela otrzymano dla $redniej réznicy Giniego. Nalezy
zauwazy¢, ze roéznice w kolejnych dniach, w przypadku strategii B, dla ré6znych miar ryzyka
sg zdecydowanie nizsze niz W przypadku strategii A. Dla portfeli wyznaczanych wedtug
strategii B roznice wahajg si¢ od 3 do ok. 10 tys., natomiast miedzy portfelami strategii A
roznice te wynosza od 14 do prawie 33 tys. Zatem, mozemy wnioskowac, ze decydujac si¢ na
stosowanie strategii A nalezy duza wage przywiazywa¢ do tego, jaka miarg ryzyka sig
postugujemy.

Porownujgc wszystkie otrzymane portfele koncowe pod wzgledem zyskoéw, jakich mozna
si¢ bylo spodziewa¢ w poszczegélnych dniach wrzesnia, najlepsza strategia okazala sig
maksymalizacja bogactwa (strategia A), przy ryzyku mierzonym $rednig réznicag Giniego.
W kazdym dniu wrze$nia dla tego portfela otrzymano najwyzsze wartosci zysku. Z kolei
najnizsze wartosci portfela odnotowano dla portfeli jednookresowych, dla ktorych miarg
ryzyka bylo $rednie odchylenie bezwzgledne. Wartos$ci tych portfeli w poszczegdlnych dniach
byty zdecydowanie nizsze niz wartosci portfeli wyznaczanych wedtug strategii A dla $redniej
réznicy Giniego.
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5. Podsumowanie

W artykule przedstawione zostaly dwie strategie wyboru wielookresowych portfeli
inwestycyjnych, w ktérych mozna zastosowaé liniowe miary ryzyka inwestycyjnego.
Praktyczne zastosowanie omowionych modeli pokazalo, ze zarowno pod wzgledem ryzyka,
jak 1 przysztych zyskow wazne jest, jakg miare ryzyka zastosujemy. Najmniej ryzykownag
strategia ~okazata si¢ minimalizacja warunkowej wartosci zagrozonej portfela
W poszczegdlnych okresach inwestycji. Natomiast najwyzsze warto$ci ze sprzedazy portfela
otrzymano dla portfela, dla ktérego maksymalizowano bogactwo, a ryzyko mierzone byto

$rednig roznicg Giniego.
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Abstract

In the article two strategies of multi-period portfolio selection were presented. In both
approach the linear measure of risk such as mean absolute deviation, Gini’s mean difference
and conditional value at risk were used. The empirical research indicated that the less risky
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strategy is to minimize the conditional value at risk of portfolio in the subsequent periods of
investment. While the highest profits from portfolios sales were received for portfolio of

maximum wealth and the Gini’s mean difference as a measure of risk.



