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ANALIZA ASYMPTOTYCZNA WYKLADNICZEJ SIECI
KOLEJKOWEJ Z PARAMETRAMI ZALEZNYMI OD CZASU

Streszczenie. W artykule przeanalizowano zamkni¢ta wyktadniczg sie¢ kolejkowa
z duza liczba zgloszen i1 parametrami zaleznymi od czasu. Otrzymano uktad rownan
réznicowo-rozniczkowych dla prawdopodobienstw standow i uktad réwnan réznicz-
kowych do wyznaczenia $redniej liczby zgloszen w systemach sieci. Obliczono przy-
ktad numeryczny.

Stowa kluczowe: zamknienta sie¢ kolejkowa, aproksymacja

ASYMPTOTIC ANALYSIS OF MARKOV QUEUEING NETWORK
WITH TIME-DEPENDENT PARAMETERS

Summary. The closed exponentional queueing network with the large number of
messages and the time-dependent parameters is investigated. We have received the
system of difference-differential equations for the state probabilities and system of
differential equations for the average number of messages of network systems. The
modeling example for their calculation is presented.

Keywords: closed queueing network, approximation

1. Wprowadzenie

Sieci kolejkowe czgsto sa uzywane jako modele stochastyczne systemow i sieci kompute-
rowych [1], [2], [3]. Aproksymacja dyfuzyjna jest czesto stosowang, klasyczng metoda, opi-
sang m.in. w [1], [4], [5] dla modeli pojedynczych systeméw komputerowych oraz ich sieci.

Rozpatrzymy wyktadnicza sie¢ kolejkowa, sktadajaca si¢ z n+1 systemow obstugi ma-
sowej (SOM) S,,S,, ...,S,, w ktdrej obstugiwane jest K zgloszen jednego typu. Parametry

obstugi zaleza od czasu ¢, ¢ €[0,7]. Liczba kanalow obstugi w i-tym systemie S;, w chwili
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czasu ¢, to funkcja catkowita czasu m, (t) , i=0,n. Czas obstugi zgtoszen w kazdym kanale

systemu S, ma rozktad wykladniczy z parametrem g, (t), i=0,n. Przyjmujemy, ze dyscy-

pling obstugi zgloszen we wszystkich systemach sieci jest FIFO. Po zakonczeniu obstugi

w systemie S,, w chwili ¢, zgloszenie natychmiast przenosi si¢ do systemu S; z prawdopodo-

bienstwem plj(t), OSpij(t)Sl, Zn:pij =1, i,jz(),_n.

Jj=0
W artykule otrzymano uktady rownan rozniczkowych dla prawdopodobienstw standow
1 sredniej liczby zgloszen w systemach sieci przy duzej wartosci K . Technika wyprowadze-
nia tych rownan rézni si¢ od zwyklej techniki aproksymacji dyfuzyjnej [1]. Rozwigzania
wskazanych uktadow mozna zastosowaé w zagadnieniach optymalizacji modeli sieci kompu-
terowych [2]. Zauwazmy, ze wspomniana technika byla po raz pierwszy podana w pracy [6],

a pozniej w pracy [7].

2. Uklad rownan dla prawdopodobienstw stanow

Stan sieci w chwili czasu ¢ mozna opisa¢ wektorem losowym

k(1)=(ky(2),k,(2),....k, (1)), (1)

gdzie: k,(t) sa liczbami zgloszen w systemie S,, w czasie t, 0<k (f)<K, i=Ln,

te[0,40); k(1) =K —Zn:ki (¢) jest liczbg zgloszen w systemie S, w chwili 7.
i-1

Wektor k(t) tworzy n—wymiarowy tancuch Markowa z czasem ciaglym 1 skonczona

liczbg stanow. Oznaczmy przez

P(k,t)=P(k(t)=k)
prawdopodobienstwa stanow sieci, gdzie k =(k,k,,....k,), 0<k <K, i= 1,n. Zalézmy, ze
I; jest n—wektorem z zerowymi wspoirzednymi oprocz i-tej, ktora jest rowna 1. Mozliwymi
przej$ciami fancucha Markowa k(t) do stanu k(t + At) = (k,t+ At) w czasie At s3:
e ze stanu (k+1 =1 j,t) z prawdopodobienstwem

1, (t) p, (t)min(m, (¢), k, () +1) At +0(At), i, j=0,n;

e zestanu (k,1) z prawdopodobienstwem

1_§ (£ min (m, (¢, & (£)) At +o(Ar):;
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e ze wszystkich innych stanéw z prawdopodobienstwem o(Ar).

Korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite wypiszemy uktad rownan roz-
nicowych dla prawdopodobienstw stanow:

z 1, (¢) p, (t)min (m, (£), k, (¢) + 1) P(k+1,+1 .t At +

i,j=0
(1— D 1,(t) py (¢)min(m, (1), k, (t))At]P(k,t)+o(At), 2)
i,j=0
skad po przejSciu granicznym przy Ar—>0 otrzymujemy uklad réwnan réznicowo-

-r6zniczkowych Kotmogorowa dla prawdopodobienstw stanow:

M Zn:ﬂ mln(m (t),kl.)[P(k+Ii—l,-J)‘P(k’t)]"'

i,j=1

+ 3 (24() py (0) (min (o, (6), K (1) +1) = min (m, (1), 5, () P(K+ -1, o0) . )

i,j=0

3. Uklady rownan rozniczkowych dla Srednich charakterystyk

Rozwigzanie analityczne podanego uktadu (3) jest klopotliwe. Dlatego przeanalizujemy

wazny przypadek szczeg6lny — duzej liczby zgloszen w sieci K >>1. Aby znalez¢ rozktad

wektora losowego k (t) , przejdziemy do zmiennych wzglednych biorgc pod uwage wektor

g(t)z[fa(r) () @(ﬁ)

) geeey

K K K

Mozliwe warto$ci tego wektora, przy ustalonym ¢, nalezg do ograniczonego zbioru do-
mknigtego

G={(x)=(x1,x2,...,xn): x, 20, ixiﬁl}, “)
i1
w ktorym znajduja si¢ one w weztach n—wymiarowe;j siatki w odleglosci £ =1/K & = ﬁ jed-
na od drugiej. Ze wzrostem K ,gesto$¢ tadunku” zbioru G z mozliwymi wspotrzednymi
wektora f(t) ro$nie oraz mozemy zauwazyC, ze wektor ten ma rozktad ciagly o gestosci
p(x,t), przy czym K"P(k,t)— p(x,t)K*P(d,t,k) = p(y,x, t)gdy K »o0K — 2. Mo-
zemy wigc aproksymowacé funkcje P ( k, t) korzystajac z relacji
K"P(k,t)=K"P(xK,t)=p(x,t),

xeGKE™P(d,t,k,) =K™P(yK,xK,t,) = p(y.x,t,), (v, x, ) €G.
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. ,b>0 .
Zaznaczymy, ze e, =¢l,, i=1,n, c(b)= i zauwazmy, ze

0,b<0
min(b, a+1)=min (b, a)+c(b—a), c(b—a):—amlr;(b’a) , ()
a
oniewaz min(b,a) abza Uzywajac wzglednych zmiennych i I(1) (1)
waz a)= . Uz wz z x =—i [ (f)=—1
p ) bb<a ywaja gledny Y T K

i=Ln,z wyrazenia (5) 1 tego faktu, ze £ >0, £ = Ogdy K — oo, ukfad (3) mozemy zapi-

sacé
W postaci:
op(x,t 4
pg: ) = yn (t)py (t)mm(l. (t), xi)[p(erei —ej,t)—p(x,t)]+
i,j=1
n omin(/, (t),x,
+z,ui(t)pij(t) (6 ( ) )p(x+el.—ej,t). (6)
i,j=1 X
Prawg strone (6) zapiszemy z doktadnoscig do o( & ). Zatézmy, ze funkcja p(x,t) jest dwu-
. . , op(x,1) o
krotnie ciagle rozniczkowalna wzgledem x,, i=1n, B 0. Wtedy zachodzi relacja:
xO
plrre—e,i) =p(x,t)+8£8pé: t) 81176()>C6j,t)}r
2 2 2 2
+ & 0 p(f’t)—2a p(x’t)+8 p(f’t) +o(52), i,j=1n. (7)
2 OX; ox,0x ox;

Po uwzglednieniu roéwnan (6) i (7) przy zatozeniu €K =1 otrzymujemy, ze ge¢stosé p(x, t) z
doktadnoscia do 0(82) spetnia rownanie Kotmogorowa-Fokkera-Planka:

n 2

op(x,t 2 0

p(a); ) =_;a_xi( A (x.0) p(x, ;))+§; A (B(x,1) p(x.1)), ®)
gdzie:

A (xt)= 2, (1) py min (1, (1) x,). ©)

Bii(x>t):i”/ (t)pﬂ.(t)min(lj(t),xj), =7 (10)

By (x.6) ==, () p (1) min (7, (), %) i # /.

p;[(t):pfi(t)’ i#7; p;(t):_l—'_pi[(t)’ i=j.
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Wiynika z tego, ze 4, (x,t) 1B, (x,t) s funkcjami przedziatami liniowymi wzgledem x,

a wiec (patrz [8]) z dokladnoscia do 0(52) mozemy wyznaczy¢ uklady rownan dla

n, (t)=E{%}:

dn, (t ) ( ) Z/‘ mm(l (t),nj(t)), i=ln. (11)

dt
Prawe strony uktadu (11) sa funkcjami cigglymi i przedziatami liniowymi. Taki uktad

mozemy rozwigza¢ sposobem segmentacji przestrzeni fazowej i uzyskania rozwigzania ukta-

du (11) w obszarze liniowo$ci prawej strony.

Niech Q(t) = {1, 2, n} bedzie zbiorem wskaznikéw sktadowych wektota n(t) Zbior

Q(t) podzielimy na dwa zbiory roztaczne Q, (t) 1 Q) (t) :

Q, (1) ={i:w () <n (t)<1}, @ (r)={j:0<n,(t)<w,(1)}.

Kazdy podziat okresla roztaczne obszary G, (t) zbioru

G(t)= {n(t) n ()20, Zn (1)< 1},

=1

Wtedy uktad réwnaf (11) mozemy zapisa¢ dla kazdego obszaru G, (t) Na przyktad, w ob-
szarze D: Q,(1)={1,2,...,n}, Q,(t)={J}, ktory odpowiada przypadkowi, gdy $rednio nie

ma kolejek w SOM S, i = 1,7, uklad rownan (11) ma postac:

n/(t)= P, +Zﬂ (1), i=Ln. (12)

Rozwigzanie uktadow rownan (11), (12) pozwala na uzyskanie Sredniej liczby zgloszen

w kazdym systemie kolejkowym sieci Kn,(¢), i=1,n.



182 M. Matalytski

4. Przyklad numeryczny

Rozpatrzymy sie¢ kolejkowa z n=3, K =20000. Zatozmy, ze n,(0)=0, i=1n,
n(0)=1, poy(£)=1=po(2): Po(t)=1=p0u(t), Pu(t)=1=px(t). Pu(t)=1-py(),
Poi (1) =i, ()= py (1) = py (t)=0.4(sinz +1), p,(¢)=0 dla ostatnich i, j , i niech systemy

sieci dzialajag w taki sposéb, ze $srednio nie ma w nich kolejek, tj. min(li (t),nl. (t)) =n, (t) ,

i =1,n. Wowczas uktad réwnan (12) mozemy zapisa¢ w postaci:

() = 1y (£) Poy (1)1 (1) + 11 (2) oy (1) 5 (1) = 1 (1) my (),
n;(t)zl%(t)plz() ()+y3()p32() () () ()’ (13)
"§(1)=ﬂo()poz() () 125 (£) Py (£) my () = s (£) s (2)

Niech 4 (¢)=i+0.05¢, i=0,n, m, (r)=[5sin(5r)+10], gdzie [.]—czes¢ catkowita liczby

w nawiasie kwadratowym.

Uklad rownan rozniczkowych (13) z zaleznymi od czasu wspotczynikami mozemy roz-
wigza¢ za pomocg pakietu programowego Maple. Na rys. 1 przedstawiono wykres funkcji
n, (¢) w zaleznosci od czasu.

ni(t)
0.003

0.0025 -
0.002 -
0.0015
0.001

0.0005 -

0 50 100 150 200 t
Rys. 1. Zmienno$¢ $redniej wzglednej liczby ko-
munikatow w systemie kolejkowym S,

Fig. 1. Change of average relative number of
messages in queueing system S

5. Whnioski

Dalsze badania z przedstawionego w artykule tematu nalezy rozwija¢ w kierunku otrzy-

mania analogicznych wynikow w przypadku, gdy liczba zgloszen w sieci K (t) takze zalezy

od czasu.
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Abstract

The closed Markov network with the large number of one-type messages is investigated.
Probabilities of transitions of messages between network systems, number of service chan-
nels in systems, intensity of service of messages in them depend on time. The systems of the
difference-differential equations for the states probabilities, the partial differential equation
for the density of distribution of a vector of relative variables are compiled. With their help
the system of the ordinary differential equations with explosive right parts for an average
number of messages in the network systems is deduced. With their help the system of the
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ordinary differential equations with explosive right parts for an average number of messages
in the network systems is deduced. The modeling example for their calculation is presented.
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