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HEURYSTYCZNY ALGORYTM SYNTEZY
QUASI-OPTYMALNYCH UKEADOW ODWRACALNYCH

Streszczenie. W artykule przedstawiono nowa metode syntezy uktadow odwracal-
nych. Polega ona na stopniowym porzadkowaniu bitéw w kolejnych kolumnach czg¢sci
wyjsciowej tablicy prawdy odwracalnej funkcji boolowskiej, az do momentu zréwna-
nia czgséci wyjsciowej tablicy z jej czescia wejsciowa. Dlugos¢ szacunkowej sekwencji
bramek, ktora uporzadkowataby bity we wszystkich kolumnach wyjsciowych, stanowi
kryterium wyboru bramki w kazdym kroku iteracji proponowanego algorytmu. Dla
ponad 80% funkcji odwracalnych trzech zmiennych algorytm ten generuje uktady
optymalne.

Stowa kluczowe: zréwnowazone funkcje boolowskie, funkcje odwracalne, bramki
odwracalne, uktady odwracalne, synteza uktadow logicznych

HEURISTIC ALGORITHM OF QUASI-OPTIMAL REVERSIBLE
CIRCUITS SYNTHESIS

Summary. In this paper a new method of reversible circuits synthesis is presented.
The method is based on iterative ordering of bits in subsequent output columns of the
truth table of a reversible function until the output part of the truth table becomes iden-
tical with the input part. The length of the estimated shortest sequence which would
guarantee the proper orderof bits in all output columns is a criterion for choosing a ga-
te at each step of the proposed algorithm. For over 80% of 3-variable reversible func-
tions the algorithm generates optimal circuits.

Keywords: balanced Boolean function, reversible functions, reversible gates, re-
versible circuits, logic circuit synthesis

1. Wprowadzenie

Jedna z dziedzin wspoétczesnej informatyki sa tzw. obliczenia odwracalne (ang. reversible

computing). Dziedzina ta stwarza nadzieje na konstruowanie uktadow o bardzo matym pobo-
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rze mocy. W pracy [3] udowodniono, ze urzadzenia, w ktorych nie jest tracona informacja,
moga przetwarza¢ dane bez poboru energii. Sa nimi tzw. uktady odwracalne, ktore realizuja
wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie wektorow wejsciowych na wektory wyjsciowe
(w uktadach odwracalnych liczba wyjs$¢ jest rowna liczbie wejs¢).

Funkcja odwracalna n zmiennych nazywac¢ bedziemy taki zbiér n funkcji n zmiennych, ze
kazdemu z 2" wektoréw wejsciowych odpowiada inny wektor wyjéciowy. Mozna wykazaé, ze
kazda z tych n funkcji sktadowych jest tzw. funkcja boolowska zrownowazona, tj. dla 2™
wektorow wejsciowych przyjmuje warto$¢ ,,17 i dla pozostatych 2™ wektoréw wejsciowych
przyjmuje warto$¢ ,,0”. Funkcja odwracalna odpowiada permutacji na zbiorze 2" wektorow
binarnych, wigc dla n zmiennych istnieje 2"! réznych funkcji odwracalnych. Dla dwoch
zmiennych jest ich 24, dla trzech zmiennych — 40320, a dla 4 zmiennych — ponad 20x10"%.

Kazda z funkcji odwracalnych realizuje si¢ za pomoca uktadu kaskadowego zbudowanego
z bramek odwracalnych. Dla danej funkcji uktad, ktéry sktada si¢ z najmniejszej liczby bra-
mek, nazywaé begdziemy optymalnym. Dla wigkszosci funkcji istnieje wiele uktadéw opty-
malnych. Znalezienie ich jest ztozonym procesem obliczeniowym. W niniejszym artykule
przedstawiono prosty algorytm, ktory dla wigkszosci funkcji znajduje jedno z rozwiazan
optymalnych.

Istnieje wiele bibliotek funkcjonalnie pelnych bramek odwracalnych. Tutaj postugiwacé si¢

bedziemy tzw. zbiorem NCT, sktadajacym si¢ z bramek, ktére pokazano na rys. 1.

xs—P—vs xe—P— 3 xs—P— v3 x3 Y3

XQ————— Y2 X2 Y2 X2 Y2 X2 Y2

X1 —— Y1 X1 Y1 X'II Y1 X1 Y1

XQ————— Y0 X0——&—— YO X0 YO X0 YO
a b C

Rys. 1. Bramki odwracalne z wyj$ciem sterowanym na linii X3: a) bramka N3, b) bramka C3-0,
¢) bramka C3-10, d) bramka T3

Fig. 1. Reversible gates with controlled output at line X3: a) gate N3, b) gate C3-0, ¢) gate C3-10,
d) gate T3

Na rys. la pokazano bramke N3, ktéra neguje warto$¢ sygnatu na wejsciu X3. Na rys. 1b
pokazano bramke C3-0, tj. bramke, ktora neguje sygnat z wejscia X3 wtedy i tylko wtedy,
gdy sygnal sterujacy XO jest rowny 1. Na rys. 1c pokazano bramkg¢ C3-10, tj. bramke, ktora
neguje sygnat z wejscia X3 wtedy 1 tylko wtedy, gdy obydwa sygnaly sterujace X0 1 X1 sa
rowne 1. Na rys. 1d pokazano bramke T3, tj. bramke, ktéra neguje sygnal z wejscia X3 wtedy
1 tylko wtedy, gdy trzy sygnaty sterujace X0, X1 i X2 sgq rowne 1. Liczba bramek z wyjsciem
sterowanym na linii 3 wynosi osiem: bramka N3, bramka T3, trzy bramki C z pojedyncza
linia sterujaca i trzy bramki C z dwoma liniami sterujacymi. Zatem, taczna liczba bramek
biblioteki NCT dla 4 zmiennych wynosi 32.
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2. Funkcje odwracalne

Funkcje odwracalne, tak jak zwykte funkcje boolowskie, mozna opisa¢ na wiele roznych
sposobow. Tutaj przedstawione zostana dwa z nich: tablica prawdy i permutacja wierszy.

Tablica 1
Tablica prawdy przyktadowej funkcji odwracalne;j
trzech zmiennych

Nr X2 X1 X0 Y2 Y1 YO Nr
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1 3
2 0 1 0 0 1 0 2
3 0 1 1 0 0 1 1
4 1 0 0 1 0 0 4
5 1 0 1 1 0 1 5
6 1 1 0 1 1 1 7
7 1 1 1 1 1 0 6

W tablicy 1 podano tablice prawdy przyktadowej funkcji odwracalnej trzech zmiennych.
Kolumna po lewej stronie zawiera dziesigtny numer wiersza, bgdacego wektorem warto$ci
argumentow tej funkcji (nazywanego dalej ,,wektorem wejsciowym”). Nastgpne trzy kolumny
zawieraja wlasnie wartosci argumentow X2, X1 i X0, przy czym wektory binarnych wartosci
tych argumentow (tzn. wektory wejsciowe) sa uporzadkowane leksykograficznie od 000 do
111. Trzy kolejne kolumny definiuja trzy zréwnowazone funkcje boolowskie (wiersze tej
czesci tablicy prawdy nazywane beda ,,wektorami wyj$ciowymi”). Rownoczesnie spetniony
jest warunek, ze poszczegdlnym wartosciom trzybitowego wektora wejsciowego odpowiada
inny trzybitowy wektor wyjsciowy (wzajemna jednoznacznos¢). Ostatnia kolumna zawiera
dziesig¢tne odpowiedniki wektorow wyjsciowych. Drugim (réwnowaznym) opisem funkcji
jest zapis permutacji wierszy tablicy prawdy. Przyktadowa funkcj¢ z tabl. 1 mozna zapisa¢
jako permutacj¢ wierszy <0,3,2,1,4,5,7,6>. Jest to lista dziesigtnych odpowiednikow wekto-
row wyjsciowych danej funkcji odwracalnej w kolejnosci od goérnego do dolnego wiersza
wejsciowego.

Synteza ukladdéw realizujacych zadana funkcj¢ polega na znalezieniu uktadu odwracalne-
go (kaskady bramek) realizujacego t¢ funkcj¢. Poszukiwany uktad odwracalny powinien skta-
da¢ si¢ z jak najmniejszej liczby bramek. Dla trzech i czterech zmiennych opracowano algo-
rytmy syntezy uktadow optymalnych lub quasi-optymalnych, ktére jednak sa zlozone obli-
czeniowo lub zajmuja duza pojemnos$¢ pamigcei [1, 4-18]. W niniejszej pracy zaproponowany
zostal prosty algorytm heurystyczny, ktory dla wigkszosci funkcji prowadzi do optymalnego

rozwigzania.
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3. Porzadkowanie bitow w kolumnach

Poniewaz kazda z funkcji boolowskich n zmiennych, sktadajaca si¢ na funkcj¢ odwracal-

n

na, jest funkcja zrownowazona, wigc istnieje ich [zn_l

j. Dla trzech zmiennych jest ich 70, dla

czterech zmiennych — 12870, a dla pigciu zmiennych — 601080390. Problem syntezy funkcji
odwracalnej mozna zdekomponowac¢ na n probleméw poszukiwania kaskady bramek porzad-
kujacych bity tylko w jednej z n zrownowazonych funkcji boolowskich.

Rozpatrzmy przypadek funkcji trzech zmiennych. Mozna wykazaé, ze 70 ré6znych funkcji
zréwnowazonych mozna podzieli¢ na 5 grup:
1. funkcje, dla ktorych liczba bramek porzadkujacych wynosi 0,
2. funkcje, dla ktorych liczba bramek porzadkujacych wynosi 1,
3. funkcje, dla ktorych liczba bramek porzadkujacych wynosi 2,
4. funkcje, dla ktorych liczba bramek porzadkujacych wynosi 3,
5. funkcje, dla ktorych liczba bramek porzadkujacych wynosi 4.
Licznos¢ tych grup jest nastgpujaca:
1. dla pierwszej grupy wynosi 1,
2. dla drugiej grupy wynosi 4,
3. dla trzeciej grupy wynosi 12,
4. dla czwartej grupy wynosi 29,
5. dla piatej grupy wynosi 24.
Zatem, dla funkcji trzech zmiennych najwigksza liczba bramek potrzebna dla uporzadko-
wania funkcji zrownowazonej wynosi 4, czyli dla uporzadkowania wszystkich trzech funkcji
potrzeba co najwyzej 12 bramek. Z drugiej strony wykazano, ze kazda funkcja odwracalna
trzech zmiennych ma optymalna realizacj¢ nie dtuzsza niz osiem bramek [2]. Dlatego, oprécz
porzadkowania kazdej z funkcji oddzielnie, nalezy uwzglednia¢ takze wzajemne zaleznoS$ci
pomiedzy funkcjami.

Problem dla czterech zmiennych jest bardziej zlozony, bowiem istnieje 8 grup funkcji
zrownowazonych. Kolumna w tablicy prawdy odpowiadajaca kazdej z 12870 funkcji moze
zosta¢ uporzadkowana przez uktad o co najwyzej siedmiu bramkach.

Rozpatrzmy takze licznosci funkcji odwracalnych zwiazane z tymi grupami. Dla kazdej

n-1

2
funkcji zrownowazonej istnieje ich ( j funkcji odwracalnych, w ktérych wystepuje dana

2n—2
funkcja. Dla trzech zmiennych liczba ta wynosi 36. Podobnie, dla kazdej kombinacji dwoch
n-2

funkcji zrownowazonych istnieje ( ] funkcji odwracalnych, majacych takie funkcje skta-

2n—3

dowe. Dla trzech zmiennych liczba ta wynosi 16. Stad wynika, ze dla kazdej funkcji zréwno-
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wazonej istnieje 36x16=576 funkcji odwracalnych, w ktérych jedna z funkcji sktadowych jest
dana funkcja zrownowazona. Zatem, wszystkie funkcje odwracalne trzech zmiennych po po-
dzieleniu na pig¢ grup beda mialy liczno$ci:

1. 1x576=576 funkcji odwracalnych nie wymaga bramek,

2. 4x576=2304 funkcji odwracalnych wymaga jednej bramki,

3. 12x576=6912 funkcji odwracalnych wymaga dwoch bramek,

4. 29x576=16704 funkcji odwracalnych wymaga trzech bramek,

5. 24x576=13824 funkcji odwracalnych wymaga czterech bramek,

Analogicznie mozna obliczy¢ tego typu licznosci dla funkcji odwracalnych czterech zmien-

nych.

4. Algorytm syntezy

WprowadZmy nowe pojgcia:

Definicja 1: S-odlegloscia funkcji zrbwnowazonej (kolumny w tablicy prawdy) nazywac
bedziemy liczbg bramek potrzebnych dla uporzadkowania bitow w kolumnie tablicy prawdy,
ktéra odpowiada danej funkcji zrownowazone;.

Definicja 2: SF-odlegtoscia nazywac¢ bedziemy liczbg bramek bgdacych suma wszystkich
S-odlegtosci dla poszczegdlnych funkcji sktadowych danej funkcji odwracalne;.

SF-odleglos¢ bedzie stanowi¢ kryterium proponowanego algorytmu heurystycznego.
W kazdym kroku algorytmu nalezy wybra¢ jedna bramke poszukiwanego uktadu. Dla trzech
zmiennych mozna rozpatrywaé i porownywac uktady dla kazdej z 12 bramek, ale wowczas
zlozono$¢ algorytmu staje si¢ bardzo duza. Proponowany w tym artykule algorytm przewidu-
je branie pod uwage tylko tych bramek, dla ktérych SF-odlegtos¢ jest minimalna. Dla kazdej
funkcji zrownowazonej mozna obliczy¢ S-odleglos¢ albo mozna wszystkie S-odleglosci
umiesci¢ w S-tablicy, co zdecydowanie przyspiesza znalezienie SF-odleglosci.

Algorytm dla trzech zmiennych zaczyna si¢ od pierwszej iteracji, w ktorej dla kazdej z 12
bramek sprawdza si¢ SF-odlegtos¢ funkcji wyjsciowej tej bramki. Funkcje odwracalne, ktore
trzeba bedzie jeszcze zrealizowaé po wybraniu danej bramki jako pierwszej, nazywane sa
funkcjami resztowymi. Jako pierwsza bramk¢ w kaskadzie wybiera sig tg, dla ktorej funkcja
resztowa ma minimalna SF-odlegto$¢.W przypadku gdy istnieje wigcej niz jedna taka funkcja,
mozna rozpatrywaé¢ wiele rownowaznych rozwiazan. Dalsze iteracje polegaja na wybieraniu
nastgpnych bramek na podstawie wartosci SF-odlegtosci dla poszczegdlnych funkcji reszto-
wych.

Algorytm:
Krok 1. Dla danej funkcji odwracalnej obliczy¢ funkcje resztowe po kazdej z bramek

(dla 3 zmiennych jest 12 bramek).
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Krok 2. Dla kazdej z funkcji resztowych obliczy¢ (lub odczyta¢ z S-tablicy) S-odleglo-
$ci, a nastgpnie SF-odleglos¢.

Krok 3. Wybra¢ bramke¢ (bramki), dla ktorej funkcja resztowa miala minimalna
SF-odleglos¢.

Krok 4. Jesli funkcja resztowa nie jest funkcja identycznos$ciowa, to powtorzy¢ dla niej
krokil, 2 1 3.

5. Przykilad

Niech bedzie dana funkcja trzech zmiennych <1,0,2,4,6,7,3,5>, ktorej tablica prawdy jest
podana w tablicy. 2.

Tablica 2
Tablica prawdy przyktadowej funkcji
<1,0,2,4,6,7,3,5>

X2X1X0 Y2Y1YO
000 0 01
001 000
010 010
011 1 00
1 00 110
1 01 1 11
1 10 011
1 11 1 01

Na podstawie bazy wszystkich optymalnych uktadow odwracalnych realizujacych funkcje
trzech zmiennych [2] wiadomo, Zze dla powyzszej funkcji istnieja trzy optymalne uktady
5-bramkowe:

1. TO, T2, C1-2, CO-1, NO.
2. To, T2, C1-2, NO, CO-1.
3. TO, T2, NO, C1-2, CO-1.

Przesledzmy dziatanie podanego algorytmu. Funkcje resztowe dla kazdej z 12 bramek po-
kazano w tablicy. 3, w ktorej dwie ostatnie kolumny zawieraja S-odlegtosci i SF-odlegtosci.

W pierwszej iteracji algorytmu wybrane zostang bramki C0-2 i1 TO, gdyz ich funkcje resz-
towe maja najmniejsza wartos¢ SF-odleglosci rowna 6.

W drugiej iteracji powtarza si¢ procedure dla funkcji <1,0,2,4,7,6,5,3>1<1,0,2,4,6,7,5,3>
jako funkcji resztowych odpowiednio dla bramek C0-2 i TO. Rozwazymy tu jedynie funkcjg
<1,0,2,4,6,7,5,3>. W tym celu trzeba zbudowac¢ analogiczna tablice do tablicy 3. W ten spo-
sob mozna pokaza¢, ze minimalna SF-odleglo$¢ rowna 4 bgdzie dla bramki T2, dla ktore;
funkcja resztowa ma posta¢ <1,0,2,3,6,7,5,4>.

W trzeciej iteracji otrzymuje si¢ minimalna SF-odlegtos¢ (rowna 2) dla bramki CI1-2.

Funkcja resztowa ma posta¢ <1,0,2,3,5,4,6,7>. Po tej iteracji mamy juz trzy bramki poszuki-
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wanego uktadu: TO, T2 i C1-2. Poniewaz funkcja resztowa nie jest funkcja identyczno$ciowa,
wigc przeprowadza si¢ dalsze iteracje.

Dla funkcji resztowej <1,0,2,3,5,4,6,7> istnieja dwie bramki CO-1 i NO, dla ktorych
SF-odleglosci sa najmniejsze 1 wynosza 1. Dla bramki CO0-1 funkcja resztowa ma postac
<1,0,3,2,5,4,7,6>, a dla NO — <0,1,3,2,4,5,7,6>.

W nastepnej iteracji biorac funkcje <1,0,3,2,5,4,7,6> otrzymuje si¢ SF-odleglo$¢ rowna
zero dla bramki NO, a funkcja resztowa bedzie identyczno$ciowa. Natomiast biorac funkcje
<0,1,3,2,4,5,7,6> otrzymuje si¢ taki sam wynik dla bramki CO-1. W ten sposdb wyznaczone
zostaja dwa uktady odwracalne realizujace poczatkowa funkcje¢ <1,0,2,4,6,7,3,5>:

1. TO, T2, C1-2, CO-1, NO.
2. To, T2, C1-2, NO, CO-1.

Trzeci optymalny uktad TO, T2, NO, C1-2, C0O-1 nie zostat znaleziony, gdyz po wyborze
dwoch pierwszych bramek TO i T2, dla funkcji resztowej po bramce NO wyznaczona
SF-odlegtos¢ jest wigksza niz dla funkcji resztowej po bramce C1-2.

Wykonali$my obliczenia dla wszystkich funkcji trzech zmiennych. Dla 33477 funkcji
(ponad 83%) otrzymali$my uklady optymalne. Dla pozostaltych 6843 funkcji otrzymali$my
6372 uktady dhuzsze o jedna bramke, 444 uklady dtuzsze o 2 bramki i 27 uktadow dtuzszych
o 3 bramki.

Tablica 3
S-odlegtosci funkcji resztowych
Bramka Funkcja resztowa S-odlegtosci SF-odlegtosé
NO <0,1,4,2,7,6,5,3> 34,1 8
C0-2 <1,0,2,4,7,6,5,3> 1,2,3 6
CO0-1 <1,0,4,2,6,7,5,3> 34,1 8
TO <1,0,2,4,6,7,5,3> 1,2,3 6
N1 <2,4,1,0,3,5,6,7> 344 11
Cl1-2 <1,0,2,4,3,5,6,7> 3,34 10
C1-0 <1,4,2,0,6,5,3,7> 3,3,3 9
Tl <1,0,2,4,6,5,3,7> 2,33 8
N2 <6,7,3,5,1,0,2,4> 343 10
C2-1 <1,0,3,5,6,7,2,4> 2,33 8
C2-0 <1,7,2,5,6,0,3,4> 234 9
T2 <1,0,2,5,6,7,3,4> 2,33 8

6. Wyniki dla wybranych funkcji czterech zmiennych

Przedstawiony algorytm zostal zastosowany do wybranych funkcji testowych (ang.
benchmarks) [11]. Wyniki zostaly podane w tabl. 4.

W opisywanym eksperymencie dla 18 sposrod 37 funkcji testowych (benchmarkow)
otrzymano optymalne uktady. Uktady znalezione przez nasz algorytm sa $rednio tylko o 1,22
bramki (o 12,4%) dtuzsze od optymalnych.



40

A. Skorupski, K. Gracki, M. Pawlowski, P. Kerntopf

Tablica 4

Poréwnanie uktadéw optymalnych z uktadami znalezionymi
przez prezentowany algorytm

Nazwa funkcji Dhugos¢ opty- Dhugos¢ uktadu Roznica
testowe;j malnego uktadu znalezionego
[11] przez algorytm
4 49 12 14 2
4 49+hwb4d 12 15 3
4bl15g 1 15 15 0
4bl5g 2 15 17 2
4b15g 3 15 15 0
4bl5g 4 15 15 0
4b15g 5 15 15 0
fl 9 9 0
2 8 9 1
gl 3 3 0
g2 4 4 0
23 7 7 0
g4 9 9 0
g5 8 8 0
26 8 9 1
g7 7 7 0
28 9 9 0
29 9 11 2
gl10 9 11 2
gll 9 11 2
gl2 9 15 6
ocS 11 14 3
oc6 12 12 0
oc7 13 14 1
oc8 12 13 1
mod10 171 9 9 0
mod10_176 7 11 4
gyang 10 10 0
hwb4 11 13 2
imark 7 7 0
mini_alu 6 6 0
mperk 9 13 4
nth_prime4 inc | 11 12 1
primes4 10 12 2
App2.11 9 11 2
decode42 10 14 4
dmasl 9 9 0

Sred=1,22
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7. Podsumowanie

Programowa implementacja algorytmu ma niewielka ztozono$¢ i w praktycznych zasto-

sowaniach moze by¢ przydatnym narze¢dziem w procesie syntezy uktadow odwracalnych. Nie

wymaga tez duzej pojemnosci pamigcei i drogich komputerow.

BIBLIOGRAFIA

10.

11.

Golubitsky O. , Maslov D.: A study of optimal 4-bit reversible Toffoli circuits and their
synthesis. IEEE Trans. on Computers, 61, (2012), p. 1341+1353.

Kerntopf P.: Some remarks on reversible logic synthesis. Proc. 8" International Work-
shop on Applications of the Reed-Muller Expansion in Circuit Design and Representa-
tions and Methodology of Future Computing Technology, Oslo, Norway, May 2007,
p. 51+57.

Landauer R.: Irreversibility and heat generation in the computing process. IBM J. Res.
Dev. 5, 183 (1961).

Maslov D., Dueck G.W., Miller D. M.: Techniques for the synthesis of reversible Tof-
foli networks, ACM Transactions on Design Automation of Electronic Systems, 12, 4
(Sept. 2007), article 42: p. 1+28.

Miller D. M., Maslov D., Dueck G. W.: A transformation based algorithm for reversible
logic synthesis. Proc. Design Automation Conference, Anaheim, CA, June 2003,
p. 318+323.

Mishchenko A., Perkowski M.: Logic synthesis of reversible wave cascades. Proc. 11
IEEE/ACM International Workshop on Logic Synthesis, New Orleans, LA, USA, June
2002, p. 197+202.

Patel K.N., Markov I.L., Hayes J.P.: Optimal synthesis of linear reversible circuits.
Quantum Information and Computation, 8, 3&4 (2008), p. 282+294.

Prasad A.K., Shende V.V., Patel K.N., Markov L.L., Hayes J.P.: Data structures and
algorithms for simplifying reversible circuits, ACM Journal on Emerging Technologies
in Computing Systems, 2, 4 (2006), p. 277+93.

Shende V.V., Prasad A K., Markov I.L., Hayes J.P.: Reversible logic circuit synthesis.
IEEE Trans. on CAD, 22, 6 (2003), p. 710+22.

Skorupski A., Gracki K., Pawlowski M., Kerntopf P.: Synteza ukladéw odwracalnych
metoda r6znicowa. Pomiary Automatyka Kontrola, 2013, nr 8, p.784+786.

Szyprowski M., Kerntopf P.: Reducing quantum cost in reversible Toffoli circuits. Proc.
10" Reed-Muller Workshop, Tuusula, Finland, May 2011, p. 127+136; poprawiona
wersja: http://arxiv.org/abs/1105.5831



42 A. Skorupski, K. Gracki, M. Pawtowski, P. Kerntopf

12.  Van Rentergem Y., De Vos A.: Synthesis and optimization of reversible circuits. Proc.
8" International Workshop on Applications of the Reed-Muller Expansion in Circuit
Design and Representations and Methodology of Future Computing Technology, Oslo,
Norway, May 2007, p. 67+65.

13. Van Rentergem Y., De Vos A., De Keyser K.: Six synthesis methods for reversible
logic. Open Systems and Information Dynamics, 14, 1 (2007), p. 91+116.

14. Wille R., Grosse D.: Fast exact Toffoli network synthesis of reversible logic, Proc. In-
ternational Conference on CAD, San Jose, CA, USA, Nov. 2007, p. 60+64.

15. Wille R., Le H.M., Dueck G.W., Grosse D.: Quantified synthesis of reversible logic,
Proc. Design, Automation and Test in Europe Conference, Munich, Germany, March
2008.

16. Yang G., Song X., Hung W.N.N., Perkowski M.A.: Fast synthesis of exact minimal
reversible circuits using group theory. Proc. 10™ Asia and South Pacific Design Auto-
mation Conference, Shanghai, China, 2005, p. 1002+1005.

17.  Yang G., Xie F., Song X., Hung W.N.N., Perkowski, M.: A constructive algorithm for
reversible logic synthesis. Proc. IEEE Congress on Evolutionary Computation, Van-
couver, BC, Canada, July 2006, p. 2416+2421.

18.  Yang G., Song X., Hung W.N.N., Xie F., Perkowski M.A.: Group theory based synthe-
sis of binary reversible circuits. Proc. 3" International Conference on Theory and Ap-
plications of Models of Computation, Lecture Notes in Computer Science, 3959, 2006,
p. 365+374.

Abstract

In this paper a new method of synthesis of reversible function is presented. The truth table
of a reversible function has 2" rows. To each n-bit input vector corresponds a unique Nn-bit
output vector. Each of the output functions is balanced, i.e. the number of rows with output
“1” is equal to the number of rows with output “0” (Tab. 1). For n variables there exist 2"!
different reversible functions. There are 24 reversible functions for 2 variables, 40320 func-
tions for 3 variables and more than 20x10'? for 4 variables.

Reversible function can be implemented by a cascade of reversible gates (Fig. 1). The
cascade circuits with the minimal number of gates are called optimal circuits. There are many
computer-aided algorithms finding an optimal or a suboptimal circuit for a given reversible
function [1, 4-17]. These algorithms usually require complex calculations or very big capacity
of memory. In this work we propose a simple heuristic algorithm which generates an optimal
or quasi-optimal solutions. The method is based on ordering of bits in each output column of

the truth table of the function. The length of the shortest sequence of reversible gates which



Heurystyczny Algorytm Syntezy Quasi-Optymalnych Uktadow Odwracalnych 43

leads to exact order of bits in a given column is the criterion of choosing a subsequent gate
during every iteration step of the proposed synthesis algorithm.

An example of synthesis for a 3-variable reversible function defined by tab. 2 is presented.
Tab. 3 shows the result of first iteration step of algorithm. In this example two optimal solu-
tions have been obtained. Results of experimental calculations for 37 selected 4-variable
benchmark functions are presented in tab. 4. In this experiment the average overhead of the
circuits generated by the proposed algorithm is only 12.4% in the comparison with the opti-

mal circuits.
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