Szczecin, 17.10.2024 1.

dr hab. inz. Marcin Korzen, prof ZUT

Katedra Sztucznej Inteligencji i Matematyki Stosowanej
Wydzial Informatyki, ZUT w Szczecinie

ul. Zolnierska 49, 71-210 Szczecin

Recenzja rozprawy doktorskicj mgr Magdaleny Wilkotazkiej pt. ,Interpolacja Danych
Zredukowanych na Bazie Krzywych Wielomianowych Trzeciego Stopnia”
recenzja wykonana na zlecenie Rady Dyscypliny Informatyka Techniczna i Telekomunikacja
Politechniki Slaskicj

1 Cel i zakres rozprawy

Przedmiotem rozprawy sa metody interpolacji za pomoca funkcji sklejanych, gléwnie wielomianéw.
W pracy rozwazane sa dwa zagadnienia interpolacji: parametryczna (gdy znana jest pelna informa-
cja nt. weztéw interpolacji: (¢;,¢;),4 = 0,1,...,m) oraz nieparametrycznej (gdy znana jest informa-
cja nt. wartodci funkeji w wezlach interpolacyjuych interpolacji: (g;),¢ = 0,1,...,m). Zasadnicza
roznica polega na tym, ze w pierwszym przypadku interesujacym zagadnieniem jest aproksymacji
funkcji natomiast w drugim aproksymacja obrazu, zaniedbujac w pewnym stopniu tempo przebie-
gania krzywej. Oba zagadnienia posiadaja zastosowania. Klasyczne wyniki podrecznikowe odnoszg
si¢ gléwnie do interpolacji parametrycznej, natomiast w pracy znacznie silniej akcentowana jest
interpolacja nieparametryczne tj. interpolacja na bazie danych zredukowanych. Dla przypadku in-
terpolacji nieparametrycznej Kandydatka przedstawila analogi klasycznych twierdzen dotyczacych
oszacowan na tempo zbieznosci aproksymacji w terminach stopnia gladkodci interpolowanej krzy-
wej, dla réznych rodzajéw parametryzacji oraz érednicy podziatu (lub probkowania, ozn. d,,) i przy
roznych zatozeniach dotyczacych prébkowania funkceji.

Praca na tle calej informatyki lokuje si¢ obszarze analizy numerycznej i metod numerycznych
oraz ogdlnie obliczen naukowych. Mimo, ze gléwne wyniki sg natury teoretycznej tj. sformutowano
oraz przedstawiono dowody odpowiednich twierdzen to jednak réwniez przedstawiono wlasne proce-
dury oraz wyniki licznych eksperymentéw numerycznych ilustrujacych jako$¢ uzyskanych wynikéw
teoretycznych. W kofcowej czedel wskazano na mozliwe zastosowania w obszarze modelowanie geo-
metrycznego oraz fotogrametrii medycznej.

2 Zawartosé rozprawy oraz gléwne wyniki

Recenzowana praca liczy 197 stron. Zostala ona podzielona na 7 rozdzialéw w tym streszczenie i
podsumowanie. Na koncu zatacrono spis wykorzystywanej bibliografii, spis rysunkéw i tabel oraz



skorowidz. W dwoch poczatkowych rozdzialach sformulowano cele badawcze oraz omdéwiono gtéwne
schematy interpolacyjne: Newtona (wezly réwnomierne), Lagrange’a (wezly dowolne) oraz Hermi-
te’a (zadane wartosci funkeji i pochodnej na koncach przedziatu), oméwiono schematy interpola-
cyjne dla wielomianéw sklejanych z réznymi warunkami na gladkosé sklejania oraz podano klasycz-
ne rezultaty okredlajace dokladno$é aproksymacji za pomocy wiclomiandw sklejanych. W czesci
tej sformutowano gléwne zagadnienic interpolacji nieparametrycznej. Przedstawiono tam réwniez
przygotowanie pojeciowe oraz teoretyczne wykorzystywane w zasadniczej czgscl rozprawy.

W kolejnych rozdzialach 3, 4 i 5 stanowiacych gléwna czedé rozprawy przedstawiono wyniki
teoretyczne tj. sformulowania oraz dowody odpowiednich twierdzen, oraz przedstawiono wyniki
licznych eksperymentéw numerycznych ilustrujacych uzyskane wyniki teoretyczne, dla interpolato-
réw sklejanych spetniajacych warunki gladkosci kolejno: C°, C*, i C2.

W rozdziale 6 przedstawiono wybrane zastosowania przedstawionych schematéw interpolacji
nieparametrycznej do obliczania dlugodei i pél powierzchni oraz przedstawiono zastosowanic inter-
polacji do rekenstrukceji klatek filmu.

Prace kohezy podsumowanic wynikéw oraz spis wykorzystywanej literatury liczacy 49 pozycji.

Interpolacja nieparametryczna rézni sig od klasycznego zadania aproksymacii funkeji, ponie-
waz wezly (argumenty funkcji) nie sa znane, a probkowane sg jedynie wartodei funkeji wezltach.
W takim ujeciu bezpoérednio mozemy moéwié o odtwarzaniu obrazu funkeji lub trajektorii na-
tomiast sposdb czy tempo przebiegania krzywej 1 sposéb prébkowania sa w ogoélnodei nicznane.
Autorka pokazala, %e przy pewnych zalozeniach odnosnie nieznanego sposobu probkowania funk-
cji (tzw. prébkowania mniej lub bardziej réwnomiernego) mozemy w pewnym stopniu odtworzyé
probkowanie czyli wskazaé¢ nowe wezly oraz jednoczesnie kontrolowaé oraz zapewni¢ pewna jakosé
aproksymacji. Jako rezultat gléwny wynik dostajemy, ze dla pewnych parametryzacji i wybranych
schematéw interpolacyjnych mozemy uzyskaé jakosé aproksymacii poréwnywalng do analogicznej
interpolacji parametrycznej.

W pracy rozwazane sg sposoby odtwarzania wezldéw w klasie tzw. parametryzacji wyktadniczych
zaleznych od parametru )\, ktéra obejmuje m.in. przypadki prébkowania réwnomiernego (A = 0)
oraz probkowania réwnomierno—odleglodciowego (A = 1, parametryzacja skumulowang diugoscia
cigciw). W pracy przeanalizowano zbieznosé 3 schematéw interpolacyjnych 3-ciego stopnia : La-
grange’a (kontrolowane wartosci funkeji w punktach sklejenia, interpolant w ogélnodci klasy jedynie
C%), Hermite’a (kontrolowane wartodci funkeji i pochodnej w punktach sklejenia, interpolant kasy
C1), oraz interpolant kubiczny zupelny (zapewniajacy gladkodé 2 rzedu, klasy C?)

Gléwne wyniki uzyskane przez Kandydatke rozszerzaja i uzupeliniaja wezedniejsze wyniki Pro-
motora oraz Lyle Noakesa dotycza oszacowania tempa zbieznoéci aproksymacji w zaleznosci od
przyjetej parametryzacji wykladniczej (tj. parametru A} dla réznych schematéw interpolacyjnych
przede wszystkim Lagerange’a i Hermite’a. Oszacowania dotyczace zbieznodci skaluja si¢ z 6%, gdzie
delta jest érednicg podziatu (maksymalna odleglodcia pomigdzy weztami) a o okreéla rzad lub tem-
po zbieznodci.

Do pracy zalaczono skrypty programu Mathematica, ilustrujace wyniki eksperymentéw nume-
rycznych potwierdzajacych zachowanie interpolatoréw zgodnie z rezultatami teoretycznymi wska-
zanymi w rozdzialach 3,4 1 5. Wyniki te potwierdzaja doi¢ zaskakujace na pierwszy rzut oka za-



chowanie interpolatoréw dowiedzione wczesniej teoretycznie.

Przy zalozeniu odpowiedniej gladkoéci krzywej oraz probkowania mniej lub bardziej réwnomier-
nego okazuje sie, z¢ dla réznych wartogciach parametru A rzad zbieznoéci a(\) nie zmienia si¢ w
sposéb ciagly wraz z . Dla wartoéci parametru A € [0, 1) ma stabsza zbieznos¢ niz z w przypadku
parametryzacji skumulowang diugodcig cigciwy (tj. A = 1), gdzie w wigkszosci schematéw udaje
si¢ udowodnié rzad zbieznoéci réwny 4. Wyniki eksperymentéw numerycznych przedstawione przez
Autorke sa powtarzalne, wszystkie zalgczone skrypty dziataly poprawnie na posiadanej przeze mnie
w wersji 11.3 programu Mathematica i zgodnie z wynikami przedstawionymi w pracy.

W pracy wskazano réwniez na koniecznos$é stosowania zalozen dotyczacych prébkowania mniej
lub bardziej réwnomiernego z czego istotnie korzysta si¢ w dowodach twierdzen.

Poprawno$é przedstawionych wynikéw, mimo wskazanych ponizej pewnych uwag nie budzi za-
strzezen. Autorka w poprawnej kolejno$ci wprowadza gléwne pojecia jak schematy interpolacyjne,
parametryzacje wykladniczg czy rzad zbieznosci. Wlasciwie operuje gtéwnymi narzedziami anali-
tycznymi stosowanymi w dowodach jak: rézne postacie wzoru Taylora, wzory na pochodng funkcji
zlozonej, wlasnosci réznic dzielonych oraz lemat Hadamarda. Autorka pokzazala, ze umiejgtnie ko-
rzysta z tych narzedzi analitycznych, miejscami wspomagajac si¢ systemem algebry komputerowe;j
(w tym przypadku programem Mathematica). Praca zawiera pewne hipotezy i problemy wymaga-
jace jeszcze formalnych dowodéw, ktére sag motywowane eksperymentami numerycznymi.

Kandydatka wskazuje réwniez, istotng aktywnoscig naukowa, bedac wspélautorka (wraz z Pro-
motorem) 4 artykuléw w czasopismach m.in. (w Applied Mathematics and Computation, IF=3.5),
6 artykutéw konferencyjnych (w tym m.in. ICCS 2020, konferencja CORE A, oraz ESM 2023 kon-
ferencja CORE B) oraz udzial w licznych konferencjach.

3 Uwagi i problemy
1.

2. Zasadniczym celem pracy nie jest bezposrednia aproksymacja funkcji, a tzw. interpolacja
nieparametryczna ( nieznane wezly znane jedynie wartosci funkcji oraz pewne warunki nato-
zone na wezly). Zagadnienie to mogtby¢ nieco lepiej zaakcentowane na wstepie zwlaszeza od
strony potencjalnych zastosowan oraz uwypuklenia réznic i trudnosci wzgledem interpolacji
parametrycznej. Przykladowo ten rodzaj interpolacji posiada réwniez istotne zastosowania
(np. pole czy dlugosc krzywej okreslonej przez wartosci w wezlach nie powinny istotnie zale-
ze¢ od parametryzacji krzywej) oraz taki rodzaj prébkowania pojawia si¢ czesto w praktyce
np. w grafice komputerowej czy fotogrametrii, o czym wspomniano dopiero w dalszej czesci
pracy. Samo klasyczne zadanie aproksymacji funkeji nie jest dobrym przyktadem ilustracji
omawiangj interpolacji nieparametrycznej, nalezaloby raczej wskaza¢ zadnienia typowe dla
interpolacji nieparmetrycznej, np. wskazane w koncowej czesci zadania w modelowaniu geo-
metrycznym czy fotogrametrii medycznej pasuja tu znacznie lepiej.

3. O ile obliczanie dlugosci za pomocsg interpolacji sklejanej przeanalizowano dokladnie — wska-
zujac np. oszacowania doktadnosci w zaleznoéci od rodzaju parametryzacji oraz prezentujac



weryfikacje eksperymentalng — to zagadnienie obliczania pél potraktowano bardzo ogdlni-
kowo. Przedstawiono jedynie krétki eksperyment z obliczaniem pola nerki bez dokladnego
omoéwienia procedury, nie jest jasne czy procedura istotnie korzysta z normalnosci catkowane-
go obszaru wzgledem osi OY ? wydaje sig, ze tak, ale brak dyskusji na ten temat. Nie jest jasne
dlaczego, majac dang krzywa (w tym przypadku sklejang) opisujaca nerke zadana jawnie, nie
policzono pola przez bezposrednie catkowanie interpolanta.

. Skupienie uwagi na zagadnieniu aproksymacji funkcji na samym poczatku otwiera nast¢pujace
zagadnienie. Na str. 14. rys. 1. Autorka wsakzuje na zjawisko Rungego (oscylacji na brzegach
w przypadku interpolacji wielomianowej z wezlami réwnomiernymi) jako wade interpolacji
wielomianowej w ogélnoéci oraz wskazuje na koniecznosé i zalety stosowania funkcji sklejanych
w takich przypadkach. Agument ten jest czesto przytaczany przytaczany w podrecznikach jak
w cytowanym podreczniku Fortuna, Macukow, 1993. Jednak w opinii recenzenta jest to duze
uproszczenie, z ktérym trudno si¢ zgodzi¢ bezkrytycznie.

W tym przypadku problem dotyczy gléwnie rozmieszczenia weztéw, a nie stosowania interpo-
lacji wielomianowej w ogdlno$ci. Problem z interpolacja na weztach réwnomiernie rozmiesz-
czonych jest zjawiskiem dobrze znanym stosunkowo dobrze przeanalizowanym w literaturze
(por. np. Platte R.B., Trefethen L.N., Kuijlaars A.B.J., Impossibility of fast stable appro-
ximation of analytic functions from equispaced samples, SIAM Rev., 2011, vol. 53, no. 2,
s. 308-318). Zajwisko to jest wlasciewie opisane rowniez w cytowanej przez Autorke pracy
C. Boora z 1985 r. (pozycja [24]). Schematy interpolacyjne oparte na zerach wielomianéw
ortogonalnych nie posiadajg tych wad i ogblnie w pracy brakuje uczciwego doniesienia si¢
do aproksymacji (w tym interpolacji) wielomianami wyzszych rzedéw. Wlasdciwsze byloy tu
podkreélenie odmiennoéci obu zadahn np. w klasynym ujeciu aproksymowana funkcja moze
by¢ prébkowana w sposéb dowolny.

Aby doltozyé¢ swoj glos do dyskusji (o wyzszosci interpolacji krzywymi sklejanymi nad inter-
polacja wiclomianowa), prosz¢ przeanalizowac krétki eksperyment w programie Matlab:

n= 100

fun = @(t) 1./(1+6%t.*t)

ti = linspace(-1,1,n)

yi = £(ti)

iin = @(t) interpi(ti, yi, t, ’cubic’)

sn = @(t) spline(ti, yi, t)

pn = @(t) pchip(ti, yi, t)

mn = @(t) makima(ti, yi, t)

cf = chebfun(@(t) 1./(1+6%t.*t), [-1,1], ’trunc’, n)
figure()

title("liczba wezidéw=" + n)

hold on

t = linspace(-1,1, 1000)



3.1

liczba wizkow=100

. Praca zostala zlozona w dyscyplinie Informatyka Techniczna i Telekomunikacja, wige nie po-

winna by¢ to wige praca wylacznie teoretyczna. Wartodciowe sa w tym kontekscie zalgczone
eksperymenty numeryczne oraz przyklady zastosowan w modelowaniu graficznym. Natomiast
wskazane byloby dodatkowo réwniez zwrédcié uwage na pewne aspekty ziozonosei obliczenio-
wej, zwlaszcza w przypadkach wyznaczania wspoélczynnikéw oraz obliczania wartodei funkeji
np.: w odniesieniu do interpolacji wielomianowej (por. np. prace Berrut, Trefethen, Barycen-
tric Lagrange Interpolation, SIAM Rev., 2004, vol. 64, no. 3, s. 501-517, czy algorytm De
Casteljau). Dyskusyjna jest réwniez cfektywnosé zaprezentowanej procedury catkowania oraz
nawet jej poprawnosé wymaga pewnego komentarza.

Praca zawiera odwolania do 49 pozycji literatury. Czedé z nich to wezesniejsze prace prace
Promotora oraz wspélne prace Kandydatki z Promotrem, éwiadezy to pozytywnie o kontynu-
acji prac rozpoczetych wezesniej. Pozostala cze$é prac réwniez Scisle poswiccona jest tematyce
interpolacji za pomoca funkcji sklejanych. Troche brakuje w pracy szerszego przegladu rozwia-
zan konkurencyjnych, jak wspomniana interpolacja na wezlach wiclomianéw ortogonalnych,
krzywe Beziera czy krzywe B-sklejane. Zwlaszcza te dwa ostanie podejscia sg czesto wyko-
rzystywane w grafice komputerowej i moga byé rozwazane jako rozwigzania konkurencyjne.

Niektére uwagi o charakterze redakcyjnym

Str. 7: w wyrazeniu 7y € O™ ugyte r jest bez zwiazku z tekstem dalszym 1 wezeéniejszym,
dodajac w domyéle ”dla dowolnego r” wynik w ogdlnosci nie jest prawdziwy, powinno byé
klasy C*. W dalszej czgéci np. tw. 3.1 (str. 39) jest juz poprawnic.

Str. 15 i inne: Nazwisko 1 nazwa gléwnego narzedzia analitycznego pisane jest konsekwentnie

s

"Tylora” powinno by¢ ” Taylora”.

. Str 12, tab. 1. Brakuje niektorych czesto pojawiajacych sie w tekscie symboli, np.: 4, dy,

ktére uzywane sg w tekécie czesto.

. Str. 15: definicja funkcji klasy C* pojawia sic pééniej niz pierwsze wystapienic tego pojocia

np. lemat 2.5,
Str. 17, 8 linia od dotu: powinno byé raczej O(§%V)

Str. 18: zamienne i niekonsekwentne uzycie v/ i 4.




7. Str. 33: Co$ nie tak jest zapisem (49) powinno by¢ raczej: ¢ = 0,3,...,m, lub t3;, tzit1, w
przeciwnym razie interpolanty beda nachodzi¢ na siebie. W rozdziale 3.1 i na rysunku 19
indeksacja jest juz prawidlowa.

8. Str. 36. wprowadzono tu pojecie O(-) w postaci wektorowej, ktére byto uzywane juz wezedniej
np. na stronie 17

9. Str. 41, linia 10: powinno by¢ a(A = 1) = 3.

10. Str. 18, 24 i inne, nie wskazano rodzaju za normy, Autorka stara sie uzywacé || - || dla normy
cuklidesowej i w wickszosci przypadkéw jest to robione konsekwentnie, ale przynajmniej na
str. 24, 7 linia od goéry raczej chodzi o norme jednostajna.

4 Podsumowanie

Mimo kilku uwag o charakterze polemicznym nalezy podkresli¢, ze praca jest napisana w sposéb
przemyslany, cze$é¢ teoretyczna oraz oryginalny wkiad Autorki nie budza zastrzezen. Praca zawie-
ra oryginalne rozwigzanie problemu naukowego w tym przypadku analizy zbieznosci wybranych
schematéw interpolacji nieparametrycznej. Zalaczone eksperymenty numeryczne dobrze ilustuja
uzyskane wyniki teoretyczne. Autorka pokazala, ze potrafi sformulowaé i rozwiazaé istotne za-
gadnienie naukowe oraz umie postugiwaé si¢ zaréwno aparatem matematycznym, jak i sprawnie
przeprowadzaé cksperymenty numeryczne z uzyciem komputera. Podsumowujac stwierdzam, ze
przedlozona rozprawa spelnia wymagania Ustawy ,,0 stopniach naukowych i tytule naukowym oraz
o stopniach i tytule w zakresie sztuki” z dnia 13.03.2003 r., z p6Zniejszymi zmianami, w zakresie
wymagan stawianych rozprawom doktorskim. Wobec powyzszego wnioskuj¢ o dopuszczenie Autora
do publicznej obrony.




