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W step

Przedmiotem niniejszej pracy sq zagadnienia zwigzane ze stabilnoscig uktadéw opi-
sywanych przez liniowe réwnania rézniczkowe o zmiennych w czasie wspdtczynnikach.
Modele badanych uktadéw wykorzystujace zapis w postaci rownan stanu mozna przed-
stawi¢ nastepujaco:

x = A(t)x. (0.1)

W przedstawionym wzorze x 6 BJiljest n-wymiarowym wektorem stanu, A(t) € Rnxn
- zmienng w czasie macierzg stanu.

Gdy macierz stanu jest stata i znana (A(t) — A —const), to (0.1) redukuje sie
do uktadu réwnan rézniczkowych liniowych o statych wspétczynnikach, dla ktérego
istnieje kompletna teoria stabilnosci (np. [46], [45], [25], [23]).

Jesli przebiegi czasowe opisujgce zmiany parametrow sg znane (znana jest funkcja
A(t)), to mozna, czasem analitycznie, a zawsze numerycznie, wyznaczy¢ rozwigzanie
dla dowolnego warunku poczatkowego x(to) i w ten spos6b zbadaé¢ witasnosci uktadu
(0.1). Dla zmian parametrow opisywanych przez funkcje okresowe istniejg ponadto
twierdzenia wigzace stabilno$¢ z warto$ciami wiasnymi pewnych, mozliwych do nume-
rycznego wyznaczenia, macierzy (macierzy monodromii). Twierdzenia takie uzyskuje
sie na bazie teorii Flogueta (np. [25], [23], [129]).

Znajomos$¢ doktadnych przebiegéw czasowych funkcji opisujagcych zmiany parame-
trow czesto jednak nie moze by¢ przyjeta za wiarygodne zatozenie przy opracowywa-
niu modelu uktadu dynamicznego. W celu zbadania wtasnosci uktadu lub poprawnosci
konstrukcji konieczne okazuje sie przeanalizowanie zachowania sie uktadu nie dla jednej
funkcji, lecz dla catej klasy (rodziny) funkcji opisujagcych dopuszczalne zmiany parame-
tréow. Przy tym, klasa tych funkcji moze by¢ definiowana w rézny sposoéb, co prowadzi
do réznego typu probleméw. Problemy takie moga by¢ juz znacznie trudniejsze do
rozwigzania zaréwno analityczego, jak i numerycznego. Wiedza o wiasnos$ciach tego
typu uktadéw jest bardziej ograniczona, a szereg zagadnien pozostaje nadal otwar-
tych. Badanie takich uktadéw jest jednym z waznych kierunkéw wspoétczesnej teorii
systemow. PoSwiecona jest im obszerna literatura, miedzy innymi wymienione ponizej
monografie lub ich fragmenty.

W [129], [25], [23], [67], [52], [1] mozna znalez¢ wyniki dotyczgce stabilno$ci uktadu
(0.1), bazujace na zastosowaniach teorii Flogueta. Uktady o zmiennych parametrach
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mozna modelowaé w postaci inkluzji r6zniczkowych, ktorym poswiecone sg prace [3],
[4], [122]. Zastosowania teorii stabilnoSci Lapunowa do badania uktadéw ze zmiennymi
parametrami opisane sg w [25], [23], [39], [83], [107]. W [61] (zob. takze artykuty [38],
[99], [121]) przedstawia sie wykorzystanie do analizy wtasnosci uktadu (0.1) metod
optymalizacji dynamicznej.

Rozw6j metodologii badah uktadu (0.1) inspirowany jest przez szereg réznorod-
nych zastosowan. Do najstarszych nalezg teoria drgan [67] oraz teoria uktadéw Hamil-
tonowskich w mechanice [129]. Gtdwnym podejsciem stosowanym w tych dziedzinach
jest wykorzystanie teorii Flogueta i r6znorodnych wynikéw analitycznych na jej bazie
wyprowadzanych. Szeroki obszar badan nad wptywem zmian parametréw na witasnos-
ci systemu (0.1) stanowia uktady sterowania automatycznego, omawiane np. w [109],
[49], [98] [61], [119], [58], [35], [51]. Stosuje sie tu réznorodne metody, miedzy innymi
teorie stabilnosci Lapunowa, metody czestotliwosciowe, a takze wyniki og6lnej teorii
systemoOw oraz analizy funkcjonalnej. Te ostatnie pozwalajg bada¢ stabilno$¢ ukia-
déw nieskonczenie wymiarowych, np. systeméw z opdznieniami lub linii dtugich [51],
[35]. W teorii sterowania automatycznego wazne miejsce zajmuje takze badanie sta-
bilnosci uktadow postaci (0.1) o bardzo wolno zmiennych parametrach lub tez rodzin
niezmiennych w czasie uktadéw liniowych, ktérych parametry przebiegajg pewnien za-
kres. Takie problemy mozna uwazac za graniczng posta¢ powyzej opisywanych. Wyniki
z tej dziedziny mozna znalez¢ w [6], [20].

W niniejszej pracy omoéwiony jest pewien wybér zagadniert poruszanych w litera-
turze. Wiekszo$¢ wynikéw dotyczy konkretnego modelu zmian parametrow w czasie
doktadniej opisanego w nastepnym rozdziale. W modelu tym parametry zadane sg
mierzalnymi funkcjami czasu o warto$ciach w pewnych zadanych zbiorach wieloscien-
nych. Dla uktadéw z przedstawionej klasy bada sie podstawowe zagadnienie stabilnosci
uktadu (0.1). W aspekcie mozliwoséci zmian parametrow w czasie zagadnienie stabil-
nosci rozbija sie na nastepujace problemy czesciowe. Dla jakiej klasy funkcji lub dla
jakiego zakresu dopuszczalnych zmian parametréw uktad (0.1) zawsze pozostaje sta-
bilny (niestabilny) ? Dla jakich zmian (przebiegéw czasowych) parametrow uktadu
(0.1) nastepuje utrata stabilnosci ?

Rozwaza sie dwa sposoby podejscia do przedstawionych probleméw. Pierwszy z nich
obejmuje wyniki wywodzace sie z teorii Flogueta. Podstawowym zatozeniem w tym
podejsciu jest okresowo$¢ zmian parametrdw w czasie. Z praktycznego punktu widze-
nia zatozenie o okresowosci nie jest jednak ograniczeniem dla uzyskiwanych rezultatéow,
dlatego ze sygnaty okresowe stanowig bardzo szerokg klase pobudzen. Drugie podejscie
tworzg metody wykorzystujace twierdzenia teorii stabilnosci Lapunowa. Podstawowa
idea polega na dobraniu takiej funkcji (funkcji Lapunowa), ktorej pochodna wzdtuz tra-
jektorii systemu (0.1) jest, niezaleznie od zmian warto$ci parametréw zadanych przez
A(t), funkcja okreslonego znaku. Najwiecej rezultatow publikowanych w literaturze do-
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tyczy funkcji Lapunowa zadawanych przez formy kwadratowe lub formy kwadratowe z
dodatkowymi sktadnikami catkowymi. Stosuje sie takze funkcje Lapunowa zadawane
nieparametrycznie, przez normy lub funkcje indukowane zbiorami wielosciennymi, a
takze przez funkcje definiowane przedziatami.

Przedstawia sie takze pewne wyniki dotyczace innych modeli zmian parametréw
uktadu (0.1) niz podstawowy model zatozony w pracy. W ich sktad wchodzg twierdze-
nia teorii rezonansu parametrycznego oraz metoda Popova. Wyniki teorii rezonansu
parametrycznego pozwalajg skomentowac i uzasadni¢ pewne witasnosci zaobserwowa-
nych zaleznosci wyktadnika Lapunowa uktadu od parametréw pobudzenia. Z kolei ar-
gumentem za przedstawieniem twierdzenia Popova jest sposob jego wyprowadzenia (z
zastosowaniem funkcji Lapunowa) analogiczny do metod zaprezentowanych w pracy, a
takze mozliwos$é zobrazownia wptywu intensywnosci pobudzenia parametrycznego na
warunki stabilnosci uktadu (0.1).

W pracy, opisujac metody badania uktadu (0.1), starano sie przeanalizowa¢ specy-
fike oraz zakres stosowalnos$ci roznych podejs¢. Przedstawiono sytuacje, gdy zastosowa-
nie roznych metod daje r6wnowazne rezultaty. Dla przyktadowych zadan wykonywano
obliczenia numeryczne i symulacje ilustrujgce opisywane metody. Analize przyktadow
obliczeniowych realizowano z wykorzystaniem oprogramowania do obliczen naukowych
i inzynierskich, przede wszystkim ze $Srodowiska Matlab - Simulink. Wykorzystywano
takze specjalistyczne oprogramowanie przeznaczone do rozwigzywania duzych proble-
mow programowania liniowego. Starano sie te same przyktady kontynuowac przez kilka
rozdziatow, co utatwia wyrobienie sobie pogladu na zalety i wady opisywanych podejsc¢,
a takze pozwala pordwnac ré6zne metody. Analiza obliczeniowa zwykle pozwala gtebiej
zrozumie¢ rozwazany problem, a niejednokrotnie dostrzec nowe fakty i prawidtowosci.
Daje doswiadczenia dotyczgce stopnia trudnos$ci probleméw i ztozonosci obliczeniowej
algorytmow. Umozliwia porownywanie r6znych metod. Pokazuje tez popetniane biedy.

Cze$¢ z przedstawionych metod analizy stabilno$ci uktadu (0.1) pochodzi z orygi-
nalnych publikacji autora pracy. Nalezg do nich przede wszystkim rezultaty przedsta-
wione w rozdziale czwartym, dotyczace zastosowania funkcji wielosciennych oraz prze-
dziatami liniowych. Zebranie i usystematyzowanie wynikéw kilku publikacji pozwolito
na stworzenie kompletnej medotologii obliczeniowej badania uktadu (0.1). Stworzona
metodologia jest praktycznym rozwinieciem twierdzeh sformutowanych po raz pierw-
szy przez Motczanowa i Piatnickiego [115], [116], [62]. W oryginalnych sformutowa-
niach twierdzenia te prowadzity do macierzowych warunkéw algebraicznych, ktorych
nie udawato sie praktycznie sprawdza¢. W publikacjach [70]-[74] przedstawione zostaly
metody, ktére pozwalajg numerycznie weryfikowa¢ warunki Motczanowa i Piatnickiego
(oraz ich rozwiniecia), a takze wyznaczaé¢ na ich podstawie odpowiednie wieloScienne
lub przedziatami liniowe funkcje Lapunowa. Wprowadzone metody numeryczne gtdw-
nie wykorzystujg algorytm programowania liniowego. Uktad pracy oraz przebadanie
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szeregu przyktadéw obliczeniowych pozwalajg w wyczerpujacy sposéb poréwnac pro-
ponowane metody obliczeniowe z innymi podej$ciami znanymi z literatury.

Uktad pracy jest nastepujacy. W rozdziale pierwszym zebrane sg zagadnienia wpro-
wadzajgce do dalszej problematyki. Opisany jest model zmian parametrow wykorzy-
stywany w pracy oraz sformutowana jest lista problemoéw rozwazanych w pracy. Podane
sg takze przyktady modelowania uktadow fizycznych, ktdre zawierajg zmienne w cza-
sie parametry. Wazna cze$¢ przedstawionych przyktadéw dotyczy zmian parametrow
w uktadach sterowania. W rozdziale drugim omawia si¢ zastosowanie teorii Flogueta
do badania stabilnosci uktadéw o okresowo zmiennych parametrach. W rozdziatach
trzecim i czwartym analizuje sie stabilno$¢ uktadu (0.1) z zastosowaniem funkcji La-
punowa. Rozdziat trzeci poswiecony jest kwadratowym (parametrycznym) funkcjom
Lapunowa. Przedstawiono tu takze zwigzane z tym podejSciem warunki czestotliwos-
ciowe stabilnosci. W rozdziale czwartym omawia sie nieparametrycznie definiowane
funkcje Lapunowa, zadawane w postaci funkcji wypuktych, norm, funkcji indukowa-
nych przez hiperwielo$ciany, a takze funkcji przedziatami liniowych.

W pracy stosuje sie standardowy system oznaczen.

Autor dziekuje osobom, ktore przez dyskusje i krytyke przyczynity sie do roz-
winiecia i usystematyzowania rezultatow sktadajgcych sie na niniejszg prace: prof. R.
Gessingowi, prof. A. Swierniakowi, prof. K. Wojciechowskiemu, dr. hab. Z. Dudzie oraz
wszystkim pracownikom Zaktadu Teorii Sterownia Instytutu Automatyki Politechniki
Slaskiej.

Autor wyraza réwniez wdzieczno$¢ opiniodawcom niniejszej pracy prof. J. Kudre-
wiczowi oraz dr. hab. P. Grabowskiemu za opracowanie wnikliwych recenzji, wiele
waznych uwag merytorycznych, zwrdcenie uwagi na nieznane wczesniej autorowi po-
zycje literaturowe, a takze wskazanie szeregu btedéw oraz niejasnosci w pierwszej wersji
maszynopisu.

Autor sktada tez podziekowania Pani Redaktor serii Automatyka Zeszytéw Nauko-
wych Politechniki Slaskiej dr inz. A. Skrzywan-Kosek za wiele cennych uwag redak-
cyjnych.
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Rozdziat 1

Uktady liniowe o zmiennych w
czasie parametrach

Rozdziat ten poswiecony jest zebraniu poje¢ i problemow, ktore stanowig wspdlng
baze dla dalszej czesci pracy. Definiuje sie tu stosowany dalej model zmian parametrow
w czasie oraz formutuje sie analizowane w dalszych rozdziatach pracy problemy. Przed-
stawia sie takze przykiady modeli uktadow, w ktérych wystepujg zmienne w czasie
parametry. Przyktady te ilustrujg r6zne mechanizmy prowadzace do zmian parame-
trow w uktadach liniowych oraz pozwalajg zinterpretowac¢ znaczenie formutowanych

problemow.

1.1. Model zmian parametréw w czasie

Elementy macierzy A(t) we wzorze (0.1) zaleza od czasu. Zaktada sie, ze zmiany
tych elementéw w czasie opisane sg funkcjami mierzalnymi takimi, ze ich wartosci
naleza do pewnego znanego zbioru, tzn. dla kazdej chwili czasu t zachodzi:

Abe A (1)

Przyjmuje sie (por. np. [14, str. 61]), ze zbior AC Mdefiniujqcy mozliwe zakresy
zmian parametréw, jest nastepujacym, wypuktym hiperwieloscianem:

A={A:A=£; A}, (12)

N

a, >0, £a, = I (1.3)
1=
Inaczej mdwiac, istniejg mierzalne funkcje ai(<) > 0, ..., c*jv(i) > 0, J2iL\ <) = 1
takie, ze
A(l) = £><* (<). (1.4)

1=1
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Macierze Ai, i — 1,2,... N nazywajg sie macierzami naroznymi, natomiast uktady
liniowe

i —A{X, (1-5)

i=1,2,... N nazywamy uktadami naroznymi. HiperwieloScian A C Rnxn jest powtoka
wypukta ([37, str. 14]) macierzy naroznych Ai, i = 1,2,... V.

Na og6t w rozwazanych problemach tylko cze$¢ z elementéw macierzy A(t) moze
zmieniaé sie w czasie, reszta natomiast pozostaje stata. Jesli liczba zmieniajgcych sie w
czasie elementow macierzy A(t) wynosi K (K < n2), to naturalne jest zawezenie prze-
strzeni, ktorej podzbiorem jest A, do przestrzeni RK, tzn., je$li przez a{t) oznaczymy
wektor zmieniajgch sie parametrow uktadu (0.1), wybranych z elementdw macierzy
A(t), aft) = [aj(<),... aK(t)]T, to mamy:

N
a(t)6A={a:a={‘_a.aj, (1.6)
N
a(t) =S a«'(0. (1-7)
*=1

przy czym przedstawienie (1.6) lub (1.7) wynika z (1.2) lub (1.4); wierzchotki a, s3
wektorami zbudowanymi z odpowiednich elementéw macierzy naroznych Ai, a wspot-
czynniki a, i funkcje a,(t) sg jednakowe odpowiednio w (1.2) i (1.6) oraz w (1.4) i
(1.7).

Przy zadanym przebiegu A(t) spetniajacym (1.1) zawsze mozna znalez¢ funkcje
oti(t), wystepujace w przedstawieniu (1.4) i (1.7). Jesli hiperwieloscian (1.6) jest sim-
pleksem, tzn. N = K, to tatwo na podstawie (1.6) wyliczy¢:

a(t) = & ...aNJ-la(t), (1.8)

gdzie a(t) = [al(<)...ajv(i)]T, a [ai...ajv] jest macierzg zbudowang z kolumn
ai...aN.

Ogolnie natomiast, funkcje te nie sg wyznaczone jednoznacznie. Aby efektywnie
wyliczy¢ funkcje a«(t) dla zadanego przebiegu a(t), mozna dokona¢ (niejednoznacz-
nie wyznaczonej) dekompozycji symplicjalnej hiperwieloscianu (1.6) [31] (podziatu na
simpleksy), a nastepnie dla kazdego simpleksu stosowaé wzor (1.8).

1.2. Definicje stabilnosci

Uktady o zmiennych w czasie parametrach wykazuja bardziej ztozone typy zacho-
wan od uktadow, ktorych parametry sg state. Aby je scharakteryzowa¢ wprowadza
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sie odpowiednie definicje stabilnosci, niestabilno$ci i destabilizacji, ktére podajemy
ponizej.

Definicja 1. (Absolutna stabilno$¢ [116], [109]). Uktad (0.1), (1.1) nazywa sie
absolutnie stabilny, jesdli, przy ustalonym to, dla kazdej funkcji A(t) z klasy (1.1) zerowy
punkt réwnowagi réwnania (0.1) jest globalnie asymptotycznie stabilny i, dodatkowo,
stabilnos¢ ta jest jednostajna ze wzgledu na mozliwe A(t) z klasy (1.1). Inaczej mowiac,
dla dowolnej funkcji A(t) spetniajacej (1.1) zachodzi:

Ve>03{>0 || X0 |[|< 6 =H| x(t;t0,x0) ||< £, dlat > tO (1.9)

oraz
VE>0VIO3x>0V(>to+T || x(t,tQ,x0'j ||< 6, (1.10)

gdzie x{t\ to, x0) oznacza warto$¢ w chwili t takiego rozwigzania, ktore dla to przyjmuje
warto$¢ Xg. Jednostajnos$¢ ze wzgledu na mozliwe A(t) z klasy (1.1) oznacza, ze liczby
61 T w powyzszych warunkach nie zalezg od A(t).

Warunkiem koniecznym absolutnej stabilnosci jest, aby wszystkie macierze narozne
Ai, i = 1,2..., N bylty macierzami asymptotycznie stabilnymi.

Definicja 2. (Absolutna niestabilno$¢ [117]). Uktad (0.1), (1.1) nazywa sie abso-
lutnie niestabilny, jesli, przy ustalonym to, dla kazdej funkcji A(t) z klasy (1.1) zerowy
punkt rownowagi rownania (0.1) jest niestabilny jednostajnie ze wzgledu na mozliwe
A(t) z klasy (1.1). Inaczej méwigc, dla dowolnej funkcji A(t) spetniajacej (1.1) zacho-
dzi:

3£>0Vi>03|x(to)||<j 37->0 || x(t0+ T\to,xo0) ||> e. (1-11)

Jednostajno$¢ ze wzgledu na mozliwe A(t) z klasy (1.1) oznacza, ze liczby e i T w
powyzszych warunkach nie zalezg od A(t).

Warunkiem koniecznym absolutnej niestabilnos$ci jest, aby wszystkie uktady na-
rozne x —AiX byty niestabilne.

Absolutna stabilno$¢ i absolutna niestabilno$¢ nie wyczerpuja klasyfikacji mozli-
wych zachowan uktadu (0.1). Wprowadza sie zatem kolejne definicje.

Definicja 3(a). Macierzowa funkcja Ad{t) nazywa sie strategig destabilizujgca dla
uktadu (0.1), jesli A<k(t) nalezy do klasy (1.1) oraz zerowy punkt rownowagi uktadu
(0.1) z A(t) = Ad(t) jest jednostajnie niestabilny.

Definicja 3(b). Macierzowa funkcja A,(t) nazywa sie strategig stabilizujgca dla
uktadu (0.1), jesli As(t) nalezy do klasy (1.1) oraz zerowy punkt réwnowagi uktadu
(0.1) z A(t) = A,(t) jest jednostajnie asymptotycznie stabilny.

Istnienie strategii destabilizujgcej wyklucza absolutng stabilno$é. Podobnie, istnie-
nie strategii stabilizujgcej wyklucza absolutng niestabilno$¢. Warunkiem wystarczajg-
cym istnienia strategii destabilizujacej dla (0.1), (1.1) jest niestabilno$¢ ktéregokolwiek
z uktadow naroznych (1.5). Podobnie, warunkiem wystarczajacym istnienia strategii
stabilizujgcej jest asymptotyczna stabilno$¢ ktéregokolwiek z uktadéw naroznych (1.5).
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1.3. Sformutowanie rozwazanych problemow

Wykorzystujac wprowadzone okre$lenia sformutujemy problemy, ktérych rozwig-
zywaniu poswiecone sg dalsze rozdziaty pracy:

1. Wykazaé¢ absolutng stabilnos¢ lub znalez¢ strategie destabilizujgcg dla uktadu li-
niowego o zmiennych w czasie parametrach (0.1), (1.1).

2. Wykazaé¢ absolutng niestabilno$¢ lub znalez¢ strategie stabilizujgcg dla uktadu li-
niowego o zmiennych w czasie parametrach (0.1), (1.1).

Przedstawiane dalej metody i rezultaty bedg analizowane pod katem przydatnosci
oraz efektywnos$ci ich zastosowania w rozwigzywaniu powyzszych problemow.

1.4. Inkluzje rozniczkowe

Przy przyjetych zatozeniach dotyczgcych zmian parametrow w czasie uktad (0.1),

(1.1) jest réwnowazny z modelem zadawanym przez liniowg inkluzje rézniczkowg [3],

[4], [111], [122]. Model w postaci liniowej inkluzji rézniczkowej jest nastepujacy:
x{t) €A(x), (1.12)

gdzie zbior A(x) zdefiniowany jest jako:

N N
Ax) = {"a.A.z :a-> 0, = 1} (113)
i=I 1=
Przez rozwigzanie inkluzji rézniczkowej rozumie sie absolutnie ciggta funkcje x(t) taka,
ktora spetnia (1.12) dla prawie wszystkich t > 0.

Teoria inkluzji rézniczkowych dostarcza wielu twierdzen dotyczacych istnienia i
wiasnosci ich rozwigzan. Dla rozwazanych w tej pracy probleméw istotne i interesujace
sg nastepujace wyniki.

Twierdzenie o parametryzacji [4, twierdzenie 2.1.1, str. 26] zapewnia rownowaznos¢
zbioru rozwigzan uktadu opisanego przez (0.1), (1.1) zrozwigzaniami uktadu, w ktorym
parametry moga dodatkowo zaleze¢ od stanu x(t), opisanego r6wnaniem:

x(t) = A(t,x)x(t), (1.14)

przy czym wartosci funkcji okreslajagcych zmiany parametréow A(Xx,t) nalezg do tego
samego zbioru A, do ktérego nalezg parametry uktadu (0.1). Dzieki temu mozna upros-
ci¢ analize uktadu (1.14) zaniedbujac zalezno$¢ parametréow od stanu x(t) uktadu.
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Twierdzenie o relaksacji [4, twierdzenie 1.3.5, str. 14] pozwala sprowadzi¢ inkluzje
rézniczkowa
x(t)yef(x,t), (1-15)

gdzie T : Rn x [0,00) 9 (x,t) —T{x,t) € 2H” do postaci:
x{t) € ¢O[F(x,t)], (1-16)

gdzie ¢o[F(x,t)\ oznacza domkniecie powtoki wypukitej zbioru T{x, t). Inkluzja (116)
reprezentuje inkluzje (115) w tym sensie, ze zbior wszystkich jej trajektorii (rozwig-
zan) jest gesty w zbiorze rozwigzan inkluzji (1.15). Z twierdzenia o relaksacji wynika,
ze przyjety wieloScienny opis zbioru mozliwych wartosci parametrow pozwala repre-
zentowac szerszg klase zakresow zmian parametréw, obejmujacg takie zbiory, ktérych
powtoki wypukte sg hiperwielo$cianami.

1.5. Modelowanie uktadéw o zmiennych w czasie
parametrach

Uktady, ktére mozna opisa¢ stosujgc model (0.1), majg duze znaczenie w wielu za-
stosowaniach. W punkcie tym podamy przyktady takich uktadéw. Przyktady te beda
ilustracjg mozliwos$ci sprowadzenia modeli uktadéw fizycznych do postaci, ktéra anali-
zuje sie w tej pracy oraz pozwolg zinterpretowac¢ sformutowane problemy. Bedg takze
wykorzystywane w obliczeniach w dalszych rozdziatach.

1.5.1. Obwdéd RLC

Za pracg [52, str. 118] rozwazmy obw6d elektryczny RLC, przestawiony na rys.
1.1, w ktorym pojemnos$¢, indukcyjnos$é i oporno$¢ moga zmieniaC sie w czasie. Przy
statych parametrach, niezerowej opornosci i braku zrddet, prad i napiecie w uktadzie
po pewnym czasie wygasng od dowolnych warunkéw poczatkowych do zera. Jednak
zmiana w czasie parametrow obwodu moze wymaga¢ wydatkowania energii, ktora
musi przenosi¢ sie do obwodu. Mozna zatem rozwazaé¢ nastepujacy problem: czy przez
zmiany w czasie wielkosci L(t), C(t) i R(t) mozna spowodowac niestabilno$¢ zerowego
punktu réwnowagi uktadu z rys. 1.1 Inaczej moéwigc: czy przez zmiany L{t), C(t) i
R(t) mozna spowodowaé narastanie pradu i(t) i napiecia u(t) w obwodzie. Jesli przy
zatozonych dopuszczalnych zakresach zmian parametréw nie jest to mozliwe, to uktad
z rys. 1.1 jest absolutnie stabilny. Jesli istniejg funkcje czasu L(t), C(t) i R(t), ktore
powodujg narastanie pradu i(t) i napiecia u(t), to zadaja one strategie destabilizujaca.
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R(Y)

u(t)

it)

Rys. 1.1. Obwéd RLC o zmieniajgcych sie w czasie parametrach
Fig. 1.1. RLC circuit with time-varying parameters

Réwnania opisujagce obwdd z rys. 1.1 majg postac:

—R(t)i(t) —u(t), (1.17)

j tIL{Di{O\

jtC{tu{n)] i(t). (1.18)

Stad, przy zatozeniu, ze funkcje L, C, i oraz u nalezg do C"O, 00), dostajemy:

+ (1.19)
UWAC(t) + C{t)~ru(t) = i{t). (1.20)

Wréwnaniach (1.17)-(1.20), obok zaleznych od czasu parametréw, L(t) i C(t),
wystepujg réwniez pochodne funkcji L(t) i C{t). Celowe jestposzukiwanie takiego
opisu, w ktdrym mozna usungé¢ sktadniki zawierajgce pochodne funkcji L(t) i C(t).
Przy zatozeniu, ze warto$ci L(t) i C(t) sa ograniczone od dotu i gory

Lmin< m —smor (1.21)

Cmin < C(t) < Cmax (1.22)

oraz, ze wartosci Lmin, Lmax, Cmin i Cmax sg dodatnie (z fizycznego punktu widzenia
jest to naturalne zatozenie), mozna zapisa¢ rownania modelu uktadu z rys. 1.1 w
postaci:
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m = L()i{t), (1.25)
a(t) = C(t)u(t), (1.26)

gdzie jako nowych wspotrzednych stanu uzywa sie tadunku na kondensatorze q(t) oraz
strumienia magnetycznego <>t) w cewce (sg to kanoniczne wspoétrzedne Hamiltona).
Na podstawie zatozenia (1.21), (1.22) stabilno$¢ uktadu (1.19), (1.20) jestréwnowazna
ze stabilno$cig uktadu (1.23), (1.24). W otrzymanych réwnaniach(1.23), (1.24) nie
wystepuja pochodne funkcji L(t) i C(t).

1.5.2. Wahadto

Na rys. 1.2a przedstawiono wahadto o zmieniajacej sie w czasie dtugosci, a na rys.
1.2b - wahadto o zmieniajagcym sie, pod wplywem dziatajagcej na niego w osi pionowej
sity mg + F(t), potozeniu punktu zawieszenia. Podobnie jak w poprzednim przyktadzie
mozemy zapytac: czy zmieniajgc dtugo$¢ wahadta lub jego punkt zawieszenia mozliwe
jest zdestabilizowanie punktu rownowagi 0 = 0. Inaczej mowigc: czy mozliwe jest
rozhustanie wahadta przez zmiane L(t) lub F(t).

@

Rys. 1.2. a) Wahadto o zmiennej dtugosci, b) wahadto o ruchomym punkcie zawiesze-
nia

Fig. 1.2. a) Pendulum with time-varying length, b) pendulum with time-varying posi-
tion of the swing point

Zatézmy, ze cata masa m wahadta jest skupiona na jego kofcu, oznaczmy dtugosc
wahadta przez L i kat odchylenia od pionu przez 6, wsp6tczynnik tarcia lepkiego przez
/3, przyspieszenie grawitacyjne przez g. Réwnania ruchu wahadta przyjma nastepujaca
postac.
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Dla przypadku a) zaleznej od czasu dtugosci wahadta:

ét\m L\t)6\+ P6 + mgL(t) sinfl = 0. (1.27)

Obliczajagc pochodng po czasie wyrazenia wystepujagcego w nawiasie kwadratowym
dostalibySmy, podobnie jak w poprzednim podpunkcie, réwnanie rézniczkowe, ktérego
wspotczynniki zaleza zarowno od L(t), jak i od pochodnej L(t). Aby usungé te trud-
nos$¢, mozemy model uktadu z rys. 1.2 zapisa¢ w postaciuktaduréwnankanonicznych
Hamiltona, w ktdrym druga wspoOtrzedng stanu jestmomentpedu p(t), tzn:

> = (L28)
i>t) = -fimj2(f)P() ~ (L29)

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, przy zatozeniu, ze zmiany diugosci wa-
hadta sa ograniczone od dotu i gory, stabilno$¢ modelu (1.28), (1.29) jest rownowazna
ze stabilnos$cig réwnania (1.27).

Dla przypadku b), gdy na punkt zawieszenia dziata sita F(t), dostajemy rownanie:

mL29 +/39 + [mg + F(t)\Lsin9 = 0 (1.30)

0 zmiennym w czasie parametrze [mg -f F(t)\L.

Rozwazajac niewielkie otoczenie punktu 9 —0, p = 0 mozemy oba réwnania zli-
nearyzowac otrzymujac réwnanie liniowe lub uktad réwnan liniowych o zmieniajgcych
sie w czasie parametrach. Dla przypadku a) dostaje sie:

*S = mW )m (L31)
p(f) = ~/3m~ f'P(t) - mqgL{t)0, (1.32)

a dla przypadku b)
mL29 + /39+ [mg + F(t)\LO = 0. (1.33)

W réwnaniach (1.31) i (1.32) wystepujg nieliniowe zalezno$ci pomiedzy zmieniaja-
cymi sie w czasie parametrami. Taki sposéb zmian parametréw nie moze by¢ opisany
przez model (1.1), (1.2). Mozemy oznaczy¢

“W = - jAL)" = mgL~" (L34)

podstawic¢ a(t) i b{t) w (1.31) i (1.32) i traktowac te dwie zmienne jak zmieniajgce
sie niezaleznie. Wtedy wartosci a(t) i b(t) nalezg do pewnego prostokata, czyli mo-
del zalezno$ci parametrow od czasu jest zgodny z (1.1), (1.2). Jednak, jesli bedziemy
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nastepnie analizowa¢ absolutng stabilno$¢, to otrzymane warunki bedg nadmiarowe,
dlatego ze zachowania uktadu (1.31) i (1.32), w ktéorym wystepujg niezaleznie zmie-
niajgce sie parametry a(t) i b(t), sg bardziej r6znorodne od mozliwych zachowan, gdy
a(t) i b(t) sg zwiagzane przez (1.34).

Jesli usprawiedliwione jest zatozenie, ze zmiany dtugosci wahadta sg niewielkie

L{t) = Lo+ AL(t), (1.35)
to mozna uprosci¢ problem badania uktadu (1.31) i (1.32) przez zastosowanie przybli-
zenia

"dAt)~"E~magAL"' (L36)
Podstawiajgc przyblizong zalezno$¢ (1.36) do uktadu réwnan (1.31), (1.32) otrzy-

mamy model przyblizony, zgodny z opisem (1.1), (1.2), w ktéorym wystepuje jeden
zalezny od czasu parametr AL{t).

1.5.3. Odwrocone wahadto

W punkcie tym podamy przyktad ilustrujagcy zagadnienie absolutnej niestabilnosci
i poszukiwania strategii stabilizujgcej. Rozwazmy odwrécone wahadto przedstawione
na rys. 1.3.

mg+H(t)

Rys. 1.3. Odwrécone wahadto o ruchomym punkcie podparcia
Fig. 1.3. Inverted pendulum with mobile fulcrum

Punkt podparcia tego wahadta jest ruchomy; oddziatuje na niego sita mg + F(t).
Podobnie jak poprzednio, oznaczajac przez m - skupiong na jego koficu mase wahadta,
L - dtugos¢, 9 - kat odchylenia od pionu, f3 - wspotczynnik tarcia lepkiego w punkcie
podparcia, g - przyspieszenie grawitacyjne, dostajemy nastepujace réwnanie ruchu:

mL29 + (36- [mg + F(t)]Lsin9 = 0, (1.37)
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0 zmiennym w czasie parametrze [mg + F(t)]JL. Oczywiscie, jesli F(t) = 0, to punkt
rownowagi jest niestabilny wyktadniczo.
Linearyzujac w niewielkim otoczeniu punktu 0 = 0 = 0 otrzymujemy:

mL29 + /39 —[mg + F{t))L9 = 0. (1.38)
Przyjmujac zakres dopuszczalnych zmian sity F(t) jako:
Fmin < F(t) < Fmax, (1.39)

mozemy absolutng niestabilnos¢ interpretowac¢ jako wiasnosépolegajaca na tym, ze
przy dowolnych zmianach F(t) w zakresie (1.39) punkt robwnowagi pozostaje niesta-
bilny. Jesli istnieje funkcja F(t) spetniajgca (1.39) taka, ze zerowy punkt rownowagi
uktadu (1.38) jest asymptotycznie stabilny, to definiuje ona strategie stabilizujgca.

1.5.4. Kompartmentalny model wzrostu komdérek nowotwo-
rowych

Przedstawione dalej rownania wywodzg sie z zastowan modelowania matematycz-
nego w biologii i medycynie. Opisujg one proces wzrostu (lub zaniku) komérek nowo-
tworowych poddawanych oddziatywaniu czynnika cytotoksycznego [61], [88], [91].

Przyjmujemy, ze fazy cyklu rozwojowego komorki mozna podzieli¢ na dwa kom-
partmenty, co jest schematycznie przedstawione na rys. 1.4. Kompartment pierwszy
sktada sie z faz wzrostu G\ i syntezy DNA S, kompartment drugi obejmuje fazy przy-
gotowania do podziatu G2 i mitozy (podziatu) M.

2k(t)

Rys. 1.4. Dwukompartmentalny model wzrostu komérek nowotworowych poddawanych
dziataniu fazoczutego cytostatyku

Fig. 1.4. Two-compartmental model of neoplastic cells growth with phase-specific cito-
toxic agent

Oddziatywanie cytostatyku na komérki nowotworowe jest zalezne od fazy cyklu
(cytostatyk jest fazoczuty). Jest ono opisane przez funkcje 2k(t), kté6ra ma nastepujaca
interpretacje. Gdy nie podaje sie cytostatyku, k(t) = 1,to z kazdej komorki po podziale
powstajg dwie nowe. Dziatanie cytostatyku powoduje, ze cze$¢ komdrek w trakcie
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podziatu jest zabijana. Srednia liczba nowych komérek po podziale wynosi teraz 2k(t),
przy czym
0 < Kk(t) < 1 (1.40)

Czas przebywania komérki w kazdym z kompartmentéw (czas przechodzenia przez
fazy obejmowane przez kompartment) jest zmienng losowg o rozktadzie wyktadniczym.
Liczba komorek jest bardzo duza, dlatego stosuje sie réwnania opisujagce zmiany w
czasie wartosci Srednich z liczb komérek w kazdym z kompartmentéw Ni(t) i N2{t).
Rdéwnania te maja nastepujaca postac:

N\(t) = —a\Ni(t) + 2k(t)a2Ni(t), q .m
N2(<) = aiNi(t) —a2/&2(t).

Parametry a\ i a2 sg odwrotnosciami $rednich czaséw przebywania komorek w kom-
partmentach.

W literaturze opisany uktad nazywa sie uktadem biliniowym, poniewaz funkcja k(t)
jest wielkoscig sterujagcg w tym modelu. Jednak model (1.41) ma takg samg strukture
jak wymienione wczes$niej i mozna do niego stosowa¢ opisywane dalej metody. Dla
uktadu (1.41) czesto formutuje sie problem polegajacy na dobraniu takiego sterowania
k(t), aby osiggna¢ zanikanie Ni(t) i N2(t) z zadanym wyktadnikiem A Dokonujac
zamiany zmiennych

TG IO

M2ty T N2 (1.42)

mozna ten problem sprowadzi¢ do zagadnienia poszukiwania strategii stabilizujacej.

1.5.5. Uktady regulacji automatycznej

Obszerng rodzine uktadéw o zmiennych parametrach, ktére bada sie w literaturze,
stanowig uktady regulacji automatycznej. NajczeSciej parametrami, ktérych mozliwe
zmiany sie analizuje, sa wzmocnienia. Czasem istotne jest takze zbadanie wptywu na
dziatanie uktadu zmian innych wielkosci: statych czasowych, wspdtczynnikdw ttumie-
nia itp.

W tym punkcie podamy przyktady uktadéw regulacji, w ktérych wystepujg zmienne
wzmocnienia. Przedyskutujemy relacje pomiedzy modelami o parametrach zaleznych
od czasu i parametrach zaleznych nieliniowo od warto$ci sygnatow w uktadzie.

Uktady z nieliniowos$ciami sektorowymi

Na rys. 1.5 przedstawiony jest uktad regulacji, w ktorym obiekt o transmitancji
K(s) objety jest proporcjonalnym sprzezeniem zwrotnym przez element o wzmocnie-
niu, ktére moze zmienia¢ sie w czasie. Zat6zmy, ze wartosSci tego wzmocnienia k(t)
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Rys. 1.5. Uktad o zmiennym w czasie wzmocnieniu w torze sprzezenia zwrotnego
Fig. 1.5. System with time-varying gain in the feedback loop

moga sie zmienia¢ w zakresie:

a < k(t) < /3 (1.43)

Transmitancje obiektu regulacji K(s) mozna przedstawi¢ w postaci:

bosm + brs™-1+ ... + bm
K(s) = o (1.44)
sn+ ais"-1+ ...+ an
Zatdzmy, ze stopien licznika jest co najmniej o 1 mniejszy od stopnia mianiownika,
m < n. Wtedy réwnania stanu i wyjscia opisujace obiekt regulacji majg postac:

X — AX + Bu, (1.45)

y = Cx (1.46)

Z uwagi na zalezno$¢ u = -k(t)y otrzymujemy nastepujgce réwnania stanu opisujace
uktad z rys. 1.5:

x = [A- k(t)BC]x. (1-47)

W rownaniach tych wystepujg zalezne od czasu parametry. Ich posta¢ jest zgodna z
opisem (0.1). Na przyktad jako model w przestrzeni stanu (1.45), (1.46) przyjmijmy
reprezentacje kanoniczng sterowalng [45], [65]. Otrzymamy wtedy jako (1.47) nastepu-
jacy uktad rownan:

X(<) = x(t), (1.48)
bm(t) 6m_j(i) bo(t) —d2 —

gdzie bi(t) = -k{t)bi - an.m+i,i= 1,2,..., m.
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Abolutna stabilno$¢ modelu (1.48) oznacza, ze uktad regulacji z rys. 1.5 jest asymp-
totycznie stabilny dla dowolnych zmian wzmocnienia k(t), mieszczacych sie w zakre-
sie (1.43). Ma to oczywiScie zasadnicze znaczenie przy projektowaniu toru sprzezenia
zwrotnego.

Rys. 1.6. Uktad regulacji z nieliniowos$cig sektorowg zalezng od czasu
Fig. 1.6. Control system with time-varying sector nonlinearity

Na rys. 1.6 przedstawiony jest uktad zawierajacy w torze sprzezenia zwrotnego
element nieliniowy ip(e,t), ktérego charakterystyka moze zmienia¢ sie w czasie i 0
ktorym zaktada sie, ze spetnia warunek sektorowy schematycznie zaznaczony na rys.
1.6, tzn. wykres <p(e,t) miesci sie pomiedzy dwoma prostymi ae i /3e. Warunek ten
mozna zapisaé nastepujgco:

a <13, er0, y0,f) = 0. (1.49)
e

Nieliniowo$¢ sektorowa mozna takze opisa¢ jako:
u = k(e,t)e, (1.50)

gdzie
( <
ei0 = 1 3ilei
| de

Zdefniowane w powyzszym wzorze k(e, t) mozna interpretowac jako wzmocnienie, ktére
zalezy od wartosci e i od czasu. Na podstawie (1.49) wartosci tego wzmocnienia za-
wierajg sie w przedziale a < k(e,t) < /3.

Przyjmijmy, ze parametry a i /3, opisujace sektor, pokrywajg sie z wartoSciami
okreslajacymi zakres, w ktérym moze sie zmienia¢ wzmocnienie uktadu z rys. 1.5.
Przy tym zatozeniu mozliwe zachowania uktadéw z rys. 1.5 i 1.6 pokrywajg sie ze
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Rys. 1.7. Uktad regulacji z niezalezng od czasu, nieliniowo$cig sektorowg
Fig. 1.7. Control system with time-independent sector nonlinearity

sobg. Oba uktady moga by¢ rbwnowaznie opisane przez te samg inkluzje rézniczkowg
na podstawie twierdzenia o parametryzacji przedstawionego w punkcie 1.4.

Rozwazmy jeszcze uktad regulacji przedstawiony na rys. 1.7. Liniowy obiekt regu-
lacji o transmitancji K(s) jest objety sprzezeniem zwrotnym przez nieliniowy regulator
opisany przez funkcje y>(e), ktdrej wykres takze spetnia warunek sektorowy.

a < <P, ex 0 (1.52)

oraz
¥(0) = 0. (1.53)

Argumentem funkcji yj(e) jest tylko sygnat uchybu e; funkcja ta jest jednoznaczna i
nie zalezy od czasu. Dlatego tez model zmian parametrodw zatozony w uktadzie na rys.
1.7 nie sprowadza sie do modelu przyjetego w punktach 1.2, 1.3. Mimo to, opisane bedg
dalej warunki absolutnej stabilnosci (niestabilnosci) uktadéow z tak zmieniajgcymi sie
parametrami. Pozwoli to na poréwnanie, dla przyktadowych uktadéw regulacji, efektow
wynikajagcych ze zmiennos$ci parametrycznej zgodnej z jednym (z rysunku 1.6) badz
drugim (z rysunku 1.7) modelem.

Parametryczne pobudzenie uktadu z rys. 1.7, wynikajgce z istnienia nieliniowosci
\2(e), Jest mniej intensywne niz pobudzenie wynikajgce z wystepowania nielinowosci,
ktére dodatkowo zalezg od czasu (p(e,t), jak na rys. 1.6. Mozna zatem pokazac, ze
mozliwe zachowania (mozliwe przebiegi czasowe) uktadu z rys. 1.6, ze wzmocnieniem
k(t), spetniajacym (1.43), zawierajg w sobie wszystkie mozliwe zachowania uktadu z
rys. 1.7. W uktadzie z rys. 1.6 mozna uzyskaé takie same funkcje w uktadzie z rys. 1.7
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przyjmujac k(t) - k(e(t)), gdzie k(e) dane jest przez:

(n jeslien 0 54,

K L\ v0) eslie=0 ( 3

a e(t) jest przebiegiem zaobserwowanym w uktadzie z rys. 1.7. Stad absolutna stabil-
no$¢ lub absolutna niestabilno$¢ uktadu z rys. 1.6 pocigga za sobg analogiczng wia-
sno$¢ uktadu z rys. 1.7. Natomiast odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe. Mozliwe
zachowania uktadu z rys. 1.7 sg ograniczone przez fakt, ze kazda funkcja ip(e) narzuca

jednoznaczng zaleznos$¢ sygnatu u(t) od sygnatu e(t).



Rozdziat 2

Zastosowania teorii Flogueta

W rozdziale tym rozwazamy sytuacje, gdy macierz A(t) w (0.1) jest funkcja
okresowg. Przedstawiamy dowdd podstawowego twierdzenia Flogueta. Twierdzenie to
mowi, ze jeSli A(t) jest macierza okresowa o okresie T, to macierz fundamentalng,
opisujaca rozwigzanie x(t) uktadu (0.1), mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu funkcji
okresowej o okresie T i wyktadniczej funkcji macierzowej o statym wyktadniku.

Przedstawiamy metody badania uktadéw (0.1) wykorzystujgce to twierdzenie. Po-
dajemy warunki stabilnosci asymptotycznej uktadu o okresowo zmiennych parame-
trach. Przedstawiamy numeryczne metody przyblizonego badania stabilnosci.

Opiszemy takze podstawowe twierdzenia teorii rezonansu parametrycznego. Teoria
ta obejmuje sytuacje, gdy analizowany uk#ad jest liniowym uktadem hamiltonowskim,
tzn. takim, w ktérym nie wystepuje rozpraszanie energii. Analizowane sg efekty wy-
nikajagce z bardzo niewielkich wahan parametrow, inaczej niz w (1.1). Utrate stabil-
nosci mozna interpretowac jako rezonans (pokrywanie sie krotnosci czesto$ci zmian
parametréw z krotno$ciami czesto$ci whasnych uktadu). Jak widaé, teoria rezonansu
parametrycznego dotyczy problemu sformutowanego nieco inaczej niz w punktach 1.2,
1.3. Jednak interesujace jest odniesienie wynikéw numerycznych obliczert wyktadnikéw
Lapunowa uktaddéw o zmiennych parametrach do wynikéw uzyskanych (przy zatozeniu
braku rozpraszania energii) z zastosowaniem metody rezonansu parametrycznego. Teo-
ria rezonansu parametrycznego daje analityczne rezultaty, ktdre niekiedy mozna wy-
korzysta¢ jako przyblizone warunki utraty stabilnosci, nawet gdy zatozenia potrzebne
do ich wyprowadzenia nie sg spetnione.

2.1. Twierdzenie Flogueta

Zatézmy, ze macierz A(t) w uktadzie (0.1) zmienia sie okresowo z okresem T, tzn.

At + T) = A(t). (2.1)
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Zachodzi nastepujace twierdzenie (np. [25, str. 213]):
Twierdzenie 1. (Twierdzenie Flogueta). Macierz fundamentalna X(t) uktadu
(0.1) z macierzg okresowg A o okresie T moze by¢ przedstawiona w postaci:

X(t) = $(<)eAt, (2.2)

przy czym wyktadnik A jest macierzg statg, a $(t) jest nieosobliwg macierzg okresowa
o okresie T

9(t+ T) = 9(1) (2.3)
taka, ze
$(0) = I. (2.4)

W powyzszym wzorze | oznacza n X n - wymiarowg macierz jednostkows.
Dowod. Zauwazmy, ze X (t+T) jest macierzg fundamentalng uktadu (0.1), poniewaz

JX(t+T)=A(t+ T)X(t+T)=A)X(t+ T). (2.5)

Zatem kolumny macierzy X(t + T) muszg by¢ kombinacjami liniowymi kolumn ma-
cierzy X{t), tzn.

x[t+T) = x(t)e, (2.6)

gdzie 0 jest pewng macierzg nieosobliwg. Podstawiajgc w powyzszym wzorze t — 0
otrzymujemy:

© = X(T) (2.7)
X(t+ T)=X(t)X(T). (2.8)
Zdefiniujmy
A= ~LnX(T) (2.9)
oraz
$(*) = X(t)e~At. (2.10)

We wzorze (2.9) oznacza logarytm macierzowy, ktéry istnieje dla kazdejmacierzy nie-
osobliwej ([110, str. 206]).

Na podstawie (2.8) i (2.9) macierz $(<), dana przez (2.10), jest nieosobliwg i okre-
sowa z okresem T, poniewaz

$(t+ T) = X(t+ T)e-A<t+T>= X (t)X (T)e_ATe-A* = $(*). (2.11)

Wyliczajac X(t) z (2.10)dostajemy (2.2), czego nalezato dowiesé. O
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Funkcja logarytm macierzowy, uzyta do wyznaczenia macierzy A we wzorze (2.9),
jest niejednoznaczna. Je$li macierz X(T) ma r6zne warto$ci wtasne <i,....ern, tzn.

mozna jg przedstawi¢ w postaci:

X(T) = r diag(<7i...<rn) r~\ (2.12)
to A dana jest wzorem:
A = rdiag(A1...A,)r-1, (2.13)
gdzie
A = Mlinfa,-| + j'(arg(<7) + 2for)], (2.14)

j = yl—<. W powyzszym wzorze k jest dowolng liczba catkowita.

2.1.1. OkreSlenia

Podamy okres$lenia, ktore stosuje sie w teorii Flogueta i ktdre bedg dalej stosowane.

Macierz X(T) nazywa si¢ macierzg monodromiiuktadu (0.1) z okresowo zmiennymi
parametrami (2.1).

Wartos$ci wiasne macierzy X(T), ofd,...<7, nazywa si¢ multiplikatorami uktadu (0.1),
(2.1), a wartoSci wtasne macierzy A, A]..An - jego wyktadnikami charakterystycznymi.

Najwiekszg z czeSci rzeczywistych wyktadnikéw charakterystycznych nazywa sie
wyktadnikiem Lapunowa uktadu (0.1), (2.1). Oznaczaé go bedziemy przez A

A= maxRe (Ajt). (2.15)

2.1.2. Warunek asymptotycznej stabilnosci

Z twierdzenia Flogueta wynika, ze 0 asymptotycznej stabilno$ci uktadu (0.1) decy-
dujg moduty multiplikatorow <zv ..<7n lub rownowaznie czesci rzeczywiste wyktadni-
kéw charakterystycznych Ai...An, ktére wylicza sie na podstawie macierzy monodromii.
O ile wyktadniki charakterystyczne Ai...A,, nie sa jednoznacznie okreslone przez wzor
(2.14), to ich czesci rzeczywiste Re(A,) = In|<7t| sg juz jednoznacznie wyznaczone
przez funkcje A(t). Zatem problem asymptotycznej stabilnosci uktadu (0.1) z okresowa
zmiang parametrow (2.1) ma jednoznaczne rozwigzanie, wynikajace z przedstawienia
2.2).

Warunkiem asymptotycznej stabilnosci uktadu (0.1) z okresowo zmiennymi para-
metrami (2.1) jest, aby moduty wszystkich multiplikatoréw byty mniejsze od jednosci
lub rownowaznie czesci rzeczywiste wszystkich wyktadnikéw charakterystycznych byty
ujemne. Inny rownowazny warunek to, aby wyktadnik Lapunowa uktadu (0.1), (2.1)
byt ujemny.
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2.1.3. Przypadek rzeczywisty

W praktycznych zastosowaniach najwazniejszy jest przypadek rzeczywisty. Dlarze-
czywistej macierzy A(t) macierz fundamentalna uktadu (0.1) jest takze rzeczywista.
Ze wzoru (2.14) wynika jednak, ze reprezentacja (2.2) jest og6lnie dana przez macierze
zespolone takze, gdy macierz A(t) jest funkcjg rzeczywista.

Jesli dla macierzy monodromii X(T) istnieje rzeczywisty logarytm macierzowy
(zob. [110, str. 206]), to tatwo wida¢, ze istnieje reprezentacja w postaci (2.2), (2.3),
(2.4), w ktérej macierze <€X(i) i A sg rzeczywiste. Jednak w ogdélnym przypadku rzeczy-
wisty logarytm macierzowy z X(T) moze nie istnie¢c. Wtedy nie istnieje reprezentacja
w postaci (2.2), (2.3), (2.4) z rzeczywistymi macierzami $(t) i A. Zachodzi natomiast
nastepujagce twierdzenie ([129, str. 84]):

Twierdzenie 2. Macierz fundamentalna X(t) uktadu (0.1) z okresowo zmiennymi
wspoétczynnikami, w ktorym A(t) (2.1) jest macierzg rzeczywista, moze byé przedsta-
wiona w postaci:

X(t) = $0(t)eAat, (2.16)
gdzie macierze $o(t) i Ao maja elementy rzeczywiste. Przy tym
$0(0) = 1 (2.17)

oraz
$o(* + T) = <0(1)R, (2.18)

gdzie R jest nieosobliwg macierzg rzeczywistg taka, ze
AOR = i?A0, R2= 1. (2.19)

Dowdéd. Dowdd tego twierdzenia wynika z faktu, ze kazdg rzeczywistg nieosobliwg
macierz X mozna przedstawi¢ w postaci:

X = eAR = ReA, (2.20)
gdzie A i R sg macierzami rzeczywistymi, przy czymA = |log (X2), R = Xe~A,
R2= 1 ([129, str. 57]). O

Zgodnie z (2.18), (2.19)
$o(t+ 2T) = $(t1)0OR2 = $0(t), (2.21)

zatem w przypadkurzeczywistym mozna zawsze przedstawi¢ macierz fundamentalng
w postaci iloczynu macierzy okresowej $0(t) o okresie 2T i wyktadniczej funkcji ma-
cierzowej o statym wyktadniku.
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2.1.4. Przyktad

W celu zilustrowania powyzszych twierdzen rozwazmy przyktad, w ktérym stan
uktadu (0.1) jest dwuwymiarowy, a A(t) jest rzeczywistg macierzg okresowg o okresie

T = 2tt, ktéra zmienia sie zgodnie z nastepujacym wzorem:

Am -1 Al dla*6 10" (2.22)
AT A2dlat € [m 2]
gdzie:
mL 0'
Ao S Az (2.23)

Macierz A(t) jest przedziatami stata. Zachodzi zatem

—* 0
X(T) = e*A*e*Al = 0 -1 (2-24)

Macierz X(T) jest macierzg rzeczywista, jednak nie istnieje dla niej rzeczywisty loga-

rytm macierzowy.

Przedstawienie zespolone

Na podstawie wzoréw (2.9), (2.14) dostajemy:

'—e* 0 "0.5+ j 0
A=$§ |cg 0 -1 0 2%4ij (2.25)
gdzie k, I s3 dowolnymi liczbami catkowitymi. Przyjmijmy k = | —0. Wtedy z (2.10)
otrzymujemy nastepujace wzory opisujace funkcje $(i):
. i (4 " e-0.5(1+i)t
cos(z) sin() e 0
- ; lat£ * 2.2

m = _sin(t) cos(t) 0 e-05it  dla t£0.7) (2.26)

ore ~ o e0504)(
g-osp dlat £ [7T27], (2.27)

0 1 0

Przedstawienie rzeczywiste

W przypadku, gdy nie istnieje rzeczywisty logarytm macierzowy z X (T),wyliczamy
rzeczywisty logarytm macierzowy z X 2(T) (ktory zawsze istnieje) i definiujemy:

Ao= ~log X\T). (2.28)

Macierz ®0(t) obliczamy jako

$o(t) = X(t)e *°! (2.29)
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Podnoszac (2.24) do kwadratu otrzymujemy:

& o
X{2T) 0 1 (2.30)
i dalej z (2.28)
05 0
Ag = 0 o0 (2.31)
Z (2.29) otrzymujemy teraz nastepujace wzory opisujace funkcje €0(2):
cos(i) sin(f) et 0o
= . ,dlat £ [0, .
®() = _sin(<) cos(t) o 1 DM (2:32)
O etr0.51 0
Mt) = 0 1 0 >g@lat £ [#, 2w], (2.33)
Dla t £ [27r,47r] macierz $0(<) dana jest przez (2.18), przy czym
R=gom) = + 2.34
=00 = (2.34)

Macierz $0(0 jest funkcjg okresowg o okresie 47T.

2.2.Numeryczne obliczanie multiplikatoréw

Macierz monodromii, a tym samym multiplikatory, mozna tatwo liczy¢ numerycz-
nie. Podzielmy przedziat [0, T]na I\ podprzedziatdw za pomocg punktéw

0= ess tn = T. (2.35)
Dtugos¢ k - tego podprzedziatu bedzie réwna:
Atk = tk—tk-i. (2.36)

Stosujemy teraz przyblizenie polegajagce na tym, ze wewnatrz podprzedziatéw (2.36)
macierz A(t) uwazamy za stalg, tzn. wprowadzamy schodkowga funkcje czasu A&(t)
okres$long nastepujaco:
AA(t) = Ak, dlat £ [tk-itk), (2.37)
gdzie
Ak = — mf k A(t)dt. (2.38)

Zamiast uktadu (0.1), (2.1) rozwazamy jego przyblizenie

i = A&(D)x. (2.39)
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tatwo napisaé wzér na macierz monodromii X g(T) uktadu o schodkowo zmieniajacej
sie macierzy A&(t)

XA(T) = er A(Ke K-iA<K-i . (2.40)
Obliczona macierz monodromii uktadu ze schodkowo zmieniajgcymi sie parametrami
jest przyblizeniem macierzy monodromii X(T) ukfadu (0.1), (2.1). Obliczanie przy-
blizonej macierzy monodromii X&(T) jest numerycznie bardzo proste. Wymaga tylko
mnozenia macierzowych funkcji wyktadniczych.

Oznaczmy
A = mlgx Atk (2-41)
oraz przyjmijmy
A1) ||[< M, (2.42)
IM(<) - AA(1) |I< e, (2.43)

t £ [0,T], Mozna tatwo wykaza¢, ze zachodzi ([25, str. 229])
| XA(T) - X(T) |I< eTe2MT. (2.44)
Poniewaz e —0, gdy A —*0, zatem
KmWXA(T)-X(T)\=0. (2.45)

Jak widaé, twierdzenie Flogueta pozwala badaé¢ stabilno$¢ dla konkretnego okreso-
wego przebiegu zmian wspotczynnikéw danego przez (2.1). Aby wnioskowac o stabil-
nosci dla réznych przebiegdw zmian wspdtczynnikéw wyznacza sie macierz monodromii
wielokrotnie, zadajac r6zne funkcje okresowe opisujace te zmiany. Zilustrujemy to na
podanych dalej przyktadach.

Przedstawimy ponizej przyktady numeryczne obliczania wyktadnika Lapunowa dla
uktadéw o zmieniajacych sie okresowo parametrach. W przyktadach tych w celu prze-
analizowania mozliwych zachowan uktadow bedziemy oblicza¢ wyktadnik Lapunowa
dla zmieniajgcych sie pobudzen. Okresowe pobudzenia bedg skokowe; zmieniane bedg
ich okresy, amplitudy i wypetnienia.

2.2.1. Wahadto o ruchomym punkcie zawieszenia

Zapiszmy zlinearyzowane rownanie wahadta o ruchomym punkcie zawieszenia
(1.33) w postaci:
0+ 2(ujod+ [wg + «(Ol# = 0> (2.46)

gdzie:

— t u2-7?- 2.47
c=, 2.7, (2.47)
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aft) = Tnl_ (2.48)

Przyjmujemy przy tym
2(u>0 = 0.4, ul =05 (2.49)

oraz zaktadamy, ze parametr a(t) moze sie zmieniaé w zakresie

®min N <*(*)< (2.50)

Rys. 2.1. Funkcja okresowa opisujgca zmiane parametru a(t)
Fig. 2.1. Periodic function which defines changes of the parameter a(t)

Dodatkowo zaktadamy, ze a(t) jest funkcjg okresowg zmieniajgca sie skokowo,
przedstawiong na rys. 2.1. Okres T, czestotliwo$¢ w i wypetnienie wp dane sg przez:

T=tl+h, W=y . Wp=j: (2.51)

gdzie <i i t2 sag czasami zaznaczonymi na rys. 2.1.
Przyjmujemy
Gmin —0 i Qmax ~ 1.4. (2.52)

Wykonujemy teraz wielokrotnie obliczenia macierzy monodromii X(T) ukfadu
(2.46). Zwréémy uwage, ze przy zatozonym przebiegu a(t) nie ma problemu przy-
blizania X(T) przez inng macierz. W obliczeniach zmieniamy dwa parametry:

1: czestotliwos$¢ u;, w zakresie od 0 do 3,

2: wypetnienie wp, w zakresie od 0 do 1.

Dla kazdej pary (u>wp) obliczamy odpowiadajacy jej wyktadnik Lapunowa
A(wp,u>) macierzy X(T) (2.15). Wykres zaleznosci A(wp,u>) przedstawia rys. 2.2. Mak-
simum dla wykresu przedstawionego na rysunku jest osiggane w punkcie

wp —0.65, w= 1.86 (2.53)

i wynosi 0.0116.
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Rys. 2.2. Zalezno$¢ wyktadnika Lapunowa A ukladu od parametréw sygnatu a(t): w i
wp. Zalezno$¢ te otrzymano dla wahadta z ruchomym punktem zawieszenia
Fig. 2.2. Lyapunov exponent A (lambda) of the system versus parameters of the signal

a(t): u) and wp. The plot was drawn for pendulum with time-varying position
of the swing point

Zatem przez przeglad klasy pobudzen parametrycznych przedstawionych narys. 2.1
mozna znalez¢ strategie destabilizujgcg. Wyznaczona strategia destabilizujgca zadana
jest przez przebieg a(t) przedstawiony na rys. 2.1, w ktérym przetagczanie pomiedzy
wartosciami amn —O0 i amax = 1.4 wykonywane jest z czestotliwos$cig o= 1.86, przy
czym wspotczynnik wypetnienia wynosi wp = 0.65. Wyk#tadnik Lapunowa odpowia-
dajacy wyznaczonej strategii wynosi 0.0116.

2.2.2. Odwrécone wahadto o ruchomym punkcie podparcia

Jako drugi przyktad rozwazamy odwrécone wahadto z rys. 1.3 (z rozdziatu 1).
Zapisujemy zlinearyzowane réwnanie odwroconego wahadta (1.38) w postaci:

6+ bd —a(t)9 = 0, (2.54)

gdzie
h_ j_ n(fs_9_ , m

(2.55)
mL2" O L mL
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Rys. 2.3. Zalezno$¢ wykladnika. Lapunowa X uktadu od zmieniajgcych sie parametrow
sygnatu a(t): v i wp. Zalezno$¢ te otrzymano dla odwrdéconego wahadta z
ruchomym punktem podparcia

Fig. 2.3. Lyapunov exponent X of the system versus parameters of the signal a(t): v

and wp. The plot was drawn for inverted pendulum with mobile fulcrum
oraz przyjmujemy:
6= 0.1, (2.56)
Gmin —fl(*) » Gmax. (2.57)

Parametr a(t) jest, podobnie jak poprzednio, zadany funkcjg okresowa zmieniajgcg sie
skokowo, przedstawiong na rys. 2.1. Okres T, czestotliwo$¢ u>i wypetnienie wp dane
sg przez (2.51).

Przyjmujemy
amin = 0.01 i amax —5 (2.58)

i analogicznie jak w poprzednim podpunkcie, wielokrotnie obliczamy wyktadnik Lapu-
nowa X(wp,uj), odpowiadajacy macierzy monodromii X (T) uktadu (2.54), zmieniajac
dwa parametry

1: czestotliwos$¢ w, w zakresie od 0 do 3,

2: wypetnienie wp, w zakresie od 0 do 1.

Wykres zalezno$ci X(wp,u>) przedstawia rys. 2.3.Minimum dlawykresu przedsta-
wionego na rysunku jest osiggane dlawp = 1iw = 0iwynosi0.1198. tatwo sprawdzic,
ze minimalna warto$¢ odpowiada przebiegowi a(i) = amin, co takze dobrze wida¢ na
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rys. 2.3. W eksperymencie obliczeniowym nie udaje sie wyznaczy¢ strategii stabilizu-
jacej dla rozwazanego uktadu. Dla amtn > O strategia taka nie istnieje (zob. punkt
3.5.2.). Aby ustabilizowa¢ odwr6cone wahadto, konieczne jest zatozenie amin < 0.
Wyniki pokazujace stabilno$é potozenia rownowagi odwrdéconego wahadta z okresowo
poruszajacym sie punktem podparcia (takim, ze amin < 0) mozna znalezé w wielu
zrédtach, np. [1, str. 115], [67]. W przypadku rozwazania problemu sformutowanego
tak jak w niniejszej pracy, problem istnienia strategii stabilizujgcej dla amtn < 0 jest
trywialny dlatego, ze oczywistym wyborem moze byé¢ a(t) = aml,,.

2.2.3. Uktad regulacji z zalezng od czasu nieliniowoscia sek-
torowa

Jako kolejny przyktad rozwazymy uktad regulacji z zalezng od czasu nieliniowoscig
sektorowa, przedstawiony na rys. 1.6. Przyjmiemy, ze transmitancja K(s) dana jest

przez

KGY= o1 fouls) (259)

Jest to element zachowawczy (podwojne catkowanie) z korektorem typu PD. Wiadomo,
ze objecie obiektu o transmitancji K(s) danej wzorem (2.59) petlg sprzezenia zwrot-
nego o dowolnym statym (dodatnim) wzmocnieniu daje stabilny uktad zamkniety.

W analizowanym uktadzie w petli sprzezenia zwrotnego wystepuje element nieli-
niowy, zalezny od czasu. Zaktada sie, ze element ten spetnia warunek sektorowy (1.49).
Jak stwierdzono w punkcie 1.5.5, rbwnowaznie mozemy bada¢ uktad (przedstawiony
na rys. 1.5) ze zmieniajagcym sie wzmocnieniem k(t), ktérego wartosci lezag w zakresie
(1.43). Réwnania stanu (1.48) opisujace analizowany uktad majg nastepujaca postac:

0 1 0 Xl

22 . 0 0 1 X2 (2.60)
%3 -10 -10k(t) -lOfc(t) L *3
iRz (

cych zakres mozliwych zmian wzmocnienia k(t)
a =02 /3= 15 (2.61)

Zbadamy teraz zachowanie sie uktadu z rys. 1.6 z transmitancja (2.59) dla zmie-
niajacego sie okresowo wzmocnienia. Zatozymy, ze k(t) jest zadane takim samym prze-
biegiem, jak przedstawiony na rys. 2.1, tzn." k(t) = a(t) oraz
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Rys. 2.4. Zalezno$¢ wyktadnika Lapunowa X uktadu od zmieniajacych sie parametrow
sygnatu a(t): w i wp. Zalezno$¢ te otrzymano dla uktadu regulacji z zalezng
od czasu nieliniowos$cia sektorowa

Fig. 2.4. Lyapunov exponent X of the system versus parameters of the signal a(t):
w and wp. The plot was drawn for control system with time-varying sector
nonlinearity

Wykonujemy, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, wielokrotne obliczenia ma-
cierzy monodromii dla uktadu z rys. 1.6 z transmitancjg (2.59) zmieniajagc dwa pa-
rametry przebiegu k(t): czestotliwo$¢ w i wypetnienie wp (2.51). Dla kazdego prze-
biegu obliczamy z macierzy monodromii X(T) odpowiadajgcy jej wyktadnik Lapu-
nowa X(wp, w). Zakres zmian czestotliwosci w i wypetnienia wp jest taki sam jak w
poprzednim przyktadzie, tzn. v £ [0,3], wp £ [0,1]. Wyniki obliczeh przedstawia rys.
2.4.

Maksimum wykresu przedstawionego na rys. 2.4 jest osiggane w punkcie
wp = 0.804, w= 1.30 (2.63)

i wynosi 0.0011.

Znaleziony wyktadnik Lapunowa jest dodatni. Zatem uktad regulacji z rys. 1.6,
przy transmitancji K(s) danej przez (2.59) i mozliwym zakresie zmian wzmocnienia
(2.62), nie jest absolutnie stabilny. Istnieje dla niego strategia destabilizujagca dana
przez (2.63).
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2.3. Rezonans parametryczny

Rezonans parametryczny jest to utrata stabilno$ci liniowego uktadu hamiltonow-
skiego przy bardzo niewielkich okresowych zaburzeniach (zmianach parametrow). W
teorii rezonansu parametrycznego wyznacza sie czestotliwosci krytyczne funkcji opisu-
jacych zmiany parametréw, przy ktorych nastepuje utrata stabilnosci.

Termin uktady hamiltonowskie pochodzi z mechaniki teoretycznej; definiuje sie
je jako uktady holonomiczne, w ktérych nie wystepuje rozpraszanie energii. Badanie
stabilnos$ci takich uktadéw ma wazne zastosowania.

Opiszemy podstawowe wiasnosci rezonansu parametrycznego. Maja one zastosowa-
nie do niektérych z rozwazanych tu przyktadow uktadéw o zmiennych parametrach.
Réwnania opisujace liniowy uktad hamiltonowski maja nastepujaca postac:

i = JA(D)x. (2.64)

Wymiar wektora stanu jest tu zawsze parzysty, x € R2n. Przez J oznacza sie nastepu-
jacag antysymetryczng macierz blokowa:

J (2.65)

i nazywa sie jg jednoscig symplektyczng. We wzorze (2.65) | oznacza n x n - wy-
miarowg macierz jednostkowg. O macierzy A(t) we wzorze (2.64) zaktada sie, ze jest
symetryczna, AT(t) = A(t), dla kazdego t. Zwr6¢my uwage, ze macierz J ma nastepu-
jace wiasnosci:

JJ = JTI = 1, (2.66)
przy czym | oznacza tu macierz jednostkowa 2n x2n - wymiarowa. Uzycie tego samego
oznaczenia, /, dla macierzy jednostkowych o réznych wymiarach nie bedzie prowadzi¢
do niejednoznaczno$ci dlatego, ze wymiar zawsze bedzie wynikat z kontekstu. Wyko-
rzystujac wiasnosci (2.66) mozna udowodni¢ nastepujacy lemat:

Lemat 1. Macierz fundamentalna X(t) (X(0) = 1) uktadu hamiltonowskiego
(2.64) ma wartosci wtasne roztozone parami symetrycznie wzgledem okregu jednost-
kowego, tzn., jesli Ajt jest warto$cig wtasng macierzy X(t) dla chwili t, to odpowiada
jej warto$¢ witasna A o tej samej krotnosci oraz

= 2.67
A= . (2.67)
Dow6d. Rozwazmy pochodng po czasie wyrazenia X T(t)JIX(t)
JUIXT()IX(1)] = JtIXT{t)]IX{t) + X T{t)Ijt [X(t)}

= XT@)AT()ITIX{t) + X T(t)IJA(t)X{t)
0. (2.68)
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Ostatnia rowno$¢ zachodzi na podstawie (2.66) oraz symetrii macierzy A(t). W chwili
zerowej X (0) = /, zatem
* T(0)JJf(O) = J. (2.69)

Na podstawie (2.69) i (2.68) mamy dla dowolnego t
X T(t)IX(t) = J, (2.70)

skad
X~x(t) = J~xX T{t)J. (2.71)

Transpozycja i przeksztatcenie podobiefistwa po prawej stronie réwnania (2.71) nie
zmieniajg widma macierzy, co dowodzi lematu. O

W dalszym ciggu zajmowac sie bedziemy okresowymi uktadami hamiltonowskimi,
w ktorych macierz A(t) jest okresowa o okresie T

At + T) = A(L). (2.72)

Na podstawie lematu 1 macierz monodromii tego uktaduma wartoSciwtasne roz-
mieszczone symetrycznie wzgledem kota jednostkowego.Wynika z tego, jak juz wcze-
$niej wspomniano, ze uktad hamiltonowski nie moze by¢ stabilny asymptotycznie (co
jest zgodne z zatozeniem o tym, ze nie ma w uktadzie rozpraszania energii). Warunkiem
koniecznym stabilnosci jest, aby wszystkie multiplikatory (warto$ci wtasne macierzy
monodromii X(T)) lezaty na kole jednostkowym. Warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym stabilnosci jest, aby 1° wszystkie multiplikatory lezaty na kole jednostkowym
i 2° wszystkie dzielniki elementarne macierzy monodromii X(T) byty proste, inaczej
mowigc, aby posta¢ kanoniczna Jordana macierzy X(T) byta diagonalna.

Dla badania rezonansu parametrycznego celowe jest dalsze rozbudowanie pojecia
stabilno$ci. Rozwazmy zaburzony okresowy uktad hamiltonowski, tzn. uktad o postaci:

x = J[A{t) + c¢B{t,1)\x, (2.73)

gdzie B(e,t) jest symetryczng macierza okresowg o okresie T. Oznaczmy macierz mo-
nodromii odpowiadajacg uktadowi (2.73) przez X(e,T). Parametr e jest niewielki.

Zatozmy, ze okresowy uktad hamiltonowski (2.64), (2.72) jest stabilny. Mozemy te-
raz zapytac: czy niewielkie zaburzenie, jak w modelu (2.73), moze spowodowac desta-
bilizacje uktadu (2.64), (2.72). Bardziej precyzyjnie problem ten wyrazajg nastepujace
definicje:

Definicja 1. Okresowy uktad hamiltonowski (2.64), (2.72) jest silnie stabilny, jesli
istnieje takie 4 > 0, ze kazdy uktad (2.73) spetniajacy

IQ lle-B(M) Il dt < 1] jest takze stabilny. (2.74)
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Definicja 2. Okresowy uktad hamiltonowski (2.64), (2.72) jest stabo stabilny, jesli
jest stabilny, ale nie jest silnie stabilny.

Wprowadzamy jeszcze nastepujgce okre$lenie:

Definicja 3. Niech <k bedzie multiplikatorem uktadu (2.64), (2.72). Niech Xk
bedzie podprzestrzenig niezmienniczg macierzy monodromii X(T) generowang przez
jej wartos¢ wtasng a*. Multiplikator 9* nazywa sie multiplikatorem pierwszego typu,
jesli dla kazdego niezerowego wektora £ G Xk zachodzi

FJt >0 (2.75)

oraz drugiego typu, gdy dla kazdego niezerowego £ 6 Xk
?Jt <0 (2.76)

We wzorach (2.75) i (2.76) £ oznacza wektor sprzezony do £. Multiplikatory pierwszego
i drugiego typu nazywajg sie¢ multiplikatorami okreslonymi.
Jesli w podprzestrzeni Xk mozna znalez¢ niezerowy wektor £ taki, ze

=0, (2-77)

to ffk nazywa sie multiplikatorem typu mieszanego lub multiplikatorem nieokre$lonym.

Mozemy teraz sformutowacé najwazniejsze twierdzenie o silnej stabilnosci liniowych
uktadéw hamiltonowskich.

Twierdzenie 3. (Twierdzenie Krejna, Gelfanda, Lidzkiego). Warunkiem koniecz-
nym i wystarczajagcym silnej stabilno$ci uktadu (2.64), (2.72) jest, aby wszystkie mul-
tiplikatory macierzy monodromii X (T) byty okre$lone.

Dowo6d mozna znalezé w [129, str. 144-172].

2.3.1. Czestotliwosci krytyczne rezonansu parametrycznego

Korzystajagc z twierdzenia Krejna, Gelfanda, Lidzkiego mozemy wyprowadzi¢ wzory
okreslajace czestotliwos$ci krytyczne rezonansu parametrycznego. Rozwazmy nastepu-
jacy liniowy uktad hamiltonowski

x = J[A + eB(e,t)\x, (2.78)

gdzie, tak jak w (2.73), t jest matym parametrem, B(e,t) jest symetryczng macierza
okresowg o okresie T. Macierz A jest tu symetryczng macierzg stata, niezaleznag od
czasu.Zatozmy, zewszystkie wartosci wtasne macierzy JA majg zeroweczesci rzeczy-
wiste oraz ze sato wartosci witasne pojedyncze. Zatem widmo macierzy JAskitada sie
z liczb

jvXx, jvi, ... jvn (2.79)
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~jvi, -jv2, ... - jvn, (2.80)

j = \/—T, przy czym i/i, v2, ** ¢ Vn, —vi, em—vynsg parami rézne i kazda z nich
jest rézna od zera. Udowodnimy teraz nastepujacy lemat:
Lemat 2. Oznaczmy przez £* wektor wtasny macierzy JA odpowiadajgcy wartosci

wiasnej jvk. Wtedy zachodzi nastepujgca nieréwnos¢:

fiJtk? 0. (2.81)

Dowo6d. Oznaczmy przez jv' dowolng warto$¢ wiasng macierzy JA rézng od jvk
oraz przez £ odpowiadajacy jej wektor wiasny. Wtedy

e j— jAik=-x ™~ AjTj(k=
J”k Jvk

CALIAT
j'vkl Jik. \(/2'82)

Na podstawie pierwszej i ostatniej z powyzszych réwnosci dostajemy:

uu—v'

— CJ(k =o. (2.83)
Poniewaz zatozylismy, ze vk v', zatem

ETJik = 0. (2.84)

Utworzmy teraz macierz E, ktdrej wierszami sg sprzezenia wektoréw wiasnych ma-
cierzy JA, tzn. jej wiersze sg postaci (k, k = 1,2... 2n. Macierz ~J jest nieosobliwa,
zatem

ZJ(k~ 0. (2.85)

Ale na podstawie (2.84) 2n —1 z 2n elementéw wektora, ktdry dostaniemy po wykona-

niu mnozenia po lewej stronie nierownosci (2.85), jest rowne zero. Stagd wynika (2.81).
O

Analogicznie do definicji 3 warto$¢ wtasng jvk macierzy JA nazywamy pierwszego
typu, jesli dla odpowiadajacego jej wektora wiasnego (k zachodzi:

g 76:>0 (2.86)

oraz drugiego typu, jesli

ZkJtk< 0. (2.87)

Z lematu 2 wynika, ze wszystkie wartosci wtasne macierzy JA sa pierwszego lub
drugiego typu. tatwo tez sprawdzi¢, ze prawdziwy jest nastepujacy lemat:
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Lemat 3. JeSli jvk jest wartoscig wtasng pierwszego typu macierzy JA, to -juk
jest warto$cig wtasng drugiego typu i na odwrét.

Dlatego bez ograniczania og6lnosci bedziemy dalej zaktada¢, ze wartosci wiasne
(2.79) sa pierwszego typu, a (2.80) drugiego typu.

Oznaczmy macierz monodromii odpowiadajaca niezaburzonemu uktadowi (2.78)
(tzn. przy e = 0) przez X(T). Z uwagi na stato$¢ macierzy A mamy:

X(T) = eJAT. (2.88)

Z przedstawionej rownosci wynika, ze wektory wiasne macierzy monodromii X(T) po-
krywaja sie z wektorami wtasnymi macierzy JA. Ponadto, na podstawie zatozenia, ze
tkk sg parami rézne i r6zne od zera, wszystkie dzielniki elementarne macierzy mono-
dromii X(T) sa proste.

Mozemy teraz udowodni¢ twierdzenie o czestotliwosciach krytycznych dla uktadu
(2.78). Podobnie jak poprzednio, niezaburzonym nazywamy uktad (2.78), w ktorym
e= 0.

Twierdzenie 4. Niezaburzony (tzn. przy e = 0) uktad okresowy (2.78) jest silnie
stabilny dla wszystkich okresow T takich, ze

T* wkr(k,l,myi <2-89)
oraz stabo stabilny dla

T = ojkr{k Imy (2-90)

Czestotliwosci wkr(k,I,m) nazywa sie czestotliwosciami krytycznymi i wylicza sie z
nastepujacego wzoru:
ukr{k,l,m) = H(i/jt + i), (2.91)
1< kl<nm=12,...
Dowdd. Na podstawie (2.79), (2.80) i (2.88) macierz monodromii X(T) ma naste-
pujace wartosci wiasne:

(2.92)
oraz
ai-\...,a, -\ (2.93)
przy czym
ak=e?kKT, k= 1,2,... ,n. (2.94)

Zbadajmy, dla jakich okresow T macierz monodromiiX(T)mawielokrotne war-
tosci whasne. Z(2.94)wyliczamy, ze ak —ecri, k 2 I, 1 <k ,I< n, gdy
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oraz ze k= ¢, x, 1 < fc,/ < n, gdy
T=— — (2.96)

gdzie m jest dowolng liczbg catkowitg rézng od zera.

W nastepnym kroku badamy podprzestrzenie niezmiennicze generowane przez po-
dwdjne wartosci wiasne uk = er; oraz ok = QOj-1. Z lematu 3 wynika, ze podprzestrzenie
niezmiennicze zwigzane z multiplikatorami ak = 07 sg zawsze okreslone, natomiast
podprzestrzenie niezmiennicze zwigzane z multiplikatorami crk = crfl sg typu miesza-
nego. Zatem z twierdzenia 3 wynika teraz teza twierdzenia 4. O

2.3.2. Przykiad

Jako przyktad ilustrujgcy twierdzenie o czestotliwosciach krytycznych rozwazmy
szczeg6lng posta¢ réwnania Hilla (np. [25], [129])

x + [1-fea(t)\x —0. (2.97)

Przedstawione réwnanie moze opisywa¢ zachowanie sie, w poblizu potozenia réwno-
wagi, wahadta o zmiennej dtugosci lub wahadta o ruchomym punkcie zawieszenia,
przy dodatkowym zatozeniu o braku tarcia w punkcie zawieszenia. Funkcja ea(t) opi-
suje zmiany w czasie dtugosci wahadta lub sity oddziatujgcej na punkt zawieszenia
wahadta. Dzieki zatozeniu o braku tarcia rozwazany uktad jest liniowym uktadem ha-
miltonowskim. Wprowadzajac wspdtrzedne stanu xx = X i X2 = X mozna réwnanie
(2.97) zapisac jako

Xi 0 1 L+ e a(t) 0 Xl

x2 10 0 0 X2 (2.98)
Rownanie (2.97) mozna zatem sprowadzi¢ do postaci (2.78). W analizowanym przy-
padku

JA =
0 (2.99)

i warto$ci wtasne macierzy JA wynoszaj i —j. Poniewaz sg tylko dwie warto$ci witasne,
zatem w twierdzeniu 4 musimy przyja¢ k = /= 1iotrzymujemy nastepujacy wzdr na
czestotliwosci krytyczne ukr(k,I,m) = w*r(l,I,m ) = ukr(m):

ukr(m) = ,m=1,2 - (2.100)

m
Zgodnie ze wzorem (2.100), dowolnie mate okresowe zaburzenia ea(t) o czestotliwo-
$ciach hjkr(m) moga zdestabilizowa¢ uktad (2.97).
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Zwroc¢my uwage, ze z twierdzenia 4 wynika tylko, ze dla kazdej z czestotliwosci kry-
tycznych (2.100) istnieje niewielkie pobudzenie destabilizujgce uktad. Nie oznacza to,
ze kazde pobudzenie o czestotliwos$ci (2.100) destabilizuje uktad (2.97). Mozemy to zi-
lustrowac obliczeniami numerycznymi. Jako a(t) przyjmujemy przebieg przedstawiony
na rysunku (2.5). Jest to okresowy przebieg schodkowy, ktéry w okresie T przyjmuje
5 mozliwych, generowanych losowo, wartosci.

0.03
0.02

0.01

-0.01

-0.02

ot

Rys. 2.5. Przyktadowy przebieg funkcji ea(t). Czestotliwo$¢ sygnatu ea(t) wynosi w.
Funkcja zalezy od pieciu losowych wartosci i jest skalowana do zakresu

[-0.025,0.025]
Fig. 2.5. Exemplary plot of the function ea(t). Frequency of the signal ea(t) is equal
to 1> The function depends on five random values and is rescaled to fit the

interval [—0.025,0.025]
Procedura pobudzania rezonansu parametrycznego jest nastepujaca:

1. Generowanych jest 5 liczb losowych, ktore zadaja przebieg funkcji ea(t) jak na
rys. 2.5. Dodatkowo przebieg funkcji skaluje si¢ tak, ze maxea(z) = —minea(t)

= 0.025.

2. Wygenerowany przebieg funkcji ea(t) jest podstawa do obliczenia macierzy mo-
nodromii X(T) i wyktadnika Lapunowa A Wyktadnik Lapunowa A oblicza sie
wielokrotnie, zaktadajac staty ksztatt funkcji ea(t) i zmieniajgc czestotliwo$¢ w w
zakresie [0,2.5]. Kre$lony jest wykres zalezno$ci warto$ci wyktadnika Lapunowa

A od czestotliwosci w sygnatu ea(t).

Opisana procedura zostata powtorzona 30 razy, a wykresy z jej punktu 2 byty
naktadane na siebie. Rezultat tego przedstawia rys. 2.6. Na gornym wykresie widaé
maksima, bedgce wynikiem rezonansu parametrycznego. Ponizej zaznaczone sg piono-
wymi kreskami wartosci czestotliwosci krytycznych. Kreslac pojedynczy wykres A(w)
uzyskuje sie zwykle 1 - 2 maksima, wynikajace z pobudzenia tylko niektérych czesto-
tliwosci krytycznych. Naktadajac na siebie wiecej wykres6w mozna lepiej zobrazowaé
zaleznos¢ A(w) i sprawdzi¢ zgodno$é pozycji maksiméw z wartoSciami czestotliwosci

krytycznych.
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J L

0.5

Rys. 2.6. Wykres obrazujacy rezonans parametryczny. Na gérnym rysunku przedsta-
wione sg zalezno$ci wyktadnika Lapunowa A od czestotliwos$ci uj pobudzenia
ea(t) dla 30 wygenerowanych pobudzen ea(t). Na dolnym rysunku pionowymi
kreskami zaznaczone sg warto$ci czestotliwosci krytycznych ujkr(m) = —

Fig. 2.6. The above plots demonstrate parametric resonance. In the upper plot Ly-
apunov exponent A is presented versus frequency lo of the signal ta(t), for
30 random signals ea(i). In the lower plot vertical markers depict values of
critical frequencies WKI{m) = £

Na rysunku mozemy zaobserwowac, ze pobudzone zostaty 4 czestotliwosci kry-
tyczne rezonansu parametrycznego. Pigte maksimum jest zwigzane z dwoma czestos-
ciami krytycznymi (o numerach 8 i 9). Jego obecnosc wynika z aspektow numerycz-
nych, tzn. z tego, ze parametr uktadu pobudzano sygnatem o skonczonej (niezerowej)
amplitudzie (0.025).

Zauwazamy réwniez prawidtowo$¢ polegajgca na tym, ze maksima odpowiadajace
nizszym czestotliwosciom sg stabsze, gdyz rezonanse odpowiadajgce nizszym czesto-
tliwosciom trudniej pobudzié. Niektdore czestotliwosci nie zostaty pobudzone, brak od-
powiadajgcych im maksimdw.

Najsilniejsze i najczesciej wystepujace jest maksimum zwigzane z podstawowg cze-
stotliwos$cig krytyczna, odpowiadajacg m — 1. Czestotliwos$¢ ta jest rowna podwojonej
czestotliwo$ci drgan swobodnych niezaburzonego uktadu (2.97).

Mimo ze teoria rezonansu parametrycznego stosuje sie tylko do uktadéw hamilto-
nowskich (w ktorych nie wystepuje rozpraszanie energii) oraz analizuje asymptotyczne
zaleznosci dla niewielkich pobudzen parametréow, jej wyniki stosuje sie takze jako przy-
blizenie w analizie uktadéw, w ktérych zatozenia te nie sg doktadnie spetnione. Czesto,
aby zbada¢ mozliwo$¢ destabilizacji uktadu, zamiast analizowa¢ wszystkie mozliwe po-
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budzenia, mozna ograniczy¢ sie do funkcji okresowych, ktérych czestotliwosci lezg w
poblizu podstawowej czestotliwosci krytycznej, jesli tylko czestotliwo$é te mozna w
jakis sposob oszacowac.

Przeanalizujmy ponownie wykresy przedstawione na rys. 2.2 i 2.4. Zakres mozli-
wych zmian czestotliwo$ci drgan swobodnych wahadta z rys. 2.2, odpowiadajacy za-
kresowi zmian parametru a, wynosi 0.5 - 1.9. Je$li wezmiemy $rodek tego zakresu,
tzn. 1.2, to odpowiadajaca tej wartoSci podstawowa czestotliwo$¢ krytyczna wynosi
2 x 1.2 = 2.4, Zaniedbujac rozpraszanie energii przez tarcie lepkie dostaniemy zatem
z twierdzenia 4 jako podstawowg czestotliwo$¢é rezonansu parametrycznego czestotli-
wos¢ gjfr (1) = 2.4. R6znica w stosunku do wartosci 1.86, ktorej na wykresie z rys. 2.2
odpowiada maksymalny wyktadnik Lapunowa, wynika z wystepowania ttumienia w
uktadzie (wspotczynnik ttumienia ( = ).

Dla wykresow z rys. 2.2 i 2.4 mozna zaobserwowac przebiegi przypominajace wy-
kresy charakterystyczne dla zjawisk rezonansu, z wielokrotnymi maksimami o r6znych
wysokosciach, mimo ze modele analizowanych uktadéw nie spetniajg zatozen stosowal-
nosci teorii rezonansu parametrycznego.

2.4. Uwagi i komentarze

Opisane w tym rozdziale metody i twierdzenia bazujg gtéwnie na pracach [25]
i [129]. Przedstawione wyniki nie wyczerpujg wszystkich, wywodzacych sie z teorii
Flogueta, technik i podej$¢. Istnieje wiele innych metod obliczeniowych dla uktadéw
0 okresowo zmieniajacych sie parametrach. Sposréd pominietych warto wspomniec
o analitycznych metodach, w ktérych macierz monodromii X (T) wylicza sie bezpo-
$rednio na podstawie funkcji A(t) [129], [112]. Mimo ze metode te mozna stosowaé
tylko w prostych przypadkach, gdy rzad uktadu jest 2 lub 3, jest ona czesto bardzo
uzyteczna, poniewaz pozwala bezposrednio uzalezni¢ wyktadnik Lapunowa od parame-
tréw modelu. Pomimo ograniczenia sie tylko do najwazniejszych metod przedstawione
tu przyktady pozwolg jednak poréwnac opisywane w tym rozdziale techniki z innymi
rozwigzaniami.

Zatozenie, ze zmiany parametrow sg okresowe, jest bardzo niewielkim ogranicze-
niem przy analizie uktadéw o zmiennych parametrach, poniewaz sygnaty okresowe sta-
nowig bardzo szeroka klase pobudzen. Wymienimy tu trzy wyniki z literatury, ktére
potwierdzajg te teze. W pracy [21] wykazano, ze jesli dla uktadu o zmieniajgcych sie w
czasie parametrach (0.1) istnieje strategia destabilizujaca, to istnieje takze okresowa
strategia destabilizujgca. W pracy [121] udowodniono, ze dla uktadéw dwuwymia-
rowych z jednym zmieniajgcym sie parametrem strategii destabilizujacej wystarczy
poszukiwaé¢ w klasie sygnatéw okresowych, schodkowych z co najwyzej dwoma przeta-
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czeniami za okres. W pracy [78] wykazano, stosujagc twierdzenie Poincarego - Bendi-
xona, ze dla uktadéw trojwymiarowych okresowej strategii destabilizujgcej odpowiada
okresowy w granicy przebieg wspotrzednych stanu uktadu.

Przeanalizowane przyktady pokazujg tez ograniczenia metod bazujgcych na twier-
dzeniu Flogueta. Je$li chcemy bada¢ wptyw na zachowanie sie uktadu sygnatéw okreso-
wych o ksztattach bardziej ztozonych niz analizowane w przedstawionych przyktadach,
to przeglad wszystkich mozliwych pobudzen staje sie trudny lub niemozliwy.

Oczywiscie, przeglad wszystkich mozliwych pobudzen nie jest konieczny dla zba-
dania istnienia strategii destabilizujgcej. Interesuje nas tylko maksimum (minimum)
na wykresie zalezno$ci wyktadnika Lapunowa od parametré6w pobudzenia. Mozna za-
tem zaproponowac¢ zamiast przegladu stosowanie numerycznych metod optymalizacji
statycznej. Jednak podejscie to jest takze trudne w zastosowaniu, co tatwo zrozumiec
patrzac na rys. 2.2 i 2.4. Oba wykresy majg wiele maksimoéw lokalnych, zatem metody
numerycznej maksymalizacji beda czesto dawa¢ btedne wyniki, spowodowane odszu-
kaniem maksimum lokalnego zamiast globalnego.

Kolejny problem polega na tym, ze wykonanie opisanych obliczen numerycznych
dla zatozonych zakresow zmian czestotliwos$ci, wypetnien lub faz i stwierdzenie, ze
w przeszukanym zakresie nie znaleziono strategii destabilizujgcej (stabilizujgcej), nie
daje jednak formalnego dowodu absolutnej stabilnosci (niestabilnosci) analizowanego
uktadu. Przyktadem moze byc model odwroconego wahadta z ruchomym punktem
podparcia, badany w punkcie 2.2.2, gdzie nie udaje si¢ znaleZ¢ strategii stabilizujgcej.
Mimo ze w eksperymentach obliczeniowych nie udaje sie ustabilizowa¢ uktadu, aby
by¢ pewnym absolutnej niestabilnos$ci, trzeba zastosowac¢ inne metody (por. rozdziat
trzeci).

Mimo opisanych trudnosci, nawet dla ztozonych uktadéw, warto przed zastosowa-
niem innych metod wykona¢ opisywane w tym rozdziale eksperymenty obliczeniowe
z wielokrotnie modyfikowanym okresowym pobudzeniem zmian parametréw. Czasem
daje to juz wystarczajace informacje o zachowaniu sie badanego uktadu (np. strategie
destabilizujacg), a czesto pozwala lepiej zaplanowac dalsze badania.

Wykonane obliczenia numeryczne beda stuzyty w dalszych rodziatach pracy jako
odniesienie do wynikéw uzyskiwanych tam innymi metodami.

Rozdziat 3

Kwadratowe funkcje Lapunowa

W rozdziale tym omoéwione zostang bardzo efektywne obliczeniowo metody badania
absolutnej stabilnos$ci i absolutnej niestabilnosci uktadu (0.1), (1.1), wykorzystujace
funkcje Lapunowa definiowane w postaci form kwadratowych wspdtrzednych stanu:

V(x) = xTPx (3.1)

lub tez funkcje Lapunowa dane w postaci sumy formy kwadratowej i dodatkowych
sktadnikow catkowych. We wzorze (3.1) x £ Rn jest wektorem stanu uktadu (0.1), a
P £ Rnxn jest symetryczng macierzg formy kwadratowej.

Podstawowym pojeciem, ktére wykorzystuje sie do dowodzenia absolutnej stabil-
nosci (niestabilnos$ci) uktadu ze zmiennymi parametrami (0.1), (1.1), jest pojecie jed-
noczesnych (wspélnych) funkcji Lapunowa. Terminy jednoczesna oraz wspolna funkcja
Lapunowa bedg dalej uzywane jako synonimy. Funkcja V(x) jest wspdlnag funkcja
Lapunowa dla uktadu ze zmiennymi parametrami (0.1), (1.1), jesli jest ona funkcja
Lapunowa dla kazdego z uktadéw naroznych (1.5), (tzn. pochodne wzdtuz rozwiazan
kazdego z uktadéw naroznych sa funkcjami okre$lonego znaku). Istnienie funkcji La-
punowa wspoélnej dla wszystkich uktadéw naroznych dowodzi absolutnej stabilnosci
(niestabilnosci) uktadu (0.1), (1.1).

W przypadku gdy zmiane parametrow uktadu mozna zinterpretowac jako wynika-
jaca z istnienia sprzezenia zwrotnego poprzez funkcje, na ktorg natozony jest warunek
sektorowy (1.49), do badania absolutnej stabilno$ci i niestabilno$ci mozna zastosowaé
kryteria czestotliwosciowe - kryterium kota oraz kryterium Popova. S one uogdlinie-
niem na przypadek ukladéw o zmiennych parametrach klasycznego kryterium Ny-
quista stabilnosci liniowych petli sprzezenia zwrotnego. Zastosowanie tych kryteriow
pozwala sprowadzi¢ problem poszukiwania jednoczesnej funkcji Lapunowa do analizy
wiasnosci charakterystyk Nyquista (macierzy) transmitancji uktadu otwartego. Kryte-
rium kota otrzymuje sie przez zastosowanie jako funkcji Lapunowa formy kwadratowej.
Kryterium Popova dotyczy sytuacji, gdy zmienno$¢ parametrow jest spowodowana ist-
nieniem niezaleznej od czasu nieliniowos$ci sektorowej, jak w uktadzie przedstawionym
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w punkcie 1.5.5 na rys. 1.7. W takiej sytuacji jako funkcje Lapunowa definiuje sie
sume formy kwadratowej oraz sktadnika powstajagcego przez scatkowanie nieliniowosci
wzdtuz trajektorii uktadu.

Warunek na to, aby V(x) byta wspdlng funkcjg Lapunowa dla uktadu (0.1), mozna
zapisa¢ w postaci algebraicznej jako liniowg nierowno$¢ macierzowa. Takze kryteria
czestotliwos$ciowe absolutnej stabilnosci lub niestabilnosci moga byé sformutowane w
postaci liniowych nieréwnosci macierzowych. Liniowe nier6wno$ci macierzowe sg to
warunki, ktére obejmujg ujemng (dodatnig) okreslono$¢ macierzy z jednoczesnym za-
chodzeniem pewnych liniowych réwnosci dotyczacych elementéw tej macierzy. Problem
poszukiwania macierzy spetniajgcych liniowe nier6wnosci macierzowe nalezy do klasy
probleméw programowania wypuktego i w ostatnich latach opracowano efektywne nu-
merycznie algorytmy rozwigzywania takich problemdw [64], [32]. Dzigki temu mozliwe
jest badanie probleméw absolutnej stabilnosci (niestabilnosci) dla uktadéw, w ktérych
wymiar wektora stanu moze byé bardzo wysoki (kilkanascie, a nawet kilkadziesiat
wspoétrzednych stanu).

Ceng za wysoka efektywnos$¢ obliczeniowgjest fakt, ze zastosowanie funkcji kwadra-
towych (kwadratowych ze sktadnikami catkowymi) pozwala uzyskiwa¢ tylko warunki
wystarczajgce absolutnej stabilnosci lub niestabilnosci. Warunki te zawierajg nadmiar
w stosunku do rzeczywistej granicy stabilnosci. W literaturze mozna znalez¢ przyktady,
w ktérych wykazuje sie, ze nadmiar ten moze by¢ bardzo duzy. Przyktady takie podane
zostang takze w nastepnym rozdziale tej pracy, gdzie do badania absolutnej stabilnosci
(niestabilnosci) uktadu (0.1), (1.1) zastosowane bedg nieparametrycznie definiowane
(wieloscienne i przedziatami liniowe) funkcje Lapunowa.

Mimo trudnego zwykle do oszacowania zapasu w otrzymywanych oszacowaniach
dopuszczalnych zakresow zmian parametrow, metody wykorzystujgce kwadratowe
funkcje Lapunowa sg podstawowymi metodami stosowanymi w praktycznych oblicze-
niach, zwtaszcza dla bardziej ztozonych uktadéw.

3.1. Uktad liniowy o statych wspdtczynnikach

Na wstepie przedstawimy twierdzenia o stabilnosci i niestabilnosci dla uktadu linio-
wego o statych wspdtczynnikach. Rozwazamy uktad liniowy o statych wspotczynnikach,
opisany rownaniem stanu

X = AX. (3.2)
Asymptotyczna stabilnosé

Asymptotyczng stabilnosé uktadu (3.2) rozstrzyga nastepujace klasyczne twierdze-
nie: [49, str. 123], [39], [53], [46], [25].
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Twierdzenie 1. Uktad (3.2) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje symetryczna, istotnie dodatnio okre$lona macierz P E Rnxn taka, ze

ATP + PA < 0. (3.3)

W przedstawionym wzorze, a takze w dalszym tekscie, znak ostrej nieréwnosci ”<”

(">") w odniesieniu do macierzy jest rozumiany jako istotnie ujemna (dodatnia) okre-

$lonos¢. Podobnie przez stabe nierdwnosci oznacza sie potokreslonosé macierzy.
Pochodna funkcji Lapunowa (3.1) wzdtuz trajektorii uktadu (3.2) dana jest przez

wyrazenie
V{x) = XT(ATP + PA)x. (3.4)

Zatem warunek (3.3) jest warunkiem wystarczajacym asymptotycznej stabilnosci na
mocy twierdzenia Lapunowa o asymptotycznej stabilnosci (np. [49, str. 101]). Z kolei
tatwo stwierdzié¢, ze gdy wszystkie czesci rzeczywiste wartosci wiasnych macierzy A sg
ujemne (macierz A jest asymptotycznie stabilna), to algebraiczne réwnanie Lapunowa

ArP + PA = —Q (3.5)

ma dla kazdej symetrycznej macierzy Q > 0 jednoznaczne, istotnie dodatnio okreslone

rozwigzanie
P = Jr eATiQeAtdt. (3.6)
o

Dowodzi to koniecznosci.
Nastepujace warunki sg sobie rownowazne:

1. Istnieje P= PT > Otaka, ze ATP + PA < 0.

2. Dla kazdejmacierzy Q =QT > 0 rownanie ATP + PA = —Q ma rozwigzanie
P=PT>0.

3. ReA(A) < 0, tzn. widmo macierzy A lezy w lewej otwartej pdiptaszczyznie.

Niestabilnos$¢

Niestabilnos¢ uktadu (3.2) moze by¢é wykazana z zastosowaniem nastepujgcego

twierdzenia:
Twierdzenie 2. Warunkiem wystarczajacym niestabilnosci uktadu (3.2) jest, aby

istniata symetryczna macierz P taka, ze
ATP + PA>0 3.7)

oraz, aby macierz P miata przynajmniej jedng dodatnig warto$¢ witasna.
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Twierdzenie to jest konsekwencjg pierwszego twierdzenia Lapunowa o niestabilnosci
(np. [49, str. 154], [39, str. 19]). Zdefiniujmy jako

In(v4) = (nd, nu, nz) (3.8)

bezwtadno$¢ (inercje) macierzy A, gdzie rij oznacza liczbe warto$ci wiasnych macie-
rzy A o dodatnich czeSciach rzeczywistych, nu - liczbe warto$ci witasnych macierzy
A o ujemnych cze$ciach rzeczywistych, a nz - liczbe wartosci wtasnych macierzy A o
zerowych czesciach rzeczywistych. Wiadomo (zob. [45, dod. F], [110, str. 252]), ze aby
zachodzit warunek (3.7), bezwtadno$¢ macierzy A musi spetnia¢ warunek nz = 0, tzn.
macierz A nie moze mie¢ warto$ci witasnych o zerowych czesciach rzeczywistych oraz
musi zachodzié¢
In(A) = In(P). (3.9)
Z przedstawionego komentarza wynika, ze twierdzenie 2 daje tylko warunek wy-
starczajacy niestabilno$ci uktadu (3.2). Rozwazmy nastepujacy przykitad:
XI 01" X

3.10
X2 00 o (3.10)

Jest to réwnanie stanu uktadu zachowawczego (podwdjnego catkowania), ktory jest nie-
stabilny. Jednak twierdzenie 2 nie pozwala na wykazanie niestabilnosci uktadu (3.10).
Widaé, ze przy dowolnym wyborze macierzy P lewa strona nierdwnosci macierzowej
(3.7) nie jest macierzg okre$long. Zatem (3.7) nie moze zachodzic.

Niestabilno$¢ uktadu (3.10) mozna udowodni¢ stosujgc np. twierdzenie Czetajewa
([49, twierdzenie 3.3, str. 113]). Przyjmujac jako funkcje V

V(Xux2) - Xix2 (3.11)

dostajemy:
V(xu x2) = A- (3.12)

Funkcja V(xi,x2) przyjmuje dodatnie wartosci w dowolnie matym otoczeniu zera.
Definiujac teraz zgodnie z zatozeniami twierdzenia Czetajewa zbior U

U= {x1,x2:xix2> 0, x| > 0} DBc, (3.13)

gdzie Be oznacza koto o promieniu e i $rodku w punkcie zerowym, widzimy, ze
V(xi,x2) > 0 w calym zbiorze U. Dowodzi to niestabilnosci. Do wykazania niesta-
bilnoSci uktadu (3.10) mozna tez uzy¢ drugiego twierdzenia Lapunowa o niestabilnosci
[49, str. 154] lub twierdzenia Krasowskiego [107, str. 23].

Mimo ze, jak pokazaliSmy, istnieja silniejsze od twierdzenia 2 warunki niestabilno-
§ci, zaletg twierdzenia 2 jest prostota i wygoda jego zastosowania. Wspominane silniej-
sze twierdzenia wymagajg dodatkowo poszukiwania odpowiednich zbioréw lub funk-
cji, ktore w ogolnym przypadku moga by¢ trudne do wyliczenia. Dlatego, zwtaszcza

3.2. Absolutna stabilnos¢ i niestabilno$é m.

przy konstrukcji funkcji Lapunowa do dowodzenia absolutnej niestabilnosci uktadow o
zmiennych w czasie parametrach, uogdlnienia twierdzenia 2 sg czesto wykorzystywane.

3.2. Absolutna stabilnos$é¢ i niestabilnos¢

Powracamy teraz do uktadu o zmiennych w czasie parametrach (0.1), (1.1). Sfor-
mutowane dalej twierdzenia o absolutnej stabilnosci i absolutnej niestabilnosci dla tego
uktadu sg bezposSrednimi uogdlnieniami twierdzenia 1 i twierdzenia 2.

Twierdzenie 3. Warunkiem wystarczajgcym absolutnej stabilnosci uktadu (0.1),
(1.1) jest istnienie symetrycznej, istotnie dodatnio okre$lonej macierzy P € Rnxn
takiej, ze

AjP + PAiI< 0 (3.14)
dla wszystkich i = 1,2..., N.

Dowdd.Jako funkcje Lapunowa przyjmujemy V(x) dang przez
(1.2) istniejg mierzalne funkcje skalarne a-, aj > 01i ]JC;liai(0 = 1dla P-w-*> 0
takie, ze

= (3.15)

=
Teraz pochodng funkcji V wzdtuz trajektorii uktadu (0.1) mozemy zapisa¢ nastepu-
jaco: n

V(x)=xT'_£_ai(t)(AjP+ PAI)x. (3.16)
i=i

Z (3.14) oraz z faktu, ze liczba uktadéw naroznych jest skonczona, wynika istnienie

liczby e > 0 takiej, ze
AjP + PAi< -eJ, (3.17)

dla wszystkich i —1,2..., N. Z nieréwnosci (3.17) oraz z (3.16) mamy:
V(x) <-e\\z |2. (3.18)
Teraz na podstawie nierdwnosci Rayleigha
XmIn(P)I <P < W P)J |3'19

dostajemy nieréwnos$¢ rézniczkowga

VI“‘d'F)V’ (3'20)

z ktérej wynika [79, str. 7]:

V(t) = VIx()] < V[x(0)]e_t=in7". (3.21)

(3.1). Na podstawie
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Wykorzystujac jeszcze raz (3.19) otrzymujemy:

Il *(<) 112<11 *(0) 112 (3.22)

Zatem uktad (0.1), (1.1) jest jednostajnie wyktadniczo stabilny, co pocigga za sobg
absolutng stabilnos¢. O

Uwaga. Dla uktadu opisanego modelem (0.1), (1.1) absolutna stabilnos$¢ jest row-
nowazna jednostajnej wyktadniczej stabilnosci (por. twierdzenie 2 rozdziatu 4).

Zwréémy uwage, ze mimo iz twierdzenie 1 okre$lato zaréwno warunek wystarcza-
jacy, jak i konieczny asymptotycznej stabilno$ci, to rozszerzenie tego twierdzenia na
uktad ze zmiennymi parametrami (twierdzenie 3) daje juz tylko warunek wystarcza-
jacy. Przyktady dowodzace, ze warunki z twierdzenia 3 sg nadmiarowe, podane zostang
w nastepnym rozdziale.

Funkcje Lapunowa (3.1) definiowang przez macierz P spetniajgca (3.14), i =
1,2...,7V, nazywa sie wspolng funkcja Lapunowa uktadéw naroznych danych przez
macierze Ai, A2, ..., Apj.

Na podobnej do uzytej w poprzednim twierdzeniu idei bazuje metoda dowodzenia
absolutnej niestabilnosci sformutowana ponizej.

Twierdzenie 4. Warunkiem wystarczajacym absolutnej niestabilnosci uktadu
(0.1), (1.1) jest istnienie macierzy P € R?xn, posiadajacej przynajmniej jedng do-
datnig warto$¢ wtasng, oraz takiej, ze

AjP + PA{ > 0 (3.23)

dla wszystkich i = 1,2

Dowdéd. Jako funkcje Lapunowa przyjmujemy V(x) dang przez (3.1). Podobnie
jak w dowodzie twierdzenia 3 pochodng tej funkcji wzdtuz trajektorii uktadu (0.1)
mozemy zapisa¢ w postaci (3.16). Z (3.23) oraz z faktu, ze liczba uktadow naroznych
jest skonczona, wynika istnienie liczby z > 0 takiej, ze

AjP + PAI > el (3.24)
dla wszystkich i = 1,2...,N. Mamy zatem (analogicznie jak w dowodzie twierdzenia
3)

V{x) >e|x|2. (3.25)

Na podstawie nieréwnosci Rayleigha (3.19) oraz zatozenia, ze Amax(P) > 0, zacho-
dzi nierbwno$¢ rézniczkowa
V(x) > (3'26)
z ktorej wynika [79, str. 7]

V{t) = VIx(t)] > V[x(0)]e*=inT*. (3.27)

3 9. Absolutna stabilnos¢ i niestabilno$é M
Rozwazmy z kolei zbior Z
RnD Z = {x: xTPx > A | x |2}, (3.28)

gdzie j > 0. Na podstawie zalozenia, ze Amax(P) > 0, zbiér Z jest niepusty dla
odpowiednio matych ?2. Ponadto dla wszystkich x £ Z zachodzi oszacowanie:

r, I x(t) ||2< xTPx < Amax(P) Il x(t) 12. (3.29)

Definiujemy funkcje W(x)
W{x) = xT(P-T)I)Xx, (3.30)

przyjmujgca wartosci dodatnie wewnatrz, zerowe na brzegu oraz ujemne na zewnatrz
zbioru Z. Pochodna funkcji W(x) wzdtuz trajektorii uktadu (0.1) dana jest przez

W{x) = xTjr ai(t){AjP + PAi)Xx - »XTE> ,(<)(Af + A-)*, (3.31)
1=1 1=1
«i > 0, J2iLiai(0 = 1dla p.w.t> 0.JeSli oznaczymy

AM = |mtax Amax(Af + A3, (3.32)

to na podstawie (3.24) dostajemy nastepujgce oszacowanie dla W (x):
VK(X) > x(t) [|2 (e - XMr]) (3.33)

Widzimy zatem, ze jesli

< th-, (3.34)
Am

to Z jest zbiorem dodatnio niezmieniczym dla uktadu (0.1), (1.1).
Wybieramy rj spetniajgce (3.34) oraz x(0) G Z. Wtedy z (3.29) i (3.27) wynika:

I *(*) H>11 *(0) 112 (3.35)

Zatem uktad (0.1), (1.1) jest jednostajnie wyktadniczo niestabilny, co pocigga za sobg

absolutng niestabilno$¢. O

Podobnie jak poprzednio, twierdzenie to daje tylko warunek wystarczajgcy. Warun-
kiem koniecznym, aby twierdzenie 4 zachodzito (nierbwnosci macierzowe (3.23) byty
spetnione dla pewnej macierzy P), jest, aby wszystkie macierze A-,z= 1,2,..., N mialy

takie same bezwtadnosci rowne bezwtadnosci macierzy P
In(Aj) = In(P), i=1,2...,W, (3.36)

([45, twierdzenie F7, str. 767]).
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Rozwazmy uktad ze zmiennymi w czasie parametrami (0.1), w ktérym zakres zmian

parametrow okre$lony jest przez (1.2), przy czym N —2 oraz

Lo o
o 4 T 01

Poniewaz In(Ai) ~ In(/12), zatem absolutna niestabilno$¢ uktadu z macierzami

naroznymi (3.37) nie moze by¢é wykazana z zastosowaniem twierdzenia 4. Z drugiej
strony uktad ten jest absolutnie niestabilny, co tatwo wykazaé wyznaczajac rozwigzanie

startujace z warunku poczatkowego z(0) = e[l 0]r, gdzie e jest dowolnie matg liczbg

rézng od zera.

Zwréémy uwage, ze na podstawie cytowanych wczes$niej wtasnosci inercji macierzy
mozna potaczy¢ twierdzenia 3 i 4 nastepujgco. Je$li, bez narzucania na symetryczng
macierz P warunkéw okreslonosci lub nieokreslonosci, udaje sie znalez¢ rozwigzanie P
uktadu nierédwnosci macierzowych (3.14), to

1. Macierz P jest nieosobliwa;

2. Kwadratowa funkcja Lapunowa V(x) = xTPx rozstrzyga badz o absolutnej stabil-
nosci uktadu (0.1), (1.1), gdy P > 0, badz tez o jego absolutnej niestabilnosci,
gdy P < O lub P jest macierzg nieokres$long (posiada zaréwno dodatnie, jak i
ujemne wartosci wtasne).

3.3. Warunki nieistnienia wspolnych funkcji La-
punowa

Nierdwnosci macierzowe (3.3), (3.7) wystepujace w twierdzeniach 1i2 mozna tatwo
rozwigzywac przez rozwigzanie algebraicznego ré6wnania Lapunowa (3.5). W odréznie-
niu od nich uktady nieréwnosci (3.14) i (3.23) z twierdzen 3 i 4 rozwigzuje sig, stosujac
odpowiednie wersje metod wypuktej optymalizacji (zob. nastepny punkt). Zaréwno
dla konstrukcji numerycznych metod rozwigzywania (3.14), (3.23), jak tez dla oceny i
kontroli wynikéw otrzymywanych na podstawie procedur obliczeniowych, celowe jest
sformutowanie warunkéw algebraicznych, przy spetnieniu ktérych wiadomo, ze rozwia-
zania (3.14) lub (3.23) nie istniejag. Warunki takie podamy ponizej (por. [14, str. 29],
[15], [42], [113]).

Twierdzenie 4 a. Warunkiem wystarczajgcym na to, aby nie istniata zadna ma-
cierz symetryczna P speiniajgca (3.23), jest istnienie N symetrycznych, istotnie do-
datnio okre$lonych macierzy Q\, Q2 ..., Qn takich, ze

N
J2(QkAK + AkQk) = o. (3.38)
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Dow6d. Rozwazmy przestrzen $ macierzy symetrycznych, blokowo diagonalnych
$ BS = diag(5i,52,...,5%), gdzie 5i, S2, ..., Sn sg n X n wymiarowymi macierzami
symetrycznymi. Zbiér defniowany przez

Sk —PAk + AjP, P - dowolna macierz symetryczna, (3.39)

jest liniowg podprzestrzenia przestrzeni $. Uktad (3.23) nie ma rozwigzania, je$li pod-
przestrzen (3.39) nie ma punktéw wspdinych ze stozkiem (wypuktym) macierzy istot-
nie dodatnio okre$lonych w przestrzeni $, co moze by¢ udowodnione przez wskazanie
funkcjonatu liniowego, ktéry dla elementdw stozka macierzy istotnie dodatnio okres-
lonych (tzn. dla S € $,S > 0) przyjmuje $cisle dodatnie wartoéci, a dla elementow
podprzestrzeni (3.39) przyjmuje warto$ci mniejsze lub réwne zero. (Funkcjonat taki
definiuje hiperptaszczyzne oddzielajgcg stozek S > 0 od podprzestrzeni (3.39) [81]).
Bioragc pod uwage fakt, ze og6lna posta¢ funkcjonatu liniowego na przestrzeni $

jest nastepujaca: \

tr(Q*Sjt),

A==l
gdzie tr oznacza $lad macierzy, widzimy, ze funkcjonat liniowy, zadany przez macierze
Qi, Q2, «+, Qn, spetniajagce zatozenia twierdzenia, przyjmuje wartosci $cisle dodatnie
na stozku S > 0 oraz zeruje sie na podprzestrzeni (3.39), co dowodzi tezy. O

3.4. Liniowe nieréwnos$ci macierzowe

Twierdzenia 3 i4okre$lajg wystarczajace warunki absolutnej stabilno$ci i niesta-
bilnosci uktaduze zmiennymi w czasie parametrami wkategoriach nierownosci, ktore
nazywane sg liniowymi nieréwnos$ciami macierzowymi.

Definicja 1. Niech Qi £ Rn*n, i = 1,2,...,M beda zadanymi macierzami syme-
trycznymi. Przez rozwigzanie liniowej nieréwnos$ci macierzowej

M
X>,Q,<0 (3.40)
i=i
lub M
£«,<?.< 0 (3.41)

i=l
rozumie sie znalezienie takich /cl; /c2,...km, nie wszystkich réwnych zero, dla ktérych
(3.40) lub (3.41) jest spetniona, lub stwierdzenie, ze takie liczby nie istnieja.
Termin ”liniowa nieréwno$¢ macierzowa” zostat uzyty po raz pierwszy w pracy
[101]. W ostatnich latach ukazato sie wiele publikacji, w ktérych pokazuje sie, ze do
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problemu rozwigzywania liniowych nieréwnosci macierzowych mozna sprowadzi¢ sze-

reg zagadnien z zakresu teorii systemow i teorii sterowania ([14] i prace tam cytowane).
Pokazemy, ze warunki wynikajgce z twierdzen 3 i 4 mozna sprowadzi¢ do postaci

(3.40). Zauwazmy, ze uktad nieréwnosci macierzowych (3.14) mozna zapisac jako

AjP + PAI 0

AlP + PAO
< 0. (3.42)

0 ANP + PA,,

Oznaczmy przez Z\,Zi...Zm, (M = n(n + |)/2) dowolng baze w przestrzeni n x n
wymiarowych macierzy symetrycznych. Wtedy macierz formy kwadratowej P w (3.1)

mozna przedstawi¢ w postaci:
M

P = (3.43)
t=I
i warunki P > 0 i (3.14) sg rownowazne z istnieniem rozwigzania nieré6wnosci macie-
rzowej :
-z, 0
M Aj Z{ + Z{Al
< 0. (3.44)

Y Ajfzi + ZiAN ]
Dotaczenie —Z, jako pierwszego bloku macierzy blokowo-diagonalnej w przedstawio-
nym wzorze zapewnia dodatnig okreslono$¢ rozwiazania P (je$li rozwigzanie istnieje).
Na podstawie uwagi na konicu punktu 3.2, aby zbada¢ absolutng stabilno$¢ lub abso-
lutng niestabilno$¢ uktadu (0.1), (1.1), mozna tez zbudowac liniowa nieréwno$¢ macie-
rzowg z macierzami blokowymi nie zawierajagcymi —Z- (tak jak w (3.42)), a nastepnie
sprawdzi¢ okreslono$¢ otrzymanego rozwigzania.

Podobnie jak powyzej, do postaci liniowej nieréwno$ci macierzowej mozna spro-
wadzi¢ uktad (3.23), a takze warunki na macierze Qi, Q2, e+, Qn, wystepujagce w
twierdzeniu 4 a.

Wraz ze wzrostem zainteresowania liniowymi nieréwno$ciami macierzowymi rozwi-
jaty sie numeryczne metody ich rozwigzywania. Problem rozwiazania liniowych nie-
réwnosci macierzowych nalezy do klasy probleméw programowania wypuktego. Poczat-
kowo jako niezawodne i do$¢ wygodne narzedzie do rozwigzywania liniowych nieréwno-
§ci macierzowych stosowano rézne odmiany metody hiperptaszczyzny tngcej [48], [15],
[69], [75]. Obecnie stosuje sie znacznie bardziej efektywne numerycznie metody punktu
wewnetrznego [40], [14], [64]. Dostepna jest biblioteka procedur LM1 CONTROL to -
olbox do programu MATLAB [32], wykorzystujaca algorytmy punktu wewnetrznego
z pracy [64], pozwalajgca efektywnie rozwigzywaé problemy typu (3.14), (3.23) dla
uktadéw, ktérych wektor stanu ma kilkanascie (a nawet kilkadziesigt) wspdtrzednych.
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3.5. Przyktady obliczeniowe

W punkcie tym przedstawimy przyktady obliczeniowe wyliczania wspdélnych, kwa-
dratowych funkcji Lapunowa dla uktadow o zmiennych w czasie parametrach. Dwa
z trzech przedstawionych przyktadéow sg kontynuacja obliczen wykonywanych w po-

przednim rozdziale.

3.5.1. Wahadto o ruchomym punkcie zawieszenia

Jest to przyktad analizowany juz w poprzednim rozdziale, w punkcie 2.2.1, z wyko-
rzystaniem metod obliczeniowych teorii Flogueta. Rozwazamy zatem ponownie row-

nanie
6+ 2fwg$ + [co + fl(2)]0 —O0. (3.45)

Zapisujemy (3.45) w postaci uktadu dwéch réwnan stanu

I 0 ! Xi (3.46)
72 -Wq - a(t) - 2£w0 x 2
i zaktadamy nastepujgce parametry:
2(u9 = 0.4, —0.5. (3.47)

Przyjmujemy, ze parametr a(t) moze sie zmieniaé w zakresie
cmin ~ ®0 —emax. (3.48)

Zgodnie z twierdzeniem 3 warunkiem wystarczajgcym absolutnej stabilnosci uktadu
opisanego réwnaniem (3.45) jest istnienie kwadratowej funkcji Lapunowa, wspolnej dla

dwéch uktadéw naroznych reprezentowanych przez macierze

0 1 0 1

_ 3.49
-0.5 - amin -0.4 M -0.5 - aTtax -0.4 ( )

Ai
Przyjmujemy am)n = 0, amax = 0.7. Korzystajagc z procedury quadstab .m pakietu

M atlab/L M I CONTROL TOOLBOX, mozemy stwierdzi¢, ze poszukiwana wspdlina
kwadratowa funkcja Lapunowa istnieje. Jest ona dana przez nastepujacg macierz formy

kwadratowej
_ ' 0.2123 0.0460

(3.50)
0.0460 0.2525

Przyjety zakres mozliwych zmian a(t) jest bliski granicy kwadratowej stabilno-
§ci. Przez kwadratowg stabilno$é rozumie sie istnienie wspolnej kwadratowej funkcji
Lapunowa, jak w twierdzeniu 3. JeSli zwiekszymy amax do wartosci amax — 0.8, to
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kwadratowej funkcji Lapunowa wspélnej dla uktadow naroznych Ai i A2 nie udaje sie

juz znalezé (funkcja taka nie istnieje).

Na rys. 3.1 wykres$lona jest warstwica wyliczonej funkcji Lapunowa z macierza

formy kwadratowej P zadang przez (3.50) oraz trajektorie fazowe dla dwdch uktadow
naroznych A —Ai, A = Ai, dla ktérych jako warunki poczatkowe dla wektora stanu
wybrano punkty lezagce na wyznaczonej warstwicy. Jak wida¢, dla obu uktadéw A = A\
i A = A? trajektorie fazowe pozostajg wewnatrz warstwicy funkcji Lapunowa dlat > 0,
co potwierdza fakt, ze V(x) = xTPx jest wspolng funkcjg Lapunowa.

Uktad narozny A=Al Uktad narozny A=A2

Rys. 3.1. Warstwica {x : xTPx = 1} wyliczonej kwadratowej funkcji Lapunowa wraz z
wykresami trajektorii stanu uktadéw naroznych

Fig. 3.1. Level set {x :xTPx —1} of the calculated quadratic Lyapunov function and
plots of state trajectories of vertex systems

Porownujac zakres zmian a(t) badany w punkcie 2.2.1, am;n = 0, amax = 1.4,
dla ktérego znaleziono strategie destabilizujgca, z zakresem analizowanym obecnie
(amm = 0, amax = 0.7) stwierdzamy wystepowanie do$¢ szerokiego marginesu, dla
ktérego nie mozemy rozstrzygnagé, czy uktad jest absolutnie stabilny, czy tez istnieje
strategia destabilizujgca. Przyczyng jest nadmiarowo$¢ warunkéw twierdzenia 3.

3.5.2. Odwroécone wahadto o ruchomym punkcie podparcia

Rozwazamy ponownie zlinearyzowane rownanie odwrdconego wahadta z punktu
1.5.3, analizowane takze w punkcie 2.2.2.

9+ b9 - a{t)6 = 0, (3.51)

h_ P nt\ 9 . F{t)
Zaktadamy, ze b a { t ) —hrrL (3 52)
Qomin — (3.53)

przy czym am;, > 0. Uktad narozny nr 1 dany jest przez rGwnanie (3.51) z parametrem
a(t) = amin, uktad narozny nr 2 - z parametrem a(t) = amax. Przyjmujemy jako funkcje

35. Przyktady obliczeniowe 65
Lapunowa nastepujgcag forme kwadratowg:

V{9,9) = ~bO2 + 90. (3.54)
Pochodna tej funkcji wzdtuz trajektorii rownania (3.51) wyraza sie wzorem:

V{9,9) = 92+ a(t)92 (3.55)

a(t)=amin a(t)=amax

Rys. 3.2. Fragment warstwicy {V(9,9) = 1} fi {9 > 0} funkcji Lapunowa dowodzgcej
absolutnej niestabilnosci odwroconego wahadta, wraz z wykresami trajektorii
fazowych dla uktadéw naroznych. Dla wykresu po lewej przyjeto a(t) = amtn,
po prawej a(t) = amax

Fig. 3.2. Fragment of the level set {V(9,9) = 1} fl {9 > 0} of the Lyapunov function
that proves absolute instability of the inverted pendulum, and plots of phase
trajectories of vertex systems. In the plot on the left hand side we assumed
a(t) = amin, on the right hand side a(t) = amax

Jak wida¢, przy zatozeniu, ze amin > 0, pochodna wzdtuz trajektorii jest istotnie
dodatnio okre$lona dla dowolnych przebiegéw a(t). Poniewaz funkcja Lapunowa (3.54)
przyjmuje dodatnie warto$ci w dowolnie matym otoczeniu punktu zerowego, zatem,
zgodnie z twierdzeniem 4, uktad opisany rownaniem (3.51) jest absolutnie niestabilny.
Whniosek ten jest zgodny z wynikami obliczed z punktu 2.2.2, przedstawionymi na wy-
kresie z rys. 2.3, gdzie dla wszystkich analizowanych funkcji a(t) wyktadnik Lapunowa
uktadu byt dodatni.

Zatozmy, tak jak w punkcie 2.2.2, nastepujace parametry: b = 0.1, amin = 0.01
oraz amax = 5. Dla takich parametréw na rys. 3.2 przedstawiono fragment war-
stwicy {V(9,9) = 1} D {9 > 0} funkcji Lapunowa (3.54) oraz wykresy trajektorii
fazowych uktadu (3.51) wyliczone w taki sposéb, ze punkty poczatkowe potozone sg
na warstwicy. Na wykresie po lewej stronie przyjeto a(t) = amin, natomiast po prawej
a(t) —amax. Zbior {V(9, 9) > 1} fi {9 > 0} jest zbiorem nieograniczonym, co wynika z
faktu, ze funkcja V(9,9) jest zadana przez nieokreslong forme kwadratowg. Jak widac
na rysunku, dla obu uktadéw naroznych a(t) = amin oraz a(i) = amax zbior ten jest
obszarem “ucieczki” trajektorii, co potwierdza absolutng niestabilnos$¢.
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3.5.3. Kaskadowy ukitad regulacji ze zmiennymi wzmocnie-
niami

Rys. 3.3. Kaskadowy uktad regulacji ze zmiennymi w czasie wzmocnieniami w torze
sprzezenia zwrotnego
Fig. 3.3. Cascaded control system with time-varying gains in the feedback loop

Rozpatrujemy kaskadowy uktad regulacji przedstawiony na rysunku 3.3. W ukia-
dzie tym obiekt regulacji sktada sie z dwoch jednakowych elementow catkujagcych. W
torze sprzezenia zwrotnego wystepujg dwa zmieniajace sie w czasie wzmocnienia ki (t)
i k2(t), o ktérych zaktada sie, ze spetniajg warunki:

a < ki(t) < /3, (3.56)

a < k2(t) < p. (3.57)

Badamy zakres mozliwych zmian wzmocnien ki(t) i k2(t), przy ktorych uktad jest
absolutnie stabilny.

Model matematyczny uktadu z rys. 3.3 mozemy zapisa¢ w postaci nastepujacego
réwnania stanu

x(t) = A(H)x(t), (3.58)

gdzie
Al = kli(t) - ki(to)kz(t) (3.59)

oraz
x(t) = ))((gfg (3.60)

W modelu (3.58) - (3.60) wystepuja zmienne w czasie parametry Kki(t) oraz
k\(t)k2(t). Oznaczajac
k3(t) = ki(t)k2(t) (3.61)
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oraz zapisujac nierownosci dla kx(t) oraz k3(t) rownowazne z (3.56) i (3.57)
cx<ki(t)<P, (3.62)

aki(t) < ka{t) < pki(t), (3.63)

widzimy, ze zakres zmian elementdéw macierzy A(t) obejmuje wnetrze i brzeg czworo-

kata o wierzchotkach:

—a —a _ot —aP

- ) 3.64

Ai - ) 0 , A2 ! 0 (3.64)
P -aP '-P -P2

— 3.65

A3- o A4 1 0 (3.65)

Czworokat ten przedstawiony jest (na ptaszczyznie ki-k3) na rys. 3.4.

Rys. 3.4. Czworokat dopuszczalnych zmian parametréw ki (t) i k3(t)
Fig. 3.4. Quadrangle offeasible parameters ki(t) and k3(t)

Na podstawie (3.64) i (3.65) mozemy (3.58) rbwnowaznie zapisa¢ w postaci zgodnej
z (1.2)
x() = £ AiVi) x(1), (3.66)

Lt=1

gdzie
(3.67)

1l
=

«i > o,
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Zgodnie z twierdzeniem 3 warunkiem wystarczajacym absolutnej stabilnosci jest
istnienie funkcji Lapunowa (3.1) wspdlnej dla czterech macierzy naroznych (3.64),
(3.65).

Przyjmijmy a = 0.5, /13 — 1.3. Dla takich danych, rozwiazujac liniowg nierownos¢
macierzowa

- P O 0 0 0
0 AfP + PAL 0 0 0
0 0 A*P + PA2 0 0 <0, (3.68)
0 0 0 A*P + PA3 0
0 0 0 0 ANP + PA4

mozemy stwierdzié, ze poszukiwana wspdlna kwadratowa funkcja Lapunowa istnieje.
Jest ona dana przez nastepujacg macierz formy kwadratowej:

_ 08705 03171
0.3171 0.5647 (3.69)

Uktad narozny A=Al Ukfad narozny A=A2

Uktad narozny A=A3

Rys. 3.5. Warstwica {a: : xTPx — 1} wyliczonej kwadratowej funkcji Lapunowa wraz z
wykresami trajektorii stanu uktadéw naroznych

Fig. 3.5. Level set {x :xTPx = 1} of the calculated quadratic Luapunov function and
plots of the state trajectories of vertex systems

Na rys. 3.5 wykres$lona jest warstwica wyliczonej funkcji Lapunowa oraz trajektorie.
stanu dla czterech uktadéw naroznych (3.64), (3.65). Trajektorie startujg z punktéw
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warstwicy xTPx = 1. Jak widaé, wszystkie one znajdujg sie wewnatrz obszaru ogra-
niczonego warstwicg, co potwierdza fakt, ze obszar ten jest wspélnym dla wszystkich
uktaddw naroznych zbiorem dodatnio niezmienniczym.

Mozemy takze sprawdzi¢, ze dla a = 0.5, 0 — 1A nie istnieje juz kwadratowa
funkcja Lapunowa wspélna dla czterech uktadéw naroznych danych w (3.64), (3.65).

3.6. Kryteria czestotliwosciowe

Gdy rozwazany jest uktad objety sprzezniem zwrotnym, a zmiany jego parame-
trow wynikajg ze zmian wzmocnienia lub wystepowania nieliniowos$ci w torze sprzeze-
nia zwrotnego, warunki absolutnej stabilnosci lub niestabilnosci mozna sformutowac
w postaci kryteriow czestotliwosciowych, bedacych uogélnieniami czestotliwo$ciowego
kryterium stabilnosci Nyquista. W punkcie tym omoéwimy podstawowe wyniki z tego
zakresu.

Wiekszos¢ formutowanych twierdzen obowigzywaé bedzie dla uktadu liniowego o
statych wspoétczynnikach, opisanego réwnaniami stanu i wyjscia

X = AXx + Bu, (3.70)
y = Cx, (3.71)

przy czym x € Rn jest n-wymiarowym wektorem stanu, A € Rnxn, macierzg stanu,
wektory sterowan i wyjs¢ majg jednakowe wymiary u 6 Rm,y € Rm, B £ Rnxm
nazywamy macierzg wzmocnienn, C € Rmxn jest macierza wyjs¢.

Zaktadamy sterowalno$¢ i obserwowalno$¢ uktadu (3.70), (3.71), zatem réwno-
wazny z (3.70), (3.71) jest opis w postaci macierzowej funkcji przejscia (transmitancji
macierzowej)

G{s) = C{sl-A)~1B, (3.72)

gdzie / oznacza n X n - wymiarowa macierz jednostkows.

Przedstawimy tu wyprowadzenie czestotliwos$ciowych kryteriow absolutnej stabil-
nosci oraz niestabilnosci wykorzystujgce twierdzenia o nierownosciach macierzowych
oraz lemat Kalmana - Jakubowicza - Popova.

3.6.1. Nieréwnos¢ macierzowa

Rozwazmy dwie formy kwadratowe wektora x 6 Rn; xTHx oraz xT$x, Il = IIT €
Rnxn, $ = €7 6 RnXn. W dalszych rozwazaniach istotne okazuje sie przebadanie przy
jakich warunkach, dotyczacych elementow macierzy Il i $, forma xTYIx przyjmuje
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dodatnie wartosci na stozku {x : xT<gtx < 0,3 ~ 0}. Inaczej, przy jakich warunkach
zachodzi nastepujaca implikacja:

xT$x <0,i/0=> xTlIx < 0. (3.73)

Prawdziwy jest nastepujgcy lemat:
Lemat 1. [111, str. 131-135]. Zat6zmy, ze istnieje taki wektor X\ £ i?", ze x\$xi <
0. Wtedy implikacja
XT$x <0,i"0=> xTlIx < 0 (3.74)

jest rbwnowazna z istnieniem liczby r > 0 takiej, ze

Il—r$<0. (3.75)

3.6.2. Lemat Kalmana - Jakubowicza - Popova

Przedstawimy twierdzenie, nazywane w literaturze lematem Kalmana - Jakubowi-
cza - Popova. Twierdzenie to jest szeroko stosowane w teorii systemow i w literaturze
mozna znalez¢ kilka jego sformutowan [49], [98], [85], [119]. Wersja dalej przedstawiona
bazuje na pracy [80]. Jej zaleta jest ogdlne sformutowanie, pozwalajgce na zastosowanie
zarowno do problemu absolutnej stabilnosci, jak i absolutnej niestabilnosci. W pracy
[80] podano tez nowy dowdd, w ktorym nie wykorzystuje sie twierdzen o spektralnej
faktoryzacji [103], [119].

Twierdzenie 5. (Lemat Kalmana - Jakubowicza - Popova). Niech A £ Rnxn,
B £ Rnxn, M = MT £ #(n+tm)x(n+m). Jesli det(jw7 —A) ~ 0 dla wszystkich w 6 R,
(macierz A £ Rnxm nie posiada czysto urojonych wartosci wtasnych) oraz para (A,B)
jest sterowalna, to nieré6wnosé

(jui - A) 8 M (jw - A) IB

| | <0 (3.76)

zachodzi dla kazdego w 6 R U oo wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz P = PT £
Rnxn taka, ze
ATP + PA PB'

M +
BTP o <0 3.77)

W nieréwnosci czestotliwo$ciowej (3.76) ” * ” oznacza sprzezenie hermitowskie.
Analogiczna rownowazno$¢ pomiedzy odpowiednikami (3.76) i (3.77), w ktorych
stabe nierbwnosci zastagpione sg ostrymi zachodzi bez wymagania sterowalnos$ci pary
(A,B) [80], [124].
Uwaga. W przypadku wersji twierdzenia 5 z ostrymi nierébwno$ciami we wzorach
(3.76) i (3.77) mozna przedziat zmiennosci w € i? U 0o zastapi¢ przedziatem otwar-

tym ui £ R. Fakt ten bedzie wykorzystywany w sformutowaniach dalej podawanych
twierdzen.

3.6. Kryteria czestotliwosciowe n

Uktady pasywne, macierze transmitancji $cis$le dodatnio rzeczywiste

Przedstawimy zwigzek twierdzenia 5 z pasywnoscig uktadéw liniowych oraz z trans-
mitancjami macierzowymi $ci$le dodatnio rzeczywistymi.
Definicja 2. Uktad liniowy o postaci:
x = Ax + Bu, (3.78)
y = Cx + Du, (3.79)

gdziex £ Rn,u £ Rmy £ Rm,A, B, C, D sg macierzamio odpowiednich wymiarach,
para (A,B) jest sterowalnaipara (A, C) jest obserwowalna, dla ktérego istnieje forma

kwardratowa zmiennych stanu

V(x) = "xTPx, P = PT £ 7Txn, P > 0, (3.80)
taka ze (
VIx(<i)] =V [x(t0)] < /JtouTydt, dla x(t0) ~ O, fi > t0, (3.81)

nazywamy uktadem pasywnym.

Definicja 3. Macierz funkcji wymiernych H(s) = C(sl —A)~IB + D, gdzie para
(A,B) jest sterowalna i para (A,C) jest obserwowalna, nazywa sie $cisle dodatnio
rzeczywista, jesli macierz A jest macierzg asymptotycznie stabilng (wszystkie bieguny
transmitancji macierzowej H(s) majg ujemne czesci rzeczywiste) oraz

H(juj) + HT(-ju) >0 (3.82)

dla kazdego uj £ R.
Zwrocmy uwage, ze $cista dodatnia rzeczywisto$¢ macierzy H(s) pociaga za soba

dodatnig okreslono$¢ macierzy D —H(00).

Jesli forma kwadratowa (3.80) okre$la energie zgromadzong w uktadzie, to wtasnosé
pasywnos$ci oznacza, ze przyrost energii uktadu V[x(<i)] —I"[x(<0)], ktéry wystepuje po
lewej stronie nieréwnosci (3.81), musi by¢é mniejszy od energii doprowadzonej uTydt.
Przechodzac do granicy <i —to mozemy nada¢ nieréwnosci (3.81)nastepujacg postac
rézniczkowa (nazywana nierownoscig dyssypacji [101]):

dv

NN(z) = B>)<(~z <u dla x(t0) 0. (3.83)
Wykorzystujac (3.80), (3.78), (3.79) mozemy nierdwnos$¢ (3.83) zapisa¢ (po pomnoze-

niu obu stron przez 2) jako:

XxTP(Ax + Bu) + (Ax + Bu)TPx —2uT(Cx + Du) < 0, dlax(i0)~ 0 (3.84)

lub

r |I rn t ] 1 r N 1
X ATP + PA PB - CF E <0, dlaz(*0) ~ 0. (3.85)

u BTP -C -D - DT
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Przyjmijmy teraz
@) -CT

M =
-C -D-DT (3.86)

i zastosujmy twierdzenie 5. Jako wniosek otrzymujemy twierdzenie.

Twierdzenie 6. Warunkiem wystarczajagcym pasywnosci uktadu (3.78), (3.79)
jest, aby jego transmitancja macierzowa H(s) = C(sl1—A)~1B + D byta scisle dodatnio
rzeczywista.

Twierdzenie 6 a. Je$li macierz D jest nieosobliwa, to pasywnos$¢ uktadu (3.78),

(3.79) jest rownowazna z tym, ze jego transmitancja macierzowa H(s) jest $cisle do-
datnio rzeczywista. O

3.6.3. Czestotliwosciowe kryteria absolutnej stabilnosci

Rys. 3.6. Uktad, ze sprzezemiem zwrotnym w postaci zaleznych od czasu nieliniowosci
sektorowych. Po lewej schemat uktadu z wyszczeg6lnieniem wszystkich skta-

dowych wektqgrow u iy. Po prawej ten sam schemat z wykorzystaniem wek-
torowych linii sygnatowyc

Fig. 3.6. Feedback loop with time-varying sector nonlinearities. On the left hand side

block diagram with all elements of vectors u iy. On the right hand side the
same block diagram drawn with the use of vector signals

Zaktadamy teraz, ze uktad (3.70), (3.71) zostat objety sprzezeniem zwrotnym, jak
to jest przedstawione na rys. 3.6. W torze sprzezenia zwrotnego wystepuja zalezne
od czasu elementy nieliniowe ipk(yk,t), k = 1,2,.. .m, okre$lajgce zaleznosci Uk{t) od
VK(t)

uk{t) = -<Pk{yk{t),t), A= 1,... iw. (3.87)

W réwnowaznym schemacie po prawej stronie rys. 3.6 przez <fi(y,t) oznaczamy
wektorowy element nieliniowy, ktory reprezentuje wszystkie tory sprzezenia zwrotnego

ze schematu po lewej stronie rys. 3.6, tzn.:

u= (3.88)
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¥>i(yi,<)
p(y.t) = (3.89)

L i) J
Uktad z rysunku 3.6 jest uog6lnieniem, na przypadek wielu sygnatéw wejsciowych
i wyjsciowych, uktadu przedstawionego w rozdziale 1 na rys. 1.6. O nieliniowos$ciach
Pk{yk,t), k = 1,2, ...m zakladamy, ze spetniajg warunki sektorowe (1.49) opisane w
rozdziale 1, pkt. 1.5.5, tzn.:
jesli yk(t) / 0
jesli yk[t) = 0

hiyigs = { , (3.90)

oraz
otk < h(yk,t) < Pk- (3.92)

Opiszemy teraz zastosowanie lematu 1 i twierdzenia 5 do dowodzenia absolutnej
stabilnosci uktadu z rys. 3.6. Wygodne jest przeanalizowanie kolejno dwoch przypad-

kéw.

Przypadek 1

Przyjmujemy, ze
0 < kh(yk,t) < fa. (3.92)

Zbudujmy macierz diagonalng

Kmax —diag(/?x, /?2j . . «, fim) (3.93)
i zauwazmy, ze warunek (3.92) jest rownowazny nieréwnosci

yor (if, t) [Kmaxy - <p(y, <)] > 0 (3.94)

lub

AN {f maxy "T'w) N 0, (3.95)
(przy czym u i y sa zwiazane zaleznos$cig (3.88)). Podstawiajac z (3.71) y = Cx
nierdwnos$¢ (3.95) mozemy zapisaé jako:

T
X 0 C Tl<max X <O

u I<maxC 21 u (3.96)

Poszukujemy teraz, dla systemu (3.70), (3.71), objetego sprzezeniem zwrotnym
spetniajacym (3.96), funkcji Lapunowa V(x) o postaci (3.1) z istotnie dodatnio okre-
$long macierzg P. Pochodna funkcji V(x) liczona wzdtuz trajektorii uktadu (3.70),
(3.71) jest dana nastepujgca forma kwadratowa zmiennych x i u:

V(x) = xTP(Ax —Bip(Cx,t)) + (Ax —B<p(Cx,t))TPx = (3.97)
X 1T ATP + PA PB]\ X
-<p{Cx,t) BTP 0 -<p(Cx,t) (3.98)
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Z przyjetych zatozen dotyczacych sprzezenia zwrotnego (3.92) wynika, ze wektor
[XT —ip(Cx,t)T]T we wzorze (3.98) spetnia (3.96). Zastosujmy teraz lemat 1, przyj-
mujac w nim

ATP + PA PB
Mn= f

iTp q (3.99)

oraz

® = 0 CTKm
K maxG 21 (3.100)

Jako wniosek dostajemy, ze, przy zastosowaniu funkcji V(x) danej przez (3.1), warun-
kiem koniecznym i wystarczajagcym, aby jej pochodna wzdtuz trajektorii byta istotnie
ujemnie okeslona jest, aby dla pewnego r > 0 spetniona byta nier6wno$¢ macierzowa

. 0 CTK,, . ATP + PA PB 0
KTaxC 21 BTP 0 <0 (3.101)

Zastosujmy z Kkolei twierdzenie 5 przyjmujac w nim

M= — 0 CTK,, 3102
K,, 21 (3.102)
Zauwazmy, ze z ostrej nierownosci w (3.101) wynikar > 0, mozemy zatem podzielié

obie strony (3.76) przez r. Przyjmujac Mj = —" dostajemy:

(ju - A)~IB vi  w- A)-1B

I I = Z(ju) + ZT(-ju), (3.103)

gdzie Z(s) = I+ KmaxG(s). Biorac pod uwage fakt, ze warunek P > 0jest rGwnowazny
z asymptotyczng stabilnoscig G(s), otrzymujemy ostatecznie nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 7. Warunkiem wystarczajgcym absolutnej stabilno$ci (warunkiem
koniecznym i wystarczajacym kwadratowej stabilno$ci) uktadu z rys. 3.6, w ktérym
obiekt sterowania opisany jest przez (3.70), (3.71), a nieliniowos$ci w petli sprzeze-
nia zwrotnego <Pk{Vk,t), k = 1,2,...m speiniaja warunek sektorowy (3.92) jest, aby
macierz transmitancji G(S) miata bieguny o cze$ciach rzeczywistych ujemnych oraz
macierz transmitancji Z(s) dana przez

Z(s) =1 + KmaxG(s) (3.104)

spetniata
Z(ju) + ZT(-ju>) > 0 (3.105)

dla kazdego uj £ R. W przedstawionych wzorach / jest m x m - wymiarowa macierzg
jednostkowa, a G(s) jest transmitancja macierzowg uktadu (3.70), (3.71) dana przez
(3.72).

W sformutowaniu twierdzenia 7 przez kwadratowg stabilno$¢ rozumiemy, ze w kla-
sie form kwadratowych istnieje funkcja Lapunowa, ktéra dowodzi absolutnej stabilnosci
uktadu.
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Przypadek 2
Rozwazamy teraz ogélny przypadek
ctk < h{yk,t) < fik- (3.106)
Utwoérzmy druga macierz diagonalng zbudowang podobnie jak Amax w (3.93)
Kmin = diag(ai,a2,...,am). (3.107)
Warunki sektorowe (3.106) mozna zapisa¢ w postaci analogicznej do (3.94), tzn.:
MY ,*) - Kminy]T[Kmaxy - <(i/,*)] > O. (3.108)

Dalej mozna rozumowac analogicznie do przypadku 1 i wykonujac dodatkowo pewne
przeksztatcenia otrzymac odpowiedni warunek absolutnej stabilnosci.

Rys. 3.7. Przeksztatcenie schematu blokowego z rysunku 3.6
Fig. 3.7. Transformation of the btock diagram from figure 3.6

Pokazemy tu jednak inne podejsScie, wykorzystujgce transformacje schematu blo-
kowego przedstawiong na rys. 3.7. Transformacje takg nazywa sie w literaturze przesu-
waniem petli sprzezenia zwrotnego. Pozwala ona rozwazany przypadek bezposrednio

sprowadzi¢ do poprzedniego. Oznaczmy
K = Kmax - Kmin. (3.109)
Jak wida¢ z rys. 3.7 po transformacji zmodyfikowany obiekt sterowania o transmitancji
Gt(s) = G(s)[I + KminG(s)}-1 (3.110)

jest objety zmodyfikowang petlag ujemnego sprzezeniazwrotnego, zapisang wektorowo

w postaci
u(t) = -tpT{y.t), (3.111)
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gdzie
V>T(y,t) = - I<miny. (3.112)

Widzimy, ze jesli nieliniowos$ci w sprzezeniu zwrotnym z rysunku 3.6 spetniajg

(3.106) to zdefiniowana zmodyfikowana nieliniowos¢ ipx{y,t) spetnia nierowno$¢ ana-

logiczng do (3.95)
uT(Ky + u) < 0, (3.113)

(przy czym u iy sg zwigzane zaleznos$cig (3.111)). Mozemy zatem zastosowac twier-
dzenie 7 przyjmujac w nim Gt(s) zamiast G(s), a <ET(y, t) zamiast ip(y,t). Dostajemy
w ten sposdéb twierdzenie opisujagce warunek absolutnej stabilno$ci dla rozwazanego
przypadku.

Twierdzenie 8. Warunkiem wystarczajgcym absolutnej stabilnosci (warunkiem
koniecznym i wystarczajagcym kwadratowej stabilnosci) uktadu z rys. 3.6, w ktérym
obiekt sterowania opisany jest przez (3.70), (3.71), a nieliniowo$ci w petli sprzezenia
zwrotnego <fk(yk,t), k —1,2,... m speiniajg warunek sektorowy (3.106), jest, aby ma-
cierz transmitancji Gt {s) miata wszystkie bieguny o czesciach rzeczywistych ujemnych
oraz aby macierz transmitancji Zt(s) dana przez

Zt(s) = 1 + KGj(s) (3.114)

spetniata
ZT(ju) + Z$(-Jw) >0 (3.115)

dla kazdego w G R.
Macierz transmitancji Zt{s) mozemy zapisa¢ w postaci:

ZT(s) = |+ (Kmax - Kmin)G(s)[lI + Ami,G(a)]-1=
= [J+ /iima.G(a)][/ + » minG(a)]-1. (3.116)
Zwroctmy tez uwage, ze w twierdzeniu 8 nie zaktadamy stabilnosci uktadu (3.70),
(3.71).
Kryterium kota

Dla przypadku skalarnego wejscia i wyjscia, gdy m — 1, warunki twierdzenia 8
mozna zinterpretowac jako wtasnosci wykresu Nygauista G(jui). Dla przypadku m = 1,

Kmin = Kmax = /3, (3.117)

na podstawie twierdzenia 8 warunek wystarczajacy absolutnej stabilnosci uktadu
(3.70), (3.71) przyjmuje postac:

1) transmitancja jest asymptotycznie stabilna i

7
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2) nastepujaca nieré6wnosc:

Re 1+ PGUuj) > o (3.118)
[1 + OcG(ju))J

zachodzi dla wszystkich w € R-
Zdefiniujmy przez 0(a,/3), a,/3~ 0 domkniete koto na ptaszczyznie zespolonej,

ktorego $rodek lezy na osi rzeczywistych, a punkty przecieciajego brzegu z osig Re(s)

wynoszg —" i —i, jak to zostato przedstawione na rys. 3.8.

Rys. 3.8. Koto 0(a,/3)
Fig. 3.8. Disc 0(a, p)

Dla odwzorowania
z=f(s) =\~ sec (3.119)
1+ as
(C - zbior liczb zespolonych) tatwo mozna wyprowadzi¢ nastepujgce witasnosci (zob.
np. [87, str. 50]):
1. W przypadku 0 < a < /3funkcja f(s) odwzorowuje koto 0(a,f3) w lewga péiptasz-

czyzne Rez < 0.

2. W przypadku a < 0 < /3 funkcja f(s) odwzorowuje koto 0(a,/3) w prawa pot-
ptaszczyzne Re(z) > 0.

3. W przypadku a —0, /3> 0 funkcja f(s) odwzorowuje potptaszczyzne Re(s) < —i

w lewga pétptaszczyzne Re(z) < 0.

Wykorzystujac (3.118) oraz wymienione wiasno$ci dostajemy twierdzenie okreslane

w literaturze jako kryterium kota.
Twierdzenie 9. (Kryterium kota) Dla uktadu liniowego (3.70), (3.71) o skalar-

nym wejsciu i wyjsciu (m = 1), objetego petlg sprzezenia zwrotnego przez zalezny
od czasu element nieliniowy ip(y,t), spetniajacy warunek sektorowy (3.106), warunek
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wystarczajgcy absolutnej stabilno$ci (warunek konieczny i wystarczajagcy kwadratowej
stabilno$ci) ma nastepujaca postac:

1. Dla0 < a < /3: Charakterystyka Nyguista G(jui) nie moze przecina¢ kola 0(ct, 0) i
musi r-krotnie okrgza¢ koto O(ot, /3) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek
zegara, gdzie r jest liczba biegunéw transmitancji G(s) o dodatnich cze$ciach
rzeczywistaych.

2. Dla a < 0 < /3: Ukfad opisany transmitancjg G(s) musi by¢ asymptotycznie sta-
bilny oraz charakterystyka Nyauista G(jui) musi w catosci leze¢ wewnatrz kota
0 (a,p).

3. Dla a = 0,/3> 0: Uktad opisywany transmitancja G(s) musi by¢ asymptotycznie
stabilny oraz charakterystyka Nyauista G(joj) musi w catosci leze¢ na prawo od
linii Res = —

Przedstawione twierdzenie pozwala bada¢ absolutng stabilno$¢ uktadu (3.70),
(3.71) na podstawie charakterystyki Nyauista G(jw). W przypadku 1 nie musimy
zaktada¢ asymptotycznej stabilnosci transmitancji dlatego, ze jest ona gwa-
rantowana przez warunek natozony na charakterystyke Nyauista.

3.6.4. CzestotliwoSciowe kryteria absolutnej niestabilnosci

Lemat 1 i twierdzenie 5 mozna takze zastosowa¢ do sformutowania warunkéw ab-
solutnej niestabilno$ci uktadu z rys. 3.6. Przeprowadzimy rozumowanie analogiczne do
tego z podpunktu 3.6.3 i wskazemy punkty, w ktorych dokonuje sie modyfikacji tego
rozumowania, aby dosta¢ warunek absolutnej niestabilnosci. Dla skalarnego sprzeze-
nia zwrotnego twierdzenie o absolutnej niestabilnos$ci po raz pierwszy udowodniono
w pracy [18]. Nastepnie w pracach [125], [126] zostato ono uogdlnione na przypadek
uktadow o wielu wyjsciach i wejsciach.

Analizujemy uktad przedstawiony na rys. 3.6 i, podobnie jak w podpunkcie 3.6.3,
rozwazamy najpierw przypadek pierwszy, gdy u iy spetniajg (3.95). Dla uktadu (3.70),
(3.71) objetego sprzezeniem zwrotnym, spetniajgcym (3.95), definiujemy funkcje La-
punowa V(x) o postaci (3.1). O macierzy P zaktadamy, zZe jest nieosobliwa, jednak
nie zaktadamy tym razem, ze jest istotnie dodatnio okreslona. Pochodna funkcji V(x)
wzdtuz trajektorii uktadu (3.70), (3.71) dana jest przez (3.98), a sprzezenie zwrotne
narzuca na u i x warunek (3.96). Stosujemy teraz lemat 1, definiujac macierze Il i
$ jak w (3.99) i (3.100). Z kolei korzystamy z twierdzenia 5, okre$lajgc macierz M
przez (3.102). Teraz, poniewaz nie zaktadamy dodatniej okreslono$ci macierzy P, za-
stosowanie twierdzenia 5 prowadzi do nastepujacego wniosku: warunkiem koniecznym
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i wystarczajagcym, aby pochodna funkcji V(x) wzdtuz rozwigzan uktadu z rys. 3.6 byta

istotnie ujemnie okre$lona jest, aby
Z(ju>) + ZT(-juj) > 0 (3.120)

dla wszystkich w € R, gdzie Z(s) = 1+ KmaxG(s). Na podstawie pierwszego twierdze-
nia Lapunowa o niestabilno$ci warunkiem wystarczajgcym absolutnej niestabilnosci
uktadu z rys. 3.6 jest zatem nieréwno$¢ (3.120) oraz aby macierz P miata przynaj-
mniej jedna ujemng warto$¢ whasng. Rownowaznie mozemy zatozy¢, ze macierz A
posiada co najmniej jedng warto$¢ wtasng w prawej otwartej p6tptaszczyznie zmien-
nej zespolonej oraz nie ma wartosci wiasnych czysto urojonych. Sformutujemy to w
postaci twierdzenia.

Twierdzenie 10. Warunkiem wystarczajacym absolutnej niestabilnosci uktadu z
rys. 3.6, w ktorym obiekt sterowania opisany jest przez (3.70), (3.71), a nieliniowosci
w petli sprzezenia zwrotnego <pk(yk,t), k = 1,2,...m spetniajag warunek sektorowy
(3.95), jest, aby macierz transmitancji G(s) posiadata co najmniej jeden biegun w
prawej otwartej potptaszczyznie zmiennej zespolonej, nie posiadata biegunéw czysto
urojonych oraz aby macierz transmitancji Z(s) —1 + KmaxG(s) spetniata nierownos¢
(3.120).

Podobnie mozemy wykaza¢ twierdzenie o absolutnej niestabilno$ci dla warunku
sektorowego w ogdélnej postaci (3.106):

Twierdzenie 11. Warunkiem wystarczajacym absolutnej niestabilnosci uktadu z
rys. 3.6, w ktdrym obiekt sterowania opisany jest przez (3.70), (3.71), a nieliniowos-
ci w petli sprzezenia zwrotnego ~k{yk,i), k = 1,2,... m spetniajg warunek sektorowy
(3.106), jest, aby macierz transmitancji Gj-(s) = G (s)[/+~*mmG(s)]"1nie miata biegu-
néw czysto urojonych, miata co najmniej jeden biegun o cze$ci rzeczywistej dodatniej
oraz aby macierz transmitancji Zt(s) = | + KG t(s) spetniata warunek:

ZT{jw) + Z%{-jw) > 0 (3.121)

dla wszystkich w € R.

Kryterium kota dla absolutnej niestabilnosci

Zaktadamy, ze uktad ma jedno wejscie i jedno wyjscie, m = 1. Wykorzystujac wy-
mienione poprzednio witasnosci odwzorowania (3.119) mozemy udowodni¢ analogiczne
do twierdzenia 9 twierdzenie o absolutnej niestabilnosci.

Twierdzenie 12. Dla uktadu liniowego (3.70), (3.71) o skalarnym wejsciu i wyj-
Sciu (m = 1), objetego petlg sprzezenia zwrotnego przez zalezny od czasu element
nieliniowy ip(y,t), spetniajagcy warunek sektorowy (3.106), warunek wystarczajacy ab-
solutnej niestabilno$ci ma nastepujgca postac:
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1. Dla 0 < a < /3: Transmitancja - nie ma czysto urojonych biegunéw oraz
charakterystyka Nyauista G(jui) nie przecina kota O(0, /3) i okraza koto 0(a, /3)
/-krotnie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, gdzie | jest mniej-
sze od liczby biegunédw transmitancji G(s) o dodatnich cze$ciach rzeczywistych.

2. Dlaa < 0 < /3 Transmitancja G(S) nie ma czysto urojonych biegunéw, posiada
co najmniej jeden biegun o dodatniej czesci rzeczywistej oraz charakterystyka
Nyauista G(jui) w catosci lezy wewnatrz kota 0(a,fl).

3. Dlaa =0,/3> 0: Transmitancja G(S) nie ma czysto urojonych biegunow, posiada
co najmniej jeden biegun o dodatniiej cze$ci rzeczywistej oraz charakterystyka
Nyauista G(ju>) w cato$ci lezy na prawo od linii s = —

3.6.5. Kryterium Popova

W przypadku gdy w uktadzie ze sprzezeniem zwrotnym wystepujg nieliniowosci
sektorowe, ktére sg jednoznaczne i niezalezne od czasu, mozliwe jest podanie silniej-
szych warunkdw absolutnej stabilnosci (niestabilno$ci) od wyprowadzonych w poprzed-
nich podpunktach. Warunki te zostaty wprowadzone przez V. Popova w pracy [118] z
zastosowaniem metod czestotliwosciowych. Nastepnie w pracach [47], [127], [128] wy-
kazano, ze rownowaznie kryterium Popova mozna wyprowadzi¢ stosujgc funkcje La-
punowa w postaci: forma kwadratowa plus catka z nieliniowosci (funkcje takg nazywa
sie forma turie). Takie wyprowadzenie zostanie przedstawione ponizej.

Rys. 3.9. Uktad ze sprzezeniem zwrotnym w postaci jednoznacznych, niezaleznych od
czasu nieliniowosci sektorowych. Po lewej schemat uktadu z wyszczegdlnie-
niem sktadowych wektoréw u i y. Po prawej ten sam schemat z uzyciem
wektorowych linii sygnatowych

Fig. 3.9. Feedback loop with time-invariant sector nonlinearities. On the left hand side
block diagram with components of vectors u iy. On the right hand side the
same block diagram with vector signals
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Uktad (3.70), (3.71) jest objety sprzezeniem zwrotnym jak na rys. 3.9. W torze
sprzezenia zwrotnego wystepujg niezalezne od czasu elementy nieliniowe <Pk{yk), k =

1,2,... m, okre$lajace zaleznosci Uk(t) od yk(t)

(3.122)

W rownowaznym schemacie po prawej stronie rys. 3.9 przez f{y) oznacza sie wek-
torowy, niezalezny od czasu element nieliniowy, ktdry reprezentuje wszystkie petle

sprzezenia zwrotnego ze schematu po lewej stronie rys. 3.9, tzn.

w= ~Ay), (3.123)

VA (jli)

) (3.124)

Uktad z rys. 3.9 jest uogdlnieniem, na przypadek wielu sygnatéw wejsciowych i wyj-
Sciowych, uktadu przedstawionego w rozdziale 1 na rys. 1.7. O niezaleznych od czasu
nieliniowos$ciach tfk(yk), k = 1,2,...m zaktadamy, ze speiniajg warunki sektorowe
(1.52), opisane w rozdziale 1, pkt. 1.5.5, tzn.

jesli yk{t) £ 0

3.125
Kk{yk) ={0 jesli yk{t) = 0 ( )

O zakresie mozliwych wartosci kk(yk) zaktadamy
0 < kk(yk) < /3* (3.126)

Podobnie jak w (3.95), (3.96) nieréwnosci sektorowe (3.126) mozemy zapisac jako:
uT(Kmaxy + u) < 0, (3.127)

(przy czym u iy sg zwigzane zaleznos$cig (3.123)) oraz

T
X 0 AR X

y Kmae 21 u <0 (3.128)

gdzie Kmax = diag(/3!,/32,...,/3m).
Dla systemu z rys. 3.9 definiujemy teraz funkcje Lapunowa w nastepujacej postaci:
rcx

V(x) = x Px -f 21)J/ (cj) Kmaxd(T. (3.129)
o

Przy spetnieniu warunkéw (3.126) i rj > 0 sktadnik catkowy 2rj ipT(a)Kmaxda
definiuje funkcje nieujemnie okreslona.
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Pochodng funkcji V(x) (3.129) liczong wzdtuz trajektorii uktadu (3.70), (3.71)
mozemy zapisa¢ w postaci nastepujacej formy kwadratowej :

V(x) = XTP(Ax-Bip(Cx)) + (Ax-B<p(Cx))TPx + 2T)tp(Cx)TK maxC (Ax + Bip(Cx))

(3.130)
lub réwnowaznie
V(x) = X ATP + PA PB - NArCTKT X
-<p(Cx) BTP -riKmaxCA -r,(KmaxCB + B TC TK max) -<p(Cx)
(3.131)

z przyjetych zalozen dotyczacych sprzezenia zwrotnego (3.126) wynika, ze wektor
[XT uT)T w przedstawionym wzorze spetnia (3.128). Zastosujmy teraz lemat 1, przyj-
mujac w nim

n= ArP + PA P B - t]JATC TK max
BTP - T]JKTaxCA - v(KmaxCB + BTCTK max) (3.132)
oraz
- 0 CIK&
K maxC 2/ (3.133)

Jako wniosek otrzymujemy, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby po-
chodna funkcji V(x) danej przez (3.129), liczona wzdiuz trajektorii uktadu (3.70),
(3.71), byta ujemnie okre$lona, jest, aby dla pewnego + > 0 ponizsza macierz byta
ujemnie okreslona

0 CIK®
KTaxC 21
ATP + PA P B - nArCTKmax

BTP - r,KTaxCA —T)(KTaxCB + BTCTKmax) <0 (3.134)

Stosujemy teraz twierdzenie 5, przyjmujac w nim

M 0] — CTK Tax - r)ATC TK max
. ~TKTaxC - r)KtaxCA 271/ - T)(KTaxCB + B TC TK Tax) (3.135)
Otrzymujemy zatem
7[Z(jco) + ZT(-jup] + r[H(juj) + HT(-juj)] < 0 (3.136)
dla g G R, gdzie
Z{ju) = KmaxCA(ju>l - A)~'B + KmaxCB (3.137)

oraz
H{jw) = KmaxC(ju>l - A)-1B + 1 = KmaxG{ju>) + I. (3.138)
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Rys. 3.10. Przeksztatcenie schematu blokowego z rysunku 3.9
Fig. 3.10. Transformation of the block diagram from figure 3.9

Poniewaz Z(j0) = 0, wiec aby zachodzita ostra nieréwnos$¢ (3.136), musi by¢ r > 0.
Mozemy zatem podzieli¢ obie strony nierownosci (3.136) przez r. Zauwazmy takze, ze

Z(ju) = juK maxG(juj). (3.139)
Definiujac q = J,
K(g,ju) = H{jul) + aZ(u>) =
= |+ (1+ gqju)KmaxG{ju>) (3.140)

oraz biorgc pod uwage, ze warunek P > 0 w potaczeniu z (3.134) jest robwnowazny z
asymptotyczng stabilnoscig G(s), otrzymujemy ostatecznie nastepujaca posta¢ kryte-
rium Popova:

Twierdzenie 13. (Wielowymiarowe kryterium Popova). Warunkiem wystarczaja-
cym absolutnej stabilnosci uktadu z rys. 3.9 z nieliniowos$ciami spetniajgcymi warunek
sektorowy (3.128) jest, aby transmitancja macierzowa G(s) miata wszystkie bieguny
w lewej potptaszczyznie zmiennej zespolonej oraz aby istniata liczba rzeczywistaq > 0
taka, ze

K(q,ju) + KT(q,-jui) >0 (3.141)

dla wszystkich cj £ R.

Uwaga. Twierdzenie 13 podaje wersje kryterium Popova ze stabymi warunkami
sektorowymi, silng nieréwnoscig czestotliwosciowg oraz zatozona stabilnoscig uktadu
otwartego. Inne wersje twierdzenia Popova mozna znalez¢ w [36].

Warunek g > 0 w przedstawionym twierdzeniu mozna pomingé na podstawie na-
stepujacego rozumowania ([109, str. 164]):

Rozwazmy przeksztatcenie schematu blokowego z rys. 3.9 przedstawione na rys.
3.10. Dla przeksztatconego schematu blokowego obiekt o transmitacji macierzowej

GT(s) = - K maxG(l + KmaxG)~' (3.142)
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jest objety sprzezeniem zwrotnym przez wektorowy element nieliniowy

Fe(z) = ~W(z) “ Kmaxz\. (3.143)

Jesli zdefiniujemy v ——2¢ (z), to pomiedzy sygnatami wektorowymi v i z zachodzi
nieréwnos$¢ sektorowa taka sama jak (3.127), tzn.

vT(Kmaxz + v) < 0. (3.144)

Zatem spetnione sg zatozenia twierdzenia 13 ijako wniosek z zastosowania tego twier-
dzenia otrzymujemy, ze warunkiem wystarczajacym absolutnej stabilnosci uktadu z
rys. 3.10 jest, aby transmitancja macierzowa Gt (s) miata wszystkie bieguny w lewej
po6iptaszczyznie zmiennej zespolonej oraz aby istniata liczba rzeczywista q > 0, taka,
ze transmitancja macierzowa

Kr(g,s) = I+ (1 + qju)KmaxGT(ju) (3.145)

spetnia
Kr(g,ju) + K%(q,-ju) >0 (3.146)

dla wszystkich v’ £ R. Podstawiajac (3.145) w (3.146) oraz mnozac otrzymang nie-
rowno$¢ macierzowg lewostronnie przez | + G~(—jui)Kmax, a prawostronnie przez

I + KmaxG(jw) (taka operacja zachowuje znak rozwazanej nieré6wnosci) dostaniemy
po prostych przeksztatceniach

27+ (1 - qju)KmaxG(ju) + (1 - qju)GT{-ju)Kmax > 0 (3.147)

dla wszystkich w £ R.

Poniewaz uktady z rys. 3.9 i 3.10 sg sobie rownowazne, zatem poréwnujac (3.147)
i (3.141) widzimy, ze jesli istnieje liczba rzeczywista q dowolnego znaku taka, ze spet-
niona jest (3.141), to uktad z rys. 3.9 jest absolutnie stabilny.

W ielowymiarowe kryterium Popova dla absolutnej niestabilnos$ci

Analogicznie do poprzednich rozwazan mozna funkcje o postaci (3.129) zastosowacd
do sformutowania warunkoéw absolutnej niestabilnosci uktadu z rys. 3.9. Metoda ta
zostata opisana w pracy [18]. Tu przedstawimy jej wielowymiarowe uogélnienie.

Powt6érzymy rozumowanie prowadzace do sformutowania twierdzenia 13, wskazujac
modyfikacje konieczne do tego, aby uzyska¢ warunek absolutnej niestabilno$ci. Rozwa-
zamy uktad (3.70), (3.71) objety sprzezeniem zwrotnym jak na rys. 3.9 z nieliniowymi
niezaleznymi od czasu elementami (3.122). Zaktadamy, ze spetnione sg warunki sekto-
rowe (3.125), (3.126), (3.127), (3.128). Dla systemu z rys. 3.9 definiujemy, analogicznie
do przypadku poprzedniego, funkcje Lapunowa o postaci (3.129). Przyjmujemy teraz,
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ze macierz P ma co najmniej jedng ujemng warto$¢ witasng oraz zaktadamy 1j < 0.
Poniewaz sktadnik catkowy definiuje funkcje nieujemnie okreslong, zatem przyjete za-
tozenia zapewniaja, ze w dowolnie matym otoczeniu $rodka uktadu wspdtrzednych
funkcja V(x) przyjmuje ujemne wartosci.

Pochodng funkcji V (i) (3.129) liczong wzdtuz trajektorii uktadu (3.70), (3.71)
mozna zapisa¢ w postaci (3.131). Stosujemy lemat 1, przyjmujac w nim definicje
(3.132) oraz (3.133). Zatem warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby pochodna
wzdtuz trajektorii V(x) byta istotnie ujemnie okreslona, jest, aby dla pewnegor > 0
spetniona byta nieréwnos$¢ macierzowa (3.134). Stosujemy twierdzenie 5, przyjmujac
w nim definicje (3.135) i otrzymujemy warunek (3.136). Podobnie jak poprzednio musi
zachodzi¢ r > 0, co pozwala na podzielenie obu stron nieréwnosci (3.136) przezr. Za-
uwazmy takze, ze warunek: macierz P ma co najmniej jedng ujemng warto$¢ witasng i
zachodzi (3.136) jest rGwnowazny z warunkiem: macierz A ma co najmniej jedng war-
tos¢ wiasng o czesci rzeczywistej dodatniej i zachodzi (3.136). Zatem, biorgc pod uwage
(3.140), na podstawie pierwszego twierdzenia Lapunowa o niestabilnosci dostajemy:

Twierdzenie 14. (Wielowymiarowe kryterium Popova dla absolutnej niestabilno-
§ci). Warunkiem wystarczajgcym absolutnej niestabilnosci uktadu z rys. 3.9 z nielinio-
wosciami spetniajgcymi warunek sektorowy (3.128) jest, aby transmitancja macierzowa
G(s) miata co najmniej jeden biegun w prawej potptaszczyznie zmiennej zespolonej,
nie miata biegunéw na osi urojonych oraz aby istniata liczba rzeczywista q < 0 taka,
ze tramsmitancja macierzowa K(q,s) dana przez (3.140) spetnia

[K(q.,ju) + KT(q,-ju>)]> 0 (3.148)

dla wszystkich £ R.

Podobnie jak poprzednio mozemy poming¢ warunek g < 0, postugujac sie prze-
ksztatceniem schematu blokowego przedstawionym na rys. 3.10 oraz wykonujac prze-
ksztatcenia (3.145)-(3.147).

Przypadek skalarnego sprzezenia zwrotnego, m = 1

W przypadku gdy jest tylko jeden sygnat wejsciowy i jeden sygnat wyjsciowy w
obiekcie regulacji, kryterium Popova moze by¢ sformutowane w postaci graficznej. Da-
lej przedstawimy graficzne sformutowanie kryterium Popova dla absolutnej stabilnosci
i niestabilno$ci.

Stosujemy oznaczenia dla skalarnego przypadku

Kmax = /?, Kmin= a = 0. (3.149)
Warunek (3.146) mozna teraz zapisa¢ nastepujgco:

Re[* + (1 + qju)G(ju>)] > 0 (3.150)
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dla wszystkich > 6 R, przy czym G(jui) jest transmitancja skalarng. Wprowadzajac
oznaczenia

U(w) = Re [G(W)], V(u) =wWim [G(up\ (3.151)

mozemy warunek (3.150) przedstawi¢ jako:
-L+ £/(«)+9V(w) >0. (3.152)

Wykres U(w),V(uj) przy zmieniajacej sie czestotliwosci w nazywa sie zmodyfikowang
charakterystyka amplitudowo-fazowg obiektu o transmitancji G(s). Mozemy zauwa-
zy¢€, ze na ptaszczyznie (U, V) nierdwnos¢ (3.152) mozemy zinterpretowac nastepujgco:
zmodyfikowana charakterystyka amplitudowo-fazowa lezy silnie na prawo od prostej

—~ + U+ qV =0. (3.153)

Prostg o takiej wiasnoSci nazywa sie prosta Popova. Taka interpretacja pozwala na
sformutowanie nastepujacych twierdzen.

Twierdzenie 15. (Kryterium Popova). W przypadku jednego sygnatu wejscio-
wego i jednego sygnatu wyjSciowego, warunkiem wystarczajagcym absolutnej stabilno-
§ci uktadu z rys. 3.9 z nieliniowoScia spetniajgcg warunek sektorowy (3.125), (3.126)
jest aby transmitancja G(s) miata wszystkie bieguny w lewej pétptaszczyznie zmiennej
zespolonej oraz aby istniata prosta przechodzgca przez punkt - i, o nachyleniu - taka,
ze cata zmodyfikowana charakterystyka amplitudowo - fazowa (U(uj), V(w)) lezy silnie
na prawo od niej.

Twierdzenie 16. (Kryterium Popova dla absolutnej niestabilnosci). W przypadku
jednego sygnatu wejsciowego i jednego sygnatu wyjsciowego warunkiem wystarczajg-
cym absolutnej niestabilnosci uktadu z rys. 3.9 z nieliniowoS$ciag spetniajaca warunek
sektorowy (3.125), (3.126) jest, aby transmitancja G(s) miata co najmniej jeden bie-
gun w prawej otwartej potptaszczyznie zmiennej zespolonej, nie miata biegunéw czysto
urojonych oraz aby istniata prosta przechodzaca przez punkt - i, o nachyleniu 1 taka,
ze cala zmodyfikowana charakterystyka amplitudowo - fazowa (U(w),V(w)) lezy silnie
na prawo od niej.

3.7. Przyktady obliczeniowe

W punkcie tym podamy przyktady ilustrujgce mozliwosci obliczeniowe stwarzane
przez twierdzenia 8-16.
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3.7.1. Uktad z podwojnym catkowaniem i korektorem PD

Analizujemy uktad regulacji z zalezng od czasu nieliniowoscig sektorowa, o schema-
cie blokowym przedstawionym na rys. 1.6, w ktérym transmitancja obiektu (podwdjne
catkowanie z korektorem PD) dana jest przez

Kis) = Lii . (3.154)

w AN(i+0 . 1s)
Granice sektora dla nieliniowo$ci opisane sg przez parametry a i/3. Uktad ten analizo-
wany byt poprzednio w punkcie 2.2.3, gdzie dla ct = 0.2 i /3= 1.5 znaleziono strategie

destabilizujaca.

Rys. 3.11. Zastosowanie kryterium kota do uktadu regulacji z podwo6jnym catkowaniem

] i korektorem typu PD o ) )
Fig. 3.11. Application oj the circle criterion to the control system with a double inte-

grator and the phase lead element

Poniewaz w uktadzie jest tylko jeden zalezny od czasu element nieliniowy,
mozemy zastosowaC twierdzenie 9. Kreslac i analizujac ksztatt charakterystyki
amplitudowo-fazowej K (jui) mozemy wyznaczy¢ wartosci dla parametrow a i /3z (1.49)
i (1.43), zadajacych zakres mozliwych wartosci funkcji y>{e,t), dla ktérych uktad jest
absolutnie stabilny. Analiza przebiegu charakterystyki amplitudowo - fazowej pozwala
z dowolng doktadno$cig wyznaczy¢ granicg, po przekroczeniu ktdrej nie istnieje juz
wspolna kwadratowa funkcja Lapunowa. Dla uktadu z rys. 1.6 z transmitancjg obiektu

(3.154) dla
a=02 (3.155)

graniczna warto$¢ paramteru (3, dla ktérej wspdlna kwadratowa funkcja Lapunowa

przestaje istnie¢, wynosi:
/3= 0.5467. (3.156)

Przebieg charakterystyki amplitudowo-fazowej oraz koto 0(a,f3) dlaa = 0.2, 3=
0.5467 przedstawione sg na rysunku 3.11.
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Mozliwo$¢ wyznaczenia doktadnych wartosci stanowi zalete w stosunku do metod
wykorzystujgcych liniowe nieréwnosci macierzowe, gdzie, aby zorientowac sie w zakre-
sach warto$ci parametrow, dla ktérych istnieje lub przestaje istnie¢ wsp6lna kwadra-
towa funkcja Lapunowa, konieczne jest wielokrotne powtarzanie numerycznego algo-
rytmu.

Zastosowanie kryterium Popova

Rys. 3.12. Zmodyfikowana charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu o transmitancji
Gt(s), dlaa = 0.01. Po lewej stronie - cata zmodyfikowana charakterystyka,

po prawej - powiekszenie fragmentu w poblizu $rodka uktadu wspotrzednych
Fig. 3.12. Modified characteristics for the system described by the transfer function

Gt{s), for a = 0.01. On the left hand side complete plot of the modified
characteristics. On the right hand side - neighborhood of zero zoomed out
Rozwazmy teraz ten sam uktad przy zatozeniu, ze nieliniowo$¢ w torze sprzezenia
zwrotnego jest jednoznaczna i niezalezna od czasu (jak na rys. 1.7). Do analizy mozna
zatem zastosowa¢ metode Popova. Przyjmujemy

¥>(e)
a< </?m (3.157)
Aby zastosowac twierdzenie 15 musimy najpierw dokona¢ przeksztatcenia schematu
blokowego przedstawionego na rys. 3.7, przy czym Kmin = a. Wykonujac to prze-
ksztatcenie otrzymujemy zmodyfikowany obiekt o transmitacji
T/ 14-0O.ls
+ 0.1«, m+ = (3158>
Mozemy teraz narysowa¢ wykres zmodyfikowanej charakterystyki amplitudowo -
fazowej, odpowiadajgcej transmitancji Gt{s). Dla a — 0.01 wykres ten jest przed-
stawiony na rys. 3.12. Jak wida¢, uktad jest absolutnie stabilny dla dowolnie duzego
/3 < oo0.
Uwaga. Stosujac metody z pracy [36] mozna, przy pewnych zatozeniach dotycza-
cych funkcji ifi(e), wykazaé, ze zerowy punkt réwnowagi jest globalnie asymptotycznie
stabilny takze dla /3 = oo.
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3.7.2. Kaskadowy ukitad regulacji ze zmiennymi wzmocnie-
niami
Rozwazamy ponownie kaskadowy uktad regulacji omawiany w punkcie 3.5.3., kt6-
rego schemat blokowy przedstawiony jest na rys. 3.3. Przeksztatémy schemat blokowy

z rys. 3.3 w sposOb przedstawiony na rys. 3.13.

Rys. 3.13. Przeksztatcony schemat blokowy kaskadowego uktadu regulacji ze zmiennymi
W czasie wzmocnieniami w torze sprzezenia zwrotnego
Fig. 3.13. Transformed block diagram of the cascaded control system with time-varying

gains in the feedback loop
Oznaczmy jak w (3.61) k3(t) — ki(t)ki(t). Przez przeksztatcenie schematu bloko-
wego z rys. 3.13 uzyskuje sie obiekt dwuwymiarowy o macierzy transmitancji

G(s) = (3.159)

objety sprzezeniem zwrotnym o postaci:

Ul fei(i) 0 X\

3.160
2 0 k3{t) X2 ( )

Aby do badania takiego uktadu zastosowaé twierdzenie 8 musimy potraktowaé¢ para-
metry k3(t) i h(t) jako niezalezne. JeSli ki(t) i k2(t) spetniajg warunki (3.56) i (3.57),
to dla k3(t) — ki(t)k2{t) mamy oszacowanie:

a2< h[t) < 0*. (3.161)

Badamy teraz absolutng stabilno$¢ uktadu (3.159), (3.160), w ktérym zmienne
paramery kx(t) i k3(t) speiniajg (3.56) i (3.161). Jest to dodatkowe uproszczenie w
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stosunku do modelu zmian parametrow z punktu 3.5.3., ktore prowadzi do bardziej
zachowawczych warunkéw absolutnej stabilnosci. Prostokat dopuszczalnych wartosci

k3(t) przedstawiony jest na rys. 3.14. Na tym samym rysunku cienkimi liniami
wykreslony jest takze czworokat z rys. 3.4. Jak widac, prostokat (3.56), (3.161) zawiera
w sobie czworokat (3.56), (3.63), co obrazowo ilustruje nadmiarowo$¢ wynikajaca z

potraktowania k3(t) jako niezaleznie zmieniajacych sie parametrow.

Rys. 3.14. Prostokat dopuszczalnych zmian parametréow k{(t) i k3(t)
Fig. 3.14. Rectangle offeasible parameters kx(t) and k3(t)

Przyjmujemy
a o0
0 a2 (3.162)
0
Kmax — 0 p2 (3.163)

i wyliczamy macierz transmitancji Zt(s) zadang wzorem (3.116). Otrzymujemy

1 s2+ Ps + a2 s(P —a)

ZT(s) =
s2+ as + a2 P2—a2 s2+ as + p2

(3.164)

Stosujemy teraz twierdzenie 8. Aby sprawdzi¢ czy zachodzi warunek (3.115), mo-
zemy dla kazdej czestotliwosci w (z odpowiednio szerokiego zakresu) wyliczy¢ dwie
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@

Rys. 3.15. Przebiegi wartosci wiasnych macierzy Zriju) + Zj(-ju), Ai(w), A2(w) w
funkcji czestotliwosci u)

Fig. 3.15. Eigenvalues of the matrix Zrijv) + Z j(—w), Ai(w), A2(w) versus frequen-
cies U

wartosci wtasne macierzy hermitowskiej Zj{jw) + Z~(—ju>), tzn.:

Ai(w) = AI[Zr(jw) + Zj(-ju)], (3.165)
A2w) = A2[Zx (iw) + Zj(—jw)] (3.166)

i zbadac, czy dla catego zakresu zmian czestotliwos$ci sg one dodatnie.
Rysunek 3.15 przedstawia zalezno$ci wartosci wiasnych Ai(w) i A2(u>) od czestotli-

wosci w dla nastepujgcych parametrow
a =05 /RB=009. (3.167)

Poniewaz obie wartosci wtasne sg zawsze dodatnie, zatem uktad z rys. 3.13 jest ab-
solutnie stabilny. Jesli przyjmie sie /3 = 1.0 (i pozostawi sie a bez zmian), to dla
niektdrych czestotliwosci przynajmniej jedna z wartosci witasnych A*w), A2(w) bedzie
ujemna. Zatem dlaa - 0.5 /3= 1.0 nie istnieje kwadratowa funkcja Lapunowa, dowo-
dzgca absolutnej stabilno$ci uktadu z rys. 3.13. Wida¢, ze uzyskany zakres mozliwych
warto$ci wzmocnien kx(t) i f2(i) jest teraz wezszy niz oszacowany w punkcie 3.5.3.
Uwaga. (Spostrzezenie poczynione przez P. Grabowskiego). Zastosowanie twier-
dzenia 8 doprowadzito do wezszych zakreséw dla parametrow a i /3 od otrzymanych
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w punkcie 3.5.3 metodg liniowych nieréwnosci macierzowych. Jesli jednak wykreslimy
na ptaszczyznie kx-k2 obszar odpowiadajacy prostokatowi z rys. 3.14, tzn. obszar ogra-
niczony dwoma prostymi i dwoma hiperbolami

a<h (t)</3, (3.168)

m - Ht)s wy (3'169)
to poréwnanie uzyskanychwynikéw z rezultatami otrzymanymi w punkcie 3.5.3 z

zastosowaniem liniowychnieréwnos$ci macierzowych (tzn.poréwnanie obszaru (3.168),
(3.169) z obszarem a < ki(t) < /3, a < k2{t) < /3) przestaje by¢ jednoznaczne.

3.8. Uwagi i komentarze

Jak juz wspomniano, metody wykorzystujagce kwadratowe funkcje Lapunowa sg
podstawowym narzedziem w praktycznych zagadnieniach badania stabilno$ci uktadéw
0 zmiennych w czasie parametrach. Wyniki tu przedstawione w duzej czeSci bazuja
na monografiach [111], [49], [14]. Starano sie uporzagdkowaé¢ wyniki pochodzace z kilku
zrodet w taki sposob, aby przedstawi¢ jednolita metodologie badania absolutnej stabil-
nosci i absolutnej niestabilnosci dla uktadow o parametrach zmieniajacych sie w czasie
w dowolny sposdb, jak tez uktadéw, w ktdrych zmiana parametréw wynika z istnienia
niezaleznych od czasu, jednoznacznych nieliniowos$ci sektorowych.

Obok sytuacji, gdy nieliniowo$¢ sektorowa moze zaleze¢, badz nie, od czasu formu-
tuje sie takze w literaturze twierdzenia obowigzujace dla przypadku, gdy wystepuja
ograniczenia na pochodng funkcji <f(e) lub ip(e,t) w torze sprzezenia zwrotnego. Je-
§li pochodna jest ograniczona do pewnego przedziatu lub musi byé dodatnia (funkcja
<p(e) jest wtedy rosngca), to warunki absolutnej stabilnosci spetnione sg na ogét dla
szerszych zakresow opisujagcych dopuszczalne sektory zmiennos$ci parametréw. Odpo-
wiednie wyniki mozna znalez¢ w pracach [19], [104] [84], [33], [41].

Rozdziat 4

W ieloScienne i przedziatami
liniowe funkcje Lapunowa

Jak powiedziano w poprzednim rozdziale, podstawowymi metodami praktycznego
badania absolutnej stabilnosci lub niestabilnosci sg metody wykorzystujagce kwadra-
towe (lub parametryczne, tzn. kwadratowe z dodatkowymi sktadnikami) funkcje Lapu-
nowa. Jednak metody takie dajg tylko warunki wystarczajgce, nadmiarowe w stosunku
do rzeczywistego zakresu dopuszczalnych zmian parametrow. Nasuwa sie zatem pyta-
nie, jak duze sg marginesy nadmiarowos$ci i czy mozliwe jest ich oszacowanie. Wyniki,
ktore pozwalajg udzieli¢ przynajmniej czeSciowych odpowiedzi na sformutowane pyta-
nia, przedstawiamy w tym rozdziale.

Przedstawione dalej rezultaty bedg dotyczyty obu probleméw przedstawionych w
punkcie 1.3. Formutujemy twierdzenia zarowno dotyczace absolutnej stabilnosci i nie-
stabilnosci, jak tez istnienia i metod poszukiwania strategii destabilizujgcych. Opisane
beda takze praktyczne algorytmy, pozwalajace stosowaé otrzymywane warunki dla
przyktadowych problemow.

Omoéwione zostang funkcje Lapunowa, ktérych zastosowanie umozliwia sformuto-
wanie zarobwno warunkow wystarczajacych, jak i koniecznych absolutnej stabilnosci
uktadéw liniowych o zmieniajacych sie w czasie parametrach (0.1), (1-1). Ich kon-
strukcja wykorzystuje twierdzenie udowodnione niezaleznie przez kilku autorow [116],
[16], [8], ktére mowi, ze jesli uktad (0.1), (1.1) jest absolutnie stabilny, to istnieje wypu-
kta funkcja Lapunowa wspdlna dla wszystkich uktadéw naroznych. Aby zastosowac to
twierdzenie w praktyczny sposéb, wypukta funkcje Lapunowa przybliza sie funkcja wie-
loscienng, ktéra moze by¢ opisana przez skonczong liczbe parametrow. Wielo$cienne
funkcje Lapunowa nie sg funkcjami gtadkimi. Prowadzi to do koniecznosci przeformu-
towania klasycznych twierdzen Lapunowa, w ktérych zaktada sie, ze V(x) jest funkcjag
klasy C1. Wyniki umozliwiajgce stosowanie funkcji Lapunowa, ktdre sg ciggte, ale nie
gtadkie, sg znane w literaturze (np. [83, rozdziat 2]). W odpowiednich twierdzeniach
zamiast pochodnej V stosuje sie prawg gorng pochodng Diniego, oznaczang jako D +V.
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Jako uogdlnienie klasy funkcji wielosciennych wprowadzone sg nastepnie funkcje
przedziatami liniowe. Funkcje takie (w odréznieniu od funkcji wielo$ciennych) moga
przyjmowaé zaréwno wartosci dodatnie, jak i ujemne, dzieki czemu mogg by¢ zastoso-
wane zar6wno do badania absolutnej stabilnosci, jak i absolutnej niestabilnosci uktadu
(0.1), (1.1). Przedstawia sie warunki wynikajace z zastosowania takich funkcji do pro-
bleméw absolutnej stabilnosci i niestabilnosci oraz dyskutuje si¢ ich zwigzki z warun-
kami Motczanowa Piatnickiego [116].

Rozwijajac wynik uzyskany w pracy [78] przedstawia sie z kolei algebraiczne wa-
runki na to, aby dla (0.1), (1.1) istniata strategia destabilizujgca, oraz opisuje sie
algorytm wyliczania takiej strategii. Twierdzenie z pracy [78] gwarantuje istnienie wy-
puktej funkcji, ktéra rosnie wzdtuz rozwigzania wynikajgcego z zastosowania strategii
destabilizujgcej. W przedstawionym algorytmie obliczeniowym funkcje te przybliza sie
funkcja wieloscienng.

Chociaz opisywana metodologia pozwala formutowa¢ zar6bwno wystarczajace, jak
i konieczne warunki absolutnej stabilno$ci oraz poszukiwaé strategii destabilizujgcych
jej praktyczne zastosowanie jest ograniczone przez problemy obliczeniowe. W prak-
tyce udaje sie konstruowa¢ wieloScienne lub przedziatami liniowe funkcje Lapunowa
dla uktadéw, ktorych rzagd wektora stanu wynosi dwa lub trzy. Mimo to zastoso-
wanie przedstawionych metod jest interesujgce, poniewaz, przynajmniej dla pewnej
klasy przyktadow, pozwala doktadnie uchwyci¢ granice pomiedzy absolutng stabilnos-
cig (niestabilnoscig) a istnieniem strategii destabilizujacej (stabilizujacej). Pozwala to
np. dla niektérych probleméw oszacowaé, jak dalece nadmiarowe sg warunki stabil-
nosci uzyskiwane z zastosowaniem kwadratowych funkcji Lapunowa w stosunku do
rzeczywistych granic zakreséw stabilnosci.

4.1. Ostabienie zatozenia o gtadkosci funkcji V(X)
w twierdzeniach Lapunowa

Klasyczne sformutowania twierdzenn Lapunowa wymagajg zatozenia, ze funkcja La-
punowa V(x) (lub V(x,t) dla uktadéw niestacjonarnych) jest funkcjg gtadka, tzn.
nalezy do klasy C1. Jednak funkcje Lapunowa dalej stosowane sg jedynie ciaggte, na-
tomiast mogg posiada¢ punkty nieciggtosci gradientu.

Ponizej podamy twierdzenie o stabilno$ci obowiazujgce dla funkcji Lapunowa, ktére
nie nalezg do klasy C1. Twierdzenie to poprzedzone bedzie dwoma definicjami.

Defnincja 1. Funkcje a : R+ 9 x — a(x) € R+ (gdzie R+ oznacza zbidr liczb
rzeczywistych nieujemnych) nazywamy funkcjg klasy K lub méwimy, ze a(x) nalezy
do klasy K, jesli:

a- funkcja a(x) jest $cisle rosnaca, b- a(0) = 0.

4.1. Ostabienie zatozenia o gtadkosci funkcji V (x) w twierdzeniach Lapunowa

Defninicja 2. [83] Niech f(t) oznacza ciggtg funkcje. Prawg gorng pochodng Di-
niego funkcji f(t) w punkcie t = tQoznaczamy jako D+f(t0) i definiujemy jako:

D+f(t0) = limsup”~ ] — liii (4.1)
,_t+ t to

Powyzsza definicja jest jedng z czterech, ktére otrzymujemy biorgc gérne, dolne
oraz lewo i prawostronne granice ilorazu réznicowego. Jesli funkcja /(<) spetnia waru-
nek Lipschitza w punkcie t0, to wszystkie cztery pochodne Diniego przyjmujg skon-
czone warto$ci. Wszystkie cztery pochodne sg sobie rowne wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcja f(t) jest rozniczkowalna w punkcie to-

Rozwazmy teraz uktad
x = f(x,t), (4.2)

X 6 Rn, ktory ma punkt rdwnowagi w punkcie x0= 0. Zastosowanie funkcji Lapunowa
V(x) klasy C do badania stabilno$ci zerowego punktu réwnowagi tego uktadu opisuje
nastepujace twierdzenie ([83, str. 89]).

Twierdzenie 1. Jesli istnieje ciggta funkcja V(x,t), lokalnie lipschitzowska ze
wzgledu na zmienng x taka, ze istniejg trzy funkcje a, b, c € IC, dla ktérych w pewnym

otoczeniu punktu réwnowagi zachodzi
a(ll x 1 < V(x,t) < 6( x ) (4.3)

oraz
D+V(x,t) |i=/(*t) < -c(|| x []), (4.4)

to zerowy punkt réwnowagi jest jednostajnie, asymptotycznie stabilny.
Jesli ponadto przedstawione warunki zachodza w catej przestrzeni stanu oraz do-
datkowo
a(r) — o0, gdy r —+ o0, (4.5)

to zerowy punkt réwnowagi uktadu (4.2) jest jednostajnie, globalnie asymptotycznie
stabilny.

We wzorze (4.4) po lewej stronie wystepuje prawa, gérna pochodna Diniego wzdtuz
trajektorii uktadu (4.2), tzn.

BE 0, tf %= 4 = Timsup YRERANSE A 4D ) (4.6)
1 A—0+ i
przy czym x(f) jest rozwigzaniem (4.2). W dalszych rozwazaniach bedziemy zwykle
upraszczali notacje piszac D+V(x,t) zamiast D+V(x,t) |i=/(x,j). Na ogét pominiecie
indeksu okreslajgcego, wzdtuz jakiego uktadu liczona jest pochodna, nie prowadzi do
niejednoznacznosci.
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4.1.1. Obliczanie pochodnych Diniego

Ciagte ale nierézniczkowalne funkcje Lapunowa mozna efektywnie wykorzystywac
do badania stabilno$ci dzieki temu, ze pochodng Diniego wzdtuz trajektorii uktadu
mozna liczy¢ podobnie jak zwyktg pochodng. Prawdziwy jest nastepujacy lemat [83,
Dodatek 1].

Lemat 1. Zatézmy, ze rozwigzanie uktadu (4.2) spetnia x(t0) = x0. Wtedy

n+ V(x0,30§ lJ=/(xO,lO) _ I-im SupV[xo + A/(x0,to0), to+ A] -V (x0,1t0)

A—*0+ A

(4.7)

W dalszych rozwazaniach wykorzystywane bedg funkcje Lapunowa, ktore zalezg
tylko od zmiennej x, tzn. V(x,t) = V(x), oraz dodatkowo sg wypukte, tzn. V[ax +
1 —a)y] < aV(x) + (1 —cc)V(y), 0 < a < 1, [81, str. 25]. Przy takich zatozeniach
operacje lim sup w lemacie 1 mozna zamieni¢, na lim, tzn.

BV oYizicx, o) = Aims Y O+ Al(xo0, *0)] ~ v(xo) (4.8)

Wynika to z faktu, ze dla funkcji wypuktych istniejg pochodne kierunkowe we
wszystkich kierunkach [81].

4.2. Zastosowanie wypuktej funkcji Lapunowa do
problemu absolutnej stabilnosci

W punkcie tym przedstawimy twierdzenie, ktore stanowi podstawe dalej rozwi-
janych metod analizy absolutnej stabilnosci. Twierdzenie to orzeka, ze warunkiem
wystarczajacym i koniecznym absolutnej stabilnosci uktadu (0.1), (1.1) jest istnienie
wypuktej funkcji Lapunowa, wspodlnej dla wszystkich uktadéw naroznych x = Axx,
X = AZ, .., x = Anx. Dowody mozna znalezé w pracach [116], [16], [8]. Za [116]
przedstawimy twierdzenie i jego dowdd.

Wprowadzimy niewielkg modyfikacje oznaczenn w stosunku do (0.1), (1.1), aby wy-
godniej byto przeprowadzi¢ rozumowanie. Rozwazamy uktad (0.1), (1.1) zapisany na-
stepujaco:

X = A[u@)]x, (4.9)
gdzie

u(t) = [ui(<) uz(t) ... u«()IT, (4.10)

N
Alu(®)] = £ Ame(»), (4.11)

t=l

N

u{t)eU = {«(<) > 0,£u,:(<)=1}. (4.12)

1=1
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Podamy najpierw twierdzenie dotyczace trajektorii uktadu (4.9)-(4.12) potrzebne
do dowodu gtéwnego wyniku.

Twierdzenie 2. Uktad (4.9)-(4.12) jest absolutnie stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy jest jednostajnie wyktadniczo stabilny, tzn. istniejg takie state C > 1, 7 > 0,
niezalezne od A(t), ze dowolne rozwigzanie x(t) startujagce z warunku poczatkowego
x(0) = Xo spetnia

=) ll< Cl*ofe~. (4-13)

Dowo6d mozna znalezé w [120], zob. takze [49, str. 174].

Wykorzystujac przedstawiong wtasno$¢é mozemy udowodnié nastepujacy warunek
wystarczajacy i konieczny absolutnej stabilnosci uktadu (4.9)-(4.12).

Twierdzenie 3. Warunkiem wystarczajacym i koniecznym absolutnej stabilno-
Sci uktadu (4.9)-(4.12) jest istnienie wypuktej funkcji Lapunowa V(x), wspolnej dla
wszystkich uktadéw naroznych x = Axx, X —A2, ..., Xx = A"X, (tzn. wypuktej funkcji
V(x), ktora jest istotnie dodatnio okres$lona i ktérej pochodna D+V(x) jest istotnie
ujemnie okreslona wzdtuz rozwigzan kazdego z uktadéw naroznych).

Dowdd

Dostateczno$¢. Dowdd jest podobny do dowodu twierdzenia 3 z poprzedniego roz-
dziatu. Zatdzmy, ze istnieje wypukita funkcja funkcja Lapunowa V(x), wspdlna dla

X = A\X, x = A2x, ..., a = A”X, tzn. taka, ze
a(ll x 1) < V(x,t) < 6(|l x ), (4.14)
D+V(x) [i=*. = Hm V(x+ Ay ~ -» 1< -«(11x|[)) (4.15)
A —»(+ ZA

i=1,2,...N, o0,6,0-€ K.
Zdefiniujmy
cm(]] X [) = mincidl x II). (4.16)

Na podstawie definicji 1 mamy cm € IC
Obliczajagc D+V(x) wzdtuz rozwigzan uktadu zgodnie z (4.8) (4.9)-(4.12) dosta-

jemy:
n+VvV( \1 limVx + AQ >-A-X)]- =

N VCEui(x + AAIi) -V (x)

= lim S

< lim T.Ui[V(x + &Aix)-V{x)}
m A-0+ A

W przeksztatceniach wykorzystano (4.12) i nierownos$¢ Jensena [81, str. 25]. Na pod-
stawie (4.17) i (4.15) mamy:

D+VO)\+=AUDIX < -X >iCi(]| x |) < -¢M(|| x [)). (4.18)
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Poniewaz ecm(\\ x ||) nie zalezy od u(t), zatem uktad (4.9)-(4.12) jest absolutnie sta-
bilny.

Konieczno$¢. Oznaczmy przez xu(x0,T) rozwigzanie, w chwili T, uktadu (4.9),
startujgce z warunku poczatkowego x(0) = x0 i wynikajagce z konkretnego przebiegu
u(t), t € [0,T]. Defniujemy teraz

S(x0,T) = max || xu(x0,T) ||= max || Xu(T)xo0 |, (4.19)

przy czym Xu(t) = Xu(x0,t) oznacza macierz fundamentalng uktadu (4.9), wynikajaca
z przebiegu funkcji u(t), a || . || jest norma euklidesowg. Maksimum w (4.19) zawsze
istnieje dlatego, ze zbior Z(x0,T) wszystkich punktow osiagalnych z punktu x0 przy
dowolnych przebiegach u(t) S U

Z(x0,T) - {xu(x0,T)} (4.20)

przy ustalonym x0i T jest zbiorem zwartym.
Zauwazmy, ze funkcja S(x0,T) jest wypukia. Istotnie

S(xI + xI,T) = maw |[|[* uCT)(xJ + x*)||<
< max [|| Xu(T)xo || + | Xu(T)xe ] <
< max || Xu(T)xl || +max || Xu(T)x> ||=

S(xI1,T) + S(xI,T). (4.21)

Wykorzystujac S(x0,T) definiujemy nastepujaca funkcje Lapunowa:

V (X°) —\D S(x0,T)dT. (4.22)
W arto$¢ granicy catkowania 7\ bedzie dobrana p6zniej.
Obliczamy teraz

D+V(x0) = n Jf) 5(x(A),r)dr-J[0 S(x0,r)d7 (4.23)

A|!g1+ A
przy czym x(A) jest stanem osigganym w chwili t — A przez trajektorie startujacag z
x(0) = x0 przy przebiegu funkcji u(t), ktéry maksymalizuje (4.19).

Zauwazmy, ze funkcje S(x0,T) mozna zapisa¢, z uzyciem zdefiniowanego w (4.20)
zbioru osiggalnosci, jako
S(x0,T)=  max | x| (4.24)

oraz wezmy pod uwage nastepujacg wiasno$¢ wynikajaca z definicji zbioru osiggalnosci
(4.20):
Z(x(A), T) C Z(x0, T + A), (4.25)
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obowigzujacg dla dowolnego T > A. Z tej wiasnosci i z (4.24) wynika nierownos$¢ dla

funkcji S(.)
S(x(A),t)< S (x0,A + t), (4.26)

prawdziwa dla wszystkich A > 0, r > 0.
Na podstawie (4.26) dostajemy:

D+V(x0) < lim — 1 5(x0,A+r)dr —f S(xo,r)d
To- Jo Jo

A-0+ A
UISTi+A rT\
= lim — ] 5(xo, r)dr —J  S(x0,r)dm
a—0+ A
PTi+A yA
= lim — / S(xo.r)dT — [/ S(x0,t)di
A-0+ A JTi Jo
= S(x0,T1)- S(x0,0) <|| xO| (C e - 1). (4.27)

Ostatnia nierownos$¢ wynika z twierdzenia 2.
Wystarczy teraz dobraé

Ti > C (4.28)

aby zakonczy¢ dowdd twierdzenia. O
Zwroémy uwage, ze z przyjetej defnicji funkcji Lapunowa wynika, ze

ITi
V(xo0) = Jg S{x0,T)dT = \fxZ$(x0,T)xodT, (4.29)

gdzie $(xo,t) = X T(xo,t)X(xo0,t), a X(xo0,t) jest macierzg fundamentalng uktadu
(4.9), wynikajacg z takiego przebiegu funkcji u(t), ktéry maksymalizuje (4.19). Wynika
stad, ze

V{-x) = V(x) (4.30)

V(ax) =\ a | V(x). (4.31)

Zatem funkcja Lapunowa V(x), ktdrej istnienie zapewnia twierdzenie 3, jest pewng
norma.

Wynik ten jest motywacjg do przebadania zastosowania norm jako funkcji Lapu-
nowa dla uktadéw liniowych o zmiennych w czasie parametrach.
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4.3. Norma jako funkcja Lapunowa dla uktadu li-
niowego

Zastosowanie formy kwadratowej lub réwnowaznie normy euklidesowej jako funkcji
Lapunowa dla uktadéw liniowych jest klasycznym zagadnieniem (por. pierwszy punkt
poprzedniego rozdziatu). W Swietle twierdzenia 3 interesujace wydaje si¢ rozwazenie
szerszego problemu zastosowania dowolnej normy jako funkcji Lapunowa uktadu linio-
wego. Problem ten bedzie rozwazony w tym punkcie.

Poszukiwa¢ bedziemy funkcji Lapunowa o nastepujgcej postaci:

V(X) =[] X »,HI W= I, (4.32)

przy czym x jest wektorem stanu uktadu, x £ RJ1, W jest macierzg m x n- wymiarowa,
m > n. Zaktada sie tez, ze W jest macierzg petnego rzedu. Symbol || «| oznacza norme
w przestrzeni Rm. Zatem | «\\w jest normg w przestrzeni Rn.

Idea definiowania funkcji Lapunowa w postaci (4.32) pojawia sie w wielu pracach,
miedzy innymi w [7], [8]-[13], [16], [17], [50], [59], [70]-[72], [74], [82], [94], [95], [100],
[115], [116]. Dzieki temu, ze w definicji (4.32) wystepuje macierz W, ktérej elementy
mozna zmieniac, istnieje swoboda w ksztattowaniu funkcji V(x). Mozna jej uzy¢ do
dopasowania funkcji V(x) do konkretnego problemu. W zastosowaniu do praktycznych
obliczen wazne sg tylko niektdre przypadki szczeg6lne norm w (4.32). Pierwszy z nich to
norma euklidesowa. Dla tego przypadku funkcja (4.32) jest rownowazna z omawiang w
poprzednim rozdziale funkcjg kwadratowg (przy zatozeniu, ze macierz P jest istotnie
dodatnio okre$lona). Drugi wazny przypadek szczegdlny to norma typu maksimum
modutu, tzn. || « I = I « lico. Norma taka byta stosowana do réznych probleméw
zwigzanych ze stabilnoscia i absolutng stabilnoscig uktadéw w pracach [7], [8]-[13],
[16], [17], [50], [70]-[72], [74], [94], [95], [100], [115], [116]. Wreszcie trzeci przypadek,
dla ktérego istniejg efektywne metody obliczeniowe, to norma typu suma modutdw
elementdw, tzn. || || = || * |li. Wyniki zwigzane z takag norma mozna znalez¢ w
pracach [59], [82].

Warstwice (zbiory argumentéw odpowiadajgce statym wartosciom funkcji) funkcji
V(x) zaleza od macierzy W oraz od normy | ¢ || w przestrzeni Rm. Dla normy eu-
klidesowej || * ||=] < ||2 wartwice sg elipsoidami. W takiej sytuacji jako macierz W
przyjmuje sie macierz kwadratowa, tzn. m = n. Dla normy typu maksimum modu-
téw elementéw wektora, || « I= 1L« lico, warstwice sg wypuktymi hiperwielo$cianami. W
tym przypadku m jest liczbg $cian hiperwielo$cianu. W praktycznych obliczeniach, aby
dopasowaé funkcje V(x) do zatozonego problemu, konieczne moze by¢ zdefiniowanie
hiperwielo$cianu o duzej liczbie $cian, tzn. m > n.
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Dalej rozpatrujemy nastepujacy problem: jakie sg warunki konieczne i wystarcza-
jace na to, aby funkcja dana normg (4.32) byta funkcjg Lapunowa uktadu liniowego

X = AX. (4.33)

We wzorze tym x € Rn, A 6 R?xn. Poszukuje sie warunkéw, ktére musi spetniac
macierz W, aby pochodna Diniego funkcji V(x) danej wzorem (4.32) wzdtuz trajektorii

uktadu (4.33) byta istotnie ujemnie okreslona.
Przed sformutowaniem zasadniczych wynikéw tego punktu podamy najpierw kilka

potrzebnych definicji.

4.3.1. Norma macierzy

Definicja 3. [110] Przez || Q || oznaczamy norme macierzy Q 6 Rmxm indukowang

przez norme || «| na przestrzeni zespolonej Cm, tzn.

1Q 11= sup I Qu Il. (4.34)
IMI=i

Biorgc za norme || ¢ || na przestrzeni zespolonej Cm kolejno norme euklidesowg

£EN 2 (4.35)
§=I

norme typu maksimum modutu z elementow

u L= max u, (4.36)

inorme typu suma modutéw elementow,

u lli= £ K> (4.37)
*=1
mamy odpowiednio:
| Q I2—O0max(Q) —\J (4.38)
m
| Q 11«= max]T |9ij| (4.39)
1 i=1
oraz .
I Q [li= max*<7ul- (4.40)
1 =1

W podanych wzorach: u € Cm, u- jest i-tym elementem wektora u, g% jest ij-tym
elementem macierzy Q, "*” oznacza sprzezenie hermitowskie, crmax(<5) oznacza naj-

wiekszg warto$¢ szczegolng (singularng) macierzy Q.
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4.3.2. Norma logarytmiczna macierzy

Definicja 4.([26], [27], [97]). Norme logarytmiczng macierzy Q zwigzang z norma
| Q || oznaczamy n(Q) i definiujemy jako

“W> = ili?t "+ A0 MM 4'41>

| - macierz jednostkowa.

Termin “norma logarytmiczna” bierze si¢ stad, ze rbwnowaznie z (4.41) mozemy
napisac:

I/ +ed| _i
t*(Q) = tﬂrorlL A i 1 . (4.42)

Podamy podstawowe fakty dotyczgce norm logarytmicznych macierzy okreslonych
w definicji 4. Oprdécz terminu norma logarytmiczna macierzy stosuje sie takze w lite-
raturze inng nazwe - miara macierzowa (zob. [27]).

Podstawowym wynikiem, ktory wymaga dowodu, jest istnienie granicy w (4.41).
Istnienie granicy w (4.41) wynika z nastepujacych lematow:

Lemat 2 a. Dla ustalonej macierzy Q, funkcja

(A= 1]/ +AQ[l~1 (4.43)

okres$lona dla A > 0 jest niemalejacg funkcjg argumentu A.
Dowod. Korzystamy z nieréwnosci

nA+s | —is i<l Al (4.49)
podstawiajgc w niej

A+B=LI%!Q, (4.45)
B = '—+L2°o, 0< Aj < A2 (4.46)

Dostajemy zatem

HzZ+ A.eil i+ A~ 1 1 1 1

a, s -“''at- A h at- a; (447)

lub réwnowaznie
NI+ Af | - 1 <”~-+>0 I|-1dkA <A, (4.48)

co dowodzi lematu. O
Lemat 2 b. Dla kazdego A > 0
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Dowdéd. Otrzymuje sie przez oszacowania podobnie jak w lemacie 2 a. O

Na podstawie lematu 2 ailematu 2b /(A) jako funkcjamonotoniczna i ograniczona
posiada granice, zatem norma logarytmiczna (4.41) jest dobrze zdefiniowana.

Wiecej wiasnosci normy logarytmicznej fi(Q) mozna znalez¢ np. w [26], [27], [97].

tatwe do wyliczenia sg wyrazenia norm logarytmicznych dla trzech ponizszych

przypadkow.

Norma logarytmiczna zwigzana z normag euklidesowg

Podstawiajgc (4.38) w (4.41) dostajemy:

, J Amax(/ + AQ* + AQ + A2Q*Q) - 1
A A =
n- w/+AQ'+Ag+Ayq)-i
A0+ A(yfim, (I + AQ*+ AQ + A2Q*Q) + 1)

* o« )

Biorgc pod uwage, ze Amax(A + 1) = 1+ Amax(j4) oraz zaniedbujac sktadniki mnozone
przez A2 dostajemy:

MQ) = max A . (4-51)

Norma logarytmiczna zwigzana z norma Il «lico
Podstawiajgc (4.39) w (4.41) dostajemy:

max;("jLi [Ey + q,jA\) - 1
1

li«(Q) = A@m N , (4-52)
gdzie 8ij oznacza delte Kroneckera. Obliczajac
1+ e,Al- 1 = y/[l + Re(g.,)A]2+ [Im(g,,)A]2- 1
2Re(@,)A + [Re(g,)AJ2+ [Im (qu)A]2 (4.53)
A1 --Re(9,-,)A]12+ [Im(eu)Al2+ 1
i przechodzac do granicy w (4.52) dostajemy:
I*«(<?) = max [Re(g,,) + lati |1 (4.54)

—_——
~ 1
-
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Norma logarytmiczna zwigzana z norma || ||i

W wyniku obliczen analogicznych do (4.53) dostajemy wyrazenie na norme loga-
rytmiczng zwigzang z macierzowg norma (4.40)

Mi(Q) — max [Re(ejj) + 1?y'N - (4-55)

4.3.3. Warunki wystarczajgce

Przez bardzo proste oszacowanie mozna poda¢ warunki wystarczajace na to, aby
funkcja dana normga (4.32) byta funkcja Lapunowa uktadu liniowego (4.33). Warunki
te sg sformutowane w twierdzeniu, ktére podajemy za [50]. W sformutowaniu tego
twierdzenia bedziemy za [70] zaktada¢ nieco ogdlniejsza sytuacje niz w poprzednich
punktach (oraz w pracy [50]), polegajaca na tym, ze macierz W jest macierzg o ele-
mentach zespolonych, tzn. W £ C"nxn oraz norma || m| we wzorze (4.32) jest norma
na przestrzeni zespolonej Cm. Uogo6lnienie to pozwoli na efektywna konstrukcje funkcji
Lapunowa zadanej normg || mjjoo lub || ||i dla dowolnego stabilnego uktadu liniowego.

tatwo sprawdzi¢ (por. konstrukcje w punkcie 4.3.6.), ze obie funkcje V(x) =|
Wx || x £ Rn, W £ Cmxn sg istotnie dodatnio okre$lone wtedy i tylko wtedy, gdy
realrank(VK) = n, gdzie realrank(W/) oznacza rzeczywisty rzad macierzy zespolonej
W, okre$lony przez nastepujaca definicje:

Definicja 5. Rzeczywisty rzad macierzy W £ Cmxn oznaczamy przez realrank(H/)
i okreslamy jako

realrank(W) = rank [Re(iy)r \m(W)T)T. (4.56)

Mozemy teraz sformutowaé natepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 4. Niech W £ Qmy.n j jeali-ank"W) = n. Warunkiem wystarczaja-
cym, aby V(x) =|| Wx || byta funkcjag Lapunowa uktadu liniowego (4.33), jest, aby
istniata macierz Q £ Cmxm taka, ze

WA-QW =0, (4.57)

M(Q) < 0. (4.58)

Dowéd. Do obliczenia pochodnej Diniego wykorzystujemy wzor (4.8), co prowadzi
do
ANv(Gj= A mL+*M)ITIAN)H L (4.59)

Podstawiajac (4.57) w (4.59) i stosujac nierdwnos¢

W+ tQ)WxW\<\ T+ tQWWWx\\ (4.60)
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dostajemy:

D+V(x(t)) < p(Q) I Wx(t) [[= »(Q)VIx(1)}. (4.61)

Poniewaz na podstawie zatozenia, ze realrank(W) = n, zachodzi || Wx(t) ||> 0 dla
x(t) £ 0, zatem || Wx(t) || jest funkcja istotnie dodatnio okreslong, a z (4.58) wynika,
ze D+V(x) jest istotnie ujemnie okre$lona, co dowodzi tezy. O

4.3.4. Warunki konieczne

Warunki uzyskane w poprzednim podpunkcie sg tylko warunkami wystarczajagcymi
dlatego, ze otrzymano je przez oszacowania. Oznacza to, ze na podstawie twierdzenia
4 nie mozna wykluczy¢ sytuacji, w ktorej funkcja F(x) dana normga (4.32) jest funkcja
Lapunowa uktadu (4.33), mimo ze zatozenia tego twierdzenia nie sg spetnione. Zatem
istotnym zagadnieniem jest przestudiowanie problemu warunkéw koniecznych na to,
aby (4.32) byta funkcja Lapunowa.

Przy dyskusji warunkéw koniecznych na to, aby V(x) dana norma (4.32) byta
funkcja Lapunowa uktadu liniowego (4.33), ograniczymy sie do przypadku norm rze-
czywistych.

W pracy [57] podano klase przestrzeni (norm w przestrzeniach skonczenie wymia-
rowych), dla ktérych warunki twierdzenia 4 sa zarbwno konieczne, jak i wystarczajace.
Klase te bedziemy nazywaé przestrzeniami o whasnosci S. Opisano tam takze zwigzek
problemu poszukiwania macierzy Q z zagadnieniem rozszerzania operatoréw liniowych
z zachowaniem normy. Wymienione wyniki przedstawimy ponizej.

Zdefiniujemy najpierw wtasno$¢ S przestrzeni Banacha. Niech S bedzie rzeczywistg
przestrzenig Banacha, y,z bedg oznaczaty elementy (wektory) tej przestrzeni. Niech U
bedzie podprzestrzenig przestrzeni S oraz oznaczmy przez T operator liniowy, ktéry
odwzorowuje U w siebie

T:U9y-»Hv) €W (4.62)

Operator liniowy Q odwzorowujacy przestrzen 5 w siebie
Q:S31z-> Q(z)ES (4.63)

nazywamy rozszerzeniem operatora T, gdy Q(y) = F{y), dlay EU.

Definicja 6. Mowimy, ze przestrzen S ma wiasnos$¢ S, gdy dla kazdej jej pod-
przestrzeni U i dowolnego ograniczonego operatora liniowego T odwzorowujgcego U
w siebie, istnieje rozszerzenie Q o tej samej normie co T .

Przeanalizujmy teraz sytuacje, gdy S jest przestrzenig m - wymiarowych wektorow
znormg | «|, S= (Rm,|| 4)). Poniewaz jest to przestrzen skoficzenie wymiarowa,
zatemkazdajej podprzestrzen U moze byé przedstawiona jako:

U={y £Rm:y= Wx, W £ Rmxn,x £ Rn,n < m}, (4.64)
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gdzie macierz W jest macierzg petnego rzedu. Kolumny macierzy W definiujg baze w
podprzestrzeni U. Kazdy operator liniowy T, ktéry odwzorowuje U w siebie, moze by¢
reprezentowany przez n x n - wymiarowg macierz F w nastepujacy sposéb:

U9y=Wx —F(y) = WFx, FeR nXn. (4.65)

Prawdziwy jest nastepujacy lemat.
Lemat 3. Operator liniowy Q : Rmxm — ff>xm jest rozszerzeniem operatora
T danego przez (4.65) wtedy i tylko wtedy, gdy jest reprezentowany przez macierz
Q E Rmxm, ktdra spetnia
WF = QW. (4.66)

Dowo6d. Rozwazmy wektor y EU. Moze on by¢ przedstawiony w postaci y = Wx,
gdzie wektor x sktada sie ze wspotczynnikéw rozwiniecia wzgledem bazy danej przez
kolumny macierzy W. Do tego, aby

Q(v) = r(v) ' (4.67)

dla wszystkich y EU, konieczne i wystarczajgce jest, aby dla kazdego k zachodzita
rownos¢ Q(wk) = 'F(wk), gdzie wk jest A:-tym wektorem bazy w przestrzeni W (k-ta
kolumng macierzy W). Zatem

Q{wk) = Qwk (4.68)
oraz

T(wk) = Wfk, (4.69)

gdzie fk jest k-ta. kolumng macierzy F. Réwnania (4.68) i (4.69) sa réwnowazne z
(4.66), co dowodzi prawdziwosci lematu. O

Z lematu 3 i z definicji 6 wynika nastepujacy lemat 4, ktory podaje algebraiczne
warunki na to, aby przestrzen (R™, || «||) miata wiasnos$¢ S.

Lemat 4.Przestrzen (i?"*| < ||) ma wiasno$¢ S wtedy itylko wtedy, gdy dla
kazdej macierzy W ERmxn petnego rzedu, n < m, i dla kazdejmacierzy F E Rnxn
istnieje macierz Q E Rmxm spetniajgca (4.66) i taka, ze

LWFx I Toh
reR¥P50! 1% x | = yefind iy 1 (4.70)

Podane definicje i lematy charakteryzujgace przestrzenie (/?™* | =) o wkasnoSci
S pozwalajg udowodnié, ze w przestrzeniach tych warunki (4.57), (4.58) sa zaréwno
wystarczajace, jak i konieczne.

Twierdzenie 5. Zalézmy, ze przestrzen (Rm, || m||) ma wiasnos$¢ S. Wtedy warunki
(4.57), (4.58) sg zarbwno wystarczajace, jak i konieczne do tego, aby funkcja V(x) dana
wzorem (4.32) byta funkcjag Lapunowa uktadu liniowego (4.33).
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Dowod:
Dostateczno$é. Zostata udowodniona w twierdzeniu 4.
Konieczno$¢. Aby udowodni¢ konieczno$¢, musimy wykazac, ze z faktu

D+V(x) < 0, dlai” 0 (4-71)

wynika istnienie macierzy Q E Rmxm spetniajgcej warunki (4.57), (4.58). Z (4.71)
wynika, ze istnieje taka liczba t > 0, dla ktorej

sup + <, (4.72)
1gi?" x£0 | Wx ||
Z kolei zastosowanie lematu 4 z F = | + tA zapewnia istnienie macierzy | + tQ takiej,
ze
W(l +tA) = (I + tQ)W (4.73)
oraz
sup @ +y =] 1+1tQ|< 1 (4.74)
yeRm y?to Iy

tatwo wida¢, ze (4.73) jest rownowazne (4.57).
Zgodnie z lematem 2 a, i(|]| I + #Q \ -1) jest malejaca funkcja t, a zatem (4.74)
pocigga za sobg (4.58), co konczy dowdd. O

4.3.5. Przestrzenie o wtasnosci S

Jak widzieliSmy, problem konieczno$ci warunkéw (4.57), (4.58) wiaze sie z zagad-
nieniem rozszerzania operatoréw liniowych z zachowaniem normy. Przeglad rezultatéw
dotyczacych rozszerzania operatorow liniowych w przestrzeniach Banacha z zachowa-
niem ich normy mozna znalez¢ w [30, str. 554] oraz w [114, rozdziat 1V], (zob. takze
bibliografie cytowang w wymienionych pozycjach). Przedstawimy podstawowe fakty
dotyczace tego problemu.

W publikowanych wynikach rozwaza sie 0ogélng sytuacje, gdy dziedzina oraz zakres
operatora liniowego sg réznymi przestrzeniami (o réznych wymiarach i r6znych nor-
mach). Problem zachowujgcego norme rozszerzenia moze by¢ ogdlnie sformutowany
nastepujgco. Niech S iU beda przetrzeniami Banacha, Sa '\UO - ich podprzestrzeniami

oraz niech dany bedzie operator liniowy Qo
Qo ®So 3 yo —* Qo[yo) € Ua. (4-75)
Moéwimy, ze operator liniowy Q

Q:S 9y ->Q(y) EU (4.76)
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jest zachowujgcym norme rozszerzeniem operatora Qo, jesli

Q{yo) - Qo(yo), dla wszystkichj/o € $o (4-77)
oraz
Il Q 11=11 Qo Il » (4.78)

Ogolnie, operatory liniowe nie mogg by¢ rozszerzone z zachowaniem normy. Istniejg
jednak specjalne przypadki, gdy mozna uzyska¢ rozszerzenie operatora liniowego za-
chowujac jego norme. Ponizej krétko je opiszemy, ograniczajac sie do przypadku skon-
czenie wymiarowego.

1. Jesli zakres U jest przestrzenig z norma typu nieskonczono$¢ (4.36), wtedy dla
dowolnej przestrzeni S rozszerzenie zachowujgce norme moze byé zawsze uzy-

skane. Za szczeg6lny przypadek tego wyniku mozna uwaza¢ twierdzenie Hahna
- Banacha.

2. Jedli dziedzina S jest przestrzenig z norma euklidesowg (4.35), to dla dowolnej
przestrzeni U takze zawsze mozna uzyska¢ rozszerzenie z zachowaniem normy.
W takiej sytuacji roszerzenie mozna otrzymac przez rzutowanie ortogonalne w
dziedzinie operatora.

Wiasno$¢ S zdefiniowana w poprzednim podpunkcie dotyczy sytuacji, gdy dzie-
dzina i zakres operatora liniowego sg jedng i tg samg przestrzenig. Z przedstawionych
faktow wynika, ze zarobwno przestrzen z norma typu nieskonczonos$¢, jak tez prze-
strzeht z norma euklidesowg posiadaja wtasno$¢ S. Latwo sie zorientowac, ze zastoso-
wanie twierdzen 4 i 5 dla normy euklidesowej nie daje wynikow prowadzacych poza
klasyczng teorie kwadratowych funkcji Lapunowa dla uktadédw liniowych.

Natomiast defniujgc jako || < jj norme typu nieskoficzono$¢, tzn. || < || = || ¢ y«,
gdzie || «|joo jest zdefiniowana przez || y ||=]| y |loo= max,- |y, |, dostajemy nastepujace
twierdzenie, ktore po raz pierwszy wykazane zostato przez Motczanowa i Piatnickiego
[116], (z zastosowaniem innej metody dowodu niz uzyta tutaj).

Twierdzenie 6. (Twierdzenie Motczanowa Piatnickiego). Niech W € /t,mxn be-

dzie macierzg petnego rzedu. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby V(x)
zdefiniowana wzorem

V(x) =|| Wx lloo (4.79)

byta funkcjg Lapunowa uktadu liniowego (4.33), jest, aby istniata macierz Q G Rmxm
spetniajgca

WA = QW (4.80)
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oraz dla kazdego k m

gkk+ 53 1%l I< 0. (4.81)
/=1
I~k

Wzér (4.81) wynika z zastosowania definicji (4.54) dla przypadku rzeczywistego.
Macierz Q £ speiniajacg warunek (4.81) nazywa sie macierzg o $cis$le dominu-
jacej przekatnej. Jak widaé ze wzoréw (4.54), (4.81), Q € Rmxm jest macierzg o Scisle
dominujacej przekatnej wtedy i tylko wtedy, gdy Hoo(Q) < 0.

Interesujace wydajg sie tez nastepujgce problemy: (1) czy istniejg przestrzenie
(skonczenie wymiarowe), ktére nie majg wtasnosci S oraz, ogdlniejszy, (2) jakie prze-
strzenie posiadajg wtasno$¢ S. Co do problemu (1), to w pracy [57] przedstawiono
przyktad przestrzeni tréjwymiarowej z norma, ktdéra nie ma wiasnosci S. Rozwigzanie
problemu (2) jest nieznane. Wydaje sie jednak, ze witasno$¢ S jest wiasnoscig dosc

specjalng.

4.3.6. Konstrukcja funkcji Lapunowa zadanych przez norme
dla uktadu liniowego

Rozwazymy teraz problem efektywnego wyznaczenia odpowiedniej macierzy W,
tak aby V(x) dana przez (4.32) byta funkcjg Lapunowa uktadu liniowego (4.33).
Przedstawimy konstrukcje takiej funkcji opisang w pracy [70]. Idea konstrukcji po-
lega na zastosowaniu warunkéw wystarczajgcych sformutowanych w twierdzeniu 3 dla
przypadku, gdy macierz W jest macierza o elementach zespolonych. Nastepnie wy-
korzystujac otrzymane rozwigzanie mozna skonstruowac takze funkcje Lapunowa dla
rzeczywistej macierzy W. Dokonuje sie tego przez przyblizenie warstwie funkcji V(x)
(z zespolong macierza W) odpowiednimi hiperwielo$cianami.

Opisywana konstrukcja dotyczy dwdch norm || «|joo, oraz || «||i.

Konstrukcja dla zespolonej macierzy W

Zatézmy, ze macierz A w (4.33) jest stabilna (wszystkie jej warto$ci wtasne maja
czesci rzeczywiste ujemne) oraz nie posiada wielokrotnych wartosci witasnych. Niech
teraz W = T~1, gdzie T jest macierzag modalng, ktora transformuje macierz A do
postaci diagonalnej Jordana. Wtedy, zgodnie z (4.57)

Q = T~IAT = diag(AL, A2) A), (4.82)

gdzie Aj, A2, ..., Ansg wartoSciami wiasnymi macierzy A. Jest jasne, ze dla tak wybranej
macierzy W macierz Q, ktéra wynika z (4.82), spetnia zaréwno

(4.83)
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jak i
M«,(Q) < 0, (4.84)
gdzie (Q) i /ioo(<?) sg zdefiniowane w (4.55) i (4.54).
W przypadku gdy macierz A ma wielokrotne wartosci wtasne, macierz W = T*“1
transformuje A do postaci Jordana [110]:

Ai pj .. O 0
0 A2 .. O 0
Q=T AT-= (4.85)
o o0 . A7l Pn—
o 0O .. o0 A,

gdzie pi = 0, jesli N A+l oraz pi = 1 lub O leSli A-= A+1. Zatem z (4.54), (4.55) i
(4.85) wynika, ze nawet jesli uktad liniowy (4.33) jest asymptotycznie stabilny, macierz
Q dana przez (4.85) nie musi spetnia¢ (4.83), (4.84).

Niemniej jednak, stosujgc dekompozycje (4.85), mozemy otrzymaé funkcje Lapu-
nowa o postaci (4.32) dla uktadu liniowego (4.33) przez dodatkowga operacje skalowania.
Zatozmy, ze funkcja V(x) dana jest przez

V(x) =|| WD x (4.86)
gdzie
WD = d\ag(di,d2,...,dn) =T 1, (4.87)
di > 0,i=1,...n. Podstawiajac (4.87) zamiast W w (4.82) dostajemy:
A (21 . 0 0
a2 . 0 0
Q = WdAWd1 = .. (4.88)
° 0 . A
0 0o 0 A,
Przez odpowiedni dobor liczb di, di,...,dn mozemy spowodowaé, ze ilorazy

"e>“Sir kedg dowolnie mate, co zapewni, ze warunek (4.83) lub (4.84) bedzie
spetniony. Mozemy tez zauwazy¢, ze opisana przez (4.87) operacja skalowania pozwoli
skonstruowa¢ funkcje Lapunowa (4.32) takze wtedy, gdy macierz W transformuje A
do postaci trojkatnej.

Latwo jest opisa¢ geometrycznie warstwice (zbiory argumentow odpowiadajgce sta-
tym warto$ciom funkcji) funkcji otrzymanych przez przedstawiong konstrukcje. Ozna-
czamy zbior ograniczony warstwicg funkcji Lapunowa V(x) przez P, tzn.:

V={xeRn: V(x) <C} (4.89)
Natomiast dla warstwicy, ktéra jest brzegiem zbioru V, stosujemy oznaczenie:

8V={xeRn: V{x) = C). (4.90)
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Przedstawmy macierz W w postaci:

wi 1
u\ +jvli
w= "7 . (4.91)
T . .
. Wm Ui+ jvm.
gdzie wj sg wierszami, Wi € C" oraz uf = Re(wJ), vf —Im(wf), i —1,2,....m.

Zatem dla rzeczywistego wektora x € R" mamy
WX [joo= max~(tifa;)2+ (vjx)2 (4.92)

oraz
IWx 1li= S\A u?z)2+ (vfx)2 (4.93)
1

W przypadku, gdy vj = 0, mamy:
\J(udx)2+ (vix)2=] ujx |. (4.94)

Z przedstawionych wzoréw wynika, ze dla normy || « |joo zbiér V jest przecieciem

warstw
Cj={xeRn:\uTx\<C} (4.95)
oraz cylindrow
Ci={xe Rn: \/(uixy + (vfx)2 < C}, (4.96)
tzn.
V = f]Cj nf]Ci. (4.97)

Z kolei dla normy || m||! zbiér V mozemy zapisa¢ w postaci:

V -{x: \j(ujx)2+ (vjx)2—q, |ujx |=dj, G>o0,dj >0, "2 °i+ 53" < C}-

(4.98)
Przyktad

Analizujemy uktad opisany réwnaniem trzeciego rzedu

i'+ x+3 x + x=0. (4.99)
Réwnania stanu odpowiadajgce uktadowi (4.99) maja postac:

tii "0 1 0 "X
x2 = o o X2 (4.100)

-1 -3 -1 . | *3 .
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Rys. 4.1. Warstwica kwadratowej funkcji Lapunowa
Fig. 4.1. Level set of the quadratic Lyapunov function
Rozwigzujac algebraiczne réwnanie Lapunowa
ATP + PA = -/, (4.101)

gdzie | jest macierzg jednostkowg oraz

0o 1
A= 0 0 1 (4.102)
-1 -3 -1,

otrzymujemy klasyczng funkcje Lapunowa dla uktadu (4.100) z macierza formy kwa-
dratowej dang przez:
'2.25 1.75 050"
P= 1754.00 075 . (4.103)
. 0.50 0.75 1.25

Warstwice tej kwadratowej funkcji Lapunowa dV - {x £ R3 : VxTPx = 1}, x =
[xi X2 xz}T (ktéra jest elipsoida) przedstawia rys. 4.1.

Dla tego samego uktadu mozemy skonstruowaé takze funkcje Lapunowa dane przez
normy || elico, I 111 Dlaich konstrukcji potrzebna jest transformacja macierzy A do
postacikanonicznejlordana. Macierz A ma jedng rzeczywistg warto$¢ witasng oraz
pare wartosci wtasnych zespolonych. Odwrotno$¢ macierzy transformacji ma postac:

-1.1114 -0.2564 -0.4013
-0.3809 - j0.0003 1.0984 -jO .2256 0.1211 —j 0.6221 (4.104)
-0.3809 + jO.0003 1.0984 + j0.2256 0.1211 + >0.6221

T-1=
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Rys. 4.2. Warstwica funkcji Lapunowa zadanej przez norme ||  jji
Fig. 4.2. Level set of the Lyapunov function defined by || *||i norm

Wykorzystujagc macierz T _1 oraz wzory (4.98), (4.97) mozemy wykresli¢ warstwice
dla norm || - He, || *|li-

WarstwicadV — {x £ R3:|| T-1x |li= 1}, x —xix2x3]T, przedstawiona jest na
rys. 4.2,natomiastwarstwicedV = {x £ R3 mll T~"xIk,= 1}przedstawia rys. 4.3.

Warstwice na rys. 4.1, 4.2 i 4.3 wykreslono przyblizajac elipsoide, stozek oraz cy-
linder wielo$cianami o duzej liczbie $cian.

Konstrukcja dla rzeczywistej macierzy W

Opisana konstrukcja, w ktérej uzyto zespolonej macierzy W, moze by¢ wykorzy-
stana do znalezienia funkcji Lapunowa

V{x) =[] Wx [|x (4.105)

lub
V(x) =|| VTa Ho (4.106)

z rzeczywistg macierzg W £ Rmxn. Mozna to zrobi¢ przez aproksymacje zbiorow
(4.97), (4.98) hiperwieloscianami. Okazuje sie, ze doktadnos$¢ aproksymacji (liczba
$cian hiperwieloscianu), ktorg trzeba zapewnic, zalezy od stosunkéw czesci urojonych i
rzeczywistych zespolonych warto$ci wiasnych macierzy A. Przedstawimy konstrukcje,
ktora wymaga zdefiniowania hiperwielo$cianu o mozliwie matej liczbie $cian.
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Rys. 4.3. Warstwica funkcji Lapunowa zadanej przez norma | * H,
Fig. 4.3. Level set of the Lyapunov function defined by || « H¢ norm

Proponowana metoda bazuje na transformacji macierzy A do postaci blokowo -
diagonalnej, w ktdrej rzeczywistym wartosciom witasnym odpowiadajg bloki jednowy-
miarowe, a parom zespolonych sprzezonych warto$ci wiasnych - bloki dwuwymiarowe.

Rozwazmy najpierw oscylator liniowy zapisany w postaci réwnarn stanu (we wspot-
rzednych Flugge-Lotz [123])

X1 —a 3 Xi 4107
gdzie a, /3> 0.
Zdefiniujmy macierz W(m) 6 Rmx2 nastepujaco:
0
c0s — sin -r
W(jn) = cos” sin — (4.108)
cos (m—De sin (m—l)?r
Udowodnimy nastepujacy lemat.
Lemat 5. Jesli
cc T
(4.109)

to obie funkcje

V(x) =|| W(m)x (4.110)
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Nz) =] W{m)x (4.111)

sg funkcjami Lapunowa dla oscylatora liniowego (4.107).
Dowdd. Niech Q(a,/3,m) € Rmxm bedzie nastgpujgca macierza:

X
0 (4.112)
-Y 0 O
przy czym
cos — B
X=-a-0-7-"-, Y=-Alr. (4.113)
sin — sin —

Mozna tatwo sprawdzié, ze W(m) oraz Q(a, /3,m) dane przez (4.108) i (4.112)
spetniaja (4.57), tzn.

B = Q(a,/3,m) W(m

_a
w(m) —3 —a ).

(4.114)

Obliczajac normy logarytmiczne fj,i(Q(a, /3, m)) i /ioo(<3(a, /3, m)) dostajemy:

~i{Q{a,P,m)) fix>(Q(a, /3, m))
=X+\Y\ = -a+/3tg". (4.115)

Jak wida¢, warunek /ii(Q(a,/3,m)) < 0 lub poa(Q(a,/3,m)) < 0 z twierdzenia 4 jest
rbwnowazny nierownosci (4.109), co dowodzi lematu. O

Warstwice obu funkcji Lapunowa (4.110) i (4.111) z macierzg W(m) dang przez
(4.108) sg wielokgtami foremnymi o 2m bokach. Jesli a > /3,to m = 2 spetnia (4.109),
co prowadzi do wyniku udowodnionego w pracy [50].

Poniewaz trajektorie systemu (4.107) sg spiralami logarytmicznymi, zatem funkcja
Lapunowa, ktdrej warstwice sg okregami, dowodzi stabilnosci (4.107). Zgodnie z le-
matem 5 okregi mozna aproksymowac¢ wielokatami (foremnymi), przy czym konieczna
doktadnos$é aproksymaciji zalezy od dekrementu ttumienia w uktadzie, ktory z kolei za-
lezy od stosunku Jesli | jest bliskie zeru, to liczba bokéw wielokata musi by¢ duza.
Widac¢ to we wzorze (4.109). Poniewaz prawa strona nieréwnosci (4.109) dazy do zera,
gdy m —> 00, zatem dla dostatecznie duzych m zawsze da sie dobra¢ odpowiednig
funkcje Lapunowa postaci (4.110) lub (4.111).

Lemat 5 moze by¢ uzyty do ogélnej konstrukcji funkcji Lapunowa zadanej norma
| mll« lub || «||i dla rzeczywistej macierzy W. Oznaczmy najmniejszg liczbe naturalng
m, ktéra spetnia (4.109), przez m(a, /3). Nastepujace twierdzenie podaje konstrukcje
odpowiednich funkcji Lapunowa.
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Twierdzenie 7. Zatézmy, ze: uktad liniowy (4.33) jest asymptotycznie stabilny,
macierz systemowa A nie ma wielokrotnych wartosci wiasnych, T e Rnxn jest rzeczywi-
stg macierzg transformacji, ktdra sprowadza macierz A do postaci blokowo diagonalnej

Bx 0
T~IAT = (4.116)
0 -7/ .

gdzie n — 2k + I, Bx,...Bk sg blokami 2 x 2 - wymiarowymi, zwigzanymi z parami
zespolonych warto$ci wiasnych macierzy A,

g = & fii
T -Pi -an (4.117)
Pi > 0, natomiast - 71,..., - 7; s rzeczywistymi wartoSciami wiasnymi macierzy A.

W tedy istnieje funkcja Lapunowa o postaci zaréwno (4.105), jak (4.106), przy czym
macierz W 6 Rmxn (taka sama dla obu funkcji) dana jest przez:

W= UT~\ (4.118)

gdzie
Wi[m{aM

K, pk)\
U= Wimetpio (4.119)

0
Liczba wierszy macierzy W wynosi:
m = m(aj, Px) + ... + m(ak,pk) + /. (4.120)
Dowéd. Niech Q E /?2mxm bedzie okre$lona przez:

Q[<x\,Pi,m(oci,Pi)\

<Xk,Pk,rn(ctk, pk
Q= QL (ctk, pr N  aaz1)

-7/
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gdzie Q[ai,Pi,m(ai,Pi)] jest dane przez (4.112). Stosujac lemat 5 sprawdzamy, ze
warunek (4.57) jest spetniony. Normy logarytmiczne wynosza:

Hi(Q) = max[/i1((5(al,px) ) , fix{Q(ak,pk)),- 71,..., - 7/] < 0, (4.122)

Mo(Q) = ™.ax[/ioo(Q(ai,ft)),..., Hx>{Qak, Pk)),—7ii eee1 7i] < (4.123)
co dowodzi prawdziwosci twierdzenia. O
Twierdzenie 7 pozostaje prawdziwe dla macierzy A, majacej nieliniowe dzielniki
elementarne, co mozna wykazac stosujac opisywana wcze$niej operacje skalowania.

Przyktad

Rozwazmy jeszcze raz przyktad (4.99), (4.100). Macierz A w (4.100) posiada rzeczy-
wistg warto$¢ wiasng A3 —-0.3611 oraz pare warto$ci wiasnych zespolonych, sprze-
zonych A12 = —ctx+ jPi = —0.3194 + j 1.6332. lloraz warto$ci bezwzglednych czesci
rzeczywistej i urojonej Al2 wynosi:

0.3194
= 0.1956 (4.124)
pi ~ 1.6332
i na podstawie nieréwnos$ci (4.109) dostajemy:
m(aupl) = 9. (4.125)

Zatem, na podstawie twierdzenia 7 mozemy skonstruowa¢ funkcje Lapunowa o
postaci (4.105) lub (4.106), w ktérej liczba wierszymacierzy W wynosi m = 9+1 = 10.
Macierz transformacji, ktéra przeksztatca macierz A z (4.102) do postaci blokowo
diagonalnej (4.116), jest nastepujaca:

' -0.0491 -0.2916 -0.9336 '
T — 0.4919 0.0130 0.3371 (4.126)
-0.1783 0.7992 -0.1217

natomiast macierz W na podstawie (4.118), (4.119) dana jest przez:

0.7617 2.1969 0.2422
0.5839 1.9729 0.9853
0.1329 0.8258 1.2674
-0.3803 -0.7077 0.9564
-0.7155 -1.9101 0.1979
W= -0.7160 -2.2187 -0.6532 (4.127)
-0.3814 -1.4892 -1.1986
0.1316 -0.0629 -1.1833
0.5831 1.3929 -0.6142
-1.1114 -0.2564 -0.4013

Warstwice funkcji Lapunowa (4.105) oraz (4.106) z macierzg W dang przez (4.127)

przedstawione sg na rys. 4.4.



118 Rozdziat 4. WieloScienne i przedziatami liniowe funkcje Lapunowa

Rys. 4.4. Warstwice funkcji Lapunowa dla rzeczywistej macierzy W o 10 wierszach.
Po lewej warstwica funkcji Lapunowa zadanej przez norme | < ||j, po prawej

warstwica funkcji Lapunowa zadanej przez norme || « U,
Fig. 4.4. Level sets of Lyapunov funtions for real matrix W with 10 rows. On the left

hand side - level set of the Lyapunov function given by || < |[j norm. On the
right hand side - level set of the Lyapunov function given by || ¢|joo norm

4.4, Analiza absolutnej stabilnos$ci

Przedstawiane do tej pory obliczeniowe wyniki dotyczyty zastosowania funkcji La-
punowa definiowanych przez normy | *jlooi || *||i do badania stabilnosci pojedynczego
uktadu liniowego (4.33), co samo w sobie stanowi interesujgce zagadnienie. Jednak
podstawowym celem wprowadzenia funkcji Lapunowa defniowanych przez normy jest
zastosowanie ich do badania absolutnej stabilnosci uktadéw liniowych o zmiennych w
czasie parametrach (0.1), (1.1). W punkcie tym rozwiniemy to zagadnienie.

Skupimy tu uwage na funkcjach Lapunowa postaci (4.32), w ktérych || . | jest
norma typu nieskofczonos$é, tzn. I« Il = 1l « lico. Argumentem za wyborem tej normy
jest wynik z punktu 3.4.5 - twierdzenie 6 (Motczanowa Piatnickiego). Zgodnie z tym
twierdzeniem algebraiczne warunki (4.57), (4.58) sg dla normy || . |loo zardwno wystar-
czajace, jak i konieczne.

Warstwice funkcji Lapunowa V(x) =|| Wx |oo sg symetrycznymi wzgledem $rodka
uktadu wspotrzednych hiperwielo$cianami. Jak wiadomo, ([81, str. 184, twierdzenie
20.4]) dowoly zbior wypukty mozna aproksymowa¢ wypuktym hiperwielo$cianem1. In-
terpretacja tego faktu w kategoriach funkcji wypuktych prowadzi do wniosku, ze kazda
wypukta, jednorodng funkcje mozna przyblizy¢ z dowolng doktadnoscig za pomoca
funkcji V(x) =|| Wx ll« (przez odpowiedni dobdr macierzy W). Wykorzystujac te
witasno$¢ oraz twierdzenie 3, mozna dalej wykazac¢, ze uktad (0.1), (1.1) jest absolutnie
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja Lapunowa postaci V(x) =[] Wx H,,
wspdlna dla wszystkich uktadéw naroznych (Scisty dowdéd znajduje sie w [116]).

1Bardziej precyzyjnie, dla dowolnych dwdch ograniczonych i domknietych zbioréw wypuktych C i
D takich, ze C C intZ?, istnieje wieloScienny zbiér wypukty P taki, ze P C intf) oraz C C intP.
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Aby rozwing¢ metode obliczeniowa, pozwalajaca efektywnie liczy¢ funkcje Lapu-
nowa dane przez normy | . |loo, konieczne jest podanie konstruktywnego dowodu twier-
dzenia 6 (Motczanowa Piatnickiego). Przez konstruktywny dowo6d rozumiemy taki,
ktéry dla zadanego uktadu liniowego x = Ax i zadanej macierzy W £ Rmxn w jawny
spos6b wskazuje macierz Q spetniajacg (4.57), (4.58). Zaréwno dowo6d przedstawiony
w punktach 4.3.4, 4.3.5, jak tez oryginalny dowo6d podany w [116] sg niekonstruktywne,
tzn. nie podaja metody konstrukcji odpowiedniej macierzy Q. Takze metody opisane
w punkcie 4.3.6 nie rozwigzuja tego zagadnienia (dlatego, ze w nich macierz W jest
zaktadana arbitralnie, a macierz Q jest "odgadywana”).

Przedstawiony ponizej konstruktywny dowo6d twierdzenia 6 podano w pracy [71].

4.4.1. Konstruktywny dowod twierdzenia Motczanowa Piat-
nickiego

Zaczniemy od sformutowania pewnych oznaczen. Rozwazamy funkcje
V(x) =|| Wx U. (4.128)

z zadang macierzg W € i?mxn, m > n. Zaktadamy, jak poprzednio, ze W jest macierzg
petnego rzedu. Wypukty, ograniczony i srodkowo-symetryczny zbidr V

V={xeRn:\\Wx Hoo”I} (4.129)

mozna réwnowaznie zapisac jako
w
V —{x GRn W x < 1(2m)}, (4.130)

gdzie
I(2m)=[11..1]r (4.131)

jest 2m - wymiarowym wektorem kolumnowym, ktdrego wszystkie elementy sga rowne
1. Warstwica dV (brzeg zbioru V) moze by¢ przedstawiona jak nizej

dV= {x € Rn: || Wx 1l«= 1}. (4.132)

Niech wj bedziei- tym wierszem macierzy W, 1 < i < m.Zewzoru(4.132)wynika,

ze x £ dV wtedy itylkowtedy, gdy \wjx\ = 1 dla co najmniejjednego i.Definiujemy
teraz zbior
Ti={x €dV : wjx = 1}. (4.133)

Oczywiscie, Ti C dV. Zamiast (4.133) bedziemy tez uzywac innej rGwnowaznej notacji:

T = {xX€Rn: x<1l (2m,m + i)}, (4.134)

-W
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gdzie
I~2m,m+i)y=[11..1- 11..1]T (4.135)

oznacza 2m - wymiarowy wektor kolumnowy, ktérego wszystkie elementy sg réwne
1, z wyjatkiem elementu o numerze m + i, ktory jest robwny —1. W (4.134) warunek
wfx = Iz (4.133) jest zastgpiony przez dwie nieréwnosci wfx < 1i —wfx < —L

Jesli zbior Ti jest niepusty, to jest on (by¢ moze zdegenerowang) $ciang hiperwie-
loscianu T>.

Pochodna Diniego funkcji V(x) =|| Wx H.

Rozwazamy teraz pochodng Diniego funkcji (4.128) wzdtuz trajektorii uktadu li-
niowego (4.33). Zgodnie z lematem 1 mamy:

D+V(x)\i=Ax= lim 11~ +AAHU-HA"slU
A0+ A

Mozemy teraz wykazaé nastepujacy lemat.
Lemat 6. Dla kazdego i

r)1(1eaf>|< wfAx < )r(n<zad\</ D+V(lx). \(/4'137)

Dopuszcza sie, aby Ti byt zbiorem pustym. W takim przypadku zaktadamy, ze
maxxgjr wfAx ——oo.
Dow6d. Oznaczmy przez

1IC= {ki,k2,....,kT}, r<m (4.138)
zbiér indeks6w wierszy macierzy W oraz niech a bedzie wektorem
a= [(UR,..(Tr]r (4.139)
o elementach <* = 1 lub <* = —1- Jesli zbior
TiC(cr) = {x £ dV : wjx = er,dlai € £,0raz |u>Ja; < 1dlaj g K.} (4.140)
jest niepusty, to nazywamy go £(a)-$ciang zbioru dV. Zauwazmy, ze

Ti= (J Ttc(en), (4.141)
iECai=I
gdzie suma przebiega wszystkie /C(tr)-Sciany takie, ze i € K. i §;, = 1.
Stosujac wzdlr (4.136) mozna bezposrednio wyliczy¢ D+V(x) dla x G TIC(a). Dla
dostatecznie matych A mamy:

\wl(/ + y4A)z] > \w](l + AA)s]| (4.142)
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dla wszystkich k £ fC, j IC, x € TK.(0). Zatem z (4.136), (4.142) dostajemy:

D+V(x) —wl,Ax s\gn(wl,,x), (4.143)
gdzie indeks k* jest wyznaczony przez warunek

wl,Ax sign(wk,x) = maxwlAx sign{v>Ix). (4.144)

Z (4.141), (4.143), (4.144) wynika teraz

D+V(x) > wfAx sign(wfx) = wfAx (4.145)

dla wszystkich x € Ti- O
W (4.143)-(4.145) sign oznacza funkcje zwracajgca znak swojego argumentu. Sto-
sujagc przedstawiony lemat mozemy poda¢ nowy dowdd twierdzenia 6.
Konstruktywny dowo6d twierdzenia 6. Dowod ulega modyfikacji jedynie w
czesci dotyczacej koniecznosci. Celem jest wykazanie, ze z warunku

D+V(x) \i=Ax < O dla || x ||* 0 (4.146)

wynika istnienie macierzy Q £ Rm*mspetniajacej (4.80) i(4.81). Jest jasne, ze (4.146)
pocigga za sobg D+V(x) < 0 dla wszystkich x £ dV. Zatem z lematu 6 wynika, ze

wfAx < 0 dla wszystkich x € T (4.147)
oraz dla wszystkich 1 < i < m. Stosujac (4.134) mozemy zapisa¢ (4.147) jako:

dLx < 0, (4-148)

gdzie dfmax jest dane przez rozwigzanie nastepujgcego problemu programowania linio-
wego
dinax = max wfAXx, (4.149)

przy ograniczeniach

w X< I~(2m,m +i). (4.150)

Rozwazmy zadanie programowania liniowego dualne w stosunku do (4.149)-(4.150).
[56, rozdziat 4]

irdual = min ATI_(2m,m + i) (4.151)

przy ograniczeniach
W \=wfA, (4.152)
A> 0. (4.153)
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W zadaniu dualnym A 6 R2m jest wektorem mnoznikéw Lagrange’a dla problemu
(4.149)-(4.150).
Pomiedzy elementami wektora A musza zachodzi¢ nastepujgce relacje:

A=Bmmi S Q la 18
obowigzujace dla 1 <j <m,j ™. Wynikajq one z faktu, ze nieréwnos$ci o numerach
jorazm+j,j ™ iw (4.150) nie moga jednoczes$nie sta¢ sie rownosciami.

Jesli problem (4.149)-(4.150) posiada ograniczone rozwigzanie (tzn. zbior T jest
niepusty), to (4.149)-(4.150) i (4.151)-(4.153) sg sobie réwnowazne i dmax = diual. Jesli
zbior Ti jest pusty, to rozwigzanie problemu (4.151)-(4.153) jest nieograniczone od
dotu [56]. W obu wypadkach istnieje wektor A€ R2m taki, ze

<4«i < 0. (4.155)

Zdefiniujmy wektor wierszowy gqj e Rm o elementach:
dij= Aj- Antj, 1 <j < m. (4.156)
Zauwazmy, ze z (4.154) i (4.156) wynika:
Aj + Am+j = |e,j| (4.157)
dlal<j <m,j ™ i Podstawiajac (4.156) w (4.152) dostajemy:
qfw = wjA. (4.158)

Uwzgledniajac (4.156), (4.157) w (4.151) dostajemy teraz
m
<4« = 9%« + Y, IHIle- (4-159)
j=1
jzx
Niech qj bedzie i-tym wierszem macierzy Q. Wtedy réwnanie (4.158) jest i-tym wier-
szem macierzowego rownania (4.80), a z (4.159), (4.155) wynika (4.81). O
Dowod przeprowadzono w taki sposéb, ze podany zostat algorytm wyznaczania
macierzy Q dla zadanych A (macierzy stanu uktadu liniowego) oraz W (macierzy
zawierajacej liste $cian warstwicy funkcji (4.128)). Macierz Q otrzymang w wyniku
opisanej konstrukcji (opisanego algorytmu) bedziemy dalej oznacza¢ przez Q(W, A)
podkres$lajagc zaleznos¢ od A i W. Macierz Q(W, A) zawsze spetnia warunek (4.80).
Jesli funkcja (4.128) jest funkcjg Lapunowa uktadu liniowego (4.33), to spetniony jest
warunek (4.81), tzn. nooQ(W, A) < 0. Je$li warunek (4.81) nie jest spetniony, to funkcja
(4.128) nie jest funkcjg Lapunowa uktadu liniowego (4.33). Wida¢ zatem, ze stworzony
w tym dowodzie algorytm pozwala w efektywny spos6b stwierdzi¢, czy funkcja (4.128)
jest funkcjg Lapunowa uktadu (4.33).
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4.4.2. Skalowanie

Zatozmy, ze macierz W dana jest przez W —Wd, gdzie

Wd = D~1U (4.160)

oraz
D = diag(<fi,d2,...,dm) (4.161)

jest macierzg diagonalna ze $ci$le dodatnimi elementami di > 0, ktére nazywac be-
dziemy skalami. Dalej macierz U € Rmxn bedzie ustalona, natomiast zmieniane bedg
skale di,d2,— dmtak, aby nada¢ funkcji V(x) pozadany ksztatt.

Wyliczmy teraz, zgodnie z algorytmem opisanym powyzej,macierz Q(U,A). Za-
tézmy, zeobliczona macierzQ{U,A) nie spetnia warunku(4.81). Czy mozliwe jest,
przez odpowiedni dobdr skal, otrzymanie nowej macierzy Qd, dla ktérej warunek (4.81)
bytby spetniony?

Zdefiniujmy

Qd = D~1Q(U,A)D. (4.162)

Latwo sprawdzi¢, ze para W = Wd, Q —Qd spetnia (4.80), co zapiszemy w postaci
twierdzenia.

Twierdzenie 8. Warunkiem wystarczajacym na to, zeby V(x) =|| D~1Ux H,
byta funkcjg Lapunowa uktadu (4.33), jest, aby macierz QD spetniata warunek (4.81).

Twierdzenie 8 daje tylko warunek wystarczajagcy dlatego, ze macierz Qd otrzy-
mana przez skalowanie (4.162) nie musi byé rowna Q(D~1U, A). Efektywng metode
sprawdzenia, czy macierz Qd spetnia (4.81), daje nastepujacy lemat:

Lemat 7. [5], [59]. Warunek

/«{D~'QD) < 0 (4.163)

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
\Q{U,A)\d<0, (4.164)

gdzie d jest wektorem kolumnowym o elementach d\,d2, ..., dm, a |Q| oznacza macierz
otrzymang z macierzy Q przez zastapienie jej elementéw pozadiagonalnych qtJ, i ~ j,
przez le.jl oraz pozostawienie elementow na gtéwnej przekatnej bez zmian.

Warunek (4.164) jest rownowazny zgdaniu, aby —\Q(U, A)| byta M-macierza [5].

4.4.3. Warunekwystarczajgcy absolutnejstabilnosci

Warunek (4.164) mozemyteraz tatwo rozszerzy¢ tak, abymozna go byto zasto-
sowaé do problemu badania absolutnej stabilnosci. Rozpatrzmy uktad (0.1), (1.1). Z
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dowodu twierdzenia 6 przedstawionego w punkcie 4.4.1 oraz lematu 7 wynika naste-
pujace twierdzenie, dajagce warunek wystarczajgcy absolutnej stabilnosci uktadu (0.1),
(1.1):

Twierdzenie 9. V(x) =|] D~1Ux H« jest jednoczesng funkcjg Lapunowa ukta-
dow naroznych x — A\X, x = A2, X = ANX systemu ze zmiennymi w czasie
parametrami (0.1), (1.1), jesli istnieje wektor skal d = [dx, ... dm]T taki, ze

\Q(U, v4,)| d < 0 dla wszystkich 1 < i < N. (4.165)

W przedstawionym wzorze Q(U,Ai) oznacza macierz otrzymana przez zastosowa-
nie algorytmu opisanego w punkcie 4.4.1 (w drugiej wersji dowodu twierdzenia 6) do
uktadu naroznego z macierzga A —A,. Warunek (4.165) mozna efektywnie sprawdzié¢
stosujac metody programowania liniowego.

4.4.4. Przyktad obliczeniowy

Rozwazamy po raz trzeci przyktad wahadta o ruchomym punkcie zawieszenia, ana-
lizowany uprzednio w punktach 2.2.1 i 3.5.1. Zapisujemy rownania stanu (3.46) opisu-
jace wahadto, tzn.

Xi -0 1 Xi

*2 ul-am -2l (4.166)

przy czym zaktadamy te same parametry ( i w0 co w punktach 2.2.1, 3.5.1.
2(uo = 0.4, = 0.5. (4.167)

Natomiast teraz przyjmiemy, ze parametr fl(i) moze si¢ zmienia¢ w szerszym niz w
punkcie 3.5.1 zakresie

Gmin —O, Gmax = 1.1. (4.168)

Przyjetej sytuacji odpowiadaja nastepujace macierze uktadéw naroznych:

-0 1 Asz | 0 1
05 -04 ' N2% 16 -04 (4.169)
Zaktadamy, ze liczba wierszy macierzy W w (4.128) wynosi m = 80. Macierz W dana

wzorem (4.160) z U = £/(80)
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odpowiada przyblizeniu okregu jednostkowego wielokgtem foremnym o 160 bokach.
Wyliczamy teraz macierze QY= Q[t/(80), Aj] oraz Q2 = Q[C/(80), A2]. Elementy tych
macierzy nie sag podane z uwagi na to, ze zajmowatyby zbyt duzo miejsca. Wymiary
macierzy Qx i Q2 wynoszg 80 x 80 (zob. tez punkt o zagadnieniach obliczeniowych).
Stosujemy nastepnie metode skalowania $cian (bokow), ktéra prowadzi do problemu

rozwigzania uktadu nieréwnosci:

Q 4<o d>o0 (4.171)
Q2

Wymiar poszukiwanego wektora d wynosi 80. Otrzymany uktad nierdwnosci zostat roz-
wiazany z zastosowaniem standardowej procedury Ip .mrozwigzujgcej problem progra-
mowania liniowego metoda simplekséw, wchodzacej w sktad pakietu MATLAB OPTI-
MIZATION TOOLBOX.

Uktad A=A1 Uktad A=A2
10r 10
10 -10 -5 0 5 10
x1 x1

Rys. 4.5. Warstwica funkcji Lapunowa dla modelu wahadta o ruchomym punkcie za-
wieszenia. Na wykresach przedstawiono takze przebiegi trajektorii fazowych
dla obu uktadoéw naroznych definiowanych przez macierze A\ (lewy wykres)
i A2 (prawy wykres). Punkty poczatkowe trajektorii wybrano na warstwicy

funkcji Lapunowa ] . . . .
Fig. 4.5. Level set of the Lyapunov function for pendulum with mobile swing point. In

the plots phase trajectories for vertex systems are also presented. The plot on
the left hand side corresponds to the vertex system Ax; the plot on the right
hand side corresponds to the vertex system A2. State trajectories start from
points belonging to the level set

Obliczenia numeryczne wykazuja, ze dla przyjetych danych uktad (4.171) jest nie-
sprzeczny; istnieje wektor skal d > 0 spetniajacy wszystkie nieréwnosci. Wykorzystu-
jac otrzymany wektor skal wyznaczono macierz W i wyliczono funkcje V(x) w (4.128).
Warstwice wyznaczonej funkcji Lapunowa przedstawiono na rysunku 4.5. Na wykre-
sach z rys. 4.5 przedstawiono tez trajektorie fazowe dla obu uktadéw naroznych Ax
(lewy wykres) i A2 (prawy wykres). Punkty poczatkowe trajektorii lezag na warstwicy
wyliczonej funkcji Lapunowa. Jak wida¢, zbior ograniczony przez warstwice jest istot-
nie zbiorem dodatnio niezmienniczym dla obu uktadéw naroznych.

Poréwnujac graniczne wartosci dopuszczalnych zmian parametru a(t) widzimy, ze
zastosowanie wielokatnej funkcji Lapunowa dla m = 80 pozwala, dla Gmin — 0, pO-



126 Rozdziat 4. WieloScienne i przedziatami liniowe funkcje Lapunowa

prawi¢ uzyskane metodg kwadratowych funkcji Lapunowa oszacowanie amax z 0.7 do

1.1. Z obliczen przeprowadzonych w punkcie 2.2.1 wiadomo, ze dla amax — 1.4 istnieje

juz strategia destabilizujgca. Margines niepewnos$ci pomiedzy warto$ciami amax = 1.1
oraz &max = 1.4 mozna dalej zaweza¢ zwiekszajac liczbe wierszy macierzy U. Jednak
przy wykorzystaniu zatozonych algorytméw obliczeniowych i oprogramowania Ma-
tlab Optimization Toolbox napotyka sie przy powiekszaniu liczby m na coraz
wieksze trudnoS$ci obliczeniowe. Metodg poprawienia mozliwosci obliczeniowych jest
dokonanie pewnych usprawnien w opisanym algorytmie; zostang one dalej przedsta-
wione w punkcie 4.6.

4.5. Wieloscian definiowany przez liste wierzchot-
kow

W punkcie tym rozszerzymy dotychczas opisane wyniki przez sformutowanie drugiej
wersji twierdzenia 6. Twierdzenie 6 mowi o funkcjach Lapunowa, ktérych warstwice sg
hiperwielo$cianami zadawanymi przez liste $cian. Teraz rozwazymy funkcje Lapunowa,
ktérej warstwica jest okreslona przez hiperwielo$cian zadany przez liste wierzchotkow.
Mozna oczywiscie reprezentacje przez wierzchotki przeliczy¢ na reprezentacje w postaci
$cian. Jednak mozliwe jest tez sformutowanie twierdzenia analogicznego do twierdze-
nia 6 bezposrednio obowiazujgcego dla wsp6trzednych wierzchotkéw hiperwielo$cianu,
opisujacego warstwice funkcji Lapunowa. Twierdzenie takie zostanie dalej przedsta-
wione. Mozliwo$¢ wyboru pomiedzy reprezentacjami w postaci $cian lub wierzchotkow
jest wygodna w praktycznych obliczeniach.

Funkcja Lapunowa definiowana przez zbidr

Oznaczmy przez Il symetryczny wzgledem $rodka uktadu wspo6trzednych hiperwie-
loscian, 1l C Rn, zdefiniowany jako domknieta powtoka wypukta zbioru 2M punktéw
VX2, o, XM, X, X2t xf £ Rn,

Il co{xi, x2, ..., Xjv/, x2j..., xm}b (4.172)

("co” oznacza domknieta powtoke wypukty zbioru punktéw). Przy uzyciu zbioru 1l
definiujemy funkcje V(x)

V(x) = inf{v > 0:x € uli}. (4.173)
Zaktadamy, ze M > n, oraz ze macierz X zbudowana z kolumn x\ x2 ... xm

X — X\ X2 oo (4.174)
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jest macierzg petnego rzedu. Przy tych zatozeniach hiperwielos$cian Il ma niepuste
wnetrze. Z kolei funkcja V(x) jest ciagta i wypukta. Zbior 1l jest zbiorem ograniczo-
nym przez warstwice {x : V(x) = 1} funkcji V(x). Funkcje V(x) nazywa sie funkcja
(funkcjonatem) Minkowskiego zbioru 1.

Funkcje V(x) okreSlong przez (4.173) zastosujemy teraz jako funkcje Lapunowa dla
uktadu liniowego (4.33). Warunki wystarczajace i konieczne na to, aby (4.173) byta
funkcjg Lapunowa uktadu liniowego (4.33) (tzn. aby jej pochodna D+V(x) wzdtuz
rozwigzan uktadu (4.33) byta funkcja istotnie ujemnie okreslong), podaje nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 10. V(x) dana przez (4.173) jest funkcjg Lapunowa uktadu liniowego
(4.33) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz P £ RMxM, spetniajaca:

AX = XP (4.175)
oraz M
Pkk+ £ IPik|<0 (4.176)
i=1
i Nk

dla wszystkich 1 < k < M, gdzie sg elementami P . Macierze o witasnosci (4.176)
nazywamy macierzami o kolumnowo $cisle dominujacej przekatnej.

Dowdd. Funkcja wieloscienna V(x) indukowana przez Il jest funkcjg Lapunowa
uktadu liniowego (4.33) wtedy i tylko wtedy, gdy kazda trajektoria x(t) uktadu (4.33)
startujgca (dlat = 0) zbrzegu zbioru Il, nalezy do wnetrza tegozbiorudla t > 0
lub réownowaznie, wtasno$¢ tazachodzi dla wszystkich wierzchotkéw xk, k = 1,... M
zbioru Il [66]. WHasno$¢ te mozna sprawdzi¢ wyliczajac iloczyny skalarne wektorow
normalnych hiperptaszczyzn podpierajacych Il w punkcie xk oraz wektorow kierun-
kowych trajektorii uktadu (4.33), wychodzacych z wierzchotka xk. Wszystkie takie
iloczyny skalarne muszg byé ujemne. Wektor kierunkowy trajektorii startujacej w xk
dany jest przez Axk, natomiast kazda hiperptaszczyzna w, podpierajgca Il w punkcie
xKk, spetnia

WwT[X -X] < 1T (4.177)
wTxk = 1, (4.178)

gdzie 1T jest 2M-wymiarowym wektorem wierszowym o wszystkich elementach réow-
nych 1. Zwr6émy uwage, ze nie kazdy z punktow Xi,...XM musi byé wierzchotkiem
zbioru Il. W przypadku, gdy xk nie jest wierzchotkiem, zbiér wektoréw spetniajgcych
(4.177), (4.178) moze by¢ pusty.

Warunek, aby iloczyn skalarny byt ujemny, mozna zapisa¢ jako:

max wTAXxk < 0, (4.179)
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gdzie maksimum brane jest po zbiorze (4.177), (4.178). JeSli zbiér (4.177), (4.178)
jest pusty, to przyjmujemy maxw = —o0. Maksymalizacja w (4.179) z ograniczeniami
(4.177), (4.178) jest problemem programowania liniowego. Poréwnujagc wzory (4.179),
(4.177), (4.178) oraz (4.149), (4.150) widzimy, ze dalej mozna postepowac tak samo
jak w dowodzie przedstawionym w punkcie 4.4.1, tzn. macierz P, ktéra bedzie spetniac
warunki (4.175), (4.176), budujemy wykorzystujagc elementy wektora mnoznikéw La-
grange’a A, wystepujagcego w nastepujagcym problemie dualnym do problemu (4.179),
(4.177), (4.178):

N

min J2 A + piXN+i, (4.180)
1=1
gdziepi = 1,i=1,2..,N,ix k, pk= -1,

[X -X]X = Axk (4.181)

A> 0. (4.182)

O

Otrzymane warunki sg analogiczne do zadawanych przez twierdzenie 6. Poréwnujac
(4.80), (4.81) oraz (4.175), (4.176) widzimy, ze V(x) zadana wzorem (4.32) jest funkcja
Lapunowa uktadu liniowego x = Ax wtedy i tylko wtedy, gdy V(x) zadana wzorem
(4.173), gdzie X — W T, jest funkcjg Lapunowa uktadu liniowego x = ATX.

W dalszym ciggu bedziemy stosowa¢ oznaczenie analogiczne do wprowadzonego w
punkcie 4.4.1, tzn. macierz P otrzymang przez zastosowanie algorytmu opisanego w
dowodzie twierdzenia 10 oznacza¢ bedziemy przez P(X,A).

Skalowanie

Wykazanetwierdzenie 10 pozwalazbadaé, czy indukowana przez zbior Il funkcja
V(x) (4.173)jest funkcjg Lapunowa uktadu liniowego (4.33). Dalej,analogiczne do
punktu 4.4.2., aby dopasowywac ksztatt warstwicy funkcji V(x) do postawionych wy-
magan, mozna postuzy¢ sie ideg skalowania. Definiujagc X D - X D ~1 dostajemy nowy
zbior 11, ktory powstaje z pierwotnego przez zmiane dtugosci wektorow ..., xM bez
modyfikowania ich cosinuséw kierunkowych. Zastosowanie tej metody pozwala na wy-
liczenie funkcji Lapunowa postaci (4.173) wspoélnej dla wszystkich uktadéw naroznych
Ai, A2, ..., An systemu o zmiennych parametrach (0.1).

4.6. Zagadnienia obliczeniowe

Jak wida¢, wykorzystanie reprezentacji w postaci zaréwno wierzchotkéw, jak i $cian
prowadzi do tego samego problemu obliczeniowego. Obejmuje on wyliczenie macie-
rzy Q(W,Ai), Q(W,An), (lub P(X,A\), P(X,An)), a nastepnie rozwigzanie
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odpowiedniego uktadu nieréwnosci liniowych (4.165) (lub analogicznego uktadu dla
macierzy P(X,Ai), ..., P(X,An))-

Warstwica poszukiwanej funkcji Lapunowa ma przybliza¢ ksztatt pewnej wypu-
ktej powierzchni (warstwicy funkcji V(x) okre$lonej w twierdzeniu 3). Aby uzyskac
dobre przyblizenie musimy zapewni¢ dostatecznie duzg liczbe Scian m w (4.132) lub
wierzchotkéw M w (4.172). Latwo tez zauwazy¢, ze ztozono$¢ problemu aproksymacji
wielosciennej ro$nie wyktadniczo wraz ze wzrostem rzedu wektora stanu x. Wymia-
rowos$¢ koniecznego do rozwigzania uktadu nieréwnosci liniowych wynosi N *m2 (lub
N *M 2) i moze by¢ bardzo duza.

Podstawowa idea, ktéra w znacznym stopniu usprawnia procedure obliczania
wspdlnej wieloSciennej funkcji Lapunowa wynika z obserwacji, ze macierz Q{w, A) lub
P(X, A) jest macierza rzadka (to znaczy taka, ktorej wiekszo$¢ elementéw to zera).
Dzieki tej obserwacji mozliwe jest zorganizowanie obliczen w taki sposob, ze liczone
i zapamietywane w komputerze sg jedynie niezerowe elementy macierzy Q(w, A) lub
P(X,A). Takze problem rozwigzania uktadu nieréwnosci liniowych (4.165) znacznie
sie upraszcza dzigki temu, ze macierze w nim wystepujace sg rzadkie.

W tym punkcie uzasadnimy fakt, ze macierz Q(W, A), P(X, A) jest rzadka oraz
opiszemy doktadniej algorytm obliczeniowy do poszukiwania wspdlnej wieloSciennej
funkcji Lapunowa. Algorytm sformutowany jest dla wersji, gdy funkcja V(x) jest za-
dawana przez liste wierzchotkdw zbioru Il definiujgcego warstwice. Analogiczny algo-
rytm mozna skonstruowaé dla funkcji zadawanej przez liste $cian. Dzieki efektywnosci
obliczeniowej algorytmu mozliwe jest zastosowanie go do wyliczenia funkcji Lapunowa
w trzech wymiarach (zob. [72]).

Zatozmy, ze uktad (0.1), (1.1) jest absolutnie stabilny. Ponizej podamy doktadny
opis algorytmu, ktéry pozwala wyliczy¢ wsp6lng wieloscienng funkcje Lapunowa dla
tego uktadu. Jego struktura wynika z rozwazan przeprowadzonych w poprzednich
punktach. Algorytm sktada sie z trzech krokow.

Krok 1

Zaktadamy mozliwie duzg liczbe M wierzchotkdw hiperwielo$cianu i budujemy
macierz X, ktorej kolumny okre$lajg wierzchotki hiperwieloscianu Il. Zaktadamy, ze
wszystkie wektory definiujgce wierzchotki majg jednostkowe diugosci, a ich cosinusy
kierunkowe wybieramy tak, aby ich konce byty (w przyblizeniu) réwnomiernie rozto-
zone na n - wymiarowej sferze jednostkowej.

Krok 2

Na podstawie macierzy X zawierajgcej liste wierzchotkéw hiperwieloscianu Il wy-
znaczamy, korzystajgc z algorytmu opisanego w twierdzeniu 10, macierze P (X, Ai),
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P(X,A2), .., P(X,An)- Przy tym obliczenia wynikajgce z tego algorytmu sg zorga-
nizowane w taki sposéb, aby wykorzysta¢ fakt, ze macierze P(X, Ax), P(X, A2), ...,
P(X,An) sg macierzami rzadkimi.

Krok 3

Poniewaz funkcja, ktérej warstwica jest (w przyblizeniu) sferg jednostkowg, na
0gol nie jest poszukiwang wspolng funkcjg Lapunowa, modyfikujemy ksztatt warstwicy
przez skalowanie (tzn. zmiane dtugosci wektoréw opisujacych potozenie wierzchotkow).
Diagonalna macierz skal oznaczana jest przez D, zmodyfikowany przez skalowanie
wieloscian oznacza sie przez Ild, a funkcje idukowang przez zbior Ho oznacza sie przez
va (x). Skale (elementy na przekatnej macierzy D) wylicza si¢ rozwigzujagc problem
programowania liniowego.

Dalej, kazdy z krokéw jest doktadniej rozwiniety.

46.1. Krok 1

Zdefiniowanie wieloscianu 1l takiego, ze jego wierzchotki sg rozmieszczone w row-
nomierny sposob na sferze, jest problemem z zakresu geometrii obliczeniowej [31].
Dla dwuwymiarowego przypadku rozwigzanie jest bardzo proste (przyktad 4.4.4.). Dla
trzech wymiardw problem ten jest juz mniej trywialny. W rozwazanych zadaniach ob-
liczeniowych stosowana byta nastepujgca konstrukcja. Definiujemy o$mioscian w R3 0
wierzchotkach [10 0], [(1 00], [0 10], [0-1 0], [00 1], [0 0 -1]. Nastepnie tniemy jego
$ciany na warstwy ptaszczyznami réwnolegtymi do (xx x2). Kazda z warstw dzielimy
na mate tréjkaty tak, jak jest to pokazane na rys. 4.6 (a). Na rysunku zatozono, ze
liczba warstw L = 10.

X2 -io-1 x1 x2 -1 -1 x1

Rys. 4.6. Metoda konstrukcji wieloscianu Il dla trzech wymiardéw
Fig. 4.6. Method of construction of the polyhedron Il in three dimensions

Z kolei dokonujemy rzutowania $srodkowego wierzchotkow matych trojkatéow na sfere
jednostkowa. Otrzymujemy w ten sposéb wieloscian 1. Scianami wieloécianu Il sa
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mate trojkaty o wierzchotkach lezacych na sferze. W celu podkreslenia zaleznosci od
zatozonej liczby wartw L uzywac bedziemy w razie potrzeby oznaczenia I1l. Wieloscian
nu,przedstawiony jestna rys. 4.6 (b). Liczba wierzchotkéwwieloscianu U1 wynosi
2M = 2(1+ 2L2);liczbajego $Scian wynosi 2m = 2 «AL2. Mimo ze, jakwida¢ na rys.
4.6 (b), istniejg pewne nierbwnomiernosci w rozmieszczeniu wierzchotkéw, konstrukcja
ta dawata zadowalajgce wyniki w obliczeniach. Przyblizenie sfery jednostkowej przez
siatke typu globus (przecie¢ potudnikéw i rownoleznikéw) daje gorsze wyniki, poniewaz
w poblizu biegunéw wystepuja osobliwosci.

Konstrukcja wieloscianu Il okresla relacje sasiedztwa pomiedzy jego wierzchotkami.
Wierzchotki sasiadujg ze soba, jeSli nalezg do tej samej $ciany. Relacje sgsiedztwa
opisane sg przez funkcje x{k), ktora kazdemu indeksowi k, 1 < k < N przypisuje liste
indeksow C

C = x(k), (4.183)

przy czym L ma postac:
L = {Assign, :/=1,2,..., L{k)}. (4.184)

L(k) jest liczba wierzchotkéw sasiadujacych z xk, kx, k2,..., ki(k) sg indeksami wierz-
chotkow sgsiadujacych z xjt, natomiast funkcja znaku sign; przyjmuje warto$¢ 1 (jesli
z Xk sgsiaduje xkl) lub —1 (jesli z xk sgsiaduje —a:*)).

4.6.2. Krok 2

Wyliczanie macierzy P (X, Ax), P(X, A2),..., P(X, A™) przez bezposrednie rozwia-
zywanie problemu dualnego do problemu programowania liniowego (4.179), (4.177),
(4.178) jest numerycznie nieefektywne. Wymaga rozwigzania problemu programowa-
nia liniowego, ktory zawiera 2M zmiennych dla okres$lenia kazdej z kolumn macierzy
P(X, Ak).

Znacznie efektywniejsza jest metoda wykorzystujgca relacje sasiedztwa pomiedzy
wierzchotkami opisane przez funkcje x{k), dang przez (4.183), (4.184).

Oznaczamy przez

X L{k) = [xk signjz*, ... signEWxjti(t)] (4.185)

n x [L(k) + 1] - wymiarowa macierz zbudowang z kolumny xk macierzy X oraz kolumn
odpowiadajgcych wierzchotkom sgsiadujgcym z Xk- Indeksy k\,k2,...., k”k) oraz znaki
signj, sign2, signE(fc) sg okreslone przez funkcje x{k)-

Nastepnie rozwigzujemy problem programowania liniowego

max wTAiIXk (4.186)
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Z ograniczeniami

wTXL(k) < Ir, (4.187)
wTxk = 1, (4.188)

gdzie 1T jest L(k) + 1- wymiarowym wektorem, ktérego wszystkie elementy sg rowne 1.
Oznaczmy wektor kolumnowy mnoznikow Lagrange’a zwigzany z problemem (4.186),
(4.187), (4.188) przez A(k). Na podstawie relacji dualnosci w problemach programo-
wania liniowego A(k) spetnia

XL(K)X(K) = Aixk. (4.189)

Wykorzystujac elementy wektora A(k) budujemy fc-tg kolumne macierzy P (X, Ai)
nastepujgco: pkk = Ai(A:) oraz pklk = sign,A(+1(A), | = 1,2,...,L(k). Przy tym indeksy
ki, k2, ...., kL(k) orazznakisigni, sign2,sign”j saokre$lone przez funkcje x{k)-
Elementom p3k o indeksach jtakich, ze Xj nie nalezy dosgsiedztwawierzchotka xk,
przypisujemy zera.

Liczba niezerowych elementow w wektorze A(k) wynosi n (lub < n, je$li uwzgled-
ni¢ mozliwo$é degeneracji [56]). Widac stad, ze P{X, A-) jest macierzg rzadkg o liczhie
elementéw niezerowych, nie przekraczajgcej nM. Algorytm wykorzystujacy (4.186),
(4.187),(4.188) jest skonstruowany w taki sposob, ze tylko niezerowe elementy macie-
rzy P(X, Ai) sg obliczane i zapisywane do pamieci mikrokomputera.

46.3. Krok 3

Skalowanie polega na zmianie dtugosci wektorow xi,x2, . .., tzn. na zastgpieniu
X przez
XD= XD~\ (4.190)

gdzie D jest macierza diagonalna zbudowang ze skal dt
D = diag{di,...,djv}, d{> 0. (4.191)

Oznaczamy wieloscian zbudowany z wierzchotkéw X D przez llo oraz funkcje Lapu-
nowa indukowang przez llo jako Vd (x).

Podstawiajgc X D zamiast X w (4.175) widzimy, ze Vqg{x) jest wspdlng funkcja
Lapunowa dla wszystkich uktadéow naroznych x = Axx, ..., x = A”X, jesli macierze

P(X,AkD= DP(X,AK)D~\ k= 1,2,...,V (4.192)

majg whasnosé Scistej dominacji kolumnowej, tzn. spetniajg (4.176). Rownowaznie (na
podstawie lematu 7) warunek (4.176) mozna zapisa¢ jako:

\P(X,Ai)\Td<0, (4.193)
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gdzie d jest wektorem zbudowanym ze skal, d = [di d2 ... d\i]T oraz |P(X, A,)| oznacza
macierz otrzymang z P(X, A,) przez zastgpienie jej elementéw poza przekatna pki,
k ~ | przez ich moduty |pw| oraz pozostawienie elementéw na przekatnej pkk bez
zmian; analogicznie do wzoru (4.164).

Z (4.193) wynika, ze przez skalowanie mozna zapewni¢, ze P(X, A,)D spetniaja
(4.176) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wektor skal d > 0, ktdry spetnia uktad
nieréwnosci liniowych

\P(X,Ai) f
IW  A3)|T
3l <o. (4.194)
IW A *)|a

Uktad (4.194) mozna rozwigzyw¢ z zastosowaniem algorytmu programowania li-

niowego
min« (4.195)
Z ograniczeniami
WP{X, AN
\P(X,A2)\t
d-1lz<0 (4.196)

[ \P(X,AK\T

d> 0, (4.197)

2 > - 100. (4.198)

Dodano tutaj nowg zmienng skalarng z. Przez 1 oznaczono wektor kolumnowy o od-
powiednich wymiarach, ktérego wszystkie elementy sg rowne 1. Na warto$¢ 2 trzeba
narzuci¢ ograniczenie, poniewaz w przeciwnym przypadku rozwigzanie moze by¢ nie-
ograniczone z dotu. (warto$¢ —100 przyjeto arbitralnie). Jesli uktad nieréwnosci li-
niowych (4.194) posiada rozwigzanie d > 0, to rozwigzaniem (4.195) - (4.198) jest
zopt = -100. Z faktu, ze macierze \P(X,AKk)\ majg nieujemne elementy poza prze-
katng gtdwna, wynika, ze zopt = —100 pocigga za sobg dopt > 0. Je$li (4.194) nie
posiada rozwigzania d > 0, wtedy zopt = 0 oraz dopt = 0.

W przedstawianych dalej przyktadach numerycznych problem programowania li-
niowego (4.195)-(4.198) rozwigzywano uzywajac programu PCx [24] wykorzystujgcego
metode punktu wewnetrznego, dobrze nadajgcego sie do duzych probleméw z rzadkimi

macierzami ograniczen.
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4.7.Przyktady obliczeniowe

4.7.1. Kaskadowy uktad regulacji ze zmiennymi wzmocnie-
niami

Rozwazamy po raz drugi kaskadowy uktad regulacji z zaleznymi od czasu wzmoc-
nieniami w torze sprzezenia zwrotnego, analizowany poprzednio z uzyciem kwadrato-
wych funkcji Lapunowa w punkcie 3.5.3. Schemat blokowy tego uktadu przedstawiony
jest na rys. 3.3. Tak jak poprzednio, zaktadamy, ze wzmocnienia kx(t) i k2(t) spetniaja
warunki a < ki(t) < /3,a < k2(t) < /3. Zapisujemy réwnania uktadu w postaci modelu
w przestrzeni stanu (3.58), gdzie macierz A(t) nalezy do czworokata o wierzchotkach
(3.64), (3.65). W punkcie 3.5.3 wykazano kwadaratowg stabilno$¢ dla zakresu zmian
wmocnien kx(t) i k2(t) a = 0.5, /3= 1.3.

Tutaj zatozymy szerszy zakres dopuszczalnych zmian wmocnien ki(t) i k2(t) - okre-
Slony przez a = 0.5, /3= 1.8. Ponadto przyjmujemy M = 200 oraz macierz X (200) o
postaci:

1

COSM i
X(200) = cos 57 , M = 200. (4.199)

cos MM gip fATIW

Dla czterech macierzy naroznych (3.64), (3.65) wyznaczamy, korzystajac z opisa-
nego algorytmu, odpowiadajgce im macierze (o wymiarach 200 x 200) P[X (200), Aj],
P[X(200), Aj], P[X(200), A3], P[X(200), Ag], Sa to macierze rzadkie, kazda z nich za-
wiera tylko 400 r6znych od zera elementdw. Z kolei poszukujemy wektora skal d € R20
rozwigzujac uktad 800 nieréwnosci liniowych (4.194). Do rozwigzania wykorzystujemy
sformutowanie w postaci problemu programowania liniowego (4.195), (4.196)-(4.198).
Dla przyjetych danych uzyskuje sie zopt = —100, co oznacza, ze istnieje wielokatna
funkcja Lapunowa wspdlna dla uktadow Aj - A4. Warstwice wyliczonej w ten sposéb
funkcji Lapunowa przedstawiono na rys. 4.7. Na rysunku tym przedstawiono takze
wykresy trajektorii stanu dla czterech uktadéw naroznych Ai - A4. Wykreslone tra-
jektorie startujg z punktow lezacych na warstwicy. Widaé, ze zbidér ograniczony przez
warstwice jest zbiorem dodatnio niezmienniczym dla kazdego z uktadéw naroznych.

4.7.2. Uktad z podwojnym catkowaniem i korektorem PD

Analizujemy ponownie uktad regulacji rozwazany juz w punktach 2.2.2 i 3.7.1,
przedstawiony na rys. 1.6, w ktérym transmitancja obiektu regulacji dana jest przez
K(s) = u) >a w sprzezeniu zwrotnym wystepuje zalezna od czasu nieliniowo$¢
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Uktad narozny A=A3 Uktad narozny A=A4

Rys. 4.7. Warstwica wyliczonej funkcji Lapunowa wraz z wykresami trajektorii stanu

czterech uktadéw naroznych . . .
Fig. 4.7. Level set of the calculatéd Lyapunov function and plots of state trajectories

for four vertex systems

sektorowa. Granice sektora opisane sg przez parametry a i /3. W punkcie 3.7.1 udowod-

niono, na podstawie kryterium kota, ze dla a = 0.2, /3 = 0.5467 uktad jest absolutnie

stabilny. W punkcie 2.2.3 dla a = 0.2, 0 = 1.5 znaleziono strategie destabilizujgca.
Zapisujemy rownania modelu uktadu z rys. 1.6 w postaci (0.1), (1.1), gdzie wyste-

puja dwie macierze narozne

'-10 - 10a - 10a ° '-10 -10/3 —10/3"'
1 0 0 8= 1 0 0
0 1 0 0 1 0

Jak wida¢, w obecnie rozwazanym przyktadzie wektor stanu jest tréojwymiarowy.
Konstruujemy wieloscienng funkcje Lapunowa wykorzystujac algorytm opisany w
punkcie 4.6. W algorytmie tym stosowana byta funkcja V(x) generowana przez wielo-
$cian U1 (z rys. 4.6 (b)); przyjmowano przy tym r6zne liczby warstw L. Wykonujac
obliczenia wielokrotnie oszacowano granice, dla ktérej udaje sie znalez¢ wieloScienng
funkcje Lapunowa (tzn. dla ktorej istnieje rozwigzanie uktadu nieréwnosci (4.194)).

Wyniki zastosowania algorytmu przy réznych L przedstawia tab. 4.1. Dwie ko-
lumny po lewej stronie podajg parametry wieloscianu Ilj, uzytego w algorytmie: L -
liczbe warstw oraz M - liczbe wierzchotkéw. Dwie kolumny po prawej stronie podaja
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dwie warto$ci parametru /3 prowadzgce do dwéch mozliwych wynikéw zastosowania al-
gorytmu. Pierwsza warto$¢ (w kolumnie 3) odpowiada sytuacji, gdy zopt ——100, tzn.
gdy udaje sie znalez¢ rozwigzanie uktadu nieréwnos$ci (4.194); natomiast druga (w
kolumnie 4) odpowiada sytuacji, gdy zopt —O0, tzn. gdy rozwigzanie takie nie istnieje.

Tabela 4.1
Wyniki zastosowania algorytmu wyliczania wielo$ciennej funkcji Lapu-
nowa dla wieloscianéw Ili zbudowanych z réznych liczb warstw L. Pa-
rametr a = 0.2; wartosci parametru /3 przedstawione sg w kolejnych wier-
szach tabeli
Parametry wieloscianu llx, Wynik zastosowania algorytmu
Liczba warstw  Liczba wierzchotkbow o = QO Zgpt —0
2L = 2M = dlafd= dla /3 =
2 x 10 2 x 201 0.45 0.50
2 x 20 2 x 801 0.80 0.85
2 x 30 2 x 1801 0.90 0.95
2 x 40 2 x 3201 1.00 1.05

Poréwnujac oszacowanie uzyskane z kryterium kota (a = 0.2, /3 = 0.5467) z danymi
zamieszczonymi w tab. 4.1 widzimy, ze zastosowanie wielosciennej funkcji Lapunowa
(dla L > 20) pozwala udowodni¢ absolutng stabilnos$¢ dla szerszego sektora.

Na rys. 4.8 przedstawiono warstwice wyznaczonej wieloSciennej funkcji Lapunowa,
odpowiadajagcej drugiemu wierszowi tab. 4.1, tzn. wielo$cianowi n 20. Funkcja ta po-
zwala udowodni¢ absolutng stabilno$¢ badanego uktadu dla sektora a = 0.2, /3= 0.8.
Operacja skalowania realizowana przez rozwigzanie problemu programowania liniowego
(4.195), (4.196)-(4.198) spowodowata, ze czes¢ wierzchotkéw stata sie niewidoczna.
Przed wykres$leniem warstwicy z rys. 4.8 usunieto niewidoczne wierzchotki stosujgc
algorytm, wyliczajacy powtoke wypukta zbioru puktédw [31]. Liczba wierzchotkow wie-
loscianu z rys. 4.8 wynosi 2 x 167.

4.8. Przedziatami liniowe funkcje Lapunowa

Metody konstrukcji funkcji Lapunowa w poprzednich punktach tego rozdziatu za-
pewniaty, ze funkcje te zawsze byty istotnie dodatnio okreslone i wypukte. W ni-
niejszym punkcie jako funkcje Lapunowa zastosowane bedg funkcje z szerszej klasy -
przedziatami liniowych. Funkcje z tej klasy moga przyjmowac zaréwno wartosci do-
datnie jak i ujemne. Dzieki temu mozna je bedzie uzy¢ zaré6wno do badania absolutnej
stabilnosci, jak tez do badania absolutnej niestabilnos$ci [74].

Omowienie problemo6w obliczeniowych, ktére powstaja przy przyblizaniu (reprezen-
tacji) funkcji ciggtych przez funkcje zadawane przedziatami, mozna znalez¢ w pracach
[22], [43], [44], [54], [55].
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Rys. 4.8. Warstwica wyliczonej funkcji Lapunowa odpowiadajacej wielo$cianowi n 20
Fig. 4.8. Level set of the calculated Lyapunov function which corresponds to the poly-

hedron N 0

Stosujac jako funkcje Lapunowa funkcje przedziatami liniowag udowodnimy odpo-
wiednie twierdzenia o absolutnej stabilnosci i niestabilnosci uktadu (0.1), (1.1). Dla
zagadnienia absolutnej stabilnosci przedstawimy zwigzek otrzymanych warunkéw z
uzyskanymi poprzednio. Zastosowanie funkcji przedziatami liniowych do badania ab-
solutnej niestabilnosci jest rozszerzeniem dotychczas stosowanego aparatu obliczenio-
wego. Pozwala bada¢ absolutng niestabilno$¢ z zastosowaniem metod analogicznych

do poprzednio wprowadzonych dla absolutnej stabilnosci.

4.8.1. Definicja przedziatami liniowej funkcji Lapunowa
Niech {E} bedzie zbiorem 2K punktéw nalezacych do przestrzeni Rn
E = {zj,x2, ...xK,-xu-x2,...,- xk), Xk£ Rnm (4.201)

Zgodnie ze wzorem (4.201) punkty nalezace do {H} s rozmieszczone symetrycznie
wzgledem $rodka uktadu wspo6trzednych. Dlatego caty zbidr (4.201) jest juz w petni
okreslony, jesli podanych zostanie K pierwszych wektoréw. Macierz, ktorej kolumnami

sg te wektory, oznaczamy przez X, tzn.

X = [xj x2... xK]- (4.202)
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Dla wygody oznaczen stosowaé¢ bedziemy indeksy wektorow nalezacych do {E} prze-
biegajgce zakres od —K do K, z wytgczeniem 0. Numeracja ta odzwierciedla symetrie
x-k = —xk, k £ {—K, ..., A'}\{0}. Zaktadamy, ze wszystkie E sg wektorami o jed-
nostkowej dtugosci |ja/4| = 1, k = K. Zbior {E} nazywamy zbiorem promieni.
Zaktadamy, ze K > n oraz ze macierz X dana przez (4.202) jest macierzg petnego
rzedu.

Ponadto ze zbiorem promieni {E} (4.201) wigzemy podziat przestrzeni Rn na 2M
stozkoéw symplicjalnych, ktéry oznaczamy przez:

® = {Ci,Ci,...,Cm, C-i,C-2,...,C-m}- (4.203)

Kazdy ze stozkéw Cm jest generowany przez domkniete kombinacje wypukte n pro-
mieni ze zbioru {E} (4.201). Podobnie jak promienie, numerujemy stozki liczbami
m z zakresu —M do M, z wykluczeniem 0. Odzwierciedla to symetrie stozkow
C-m= —Cm, m £ {—M,.., M}\{0}. Przez podziat rozumiemy, ze suma mnogos-
ciowa wszystkich stozkow Cm daje przestrzen Rn oraz ze cze$¢ wspdlna dowolnych
dwoéch stozk6w jest zawsze zbiorem o wymiarze mniejszym niz wymiar przestrzeni n.

Aby w praktyczny sposob opisa¢ strukture zbioru promieni i stozkéw (E, \P) wpro-
wadzamy dwie funkcje

- /c(m) jest to funkcja, ktéra definiuje n - elementowa liste indeks6w promieni gene-
rujagcych stozek Cm,

- ft(k) jest to funkcja, ktéra podaje liste indeksdw stozkow, zawierajacych promien xk
wsérod swoich promieni generujacych.

Przez F(m) oznacza¢ bedziemy nxn macierz, zwigzang ze stozkiem Cm, zbudowang
z kolumn zadawanych przez wektory xk, ktérych indeksy spetniajg k £ /c(m)

F(m) = [z*], k £ /c(m). (4.204)

Macierz F(m) jest zawsze nieosobliwa, co wynika z faktu, ze xk, k £ /c(m) sg wektorami
generujagcymi stozek symplicjalny w Rn. Z uzyciem powyzszej macierzy F(m) mozemy
zdefiniowaé stozek Cm jako:

Cm={x£Rn:x=F(m)a, 0<a £ /T}, (4.205)

gdzie a jest nieujemnym wektorem kolumnowym. Stozki symplicjalne Cm sg zbiorami
domknietymi, zatem punkty lezace na brzegach nalezg do kilku stozkéw jednoczes$nie.
Mimo to reprezentacja (4.205) jest jednoznaczna w nastepujgcym sensie. Zatézmy,
ze Xj jest punktem brzegowym, tzn. istniejg dwa stozki Cmi i Cn2 i dwa wektory
Qi, ct2 takie, ze xx = F(rnx)a\ = Fim~ja”. Z powodu tego, ze xx nalezy do brzegu
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stozka, czesé elementow wektorow a?i i a2jest zerowa. Usufimy zerowe elementy tych
wektoréw i odpowiadajace im kolumny macierzy F(mi) i F(m2). Powstate wektory i
macierze bedg identyczne z doktadnos$cig do kolejnosci elementéw i odpowiadajacych
im kolumn.

Wykorzystujagc strukture (E, 'P), /j(.), k(.) definiujemy symetryczng wzgledem
Srodka uktadu wspdétrzednych, przedziatami liniowg funkcje V(x) nastepujgco. Funkcja
V(x) jest liniowa wzdtuz wszystkich promieni; jest takze liniowa na kazdym ze stozkow
Cm oraz jest funkcjg symetryczng wzgledem $rodka uktadu wspdétrzednych, tzn.

Vi{xk) = V(x.K), k£ {-K .., A\{0}. (4.206)

Przy tych zatozeniach do okre$lenia funkcji V(x) wystarczypodac jej wartosci dla
promieni, tzn. dla K wektorow xk € X, k = 1,2,...,K. Przyjmujemy nastepujace
oznaczenia:

Vk= V(**), xk£ X (4.207)

oraz
v = WK V2 ... VK]T. (4.208)

Elementy wektora v sg warto$ciami funkcji V(x) w punktach xk, k= 1,..., K.
Aby obliczy¢ warto$¢ funkcji V(x) dla punktu x £ Rn musimy znalez¢ stozek Cm,
do ktérego x nalezy. Nastepnie definiujemy

V(x) = otTv(m), (4.209)

gdzie wektor a wynikaz jednoznacznej reprezentacji (4.205), a v(m) jest wektorem
kolumnowym zbudowanymz Vk w (4.207), natomiast indeksy kwyznaczone sg przez
funkcje «(m), tzn.

v(m) = [V, k £ (4.210)

Tak okreslona funkcja V(x) jest oczywiscie ciggta.

4.8.2. Pochodna wzdtuz trajektorii

Aby zastosowac V(x) (4.209) jako funkcje Lapunowa nalezy wyznaczy¢ jej prawa
gorng pochodng Diniego wzdtuz trajektorii badanego uktadu. Baza do dalszych obli-
czen bedzie wyznaczenie zmian wartosci funkcji V(x) wzdtuz trajektorii uktadu linio-
wego

x —AX, (4.211)

gdzie z £ i?" jest n - wymiarowym wektorem stanu, a A - n xn - wymiarowa macierza

stanu.
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W przypadku stosowanej tu funkcji przedziatami liniowej obie prawe pochodne
Diniego sg sobie réwne. Zatem

D+V(x) = hm+-—" (4.212)

gdzie | oznacza n x n - wymiarowg macierz jednostkowa. Wyliczymy teraz D +V(x)
korzystajac z (4.212) oraz biorac pod uwage strukture (E, 'l') definiujgca funkcje V(x).

4.8.3. Pochodna we wnetrzu stozka Cm

Dla punktu x lezgcego we wnetrzu stozka Cm mozna obliczy¢ nastepujgce wyrazenie
dla D+V{x)

D+V(x) = pT(x, m)v(m), (4.213)

gdzie v(m) dany jest przez (4.210), a wektor wierszowy pT(x,m) okreSlony jest przez

pT(x,m) = [F-1(m)ATr]T, (4.214)

przy czym macierz F(m) utworzona jest zgodnie z wyrazeniem (4.204).

4.8.4. Pochodna dla promieni Xk

W podpunkcie tym obliczymy prawg pochodng (4.212) dla zbioru promieni xk e
X. Aby wyznaczy¢ D+V(xKk) trzeba okresli¢, ktory ze stozkéw symplicjalnych Cm,
zawierajacych promien xk (tzn. taki, ze m € /*(&)), zawiera takze wektor xk + AAX
dla odpowiednio matych wartosci A.

Niech m+(k) bedzie funkcjg, ktéra podaje indeks tego stozka, tzn. trajektoria wy-
chodzaca z punktu xk wchodzi do stozka Cm+(k). Wyliczmy, zgodnie z (4.214)

pTIxk,m+(k)\ - (ir_1[m+(fc)]AXPT. (4.215)

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze warunek “trajektoria wychodzgca z punktu xk wchodzi do
stozka Cm+(4)” jest rownowazny z:

pIxk,m+(kK\i > 0 dlai” K, i 6 «[m+(fc)]. (4.216)

Mozna zatem przedstawiony uktad nieréwnosci uzy¢ do wyznaczenia m+(k). Mozliwa
jest sytuacja, ze wektor kierunkowy trajektorii wychodzacej z punktu xk - Axk nalezy
do brzegu, tzn. do kilku stozkéw jednocze$nie. W takiej sytuacji zaktadamy, ze funkcja
m +(k) zwraca indeks dowolnego ze stozkéw zawierajagcych wektor xk+ AAx. Uzywajac
funkcji m+(k) mozemy napisac:

D+V(xk) = pT[xk, m+(A)]t;[m+ (fc)], (4.217)

gdzie v[m+(£)] jest zdefiniowany przez wzér (4.210), w ktérym za m podstawiono
m + (k).
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4.8.5. Nieciggtosc

Oczywiscie, funkcja D+V(x) jest nieciagta na brzegach pomiedzy stozkami oraz na
liniach (pdiprostych) generowanych przez promienie xk. Rozwazamy granice funkcji
D+V(x), gdy jej argument x dazy z wnetrza zbioru Cm (tzn. x € int(Cm)) do jednego
z promieni xk tworzacych stozek Cm

D+(xk) = ~lim D+V(x), (4.218)
X—Hit | a?Gint(Cm)
gdzie m 6 k) a "int” oznacza wnetrze. Wykorzystujac wyrazenie (4.213) fatwo

wyprowadzic¢
Dm(xk) = pT{xk,m)v{m). (4.219)

Otrzymany wz6r bedzie wykorzystywany w dalszych obliczeniach.

4.8.6. Wektory pochodnych funkcji v(x)

Do badania stabilno$ci badZ niestabilnosci istotne sg znaki prawych pochodnych
funkcji Lapunowa wzdtuz trajektorii. Listy wartosci pochodnych dla promieni xk upo-
rzadkujemy w postaci wektoréw kolumnowych, aby mozna byto wygodnie zapisa¢ wa-
runki stabilno$ci (niestabilnosci).

Zbudujmy wektor kolumnowy, ktdrego elementami sg granice D+(xk), m € R(k)
zdefiniowane w (4.218) i oznaczmy go przez

d+(xk) = [DA(xj)], m € n(k). (4.220)

Zwroc¢my uwage, ze funkcje m+(k) podobnie jak wektory p7 (i, m), pT[xk, m+(k)]
nie zalezg od wartosci funkcji Lapunowa VK.

Tworzymy z kolei dwie macierze P(A) i P(A), ktdre mozna wykorzysta¢ do obli-
czania wektoréw prawych pochodnych funkcji VA(X) wzdtuz trajektorii uktadu (4.211).
Sg one konstruowane w taki spos6b, ze pomnozone przez wektor v dajg odpowiednio
liste pochodnych D+V (xK) oraz liste wektoréow d+(zjt), k = 1,..., K.

K x K - wymiarowa macierz P(A) okre$lona jest nastepujgco:

P(A) pi (4.221)

Kazdy z wierszy pj tworzony jest wedtug nastepujgcej reguty:

| pIx* ,m+(fc)]r jesli / € [c[m+(fc)] lub - 1e *;[m+(fc)]
Pu 0 w przeciwnym przypadku.
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W przedstawionym wzorze pkl oznacza /-ty element wiersza p[, p[xk,m+(k)]r jest
r-tym elementem wektora p[xk,m+(k)], przy czym r jest numerem kolumny macie-
rzy F[m+(k)] “zajmowanej” przez wektor xi lub x_;. Oczywiscie, indeksy | i —/ nie
m©°ga jednoczes$nie naleze¢ do /c[m+(fc)], poniewaz n i nie moga jednoczesnie byc¢
kolumnami macierzy F[m +(&)].

Analogicznie konstruuje si¢ macierz P(A). Macierz ta ma strukture blokowa; bloki
oznaczone sg przez A(l), A(2),... A(A"), tworzy sie je wedtug reguty analogicznej do
(4.222). Opisuja to ponizsze dwa wyrazenia, dla P(A)

A(l)

P(A) = AR) (4.223)

m)J

oraz dla bloku A (k)

A(m = | Pxkm)r jesli I G «(m) lub —1€ /e(m)

0 w przeciwnym przypadku. (4.224)

We wzorze (4.224) A(k)mi oznacza ml-ty element bloku A(k), p(xk,m)r jest r-tym
elementem wektora p(xk, m), przy czym r jest numerem kolumny macierzy F[m+(k)}
”zajmowanej” przez wektor xi lub x_/. Tak jak poprzednio indeksy | i — nie moga jed-
nocze$nie naleze¢ do /c[m+(fc)], poniewaz X; i x_| nie moga jednoczes$nie by¢ kolumnami
macierzy .Fim*(&)].

Oznaczmy przez card[/x(&)] liczbe elementéw listy zwracanej przez funkcje n(k).
Wtedy liczba wierszy macierzy P(A) wynosi £*=1 card[/i(fc)].

Zgodnie z powyzszymi okre$leniami mamy:

D+V(XI)

P{A)v = D+V(x2) (4.225)

. D+V{xK) .
oraz
d+(xX)

P{A)v = d+(x3 (4.226)

d+(x*-) .

Piszac P(A) i P(A) podkres$lilismy zalezno$¢ obu macierzy od macierzy stanu
uktadu liniowego (4.211).

4.8.7. Absolutna stabilnos¢ i absolutna niestabilnosé

Wykorzystujagc wyniki z poprzednich podpunktéw zastosujemy przedziatami li-
niowg funkcje V(x) do badania absolutnej stabilnosci i niestabilnosci uktadu ze zmien-
nymi w czasie parametrami (0.1), (1.1).

4.8. Przedziatami liniowe funkcje Lapunowa 143

Podajac algebraiczne warunki absolutnej stabilnosci i niestabilnosci odnosi¢ je be-
dziemy do ustalonej struktury opisywanej przez zbiory promieni i stozkéw (— *P) oraz
funkcje /c(.), opisane w punkcie 4.8.. Do zapisania tych warunkéw wykorzystywane
bedg macierze P(A) i P(A) wprowadzone w poprzednim paragrafie.

Absolutna stabilnos¢

Twierdzenie 11. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby funkcja prze-
dziatami liniowa V(x) zadana przez strukture (i, ~), k(-), /*(¢) oraz wektor v byta
funkcjg Lapunowa, przesgdzajgcg o absolutnej stabilnosci uktadu (0.1), (1.1) (tzn.
funkcjg Lapunowa wspdling dla wszystkich uktadéw naroznych), jest, aby

v>0 (4.227)
oraz
H=*i)
P{A2)
v < 0. (4.228)
P(An)

Dowdd. Na podstawie wynikéw punktu 4.8.5. warunki (4.227) i (4.228) sa wa-
runkami koniecznymi, poniewaz kazda z warto$ci otrzymana w wyniku wymnozenia
macierzy blokowej w (4.228) przez wektor v jest pochodng funkcji Lapunowa wzdtuz
trajektorii ktérego$ z uktadéw naroznych w pewnym punkcie przestrzeni stanu. Wezmy
teraz pod uwage wyrazenie okre$lajace prawg pochodng D+V(x) wzdtuz trajektorii
uktadu liniowego, wyprowadzone w punkcie 4.8.3.. Jak wida¢ z (4.213), prawa po-
chodna jest forma liniowa warto$ci funkcji V(x) przyjmowanych dla promieni tworza-
cych stozek C(m). Przeprowadzajac maksymalizacje tej formy liniowej po zmiennej X,
przebiegajacej stozek C(m), otrzymamy maksimum przyjmowane dla jednego z pro-
mieni. Z kolei warto$¢ ta jest zapisana w liscie pochodnych po lewej stronie (4.228),
co dowodzi, ze warunki (4.227) i (4.228) sa takze wystarczajgce. O

Twierdzenie to sprowadza poszukiwanie funkcji Lapunowa dla uktadu ze zmien-
nymi w czasie parametrami (0.1) do rozwigzywania uktadu nieréwnos$ci liniowych
(4.227), (4.228).

Zwrécimy teraz uwage na zwigzki warunkéw otrzymywanych z zastosowaniem funk-
cji przedziatami liniowych z warunkami absolutnej stabilno$ci Motczanowa i Piatnic-
kiego. Oznaczmy przez P(A) macierz otrzymang z macierzy P(A) przez odwrbcenie
znakéw pewnych jej elementow. Znaki elementdw sg zmieniane wedtug nastepujacej
reguty. Jesli / G /c[m+(A)], to pki = pkt (tzn. znak pozostaje niezmieniony). Jeéli na-
tomiast -1 G /c[m+(fc)], to pki = - p ki. R6wnowaznie elementy macierzy P(A) definio-
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wane sg nastepujaco:

( p[xk,m+(k)]T jesli / € /c[m+(&)]
-pIxk,m+{k)\r jesli -/ G /c[m+(A)] (4.229)

0 w pozostatych przypadkach.

W wyrazeniu tymp[x/t, m +(&)]r oznacza r-ty element wektora p[xk, rn+(k)], gdzie r jest
numerem kolumny macierzy F[m+(k)] "zajmowanej” przez wektor X{ lub odpowiednio
x_1.

Na podstawie konstrukcji macierzy P (A) widzimy tez, ze zachodzi P(A) = |[P(A)],
przy czym operacja |.| definiowana byta w (4.164).

Mozemy teraz udowodni¢ nastepujacy lemat, ktory charakteryzuje zwigzek macie-
rzy P{A) z macierzami wystepujagcymi w twierdzeniu Motczanowa Piatnickiego.

Lemat 8. Macierz P(A) spetnia warunek (4.175) z twierdzenia 10, tzn.

AX = XP(A). (4.230)

Dowod. Transponujgc rownos$¢ (4.215) oraz mnozac obie strony przez F[m+(k)}
dostajemy:
F[m+(k)]p[xk, m+(k)] = Axk. (4.231)

Borgc teraz pod uwage regute (4.229) tworzenia macierzy P(A) oraz regute (4.204)
budowania macierzy F(m) sprawdzamy, ze zachodzi (4.230). O

Przedstawiony lemat podaje interpretacje wyprowadzonych wzoréw na prawe po-
chodne funkcji V(x) w kategoriach warunkéw Motczanowa Piatnickiego. Na podstawie
lematu 8 mamy zatem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 12. Warunkiem wystarczajgcym absolutnej stabilnosci uktadu (0.1),
(1.1) jest istnienie przedziatami liniowej funkcji F(x) zadanej przez strukture (E, $),
«(), n(.) oraz wektor v takiej, ze

v>0 (4.232)
P(Ar)
P{A?2)
v < 0. (4.233)
P(An)

Dowo6d wynika z lematu 8 i twierdzenia 6.

Twierdzenie 12 daje wygodniejszg metode badania absolutnej stabilnosci uktadu
(0.1), (1.1) niz twierdzenie 11. Powodem jest to, ze macierz P(A) ma zawsze mniej-
szg liczbe wierszy niz macierz P(A). Zastosowanie twierdzenia 12 prowadzi do takich
samych zagadnien obliczeniowych, jak opisywane w punktach 4.4 - 4.6.

Zwréémy tez uwage, ze V(x) wystepujaca w twierdzeniu 12 nie musi by¢ funk-
cjg Lapunowa (wspdlng dla uktadéw naroznych). Funkcjg Lapunowa, natomiast, jest
funkcja, ktérej warstwice sg powtokami wypuktymi warstwie funkcji V(x).
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Absolutna niestabilno$¢

Dzieki wprowadzonej strukturze funkcji przedziatami liniowych mozemy rozszerzy¢
dotychczas stosowany aparat na problem badania absolutnej niestabilno$ci uktadow o
niepewnych, zmiennych w czasie parametrach. Absolutng niestabilno$é¢ mozemy badac
dlatego, ze funkcja przedziatami liniowa moze przyjmowac zaréwno wartosci dodatnie,
jak i ujemne. Mozemy dzieki temu stosowac twierdzenia Lapunowa o niestabilnosci.

Podamy najpierw twierdzenie o absolutnej niestabilnosci z zastosowaniem ciggtej
funkcji Lapunowa.

Twierdzenie 13. [117] oraz [83, rozdz. 5]. Warunkiem wystarczajgcym absolutnej
niestabilnosci uktadu (0.1) jest istnienie lokalnie lipschitzowskiej funkcji V(x) £ C,
ktérej prawe gorne pochodne Diniego liczone wzdtuz trajektorii uktadéw naroznych
spetniajg D+V(x) < 0, x » 0oraz V(x) przyjmuje ujemne wartosci w dowolnie matym
otoczeniu srodka uktadu wspotrzednych.

Wykorzystujac twierdzenie 13 mozemy poda¢ warunek wystarczajgcy absolutnej
niestabilnosci uktadu (0.1), (1.1) w postaci nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 14. Warunkiem wystarczajgcym absolutnej niestabilnosci uktadu
(0.1), (1.1) jest istnienie przedziatami liniowej funkcji V(x) zadanej przez strukture
(E, \f), «(.), fi(.) oraz wektor v takiej, ze

© P(AI)
P(A2
(A2 v<o0 (4.234)
. P(An)

oraz przynajmniej jedna wspotrzedna wektora v jest ujemna.
Dowod jest analogiczny do dowodu dostatecznosci w twierdzeniu 12.

4.8.8. Przyktad

Badanie absolutnej stabilnosci zilustrowano przyktadami numerycznymi w po-
przednich punktach tego rozdziatu. Dlatego teraz uwage skoncentrujemy na zagad-
nieniu absolutnej niestabilnosci.

Analizowano problem absolutnej niestabilnosci uktadu (0.1), (1.1) dla przypadku,
gdy wektor stanu jest dwuwymiarowy, a hiperwielo$cian redukuje sie do odcinka (tzn.
sg dwie macierze narozne Ai i A2). Przyjeto, ze oba uktady narozne x —A\x i x —A2X
maja punkt rownowagi typu siodtowego (hiperbolicznego), tzn. majg pare rzeczywis-
tych wartosci wtasnych, z ktérych jedna jest dodatnia a druga ujemna. Przebadano
szereg uktadow o opisanych wiasnosciach porownujac wyniki uzyskiwane z zastoso-
waniem kwadratowych oraz przedziatami liniowych funkcji Lapunowa. W przeprowa-
dzonej analizie napotkano przypadki, gdy uktad byt absolutnie niestabilny, jednak
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kwadratowa funkcja Lapunowa nie pozwalata udowodni¢ tej wtasnos$ci. Z kolei zasto-
sowanie funkcji przedziatami liniowej dowodzito absolutnej niestabilnosci. Przyktadem
takiej sytuacji jest uktad (0.1), (1.1), w ktérym macierze narozne dane sa przez:

Ai -0.6514 1.5434 A2 -2.4567 0.4731 4935
~ -0.2601 2.1514 T -2.4677 0.5567 (4.235)

Mozna sprawdzi¢, ze nie istnieje wspdlna kwadratowa funkcja Lapunowa, ktéra
dowodzitaby absolutnej niestabilnosci uktadu (0.1), (1.1) z macierzami naroznymi
(4.235). Istotnie, wykorzystujac opisywane wczesniej oprogramowanie do rozwigzywa-

nia liniowych nieréwnosci macierzowych mozemy wyznaczy¢ nastepujace dwie macierze
symetryczne:

) 172.2535 127.4689 76.9570  220.9487 4.236
Qi 127.4689 99.0562 T 220.9487 659.1526 (4.236)

Obie te macierze sg istotnie dodatnio okreslone, a takze spetniaja
AiQi + QiAf + A2Q2+ Q2A2 = 0, (4.237)

co na podstawie twierdzenia 4 a) z rozdziatu trzeciego dowodzi, ze nie istnieje wspdlna
kwadratowa funkcja Lapunowa, ktéra przesadzataby o absolutnej niestabilno$ci uktadu
(0.1), (1.1) z macierzami naroznymi (4.235).

Uldad narozny Al Uktad narozny A2

Rys. 4.9. Fragment warstwicy {V (x) = 0fla:2 > 0} dla wyliczonej przedziatami liniowej
funkcji Lapunowa oraz trajektorie stanu uktadéw naroznych Ai i A2. Na ry-
sunku przedstawiono takze trajektorie stanu uktadéw naroznych (po lewej dla
uktadu naroznego A = Ai oraz po prawej dla A — A2). Punkty poczgtkowe
wszystkich trajektorii leza na warstwicy

Fig. 4.9. Fragment of the level set {V(ar) = 0 D x2 > 0} for the calculated piecewise
linear Lyapunov function. In the plots above trajectories of the vertex systems
are also presented with initial points that belong to the level set. The plot on

the left hand side corresponds to Ax while the one on the right hand side
corresponds to A2

Mozna natomiast skonstruowac¢ przedziatami liniowg wspélng funkcje Lapunowa.
Przyjmujemy K = 2 oraz

(4.238)
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Wyliczajagc macierze P(Ai), P{A2) oraz analizujac uktad nieréwnosci liniowych (4.234)

mozemy sie przekonaé, ze wektor
v = [16.4011 - 15.8321]r (4.239)

jest jednym z jego rozwigzan. Zatem na podstawie twierdzenia 14 uktad (0.1), (1.1) z
macierzami naroznymi (4.235) jest absolutnie niestabilny.

Na rys. 4.9 przedstawiono fragment warstwicy {V(x) = 0} fi x2> 0 wyliczonej
przedziatami liniowej funkcji Lapunowa oraz trajektorie stanu uktadéw naroznych Ai
i A2. Catg warstwice mozna uzyska¢ dodajac do wykre$lonego fragmentu jego syme-
trycze odbicie wzgledem s$rodka uktadu. Przedstawiony fragment warstwicy tworzony
jest przez dwie proste. Pomiedzy tymi prostymi znajduje sie zbior V(x) < 0. Zbiér
obejmowany przez warstwice jest nieograniczony, poniewaz funkcja V(x) przyjmuje
zaréwno dodatnie, jak i ujemne warto$ci w dowolnym otoczeniu zera. Jak wida¢ na
rysunku, warstwica tworzy stozek "ucieczki” wspélny dla obu uktadéw naroznych, co
potwierdza absolutng niestabilno$¢ analizowanego uktadu.

4.9. Strategie destabilizujgce

Algorytmy obliczeniowe przedstawione w poprzednich punktach pozwalajg poszu-
kiwa¢ wspélnych wieloSciennych lub przedziatami liniowych funkcji Lapunowa dla do-
wodu absolutnej stabilnosci lub absolutnej niestabilnosci uktadu (0.1), (1.1). Jednak,
jak wiemy, absolutna stabilno$¢ lub niestabilno$¢ nie wyczerpuje mozliwych klasyfika-
cji zachowan uktadu (0.1), (1.1). Mozliwa jest sytuacja, gdy mimo ze wszystkie uktady
narozne x = Aix, x = A2, .., i = Anx s3g asymptotycznie stabilne, to uktad (0.1),
(1.1) nie jest absolutnie stabilny; istnieje dla niego strategia destabilizujaca.

W przedstawionych do tej pory przyktadach analiza obliczeniowa istnienia stra-
tegii destabilizujgcych bazowata na zastosowaniu metod teorii Flogueta, opisanych w
rozdziale 2. Natomiast w tym punkcie przedstawimy zastosowanie funkcji wieloScien-
nej do poszukiwania strategii destabilizujgcej dla uktadu (0.1), (1.1). Skonstruowany
algorytm obliczeniowy (opisany w pracy [73]) wykorzystuje wynik przedstawiony w
pracy [78]. Zgodnie z tym wynikiem, je$li dla uktadu (0.1), (1.1) istnieje strategia de-
stabilizujgca, to istnieje takze wypukta funkcja V(x), ktora rosnie wzdtuz rozwigzania
wynikajacego z zastosowania strategii destabilizujagcej. Wtasnos$¢ ta pozwala efektyw-
nie rozwigzywac problem poszukiwania strategi destabilizujgcej.

Bedziemy zaktadaé, ze zbior macierzy naroznych {Ai, A2,..., A™j jest nieosobliwy
[78], [B6], tzn. nie istnieje zadna witaSciwa podprzestrzer przestrzeni Rn, ktdra bytaby
jednoczes$nie przestrzenig niezmienniczg kazdej z macierzy Ai, A2, ..., A*. Wykorzy-
stujagc podej$cie przedstawione w pracy [78] rozwazamy, dla ustalonego N, rodzine
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systeméw (0.1), (1.1). Inaczej méwigc, kazdy z systemoéw (0.1), (1.1) traktujemy jako
punktw N xn2-wymiarowej przestrzeni, ktdrej wspdtrzedne zadaja elementy macierzy
Ai, A2, ..., Au. W przestrzeni tej zbidr systemow absolutnie stabilnych jest otwartym
stozkiem [78]. Stozek ten oznaczac bedziemy przez 'P. Twierdzenie 1 w pracy [78] poz-
wala scharakteryzowac¢ wszystkie systemy (0.1), (1.1) nalezgce do brzegu stozka 'P.
Zgodnie z tym twierdzeniem, jesli uktad (0.1), (1.1) nalezy do brzegu stozka 'P, to ist-
nieja: dodatnio okreslona, wypukta funkcja V(x) oraz strategia u\(x),u”™(x), ...,ubl(x)
takie, ze

D+V[x,u\(x),uB(x),...,uN(x)] = 0 dla x £ 0. (4.240)

We wzorze (4.240) D+V[x, uj(x), uB(x),...,u”(x)] oznacza prawg pochodng wzdtuz
rozwigzania uktadu (0.1), (1.1) wynikajacego z zastosowania strategii Uj(x), %4 (x),

, ubl(x); (dzieki wypuktos$ci funkcji V(x) obie prawe pochodne Diniego sg sobie réwne).
Pochodna ta jest rowna pochodnej kierunkowej funkcji V(x) w kierunku definiowanym
przez wektor (u\Ai + u2A2+ ... + ublAn)x, tzn. zachodzi nastepujgca rownosc:

Z>+V [X,uj(x),t4(x),...,utf(x)] = (4.241)
gdzie
N
z=Y, «Mi* (4.242)
»=1
oraz oznacza pochodng kierunkowag funkcji V wzdtuz kierunku okre$lonego przez

wektor z. Wykorzystujac twierdzenie 1 z pracy [78] mozemy udowodni¢ lemat:
Lemat 9. Jesli uktad (0.1), (1.1), w ktdrym macierze narozne dane sg przez Ad,
A2, ... /Afj, lezy na zewnatrz stozka *P, to istniejg dodatnio okre$lona, wypukta funk-
cja V(x) oraz strategia uf(x), u$(x),..., uf,(x) takie, ze prawa pochodna funkcji K(x)
wzdtuz rozwigzania wynikajgcego z zastosowania ud(x), u2(x),..., ujf(x) spetnia

D +V[x, ud(x), u2(x),..., ujv(x)] > 0dla xt 0. (4.243)
Dowdd. Rozwazmy uktad (0.1), (1.1) z parametrami Ai= -1, A2 =
An = -1, gdzie | oznacza n x n - wymiarowa macierz jednostkowg. Uktad ten oczy-

wiscie nalezy do wnetrza stozka 'P. Rozwazmy teraz odcinek (w N x n2 - wymiarowej
przestrzeni parametrow) o koncach i (Ad, A%,..., A%). Odcinek ten
musi przecina¢ brzeg stozka $ w co najmniej jednym punkcie. Istniejg zatem liczby
a >0 /3>0, <+ /3= 1takie, ze uktad (0.1), (1.1) z parametrami (Aj, A2, ..., AN)

Ab= —ai + 3A*, i=1,2,..,N (4.244)
nalezy do brzegu Stosujemy teraz (4.240), (4.241) i (4.242) definiujac Ab przez

(4.244). Otrzymujemy:
dav
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gdzie z —zl14z |

/| = -a£>Jx (4.246)
=1

zd = p jr UbAdx. (4-247)

i=i
Z wypuktosci V(x) wynika, ze
> 0 (4.248)
dx
dv < sv (4 249)

d(z1+ zd) dz1  dzd
Zatem (4.245) i (4.246)-(4.249) pociggaja za soba

dv n

8zd > ’
gdzie zd jest kierunkiem definiowanym przez wektor (4.247), zaczepiony w punkcie
in" 0. Ostatecznym wnioskiem jest, ze funkcja V(x) oraz strategia

ud= /3ub, i = 1,2,...,V

spetniajg teze lematu. O

4.10. Obliczanie funkcji V{x)

Opiszemy teraz metode wyliczania funkcji V(x) oraz strategii destabilizujacej
uf, i = 1 , 2 wykorzystujgca lemat 9. Poszukiwana strategia destabilizujaca
ma postac¢ funkcji wektora stanu x, tzn. ud = ud(x), i = 1,2,..., N. Dla potrzeb prak-
tycznych obliczen poczynione bedg zatozenia dotyczace klas funkcji, do ktérych nalezg
V(x) oraz ud(x), i = 1,2,...,N.

Przyjmuje sie, ze V(x) jest funkcja wieloscienng, definiowang przez liste $cian (jak
w punkcie 4.4.), tzn.

V(x) =|] Wx |U (4.250)

gdzie, tak jakpoprzednio,W jest M x nmacierzg rzeczywistag W € RMxn. Zakia-
damy,ze kazdy wiersz w”macierzy W odpowiada niepustej i niezdegenerowanej $cia-
nie F(m), F(m) = jx :w”z = 1,|| Wx 11«= I} wieloScianu zadanego przez warstwice
funkcji V(x): dV = {x € Rn : || Wx |loo< 1}. Réwnowaznie mozna napisaé¢ (por.
(4.134))

F™W
r -w

Xx<I"(M +muU, (4.251)
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przy czym 1~(M + m) oznacza 2M - wymiarowy wektor kolumnowy o wszystkich ele-
mentach réwnych 1, z wyjatkiem elementu o numerze M + m, ktéremu przypisana jest
wartos¢ —1. W (4.251) warunek w”~x = 1reprezentowany jest przez dwie nierownosci

< 1, < —1. Sciany wieloscianu Il zadaja podziat przestrzeni Rn na stozki;
m - ty stozek, oznaczany przez C(m), zdefiniowany jest przez

C(m)={az:xGF(m),a >0}, m= (4.252)

W odniesieniu do funkcji uf(x) definiujacych poszukiwana strategie zaktadamy, ze
wewnatrz stozkédw C(m) funkcje te przyjmuja state wartosci, tzn.

uf(x) = uf(m), dlaag € int C(m), i=1,2,...,N. (4.253)

Przyjeta definicja powoduje, ze funkcje uf(x) sg nieciggte. Zatem na brzegach po-
miedzy stozkami mozliwejest wystepowanie standw poslizgowych. Aby poprawnie zdef-
niowac¢ rozwigzanie uktadu (0.1), (1.1), trzeba odpowiednio okresli¢ wartosci funkcji
uf(x) na brzegach pomiedzy stozkami C(m) ([122], [96]).

4.10.1. Twierdzenia o istnieniu strategii destabilizujgcej

Rozwazmy macierze narozne A\, A2, ..., Ajv definiujace zakres zmian parametréw
(1.1) uktadu (0.1). Zatézmy, ze wektor x nalezy do wzglednego wnetrza $ciany F(m),
X G F(m). Przy tym zatozeniu prawa pochodna D +V(x) funkcji (4.250) wzdtuz roz-
wigzania uktadu naroznego Ai dana jest przez forme liniowg (zob. punkt 4.4.1).

D+V(x) —w”™AiX, x Grelint F(m). (4.254)

W przedstawionym wzorze relint oznacza wzgledne wnetrze $ciany F(m). Rozpatru-
jemy teraz minimum powyzszej formy liniowej na zbiorze F(m)

Cin= ngrifm)w*AiX. (4.255)

Zapisane zadanie minimalizacji jest zadaniem programowania liniowego, poniewaz
zbior F(m) jest opisany przez uktad nieréwnosci liniowych (4.251). Wykorzystujac,
tak jak w punktach 4.4.1, 4.5, relacje dualno$ci w programowaniu liniowym [56] otrzy-
mujemy nastepujaca nieréwnos$¢ dla d”n:
M
C.,>-[9mm0O + £ \gmj (i)\I (4.256)

i=1

j ¥=m
ktoéra obowiazuje dla kazdego wektora g/~ (i) = [emi(z)gm2(!;)...emM(*)] spetniajacego

ql(W = -w WA (4.257)
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Poniewaz zbiér F(m) jest niepusty, mozna znalez¢ wektor

9°r (0 = l«t,(0«ta(0-.-«tw (0]

taki, ze "
Ci,, = -[?2',(*) + £ [<4(* (4.258)
j=i
jtm
oraz
geJ(i)W=-wlAi. (4.259)

Wektor g~ (i) otrzymuje sie na podstawie rozwigzania problemu dualnego do (4.255).
Jesli A(i) G R2M oznacza wektor mnoznikdw Lagrange’a, odpowiadajacy rozwigzaniu
problemu (4.255), (4.251), to

9mj(0 = -MO ” AAF+i(*)» (4.260)

gdzie Aj(i) jest j-tym elementem wektora \(i).
Budujemy M x M -wymiarowe macierze Q(i) oraz Q°(i), ktorych wiersze dane sa

odpowiednio przez qjn(i) oraz >i):

SE | %3 | , X0= 8%3 ' (4.261)

e o).

Na podstawie (4.257), (4.259) macierze te spetniajg nastepujace réwnania:
Q(i)W = -WAU Q°(i)W = -WAIi, i=1,2,...,N. (4.262)

Wykorzystujagc macierze Q(i),Q°(i) mozemy teraz sformutowac nastepujace twier-
dzenia o istnieniu strategii destabilizujacej.

Twierdzenie 14. Jedli istnieja M XM - wymiarowe macierze <3(1), <3(2),..., Q{N),
ktére spetniaja réwnania (4.262), oraz dla kazdego numeru wierszam (1 < m < M)
mozna znalez¢ numer macierzy naroznej i* = i*(m) taki, ze zachodzi

M
gmm(i’) + £ kmj(t*)I < 0, (4.263)

j=1
jtm

to istnieje strategia destabilizujgca dla uktadu (0.1), (1-1). (W (4.263) gmj(i') oznacza
mj -ty element macierzy Q(i*)). Strategia destabilizujgca moze by¢ wybrana naste-

pujaco:
Ay L w pr;eﬁ\!vr(mﬁ przypadku. (4.264)
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Przy czym powyzszy wzor obowigzuje dla x G C(m).

Dowdd. Funkcja V(x) dana przez (4.250) wzrasta wzdtuz rozwigzan xd(t) wynika-
jacych z zastosowania strategii (4.264). Zatem niestabilno$¢ wynika z twierdzen Lapu-
nowa o niestabilno$ci. O

Twierdzenie 15. Znalezienie M xM-wymiarowych macierzy Q(1),Q(2),..., Q(N),
ktére spetniaja rownania (4.262) oraz warunek (4.263), jest mozliwe wtedy i tylko
wtedy, gdy macierze Q°(l), Q°(2),..., Q°(N) zadane przez (4.260) spetniajg warunek
(4.263).

Dowéd. Dowod wynika z faktu, ze (4.258) jest gérnym ograniczeniem dla prawych
stron (4.256). O

4.10.2. Skalowanie

Z dotychczasowych rozwazar wynika, ze jesli tylko wielo$cienna funkcja V(x) spet-
niajgca warunki twierdzenia 15 (warunek (4.263)) zostanie znaleziona (przez odpo-
wiedni dobér macierzy W w (4.250) ), to wyliczenie strategii destabilizujgcej nie na-
strecza juz trudnosci.

Podobnie jak w punkcie 4.6, nalezy stwierdzi¢, ze arbitralny dobdér macierzy W w
(4.250) na og6t doprowadzi do zdefiniowania funkcji V(x), ktora nie spetnia (4.263).
Aby znalezé macierz W definiujagcg odpowiednig funkcje V(x) postuzymy sie, tak jak
poprzednio, ideg skalowania.

Zaktadamy, ze

W = D~1U, (4.265)

gdzie M xn- wymiarowa macierz; U jest wybierana tak samo jak macierz X w punkcie
4.6, tzn. w taki sposéb, ze sciany definiowane przez wiersze macierzy U przyblizajg n
- wymiarowg sfere jednostkowga. Macierz D

D = diag(d1,</2,..., dM) (4.266)

jest diagonalng macierzg skal o elementach na przekatnej dm > 0. Dobierajgc skale
dopasowujemy warstwice funkcji VA(x) do pozgdanego ksztattu.

Podstawiajagc W = U wyznaczamy macierze Q°(i) i = 1,2,..., N zgodnie z twier-
dzeniem 15. Definiujemy |<3| jak w (4.164), tzn. |Q| powstaje z macierzy Q przez
zastgpienie elementow poza gtéwng przekatng ich wartosciami bezwzglednymi oraz
pozostawienie elementow na gtdwnej przekatnej bez zmian. Mozemy teraz sformuto-
wac nastepujacy lemat:

Lemat 10. Jesli istnieje M wymiarowy wektor skal

d = [di,d2,..., dM]IT, dm > O (4.267)
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taki, ze
min” [|<3°(i)|d] < 0, dla wszystkich 1< m < M, (4.268)

to istnieje strategia destabilizujgca dla uktadu (0.1), (1.1). We wzorze (4.268)
[<°(0 Id\m oznacza m - ty element wektora |Q°(i)| d.

Dowdd. Jesli zachodzi (4.268), to warunki twierdzenia 14 sg spetnione zW = D~IU
oraz Q(i) —D~1Q°(i)D. O

Zauwazmy, ze warunki (4.268) nie moga by¢ bezposrednio sprawdzane przy uzyciu
metod programowania liniowego, jak tego dokonano w poprzednich punktach. Jednak
przez odpowiednig transformacje mozna je sprowadzi¢ do problemu programowania
liniowego. Odpowiedni wynik jest sformutowany jako kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 16. M - wymiarowy wektor skal d > 0 (4.267), speiniajagcy (4.268),
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje NM - wymiarowy wektor s £ RNM, o scisle
dodatnich elementach, s > 0 taki, ze

mi)i
@) < o (4.269)
LINe 011J

Dowdd
Konieczno$¢. Zauwazmy, ze (4.268) jest rownowazne z istnieniem N - wymiarowego
wektora cm = [omi, Im2,  <IMN] o Scisle dodatnich elementach, cm)- > 0, spetniajacego

pzmi [lg°(0Mm, < 0- (4'220)

Utwo6rzmy macierza = [{m-],m —1,2,.., M, i = 1,2,..,N. Oznaczmy przez a" i-tg ko-
lumne tej macierzy o' = [ii, <2, mVMI]T- Nierownos$¢ (4.270) zachodzi dla wszystkich
1< m < M, aprzy uzyciu wprowadzonej notacji nieréwno$¢ ta moze byé rownowaznie
zapisana jako

R(a)d < 0, (4.271)

gdzie
R{a) = diag[<7Xq|Q0(1)| + diag[a2] |QO(2)| + ... + diag[crN] \g °(N)\. (4.272)

W wyrazeniu (4.272) diag[cr’] jest macierza diagonalng utworzona z elementéw wek-
tora a'. Wszystkie elementy macierzy —R(cr), ktore lezg poza gtdowng przekatng, s3
niedodatnie, zatem z (4.271) wynika, ze -R(cr) jest M - macierzg [5]. Wynika stad, ze
istnieje M -wymiarowy S$cisle dodatni wektor wierszowy 6T € RM, ST > 0 taki, ze

6TR(a) < 0.
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Definiujemy wektor sT nastepujaco:
ST = [sr (1) sT{2) ... sT(N)], (4.273)
gdzie sT(i) € RM sg dane przez
sT(i) = 5Tdiag[cr'].

Mozna bezposrednio sprawdzi¢, ze tak zdefiniowany wektor sT spetnia (4.269).
Dostateczno$¢. Zadajemy strukture blokowa wektora s, jak w (4.273) (zgodnie z
blokowym mnozeniem w (4.269)). Tworzymy z kolei nastepujacg macierz:

R(s)= diag[s(I)] [Q(1)] +diag[a(2)] [Q(2)| + ... + diag[s(7V)]IC?(IV), (4.274)

gdzie diag[s(i)] jestmacierza diagonalng z elementami wektora s(i)na przekatnej.
Poniewaz
1TR(s) < 0 (4.275)

oraz macierz —R(s) ma niedodatnie elementy poza gtéwng przekatng, zatem —R(s)
jest M-macierzg i istnieje wektor d > 0 taki, ze

R(s)d < 0. (4.276)

W (4.275) 1T oznacza wektor wierszowy, ktérego wszystkie elementy sg rowne 1. Pod-
stawmy (4.274) w (4.276) irozwazmy m - te z otrzymanego uktadu réwnan. Dostajemy:

N

E*(*)»[|G (O 14»< 0, (4.277)

1=1
gdzie s(i)moznacza m-ty element wektora s(i). Poniewaz suma jest mniejsza od zera,
zatem co najmniej jeden ze sktadnikéw jest ujemny, co dowodzi (4.268). O

Uktad nieréwnosci liniowych (4.269) mozemy juz rozwigzywaé z zastosowaniem

algorytméw programowania liniowego. Przez rozwigzanie (4.269) otrzymujemy wektor
sT, na podstawie ktérego budujemy macierz R(s), jak w (4.274). Wektor skal d, ktory
definiuje funkcje V(x), mozna teraz otrzymac z (4.276), a strategie destabilizujacg z
(4.264).

4.10.3. Przykiad obliczeniowy - kaskadowy uktad regulacji

Rozwazamy kaskadowy uktad regulacji z zaleznymi od czasu wzmocnieniami w
torze sprzezenia zwrotnego, analizowany wcze$niej w punktach 3.5.3 oraz 4.7.1. Sche-
mat blokowy tego uktadu przedstawiony jest na rys. 3.3. Wzmocnienia ki(t) i k2(t)
spetniajg warunki a < kx(t) < /3,a < k2(t) < /2.
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Ki(x) k2(x)
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Rys. 4.10. Warstwica wyliczonej funkcji V(x). Kolorem biatym i czarnym przedsta-
wiono takze funkje ki(x) i k2(x) definiujace strategie destabilizujaca, przy
czym wartosci kx = a, k2 = a zaznaczono czarnym kolorem, a k\ — /3
k2 = /3 biatym

Fig. 4.10. Level set of the calculated function V(x). In white and black we also depicted
functions ki(x) i k2(x) which give a destabilizing strategy; k\ = a, k2 = a
(black), and kx —/3, k2 —0 (white)

W punkcie 4.7.1 poprzez dobdr wypuktej funkcji Lapunowa (o warstwicy przybli-
zanej przez wielokat) wykazano absolutng stabilno$¢ uktadu dla sektora danego przez
a =05 /7=18.

Przyjmujemy teraz, ze sektor dany jest przez a —0.5, /3—2.0. Ponadto przyjmu-
jemy M = 200 oraz macierz U(200) o postaci:

0 it
cos M sinF
U (200) = cos a7 sin# M = 200. (4.278)
cos (M-Dir sin M-l)ir

Dla czterech macierzy naroznych (3.64), (3.65) wyznaczamy na podstawie (4.260) i
(4.262), odpowiadajace im macierze (0o wymiarach 200 x 200) <3°(l)i Q°(2), <5°(3),
Q°(4). Sa to macierze rzadkie; kazda z nich zawiera tylko 400 r6znych od zera elemen-
tow.

Wykonujac obliczenia numeryczne (z zastosowaniem programu "PCx” [24]) prze-
konujemy sie, ze rozwigzanie uktadu nieréwnosci liniowych (4.269) ( o wymiarze
800 x 200) istnieje. Otrzymujemy w ten sposéb (800 - elementowy) wektor sT, na
podstawie ktérego budujemy macierz R(s) jak w (4.274). Wektor skal d, ktéry defi-
niuje funkcje V(x), wyliczamy z (4.276), a strategie destabilizujacg z (4.264).

Na rys. 4.10 przedstawiono warstwice {x : V(x) — 1} wyliczonej wypuktej funkcji
V(x) oraz funkcje kx(x) i k2(x) definiujgce strategie destabilizujgca, przy czym ob-
szary (stozki) kx= a, k2 —a zaznaczono czarnym kolorem, a ki —/3, k2 = j3 biatym.
Rysunek 4.11 przedstawia przebiegi czasowe w uktadzie, wynikajace z zastosowania
wyliczonej strategii destabilizujgcej. Od goéry: pierwszy i drugi wykres reprezentuja
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Rys. 4.11. Przebiegi czasowe w uktadzie, wynikajace z zastosowania wyliczonej strategii
destabilizujacej

Fig. 4.11. Time plots ojsignals in the analyzed system resulting from the calculated
destabilizing strategy

zaleznos$¢ od czasu pierwszej i drugiej wspotrzednej stanu. Na wykresie u dotu przed-
stawiono zmiany &,(<), i —1,2.

Porownujac dwa sektory: z punktu 4.7.1 (a = 0.5, /3= 1.8) i analizowany obecnie
(a = 0.5, fi = 2.0) widzimy, ze stosujgc opisang metodologie oraz efektywne numerycz-
nie algorytmy udaje sie do$¢ dobrze uchwyci¢ granice pomiedzy absolutng stabilnoscia
uktadu a istnieniem strategii destabilizujacej.

4.11. Uwagi | komentarze

Zebrane w tym rozdziale rezultaty tworzg metodologie obliczeniowg, za pomoca
ktérej mozna bada¢ zagadnienia zwigzane ze stabilnoscig uktadu (0.1), (1.1). Przed-
stawione wyniki wykazuja, ze nieparametrycznie definiowane funkcje Lapunowa, wielo-
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$cienne oraz przedziatami liniowe, tworzg bardzo uniwersalng klase z punktu widzenia
mozliwosci réznych zastosowan. W tym rozdziale przedstawiono zastosowanie takich
funkcji do analizy wszystkich problemoéw postawionych w punkcie 1.3, do badania ab-
solutnej stabilnos$ci, absolutnej niestabilno$ci, a takze do poszukiwania strategii desta-
bilizujgcych. Obliczeniowe metody poszukiwania takich funkcji wykorzystujag metody
programowania liniowego.

Jednak przy konstrukcji funkcji z tej klasy napotyka sie na zasadniczy problem,
polegajacy na “eksplozji obliczeniowej”, gdy wzrasta wymiar wektora stanu uktadu
(0.1). Problem ten widoczny jest w tab. 4.1 (dla uktadu z tréjwymiarowym wektorem
stanu), gdy wezmie si¢ pod uwage wzrost liczby wierzchotkéw wieloscianu Ili spo-
wodowany zwiekszaniem L. Z tego powodu udaje sie¢ bada¢ problemy stabilnosci dla
przypadkéw, w ktérych wymiar wektora stanu x wynosi 2 lub co najwyzej 3. Mimo
skonstruowania dos$¢ efektywnych numerycznie procedur obliczeniowych trudno prze-
kroczyé to ograniczenie. Interesujgce wydaje sie pytanie: czy mozliwe jest wprowadze-
nie innych usprawnien lub nowych metod, ktére poprawityby mozliwosci obliczeniowe
procedur analizy uktadu (0.1). Metodg poprawy efektywnosci obliczeniowej mogtoby
by¢ stworzenie algorytmu, w ktorym potozenie (zaré6wno dtugos$¢ jak i kierunek) oraz
liczba wierzchotkéw ($cian) hiperwieloscianu definiujgcego funkcje Lapunowa bytyby
modyfikowane tak, aby otrzymac nierbwnomierne ich rozmieszczenie, dopasowane do
specyfiki analizowanego problemu. Prace w tym kierunku sa interesujagcym tematem
dalszych badan nad wtasnosciami uktadu (0.1), (1.1).

W literaturze znana jest metoda obliczeniowa umozliwiajaca poszukiwanie wielo-
Sciennych funcji Lapunowa, odmienna od przedstawionych tutaj. Metoda ta, stoso-
wana i rozwijana w szeregu publikacji, np. [8]-[13] bazuje na twierdzeniu udowodnio-
nym w pracach Braytona i Tonga [16] oraz, niezaleznie, przez Barabanowa w [106].
Twierdzenie to, w swej podstawowej wersji, dotyczy liniowych uktadéw dyskretnych
ze zmieniajagcymi sie w czasie parametrami. Uklady takie powstajg np. przez dys-
kretyzacje uktadu (0.1). Zgodnie ze wspomnianym twierdzeniem dyskretny uktad o
zmiennych w czasie parametrach jest absolutnie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy od-
powiednio skonstruowany cigg zbiorow (wypuktych hiperwieloscianéw) w przestrzeni
Rn ma granice. Analizowany cigg hiperwieloScianéw otrzymywany jest przez transfor-
macje liniowe oraz operacje wyznaczania powtok wypuktych zbioréw. Aby twierdzenie
to zastosowa¢ do uktadu z czasem ciggtym (0.1), dokonuje sie jego dyskretyzacji z
odpowiednio matym okresem. Zastosowanie opisanej metody jest ograniczone przez
numeryczne aspekty konstrukcji odpowiedniego ciggu hiperwielo$ciandw. Wielokrotne
wyznaczanie powtoki wypuktej zbiorow oraz sprawdzanie warunku zatrzymania (przez
przeglad wzajemnego potozenia wierzchotkéw hiperwielo$cianéw) moze stwarzac¢ duze
trudnos$ci obliczeniowe. Dlatego przyktady numeryczne przedstawiane we wspomina-
nych publikacjach dotycza tylko uktadéw drugiego rzedu. Zatem wydaje sie, ze z ob-
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liczeniowego punktu widzenia przedstawione tu metody majg przewage nad opisy-
wanymi w pracach [8]-[13]. Nalezy jednak pamieta¢, ze konstrukcja ztozonych metod
obliczeniowych jest zawsze zagadnieniem wieloaspektowym i kryje w sobie r6znorodne
mozliwosci modyfikacji. Zastosowanie odpowiednio efektywnych obliczeniowo algoryt-
mow i np. idei jednoczesnego wyliczania powtoki wypuktej oraz sprawdzania warunku
zatrzymania, moze umozliwi¢ konstrukcje metod o wydajno$ci wystarczajgcej do ana-
lizy probleméw w przestrzeni trojwymiarowej. Interesujagce wydaje sie potgczenie idei
skalowania przedstawionej tutaj z metodami transformacji pochodzacymi z prac [16],
[17]. By¢ moze potaczenie tych dwéch podejs¢ mogtoby pozwoli¢ na skonstruowanie
algorytmu, w ktdrym liczba i potozenie wierzchotkéw hiperwieloscianu definiujgcego
funkcje V(x) bytyby dobierane adaptacyjnie (jak wspomniano powyzej). Transforma-
cje liniowe wprowadzatyby nowe punkty do listy wierzchotkéw hiperwieloscianu, nato-
miast, zamiast oblicza¢ powtoke wypuktg w algorytmie, przeprowadzatoby sie operacje
skalowania opisang w punktach 4.4 - 4.6.

Dla uktadéw o rzedzie wektora stanu x rownym dwa istniejg analityczne metody
konstrukcji funkcji Lapunowa V (x), w ktoérych warstwice poszukiwanej funkcji tworzy
sie na podstawie odcinkéw trajektorii uktadow naroznych x = A\x , ..., X — A”X
(por. prace [77] [63]). Aby odpowiednio dobra¢ punkty prztgczania pomiedzy ukta-
dami naroznymi wykorzystuje sie metody optymalizacji dynamicznej. Zaletg tego typu
podejscia jest bardzo wysoka efektywnos$é obliczeniowa. W niektérych sytuacjach moz-
liwe jest wyprowadzenie analitycznych wzoréw na zakresy zmiennosci parametréow, dla
ktorych uktad pozostaje absolutnie stabilny. Na przyktad dla wahadta o zmiennym
potozeniu puktu zawieszenia analizowanego w punktach 2.2.1, 3.5.1 i 4.4.4, opisanego
rownaniem (3.45), mozemy, uzywajac kryterium 2 (c) z pracy [63], uzyska¢ nastepujacy
warunek absolutnej stabilnosci:

re-~-arctg*)< AeMarctg”"j (4 2?9)
gdzie
A= (4.280)
&= \/(l ~ C2)w0 + amm, (4.281)
* = "T" amaxi (4.282)
6- \/{I- C2K + dmax (4.283)

oraz istotne jest zatozenie 0 < ( < 1. Wykorzystujagc przedstawiony warunek mo-
zemy sprawdzi¢, ze przy amin = 0 uktad (3.45) pozostaje absolutniestabilny dla

amax <1.2931oraz istnieje dla niego strategia destabilizujgca przyamax > 1.2931.
Jest to wynik doktadniejszy od poprzednio tu opisywanych. Wadg wspomnianych me-
tod analitycznych jest ograniczenie tylko do uktadéw drugiego stopnia oraz koniecz-
nos$¢ przyjmowania szczeg6towych zatozeh dotyczacych maksymalnych i minimalnych
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wartosci parametrow dla wyprowadzenia warunkéw stabilnosci. Powoduje to, ze na-
wet dla przypadku uktadéw drugiego stopnia przypadki bardziej ztozonej zmiennosci
parametrow sg raczej trudne do przeanalizowania.

Mozna takze wspomnie¢ o szeregu innych rezultatéw, polegajacych na zastosowaniu
funkcji definiowanych nieparametrycznie do probleméw modelowania analizy i projek-
towania uktadéw dynamicznych. W [8], [9] przedziatami liniowe funkcje stosowano
do zadawania nieliniowych praw sterowania dla liniowych uktadéw z niepewnoscia.
W [42], [68] funkcje przedziatami kwadratowe wykorzystywano do badania stabilnos-
ci uktadéw hybrydowych. Problem badania stabilnosci sprowadzono do poszukiwania
rozwigzania liniowej nieréwnos$ci macierzowej. W pracach [102] [76] do badania stabil-
nosci uktadu liniowego ze zmiennymi w czasie parametrami wykorzystywano funkcje
przedziatami kwadratowe. Wykazano, ze przy ich zastosowaniu uzyskuje sie szersze
zakresy dopuszczalnych zmian parametrow o zakresow uzyskiwanych przy zastosowa-
niu wspolnych kwadratowych funkcji Lapunowa. W artykule [10] funkcji przedziatami
wielomianowych uzyto do syntezy sterowania odpornie stabilizujgcego uktad liniowy
z niepewnos$cig. W pracach [113] i [108] do badania stabilno$ci uktadu liniowego z nie-
pewnoscig wykorzystywano funkcje przedziatami kwadratowe. Problem poszukiwania
funkcji z tej klasy sformutowano jako (wysoko wymiarowe) nieliniowe zadanie opty-
malizacji statycznej.

W artykule [105] do badania absolutnej stabilnosci uktadu liniowego ze zmiennymi
w czasie parametrami uzyto funkcji Lapunowa zadanej wielomianem wysokiego rzedu.



Rozdziat 5

Podsumowanie

W pracy przedstawiono metody analizy stabilnosci uktadu liniowego o zmiennych
w czasie parametrach, opisanego modelem (0.1), (1.1). Przez analize stabilno$ci uktadu
(0.1), (1.1) rozumiano stwierdzenie, ze uktad ten posiada jedng z nastepujacych wia-
snosci: jest absolutnie stabilny, tzn. dla dowolnych zmian parametréw spetniajgcych
(1.1) rozwigzania startujgce z dowolnych warunkéw poczatkowych sg asymptotycznie
stabilne, jest absolutnie niestabilny, tzn. dla dowolnych zmian parametréw spetniaja-
cych (1.1) istniejg warunki poczatkowe takie, ze trajektorie z nich startujgce oddalaja
sie od poczatku uktadu, badz tez istnieje dla tego uktadu strategia destabilizujgca
(stabilizujgca), zdefiniowana przez odpowiednie funkcje opisujagce zmiany parametrow
w czasie. Omowiono podstawowe metody podejscia do rozwazanego problemu oraz po-
rownano mozliwosci ich zastosowania, a takze ztozonos¢ obliczeniowg. Przeprowadzona
analiza prowadzi do nastepujgcej oceny przedstawionych metod badania uktadu (0.1),
(2.2).

5.1. Metody bazujace na teorii Flogueta

Metody bazujace na teorii Flogueta wykorzystuja zatozenie, ze zmiany parametrow
uktadu (0.1) sg dane funkcjami okresowymi. Zatozenie to nie jest istotnym ogranicze-
niem dlatego, ze funkcje okresowe stanowia dostatecznie szeroka klase pobudzen dla
wyczerpujagcego przebadania uktadu (0.1), (1.1). Stosujac te metode wylicza sie wie-
lokrotnie wyktadnik Lapunowa uktadu (0.1), (1.1), odpowiadajacy réznym funkcjom
zadajacym zmiany paramteréw. Oceny dziatania uktadu (0.1), (1.1) dokonuje sie przez
przeglad mozliwie szerokiej klasy pobudzen. W tego typu metodach obliczeniowych
mozna poszukiwacé strategii destabilizujgcej lub stabilizujacej, jak to przedstawiono
w przyktadach z punktéw 2.2.1, 2.2.1, 2.2.3. W przyktadach tych zmieniano okres i
wypetnienie prostokatnego przebiegu zadajacego zmiany parametru.
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O ile wyliczenie wyktadnika Lapunowa uktadu dla jednego, konkretnego przebiegu
zmian parametrow nie nastrecza trudnosci, to dokonanie przegladu wszystkich mozli-
wych pobudzen z zatozonej klasy moze by¢ trudne lub niemozliwe. Trudnos$ci pojawiaja
sie, jesli funkcja zadajgca zmiane parametru uktadu moze mie¢ ztozony przebieg za-
lezny od kilku wspo6tczynnikéw lub jesli w uktadzie wystepuje wiecej niz jeden zmienny
w czasie parametr. Na przyktad dla uktadu regulacji kaskadowej z punktow 3.5.3,.4.7.1,
4.10.3 zmieniajg si¢ dwa parametry k\(t) i k2(t). Uktad ten nie byt analizowany z
wykorzystaniem metod teorii Flogueta, poniewaz efektywne wykonanie odpowiednich
obliczen bytoby bardzo trudne. Gdyby zatozy¢, ze poszukujemy dwéch czestotliwo-
§ci, dwoch wspoétczynnikéw wypetnienia oraz jednego wspotczynnika opisujgcego faze
pomiedzy przebiegami kx(t) i k2(t), to przestrzen pobudzen, ktoérg nalezy przegla-
da¢, staje sie pieciowymiarowa. Przegladanie takiej przestrzeni, a takze zobrazowanie
jego wynikow, jest raczej niemozliwe. Przeglad wszystkich mozliwych pobudzen nie
jest konieczny do zbadania istnienia strategii destabilizujgcej (stabilizujgcej). Istotne
jest tylko maksimum (minimum) na wykresie zalezno$ci wyktadnika Lapunowa od
parametrow pobudzenia. Mozna zatem zamiast przeglagdu stosowac, w potgczeniu z
algortymem obliczania wyktadnika Lapunowa, numeryczne metody optymalizacji sta-
tycznej. Jednak podejscie to czesto jest trudne lub niemozliwe w zastosowaniu, co
zostato zilustrowane obliczeniami w przyktadach analizowanych w rozdziale 2 (punkty
2.2.1, 2.2.3). Otrzymywane w praktycznych obliczeniach wykresy wyktadnika Lapu-
nowa majg wiele maksimow lokalnych, zatem metody numerycznej maksymalizacji
beda czesto dawac¢ bitedne wyniki spowodowane odszukaniem maksimum lokalnego
zamiast globalnego. Istnienie wielu maksimow i miniméw lokalnych na wykresach za-
leznosci wyktadnika Lapunowa od parametréw pobudzenia moze byé spowodowane
mechanizmami analogicznymi do zjawiska rezonansu parametryczengo. Mimo tych
trudnos$ci zaleta podejscia opisanego w rozdziale 2 jest jego prostota obliczeniowa i
przez to tatwo$¢ numerycznej implementacji.

Obok wykorzystywania metod optymalizacji statycznej istnieje takze podejscie po-
legajace na sformutowaniu problemu poszukiwania strategii destabilizujgcej (lub sta-
bilizujacej) dla uktadu (0.1), (1.1) jako zadania optymalizacji dynamicznej. Obiekt
(0.1) traktuje sie wtedy jako uktad biliniowy (por. punkt 1.5.4), tzn. zmienne w czasie
parametry uwaza sie za sygnaty sterujgce. Na przyktad problem poszukiwania stra-
tegii destabilizujacej sprowadza sie do zadania maksymalizacji normy wektora stanu
uktadu na koncu horyzontu sterowania. Wykazuje sie, ze rozwigzujac ten problem
oraz przechodzac z horyzontem sterowania do nieskonczonosci dostaje sie rozwigza-
nie zadania poszukiwania strategii destabilizujgcej. Przy rozwigzywaniu probleméw
optymalizacji dynamicznej mozna zastosowac¢ dwie techniki. Pierwsza z nich wykorzy-
stuje aparat warunkéw koniecznych optymalnosci i najpowszechniej formutowana jest
w postaci zasady maksimum Pontriagina (np. [2], [34]). Jednak proby zastosowania tej
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techniki do praktycznych zadan prowadza do trudnosci podobnych do opisywanych.
Wykorzystywanie warunkéw koniecznych moze prowadzi¢ do wyszukiwania punktow
typu minima (maksima) lokalne, jesli charakter rozwigzywanego problemu nie wy-
klucza istnienia takich punktow. W pracach [28], [29], gdzie wykorzystywano algo-
rytm optymalizacji systemu biliniowego opisany wcze$niej w [61], na podstawie bad*an
numerycznych stwierdzono zalezno$¢ potozenia punktu zbiezno$ci iteracji od zatozo-
nych warunkéw poczatkowych. Sugeruje to istnienie wielokrotnych miniméw lokalnych.
W pracach [89], [90], [92], [93] wykazano analitycznie istnienie dowolnie duzej liczby
rozwiazan w pewnych typach zadan optymalizacji uktadéw bilinowych. Opisano tam
zwigzek tego zjawiska z osobliwoscig problemu optymalizacji. Wykorzystujagc warunki
konieczne optymalnosci mozna natomiast sformutowa¢ pewne uzyteczne twierdzenia,
dotyczace wiasnosci optymalnych trajektorii [121] [21]. Drugie podejscie to wykorzy-
stanie aparatu warunkdéw wystarczajacych, tzn. rbwnania Hamiltona - Jacobiego - Bell-
mana. Stosujac te metode mozna wyznacza¢ minima globalne dla analizowanych zadan
optymalizacji. Obliczeniowe aspekty wykorzystania rownania Hamiltona - Jacobiego -
Bellmana do wyliczania wyktadnikow Lapunowa uktadéw biliniowych przedstawione
sg w pracach [38], [99]. Istniejg analogie pomiedzy rozwigzaniem rownania Hamiltona
- Jacobiego - Bellmana dla pewnych zadan optymalizacji zwigzanych z uktadem (0.1),
(1.1) a funkcjami Lapunowa dla tego uktadu (np. [85, str. 91]).

Interesujgcg dziedzing sg takze analityczne metody badania zachowania sie uktadu
(0.1), (1.1), bazujace na teorii Flogueta. Z wynikéw tych w pracy przedstawiono teorie
rezonansu parametrycznego. Przy zastosowaniu wynikow nalezacych do tej kategorii
napotyka sie na ograniczenia dotyczace struktury uktadu (np. ze musi to by¢ uktad
hamiltonowski) lub ograniczenia rzedu wektora stanu (w metodach bazujacych na
analitycznym wyznaczaniu wyktadniczej funkcji macierzowej).

5.2. Zastosowanie kwadratowych funkcji Lapu-
nowa

Absolutng stabilno$¢ lub absolutng niestabilno$¢ uktadu (0.1), (1.1) mozna udo-
wodni¢ znajdujgc kwadratowg funkcje Lapnowa wsp6lng dla wszystkich uktadéw na-
roznych. Zadanie poszukiwania wspolnej kwadratowej funkcji Lapunowa, zaréwno dla
problemu absolutnej stabilnosci, jak i niestabilno$ci, sprowadza sie do rozwigzania li-
niowej nierownosci macierzowej. Liniowe nierdwno$ci macierzowe mozna efektywnie
rozwigzywac dla uktadow o do$¢ wysokim wymiarze wektora stanu; moze on mie¢ kil-
kanascie a nawet kilkadziesigt wspotrzednych. Jesli analizuje sie uktad ze sprzezeniem
zwrotnym o zmieniajagcym sie w czasie wzmocnieniu, to odpowiednig nierébwno$¢ ma-
cierzowg mozna przeformutowac do postaci kryterium czestotliwosciowego (kryterium
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kota lub jego uogolnienia), bedacego rozszerzeniem klasycznego kryterium Nyquista
stabilnosci liniowych uktadow ze sprzezeniem zwrotnym. W przypadku gdy zmiana
wzmocnienia w torze sprzezenia zwrotnego wynika z istnienia jednoznacznej, nieza-
leznej od czasu nieliniowosci spetniajgcej warunek sektorowy, to jako poszukiwang
wspoélng funkcje Lapunowa mozna zastosowac¢ funkcje typu forma kwadratowa plus
catka z nieliniowosci. Zastosowanie takiej funkcji prowadzi do czestotliwo$ciowego kry-
terium Popova (lub jego uogdlinien). Wielowymiarowe kryterium Popova takze ma
rownowazne sformutowanie w postaci liniowej nierbwnos$ci macierzowej.

Opisywane w rozdziale 3 metody sg najbardziej efektywne obliczeniowo. Pozwalaja
one analizowac przyktady numeryczne, dla ktérych inne metody przedstawione w tej
pracy nie mogtyby byé zastosowane, poniewaz prowadzitoby to do zbyt ztozonych
obliczen.

Jednak zastosowanie kwadratowych funkcji Lapunowa pozwala uzyskaé tylko wy-
starczajace warunki absolutnej stabilnosci lub niestabilno$ci. Warunki te sa nadmia-
rowe w stosunku do rzeczywistych granic dopuszczalnych zmian parametréw. W pracy
tej podano przyktady, gdzie przez zastosowanie wielosciennych lub przedziatami li-
niowych funkcji Lapunowa pozwolito uzyskac lepsze oszacowania dla dopuszczalnych
zakreséw zmian parametrow niz oszacowania wynikajace z wykorzystania kwadrato-
wych funkcji Lapunowa (przyktady w punktach 4.7.1, 4.4.4, 4.7.2, 4.8.8).

5.3. WieloScienne i przedziatami liniowe funkcje
Lapunowa

Zgodnie z wynikami przedstawionymi w rozdziale 4 istnienie wielosciennej funkcji
Lapunowa o postaci (4.128) lub (4.173), wspolnej dla wszystkich uktadéw naroznych,
X = AxX, Xx = A2X,..., Xx = Anx jest warunkiem zar6wno wystarczajacym, jak i ko-
niecznym absolutnej stabilnosci uktadu (0.1), (1.1). Przez zastosowanie odpowiednich
metod w praktycznych obliczeniach udaje sie dowies¢ absolutnej stabilnosci przykta-
dowych uktadéw dla zakres6bw zmian parametrow, ktérych nie rozstrzygajag metody
wykorzystujagce kwadratowe funkcje Lapunowa. Przyktady takie podano w punktach
4.7.1, 4441 4.7.2.

Funkcje Lapunowa definiowane jako przedziatami liniowe mogg przyjmowaé za-
rowno dodatnie, jak i ujemne wartosci. Dzigki temu mozna je zastosowa¢ do badania
zarowno problemu absolutnej stabilnosci, jak i absolutnej niestabilnosci. Z zastosowa-
niem funkcji przedziatami liniowych formutuje sie tylko warunki wystarczajgce abso-
lutnej niestabinosci.

Jednak, takze udaje sie znalez¢ przyktady, gdzie zastosowanie przedziatami linio-
wych funkcji Lapunowa daje oszacowania zakresow zmian parametrow doktadniejsze
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niz otrzymane z zastosowaniem kwadratowych funkcji Lapunowa (przyktad oblicze-
niowy w punkcie 4.8.8).

Z wykorzystaniem funkcji wielosciennych mozna takze stworzy¢ algorytm poszu-
kiwania strategii destabilizujgcych dla uktadu (0.1), (1.1). Algorytm ten opisano w
punkcie 4.9. Dla uktadu regulacji kaskadowej (punkt 4.7.1) zastosowanie tego algo-
rytmu pozwala wyliczy¢ efektywnie strategie destabilizujgcg. Jak juz wspomniano, za-
stosowanie do tego problemu metody bazujacej na twierdzeniu Flogueta bytoby bardzo
trudne.

Zasadniczym ograniczeniem metod wykorzystujacych wielo$cienne i przedziatami
liniowe funkcje Lapunowa jest wymiarowo$¢ wektora stanu analizowanych uktadow
dynamicznych. Wraz ze wzrostem wymiaru wektora stanu liczba wierzchotkéw ($cian)
odpowiednich wieloScianéw wzrasta wyktadniczo, co prowadzi do "eksplozji oblicze-
niowej”. Z wykorzystaniem metod przedstawionych w rozdziale 4 udaje sie efektywnie
analizowa¢ problemy stabilnosci uktadéow (0.1), (1.1), dla ktérych wymiar wektora
stanu wynosi dwa lub trzy.

Jak juz wspomniano, z technika obliczeniowg polegajacag na poszukiwaniu niepa-
rametrycznie definiowanych funkcji Lapunowa spokrewnione jest podej$cie bazujace
na zastosowaniu réwnania Hamiltona - Jacobiego - Bellmana do odpowiednio sfor-
mutowanego problemu optymalizacji dynamicznej. W implementacjach numerycznych
tej metodologii dokonuje sie dyskretyzacji biliniowego uktadu sterowania i w ten spo-
so6b zadanie sprowadza sie do programowania dynamicznego [38]. Tu takze napotyka
sie na trudnosci obliczeniowe analogiczne do opisanych powyzej, polegajace na gwat-
townym wzro$cie ztozono$ci numerycznej wraz ze wzrostem wymiaru wektora stanu
uktadu. W zagadnieniach programowania dynamicznego zjawisko to nazywa sie czesto
“przeklenstwem wymiarowosci”.
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WYBRANE ZAGADNIENIA STABILNOSCI UKLADOW
LINIOWYCH O ZMIENNYCH W CZASIE PARAME-
TRACH

Streszczenie

W niniejszej pracy rozwaza sie problem stabilnosci uktadu liniowego o zmiennych
w czasie parametrach. W modelu analizowanym w pracy parametry zadane sg mierzal-
nymi funkcjami czasu o warto$ciach w zadanych zbiorach wielosciennych. Dla uktadéw
z przedstawionej klasy zagadnienie stabilno$ci rozbija sie na problemy czeSciowe (1)
wykazania stabilnosci bgdz niestabilnosci uktadu niezaleznie od zmian jego parame-
tréw (absolutnej stabilno$ci lub niestabilnosci) oraz (2) znalezienia takich przebiegéw
zmian parametrow w czasie, ktdre stabilizujg badz destabilizujg uktad (strategii sta-
bilizujagcej lub destabilizujgcej).

Przedstawia sie dwa sposoby podej$cia do przedstawionych probleméw. Pierwszy
z nich obejmuje wyniki wywodzace sie z teorii Flogueta. Podstawowym zatozeniem w
tym podejsciu jest okresowo$¢ zmian parametrow w czasie. Drugie podejscie tworzg
metody wykorzystujace twierdzenia teorii stabilnosci Lapunowa. Podstawowa idea po-
lega na dobraniu funkcji Lapunowa, ktérej pochodna wzdtuz trajektorii systemu jest,
niezaleznie od zmian warto$ci parametrow, funkcjg okreslonego znaku.

Przedstawia sie algorytmy numeryczne badania stabilno$ci ukitadu liniowego o
zmiennych parametrach, bazujgce na zastosowaniu twierdzenia Flogueta. Analizuje
sie przyktady obliczeniowe badania absolutnej stabilnosci kilku uktadéw liniowych o
zmiennych parametrach.

Opisuje sie podstawowe wyniki zastosowania jako poszukiwanej funkcji Lapunowa
formy kwadratowej. W najogéiniejszym przypadku sprowadzajg sie one do problemow
rozwigzywania liniowych nieréwnos$ci macierzowych. Przedstawia si¢ takze czestotliwo-
Sciowe warunki absolutej stabilno$ci, obowigzujgce dla uktadéw regulacji automatycz-
nej, w ktérych zmiana parametrow wynika ze zmiany wzmocnieri elementéw sprzezenia
zwrotnego. Przedstawione wyniki ilustruje sie przyktadami obliczeniowymi. Zastoso-
wanie kwadratowych funkcji Lapunowa jest podejsciem najbardziej efektywnym obli-
czeniowo, jednak warunki uzyskiwane tg drogg sag tylko warunkami wystarczajgcymi.

Omawia sie tez wyniki uzycia jako funkcji Lapunowa, funkcji definiowanych niepa-
rametrycznie, wielosciennych oraz przedziatami liniowych. Zastosowanie takich funkcji
Lapunowa umozliwia sformutowanie zaréwno warunkdéw wystarczajacych, jak i ko-
niecznych absolutnej stabilnosci uktadéw liniowych o zmieniajgcych sie w czasie para-
metrach. Przedstawia sie algebraiczne kryteria wynikajace z zastosowania jako funkcji
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Lapunowa funkcji wielosciennych oraz przedziatami liniowych. Analizuje sie szereg
przyktadéw numerycznych badania stabilnosci uktadéw liniowych o zmiennych w cza-
sie parametrach z wykorzystaniem wyprowadzonych wynikéw.

STABILITY OF LINEAR SYSTEMS WITH TIME VARY-
ING PARAMETERS - SELECTED TOPICS

Summary

In this book the problem of stability of a linear system with time - varying para-
meters is considered. In the analyzed model the parameters are given by measurable
time functions with values belonging to given polyhedral sets. For systems from the
assumed class the stability problem is decomposed into subproblems (1) of proving sta-
bility or instability of the system for all possible parameter changes (absolute stability
or instability) (2) of finding such time functions defining parameter changes which
will ensure stabilization or destabilization of the system (stabilizing or destabilizing
strategies).

Two approaches to the introduced problems are presented. The first one includes
results of Floquet theory. The main assumption in this approach is periodicity of
parameter time changes. The second approach includes methods utilizing theorems
from Lyapunov stability theory. The main idea is in fitting a Lyapunov function,
which derivative along system trajectories is a definite function for all possible system
parameter changes.

Numerical algorithms for analyzing linear time - varying system stability, based on
Floquet theorem are presented. Computational examples of absolute stability analysis
for linear systems with time varying parameters are given.

Basic results of application of the quadratic form as a Lyapunov function can-
didate are described. In the most general form absolute stability conditions lead to
problems of solving linear matrix inequalities. Frequency domain absolute stability
conditions, related to feedback systems with parameter change defined by time vary-
ing gains in the feedback loop, are also presented. The described results are illustrated
by computational examples. Application of quadratic Lyapunov functions is the most
numerically efficient approach. However, the obtained absolute stability conditions are
only sufficient.

The results of using non - parametric Lyapunov function candidates, polyhedral or
piecewise linear, are discussed. Applying such Lyapunov functions enables formulation
of conditions which are both sufficient and necessary for absolute stability of linear
systems with time varying parameters. Algebraic criterions which follow from using
polyhedral or piecewise linear functions as Lyapunov function candidates, are presen-
ted. Several numerical examples of stability analysis of linear time varying systems are
shown which apply the introduced methods.






