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W stęp

P rzedm io tem  niniejszej pracy są zagadnienia zw iązane ze stab ilnością układów  opi­
sywanych przez liniowe rów nania różniczkowe o zm iennych w czasie w spółczynnikach. 
M odele badanych układów  w ykorzystujące zapis w postaci rów nań s ta n u  m ożna przed­
staw ić następująco:

x =  A( t)x.  (0.1)

W  przedstaw ionym  wzorze x 6  BJ1 jest n-wym iarow ym  w ektorem  stanu , A(t)  €  Rnxn 
- zm ienną w czasie m acierzą stanu.

G dy m acierz stanu  je st s ta ła  i znana (A ( t ) — A — const), to  (0.1) redukuje się 
do uk ładu  równań różniczkowych liniowych o sta łych  w spółczynnikach, d la  którego 
istnieje kom ple tna teo ria  stabilności (np. [46], [45], [25], [23]).

Jeśli przebiegi czasowe opisujące zm iany param etrów  są znane (znana je st funkcja 
A(t)) ,  to  m ożna, czasem  analitycznie, a zawsze num erycznie, w yznaczyć rozwiązanie 
dla dowolnego w arunku początkowego x(to) i w ten  sposób zbadać własności układu 
(0.1). D la zm ian param etrów  opisywanych przez funkcje okresowe istn ie ją  ponadto  
tw ierdzenia wiążące stabilność z w artościam i w łasnym i pew nych, możliwych do num e­
rycznego w yznaczenia, m acierzy (m acierzy m onodrom ii). T w ierdzenia tak ie  uzyskuje 
się na bazie teorii F lo ąu e ta  (np. [25], [23], [129]).

Znajom ość dokładnych przebiegów czasowych funkcji opisujących zm iany param e­
trów  często jednak  nie m oże być p rzy ję ta  za w iarygodne założenie przy opracowywa­
niu m odelu uk ładu  dynam icznego. W  celu zbadania własności uk ładu  lub poprawności 
konstrukcji konieczne okazuje się przeanalizow anie zachow ania się uk ładu  nie d la  jednej 
funkcji, lecz d la  całej klasy (rodziny) funkcji opisujących dopuszczalne zm iany param e­
trów. P rzy  tym , klasa tych funkcji może być definiowana w różny sposób, co prowadzi 
do różnego typu  problem ów. P roblem y tak ie m ogą być już  znacznie trudniejsze do 

rozw iązania zarówno analityczego, jak  i num erycznego. W iedza o w łasnościach tego 
ty p u  układów  je st bardziej ograniczona, a szereg zagadnień pozosta je  nadal otw ar­
tych. B adanie takich  układów  je st jednym  z ważnych kierunków współczesnej teorii 
system ów. Poświęcona je st im  obszerna lite ra tu ra , m iędzy innym i w ym ienione poniżej 
m onografie lub ich fragm enty.

W  [129], [25], [23], [67], [52], [1] m ożna znaleźć wyniki dotyczące stabilności układu 
(0.1), bazujące n a  zastosowaniach teorii F loąueta. U kłady o zm iennych param etrach
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m ożna m odelow ać w postaci inkluzji różniczkowych, k tó rym  pośw ięcone są p race [3], 
[4], [122]. Zastosow ania teorii stabilności Lapunow a do bad an ia  układów  ze zm iennym i 
param etram i opisane są w [25], [23], [39], [83], [107]. W  [61] (zob. także arty k u ły  [38], 
[99], [121]) p rzedstaw ia się w ykorzystanie do analizy w łasności uk ład u  (0.1) m etod  
optym alizacji dynam icznej.

Rozwój m etodologii badań  uk ładu  (0.1) inspirow any je s t przez szereg różnorod­
nych zastosowań. Do najsta rszych  należą teo ria  d rgań [67] oraz teo ria  układów  Hamil- 
tonowskich w m echanice [129]. G łównym  podejściem  stosow anym  w tych dziedzinach 
je st w ykorzystanie teorii F lo ąu e ta  i różnorodnych wyników analitycznych  n a  jej bazie 
wyprow adzanych. Szeroki obszar badań  nad  w pływ em  zm ian  param etrów  n a  w łasnoś­
ci system u (0.1) stanow ią uk łady  sterow ania au tom atycznego , om aw iane np. w [109], 
[49], [98] [61], [119], [58], [35], [51]. S tosuje się tu  różnorodne m etody, m iędzy innym i 
teorię stabilności Lapunowa, m etody  częstotliwościowe, a  także  w yniki ogólnej teorii 
system ów  oraz analizy funkcjonalnej. Te o sta tn ie  pozw alają badać stab ilność uk ła­
dów nieskończenie w ym iarow ych, np. system ów  z opóźnieniam i lub linii długich [51], 
[35]. W  teorii sterow ania autom atycznego ważne m iejsce za jm uje  tak że  badanie s ta ­
bilności układów  postaci (0 .1) o bardzo wolno zm iennych p aram etrach  lub też rodzin 
n iezm iennych w czasie układów liniowych, k tórych p aram etry  p rzeb iega ją  pew nien za­
kres. Takie problem y m ożna uważać za gran iczną postać powyżej opisyw anych. W yniki 
z tej dziedziny m ożna znaleźć w [6], [20].

W  niniejszej pracy omówiony je st pewien w ybór zagadnień poruszanych  w lite ra­
turze. W iększość wyników dotyczy konkretnego m odelu zm ian param etrów  w czasie 
dokładniej opisanego w następnym  rozdziale. W  m odelu ty m  p a ra m e try  zadane są 
m ierzalnym i funkcjam i czasu o w artościach w pewnych zadanych zbiorach wielościen­
nych. D la układów  z przedstaw ionej klasy bada  się podstaw ow e zagadnien ie stabilności 
uk ładu  (0.1). W  aspekcie możliwości zm ian param etrów  w czasie zagadnienie s tab il­
ności rozb ija  się n a  następu jące problem y częściowe. D la jakiej k lasy funkcji lub dla 
jakiego zakresu dopuszczalnych zm ian param etrów  uk ład  (0 .1) zawsze pozosta je  s ta ­
bilny (n iestabilny) ? D la jak ich  zm ian (przebiegów czasowych) param etrów  układu 
(0 .1) następu je  u tr a ta  stabilności ?

Rozważa się dw a sposoby podejścia do przedstaw ionych problem ów . Pierw szy z nich 
obejm uje w yniki wywodzące się z teorii F loąueta . Podstaw ow ym  założeniem  w tym  
podejściu je s t okresowość zm ian param etrów  w czasie. Z prak tycznego  p u n k tu  widze­
n ia założenie o okresowości nie je s t jednak  ograniczeniem  d la  uzyskiw anych rezu ltatów , 
d latego że sygnały  okresowe stanow ią bardzo szeroką klasę pobudzeń. D rugie podejście 
tw orzą m etody  w ykorzystujące tw ierdzenia teorii stabilności Lapunow a. Podstaw ow a 
idea polega n a  dobraniu  takiej funkcji (funkcji Lapunow a), k tórej pochodna w zdłuż tra ­
jek to rii system u (0.1) je s t, niezależnie od zm ian wartości param etrów  zadanych przez 
A(t) ,  funkcją określonego znaku. Najwięcej rezultatów  publikow anych w lite ra tu rze  do­
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tyczy funkcji Lapunow a zadawanych przez formy kw adratow e lub form y kw adratow e z 
dodatkow ym i składnikam i całkowymi. S tosuje się także funkcje Lapunow a zadawane 
nieparam etrycznie, przez norm y lub funkcje indukow ane zbioram i wielościennymi, a 
także przez funkcje definiowane przedziałam i.

P rzedstaw ia  się także pewne wyniki dotyczące innych m odeli zm ian param etrów  
układu  (0.1) niż podstawowy m odel założony w pracy. W  ich skład  w chodzą tw ierdze­
n ia teorii rezonansu param etrycznego oraz m etoda  Popova. W yniki teorii rezonansu 
param etrycznego  pozw alają skom entować i uzasadnić pew ne własności zaobserwowa­
nych zależności w ykładnika Lapunowa uk ładu  od param etrów  pobudzenia. Z kolei ar­
gum entem  za przedstaw ieniem  tw ierdzenia Popova je s t sposób jego w yprow adzenia (z 
zastosow aniem  funkcji Lapunowa) analogiczny do m etod  zaprezentow anych w pracy, a 
także możliwość zobrazow nia wpływu intensywności pobudzenia param etrycznego  na 
w arunki stabilności uk ładu  (0 .1).

W  pracy, opisując m etody badan ia  uk ładu  (0.1), s ta rano  się przeanalizow ać specy­
fikę oraz zakres stosowalności różnych podejść. P rzedstaw iono sy tuacje, gdy zastosowa­
nie różnych m etod  daje  równoważne rezultaty . D la przykładow ych zadań wykonywano 
obliczenia num eryczne i sym ulacje ilustru jące opisywane m etody. A nalizę przykładów 
obliczeniowych realizowano z w ykorzystaniem  oprogram ow ania do obliczeń naukowych 
i inżynierskich, przede w szystkim  ze środowiska M atlab  - Sim ulink. W ykorzystyw ano 
także specjalistyczne oprogram ow anie przeznaczone do rozw iązyw ania dużych proble­
mów program ow ania liniowego. S tarano  się te  sam e p rzykłady  kontynuow ać przez kilka 
rozdziałów , co u ła tw ia  w yrobienie sobie poglądu na zalety  i wady opisyw anych podejść, 
a  także pozw ala porównać różne m etody. A naliza obliczeniowa zwykle pozw ala głębiej 
zrozum ieć rozważany problem , a niejednokrotnie dostrzec nowe fak ty  i prawidłowości. 
D aje dośw iadczenia dotyczące stopnia trudności problem ów  i złożoności obliczeniowej 
algorytm ów . Um ożliw ia porównywanie różnych m etod. Pokazuje też popełn iane błędy.

Część z przedstaw ionych m etod  analizy stabilności uk ładu  (0.1) pochodzi z orygi­
nalnych publikacji au to ra  pracy. Należą do nich przede w szystkim  rezu lta ty  p rzedsta­
wione w rozdziale czw artym , dotyczące zastosow ania funkcji wielościennych oraz prze­
działam i liniowych. Zebranie i usystem atyzow anie wyników kilku publikacji pozwoliło 
na stw orzenie kom pletnej m edotologii obliczeniowej badan ia  uk ładu  (0 .1). Stworzona 
m etodologia je s t p raktycznym  rozwinięciem tw ierdzeń sform ułow anych po raz pierw ­
szy przez M ołczanowa i Piatnickiego [115], [116], [62]. W  oryginalnych sform ułowa­
niach tw ierdzenia te  prowadziły do m acierzowych warunków algebraicznych, których 
nie udaw ało się p raktycznie sprawdzać. W  publikacjach [70]-[74] p rzedstaw ione zostały 
m etody, k tóre pozw alają num erycznie weryfikować w arunki M ołczanow a i P iatnickiego 
(oraz ich rozw inięcia), a także wyznaczać na ich podstaw ie odpow iednie wielościenne 
lub przedziałam i liniowe funkcje Lapunowa. W prowadzone m etody  num eryczne głów­
nie w ykorzystu ją algorytm  program ow ania liniowego. U kład pracy  oraz przebadanie
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szeregu przykładów  obliczeniowych pozw alają w w yczerpujący sposób porów nać pro­
ponow ane m etody  obliczeniowe z innym i podejściam i znanym i z litera tu ry .

U kład p racy  je s t następujący. W  rozdziale pierw szym  zebrane są zagadnien ia w pro­
w adzające do dalszej p rob lem atyki. O pisany je s t m odel zm ian param etrów  w ykorzy­
styw any w pracy  oraz sform ułow ana jest lis ta  problem ów  rozw ażanych w pracy. Podane 
są także p rzyk łady  m odelow ania układów  fizycznych, k tó re  zaw ierają  zm ienne w cza­
sie param etry . W ażna część przedstaw ionych przykładów  dotyczy zm ian  param etrów  
w uk ładach  sterow ania. W  rozdziale drugim  om aw ia się zastosow anie teorii F lo ąu e ta  
do b ad an ia  stabilności układów  o okresowo zm iennych p aram etrach . W  rozdziałach 
trzecim  i czw artym  analizuje się stabilność uk ładu  (0.1) z zastosow aniem  funkcji La- 
punowa. R ozdział trzeci poświęcony je st kw adratow ym  (param etrycznym ) funkcjom  
Lapunowa. Przedstaw iono tu  także zw iązane z ty m  podejściem  w arunki częstotliw oś­
ciowe stabilności. W  rozdziale czw artym  om aw ia się n ieparam etryczn ie  definiowane 
funkcje Lapunow a, zadaw ane w postaci funkcji w ypukłych, norm , funkcji indukow a­
nych przez hiperw ielościany, a także funkcji p rzedzia łam i liniowych.

W  pracy stosuje się standardow y system  oznaczeń.
A uto r dziękuje osobom , k tó re  przez dyskusje i k ry tykę p rzyczyniły  się do roz­

w inięcia i usystem atyzow ania rezu ltatów  sk ładających  się n a  n in ie jszą pracę: prof. R. 
Gessingowi, prof. A. Swierniakowi, prof. K. W ojciechowskiem u, dr. hab . Z. D udzie oraz 
w szystkim  pracow nikom  Zakładu Teorii S terow nia In s ty tu tu  A u tom atyk i Politechniki 
Śląskiej.

A u to r w yraża również wdzięczność opiniodaw com  niniejszej p racy  prof. J . Kudre- 
wiczowi oraz dr. hab. P. G rabow skiem u za  opracow anie w nikliw ych recenzji, wiele 
ważnych uwag m erytorycznych, zwrócenie uwagi n a  nieznane wcześniej autorow i po­
zycje literaturow e, a także wskazanie szeregu błędów oraz niejasności w pierwszej wersji 
m aszynopisu.

A utor sk łada też podziękow ania P ani R edak to r serii A u tom atyka  Zeszytów  N auko­
wych Politechniki Śląskiej d r inż. A. Skrzywan-Kosek za wiele cennych uwag redak­
cyjnych.

Końcowe e tapy  pracy były finansowane przez K om ite t B adań  N aukow ych, czę­
ściowo z g ran tu  K BN  8 T  11A 012 19, a  częściowo z prac BW .

R ozd zia ł 1

U k ład y  liniow e o zm iennych  w  
czasie param etrach

R ozdział ten  poświęcony jest zebraniu pojęć i problem ów, k tó re  stanow ią wspólną 
bazę d la dalszej części pracy. Definiuje się tu  stosowany dalej m odel zm ian param etrów  
w czasie oraz form ułuje się analizowane w dalszych rozdziałach pracy  problem y. P rzed­
staw ia się także przykłady m odeli układów , w których  w ystępu ją zm ienne w czasie 
param etry . P rzyk łady  te  ilu stru ją  różne m echanizm y prow adzące do zm ian param e­
trów  w układach liniowych oraz pozw alają zinterpretow ać znaczenie form ułowanych 
problem ów.

1.1. M o d el zm ian  param etrów  w  czasie

Elem enty  m acierzy A( t)  we wzorze (0.1) zależą od czasu. Z ak łada się, że zm iany 
tych elem entów w czasie opisane są funkcjam i m ierzalnym i tak im i, że ich wartości 
należą do pewnego znanego zbioru, tzn . dla każdej chwili czasu t zachodzi:

A(t) €  A. (1.1)

P rzy jm uje się (por. np. [14, str. 61]), że zbiór A C 1Rnxn, definiujący m ożliwe zakresy 
zm ian param etrów , je s t następującym , w ypukłym  hiperw ielościanem :

A={A:A = £;AiQi}, (1.2)
1=1

N

a ,  > 0 ,  £ a ,  =  l .  (1.3)
1=1

Inaczej m ówiąc, is tn ie ją  m ierzalne funkcje ai(< ) >  0, . . . ,  c*jv(i) >  0, J2iL\ <*»'(*) =  1 
takie, że

A (i) =  £ > < * ,(< ) .  (1.4)
1 = 1
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M acierze Ai,  i — 1 , 2 , . . .  N  nazyw ają się macierzami narożnymi,  n a to m iast układy 
liniowe

i  — A{X, (1-5)

i =  1 , 2 , . . .  N  nazyw am y układami narożnymi.  H iperw ielościan A  C R nxn je s t powłoką 
w ypukłą ([37, str. 14]) m acierzy narożnych Ai, i =  1 ,2 , . . .  7V.

N a ogół w rozw ażanych problem ach tylko część z elem entów  m acierzy  A(t )  może 
zm ieniać się w czasie, resz ta  na tom iast pozostaje sta ła . Jeśli liczba zm ieniających się w 
czasie elem entów  m acierzy A( t)  wynosi K  ( K  <  n2), to  n a tu ra ln e  je s t zawężenie prze­
strzen i, k tórej podzbiorem  je st A,  do przestrzeni R K , tzn ., jeśli przez a{t)  oznaczym y 
w ektor zm ien iająch  się param etrów  uk ładu  (0 .1), w ybranych z elem entów  m acierzy 
A( t) ,  a{t)  =  [a j(< ),. . .  aK (t)]T, to  m am y:

N
a(t)  6  A  =  {a : a =  ^ a . a j ,  ( 1.6 )

i=1
N

a (t) =  S a «a ' ( 0 .  (1-7)
*=1

przy czym  przedstaw ienie (1.6) lub (1.7) w ynika z (1.2) lub  (1.4); w ierzchołki a, są 
w ektoram i zbudow anym i z odpow iednich elem entów  m acierzy  narożnych Ai,  a  w spół­
czynniki a ,  i funkcje a, ( t )  są jednakow e odpow iednio w (1.2) i ( 1.6) oraz w (1.4 ) i
(1.7).

P rzy zadanym  przebiegu A ( t ) spe łn ia jącym  (1.1) zawsze m ożna znaleźć funkcje 
oti(t), w ystępujące w przedstaw ieniu (1.4) i (1.7). Jeśli hiperw ielościan (1.6) je s t sim ­
pleksem , tzn . N  =  K ,  to  łatw o n a  podstaw ie (1.6) wyliczyć:

a( t )  =  ^  ..  . a N]- 1a ( t) , (1.8)

gdzie a ( t ) =  [a! (< ) . . .  a jv (i)]T, a [ a i . . .a jv ]  je s t m acierzą zbudow aną z kolum n
a i . . .  aN .

O gólnie na to m iast, funkcje te  nie są wyznaczone jednoznacznie. Aby efektyw nie 
wyliczyć funkcje a«(t) d la  zadanego przebiegu a(t),  m ożna dokonać (n iejednoznacz­
nie w yznaczonej) dekom pozycji sym plicjalnej h iperw ielościanu (1.6) [31] (podzia łu  na 
sim pleksy), a  następn ie  d la  każdego sim pleksu stosować wzór (1.8).

1.2. D efin icje  sta b iln o śc i

U kłady  o zm iennych w czasie param etrach  w ykazują bardziej złożone typy  zacho­
wań od układów , k tórych p aram etry  są stałe . Aby je  scharakteryzow ać w prow adza
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się odpow iednie definicje stabilności, niestabilności i destab ilizacji, k tóre podajem y 

poniżej.
D e fin ic ja  1. (A bsolu tna stabilność [116], [109]). U kład (0.1), (1.1) nazyw a się 

absolutnie stabilny, jeśli, przy ustalonym  to, d la każdej funkcji A( t)  z klasy (1.1) zerowy 
punkt równowagi rów nania (0.1) jest globalnie asym pto tycznie stab ilny  i, dodatkowo, 
stabilność ta  je s t jed n o sta jn a  ze względu na możliwe A( t)  z klasy (1.1). Inaczej mówiąc, 
dla dowolnej funkcji A( t)  spełniającej (1.1) zachodzi:

Ve>o3{>o || x0 | |<  6 =H| x ( t ; t 0, x o) ||<  £, d la  t  >  t 0 (1.9)

oraz
V£>oVIO3x>0V(>ło+T || x(t,tQ,xo'j  | |<  6 , (1.10)

gdzie x{t\  to, xo) oznacza w artość w chwili t takiego rozw iązania, k tó re  d la  t0 przyjm uje 
wartość Xq. Jednostajność ze względu n a  możliwe A( t)  z klasy (1.1) oznacza, że liczby 
6 i T  w powyższych warunkach nie zależą od A(t) .

W arunkiem  koniecznym  absolutnej stabilności je s t, aby w szystkie m acierze narożne 
Ai, i =  1,2.. . ,  N  były m acierzam i asym ptotycznie stabilnym i.

D e fin ic ja  2. (A bsolutna niestabilność [117]). U kład (0.1), (1.1) nazyw a się abso­
lutnie niestabilny,  jeśli, przy ustalonym  to, d la  każdej funkcji A( t)  z klasy (1.1) zerowy 
punkt równowagi rów nania (0.1) je s t n iestabilny jednosta jn ie  ze względu na możliwe 
A(t)  z klasy (1.1). Inaczej mówiąc, d la  dowolnej funkcji A(t)  spełn ia jącej (1.1) zacho­
dzi:

3£>oVi>o3 ||x(to)||<j 37->o || x( t 0 +  T\ to ,xo)  | |>  e. (1-11)

Jednostajność ze względu na możliwe A(t)  z klasy (1.1) oznacza, że liczby e i T  w 
powyższych w arunkach nie zależą od A(t).

W arunkiem  koniecznym  absolutnej niestabilności je s t, aby w szystkie uk łady  na­
rożne x — AiX były niestabilne.

A bsolu tna stabilność i abso lu tna niestabilność nie w yczerpują klasyfikacji możli­
wych zachowań układu  (0.1). W prow adza się zatem  kolejne definicje.

D e fin ic ja  3 (a ) . M acierzowa funkcja Ad{t)  nazyw a się strategią destabilizującą dla 
uk ładu  (0.1), jeśli A<ł(t) należy do klasy (1.1) oraz zerowy p u n k t równowagi układu 
(0.1) z A( t)  =  Ad(t)  je s t jednosta jn ie  niestabilny.

D e fin ic ja  3 (b ) . M acierzowa funkcja A,( t )  nazyw a się strategią stabilizującą dla 
uk ładu  (0.1), jeśli A s( t ) należy do klasy (1.1) oraz zerowy p u n k t równowagi układu 
(0.1) z A(t)  =  A , ( t )  je s t jednosta jn ie  asym ptotycznie stabilny.

Istnienie strateg ii destabilizującej wyklucza abso lu tną stabilność. Podobnie, istn ie­
nie strateg ii stabilizującej wyklucza absolutną niestabilność. W arunkiem  w ystarcza ją­
cym  istn ienia strateg ii destabilizującej dla (0.1), (1.1) je s t n iestabilność któregokolwiek 
z układów  narożnych (1.5). Podobnie, w arunkiem  w ystarczającym  is tn ien ia  strateg ii 
stabilizującej je s t asym pto tyczna stabilność któregokolwiek z układów  narożnych (1.5).
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1.3. S form u łow an ie  rozw ażanych  p rob lem ów

W ykorzystu jąc  w prowadzone określenia sform ułujem y problem y, k tórych  rozwią­
zyw aniu pośw ięcone są dalsze rozdziały pracy:

1. W ykazać ab so lu tn ą  stabilność lub znaleźć s tra teg ię  destab ilizu jącą  d la  uk ładu  li­
niowego o zm iennych w czasie param etrach  (0.1), (1.1).

2. W ykazać abso lu tn ą  n iestabilność lub znaleźć s tra teg ię  s tab ilizu jącą  d la uk ładu  li­
niowego o zm iennych w czasie param etrach  (0 .1), (1.1).

P rzedstaw iane dalej m etody  i rezu lta ty  będą  analizow ane pod  kątem  przydatności 
oraz efektyw ności ich zastosow ania w rozw iązyw aniu powyższych problem ów.

1.4. In k lu zje  różn iczkow e

P rzy  przy ję tych  założeniach dotyczących zm ian  param etrów  w czasie uk ład  (0.1),
( 1.1) je s t równoważny z m odelem  zadaw anym  przez liniową inkluzję różniczkow ą [3], 
[4], [111], [122]. M odel w postaci liniowej inkluzji różniczkowej je s t następujący:

x{t )  <E A( x) ,  (1.12)

gdzie zbiór A ( x )  zdefiniowany je s t jako:

N  N

A( x)  =  { ^ a . A . z  : a,- >  0 , =  1}. (113 )
i=l 1=1

Przez rozw iązanie inkluzji różniczkowej rozum ie się abso lu tn ie c iąg łą funkcję x( t)  taką, 
k tó ra  spe łn ia  (1.12) d la  praw ie w szystkich t >  0 .

Teoria inkluzji różniczkowych dostarcza wielu tw ierdzeń dotyczących istn ien ia  i 
własności ich rozw iązań. D la rozważanych w tej p racy  problem ów  is to tn e  i interesujące 
są następu jące  wyniki.

Tw ierdzenie o param etryzacji [4, tw ierdzenie 2.1.1, str. 26] zapew nia równoważność 
zbioru rozw iązań uk ładu  opisanego przez (0.1), ( 1.1) z rozw iązaniam i u k ładu , w k tórym  
p aram etry  m ogą dodatkow o zależeć od stanu  x ( t ), opisanego rów naniem :

x(t)  =  A ( t , x )x ( t ) ,  (1.14)

przy czym  w artości funkcji określających zm iany param etrów  A ( x , t )  należą do tego 
sam ego zb ioru  A,  do którego należą p a ram etry  uk ładu  (0.1). Dzięki tem u  m ożna uproś­
cić analizę uk ładu  (1.14) zaniedbując zależność param etrów  od s tan u  x( t)  układu.
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T w ierdzenie o relaksacji [4, tw ierdzenie 1.3.5, s tr. 14] pozw ala sprow adzić inkluzję 

różniczkową

x ( t ) e f ( x , t ) ,  (1-15)

gdzie T  : R n x [0 ,oo) 9 (x , t ) —► T { x , t )  €  2H” do postaci:

x{t)  €  ćó[F(x, t )] ,  (1-16)

gdzie ćo[F(x, t ) \  oznacza dom knięcie powłoki w ypukłej zbioru T { x ,  t).  Ink luzja (116) 
reprezen tu je inkluzję (115 ) w tym  sensie, że zbiór w szystkich jej tra jek to rii (rozwią­
zań) je s t gęsty w zbiorze rozw iązań inkluzji (1.15). Z tw ierdzenia o relaksacji wynika, 
że przy ję ty  wielościenny opis zbioru m ożliwych wartości param etrów  pozw ala repre­
zentować szerszą klasę zakresów zm ian param etrów , obejm ującą tak ie  zbiory, których 
powłoki w ypukłe są  hiperw ielościanam i.

1.5. M od elow an ie  uk ład ów  o zm ien n y ch  w  czasie  
param etrach

U kłady, k tó re  m ożna opisać stosując m odel (0.1), m a ją  duże znaczenie w wielu za­
stosowaniach. W  punkcie tym  podam y przykłady tak ich  układów . P rzyk łady  te  będą 
ilustracją  możliwości sprow adzenia modeli układów  fizycznych do postaci, k tó rą  anali­
zuje się w tej pracy  oraz pozwolą zinterpretow ać sform ułow ane problem y. Będą także 
w ykorzystyw ane w obliczeniach w dalszych rozdziałach.

1.5.1. Obwód RLC

Za p racą [52, s tr. 118] rozważmy obwód elektryczny R L C ,  przestaw iony na rys.
1.1, w k tó rym  pojem ność, indukcyjność i oporność m ogą zm ieniać się w czasie. P rzy 
stałych param etrach , niezerowej oporności i b raku  źródeł, p rąd  i napięcie w układzie 
po pew nym  czasie wygasną od dowolnych warunków początkow ych do zera. Jednak 
zm iana w czasie param etrów  obwodu m oże w ym agać w ydatkow ania energii, k tó ra  
m usi przenosić się do obwodu. M ożna zatem  rozważać następu jący  problem : czy przez 
zm iany w czasie wielkości L(t) ,  C( t )  i R( t)  m ożna spowodować n iestabilność zerowego 
p unk tu  równowagi uk ładu  z rys. 1.1 Inaczej mówiąc: czy przez zm iany  L{t) ,  C( t)  i 
R(t)  m ożna spowodować narastan ie p rądu i( t)  i napięcia u(t)  w obwodzie. Jeśli przy 
założonych dopuszczalnych zakresach zm ian param etrów  nie je s t to  możliwe, to  układ  
z rys. 1.1 je s t absolutn ie stabilny. Jeśli istn ieją  funkcje czasu L(t ) ,  C ( t )  i R( t) ,  k tóre 
pow odują narastan ie  p rądu  i(t)  i napięcia u(t) ,  to  za d a ją  one s tra teg ię  destabilizującą.
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R(t)

u(t)

i(t)

Rys. 1.1. Obwód R L C  o zmieniających się w czasie parametrach  
Fig. 1.1. R L C  circuit with time-varying parameters

R ów nania opisujące obwód z rys. 1.1 m a ją  postać:

j t [L{t)i{t)\  =  —R( t ) i ( t )  — u(t) ,  (1.17)

j t [C{t)u{t)]  =  i( t) .  (1.18)

S tąd , przy  założeniu, że funkcje L, C,  i oraz u należą do C^O, oo), dosta jem y:

+  (1.19)

uW ^ C ( t )  +  C { t ) ^ u ( t )  =  i{t).  ( 1.20)

W  rów naniach (1.17)-(1.20), obok zależnych od czasu param etrów , L(t )  i C( t) ,
w ystępują również pochodne funkcji L(t)  i C{t) .  Celowe je s t poszukiw anie takiego
opisu, w k tó rym  m ożna usunąć składniki zaw ierające pochodne funkcji L(t )  i C(t) .  
P rzy  założeniu, że w artości L(t)  i C( t )  są ograniczone od dołu  i góry

Lmin < m  — ^ m o r  ( 1 . 2 1 )

Cmin <  C( t )  <  Cmax (1.22)

oraz, że w artości Lmin, Lmax, Cmin i Cmax są  dodatn ie  (z fizycznego p u n k tu  w idzenia 
je s t to  n a tu ra ln e  założenie), m ożna zapisać rów nania m odelu  uk ład u  z rys. 1.1 w 
postaci:
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m  =  L(t ) i { t ) ,  (1.25)

q(t) =  C( t )u( t ) ,  (1.26)

gdzie jako nowych w spółrzędnych stanu  używa się ładunku  n a  kondensatorze q( t ) oraz 
strum ien ia m agnetycznego <j>(t) w cewce (są to  kanoniczne w spółrzędne H am iltona). 
Na podstaw ie założenia (1.21), (1.22) stabilność uk ładu  (1.19), (1.20) je s t równoważna
ze stabilnością uk ładu  (1.23), (1.24). W  otrzym anych rów naniach (1.23), (1.24) nie
w ystępują pochodne funkcji L(t)  i C(t) .

1.5.2. W ahadło

N a rys. 1.2a przedstaw iono w ahadło o zm ieniającej się w czasie długości, a  na rys. 
1.2b - w ahadło o zm ieniającym  się, pod wpływem działającej n a  niego w osi pionowej 
siły mg +  F( t) ,  położeniu punk tu  zawieszenia. Podobnie jak  w poprzednim  przykładzie 
możemy zapytać: czy zm ieniając długość w ahadła lub jego p u n k t zaw ieszenia możliwe 
jest zdestabilizow anie p unk tu  równowagi 0 =  0. Inaczej m ówiąc: czy możliwe jest 
rozhuśtanie w ahad ła przez zm ianę L(t)  lub F( t) .

(a)

Rys. 1.2. a) Wahadło o zmiennej długości, b) wahadło o ruchomym punkcie zawiesze­
nia

Fig. 1.2. a) Pendulum with time-varying length, b) pendulum with time-varying posi­
tion of  the swing point

Załóżmy, że ca ła  m asa m  w ahadła je s t skupiona n a  jego końcu, oznaczm y długość 
w ahadła przez L i kąt odchylenia od pionu przez 6 , w spółczynnik ta rc ia  lepkiego przez 
/3, przyspieszenie graw itacyjne przez g. Rów nania ruchu w ahad ła  p rzy jm ą następu jącą 
postać.
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D la p rzypadku  a) zależnej od czasu długości w ahadła:

4 \ m L \ t ) 6\ +  P6 +  mgL( t )  sinfl =  0. (1.27)
dt

O bliczając pochodną po  czasie w yrażenia w ystępującego w naw iasie kw adratow ym  
dostalibyśm y, podobnie jak  w poprzednim  podpunkcie, rów nanie różniczkowe, którego 
w spółczynniki zależą zarówno od L(t) ,  jak  i od pochodnej L(t ).  A by usunąć tę  tru d ­
ność, m ożem y m odel uk ładu  z rys. 1.2 zapisać w postaci u k ładu  rów nań kanonicznych
H am iltona, w k tó rym  d rugą w spółrzędną stanu  je s t m om ent pędu  p(t) ,  tzn:

**> = (L28)
i>{t) =  - f l mjŁ2(f )P(*) ~  (L29)

Podobnie jak  w poprzednim  przykładzie, przy  założeniu, że zm iany  długości wa­
h ad ła  są ograniczone od dołu  i góry, stabilność m odelu (1.28), (1.29) je s t równoważna 
ze stab ilnością rów nania (1.27).

D la p rzypadku  b), gdy n a  pun k t zaw ieszenia działa  siła  F ( t ), dosta jem y  równanie:

m L 29 + /39  +  [mg +  F( t ) \L s i n 9  =  0 (1.30)

o zm iennym  w czasie param etrze  [mg -f F( t) \L.
R ozw ażając niewielkie otoczenie p u n k tu  9 — 0, p  =  0 m ożem y oba rów nania zli­

nearyzow ać otrzym ując równanie liniowe lub uk ład  rów nań liniowych o zm ieniających 
się w czasie param etrach . D la przypadku  a) dosta je  się:

*<*> = m.W ) m  (L31)

p (f ) =  ~ /3m ^ f ' P(t ) -  mqL{ t )0 ,  (1.32)

a d la  p rzypadku  b)
m L 29 +  /39 +  [mg +  F( t) \L0  =  0. (1.33)

W  rów naniach (1.31) i (1.32) w ystępują nieliniowe zależności pom iędzy  zm ien iają­
cymi się w czasie param etram i. Taki sposób zm ian param etrów  nie m oże być opisany 
przez m odel (1.1), (1.2). M ożemy oznaczyć

“ W  =  - j Ą t ) ' =  m g L ^ '  ( L 34)

podstaw ić a(t)  i b{t) w (1.31) i (1.32) i trak tow ać te  dwie zm ienne jak  zm ieniające 
się niezależnie. W tedy  wartości a(t)  i b(t) należą do pewnego p rostokąta , czyli m o­
del zależności param etrów  od czasu je st zgodny z (1.1), (1.2). Jed n ak , jeśli będziem y
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następnie analizow ać abso lu tną stabilność, to  o trzym ane w arunki b ęd ą  nadm iarow e, 
dlatego że zachow ania uk ładu  (1.31) i (1.32), w k tó rym  w ystępu ją  niezależnie zm ie­
niające się p a ram etry  a( t ) i b(t), są bardziej różnorodne od m ożliwych zachowań, gdy 
a(t) i b(t) są zw iązane przez (1.34).

Jeśli uspraw iedliw ione je st założenie, że zm iany długości w ahad ła  są niewielkie

L{t)  =  Lo +  AL ( t ) ,  (1.35)

to m ożna uprościć problem  badania uk ładu  (1.31) i (1.32) przez zastosow anie przybli­
żenia

^ d Ą t ) ~ ^ Ę ~ m ą A L ^ '  (L36)
P odstaw ia jąc przybliżoną zależność (1.36) do uk ładu  rów nań (1.31), (1.32) o trzy­

m am y m odel przybliżony, zgodny z opisem  (1.1), (1.2), w k tó rym  w ystępuje jeden 
zależny od czasu p aram etr A L{t).

1.5.3. Odwrócone wahadło

W  punkcie tym  podam y przykład  ilustru jący zagadnienie absolutnej niestabilności 
i poszukiw ania strateg ii stabilizującej. Rozważmy odw rócone w ahadło przedstaw ione 
na rys. 1.3.

mg+F(t)

Rys. 1.3. Odwrócone wahadło o ruchomym punkcie podparcia 
Fig. 1.3. Inverted pendulum with mobile fulcrum

P u n k t podparc ia tego w ahadła je s t ruchom y; oddziału je n a  niego siła  mg  +  F(t) .  
Podobnie jak  poprzednio, oznaczając przez m  - skupioną n a  jego końcu m asę w ahadła, 
L - długość, 9 - kąt odchylenia od pionu, f3 - w spółczynnik ta rc ia  lepkiego w punkcie 
podparcia, g - przyspieszenie graw itacyjne, dosta jem y następu jące  rów nanie ruchu:

m L 29 +  (36 -  [mg +  F( t) ]L sin 9 =  0, (1.37)
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o zm iennym  w czasie param etrze  [mg +  F(t)]L.  Oczywiście, jeśli F ( t )  =  0, to  punk t 
równowagi je s t n iestab ilny  wykładniczo.

L inearyzując w niewielkim  otoczeniu p unk tu  0 =  0 =  0 o trzym ujem y:

m L 29 +  /39 — [mg +  F{t))L9  =  0. (1.38)

P rzy jm ując  zakres dopuszczalnych zm ian siły F( t )  jako:

F min <  F( t )  <  Fmax, (1.39)

m ożem y abso lu tną  n iestabilność in terpretow ać jako własność po legającą  n a  tym , że
przy  dowolnych zm ianach F( t )  w zakresie (1.39) pun k t równowagi pozosta je  n iesta­
bilny. Jeśli istn ieje  funkcja F( t)  spe łn ia jąca  (1.39) taka, że zerowy p u n k t równowagi 
uk ładu  (1.38) je s t asym pto tycznie stabilny, to  definiuje ona s tra teg ię  stabilizującą.

1.5.4. K om partm entalny m odel w zrostu komórek nowotwo­
rowych

P rzedstaw ione dalej rów nania wywodzą się z zastow ań m odelow ania m a tem aty cz­
nego w biologii i m edycynie. O pisują one proces w zrostu (lub zaniku) kom órek nowo­
tworowych poddaw anych oddziaływ aniu czynnika cytotoksycznego [61], [88], [91].

P rzyjm ujem y, że fazy cyklu rozwojowego kom órki m ożna podzielić n a  dw a kom- 
partm en ty , co je s t schem atycznie przedstaw ione na rys. 1.4. K o m p artm en t pierwszy 
sk łada się z faz w zrostu G\  i syntezy DNA S,  k om partm en t drugi obejm uje fazy przy­
gotow ania do podziału  G 2 i m itozy  (podziału) M .

2k(t)

Rys. 1.4. Dwukompartmentalny model wzrostu komórek nowotworowych poddawanych 
działaniu fazoczułego cytostatyku 

Fig. 1.4. Two-compartmental  model of  neoplastic cells growth with phase-specific cito- 
toxic agent

O ddziaływ anie cy to sta tyku  n a  kom órki nowotworowe je s t zależne od fazy cyklu 
(cy to sta ty k  je st fazoczuły). Je st ono opisane przez funkcję 2k(t) ,  k tó ra  m a  następu jącą  
in terp re tac ję . G dy nie podaje  się cy to sta tyku , k(t)  =  1, to  z każdej kom órki po podziale 
pow sta ją  dwie nowe. D ziałanie cy to sta tyku  pow oduje, że część kom órek w trakcie

1.5. Modelowanie układów o zmiennych w czasie parametrach 25

podziału  je s t zabijana. Ś rednia liczba nowych kom órek po podziale wynosi te raz  2k(t),  

przy czym
0 <  k( t ) <  1. (1.40)

Czas przebyw ania kom órki w każdym  z kom partm entów  (czas przechodzenia przez 
fazy obejm ow ane przez kom partm en t) jest zm ienną losową o rozkładzie w ykładniczym . 
Liczba kom órek je st bardzo duża, dlatego stosuje się rów nania opisujące zm iany w 
czasie w artości średnich z liczb kom órek w każdym  z kom partm en tów  Ni( t )  i N 2{t). 
Rów nania te  m a ją  następu jącą  postać:

Ń\( t )  =  —a\Ni ( t )  +  2k(t )a2Ni( t ) ,  q  ..■.
N 2 (<) =  a iN i ( t )  — a 2Â 2(t).

P aram e try  a\  i a 2 są odw rotnościam i średnich czasów przebyw ania kom órek w kom- 
partm en tach .

W  lite ra tu rze  opisany uk ład  nazyw a się układem  biliniow ym , ponieważ funkcja k(t) 
jest wielkością s te ru jącą  w tym  m odelu. Jednak  m odel (1.41) m a tak ą  sam ą stru k tu rę  
jak w ym ienione wcześniej i m ożna do niego stosować opisyw ane dalej m etody. Dla 
układu (1.41) często form ułuje się problem  polegający n a  dobran iu  takiego sterow ania 
k(t),  aby osiągnąć zanikanie Ni( t )  i N 2(t) z zadanym  w ykładnikiem  A. Dokonując 
zam iany zm iennych

Jt/f / A  1 T \ L  f ł \
(1.42)

'  M 1 (t)  ■
-  P x t

■ N i( t )  '
. M 2(t)

—  c
N 2(t)

m ożna ten  problem  sprowadzić do zagadnienia poszukiw ania stra teg ii stabilizującej.

1.5.5. U kłady regulacji autom atycznej

O bszerną rodzinę układów  o zm iennych param etrach , k tó re  b ad a  się w litera tu rze , 
stanow ią uk łady  regulacji autom atycznej. Najczęściej pa ram etram i, k tórych  możliwe 
zm iany się analizuje, są wzm ocnienia. Czasem  isto tne  je st także zbadanie wpływ u na 
działanie uk ładu  zm ian innych wielkości: stałych czasowych, współczynników  tłu m ie­

n ia itp .
W  ty m  punkcie podam y przykłady układów regulacji, w których  w ystępu ją zm ienne 

wzm ocnienia. P rzedyskutu jem y relacje pom iędzy m odelam i o param etrach  zależnych 
od czasu i param etrach  zależnych nieliniowo od w artości sygnałów  w układzie.

U k ła d y  z n ie lin io w o śc ia m i s e k to ro w y m i

N a rys. 1.5 przedstaw iony jest układ  regulacji, w k tó rym  obiek t o transm itancji 
K ( s )  ob ję ty  je st proporcjonalnym  sprzężeniem  zw rotnym  przez elem ent o wzm ocnie­
niu, k tóre może zm ieniać się w czasie. Załóżmy, że w artości tego w zm ocnienia k( t )
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Rys. 1.5. Układ o zmiennym w czasie wzmocnieniu w torze sprzężenia zwrotnego 
Fig. 1.5. System with time-varying gain in the feedback loop

m ogą się zm ieniać w zakresie:

a  <  k(t)  <  /3. (1.43)

T ransm itanc ję  ob iek tu  regulacji K ( s )  m ożna przedstaw ić w postaci:

b0sm +  brs™ -1 +  ... +  bm
K ( s )  =

sn +  a i s "-1 +  ... +  an (1.44)

Załóżm y, że stopień  licznika je st co najm niej o 1 m niejszy od s to p n ia  m ianiow nika, 
m  <  n. W tedy  rów nania stanu  i w yjścia opisujące obiekt regulacji m a ją  postać:

x — Ax  +  Bu,  

y  =  Cx.
(1.45)

(1.46)

Z uwagi n a  zależność u =  - k ( t ) y  o trzym ujem y następu jące  rów nania s tan u  opisujące 
uk ład  z rys. 1.5:

x =  [A -  k ( t )BC]x .  (1-47)

W  rów naniach tych w ystępują zależne od czasu param etry . Ich p o stać  je s t zgodna z 
opisem  (0.1). Na przykład  jako m odel w przestrzeni stanu  (1.45), (1.46) przyjm ijm y 
reprezentację kanoniczną sterow alną [45], [65]. O trzym am y w tedy  jako (1.47) nas tępu ­
jący  uk ład  równań:

x(<) =

bm(t)  6m_ j( i) b0(t)
0 1 

—  Cl 2 —

x( t) , (1.48)

gdzie bi(t) =  - k { t ) b i  -  an. m+i, i =  1, 2, . . . ,  m .
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A bolu tna stabilność m odelu (1.48) oznacza, że uk ład  regulacji z rys. 1.5 je s t asym p­
totycznie stab ilny  d la dowolnych zm ian w zm ocnienia k(t),  m ieszczących się w zakre­
sie (1.43). M a to  oczywiście zasadnicze znaczenie przy p ro jek tow aniu  to ru  sprzężenia 

zwrotnego.

Rys. 1.6. Układ regulacji z  nieliniowością sektorową zależną od czasu 
Fig. 1.6. Control system with time-varying sector nonlinearity

N a rys. 1.6 przedstaw iony je s t uk ład  zaw ierający w torze sprzężenia zwrotnego 
elem ent nieliniowy ip(e, t),  którego charak terystyka może zm ieniać się w czasie i o 
którym  zak łada  się, że spełn ia w arunek sektorow y schem atycznie zaznaczony n a  rys.
1.6, tzn. wykres <p(e,t) mieści się pom iędzy dw om a prostym i ae  i /3e. W arunek ten  
m ożna zapisać następująco:

a  <  /3, e ^ O ,  y>(0 ,f )  =  0. (1.49)
e

Nieliniowość sektorow ą m ożna także opisać jako:

u =  k(e, t )e ,  (1.50)

gdzie
( <?(».*)

ei 0  =  1 3i/(e,i
l  de

Zdefniowane w powyższym  wzorze k(e, t)  m ożna in terpretow ać jako  w zm ocnienie, które 
zależy od w artości e i od czasu. N a podstaw ie (1.49) w artości tego w zm ocnienia za­
w ierają się w przedziale a  <  k(e, t)  <  /3.

Przyjm ijm y, że param etry  a  i /3, opisujące sektor, pokryw ają  się z w artościam i 
określającym i zakres, w k tórym  może się zm ieniać w zm ocnienie uk ładu  z rys. 1.5. 
Przy ty m  założeniu możliwe zachowania układów  z rys. 1.5 i 1.6 pokryw ają się ze
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Rys. 1.7. Układ regulacji z  niezależną od czasu, nieliniowością sektorową 
Fig. 1.7. Control system with time-independent sector nonlinearity

sobą. O ba uk łady  m ogą być równoważnie opisane przez tę  sam ą inkluzję różniczkową 
na podstaw ie tw ierdzenia o param etryzacji przedstaw ionego w punkcie 1.4 .

Rozważm y jeszcze uk ład  regulacji przedstaw iony n a  rys. 1.7. Liniowy obiek t regu­
lacji o tran sm itan c ji K ( s )  je s t ob ję ty  sprzężeniem  zw rotnym  przez nieliniow y regulator 
opisany przez funkcję y>(e), której wykres także spełn ia w arunek sektorowy.

a  <  < P ,  e ±  0 (1.52)

oraz

¥>(0) =  0. (1.53)

A rgum entem  funkcji yj(e) je s t tylko sygnał uchybu e; funkcja ta  je s t jednoznaczna i 
nie zależy od czasu. D latego też m odel zm ian param etrów  założony w układzie na rys. 
1.7 nie sprow adza się do m odelu przyjętego w punk tach  1.2, 1.3. M im o to , opisane będą 
dalej w arunki absolutnej stabilności (n iestabilności) układów  z tak  zm ieniającym i się 
p aram etram i. Pozwoli to  n a  porównanie, d la  przykładow ych układów  regulacji, efektów 
w ynikających ze zm ienności param etrycznej zgodnej z jednym  (z rysunku  1.6) bądź 
drugim  (z rysunku  1.7) m odelem .

P aram etryczne  pobudzenie uk ładu  z rys. 1.7, w ynikające z is tn ien ia  nieliniowości 

V?(e ), Jest m niej intensyw ne niż pobudzenie w ynikające z w ystępow ania nielinowości, 
k tóre dodatkow o zależą od czasu (p(e,t),  jak  n a  rys. 1.6. M ożna za tem  pokazać, że 
możliwe zachow ania (możliwe przebiegi czasowe) uk ładu  z rys. 1.6 , ze w zm ocnieniem  
k(t) ,  spe łn ia jącym  (1.43), zaw ierają  w sobie w szystkie m ożliwe zachow ania uk ładu  z 
rys. 1.7. W  układzie z rys. 1.6 m ożna uzyskać tak ie  sam e funkcje w uk ładzie  z rys. 1.7
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przyjm ując k(t)  -  k(e(t )) ,  gdzie k(e)  dane je s t przez:

k(e) _  ( ^  jeśli e ^  0 54,
“  \  v>'(0) jeśli e =  0 ’ ( }

a e(t)  je s t przebiegiem  zaobserwowanym w układzie z rys. 1.7. S tąd  abso lu tna  s tab il­
ność lub abso lu tna  niestabilność uk ładu  z rys. 1.6 pociąga za sobą analogiczną w ła­
sność uk ładu  z rys. 1.7. N atom iast odw rotne tw ierdzenie nie je s t praw dziwe. Możliwe 
zachowania uk ładu  z rys. 1.7 są ograniczone przez fak t, że każda funkcja ip(e) narzuca 
jednoznaczną zależność sygnału u( t ) od sygnału e(t).
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Z astosow ania teorii F lo ą u eta

W  rozdziale ty m  rozważam y sytuację, gdy m acierz A( t )  w (0.1) je s t funkcją 
okresową. P rzedstaw iam y dowód podstawowego tw ierdzenia F lo ąu e ta . Tw ierdzenie to  
mówi, że jeśli A( t)  je s t m acierzą okresową o okresie T,  to  m acierz fundam entalną, 
opisującą rozw iązanie x(t)  uk ładu  (0.1), m ożna przedstaw ić w postaci iloczynu funkcji 
okresowej o okresie T  i wykładniczej funkcji macierzowej o s ta ły m  w ykładniku.

P rzedstaw iam y m etody  badania układów (0.1) w ykorzystujące to  tw ierdzenie. Po­
dajem y w arunki stabilności asym ptotycznej uk ładu  o okresowo zm iennych param e­
trach. P rzedstaw iam y num eryczne m etody przybliżonego badan ia  stabilności.

O piszem y także podstawowe tw ierdzenia teorii rezonansu param etrycznego . Teoria 
ta  obejm uje sytuację, gdy analizowany uk ład  je st liniowym  uk ładem  ham iltonow skim , 
tzn. tak im , w k tó rym  nie w ystępuje rozpraszanie energii. Analizowane są efekty wy­
nikające z bardzo niewielkich w ahań param etrów , inaczej niż w (1.1). U tra tę  stabil­
ności m ożna in terpretow ać jako rezonans (pokryw anie się krotności częstości zm ian 

param etrów  z krotnościam i częstości w łasnych uk ładu). Jak  w idać, teo ria  rezonansu 
param etrycznego dotyczy problem u sform ułowanego nieco inaczej niż w punk tach  1.2,
1.3. Jednak  interesujące je st odniesienie wyników num erycznych obliczeń wykładników 
Lapunow a układów  o zm iennych param etrach  do wyników uzyskanych (przy założeniu 
braku rozpraszania energii) z zastosowaniem  m etody  rezonansu param etrycznego . Teo­
ria rezonansu param etrycznego daje analityczne rezu ltaty , k tó re  niekiedy m ożna wy­
korzystać jako przybliżone w arunki u tra ty  stabilności, naw et gdy założenia potrzebne 
do ich w yprow adzenia nie są spełnione.

2.1 . T w ierd zen ie  F lo ą u eta

Załóżmy, że m acierz A(t)  w układzie (0.1) zm ienia się okresowo z okresem  T,  tzn.

A( t +  T) =  A(t) .  (2.1)
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Zachodzi następu jące  tw ierdzenie (np. [25, s tr. 213]):
T w ie r d z e n ie  1 . (Tw ierdzenie F loąueta). M acierz fu n d am en ta ln a  X ( t )  układu 

(0.1) z m acierzą  okresową A  o okresie T  może być p rzedstaw iona w postaci:

X ( t )  =  $(<)eAt, (2 .2)

przy czym  w ykładnik  A je s t m acierzą sta łą , a  $ ( t)  je s t nieosobliw ą m acierzą okresową 
o okresie T

9 ( t  +  T)  =  9 ( t )  (2.3)

taką, że

$ (0 ) =  I.  (2.4)

W  pow yższym  wzorze I  oznacza n x  n - w ym iarow ą m acierz jednostkow ą.

Dowód.  Zauważmy, ż e X ( t + T )  je s t m acierzą fundam en ta lną  u k ładu  (0.1), ponieważ

j X ( t  +  T )  =  A( t  +  T ) X ( t  +  T )  =  A ( t ) X ( t  +  T) .  (2.5)

Z atem  kolum ny m acierzy X ( t  +  T)  m uszą być kom binacjam i liniowym i kolum n m a­
cierzy X { t ), tzn .

x [ t  +  T )  =  x ( t ) e ,  (2.6)

gdzie 0  je s t pew ną m acierzą nieosobliwą. P odstaw ia jąc w pow yższym  wzorze t — 0 
otrzym ujem y:

© =  X ( T )  (2.7)

Zdefiniujm y

X ( t  +  T ) = X ( t ) X ( T ) .  (2.8)

A =  ^ L n  X ( T )  (2.9)

oraz

$(*) =  X( t ) e ~ At. (2.10)

We wzorze (2.9) oznacza logarytm  macierzowy, k tó ry  istn ieje  d la  każdej m acierzy  nie-
osobliwej ([110, str. 206]).

N a podstaw ie (2.8) i (2.9) m acierz $(<), d an a  przez (2.10), je s t nieosobliw ą i okre­
sowa z okresem  T,  ponieważ

$ ( t  +  T)  =  X ( t  +  T )e - A(<+T> =  X  ( t ) X  (T )e_ ATe -A‘ =  $(*). (2.11)

W yliczając X ( t )  z (2.10) dosta jem y (2.2), czego należało dowieść. □
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F unkcja logary tm  macierzowy, uży ta  do wyznaczenia m acierzy  A we wzorze (2.9), 
jest niejednoznaczna. Jeśli m acierz X ( T )  m a różne w artości w łasne <7i,...,ern, tzn. 
m ożna ją  przedstaw ić w postaci:

X ( T )  =  r  diag(<7i...<rn) r ~ \  (2.12)

to A dana jest wzorem:
A =  rd ia g (A 1. . .A „ ) r - 1, (2.13)

gdzie

A; =  ^[ln |a ,-| +  j'(arg(<7,) +  2 for)], (2.14)

j  =  y /—l.  W  powyższym  wzorze k jest dowolną liczbą całkow itą.

2.1.1. Określenia

P odam y określenia, k tóre stosuje się w teorii F lo ąu e ta  i k tóre będą dalej stosowane. 
M acierz X ( T )  nazyw a się macierzą monodromiiuk ładu  (0.1) z okresowo zm iennym i 

param etram i (2 .1).
W artości w łasne m acierzy X ( T ) ,  op1,...,<7„ nazyw a się multiplikatorami  uk ładu  (0.1),

(2.1), a  w artości w łasne m acierzy A, A]...An - jego wykładnikami charakterystycznymi.  
N ajw iększą z części rzeczywistych w ykładników charak terystycznych  nazyw a się

wykładnikiem Lapunowa uk ładu  (0.1), (2.1). O znaczać go będziem y przez A,

A =  m ax R e  (Ajt). (2.15)

2.1.2. W arunek asym ptotycznej stabilności

Z tw ierdzenia F lo ąu e ta  wynika, że o asym ptotycznej stabilności uk ładu  (0.1) decy­
dują m odu ły  m ultiplikatorów  <7l v ..,<7n  lub równoważnie części rzeczyw iste w ykładni­
ków charak terystycznych  Ai...An, k tóre wylicza się n a  podstaw ie m acierzy m onodrom ii. 
O ile w ykładniki charakterystyczne Ai...A„ nie są  jednoznacznie określone przez wzór 
(2.14), to  ich części rzeczywiste Re(A,) =  ^ln|<7t | są  już  jednoznacznie wyznaczone 
przez funkcję A(t) .  Z atem  problem  asym ptotycznej stabilności uk ładu  (0.1) z okresową 
zm ianą param etrów  (2 .1) m a jednoznaczne rozwiązanie, w ynikające z przedstaw ienia
(2 .2).

W arunkiem  asym ptotycznej stabilności uk ładu  (0.1) z okresowo zm iennym i para­
m etram i (2 .1) je s t, aby m oduły  wszystkich m ultiplikatorów  były  m niejsze od jedności 
lub równoważnie części rzeczywiste wszystkich wykładników charak terystycznych  były 
ujem ne. Inny równoważny w arunek to, aby w ykładnik Lapunow a uk ładu  (0.1), (2.1) 
był ujemny.
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2.1.3. Przypadek rzeczyw isty

W  prak tycznych  zastosow aniach najw ażniejszy je s t p rzypadek  rzeczywisty. D la rze­
czywistej m acierzy  A( t )  m acierz fundam entalna  uk ładu  (0.1) je s t także rzeczyw ista. 
Ze wzoru (2.14) w ynika jednak , że rep rezen tacja (2.2) je s t ogólnie d an a  przez m acierze 
zespolone także, gdy m acierz A(t)  je s t funkcją rzeczyw istą.

Jeśli d la  m acierzy  m onodrom ii X ( T )  istnieje rzeczyw isty logary tm  m acierzowy 
(zob. [110, s tr . 206]), to  łatw o widać, że istn ieje  rep rezen tacja  w postaci (2.2), (2 .3), 
(2.4), w której m acierze <E>(i) i A są rzeczywiste. Jednak  w ogólnym  przypadku  rzeczy­
w isty logary tm  m acierzow y z X ( T )  może nie istnieć. W tedy  nie istn ieje  reprezen tacja 
w postaci (2.2), (2.3), (2.4) z rzeczyw istym i m acierzam i $ ( t )  i A. Zachodzi natom iast 
następu jące  tw ierdzenie ([129, s tr. 84]):

T w ie r d z e n ie  2. M acierz fundam en talna  X ( t )  uk ładu  (0.1) z okresowo zm iennym i 
w spółczynnikam i, w k tó rym  A(t)  (2.1) je s t m acierzą rzeczyw istą, m oże być p rzedsta­
w iona w postaci:

X ( t )  =  $ 0( t)eAot, (2.16)

gdzie m acierze $o( t)  i Ao m a ją  elem enty  rzeczyw iste. P rzy  ty m

$o(0) =  I  (2.17)

oraz

$o(* +  T )  =  <b0( t)R,  (2.18)

gdzie R  je s t nieosobliwą m acierzą rzeczyw istą taką, że

A0R  =  i?A0, R 2 =  I.  (2.19)

Dowód.  Dowód tego tw ierdzenia wynika z fak tu , że każdą rzeczyw istą  nieosobliwą 
m acierz X  m ożna przedstaw ić w postaci:

X  =  eAR =  ReA, (2.20)

gdzie A i R  są m acierzam i rzeczyw istym i, przy  czym  A =  |lo g  ( X 2), R  =  X e ~ A,
R 2 =  I  ([129, str. 57]). □

Zgodnie z (2.18), (2.19)

$ o (t +  2T ) =  $ ( t ) 0R 2 =  $ 0(t) , (2.21)

za tem  w p rzypadku  rzeczyw istym  m ożna zawsze przedstaw ić m acierz fundam entalną
w postaci iloczynu m acierzy okresowej $ 0(t)  o okresie 2T  i w ykładniczej funkcji m a­
cierzowej o s ta ły m  w ykładniku.
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2.1.4. Przykład
W  celu zilustrow ania powyższych tw ierdzeń rozw ażm y p rzyk ład , w k tó rym  stan  

układu (0.1) je s t dwuwymiarowy, a A(t)  jest rzeczyw istą m acierzą okresową o okresie 

T  =  2tt, k tó ra  zm ienia się zgodnie z następującym  wzorem:

A m - I  A l  d la  * 6  I0 ’ ’r)
 ̂ '  [ A 2 d la t €  [7T, 27t] ’

gdzie:

Ai  —
o r ■ 1 0 '

- 1  0
, a 2 -

0 0

M acierz A( t)  jest przedziałam i sta ła . Zachodzi zatem  

X ( T )  =  e*A*e*Al =
—e* 0

0 - 1

(2.22)

(2.23)

(2-24)

M acierz X ( T )  je s t m acierzą rzeczyw istą, jednak  nie istn ieje  d la  niej rzeczyw isty loga­

ry tm  macierzowy.

P r z e d s ta w ie n ie  z e s p o lo n e

N a podstaw ie wzorów (2.9), (2.14) dostajem y:

A = ś log
' —e* 0 ' 0.5 +  j  0

0 - 1 0 2*±i j
(2.25)

gdzie k, l są  dowolnymi liczbam i całkow itym i. P rzy jm ijm y k =  l — 0. W tedy  z (2.10) 

otrzym ujem y następujące wzory opisujące funkcję $ ( i) :

m  =

oraz

cos (ż) sin (ź) ' e-0.5(l+i)t 0
— sin (t) cos(t) 0 e-o.5 it

01 e-0.5(l+j)( 0
0 1 0 e -°.s j*

d la t £  [0 , 7r) 

d la  t £  [7T, 27r],

(2.26)

(2.27)

P r z e d s ta w ie n ie  r z e c z y w is te

W  przypadku , gdy nie istnieje rzeczywisty logary tm  m acierzow y z X ( T ) , wyliczamy 
rzeczyw isty logary tm  macierzowy z X 2(T)  (k tóry  zawsze istn ieje) i definiujem y:

Ao =  ^ l o g  X \ T ) . (2.28)

M acierz <3?0(t) obliczam y jako

$o (t) =  X ( t ) e - A o  t (2.29)
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Podnosząc (2.24) do kw adratu  otrzym ujem y:

»2ir

i dalej z (2.28)

X { 2  T)

Aq =

e*" 0 
0 1

0.5 0 
0 0

Z (2.29) o trzym ujem y te raz  następu jące wzory opisujące funkcję <E>0(ź):

, d la  t £  [0 , 7T)®o(<) =

M t )  =

cos(i) sin(f) • e —0 .5 t 0 '
—sin(<) cos(t) 0 1

0 e“-0.51 0

0 1 0 1
> c, d la  t  £  [7r, 2w],

Dla t £  [27r,47r] macierz $ 0(<) dana jest przez (2.18), przy czym

R  =  9 0(T)  =

Macierz $ o (0  jest funkcją okresową o okresie 47T.

- 1  0
0 - 1

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

2.2 . N u m ery cz n e  ob liczan ie  m u ltip lik a torów

M acierz m onodrom ii, a  ty m  sam ym  m ultip likatory , m ożna łatw o liczyć num erycz­
nie. Podzielm y przedział [0, T ] n a  I\ podprzedziałów  za  pom ocą punktów

0 =  • • • , t n  =  T.

Długość k - tego podprzedzia łu  będzie równa:

A  tk =  tk — tk -i .

(2.35)

(2.36)

Stosujem y te raz  przybliżenie polegające n a  tym , że w ew nątrz podprzedziałów  (2.36) 
m acierz A( t)  uw ażam y za s ta łą , tzn. w prow adzam y schodkową funkcję czasu A&(t)  
określoną następująco:

A A(t)  =  A k, d la  t £  [ tk-i tk),  (2.37)

gdzie

Ak =  — ■ f k A( t)dt .  (2.38)

Z am iast uk ład u  (0.1), (2.1) rozw ażam y jego przybliżenie

i  =  A&(t)x. (2.39)
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Łatwo napisać wzór na m acierz m onodrom ii X ą (T)  uk ładu  o schodkowo zm ieniającej 

się m acierzy A&(t)
X A(T)  =  e^ A(Ke^K-iA<K-i . (2.40)

Obliczona m acierz m onodrom ii uk ładu  ze schodkowo zm ieniającym i się param etram i 
jest przybliżeniem  m acierzy m onodrom ii X ( T )  uk ładu  (0.1), (2.1). O bliczanie przy­
bliżonej m acierzy m onodrom ii X&(T)  jest num erycznie bardzo proste. W ym aga tylko 
m nożenia m acierzow ych funkcji wykładniczych.

O znaczm y
A =  m ax Atk  (2-41)k

oraz przyjm ijm y
II A( t)  | |<  M,  (2.42)

IM (<) -  AA(t) | |<  e , (2.43)

t £  [0,T], M ożna łatw o wykazać, że zachodzi ([25, str. 229])

|| X A(T)  -  X ( T )  | |<  eTe2MT. (2.44)

Ponieważ e —> 0, gdy A  —* 0, zatem

K m \ \ X A( T ) - X ( T ) \ \ = 0 .  (2.45)

Jak  w idać, tw ierdzenie F lo ąu e ta  pozwala badać stabilność d la konkretnego okreso­
wego przebiegu zm ian współczynników danego przez (2.1). Aby wnioskować o stab il­
ności dla różnych przebiegów zm ian współczynników w yznacza się m acierz m onodrom ii 

w ielokrotnie, zadając  różne funkcje okresowe opisujące te  zm iany. Z ilustru jem y to na 
podanych dalej przykładach.

P rzedstaw im y poniżej p rzykłady num eryczne obliczania w ykładnika Lapunow a dla 
układów o zm ieniających się okresowo param etrach . W  przykładach  tych  w celu prze­
analizow ania m ożliwych zachowań układów będziem y obliczać w ykładnik Lapunowa 
dla zm ieniających się pobudzeń. Okresowe pobudzenia będą skokowe; zm ieniane będą 
ich okresy, am p litudy  i w ypełnienia.

2.2.1. W ahadło o ruchomym punkcie zaw ieszenia

Zapiszm y zlinearyzowane równanie w ahadła o ruchom ym  punkcie zawieszenia 

(1.33) w postaci:

0 +  2 ( ujoÓ +  [wq +  «(O l# =  0> (2.46)

gdzie:

C = t  u,2 - ? -  
2 ° ~  L'

(2.47)
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a{t)  = m
m L

P rzy jm ujem y przy  ty m

2(u>o =  0.4, u l  =  0.5 

oraz zakładam y, że p a ra m e tr  a(t)  m oże się zm ieniać w zakresie

®min ^  <*(*)<

(2.48)

(2.49)

(2.50)

Rys. 2.1. Funkcja okresowa opisująca zmianę parametru a(t)
Fig. 2.1. Periodic function which defines changes of  the parameter  a(t)

Dodatkow o zakładam y, że a( t ) je s t funkcją okresową zm ien ia jącą  się skokowo, 
p rzedstaw ioną n a  rys. 2.1. Okres T,  częstotliw ość w i w ypełnienie wp  dane są przez:

(2.51)T  = t l  + h ,  W =  y ,  Wp =  j ; ,

gdzie <i i t 2 są czasam i zaznaczonym i n a  rys. 2 .1.
P rzy jm ujem y

Gmin — 0 i Qmax ~~ 1.4. (2.52)

W ykonujem y te raz  w ielokrotnie obliczenia m acierzy m onodrom ii X ( T )  układu 
(2.46). Zwróćm y uwagę, że przy założonym  przebiegu a ( t ) nie m a  problem u przy­
b liżania X ( T )  przez inną  m acierz. W  obliczeniach zm ieniam y dw a p aram etry :

1 : częstotliw ość u;, w zakresie od 0 do 3,
2 : w ypełnienie wp,  w zakresie od 0 do 1.

D la każdej pary  (u>,wp) obliczam y odpow iadający jej w ykładnik  Lapunow a 
A(wp,u>) m acierzy X ( T )  (2.15). W ykres zależności A(wp,u>) p rzedstaw ia  rys. 2.2. M ak­
sim um  d la  w ykresu przedstaw ionego n a  rysunku je st osiągane w punkcie

wp — 0.65, w =  1.86 (2.53)

i wynosi 0.0116.
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Rys. 2.2. Zależność wykładnika Lapunowa A układu od parametrów sygnału a(t):  w i 
wp. Zależność tę otrzymano dla wahadła z ruchomym punktem zawieszenia 

Fig. 2.2. Lyapunov exponent A (lambda) of  the system versus parameters of  the signal 
a(t ) :  u) and wp. The plot was drawn for  pendulum with time-varying position 
of the swing point

Z atem  przez przegląd klasy pobudzeń param etrycznych  przedstaw ionych n a  rys. 2.1 
m ożna znaleźć stra teg ię  destabilizującą. W yznaczona stra teg ia  destab ilizu jąca zadana 
jest przez przebieg a(t)  przedstaw iony n a  rys. 2.1, w k tó rym  przełączanie pom iędzy 
w artościam i a m;n — 0 i amax =  1.4 wykonywane je st z częstotliw ością lo =  1.86, przy 
czym w spółczynnik w ypełnienia wynosi wp  =  0.65. W ykładnik  Lapunow a odpowia­
dający wyznaczonej strateg ii wynosi 0.0116.

2.2.2. Odwrócone wahadło o ruchomym punkcie podparcia

Jako drugi przykład  rozważam y odwrócone w ahadło z rys. 1.3 (z rozdziału  1). 
Zapisujem y zlinearyzowane równanie odwróconego w ahad ła (1.38) w postaci:

6 +  bd — a(t)9 =  0, (2.54)

gdzie

h _ j _  n(fs _ 9 _  , m  
m L 2' O  L m L

(2.55)
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Rys. 2.3. Zależność wykładnika. Lapunowa X układu od zmieniających się parametrów 
sygnału a( t):  u> i wp. Zależność tę otrzymano dla odwróconego wahadła z 
ruchomym punktem podparcia 

Fig. 2.3. Lyapunov exponent X of  the system versus parameters of  the signal a( t ):  u> 
and wp. The plot was drawn for  inverted pendulum with mobile fulcrum

oraz przyjm ujem y:

6 =  0.1, (2.56)

Gmin — fl(^) ^  Gmax. (2.57)

P aram e tr a(t)  je s t, podobnie jak  poprzednio, zadany funkcją okresow ą zm ien iającą  się 
skokowo, p rzedstaw ioną na rys. 2.1. Okres T , częstotliw ość u> i w ypełnienie wp  dane 
są przez (2.51).

Przyjm ujem y

amin =  0.01 i amax — 5 (2.58)

i analogicznie jak  w poprzednim  podpunkcie, w ielokrotnie obliczam y w ykładnik Lapu­
nowa X(wp,uj),  odpow iadający m acierzy m onodrom ii X ( T ) uk ładu  (2.54), zm ieniając 
dw a p aram etry

1 : częstotliw ość w, w zakresie od 0 do 3,
2 : w ypełnienie wp,  w zakresie od 0 do 1.

W ykres zależności X(wp,u>) przedstaw ia rys. 2.3. M inim um  d la  w ykresu p rzedsta­
wionego n a  rysunku je s t osiągane d la  wp =  1 i w =  0 i wynosi 0.1198. Łatwo sprawdzić,
że m in im alna w artość odpow iada przebiegowi a ( i)  =  amin, co także  dobrze widać na
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rys. 2.3. W  eksperym encie obliczeniowym nie udaje  się w yznaczyć stra teg ii stab ilizu­
jącej d la  rozważanego układu. D la amtn >  0 s tra teg ia  tak a  nie istn ieje  (zob. punkt
3.5.2.). Aby ustabilizow ać odwrócone w ahadło, konieczne je s t założenie amin <  0. 
W yniki pokazujące stabilność położenia równowagi odwróconego w ahad ła  z okresowo 
poruszającym  się punk tem  podparcia (tak im , że a min <  0) m ożna znaleźć w wielu 
źródłach, np. [1, str. 115], [67]. W  przypadku rozw ażania prob lem u sform ułowanego 
tak  jak  w niniejszej pracy, problem  istn ien ia strateg ii stabilizującej d la  a mtn <  0 jest 
tryw ialny dlatego, że oczyw istym  w yborem  może być a(t)  =  a ml„.

2.2.3. U kład regulacji z zależną od czasu nieliniow ością sek­
torową

Jako kolejny przykład  rozważymy uk ład  regulacji z zależną od czasu nieliniowością 
sektorową, przedstaw iony n a  rys. 1.6. Przyjm iem y, że tran sm ita n c ja  K ( s ) dana  jest 

przez

K ( s )  =  (2.59)
s 2( l  -f O .ls)

Jest to  elem ent zachowawczy (podw ójne całkowanie) z korektorem  ty p u  PD . W iadom o, 
że objęcie obiektu o transm itancji K ( s )  danej wzorem (2.59) p ę tlą  sprzężenia zw rot­
nego o dowolnym sta łym  (dodatn im ) wzm ocnieniu d a je  stab ilny  uk ład  zam knięty.

W  analizow anym  układzie w pętli sprzężenia zw rotnego w ystępuje elem ent nieli­
niowy, zależny od czasu. Z akłada się, że elem ent ten  spełn ia  w arunek sektorow y (1.49). 
Jak stw ierdzono w punkcie 1.5.5, równoważnie m ożem y badać uk ład  (przedstaw iony 
na rys. 1.5) ze zm ieniającym  się w zm ocnieniem  k(t),  k tórego w artości leżą w zakresie 
(1.43). R ów nania stanu  (1.48) opisujące analizowany uk ład  m a ją  nas tęp u jącą  postać:

ż 2 -

.  *3 .

0 1 0 
0 0 1 

- 1 0  - 1 0  k(t)  -lO fc(t)

cych zakres możliwych zm ian w zm ocnienia k( t )

a  =  0.2, /3 =  1.5.

Xl '
x 2

. *3 .

i /3 z (

(2.60)

(2.61)

Z badam y teraz zachowanie się układu z rys. 1.6 z tran sm ita n c ją  (2.59) d la  zm ie­
niającego się okresowo wzm ocnienia. Założymy, że k(t)  je s t zadane tak im  sam ym  prze­
biegiem , jak  przedstaw iony n a  rys. 2.1, tzn." k(t)  =  a(t)  oraz
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Rys.  2.4. Zależność wykładnika Lapunowa X układu od zmieniających się parametrów 
sygnału a( t):  w i wp. Zależność tę otrzymano dla układu regulacji z  zależną 
od czasu nieliniowością sektorową 

Fig. 2.4. Lyapunov exponent X of  the system versus parameters o f  the signal a(t):  
w and wp.  The plot was drawn for  control system with t ime-varying sector 
nonlinearity

W ykonujem y, podobnie jak  w poprzednim  przykładzie, w ielokrotne obliczenia m a­
cierzy m onodrom ii d la  układu z rys. 1.6 z tran sm ita n c ją  (2 .59) zm ien ia jąc  dwa pa­
ram e try  przebiegu k(t): częstotliwość w i w ypełnienie wp  (2.51). D la każdego prze­
biegu obliczam y z m acierzy m onodrom ii X ( T )  odpow iadający  jej w ykładnik  Lapu­
nowa X(wp,  w). Zakres zm ian częstotliwości w i w ypełnienia wp  je s t tak i sam  jak  w 
poprzednim  przykładzie, tzn . u> £  [0,3], wp  £  [0,1]. W yniki obliczeń p rzedstaw ia rys.
2.4.

M aksim um  wykresu przedstaw ionego na rys. 2.4 je s t osiągane w punkcie

wp  =  0.804, w =  1.30 (2.63)

i wynosi 0 .0011.

Znaleziony w ykładnik  Lapunow a je st dodatn i. Z atem  uk ład  regulacji z rys. 1.6, 
przy  tran sm ita n c ji K ( s )  danej przez (2.59) i m ożliw ym  zakresie zm ian  w zm ocnienia
(2.62), nie je s t abso lu tn ie stabilny. Istn ie je  d la  niego s tra teg ia  d estab ilizu jąca  dana 
przez (2.63).
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2.3. R ezo n a n s p aram etryczn y

Rezonans param etryczny  jest to  u tra ta  stabilności liniowego uk ładu  ham iltonow - 
skiego przy bardzo niewielkich okresowych zaburzeniach (zm ianach param etrów ). W 
teorii rezonansu param etrycznego w yznacza się częstotliwości k ry tyczne funkcji opisu­
jących zm iany param etrów , przy których następuje u tra ta  stabilności.

Term in uk łady  ham iltonow skie pochodzi z m echaniki teoretycznej; definiuje się 
je  jako uk łady  holonom iczne, w których nie w ystępuje rozpraszanie energii. B adanie 
stabilności tak ich  układów m a ważne zastosowania.

O piszem y podstawowe własności rezonansu param etrycznego. M ają  one zastosowa­
nie do niektórych z rozważanych tu  przykładów  układów  o zm iennych param etrach . 
R ów nania opisujące liniowy układ ham iltonow ski m a ją  następu jącą  postać:

i  =  J  A( t)x.  (2.64)

W ym iar w ektora stanu  jest tu  zawsze parzysty, x €  R 2n. Przez J  oznacza się następu­
jącą  an ty  sym etryczną m acierz blokową:

J
0 I  

- I  0 (2.65)

i nazyw a się ją  jednością sym plektyczną. We wzorze (2.65) I  oznacza n x  n - wy­
m iarową m acierz jednostkow ą. O m acierzy A( t)  we wzorze (2.64) zak łada  się, że jest 
sym etryczna, A T(t) =  A(t) ,  d la  każdego t. Zwróćmy uwagę, że m acierz J  m a  następu­
jące własności:

J J  =  J TJ  =  I,  (2.66)

przy czym  I  oznacza tu  m acierz jednostkow ą 2n x 2 n  - w ym iarową. Użycie tego samego 
oznaczenia, / ,  d la  m acierzy jednostkow ych o różnych w ym iarach nie będzie prowadzić 
do niejednoznaczności dlatego, że w ym iar zawsze będzie w ynikał z kontekstu . W yko­
rzystu jąc własności (2 .66) m ożna udowodnić następujący  lem at:

L e m a t  1 . M acierz fundam entalna X ( t )  (X (0 ) =  I)  uk ładu  ham iltonow skiego 
(2.64) m a w artości w łasne rozłożone param i sym etrycznie względem  okręgu jednost­
kowego, tzn ., jeśli Ajt jest w artością w łasną m acierzy X ( t )  d la  chwili t,  to  odpow iada 
jej w artość w łasna A; o tej samej krotności oraz

A, =  (2.67)
A*

Dowód.  Rozważmy pochodną po czasie w yrażenia X T( t ) J X ( t )

j t [ X T( t )J X ( t ) ]  =  j t [ X T{ t ) ] JX { t )  +  X T{ t ) J j t [X(t)}

=  X T( t )AT( t ) J TJ X { t )  +  X T( t ) J J A ( t ) X { t )

= 0 . (2 .68)
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O sta tn ia  równość zachodzi n a  podstaw ie (2.66) oraz sym etrii m acierzy  A( t) .  W  chwili 
zerowej X  (0) =  / ,  za tem

* T(0) JJf(O ) =  J. (2.69)

N a podstaw ie (2.69) i (2.68) m am y d la dowolnego t

X T( t ) J X ( t )  =  J, (2.70)

skąd

X ~ x(t)  =  J ~ xX T{t)J.  (2.71)

T ranspozycja i p rzekszta łcen ie podobieństw a po prawej stron ie  rów nania (2.71) nie 
zm ien ia ją  w idm a m acierzy, co dowodzi lem atu . □

W  dalszym  ciągu zajm ow ać się będziem y okresowym i uk ładam i ham iltonow skim i, 
w k tórych  m acierz A ( t ) je s t okresowa o okresie T

A( t  +  T )  =  A(t ) .  (2.72)

N a podstaw ie lem atu  1 m acierz m onodrom ii tego uk ładu  m a  w artości w łasne roz­

m ieszczone sym etrycznie względem  koła jednostkowego. W ynika z tego, jak  ju ż  wcze­
śniej w spom niano, że uk ład  ham iltonow ski nie m oże być s tab ilny  asym pto tyczn ie  (co 
je st zgodne z założeniem  o tym , że nie m a w układzie rozpraszan ia energii). W arunkiem  
koniecznym  stabilności je s t, aby w szystkie m ultip lika to ry  (w artości w łasne m acierzy 
m onodrom ii X ( T ) )  leżały na kole jednostkow ym . W arunkiem  koniecznym  i w ystarcza­
jącym  stabilności je s t, aby 1° w szystkie m ultip likatory  leżały n a  kole jednostkow ym  
i 2° w szystkie dzielniki elem entarne m acierzy m onodrom ii X ( T )  by ły  p roste , inaczej 
mówiąc, aby postać kanoniczna Jo rd an a  m acierzy X ( T )  by ła  d iagonalna.

D la badan ia  rezonansu param etrycznego celowe je s t dalsze rozbudow anie pojęcia 
stabilności. Rozważm y zaburzony okresowy uk ład  ham iltonow ski, tzn . uk ład  o postaci:

x =  J [A{ t )  +  c B { t , t ) \x ,  (2.73)

gdzie B ( e , t )  je s t sym etryczną m acierzą okresową o okresie T.  O znaczm y m acierz m o­
nodrom ii odpow iadającą układowi (2.73) przez X ( e , T ) .  P a ra m e tr  e je s t niewielki.

Załóżmy, że okresowy układ  ham iltonow ski (2.64), (2.72) je s t stabilny. M ożemy te ­
raz zapytać: czy niewielkie zaburzenie, jak  w m odelu (2.73), m oże spowodować desta­
bilizację uk ładu  (2.64), (2.72). Bardziej precyzyjnie problem  ten  w yraża ją  następujące 
definicje:

D e f in ic ja  1 . Okresowy uk ład  ham iltonow ski (2.64), (2.72) je s t silnie stabilny, jeśli 
istn ieje tak ie  tj >  0 , że każdy uk ład  (2 .73) spełn ia jący

lQ II e-B (M ) II dt  <  r] je s t także stabilny. (2.74)
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D e f in ic ja  2 . Okresowy układ  ham iltonowski (2.64), (2.72) je s t słabo stabilny, jeśli 

jest stabilny, ale nie jest silnie stabilny.
W prow adzam y jeszcze następujące określenie:
D e f in ic ja  3. Niech <Jk będzie m ultip likatorem  uk ładu  (2.64), (2.72). Niech Xk 

będzie podprzestrzen ią niezm ienniczą m acierzy m onodrom ii X ( T )  generow aną przez 
jej w artość w łasną a*. M ultip likator <7* nazyw a się m ultip lika to rem  pierwszego typu, 
jeśli d la  każdego niezerowego w ektora £ G Xk zachodzi

F J t  >  0 (2.75)

oraz drugiego typu , gdy dla każdego niezerowego £ 6  Xk

? J t  <  0. (2.76)

We w zorach (2.75) i (2.76) £ oznacza w ektor sprzężony do £. M ultip likatory  pierwszego 
i drugiego ty p u  nazyw ają się m ultip likatoram i określonym i.

Jeśli w podprzestrzeni Xk m ożna znaleźć niezerowy w ektor £ tak i, że

=  0, (2-77)

to ffk nazyw a się m ultip likatorem  typu  mieszanego lub m ultip likatorem  nieokreślonym.
M ożemy te raz  sform ułować najw ażniejsze tw ierdzenie o silnej stabilności liniowych 

układów ham iltonow skich.
T w ie r d z e n ie  3 . (Tw ierdzenie K rejna, G elfanda, Lidzkiego). W arunkiem  koniecz­

nym i w ystarczającym  silnej stabilności uk ładu  (2.64), (2.72) je s t, aby w szystkie m ul­
tip likatory  m acierzy m onodrom ii X ( T ) były określone.

Dowód m ożna znaleźć w [129, str. 144-172].

2.3.1. C zęstotliw ości krytyczne rezonansu param etrycznego

K orzysta jąc z tw ierdzenia K rejna, G elfanda, Lidzkiego m ożem y w yprow adzić wzory 
określające częstotliwości krytyczne rezonansu param etrycznego. Rozw ażm y następu­
jący liniowy układ  ham iltonow ski

x =  J[A +  eB(e, t ) \x ,  (2.78)

gdzie, tak  jak  w (2.73), t  jest m ałym  param etrem , B ( e , t )  je s t sym etryczną m acierzą 
okresową o okresie T.  M acierz A  je s t tu  sym etryczną m acierzą s ta łą , niezależną od 
czasu. Załóżmy, że wszystkie wartości w łasne m acierzy J A  m a ją  zerowe części rzeczy­
wiste oraz że są to  wartości własne pojedyncze. Z atem  w idm o m acierzy  J A  sk łada się

z liczb
j v x, j v i ,  . . .  j v n (2.79)
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~ j v i ,  - j v 2, . . .  -  j v n, (2.80)

j  =  \ / —T, przy  czym  i/i, v2, • • •, Vn, —vi ,  • • ■ —vn są  param i różne i każda z nich
je st różna od zera. U dowodnim y te raz  następu jący  lem at:

L e m a t  2 . O znaczm y przez £* w ektor w łasny m acierzy  J A  odpow iadający  wartości
własnej j v k. W tedy  zachodzi następu jąca  nierówność:

f i J ł k ?  0 . (2.81)

Dowód.  O znaczm y przez j v '  dowolną w artość w łasną m acierzy  J A  różną od j v k 
oraz przez £' odpow iadający jej w ektor własny. W tedy

=  e j — j A i k = - ± ^ A j T j (k =
J”k JVk

=  i ^ - l ^ J i k .  (2.82)
j v k v '

N a podstaw ie pierwszej i ostatn iej z powyższych równości dosta jem y:

u u — v'
—  CJ( k  = o. (2.83)

Poniew aż założyliśm y, że vk v ' , zatem

ĘTJ ik  =  0. (2.84)

U tw órzm y te raz  m acierz E, której w ierszam i są sprzężenia w ektorów  w łasnych m a­
cierzy J A ,  tzn . jej wiersze są postaci ( k, k =  1, 2 . . .  2n. M acierz ~ J  je s t nieosobliwa, 
zatem

Ź J ( k ^  0 . (2.85)

Ale na podstaw ie (2.84) 2n — 1 z 2n elem entów  w ektora, k tó ry  dostan iem y po w ykona­
niu m nożenia po lewej stronie nierówności (2.85), je s t równe zero. S tąd  w ynika (2.81). 
□

A nalogicznie do definicji 3 w artość w łasną j v k m acierzy J A  nazyw am y pierwszego 
typu , jeśli d la  odpow iadającego jej w ektora w łasnego ( k zachodzi:

£7 ^ 6 : > 0  (2 .86)

oraz drugiego ty p u , jeśli

Ź k J t k <  0. (2.87)

Z lem atu  2 wynika, że w szystkie w artości w łasne m acierzy J A  są  pierwszego lub 
drugiego typu . Łatwo też  spraw dzić, że praw dziw y je s t n astępu jący  lem at:
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L e m a t  3 . Jeśli j v k jest w artością w łasną pierwszego ty p u  m acierzy  JA ,  to  - j u k 
jest w artością w łasną drugiego ty p u  i n a  odw rót.

D latego bez ograniczania ogólności będziem y dalej zak ładać, że w artości własne 

(2.79) są pierwszego typu , a (2.80) drugiego typu.
Oznaczm y m acierz m onodrom ii odpow iadającą n iezaburzonem u układow i (2.78) 

(tzn. przy  e =  0) przez X ( T ) .  Z uwagi n a  stałość m acierzy A  m am y:

X ( T )  =  eJAT. (2.88)

Z przedstaw ionej równości wynika, że w ektory w łasne m acierzy m onodrom ii X ( T )  po­
kryw ają się z w ektoram i w łasnym i m acierzy JA.  P onad to , n a  podstaw ie założenia, że 
t/k są param i różne i różne od zera, w szystkie dzielniki e lem entarne m acierzy m ono­
dromii X ( T )  są proste.

M ożemy te raz  udowodnić tw ierdzenie o częstotliwościach krytycznych dla układu 
(2.78). Podobnie jak  poprzednio, n iezaburzonym  nazyw am y uk ład  (2.78), w którym  
e =  0.

T w ie r d z e n ie  4 . N iezaburzony (tzn . przy e =  0) uk ład  okresowy (2.78) jest silnie 
stabilny d la w szystkich okresów T  takich, że

T  *  / , - " i  <2-89)wkr( k , l , m )

oraz słabo stab ilny  dla

T  =   -71 1 — v  (2-90)ojkT( k , l , m )

Częstotliwości wkr( k , l , m )  nazyw a się częstotliw ościam i kry tycznym i i wylicza się z 
następującego wzoru:

u kr{ k , l , m )  =  — (i/jt +  i/(), (2.91)
m

1 <  k, l <  n, m  =  1, 2 , . . .
Dowód.  N a podstaw ie (2.79), (2.80) i (2.88) m acierz m onodrom ii X ( T )  m a  nastę­

pujące w artości własne:
(2.92)

oraz
a i - \ . . . , a „ - \  (2.93)

przy czym
a k =  e?VkT, k =  1 , 2 , . . .  ,n.  (2.94)

Zbadajm y, d la  jakich  okresów T  m acierz m onodrom ii X ( T )  m a w ielokrotne w ar­

tości w łasne. Z (2.94) wyliczamy, że crk — cri, k ^  l, 1 < k , l <  n,  gdy
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oraz że crk =  cr, x, 1 <  fc, / <  n , gdy

_ 27rm
T  =  — — , (2.96)

gdzie m  je st dow olną liczbą całkow itą różną od zera.

W  następnym  kroku badam y podprzestrzen ie niezm iennicze generowane przez po­
dw ójne w artości w łasne uk =  er; oraz o k =  Oj-1. Z lem atu  3 wynika, że podprzestrzenie 
niezm iennicze zw iązane z m ultip lika to ram i crk =  07 są zawsze określone, natom iast 
podprzestrzen ie niezm iennicze zw iązane z m ultip lika to ram i crk =  crf1 są ty p u  m iesza­
nego. Z atem  z tw ierdzenia 3 w ynika te raz  teza  tw ierdzenia 4. □

2.3.2. Przykład

Jako  p rzyk ład  ilustru jący  tw ierdzenie o częstotliw ościach kry tycznych  rozważmy 
szczególną postać  rów nania H illa (np. [25], [129])

x  +  [1 -f ea(t)\x — 0 . (2.97)

P rzedstaw ione rów nanie m oże opisywać zachowanie się, w pobliżu  po łożenia równo­
wagi, w ahad ła  o zm iennej długości lub w ahad ła o ruchom ym  punkcie zawieszenia, 
przy dodatkow ym  założeniu o braku ta rc ia  w punkcie zawieszenia. F unkcja ea(t)  opi­
suje zm iany w czasie długości w ahadła lub siły oddziału jącej n a  p u n k t zawieszenia 
w ahadła. Dzięki założeniu o b raku  ta rc ia  rozważany uk ład  je st liniowym  układem  ha- 
m iltonow skim . W prow adzając w spółrzędne stanu  x x =  x i x 2 =  x m ożna równanie 
(2.97) zapisać jako

Xi
x 2

0 1
- 1  0 I  +  £

a(t)  0 
0 0

Xl
x 2

(2.98)

Równanie (2.97) m ożna zatem  sprowadzić do postaci (2.78). W  analizow anym  przy­
padku

0 1 
- 1  0

J A  = (2.99)

i w artości w łasne m acierzy J A  w ynoszą j  i —j .  Poniew aż są ty lko dw ie w artości w łasne, 
za tem  w tw ierdzeniu  4 m usim y przyjąć k =  / =  1 i o trzym ujem y n astępu jący  wzór na 
częstotliwości k ry tyczne u kr( k , l , m )  =  w*r ( l , l , m )  =  u kr(m):

u kr(m)  =  — , m  =  1, 2, -----
m (2 . 100)

Zgodnie ze wzorem  (2.100), dowolnie m ałe okresowe zaburzen ia ea(t) o częstotliw o­
ściach hjkr(m)  m ogą zdestabilizow ać układ  (2.97).
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Zwróćmy uwagę, że z tw ierdzenia 4 wynika tylko, że d la  każdej z częstotliwości kry­
tycznych (2.100) istn ieje niewielkie pobudzenie destabilizujące uk ład . N ie oznacza to, 
że każde pobudzenie o częstotliwości (2.100) destabilizuje uk ład  (2.97). M ożemy to  zi­
lustrować obliczeniam i num erycznym i. Jako a(t)  przyjm ujem y przebieg przedstaw iony 
na rysunku (2.5). Jest to  okresowy przebieg schodkowy, k tó ry  w okresie T  przyjm uje 

5 możliwych, generowanych losowo, wartości.

0.03 

0.02 

0.01

2  o 
"  - 0.01 

- 0.02

0) t

Rys. 2.5. Przykładowy przebieg funkcji ea(t).  Częstotliwość sygnału ea(t) wynosi w.
Funkcja zależy od pięciu losowych wartości i jes t  skalowana do zakresu 
[-0 .025,0 .025]

Fig. 2.5. Exemplary plot of the function ea(t).  Frequency of  the signal ea(t) is equal 
to u>. The function depends on five random values and is rescaled to fit the 
interval  [—0.025,0.025]

P rocedura  pobudzania rezonansu param etrycznego je s t następująca:

1 . G enerowanych je st 5 liczb losowych, k tó re  zad a ją  przebieg funkcji ea(t)  jak  na
rys. 2.5. Dodatkowo przebieg funkcji skaluje się tak , że m axea(ż) =  — m inea(t) 

=  0.025.

2. W ygenerowany przebieg funkcji ea(t)  je s t podstaw ą do obliczenia m acierzy mo-
nodrom ii X ( T )  i w ykładnika Lapunowa A. W ykładnik  Lapunow a A oblicza się 
w ielokrotnie, zak ładając sta ły  k sz ta łt funkcji ea(t)  i zm ien iając częstotliw ość w w 
zakresie [0,2.5]. Kreślony jest wykres zależności w artości w ykładnika Lapunowa 
A od częstotliwości w sygnału ea(t).

O pisana procedura została  pow tórzona 30 razy, a wykresy z jej p u n k tu  2 były 
nak ładane n a  siebie. R ezu ltat tego przedstaw ia rys. 2.6. N a górnym  wykresie widać 
m aksim a, będące wynikiem  rezonansu param etrycznego. Poniżej zaznaczone są piono­
wymi kreskam i wartości częstotliwości krytycznych. K reśląc pojedynczy  wykres A(w) 
uzyskuje się zwykle 1 - 2 m aksim a, wynikające z pobudzenia ty lko n iek tórych  często­
tliwości krytycznych. N akładając n a  siebie więcej wykresów m ożna lepiej zobrazować 
zależność A (w) i sprawdzić zgodność pozycji m aksim ów  z w artościam i częstotliwości 

krytycznych.



50 Rozdział 2. Zastosowania teorii Flogueta

J__L
0.5

Rys. 2.6. Wykres obrazujący rezonans parametryczny.  Na górnym rysunku przedsta­
wione są zależności wykładnika Lapunowa  A od częstotliwości uj pobudzenia 
ea(t) dla 30 wygenerowanych pobudzeń ea(t).  Na dolnym rysunku pionowymi  
kreskami zaznaczone są wartości częstotliwości krytycznych ujkr (m)  =  —

Fig. 2.6. The above plots demonstrate parametric resonance. In the upper plot Ly­
apunov exponent A is presented versus frequency lo of  the signal ta( t) ,  for  
30 random signals ea(i).  In the lower plot vertical markers depict values of  
critical frequencies u>kT{m)  =  £

N a rysunku m ożem y zaobserwować, że pobudzone zostały  4 częstotliw ości k ry­
tyczne rezonansu param etrycznego. P ią te  m aksim um  je s t zw iązane z dw om a częstoś­
ciami krytycznym i (o num erach 8 i 9). Jego obecnosc w ynika z aspektów  num erycz­
nych, tzn . z tego, że param etr uk ładu  pobudzano sygnałem  o skończonej (niezerowej) 
am plitudzie (0.025).

Zauw ażam y również prawidłowość po legającą n a  tym , że m aksim a odpow iadające 
niższym  częstotliw ościom  są słabsze, gdyż rezonanse odpow iadające niższym  często­
tliwościom  trudniej pobudzić. N iektóre częstotliwości nie zostały  pobudzone, b rak  od­
pow iadających im  maksimów.

N ajsilniejsze i najczęściej w ystępujące je st m aksim um  zw iązane z podstaw ow ą czę­
stotliw ością kry tyczną, odpow iadającą m  — 1. Częstotliw ość ta  je s t rów na podwojonej 
częstotliw ości d rgań swobodnych niezaburzonego uk ład u  (2.97).

M im o że teo ria  rezonansu param etrycznego  stosuje się ty lko do układów  ham ilto- 
nowskich (w k tó rych  nie w ystępuje rozpraszanie energii) oraz analizu je asym pto tyczne 
zależności d la  niewielkich pobudzeń param etrów , jej w yniki stosu je się także  jako  przy­

bliżenie w analizie układów , w których  założenia te  nie są dokładnie spełnione. Często, 
aby zbadać możliwość destabilizacji uk ładu , zam iast analizow ać w szystkie możliwe po­

2.4. Uwagi i komentarze 51

budzenia, m ożna ograniczyć się do funkcji okresowych, k tórych  częstotliw ości leżą w 
pobliżu podstawowej częstotliwości krytycznej, jeśli ty lko częstotliw ość tę  m ożna w 

jakiś sposób oszacować.
P rzeanalizujm y ponownie wykresy przedstaw ione n a  rys. 2.2 i 2.4. Zakres możli­

wych zm ian częstotliwości drgań swobodnych w ahadła z rys. 2 .2 , odpow iadający za­
kresowi zm ian p aram etru  a, wynosi 0.5 -  1.9. Jeśli weźm iem y środek tego zakresu, 
tzn. 1.2, to  odpow iadająca tej wartości podstaw ow a częstotliw ość k ry tyczna wynosi 
2 x 1.2 =  2.4. Zaniedbując rozpraszanie energii przez ta rc ie  lepkie dostan iem y zatem  
z tw ierdzenia 4 jako podstaw ową częstotliwość rezonansu param etrycznego  częstotli­
wość cjjfcr ( l )  =  2.4. R óżnica w stosunku do w artości 1.86, k tórej n a  wykresie z rys. 2.2 
odpow iada m aksym alny w ykładnik Lapunowa, w ynika z w ystępow ania tłu m ien ia  w 
układzie (w spółczynnik tłum ien ia  (  =  ^ ) .

D la wykresów z rys. 2.2 i 2.4 m ożna zaobserwować przebiegi p rzypom inające wy­
kresy charak terystyczne dla zjawisk rezonansu, z w ielokrotnym i m aksim am i o różnych 
wysokościach, m im o że m odele analizowanych układów  nie sp e łn ia ją  założeń stosowal­
ności teorii rezonansu param etrycznego.

2.4. U w agi i kom entarze

O pisane w ty m  rozdziale m etody  i tw ierdzenia bazują głównie n a  pracach [25] 
i [129]. P rzedstaw ione wyniki nie w yczerpują w szystkich, wywodzących się z teorii 
F loąueta, technik  i podejść. Istnieje wiele innych m etod  obliczeniowych dla układów 
o okresowo zm ieniających się param etrach . Spośród pom iniętych  w arto wspomnieć 
o analitycznych m etodach, w których m acierz m onodrom ii X ( T ) wylicza się bezpo­
średnio n a  podstaw ie funkcji A(t)  [129], [112]. M im o że m etodę tę  m ożna stosować 
tylko w prostych przypadkach, gdy rząd uk ładu  jest 2 lub  3, je s t ona często bardzo 
użyteczna, ponieważ pozw ala bezpośrednio uzależnić w ykładnik  Lapunow a od param e­
trów m odelu. Pom im o ograniczenia się tylko do najw ażniejszych m etod  przedstaw ione 
tu  przykłady  pozwolą jednak  porównać opisywane w ty m  rozdziale techniki z innym i 

rozwiązaniam i.
Założenie, że zm iany param etrów  są okresowe, je s t bardzo niew ielkim  ogranicze­

niem przy analizie układów o zm iennych p aram etrach , ponieważ sygnały  okresowe s ta ­

nowią bardzo szeroką klasę pobudzeń. W ym ienim y tu  trzy  w yniki z lite ra tu ry , które 
po tw ierdzają tę  tezę. W  pracy [21] wykazano, że jeśli d la  uk ładu  o zm ieniających się w 
czasie param etrach  (0.1) istnieje s tra teg ia  destabilizująca, to  istn ieje  także okresowa 
s tra teg ia  destabilizująca. W  pracy [121] udowodniono, że d la  układów  dw uw ym ia­
rowych z jednym  zm ieniającym  się param etrem  stra teg ii destabilizującej w ystarczy 
poszukiwać w klasie sygnałów okresowych, schodkowych z co najw yżej dw om a przełą­
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czeniam i za okres. W  pracy [78] wykazano, stosu jąc tw ierdzenie Poincarego - Bendi- 
xona, że d la  układów  trójw ym iarow ych okresowej stra teg ii destabilizującej odpow iada 
okresowy w granicy przebieg w spółrzędnych stanu  układu.

P rzeanalizow ane przyk łady  pokazują też ograniczenia m etod  bazujących na tw ier­
dzeniu F lo ąu e ta . Jeśli chcem y badać wpływ n a  zachow anie się uk ładu  sygnałów  okreso­
wych o k sz ta łtach  bardziej złożonych niż analizow ane w przedstaw ionych przykładach, 
to  przegląd wszystkich możliwych pobudzeń s ta je  się tru d n y  lub  niemożliwy.

Oczywiście, przegląd w szystkich możliwych pobudzeń nie je s t konieczny dla zba­
dan ia  istn ien ia  stra teg ii destabilizującej. In teresu je nas tylko m aksim um  (m inim um ) 
na wykresie zależności w ykładnika Lapunow a od param etrów  pobudzenia. M ożna za­
tem  zaproponow ać zam iast przeglądu stosowanie num erycznych m e to d  optym alizacji 
s ta tycznej. Jednak  podejście to  je s t także tru d n e  w zastosow aniu, co łatw o zrozum ieć 
p a trząc  n a  rys. 2.2 i 2.4. O ba wykresy m a ją  wiele m aksim ów  lokalnych, za tem  m etody 
num erycznej m aksym alizacji będą często dawać błędne w yniki, spowodowane odszu­
kaniem  m aksim um  lokalnego zam iast globalnego.

K olejny problem  polega n a  tym , że w ykonanie opisanych obliczeń num erycznych 
d la założonych zakresów zm ian częstotliwości, w ypełnień lub  faz i stw ierdzenie, że 
w przeszukanym  zakresie nie znaleziono strateg ii destabilizującej (stab ilizu jącej), nie 
daje  jednak  form alnego dowodu absolutnej stabilności (n iestabilności) analizowanego 
układu. P rzyk ładem  może byc m odel odwroconego w ahad ła z ruchom ym  punk tem  
podparcia, badany  w punkcie 2.2.2, gdzie nie udaje  się znaleźć stra teg ii stabilizującej. 
M imo że w eksperym entach obliczeniowych nie u daje  się ustabilizow ać uk ładu , aby 
być pew nym  absolutnej niestabilności, trze b a  zastosować inne m etody  (por. rozdział 
trzeci).

M im o opisanych trudności, naw et d la  złożonych układów , w arto  przed  zastosowa­
niem  innych m etod  wykonać opisywane w tym  rozdziale eksperym enty  obliczeniowe 
z w ielokrotnie modyfikowanym okresowym pobudzeniem  zm ian param etrów . Czasem 
daje  to  już  w ystarczające inform acje o zachowaniu się badanego uk ładu  (np. strateg ię 
destab ilizu jącą), a często pozw ala lepiej zaplanować dalsze badania.

W ykonane obliczenia num eryczne będą  służyły  w dalszych rodzia łach  pracy jako 
odniesienie do wyników uzyskiwanych tam  innym i m etodam i.

R ozdzia ł 3 

K w adratow e funkcje L apunow a

W  rozdziale ty m  omówione zostaną bardzo efektyw ne obliczeniowo m etody  badania 
absolutnej stabilności i absolutnej niestabilności uk ładu  (0 .1), (1.1), w ykorzystujące 
funkcje Lapunow a definiowane w postaci form  kw adratow ych w spółrzędnych stanu:

V(x)  =  xTP x  (3.1)

lub też funkcje Lapunowa dane w postaci sum y form y kw adratowej i dodatkowych 
składników całkowych. We wzorze (3.1) x £  R n je s t w ektorem  stanu  uk ładu  (0.1), a 
P  £ R nxn je s t sym etryczną m acierzą form y kwadratowej.

Podstaw ow ym  pojęciem , k tóre w ykorzystuje się do dow odzenia absolutnej stab il­
ności (niestabilności) uk ładu  ze zm iennym i param etram i (0 .1), ( 1.1), je s t pojęcie jed­
noczesnych (wspólnych) funkcji Lapunowa. Term iny jednoczesna oraz w spólna funkcja 
Lapunowa będą dalej używane jako synonimy. Funkcja V(x)  je s t w spólną funkcją 
Lapunowa d la uk ładu  ze zm iennym i param etram i (0.1), (1.1), jeśli je s t ona funkcją 
Lapunowa d la każdego z układów narożnych (1.5), (tzn . pochodne w zdłuż rozwiązań 
każdego z układów  narożnych są funkcjam i określonego znaku). Istn ien ie funkcji La­
punowa wspólnej d la  wszystkich układów narożnych dowodzi absolutnej stabilności 

(niestabilności) uk ładu  (0.1), ( 1.1).
W  przypadku  gdy zm ianę param etrów  uk ładu  m ożna zin terpretow ać jako wynika­

jącą  z istn ien ia sprzężenia zw rotnego poprzez funkcję, n a  k tó rą  nałożony je st warunek 
sektorowy (1.49), do badan ia  absolutnej stabilności i n iestabilności m ożna zastosować 
k ry teria  częstotliwościowe - k ry terium  koła oraz k ry teriu m  Popova. Są one uogólnie­
niem na przypadek układów o zm iennych param etrach  klasycznego k ry terium  Ny- 
qu ista stabilności liniowych pętli sprzężenia zwrotnego. Zastosow anie tych  kryteriów  
pozwala sprowadzić problem  poszukiw ania jednoczesnej funkcji Lapunow a do analizy 
własności charak terystyk  N yquista (m acierzy) tran sm itan c ji uk ładu  otw artego. K ry te­
rium  koła o trzym uje się przez zastosowanie jako funkcji Lapunow a form y kwadratowej. 
K ry terium  Popova dotyczy sytuacji, gdy zm ienność param etrów  je s t spowodowana is t­
nieniem  niezależnej od czasu nieliniowości sektorowej, jak  w układzie przedstaw ionym
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w punkcie 1.5.5 n a  rys. 1.7. W  takiej sy tuacji jako  funkcję Lapunow a definiuje się 
sum ę form y kw adratowej oraz sk ładnika pow stającego przez scałkow anie nieliniowości 
w zdłuż tra jek to rii uk ładu .

W arunek n a  to , aby V(x )  by ła w spólną funkcją Lapunow a d la  uk ład u  (0.1), m ożna 
zapisać w postaci algebraicznej jako liniową nierówność macierzową.  Także k ry teria  
częstotliw ościowe absolutnej stabilności lub niestabilności m ogą być sform ułow ane w 
postaci liniowych nierówności m acierzowych. Liniowe nierówności m acierzow e są to  
w arunki, k tó re  obejm ują u jem ną (dodatn ią) określoność m acierzy  z jednoczesnym  za­
chodzeniem  pew nych liniowych równości dotyczących elem entów  tej m acierzy. P roblem  
poszukiw ania m acierzy spełn ia jących  liniowe nierówności m acierzow e należy do klasy 
problem ów  program ow ania w ypukłego i w osta tn ich  la tach  opracow ano efektyw ne nu­
m erycznie algorytm y rozw iązyw ania tak ich  problem ów  [64], [32]. Dzięki tem u  możliwe 
je st badanie problem ów  absolutnej stabilności (n iestabilności) d la  układów , w których 
w ym iar w ektora stanu  może być bardzo wysoki (kilkanaście, a naw et kilkadziesiąt 
w spółrzędnych stanu).

C eną za wysoką efektywność obliczeniową je st fak t, że zastosow anie funkcji kw adra­
towych (kw adratow ych ze składnikam i całkow ym i) pozw ala uzyskiw ać tylko warunki 
w ystarczające absolutnej stabilności lub niestabilności. W arunki te  zaw ierają  nadm iar 
w stosunku  do rzeczyw istej granicy stabilności. W  lite ra tu rze  m ożna znaleźć przykłady, 
w których  w ykazuje się, że nadm iar ten  może być bardzo duży. P rzy k ład y  tak ie  podane 
zostaną także w następnym  rozdziale tej pracy, gdzie do bad an ia  abso lu tnej stabilności 
(n iestabilności) uk ładu  (0.1), (1.1) zastosowane będą  n ieparam etryczn ie  definiowane 
(wielościenne i przedziałam i liniowe) funkcje Lapunowa.

M im o trudnego  zwykle do oszacowania zapasu w otrzym yw anych  oszacowaniach 
dopuszczalnych zakresów zm ian param etrów , m etody  w ykorzystu jące kw adratow e 
funkcje Lapunow a są podstawowym i m etodam i stosowanym i w prak tycznych  oblicze­
niach, zw łaszcza d la bardziej złożonych układów.

3.1 . U k ła d  lin iow y o s ta ły c h  w sp ó łczy n n ik a ch

N a w stępie przedstaw im y tw ierdzenia o stabilności i n iestabilności d la  uk ładu  linio­
wego o sta łych  współczynnikach. Rozw ażam y u k ład  liniowy o sta łych  w spółczynnikach, 
opisany rów naniem  stanu

x =  Ax.  (3.2)

A s y m p to ty c z n a  s ta b i ln o ś ć

A sym pto tyczną stabilność uk ładu  (3.2) rozstrzyga następu jące  k lasyczne tw ierdze­
nie: [49, s tr . 123], [39], [53], [46], [25].
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T w ie rd z e n ie  1. U kład (3.2) jest asym ptotycznie stab ilny  w tedy i tylko wtedy, 
gdy istn ieje sym etryczna, isto tn ie  dodatn io  określona m acierz P  E R nxn taka, że

A TP  +  P A  <  0. (3.3)

W przedstaw ionym  wzorze, a  także w dalszym  tekście, znak ostrej nierówności ” < ” 
(”> ” ) w odniesieniu do m acierzy jest rozum iany jako isto tn ie u jem na (dodatn ia) okre­
śloność. Podobnie przez słabe nierówności oznacza się półokreśloność macierzy.

Pochodna funkcji Lapunowa (3.1) w zdłuż tra jek to rii uk ładu  (3.2) dana  jest przez 

wyrażenie
V{x)  =  xT( A TP  +  P A ) x .  (3.4)

Zatem  w arunek (3.3) jest w arunkiem  w ystarczającym  asym ptotycznej stabilności na 
mocy tw ierdzenia Lapunow a o asym ptotycznej stabilności (np. [49, s tr. 101]). Z kolei 
łatwo stw ierdzić, że gdy w szystkie części rzeczyw iste wartości w łasnych m acierzy A  są 
ujem ne (m acierz A  jest asym ptotycznie stab ilna), to  algebraiczne rów nanie Lapunowa

A r P  +  P A  =  —Q (3.5)

m a dla każdej sym etrycznej m acierzy Q >  0 jednoznaczne, is to tn ie  dodatn io  określone 

rozwiązanie

P  =  r  eATiQeAtdt. (3.6)
Jo

Dowodzi to  konieczności.
N astępujące w arunki są sobie równoważne:

1. Istn ieje P  =  P T >  0 taka, że A TP  +  P A  <  0.

2. D la każdej m acierzy Q =  QT >  0 równanie ATP  +  P A  =  — Q  m a rozw iązanie
P  =  P T >  0.

3. ReA(A) <  0, tzn . w idm o m acierzy A  leży w lewej o tw artej półpłaszczyźnie. 

N ie s ta b i ln o ś ć

N iestabilność uk ładu  (3.2) może być w ykazana z zastosow aniem  następującego 

tw ierdzenia:
T w ie r d z e n ie  2 . W arunkiem  w ystarczającym  niestabilności uk ładu  (3.2) jest, aby 

istn ia ła  sym etryczna m acierz P  taka, że

A TP  +  P A > 0  (3.7)

oraz, aby m acierz P  m ia ła  przynajm niej jedną  d o d atn ią  w artość w łasną.
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x'l ' 0 1 ' Xi
X2 0 0 x2

Tw ierdzenie to  je s t konsekwencją pierwszego tw ierdzenia L apunow a o niestabilności 
(np. [49, s tr . 154], [39, str. 19]). Zdefiniujm y jako

In(v4) =  (nd, nu, nz ) (3.8)

bezw ładność (inercję) m acierzy A,  gdzie rij oznacza liczbę w artości w łasnych m acie­
rzy A  o dodatn ich  częściach rzeczyw istych, nu - liczbę w artości w łasnych m acierzy 
A  o ujem nych częściach rzeczyw istych, a nz - liczbę w artości w łasnych m acierzy A o 
zerowych częściach rzeczyw istych. W iadom o (zob. [45, dod. F], [110, str. 252]), że aby 
zachodził w arunek (3.7), bezw ładność m acierzy A  m usi spełn iać w arunek nz =  0, tzn. 
m acierz A  n ie m oże m ieć w artości w łasnych o zerowych częściach rzeczyw istych oraz 
m usi zachodzić

In(A ) =  In (P ). (3.9)

Z przedstaw ionego kom entarza wynika, że tw ierdzenie 2 d a je  ty lko  w arunek wy­
sta rcza jący  niestabilności uk ładu  (3.2). Rozważm y następu jący  przykład :

(3.10)

Jest to  rów nanie stanu  uk ładu  zachowawczego (podw ójnego całkow ania), k tó ry  jest nie­
stabilny. Jednak  tw ierdzenie 2 nie pozw ala na wykazanie niestabilności uk ładu  (3.10). 
W idać, że przy  dowolnym w yborze m acierzy P  lewa s tro n a  nierówności macierzowej
(3.7) nie je s t m acierzą określoną. Z atem  (3.7) nie m oże zachodzić.

N iestabilność uk ładu  (3.10) m ożna udow odnić stosując np. tw ierdzenie C zetajew a 
([49, tw ierdzenie 3.3, s tr. 113]). P rzy jm ując jako  funkcję V

V ( x u x 2) -  x i x 2 (3.11)

dostajem y:

V ( x u x 2) =  A -  (3.12)

Funkcja V ( x i , x 2) przyjm uje dodatn ie  w artości w dowolnie m a ły m  otoczeniu zera. 
Definiując te raz  zgodnie z założeniam i tw ierdzenia C zeta jew a zbiór U

U =  { x 1 , x 2 : x ix 2 >  0, x l  >  0} D Bc, (3.13)

gdzie Be oznacza koło o prom ieniu  e i środku w punkcie zerow ym , widzimy, że 

V ( x i , x 2) >  0 w całym  zbiorze U.  Dowodzi to  niestabilności. Do w ykazania n iesta­
bilności uk ładu  (3.10) m ożna też użyć drugiego tw ierdzenia Lapunow a o niestabilności 
[49, s tr. 154] lub tw ierdzenia Krasowskiego [107, s tr. 23].

M im o że, jak  pokazaliśm y, istn ie ją  silniejsze od tw ierdzen ia 2 w arunki n iestabilno­
ści, za le tą  tw ierdzenia 2 je s t p ro s to ta  i w ygoda jego zastosow ania. W spom inane silniej­
sze tw ierdzenia w y m ag a ją  dodatkowo poszukiw ania odpow iednich zbiorów lub funk­
cji, k tó re  w ogólnym  przypadku m ogą być tru d n e  do wyliczenia. D latego, zw łaszcza

3.2. Absolutna stabilność i niestabilność m.

przy konstrukcji funkcji Lapunowa do dowodzenia absolutnej niestabilności układów o 
zm iennych w czasie param etrach , uogólnienia tw ierdzenia 2 są często w ykorzystywane.

3.2. A b so lu tn a  sta b iln o ść  i n iesta b iln o ść

Pow racam y te raz  do uk ładu  o zm iennych w czasie param etrach  (0.1), (1.1). Sfor­
mułowane dalej tw ierdzenia o absolutnej stabilności i absolutnej n iestabilności d la  tego 
układu są bezpośrednim i uogólnieniam i tw ierdzenia 1 i tw ierdzenia 2 .

T w ie rd z e n ie  3. W arunkiem  w ystarczającym  absolutnej stabilności uk ładu  (0.1),
(1.1) je s t istn ienie sym etrycznej, isto tn ie  dodatn io  określonej m acierzy P  € R nxn 

takiej, że
A j P  +  P A i <  0 (3.14)

dla wszystkich i =  1, 2 ..., N.
Dowód.  Jako funkcję Lapunowa przyjm ujem y V(x)  daną  przez (3.1). N a podstaw ie

(1.2) istn ie ją  m ierzalne funkcje skalarne a,-, a j  >  0 i ]C ;li a i ( 0  =  1 dla P-w- * >  0
takie, że

=  (3.15)
;=i

Teraz pochodną funkcji V  wzdłuż tra jek to rii uk ładu  (0.1) m ożem y zapisać następu­

jąco: n

V ( x ) = x T ' £ a i( t ) ( A j P  +  P A i)x. (3.16)
i=i

Z (3.14) oraz z fak tu , że liczba układów narożnych je s t skończona, w ynika istnienie 

liczby e >  0 tak iej, że
A j P  +  P A i <  - e J ,  (3.17)

dla w szystkich i — 1,2.. . ,  N .  Z nierówności (3.17) oraz z (3.16) m am y:

V(x)  < - e \ \ z  ||2 . (3.18)

Teraz n a  podstaw ie nierówności Rayleigha

Xmln(P)I < P <  W P )J  I3'19)
dostajem y nierówność różniczkową

V i ~ d l F ) V’ ( 3 ' 2 0 )

z której wynika [79, str. 7]:

V( t)  =  V[x(i)] <  V[x(0)]e_ ł= in 7 ‘. (3.21)
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W ykorzystu jąc jeszcze raz (3.19) otrzym ujem y:

II *(<) ll2<ll * (0 ) II2 (3.22)

Z atem  uk ład  (0.1), (1.1) je s t jed n o sta jn ie  w ykładniczo stabilny, co pociąga za sobą 
abso lu tną  stabilność. □

U w a g a . D la uk ładu  opisanego m odelem  (0.1), (1.1) abso lu tn a  stabilność je st rów­
now ażna jednosta jnej wykładniczej stabilności (por. tw ierdzenie 2 rozdziału  4).

Zw róćm y uwagę, że m im o iż tw ierdzenie 1 określało zarówno w arunek w ystarcza­
jący, jak  i konieczny asym ptotycznej stabilności, to  rozszerzenie tego tw ierdzenia na 
uk ład  ze zm iennym i param etram i (tw ierdzenie 3) d a je  już tylko w arunek w ystarcza­
jący. P rzy k ład y  dowodzące, że w arunki z tw ierdzenia 3 są nadm iarow e, podane zostaną 
w n astępnym  rozdziale.

Funkcję Lapunow a (3.1) definiowaną przez m acierz P  sp e łn ia jącą  (3.14), i =
1,2...,7V, nazyw a się w spólną funkcją Lapunow a układów  narożnych danych przez 
m acierze A i, A2, ..., Apj.

N a podobnej do użytej w poprzednim  tw ierdzeniu  idei bazuje m e to d a  dowodzenia 
absolutnej n iestabilności sform ułow ana poniżej.

T w ie r d z e n ie  4 . W arunkiem  w ystarczającym  absolutnej niestabilności układu 
(0.1), (1.1) je s t istn ienie m acierzy P  €  R?xn, posiadającej p rzynajm nie j jed n ą  do­
d a tn ią  w artość w łasną, oraz tak iej, że

A j P  +  PA{  >  0 (3.23)

dla w szystkich i =  1,2
Dowód.  Jako funkcję Lapunowa przyjm ujem y V(x )  d an ą  przez (3.1). Podobnie 

jak  w dowodzie tw ierdzenia 3 pochodną tej funkcji w zdłuż tra jek to rii uk ładu  (0.1) 
m ożem y zapisać w postaci (3.16). Z (3.23) oraz z fak tu , że liczba układów  narożnych 
jest skończona, wynika istnienie liczby z >  0 tak ie j, że

A j P  +  PAi  >  e l  (3.24)

d la w szystkich i =  1 ,2 . . . ,N .  M am y za tem  (analogicznie ja k  w dowodzie tw ierdzenia

3)
V{x)  >  e || x ||2 . (3.25)

N a podstaw ie nierówności R ayleigha (3.19) oraz założenia, że Amax(P )  >  0, zacho­
dzi nierów ność różniczkowa

V( x)  >  (3 '26)

z k tórej w ynika [79, s tr . 7]

V{t) =  V [x(t)] >  V [x(0)]e*= inT ‘. (3.27)

3 9.. Absolutna stabilność i niestabilność M

Rozważm y z kolei zbiór Z

R n D Z  =  { x :  xTP x  >  r\ || x ||2}, (3.28)

gdzie rj >  0. N a podstaw ie założenia, że Amax(P )  >  0, zbiór Z  je s t n iepusty  dla 
odpowiednio m ałych  ??. P onad to  d la  w szystkich x £  Z  zachodzi oszacowanie:

r, II x(t)  ||2<  xTP x  <  Amax(P )  II x( t)  II2 . (3.29)

Definiujem y funkcję W ( x )

W { x )  =  x T( P - T ) I ) x ,  (3.30)

przyjm ującą w artości dodatn ie w ew nątrz, zerowe n a  brzegu oraz u jem ne n a  zew nątrz 
zbioru Z.  P ochodna funkcji W ( x )  w zdłuż tra jek to rii uk ładu  (0.1) d an a  je s t przez

W { x )  =  xT j r a i ( t ) { A j P  +  P A i) x  -  »/xT £ > , ( < ) ( A f  +  A,-)*, (3.31)
1 = 1  1 =  1

«i >  0, J2iLi a i ( 0  =  1 d la  p.w. t  >  0. Jeśli oznaczym y

A M =  | m ax Amax(A f +  A ;)|, (3.32)
t

to  n a  podstaw ie (3.24) dosta jem y następujące oszacowanie d la  W ( x ):

VK(x) > || x ( t)  ||2 (e -  XMr]) (3.33)

W idzim y zatem , że jeśli
t) <  t ^ - ,  (3.34)

Am

to  Z  je s t zbiorem  dodatn io  niezm ieniczym  d la  uk ładu  (0.1), (1.1).
W ybieram y rj spełn ia jące (3.34) oraz x(0) G Z.  W tedy  z (3.29) i (3.27) wynika:

II *(*) H2>ll * (0) II2 (3.35)

Zatem  uk ład  (0.1), (1.1) jest jednosta jn ie  w ykładniczo niestabilny, co pociąga za sobą

abso lu tną niestabilność. □
Podobnie ja k  poprzednio, tw ierdzenie to  d a je  ty lko w arunek w ystarczający. W arun­

kiem  koniecznym , aby tw ierdzenie 4 zachodziło (nierówności m acierzowe (3.23) były 
spełnione d la pewnej m acierzy P),  je s t, aby wszystkie m acierze A,-, z =  1 ,2 ,. . . ,  N  m iały 

tak ie  sam e bezw ładności równe bezwładności m acierzy P

In(Aj) =  In (P ), i =  1 , 2 . . . , W, (3.36)

([45, tw ierdzenie F7, str. 767]).
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Rozw ażm y uk ład  ze zm iennym i w czasie param etram i (0.1), w k tó rym  zakres zm ian 
param etrów  określony je st przez (1.2), przy  czym  N  — 2 oraz

1 0 ’ ' 1 0 '

0 1 1—‘ , A-2 —

O 
i

1

Poniew aż In (A i)  ^  I n ( / l2), za tem  abso lu tn a  n iestabilność u k ła d u  z m acierzam i 
narożnym i (3.37) nie może być w ykazana z zastosow aniem  tw ierdzen ia  4. Z drugiej 
strony  uk ład  ten  je s t absolutn ie niestabilny, co łatw o wykazać w yznaczając rozwiązanie 
s ta rtu jące  z w arunku  początkowego z ( 0) =  e[l 0]r , gdzie e je s t dowolnie m a łą  liczbą 
różną od zera.

Zwróćm y uwagę, że na podstaw ie cytow anych wcześniej w łasności inercji m acierzy 
m ożna połączyć tw ierdzenia 3 i 4 następująco. Jeśli, bez n arzucan ia  n a  sym etryczną 
m acierz P  warunków  określoności lub  nieokreśloności, uda je  się znaleźć rozw iązanie P  
uk ład u  nierówności m acierzow ych (3.14), to

1. M acierz P  je s t nieosobliwa;

2 . K w adratow a funkcja Lapunow a V(x)  =  xTP x  rozstrzyga bądź o absolutnej s tab il­
ności uk ład u  (0.1), (1.1), gdy P  >  0, bądź też  o jego abso lu tnej n iestabilności, 
gdy P  <  0 lub P  je s t m acierzą nieokreśloną (posiada zarówno dodatn ie , jak  i 
u jem ne w artości w łasne).

3 .3 . W arunki n ie is tn ien ia  w sp ó ln y ch  funkcji La­
punow a

Nierówności m acierzowe (3.3), (3.7) w ystępujące w tw ierdzeniach 1 i 2 m ożna łatwo 
rozwiązywać przez rozwiązanie algebraicznego rów nania Lapunow a (3.5). W  odróżnie­
niu od nich uk łady  nierówności (3.14) i (3.23) z tw ierdzeń 3 i 4 rozw iązuje się, stosując 
odpow iednie wersje m etod  w ypukłej optym alizacji (zob. nas tępny  p u n k t). Zarówno 
d la  konstrukcji num erycznych m e to d  rozw iązyw ania (3.14), (3.23), ja k  też  d la  oceny i 
kontroli wyników otrzym yw anych n a  podstaw ie procedur obliczeniow ych, celowe jest 
sform ułow anie warunków algebraicznych, przy  spełnieniu  k tórych  w iadom o, że rozw ią­
zan ia (3.14) lub (3.23) nie istnieją. W arunki tak ie  podam y poniżej (por. [14, str. 29], 
[15], [42], [113]).

T w ie r d z e n ie  4 a . W arunkiem  w ystarcza jącym  n a  to , aby n ie is tn ia ła  żadna m a­
cierz sym etryczna P  spe łn ia jąca  (3.23), je s t istn ienie N  sym etrycznych , is to tn ie  do­
datn io  określonych m acierzy Q\ , Q2, ..., Qn tak ich , że

N

J 2 ( Q k ATk +  A kQk) =  o. (3.38)
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Dowód.  Rozważm y przestrzeń $  m acierzy sym etrycznych, blokowo diagonalnych 

$  B S =  d iag (5 i , 52, . . . , 5 ^ ) ,  gdzie 5 i ,  S2, ..., S n  są n x  n w ym iarow ym i m acierzam i 

sym etrycznym i. Zbiór defniowany przez

Sk — PAk +  A j P ,  P  - dowolna m acierz sym etryczna, (3.39)

jest liniową podprzestrzen ią  przestrzeni $ . U kład (3.23) nie m a  rozw iązania, jeśli pod- 
p rzestrzeń (3.39) nie m a  punktów  wspólnych ze stożkiem  (w ypukłym ) m acierzy is to t­
nie dodatn io  określonych w przestrzeni $ ,  co m oże być udow odnione przez wskazanie 
funkcjonału liniowego, k tóry  d la elem entów stożka m acierzy isto tn ie  dodatn io  okreś­
lonych (tzn . d la  S € $ ,  S >  0) przyjm uje ściśle dodatn ie w artości, a d la  elem entów 
podprzestrzeni (3.39) p rzy jm uje w artości m niejsze lub  równe zero. (Funkcjonał taki 
definiuje h iperpłaszczyznę oddzielającą stożek S >  0 od podprzestrzen i (3.39) [81]).

B iorąc pod uwagę fak t, że ogólna postać funkcjonału  liniowego n a  przestrzeni $  

jest następująca:
N

tr (Q*Sjt),
A==l

gdzie t r  oznacza ślad macierzy, widzimy, że funkcjonał liniowy, zadany przez m acierze 
Q i, Q 2, •••, Q n , spełn iające założenia tw ierdzenia, p rzy jm uje w artości ściśle dodatnie 
na stożku S >  0 oraz zeruje się n a  podprzestrzeni (3.39), co dowodzi tezy. □

3.4. L in iow e n ierów n ości m acierzow e

T w ierdzenia 3 i 4 określa ją  w ystarczające warunki absolutnej stabilności i n iesta­
bilności uk ładu  ze zm iennym i w czasie param etram i w kategoriach nierówności, które

nazywane są liniowym i nierównościam i m acierzowym i.
D e f in ic ja  1. Niech Qi £  R n*n, i =  1,2, . . . , M  b ędą zadanym i m acierzam i sym e­

trycznym i. P rzez rozw iązanie liniowej nierówności macierzowej

M
X > , Q , < 0  (3.40)
i=i

lub M
£ « , < ? . <  o (3.41)
i=l

rozum ie się znalezienie takich /c1; /c2, ...k m , nie w szystkich równych zero, d la  których
(3.40) lub  (3.41) je s t spełniona, lub stw ierdzenie, że tak ie  liczby nie istnieją.

Term in ’’liniowa nierówność m acierzowa” został uży ty  po raz pierw szy w pracy 
[101]. W  osta tn ich  la tach  ukazało się wiele publikacji, w których  pokazuje się, że do
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problem u rozw iązyw ania liniowych nierówności m acierzow ych m ożna sprow adzić sze­
reg zagadnień z zakresu teorii system ów  i teorii sterow ania ([14] i p race ta m  cytowane).

Pokażemy, że w arunki w ynikające z tw ierdzeń 3 i 4 m ożna sprow adzić do postaci
(3.40). Zauważmy, że uk ład  nierówności m acierzowych (3.14) m ożna zapisać jako

A j P  +  P A i

0

A l P  +  PAo
0

A TNP  +  P A■N

<  0 . (3.42)

O znaczm y przez Z \ , Z i . . . Z m , (M  =  n(n +  l)/2) dowolną bazę w przestrzen i n x n 
w ym iarow ych m acierzy sym etrycznych. W tedy  m acierz form y kw adratow ej P  w (3.1) 
m ożna p rzedstaw ić w postaci:

M
P  =  (3.43)

t=l
i w arunki P  >  0 i (3.14) są równoważne z istn ieniem  rozw iązania nierówności m acie­
rzowej :

M

* '= l

- z ,

o

A j Z{ +  Z{ A l
o

AjfZi  +  Z i A ^  J

<  0 . (3.44)

D ołączenie —Z, jako  pierwszego bloku m acierzy blokowo-diagonalnej w przedstaw io­
nym  wzorze zapew nia do d atn ią  określoność rozw iązania P  (jeśli rozw iązanie istnieje). 
N a podstaw ie uwagi n a  końcu p u n k tu  3.2, aby zbadać abso lu tn ą  stab ilność  lub  abso­
lu tn ą  niestabilność uk ładu  (0.1), (1.1), m ożna też  zbudow ać liniow ą nierów ność m acie­
rzową z m acierzam i blokowymi nie zaw ierającym i —Z,- ( tak  ja k  w (3.42)), a  następnie 
spraw dzić określoność o trzym anego rozwiązania.

Podobnie jak  powyżej, do postaci liniowej nierówności m acierzow ej m ożna spro­
wadzić uk ład  (3.23), a także w arunki n a  m acierze Q i , Q 2, •••, Q n , w ystępujące w 
tw ierdzeniu 4 a.

W raz ze w zrostem  zainteresow ania liniowym i nierów nościam i m acierzow ym i rozwi­
ja ły  się num eryczne m etody  ich rozwiązywania. P roblem  rozw iązania liniowych nie­
równości m acierzowych należy do klasy problem ów program ow ania w ypukłego. P oczą t­
kowo jako niezawodne i dość wygodne narzędzie do rozw iązyw ania liniowych nierówno­
ści m acierzow ych stosowano różne odm iany  m etody  hiperp łaszczyzny  tnące j [48], [15], 
[69], [75]. O becnie stosuje się znacznie bardziej efektyw ne num erycznie m etody  punk tu  
wew nętrznego [40], [14], [64]. D ostępna je st biblio teka procedur L M I CONTROL t o ­

o l b o x  do p rogram u M ATLAB [32], w ykorzystu jąca algory tm y  p u n k tu  w ew nętrznego 
z pracy [64], pozw alająca efektyw nie rozwiązywać problem y ty p u  (3.14), (3.23) dla 
układów , k tó rych  w ektor s tan u  m a kilkanaście (a  naw et kilkadziesiąt) w spółrzędnych.
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3.5 . P rz y k ła d y  ob liczen iow e

W  punkcie ty m  przedstaw im y przykłady obliczeniowe w yliczania w spólnych, kwa­
dratow ych funkcji Lapunow a d la układów  o zm iennych w czasie param etrach . Dwa 
z trzech przedstaw ionych przykładów  są kontynuacją obliczeń wykonywanych w po­

przednim  rozdziale.

3.5.1. W ahadło o ruchom ym  punkcie zaw ieszenia

Je st to  p rzykład  analizowany już w poprzednim  rozdziale, w punkcie 2.2.1, z wyko­
rzystaniem  m etod  obliczeniowych teorii F loąueta. Rozw ażam y za tem  ponownie rów­

nanie
6 +  2£wq$ +  [ĉ o +  fl(ż)]0 — 0.

i i
Ż2

X i

x 2

Zapisujem y (3.45) w postaci układu dwóch równań stanu

0 1 
-Wq -  a(t)  - 2£w0

i zak ładam y następu jące param etry :

2(u>0 =  0.4, — 0.5.

Przyjm ujem y, że p a ra m etr a(t)  m oże się zm ieniać w zakresie

Gmin ~  ®(0 — Gmax.

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

Zgodnie z tw ierdzeniem  3 w arunkiem  w ystarczającym  absolutnej stabilności uk ładu  
opisanego rów naniem  (3.45) je s t istn ienie kw adratowej funkcji Lapunow a, wspólnej dla 

dwóch układów  narożnych reprezentow anych przez m acierze

Ai
0 1 0 1

- 0 .5  -  a min - 0 .4 , M  — - 0 .5  -  атах - 0 .4
(3.49)

P rzyjm ujem y a m)n =  0, amax =  0.7. K orzysta jąc z procedury  q u a d s tab .m pakietu  
M a t l a b / L M I  CONTROL TOOLBOX, m ożem y stw ierdzić, że poszukiw ana wspólna 
kw adratow a funkcja Lapunow a istnieje. Je st ona d an a  przez nas tęp u jącą  m acierz formy 

kwadratowej
'  0.2123 0.0460 

0.0460 0.2525
P  = (3.50)

P rzy ję ty  zakres możliwych zm ian a(t)  je s t bliski granicy  kw adratow ej stab ilno­
ści. P rzez kw adratow ą stabilność rozum ie się istn ienie wspólnej kw adratow ej funkcji 
Lapunowa, jak  w tw ierdzeniu 3. Jeśli zwiększymy amax do w artości amax — 0.8, to
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kw adratow ej funkcji Lapunow a wspólnej d la  układów  narożnych Ai  i A 2 nie u daje  się 
ju ż  znaleźć (funkcja ta k a  nie istnieje).

N a rys. 3.1 w ykreślona je s t w arstw ica wyliczonej funkcji L apunow a z m acierzą 
form y kw adratow ej P  zadaną przez (3.50) oraz tra jek to rie  fazowe d la dwóch układów 
narożnych A — Ai ,  A =  Ai ,  d la  których jako w arunki początkow e d la w ektora stanu 
w ybrano p u nk ty  leżące n a  wyznaczonej warstwicy. Jak  widać, d la  obu układów  A  =  A\  
i A  =  A? tra je k to r ie  fazowe p o zo sta ją  w ew nątrz w arstw icy funkcji L apunow a d la t >  0, 
co po tw ierdza fak t, że V (x )  =  x TP x  je s t w spólną funkcją Lapunowa.

Rys. 3.1. Warstwica  {x : x TP x  =  1} wyliczonej kwadratowej funkcji  Lapunowa wraz z 
wykresami trajektorii stanu układów narożnych 

Fig. 3.1. Level set { x  : xTP x  — 1} of the calculated quadratic Lyapunov function and 
plots of  state trajectories of  vertex systems

Porów nując zakres zm ian a(t)  badany  w punkcie 2 .2 .1, a m;n =  0 , amax =  1.4, 
d la  którego znaleziono s tra teg ię  destabilizującą, z zakresem  analizow anym  obecnie 
(amm =  0, amax =  0.7) stw ierdzam y w ystępow anie dość szerokiego m arginesu, dla 
k tórego nie m ożem y rozstrzygnąć, czy uk ład  je s t abso lu tn ie stabilny , czy też  istnieje 
s tra teg ia  destabilizująca. P rzyczyną je s t nadm iarow ość w arunków  tw ierdzen ia 3.

Układ narożny A=A1 Układ narożny A=A2

3.5.2. Odwrócone wahadło o ruchom ym  punkcie podparcia

Rozważam y ponownie zlinearyzow ane równanie odw róconego w ahad ła  z p u nk tu
1.5.3, analizow ane także w punkcie 2.2.2.

9 +  b9 -  a { t )6  =  0, (3.51)

h _  P n(t\ 9  . F{t )
b a { t ) ~ I  +  ^ L -  (3 52)

Zakładam y, że

Q>min — (3.53)

przy czym  a m;„ >  0 . U kład narożny n r 1 dany  je s t przez rów nanie (3.51) z p a ram etrem
a(t)  =  amin, uk ład  narożny n r 2 - z p aram etrem  a(t)  =  amax. P rzy jm u jem y  jako  funkcję
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Lapunowa następu jącą  form ę kwadratową:

V{9,9)  =  ^bO2 +  90. (3.54)

Pochodna tej funkcji w zdłuż tra jek to rii rów nania (3.51) w yraża się wzorem:

V{9,9)  =  92 +  a( t)92. (3.55)

a(t)=amin a(t)=amax

Rys. 3.2. Fragment warstwicy {V (9 ,9 )  =  1} fi {9 >  0} funkcji Lapunowa dowodzącej 
absolutnej niestabilności odwróconego wahadła, wraz z  wykresami trajektorii 
fazowych dla układów narożnych. Dla wykresu po lewej przyjęto a(t) =  amtn, 
po prawej a(t) =  amax 

Fig. 3.2. Fragment of  the level set {V ( 9 , 9 ) =  1} fl {9 >  0} of the Lyapunov function 
that proves absolute instability of the inverted pendulum, and plots of  phase 
trajectories of  vertex systems. In the plot on the left hand side we assumed 
a(t)  =  a min , on the right hand side a( t)  =  a max

Jak  widać, przy założeniu, że a min >  0, pochodna w zdłuż tra jek to rii je s t isto tn ie 
dodatnio  określona d la dowolnych przebiegów a(t).  Ponieważ funkcja Lapunow a (3.54) 
przyjm uje dodatn ie wartości w dowolnie m ałym  otoczeniu p u n k tu  zerowego, zatem , 
zgodnie z tw ierdzeniem  4, uk ład  opisany równaniem  (3.51) je s t abso lu tn ie niestabilny. 
W niosek ten  je s t zgodny z wynikami obliczeń z p u n k tu  2.2.2, przedstaw ionym i n a  wy­
kresie z rys. 2.3, gdzie d la  wszystkich analizowanych funkcji a(t)  w ykładnik  Lapunowa 
układu  był dodatni.

Załóżmy, ta k  jak  w punkcie 2.2.2, następujące param etry : b =  0.1, a min =  0.01 
oraz amax =  5. D la takich param etrów  n a  rys. 3.2 przedstaw iono fragm ent w ar­
stwicy {V(9 ,9 )  =  1} D {9 >  0} funkcji Lapunowa (3.54) oraz w ykresy tra jek to rii 
fazowych układu  (3.51) wyliczone w tak i sposób, że punk ty  początkow e położone są 
na warstwicy. N a wykresie po lewej stronie przyjęto  a(t)  =  amin, n a to m iast po prawej 
a(t) — amax. Zbiór {V(9,  9) >  1} fi {9 >  0} je s t zbiorem  nieograniczonym , co wynika z 
faktu , że funkcja V(9 ,9 )  je s t zadana przez nieokreśloną form ę kw adratow ą. Jak  widać 
n a  rysunku, d la  obu układów narożnych a(t)  =  amin oraz a ( i)  =  amax zbiór ten  jest 

obszarem  ’’ucieczki” tra jek to rii, co potw ierdza abso lu tną n iestabilność.
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3.5.3. Kaskadowy układ regulacji ze zm iennym i w zm ocnie­
niam i

Rys. 3.3. Kaskadowy układ regulacji ze zmiennymi w czasie wzmocnieniami w torze 
sprzężenia zwrotnego 

Fig. 3.3. Cascaded control system with t ime-varying gains in the feedback loop

R ozpatru jem y kaskadowy uk ład  regulacji przedstaw iony n a  rysunku  3.3. W  uk ła­
dzie ty m  obiek t regulacji sk łada się z dwóch jednakow ych elem entów  całkujących. W  
torze sprzężenia zw rotnego w ystępują dw a zm ieniające się w czasie w zm ocnienia ki (t) 
i k2(t), o k tórych  zak łada się, że sp e łn ia ją  w arunki:

a  <  k i( t)  <  /3, (3.56)

a  <  k2(t) <  p.  (3.57)

B adam y zakres możliwych zm ian w zm ocnień k i ( t ) i k2(t),  przy  k tó rych  uk ład  jest 
absolutn ie stabilny.

M odel m atem atyczny  uk ładu  z rys. 3.3 m ożem y zapisać w postaci następującego 
rów nania stanu

x(t)  =  A( ł )x ( t ) ,

gdzie
- k i ( t ) - ki ( t )k2( t )

1 0
A( t)  =

oraz

x(t)  =
xa(t) 
x 2( t )

(3.58)

(3.59)

(3.60)

W  m odelu  (3.58) - (3.60) w ystępują zm ienne w czasie p a ra m e try  ki( t )  oraz 
k \ ( t )k2(t). O znaczając

k3( t ) =  ki ( t )k2(t)  (3.61)
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oraz zapisując nierówności dla kx(t)  oraz k3(t) równoważne z (3.56) i (3.57)

c x < k i ( t ) < P ,  (3.62)

ak i ( t )  <  k3{t) <  pk i ( t ) ,  (3.63)

widzimy, że zakres zm ian elem entów m acierzy A ( t ) obejm uje w nętrze i brzeg czworo­

kąta o wierzchołkach:

Ai —

A 3 —

—a  —a  
1 0

- P  - a P  
1 0

, A 2 -

, A 4 —

— ot —a P  
1 0

' - P - P2 
1 0

Czworokąt ten  przedstaw iony jest (na  płaszczyźnie ki-k3) n a  rys. 3.4.

(3.64)

(3.65)

Rys. 3.4. Czworokąt dopuszczalnych zmian parametrów ki (t) i k3(t)  
Fig. 3.4. Quadrangle of  feasible parameters ki( t )  and k3(t)

N a podstaw ie (3.64) i (3.65) m ożem y (3.58) równoważnie zapisać w postaci zgodnej 
z (1.2)

x(t)  = £  AiVi(t) x(t) ,
L t '= l

gdzie

«i >  o, =  1.

(3.66)

(3.67)
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Zgodnie z tw ierdzeniem  3 w arunkiem  w ystarczającym  absolutnej stabilności jest 
istn ienie funkcji Lapunow a (3.1) wspólnej d la  czterech m acierzy narożnych (3.64), 
(3.65).

P rzy jm ijm y  a  =  0.5, /3 — 1.3. D la tak ich  danych, rozw iązując liniową nierówność 
m acierzow ą

- P O  0 0
0 A f P  +  P A 1 0 0
0 0 A * P  +  P A 2 0
0 0 0 A * P  +  P A 3
0 0 0 0

0
0
0
0

A ^ P  +  P A 4

<  0, (3.68)

m ożem y stw ierdzić, że poszukiw ana w spólna kw adratow a funkcja Lapunow a istnieje. 
Je st ona d an a  przez nas tępu jącą  m acierz form y kw adratowej:

P  = 0.8705 0.3171 
0.3171 0.5647 (3.69)

Układ narożny A=A1 Układ narożny A=A2

2 O

Układ narożny A=A3

S 0

S 0

Rys. 3.5. Warstwica {a: : x TP x  — 1} wyliczonej kwadratowej funkcji Lapunowa wraz z 
wykresami trajektorii stanu układów narożnych 

Fig. 3.5. Level set {x  : x TP x  =  1} of  the calculated quadratic Luapunov function and 
plots of  the state trajectories of  vertex systems

N a rys. 3.5 w ykreślona je st w arstw ica wyliczonej funkcji Lapunow a oraz tra je k to r ie . 
stanu  d la  czterech układów  narożnych (3.64), (3.65). T ra jek to rie  s ta r tu ją  z punktów
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warstwicy xTP x  =  1. Jak  widać, wszystkie one zna jdu ją  się w ew nątrz obszaru ogra­
niczonego w arstw icą, co potw ierdza fakt, że obszar ten  je s t w spólnym  dla wszystkich 
układów narożnych zbiorem  dodatn io  niezm ienniczym .

M ożemy także sprawdzić, że d la  a  =  0.5, 0  — 1A  nie istn ieje już  kw adratow a 
funkcja Lapunow a w spólna dla czterech układów narożnych danych w (3.64), (3.65).

3.6. K ry ter ia  często tliw ościow e

Gdy rozważany jest uk ład  obję ty  sprzężniem  zw rotnym , a zm iany jego param e­
trów w ynikają ze zm ian w zm ocnienia lub w ystępow ania nieliniowości w torze sprzęże­
nia zwrotnego, w arunki absolutnej stabilności lub niestabilności m ożna sformułować 
w postaci kryteriów  częstotliwościowych, będących uogólnieniam i częstotliwościowego 
kry terium  stabilności N yquista. W  punkcie ty m  om ówim y podstaw owe wyniki z tego 
zakresu.

W iększość form ułowanych tw ierdzeń obowiązywać będzie d la  uk ładu  liniowego o 
stałych w spółczynnikach, opisanego równaniam i stanu  i wyjścia

x =  Ax  +  Bu,  (3.70)

y =  Cx ,  (3.71)

przy czym  x €  R n je s t n-w ym iarow ym  w ektorem  stanu , A  €  R nxn, m acierzą stanu , 
wektory sterow ań i wyjść m a ją  jednakowe w ym iary u 6  R m, y  € R m, B  £  R nxm 
nazywam y m acierzą wzm ocnień, C  €  R mxn je s t m acierzą wyjść.

Z akładam y sterowalność i obserwowalność uk ładu  (3.70), (3.71), za tem  równo­
ważny z (3.70), (3.71) je s t opis w postaci macierzowej funkcji przejścia ( transm itanc ji 
macierzowej)

G{s) =  C { s I - A ) ~ 1B,  (3.72)

gdzie /  oznacza n x  n - wym iarową m acierz jednostkow ą.
P rzedstaw im y tu  wyprowadzenie częstotliwościowych kryteriów  absolutnej s tab il­

ności oraz niestabilności w ykorzystujące tw ierdzenia o nierównościach m acierzowych 
oraz lem at K alm ana - Jakubow icza - Popova.

3.6.1. Nierówność macierzowa

Rozważmy dwie form y kw adratowe w ektora x 6  R n; x THx  oraz x T$ x ,  II =  IIT € 
R nxn, $  =  <f>7 6  R nXn. W  dalszych rozważaniach is to tne  okazuje się p rzebadanie przy 
jakich w arunkach, dotyczących elem entów m acierzy II i $ ,  fo rm a x TYlx przyjm uje
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dodatn ie  w artości n a  stożku {x  : x T<t>x <  0 ,a; ^  0}. Inaczej, p rzy  jak ich  w arunkach 
zachodzi n as tęp u jąca  im plikacja:

x T$ x  < 0 , i / 0 = >  x TIIx  <  0. (3.73)

Praw dziw y je st następujący  lem at:

L e m a t  1 . [111, s tr. 131-135]. Załóżmy, że istn ieje  tak i w ektor X\ £  i?", że x \ $ x i  <  
0. W tedy  im plikacja

x T$ x  < 0 , i ^ 0 = >  x TIIx  <  0 (3.74)

je st równow ażna z istn ieniem  liczby r  >  0 tak iej, że

II —r $ < 0 .  (3.75)

3.6.2. Lem at K alm ana - Jakubowicza - Popova

P rzedstaw im y tw ierdzenie, nazyw ane w lite ra tu rze  lem atem  K alm an a  - Jakubow i­
cza - Popova. T w ierdzenie to  je s t szeroko stosowane w teorii system ów  i w lite ra tu rze  
m ożna znaleźć kilka jego sform ułow ań [49], [98], [85], [119]. W ersja dalej p rzedstaw iona 
bazuje n a  pracy  [80]. Jej za le tą  je s t ogólne sform ułowanie, pozw alające n a  zastosowanie 
zarówno do problem u absolutnej stabilności, jak  i absolutnej niestabilności. W  pracy 
[80] podano też  nowy dowód, w k tó rym  nie w ykorzystu je się tw ierdzeń  o spektralnej 
faktoryzacji [103], [119].

T w ie r d z e n ie  5 . (Lem at K alm ana - Jakubow icza - Popova). N iech A £  Rnxn, 
B  £  R nxn, M  =  M T £  # ( n+m)x(n+m). Jeśli d e t(jw 7  — A)  ^  0 d la  w szystkich w 6  R,  
(m acierz A £  R nxm nie posiada czysto urojonych w artości w łasnych) oraz p a ra  (A , B ) 
je s t sterow alna, to  nierówność

(juj -  A)  XB  
I M (jw  -  A) l B  

I <  0 (3.76)

zachodzi d la  każdego w 6  R  U oo w tedy i ty lko w tedy, gdy istn ieje  m acierz P  =  P T £  
R nxn taka, że

A TP  +  P A  P B '
B TP  0

M  + <  0. (3.77)

W  nierówności częstotliwościowej (3.76) ” * ” oznacza sprzężenie herm itow skie.
A nalogiczna równoważność pom iędzy odpow iednikam i (3.76) i (3.77), w których 

słabe nierówności zastąpione są ostrym i zachodzi bez w ym agania sterow alności pary  
( A , B )  [80], [124].

U w a g a . W  p rzypadku  wersji tw ierdzenia 5 z ostrym i nierów nościam i we wzorach 
(3.76) i (3.77) m ożna przedzia ł zm ienności w €  i?  U oo zastąp ić  p rzedzia łem  o tw ar­
ty m  ui £  R.  F ak t ten  będzie w ykorzystyw any w sform ułow aniach dalej podaw anych 
tw ierdzeń.
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U k ła d y  p a s y w n e , m a c ie rz e  t r a n s m i ta n c j i  śc iś le  d o d a tn io  r z e c z y w is te

Przedstaw im y związek tw ierdzenia 5 z pasywnością układów  liniowych oraz z trans- 

m itancjam i m acierzow ym i ściśle dodatn io  rzeczywistym i.
D e f in ic ja  2 . U kład liniowy o postaci:

x =  Ax  +  B u , (3.78)

y =  C x  +  Du,  (3.79)

gdzie x £  R n, u £  R m, y £ R m, A,  B ,  C, D  są m acierzam i o odpow iednich w ym iarach,
para  (A , B )  je s t sterow alna i p a ra  (A,  C)  je s t obserwowalna, d la  k tórego istn ieje  form a 

kw ardratow a zm iennych stanu

V(x)  =  ^ x TP x , P  =  P T £  7T xn, P  >  0, (3.80)

taka że (
V[x(<i)] — V [x(t0)] <  /  uTydt ,  d la x( t0) ^  0, fi >  t 0, (3.81)

Jt0
nazywam y uk ładem  pasywnym .

D e f in ic ja  3. M acierz funkcji w ym iernych H( s)  =  C ( s l  — A)~l B  +  D,  gdzie para 
( A , B )  je s t sterow alna i para  ( A , C )  je s t obserwowalna, nazyw a się ściśle dodatnio 
rzeczyw ista, jeśli m acierz A  jest m acierzą asym ptotycznie stab iln ą  (wszystkie bieguny 
transm itancji macierzowej H(s)  m a ją  u jem ne części rzeczywiste) oraz

H(juj)  +  H T( - j u )  >  0 (3.82)

dla każdego uj £  R.
Zwróćmy uwagę, że ścisła dodatn ia  rzeczywistość m acierzy H ( s)  pociąga za sobą 

d odatn ią  określoność m acierzy D  — H(oo).
Jeśli fo rm a kw adratow a (3.80) określa energię zgrom adzoną w układzie, to  własność 

pasywności oznacza, że przyrost energii uk ładu  V[x(<i)] — l^[x(<o)], k tó ry  w ystępuje po 
lewej stron ie nierówności (3.81), musi być m niejszy od energii doprowadzonej uTydt.
Przechodząc do granicy <i —> to m ożem y nadać nierówności (3.81) nas tępu jącą  postać

różniczkową (nazyw aną nierównością dyssypacji [101]):

d V
^ ( z )  =  ~x~ż <  u d la  x( t0) 7̂  0. (3.83)

ox

W ykorzystując (3.80), (3.78), (3.79) możemy nierówność (3.83) zapisać (po pom noże­

niu obu stron  przez 2) jako:

xTP ( A x  +  Bu)  +  (Ax +  B u )TP x  — 2uT(C x  +  Du)  <  0, d la  x ( i0) ^  0 (3.84)

lub
r  l 1  r  a T  T t  I n  A D  D  n  T  1  r  ^  1

<  0, d la  z(*0) ^  0. (3.85)X
T

' A TP  +  P A P B  -  C T X

u B TP - C - D  -  D T u
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P rzy jm ijm y  teraz

M  = O - C T 
- C  - D - D T (3.86)

i zastosujm y tw ierdzenie 5. Jako wniosek o trzym ujem y tw ierdzenie.

T w ie r d z e n ie  6 . W arunkiem  w ystarcza jącym  pasywności u k ładu  (3.78), (3 .79)
je st, aby jego tran sm ita n c ja  m acierzow a H( s)  =  C ( s I —A) ~ 1B + D  by ła ściśle dodatn io  
rzeczyw ista.

T w ie r d z e n ie  6 a . Jeśli m acierz D  je s t nieosobliwa, to  pasyw ność uk ład u  (3.78),
(3.79) je s t rów now ażna z tym , że jego tran sm ita n c ja  m acierzow a H ( s )  je s t ściśle do­
da tn io  rzeczyw ista. □

3.6.3. C zęstotliw ościow e kryteria absolutnej stabilności

Rys. 3.6. Układ, ze sprzężemiem zwrotnym w postaci zależnych od czasu nieliniowości  
sektorowych. Po lewej schemat układu z wyszczególnieniem wszystkich skła­
dowych wektorów u i y.  Po prawej ten sam schemat z  wykorzystaniem wek­
torowych linii sygnałowych

Fig. 3.6. Feedback loop with time-varying sector nonlinearities. On the left hand side 
block diagram with all elements of  vectors u i y .  On the right hand side the 
same block diagram drawn with the use of  vector signals

Z akładam y te raz , że uk ład  (3.70), (3.71) został ob ję ty  sprzężeniem  zw rotnym , jak
to  je st p rzedstaw ione na rys. 3.6. W  to rze sprzężenia zw rotnego w y stęp u ją  zależne
od czasu elem enty  nieliniowe ipk(yk,t),  k =  1, 2 , . .  . m , określa jące zależności Uk{t) od 
Vk(t)

uk{t) =  -<Pk{yk{t),  t),  A =  1 , . . .  iw. (3.87)

W  równow ażnym  schem acie po  prawej stron ie  rys. 3.6 przez <fi(y,t) oznaczam y 
wektorowy elem en t nieliniowy, k tó ry  reprezen tu je w szystkie to ry  sprzężenia zw rotnego 
ze schem atu  po  lewej stron ie rys. 3.6, tzn .:

u = (3.88)
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p ( y , t ) =
¥>i(yi,<)

(3.89)

|_ m̂(y»nj i) J
U kład z rysunku 3.6 jest uogólnieniem , na przypadek wielu sygnałów wejściowych 

i wyjściowych, uk ładu  przedstaw ionego w rozdziale 1 n a  rys. 1.6 . O nieliniowościach 
‘Pk{yk, t ) ,  k =  1 ,2 , . . . m  zakładam y, że spe łn ia ją  w arunki sektorow e (1.49) opisane w 
rozdziale 1, p k t. 1.5.5, tzn .:

jeśli yk(t) /  0 
0 jeśli yk[t) =  0

oraz

otk <  h ( y k , t )  <  Pk- (3.91)

O piszem y te raz  zastosowanie lem atu  1 i tw ierdzenia 5 do dowodzenia absolutnej 
stabilności uk ładu  z rys. 3.6. W ygodne je st przeanalizow anie kolejno dwóch przypad­
ków.

h(yifc,*) =  { (3.90)

P rzy p a d e k  1

Przyjm ujem y, że
0 <  kh(yk, t )  <  fa.

Z budujm y m acierz diagonalną

Kmax — diag(/?x, /?2j . . • , fim) 

i zauważmy, że w arunek (3.92) jest równoważny nierówności

y>r (j/, t ) [Kmaxy -  <p(y, <)] >  0

lub

^ {f^maxy "1“ w) ^  0 ,

(przy czym  u i y są zw iązane zależnością (3.88)). P odstaw ia jąc  z (3.71) y =  Cx  
nierówność (3.95) m ożem y zapisać jako:

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

T
X

u

0 C TI<max 
I<maxC 21

X < o
u

(3.96)

Poszukujem y teraz, d la  system u (3.70), (3.71), objętego sprzężeniem  zw rotnym  
spełn ia jącym  (3.96), funkcji Lapunowa V ( x ) o postaci (3.1) z isto tn ie  dodatn io  okre­
śloną m acierzą P.  Pochodna funkcji V(x)  liczona w zdłuż tra jek to rii uk ładu  (3.70), 
(3.71) je s t dana następu jącą form ą kw adratow ą zm iennych x i u:

V(x)  =  x T P ( A x  — Bip(Cx , t ) )  +  (Ax  — B<p(Cx, t) )TP x  =  (3.97)

x ] T A TP  +  P A  P B ] \  x
-<p{Cx, t )  B TP  0 -< p( Cx , t ) (3.98)
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Z przy ję tych  założeń dotyczących sprzężenia zw rotnego (3.92) wynika, że w ektor 
[;xT — i p (C x , t ) T]T we wzorze (3.98) spe łn ia  (3.96). Zastosujm y te raz  lem at 1, przyj­
m ując w n im

ATP + P A  P B
f i T p  q (3.99)П =

oraz

Ф = 0 CTK m 
K maxG 21 (3.100)

Jako wniosek dostajem y, że, przy  zastosow aniu funkcji V(x)  danej przez (3.1), w arun­
kiem  koniecznym  i w ystarczającym , aby jej pochodna w zdłuż tra jek to rii by ła isto tn ie 
u jem nie okeślona je s t, aby d la pewnego r  >  0 spełn iona by ła  nierów ność m acierzow a

— r 0 C TK „
КтахС 21 +

A TP  + P A  P B  
B TP  0 <  0 .

Z astosujm y z kolei tw ierdzenie 5 przyjm ując w nim

0 C TK„M  =  — t
K„ 2 1

(3.101)

(3.102)

Zauważmy, że z ostrej nierówności w (3.101) w ynika r  >  0, m ożem y za tem  podzielić 
obie strony  (3.76) przez r .  P rzy jm ując  M j =  — ̂  dostajem y:

( j u  -  A)~l В  
I Mi { j w  -  А ) - 1 В  

I =  Z ( j u )  +  Z T( - j u ) , (3.103)

gdzie Z(s)  =  I + K maxG(s). B iorąc pod  uwagę fak t, że w arunek P >  0 je s t równoważny 
z asym pto tyczną stabilnością G (s), o trzym ujem y osta teczn ie następu jące  tw ierdzenie: 

T w ie rd z e n ie  7. W arunkiem  w ystarczającym  absolutnej stabilności (w arunkiem  
koniecznym  i w ystarczającym  kwadratowej stabilności) uk ładu  z rys. 3.6 , w k tórym  
obiekt sterow ania opisany je st przez (3.70), (3.71), a nieliniowości w pętli sprzęże­
nia zw rotnego <Pk{Vk,t), k =  1, 2 , . . . m  sp e łn ia ją  w arunek sektorow y (3.92) je s t, aby 
m acierz transm itanc ji G(s) m iała  bieguny o częściach rzeczyw istych ujem nych oraz 
m acierz tran sm itan c ji Z ( s ) dana przez

Z(s) = I  + K maxG(s) (3.104)

spe łn ia ła

Z ( j u )  +  Z T(-ju>) >  0 (3.105)

d la każdego uj £  R.  W  przedstaw ionych wzorach /  je s t m  x m  - w ym iarow ą m acierzą 
jednostkow ą, a  G(s)  je s t tran sm itan c ją  m acierzow ą uk ładu  (3.70), (3.71) d an ą  przez 
(3.72).

W  sform ułow aniu tw ierdzenia 7 przez kw adratow ą stabilność rozum iem y, że w kla­
sie form  kw adratow ych istn ieje funkcja Lapunowa, k tó ra  dowodzi absolutnej stabilności 
układu.
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P r z y p a d e k  2

Rozw ażam y te raz  ogólny przypadek

ctk <  h { y k , t )  <  fik- (3.106)

U tw órzm y d rugą m acierz diagonalną zbudow aną podobnie jak  A max w (3.93)

K min =  d ia g ( a i ,a 2, . . . , a m). (3.107)

W arunki sektorowe (3.106) m ożna zapisać w postaci analogicznej do (3.94), tzn.:

М У ,* ) -  K miny]T[Kmaxy  -  <р(г/,*)] >  0. (3.108)

Dalej m ożna rozumować analogicznie do przypadku 1 i w ykonując dodatkowo pewne 
przekszta łcen ia o trzym ać odpow iedni w arunek absolutnej stabilności.

Rys. 3.7. Przekształcenie schematu blokowego z rysunku 3.6 
Fig. 3.7. Transformation of  the błock diagram from figurę 3.6

Pokażem y tu  jednak  inne podejście, w ykorzystujące transfo rm ację  schem atu  blo­
kowego przedstaw ioną na rys. 3.7. T ransform ację taką nazyw a się w lite ra tu rze  przesu­
waniem  pętli sprzężenia zwrotnego. Pozw ala ona rozważany przypadek  bezpośrednio 
sprowadzić do poprzedniego. Oznaczm y

K  = K max -  K min. (3.109)

Jak  w idać z rys. 3.7 po transform acji zmodyfikowany obiekt sterow ania o transm itancji

G t ( s ) =  G(s)[I +  KminG(s)}-1 (3.110)

jest ob ję ty  zm odyfikowaną p ę tlą  ujem nego sprzężenia zw rotnego, zap isaną wektorowo

w postaci
u(t)  =  - t p T{y , t ) ,  (3.111)
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gdzie
V>T(y,t) =  -  I<miny. (3.112)

W idzim y, że jeśli nieliniowości w sprzężeniu zw rotnym  z rysunku  3.6 spe łn ia ją
(3.106) to  zdefiniow ana zm odyfikowana nieliniowość ipx{y, t )  spe łn ia  nierówność ana­
logiczną do (3.95)

uT( K y  +  u) <  0, (3.113)

(przy czym  u i у  są  zw iązane zależnością (3.111)). M ożemy za tem  zastosować tw ier­
dzenie 7 p rzy jm ując w n im  G t (s ) zam iast G(s),  а  <£т(у, t)  zam iast ip(y, t) .  D ostajem y 
w ten  sposób tw ierdzenie opisujące w arunek absolutnej stabilności d la  rozważanego 
przypadku.

T w ie r d z e n ie  8 . W arunkiem  w ystarczającym  absolutnej stabilności (w arunkiem  
koniecznym  i w ystarczającym  kw adratowej stabilności) u k ład u  z rys. 3.6, w k tórym  
obiekt sterow ania opisany je st przez (3.70), (3.71), a  nieliniowości w pętli sprzężenia 
zw rotnego <fk(yk,t), к — 1 , 2 , . . .  m  sp e łn ia ją  w arunek sektorow y (3.106), je s t, aby m a­
cierz tran sm itan c ji G t {s ) m ia ła  w szystkie bieguny o częściach rzeczyw istych ujem nych 
oraz aby m acierz tran sm itan c ji Z t ( s )  d ana przez

Z t (s ) =  I  +  K G j ( s )  (3.114)

spe łn ia ła

ZT( ju )  +  Z $ ( - ] lu) >  0 (3.115)

d la każdego w G R.
M acierz tran sm itan c ji Z t {s ) m ożem y zapisać w postaci:

ZT(s) =  I  +  ( K max -  K min)G(s )[ I  +  A ’mi„G (a ) ] - 1 =

=  [J +  /i:ma .G (a )][ / +  ^ minG (a ) ] - 1. (3.116)

Zwróćmy też uwagę, że w tw ierdzeniu 8 nie zak ładam y stabilności uk ładu  (3.70),
(3.71).

K r y t e r iu m  k o ła

D la przypadku  skalarnego wejścia i wyjścia, gdy m  — 1, w arunki tw ierdzenia 8 
m ożna zin terpretow ać jako własności wykresu N y ąu is ta  G(jui).  D la p rzypadku  m  =  1,

Kmin =  K max =  /3, (3.117)

n a  podstaw ie tw ierdzenia 8 w arunek w ystarczający  absolutnej stabilności układu
(3.70), (3.71) p rzy jm uje postać:

1 ) tra n sm ita n c ja  je s t asym pto tycznie stab iln a  i
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2) nas tępu jąca  nierówność:

Re
1 +  P G U uj)

[ l  +  OcG(ju)) J
>  o (3.118)

zachodzi d la  wszystkich w €  R-

Zdefiniujm y przez 0(a,/3), a , /3 ^  0 dom knięte koło n a  płaszczyźnie zespolonej, 
którego środek leży n a  osi rzeczyw istych, a  p u n k ty  przecięcia jego brzegu z osią R e(s) 

wynoszą —^  i —i ,  ja k  to  zostało przedstaw ione n a  rys. 3.8.

Rys. 3.8. Koło 0 ( a , / 3 )
Fig. 3.8. Disc 0 ( a ,  p )

D la odwzorowania
z  =  f ( s )  =  \ ± ^ ,  s e c  (3.119)

1 +  a s

(C  - zbiór liczb zespolonych) łatwo m ożna wyprowadzić następu jące  własności (zob. 

np. [87, str. 50]):

1. W  przypadku  0 < a  < /3 funkcja f ( s )  odwzorowuje koło 0(a,f3)  w lewą półpłasz-

czyznę R ez <  0.

2. W  przypadku a  <  0 <  /3 funkcja f ( s )  odwzorowuje koło 0(a, /3)  w praw ą pół-

płaszczyznę R e(z) >  0.

3 . W  przypadku  a  — 0, /3 >  0 funkcja f ( s )  odwzorowuje półpłaszczyznę R e(s) <  —i

w lewą półpłaszczyznę R e(z) <  0.

W ykorzystu jąc (3.118) oraz wym ienione własności d osta jem y  tw ierdzenie określane

w lite ra tu rze  jako  k ry terium  koła.
T w ie rd z e n ie  9 . (K ry terium  koła) D la uk ładu  liniowego (3.70), (3.71) o skalar­

nym  wejściu i wyjściu (m  =  1), objętego p ę tlą  sprzężenia zw rotnego przez zależny 
od czasu elem ent nieliniowy ip(y, t) ,  spełn ia jący  w arunek sektorow y (3.106), warunek
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w ystarczający  absolutnej stabilności (w arunek konieczny i w ystarcza jący  kw adratowej 
stabilności) m a następu jącą  postać:

1 . D la 0 <  a  <  /3: C harak terystyka N yąu is ta  G(jui)  nie m oże przecinać kola 0(ct ,  0 )  i
m usi r-k ro tn ie  okrążać koło O(ot, /3) w k ierunku przeciw nym  do ruchu  wskazówek 
zegara, gdzie r je s t liczbą biegunów transm itanc ji G(s)  o dodatn ich  częściach 
rzeczyw istaych.

2 . D la a  <  0 <  /3: U kład opisany tran sm ita n c ją  G(s)  m usi być asym pto tyczn ie  s ta ­
bilny oraz charak terystyka N yąu ista  G(jui)  m usi w całości leżeć w ew nątrz koła 
0 ( a , p ) .

3. D la a  =  0, /3 >  0: U kład opisywany tran sm ita n c ją  G(s)  m usi być asym pto tycznie
stab ilny  oraz charak terystyka N yąu is ta  G(joj)  m usi w całości leżeć n a  prawo od 
linii Res =  —

Przedstaw ione tw ierdzenie pozw ala badać abso lu tną  stab ilność uk ładu  (3.70),
(3.71) n a  podstaw ie charak terystyk i N yąu is ta  G (jw ). W  przypadku  1 nie musim y 
zak ładać asym pto tycznej stabilnosci tran sm itan c ji dlatego, że je s t ona gwa­
ran tow ana przez w arunek nałożony n a  charak terystykę N yąu is ta .

3.6.4. C zęstotliw ościow e kryteria absolutnej n iestabilności

Lem at 1 i tw ierdzenie 5 m ożna także zastosować do sform ułow ania w arunków ab­
solutnej niestabilności uk ładu  z rys. 3.6. Przeprow adzim y rozum ow anie analogiczne do 
tego z podpunk tu  3.6.3 i wskażemy punkty , w których dokonuje się m odyfikacji tego 
rozum ow ania, aby dostać w arunek absolutnej n iestabilności. D la skalarnego sprzęże­
nia zw rotnego tw ierdzenie o absolutnej niestabilności po raz pierw szy udowodniono 
w pracy [18]. N astępnie w pracach [125], [126] zostało  ono uogólnione n a  przypadek 
układów o wielu wyjściach i wejściach.

A nalizujem y układ  przedstaw iony n a  rys. 3.6 i, podobnie jak  w podpunkcie 3.6.3, 
rozw ażam y najpierw  przypadek pierwszy, gdy u i y sp e łn ia ją  (3.95). D la uk ładu  (3.70),
(3.71) objętego sprzężeniem  zw rotnym , spe łn ia jącym  (3.95), definiujem y funkcję La­

punow a V ( x ) o postaci (3.1). O m acierzy P  zakładam y, że je s t nieosobliw a, jednak  
nie zak ładam y ty m  razem , że je s t isto tn ie  dodatn io  określona. P ochodna funkcji V(x)  
w zdłuż tra jek to rii uk ładu  (3.70), (3.71) d an a  je s t przez (3.98), a  sprzężenie zw rotne 
narzuca n a  u i x w arunek (3.96). S tosujem y te raz  lem at 1, definiując m acierze II i 
$  jak  w (3.99) i (3.100). Z kolei korzystam y z tw ierdzenia 5, określa jąc m acierz M  
przez (3.102). Teraz, ponieważ nie zak ładam y dodatniej określoności m acierzy  P,  za­
stosowanie tw ierdzenia 5 prowadzi do następującego wniosku: w arunkiem  koniecznym
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i w ystarczającym , aby pochodna funkcji V (x) w zdłuż rozw iązań uk ładu  z rys. 3.6 była 

isto tn ie ujem nie określona jest, aby

Z(ju>) +  Z T( - j u j )  >  0 (3.120)

dla w szystkich w €  R,  gdzie Z ( s ) =  1 +  K maxG(s).  N a podstaw ie pierwszego tw ierdze­
nia Lapunow a o niestabilności w arunkiem  w ystarczającym  absolutnej niestabilności 
układu z rys. 3.6 je s t za tem  nierówność (3.120) oraz aby m acierz P  m ia ła  p rzynaj­
mniej jed n ą  u jem ną w artość w łasną. Równoważnie m ożem y założyć, że m acierz A 
posiada co najm niej jedną  w artość w łasną w prawej otw artej półpłaszczyźnie zm ien­
nej zespolonej oraz nie m a w artości w łasnych czysto urojonych. Sform ułujem y to  w 

postaci tw ierdzenia.
T w ie r d z e n ie  10. W arunkiem  w ystarczającym  absolutnej n iestabilności układu z 

rys. 3.6, w k tó rym  obiekt sterow ania opisany jest przez (3.70), (3.71), a nieliniowości 
w pętli sprzężenia zwrotnego <pk(yk,t), k =  1, 2 , . . . m  spe łn ia ją  warunek sektorowy 
(3.95), je s t, aby m acierz transm itancji G (s) posiadała co najm niej jeden biegun w 
prawej o tw artej półpłaszczyźnie zm iennej zespolonej, nie posiadała  biegunów czysto 
urojonych oraz aby m acierz transm itancji Z(s )  — I  +  K maxG (s ) spe łn ia ła  nierówność 

(3.120).
Podobnie m ożem y wykazać tw ierdzenie o absolutnej niestabilności d la  w arunku 

sektorowego w ogólnej postaci (3.106):
T w ie rd z e n ie  11. W arunkiem  w ystarczającym  absolutnej niestabilności układu z 

rys. 3.6, w k tó rym  obiekt sterow ania opisany jest przez (3.70), (3.71), a nieliniowoś­
ci w pętli sprzężenia zwrotnego ^k{yk, i ) ,  k =  1, 2 , . . .  m  sp e łn ia ją  w arunek sektorowy
(3.106), je s t, aby m acierz transm itancji G j-(s) =  G ( s ) [ / + ^ mm G (s) ]" 1 nie m ia ła  biegu­
nów czysto urojonych, m ia ła  co najm niej jeden biegun o części rzeczyw istej dodatniej 
oraz aby m acierz transm itanc ji Z t ( s ) =  I  +  K G t ( s ) spe łn ia ła  w arunek:

ZT{ jw)  +  Z % { - j w )  >  0 (3.121)

dla w szystkich w €  R.

K r y t e r iu m  k o ła  d la  a b s o lu tn e j  n ie s ta b i ln o ś c i

Zakładam y, że uk ład  m a jedno wejście i jedno wyjście, m  =  1. W ykorzystu jąc wy­
m ienione poprzednio własności odwzorowania (3.119) m ożem y udow odnić analogiczne 

do tw ierdzenia 9 tw ierdzenie o absolutnej niestabilności.
T w ie rd z e n ie  12. D la uk ładu  liniowego (3.70), (3.71) o skalarnym  wejściu i wyj­

ściu (m  =  1), objętego p ę tlą  sprzężenia zw rotnego przez zależny od czasu elem ent 
nieliniowy i p (y , t ), spełniający warunek sektorowy (3.106), w arunek w ystarczający ab­
solutnej niestabilności m a następującą postać:
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1. D la 0 <  a  <  /3: T ransm itanc ja  - ni e m a czysto urojonych biegunów oraz
charak te ry styka  N yąu is ta  G(jui) nie p rzecina koła O(o,  /3) i ok rąża koło 0 (a ,  /3) 
/-k ro tn ie w kierunku  przeciw nym  do ruchu wskazówek zegara, gdzie l je s t m niej­
sze od liczby biegunów tran sm itan c ji G (s) o dodatn ich  częściach rzeczywistych.

2 . D la a  <  0 <  /3: T ransm itanc ja  G(s) nie m a  czysto urojonych biegunów, posiada
co najm n ie j jeden  biegun o dodatniej części rzeczyw istej oraz charak terystyka 
N y ąu is ta  G(jui) w całości leży w ew nątrz koła 0(a, fl ).

3. D la a  =  0, /3 >  0: T ransm itanc ja  G(s) nie m a  czysto urojonych biegunów, posiada
co najm niej jeden  biegun o dodatniiej części rzeczyw istej oraz charak terystyka 
N y ąu is ta  G(ju>) w całości leży n a  prawo od linii s =  —

3.6.5. K ryterium  Popova

W  przypadku  gdy w układzie ze sprzężeniem  zw rotnym  w ystępu ją  nieliniowości 
sektorow e, k tó re  są jednoznaczne i niezależne od czasu, m ożliwe je s t podanie silniej­
szych w arunków  absolutnej stabilności (n iestabilności) od w yprow adzonych w poprzed­
nich podpunk tach . W arunki te  zostały  w prowadzone przez V. Popova w pracy  [118] z 
zastosow aniem  m etod  częstotliwościowych. N astępnie w p racach  [47], [127], [128] wy­
kazano, że równoważnie k ry terium  Popova m ożna w yprow adzić stosu jąc funkcję La- 
punow a w postaci: form a kw adratow a plus całka z nieliniowości (funkcję tak ą  nazywa 
się form ą Łurie). Takie wyprowadzenie zostanie p rzedstaw ione poniżej.

Rys. 3.9. Układ ze sprzężeniem zwrotnym w postaci jednoznacznych, niezależnych od 
czasu nieliniowości sektorowych. Po lewej schemat układu z  wyszczególnie­
niem składowych wektorów u i y.  Po prawej  ten sam schemat z  użyciem 
wektorowych linii sygnałowych 

Fig. 3.9. Feedback loop with t ime-invariant sector nonlinearities. On the left hand side 
block diagram with components o f  vectors u i y .  On the right hand side the 
same block diagram with vector signals

3.6. Kryteria częstotliwościowe 81

U kład (3.70), (3.71) je s t ob ję ty  sprzężeniem  zw rotnym  jak  n a  rys. 3.9. W  torze 
sprzężenia zw rotnego w ystępują niezależne od czasu elem enty  nieliniowe <Pk{yk), k =

1, 2 , . . .  m , określające zależności Uk(t) od yk(t)

(3.122)

W  równoważnym  schem acie po prawej stronie rys. 3.9 przez f { y )  oznacza się wek­
torowy, niezależny od czasu elem ent nieliniowy, k tóry  rep rezen tu je  w szystkie pętle 

sprzężenia zw rotnego ze schem atu  po lewej stronie rys. 3.9, tzn.

w =  ~ A y ) ,

V?i(j/i)
<p{y)

(3.123)

(3.124)

U kład z rys. 3.9 jest uogólnieniem , na przypadek wielu sygnałów wejściowych i wyj­
ściowych, uk ładu  przedstawionego w rozdziale 1 n a  rys. 1.7. O niezależnych od czasu 
nieliniowościach tfk(yk), k =  1, 2, . . . m  zakładam y, że spe łn ia ją  w arunki sektorowe 
(1.52), opisane w rozdziale 1, pk t. 1.5.5, tzn.

kk{yk)
=  {

jeśli yk{t) ±  0 (3.125)
0 jeśli yk{t) =  0 

O zakresie m ożliwych wartości kk(yk) zakładam y

0 <  kk(yk) <  /3*. (3.126)

Podobnie jak  w (3.95), (3.96) nierówności sektorowe (3.126) m ożem y zapisać jako:

uT( K maxy +  u) <  0, (3.127)

(przy czym u i y są zw iązane zależnością (3.123)) oraz

X
T

u

0 ^  **-max
Kmaxc  21

X
u < 0 , (3.128)

gdzie K max =  diag(/3!,/32, . . . , / 3 m).
D la system u z rys. 3.9 definiujem y teraz funkcję Lapunow a w następującej postaci:

r C x
V(x)  =  x P x  -f 2t) /  (cj)Kmaxd(T.

Jo
(3.129)

Przy spełnieniu  w arunków (3.126) i rj >  0 składnik całkowy 2rj ipT( a ) K maxda  
definiuje funkcję nieujem nie określoną.
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P ochodną funkcji V(x)  (3.129) liczoną w zdłuż tra jek to rii uk ład u  (3.70), (3.71) 
m ożem y zapisać w postaci następującej form y kw adratow ej :

V(x)  =  x TP ( A x - B i p ( C x ) )  +  ( A x - B < p ( C x ) ) TP x  +  2T)tp(Cx)TK maxC ( A x  +  Bip(Cx))

lub równoważnie
(3.130)

V(x)  =
X

-<p(Cx)
A TP  +  P A P B  -  г)Аг С тК т,

B TP - r 1K maxC A  - r , ( K maxC B  +  B TC TK max)
x

-<p(Cx)  
(3.131)

z  przy ję tych  założeń dotyczących sprzężenia zwrotnego (3.126) wynika, że wektor 
[xT uT)T w przedstaw ionym  wzorze spełn ia (3.128). Z astosujm y te raz  lem at 1, przyj­
m ując w n im

П = A r P  +  P A  P B -  t]ATC T K max
B TP  -  т]КтахС А  - v ( K maxC B  +  B TC TK max)

oraz

Ф = О сТктах 
K maxC  2/

(3.132)

(3.133)

Jako  wniosek otrzym ujem y, że w arunkiem  koniecznym  i w ystarcza jącym , aby po­
chodna funkcji V(x)  danej przez (3.129), liczona w zdłuż tra je k to r ii uk ładu  (3.70), 
(3.71), by ła  u jem nie określona, je s t, aby d la pewnego t  >  0 poniższa m acierz była 
ujem nie określona

+
0 сТктах

КтахС 2 1

A TP  +  P A  P B -  r1A r C TK max
B TP  -  г ,КтахС А  —т)(КтахС В  +  B TC TK max) <  0. (3.134)

о —г С ТК тах -  r)ATC TK max
. ~тК тахС  -  г)КтахС А  —2 т /  -  т)(КтахС В  +  В ТС ТК тах)

Stosujem y te raz  tw ierdzenie 5, p rzy jm ując w nim  

M

O trzym ujem y zatem

7][Z(jco) +  Z T(- ju}) ]  +  r[H(juj)  +  H T(- ju j ) ]  <  0

d la uj G R,  gdzie

Z { j u )  =  K maxCA(ju>I -  A ) ~ ' B  +  K maxC B

oraz

H { j w )  =  K maxC(ju>I -  А ) - 1 В  +  1 =  K maxG{ju>) +  I.

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)
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Rys. 3.10. Przekształcenie schematu blokowego z rysunku 3.9 
Fig. 3.10. Transformation of  the block diagram from figure 3.9

Ponieważ Z ( j 0) =  0, więc aby zachodziła o s tra  nierówność (3.136), m usi być r  >  0. 
Możemy za tem  podzielić obie strony nierówności (3.136) przez r .  Zauważm y także, że

Z ( j u )  =  j u K maxG(juj).  (3.139)

Definiując q =  J ,

K ( q , j u )  =  H{ju]) +  qZ(ju>) =

=  I  +  (1 +  q j u ) K maxG{ju>) (3.140)

oraz biorąc pod uwagę, że w arunek P  >  0 w połączeniu z (3.134) je s t równoważny z 
asym pto tyczną stabilnością G (s), otrzym ujem y ostatecznie nas tęp u jącą  postać k ry te­
rium  Popova:

T w ie r d z e n ie  13. (W ielowymiarowe k ry terium  Popova). W arunkiem  w ystarcza ją­
cym absolutnej stabilności uk ładu  z rys. 3.9 z nieliniowościam i spe łn ia jącym i warunek 
sektorowy (3.128) je s t, aby tran sm itan c ja  m acierzow a G(s)  m ia ła  w szystkie bieguny 
w lewej półpłaszczyźnie zm iennej zespolonej oraz aby is tn ia ła  liczba rzeczyw ista q >  0 
taka, że

K ( q , j u )  +  K T(q , - j u i )  >  0 (3.141)

d la w szystkich cj £  R.
U w a g a . Tw ierdzenie 13 podaje wersję k ry terium  Popova ze słabym i warunkam i 

sektorow ym i, silną nierównością częstotliwościową oraz założoną stab ilnością układu 
otw artego. Inne wersje tw ierdzenia Popova m ożna znaleźć w [36].

W arunek q >  0 w przedstaw ionym  tw ierdzeniu m ożna pom inąć n a  podstaw ie na­
stępującego rozum ow ania ([109, str. 164]):

Rozważmy przekształcenie schem atu blokowego z rys. 3.9 przedstaw ione na rys. 
3.10. D la przekształconego schem atu blokowego obiekt o tran sm itac ji macierzowej

GT(s) =  - K maxG ( I  +  K maxG)~' (3.142)
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je s t ob ję ty  sprzężeniem  zw rotnym  przez wektorowy elem ent nieliniowy

<Pt (z ) =  ~ W ( z )  “  K maxz\. (3.143)

Jeśli zdefiniujem y v — —>̂>t (z ), to  pom iędzy sygnałam i w ektorow ym i v i z zachodzi 
nierówność sektorow a tak a  sam a jak  (3.127), tzn.

v T( K maxz  +  v)  <  0. (3.144)

Z atem  spełnione są założenia tw ierdzenia 13 i jako  wniosek z zastosow ania tego tw ier­
dzenia otrzym ujem y, że w arunkiem  w ystarczającym  absolutnej stabilności uk ładu  z 
rys. 3.10 je s t, aby tran sm ita n c ja  m acierzow a G t (s ) m ia ła  w szystkie bieguny w lewej 
półpłaszczyźnie zm iennej zespolonej oraz aby is tn ia ła  liczba rzeczyw ista  q >  0, taka, 
że tran sm ita n c ja  m acierzow a

K r ( q , s )  =  I  +  (1 +  q j u ) K maxG T ( j u ) (3.145)

spełn ia

K r ( q , j u )  +  K % ( q , - j u )  >  0 (3.146)

dla w szystkich u> £  R.  P odstaw iając (3.145) w (3.146) oraz m nożąc o trzy m an ą  nie­
równość m acierzow ą lew ostronnie przez I  +  G ^( —ju i ) Kmax, a  praw ostronnie przez 
I  +  KmaxG(jw)  (taka operacja zachowuje znak rozważanej nierów ności) dostaniem y 
po prostych przekształceniach

27 +  (1 -  q j u ) K maxG ( j u )  +  (1 -  q j u ) G T{ - j u ) K max >  0 (3.147)

d la w szystkich w £  R.

Ponieważ uk łady  z rys. 3.9 i 3.10 są sobie równoważne, za tem  porów nując (3.147) 
i (3.141) widzimy, że jeśli istn ieje liczba rzeczyw ista q dowolnego znaku  taka, że speł­
niona je st (3.141), to  uk ład  z rys. 3.9 je s t abso lu tn ie stabilny.

W ie lo w y m ia ro w e  k r y te r iu m  P o p o v a  d la  a b s o lu tn e j  n ie s ta b i ln o ś c i

Analogicznie do poprzednich rozważań m ożna funkcję o postaci (3.129) zastosować 
do sform ułow ania warunków absolutnej niestabilności uk ładu  z rys. 3.9. M etoda ta  
zosta ła  opisana w pracy [18]. Tu przedstaw im y jej wielowym iarowe uogólnienie.

Pow tórzym y rozum ow anie prowadzące do sform ułow ania tw ierdzen ia 13, wskazując 
m odyfikacje konieczne do tego, aby uzyskać w arunek absolutnej n iestabilności. Rozwa­
żam y uk ład  (3.70), (3.71) ob ję ty  sprzężeniem  zw rotnym  ja k  n a  rys. 3.9 z nieliniowymi 
niezależnym i od czasu elem entam i (3.122). Zakładam y, że spełnione są w arunki sekto­
rowe (3.125), (3.126), (3.127), (3.128). D la system u z rys. 3.9 definiujem y, analogicznie 
do p rzypadku  poprzedniego, funkcję Lapunow a o postaci (3.129). P rzy jm ujem y teraz,
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że m acierz P  m a co najm niej jedną  u jem ną w artość w łasną oraz zak ładam y rj <  0. 
Ponieważ sk ładnik  całkowy definiuje funkcję nieujem nie określoną, za tem  przy ję te  za­
łożenia zapew niają , że w dowolnie m ałym  otoczeniu środka uk ładu  współrzędnych 

funkcja V(x )  p rzy jm uje ujem ne wartości.
Pochodną funkcji V ( i )  (3.129) liczoną w zdłuż tra jek to rii uk ładu  (3.70), (3.71) 

m ożna zapisać w postaci (3.131). S tosujem y lem at 1, p rzy jm ując w n im  definicje 
(3.132) oraz (3.133). Z atem  w arunkiem  koniecznym  i w ystarcza jącym , aby pochodna 
wzdłuż tra jek to rii V ( x ) by ła isto tn ie u jem nie określona, je s t, aby d la  pewnego r  >  0 
spełniona by ła nierówność m acierzowa (3.134). S tosujem y tw ierdzenie 5, przyjm ując 
w nim  definicję (3.135) i o trzym ujem y w arunek (3.136). Podobnie jak  poprzednio musi 
zachodzić r  >  0, co pozw ala na podzielenie obu stron  nierówności (3.136) przez r .  Za­
uważmy także, że warunek: m acierz P  m a co najm niej jed n ą  u jem ną w artość w łasną i 
zachodzi (3.136) jest równoważny z w arunkiem : m acierz A  m a co najm niej jed n ą  war­
tość w łasną o części rzeczywistej dodatniej i zachodzi (3.136). Z atem , b iorąc pod uwagę 
(3.140), na podstaw ie pierwszego tw ierdzenia Lapunow a o niestabilności dostajem y:

T w ie r d z e n ie  14. (W ielowymiarowe k ry terium  Popova d la absolutnej niestabilno­
ści). W arunkiem  w ystarczającym  absolutnej niestabilności uk ładu  z rys. 3.9 z nielinio- 
wościami spełn ia jącym i w arunek sektorowy (3.128) je s t, aby tran sm ita n c ja  macierzowa 
G (s) m ia ła  co najm niej jeden biegun w prawej półpłaszczyźnie zm iennej zespolonej, 
nie m ia ła  biegunów na osi urojonych oraz aby is tn ia ła  liczba rzeczyw ista q <  0 taka, 
że tram sm itan c ja  m acierzowa K ( q , s )  d ana przez (3.140) spełn ia

[ K ( q , j u )  +  K T( q , - j u > ) ] >  0 (3.148)

dla wszystkich u> £  R.
Podobnie jak  poprzednio możemy pom inąć w arunek q <  0, posługując się prze­

kształceniem  schem atu  blokowego przedstaw ionym  n a  rys. 3.10 oraz w ykonując prze­
kształcenia (3 .145)-(3.147).

P r z y p a d e k  s k a la rn e g o  s p r z ę ż e n ia  z w ro tn e g o , m  =  1

W  przypadku gdy jest tylko jeden sygnał wejściowy i jeden  sygnał wyjściowy w 
obiekcie regulacji, k ry terium  Popova może być sform ułow ane w postaci graficznej. Da­
lej przedstaw im y graficzne sform ułowanie k ry terium  Popova d la  absolutnej stabilności 

i niestabilności.
S tosujem y oznaczenia d la  skalarnego przypadku

K max =  /?, K min =  a  =  0. (3.149)

W arunek (3.146) m ożna te raz  zapisać następująco:

R e [^  +  (1 +  qju)G(ju>)] >  0 (3.150)
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d la  w szystkich u> 6  R,  przy czym  G(jui) je s t tran sm ita n c ją  skalarną. W prow adzając 
oznaczenia

U(w)  = Re [G(jw)], V (u )  = wIm  [G(ju})\ (3.151)

m ożem y w arunek (3.150) przedstaw ić jako:

-L+  £ / ( « ) + 9V(w) > 0 .  (3.152)

W ykres U(w),V(uj )  p rzy  zm ieniającej się częstotliwości w nazyw a się zm odyfikowaną 
charak terystyką am plitudow o-fazow ą obiek tu  o tran sm itan c ji G(s). M ożem y zauwa­
żyć, że n a  p łaszczyźnie (U, V)  nierówność (3.152) m ożem y zin terpretow ać następująco: 
zm odyfikowana charak terystyka am plitudow o-fazow a leży silnie n a  praw o od prostej

— ^  +  U  +  qV  =  0. (3.153)

P ro s tą  o takiej własności nazyw a się p ro stą  Popova. Taka in te rp re tac ja  pozw ala na 
sform ułow anie następujących  tw ierdzeń.

T w ie r d z e n ie  15. (K ry terium  Popova). W  przypadku  jednego sygnału  wejścio­
wego i jednego sygnału wyjściowego, w arunkiem  w ystarczającym  absolutnej stab ilno­
ści uk ładu  z rys. 3.9 z nieliniowością spe łn ia jącą  w arunek sektorow y (3.125), (3.126) 
jest aby tran sm ita n c ja  G (s) m ia ła  w szystkie bieguny w lewej pó łp łaszczyźnie zm iennej 
zespolonej oraz aby is tn ia ła  p rosta  przechodząca przez p u n k t - i ,  o nachyleniu  -  taka, 
że ca ła  zm odyfikow ana charak terystyka am plitudow o - fazowa (U(uj), V (w )) leży silnie 
na prawo od niej.

T w ie rd z e n ie  16. (K ry terium  Popova dla absolutnej n iestab ilności). W  przypadku 
jednego sygnału wejściowego i jednego sygnału wyjściowego w arunkiem  w ysta rcza ją­
cym  absolutnej niestabilności uk ładu  z rys. 3.9 z nieliniowością sp e łn ia jącą  w arunek 
sektorowy (3.125), (3.126) jes t, aby tran sm itan c ja  G (s) m ia ła  co najm nie j jeden  bie­
gun w prawej otw artej półpłaszczyźnie zm iennej zespolonej, nie m ia ła  biegunów czysto 
urojonych oraz aby is tn ia ła  p rosta  przechodząca przez p u n k t - i ,  o nachyleniu 1 taka, 
że ca la  zm odyfikowana charak terystyka am plitudow o - fazowa (U ( w ) ,V (w ) )  leży silnie 
n a  prawo od niej.

3.7 . P r z y k ła d y  ob liczen iow e

W  punkcie ty m  podam y przykłady  ilustru jące możliwości obliczeniowe stw arzane 
przez tw ierdzenia 8-16.
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3.7.1. U kład z podw ójnym  całkowaniem  i korektorem  PD

A nalizujem y układ  regulacji z zależną od czasu nieliniowością sektorow ą, o schem a­
cie blokowym przedstaw ionym  n a  rys. 1.6 , w k tó rym  tran sm ita n c ja  ob iek tu  (podwójne 

całkowanie z korektorem  PD ) dana  jest przez

K is ) =  L i i  . (3.154)
W  ^ ( i + O . l s )

G ranice sek to ra  d la  nieliniowości opisane są przez p aram etry  a  i /3. U kład ten  analizo­
wany był poprzednio w punkcie 2.2.3, gdzie d la  ct =  0.2 i /3 =  1.5 znaleziono strategię 

destabilizującą.

Rys. 3.11. Zastosowanie kryterium koła do układu regulacji z podwójnym całkowaniem 
i korektorem typu PD  

Fig. 3.11. Application oj the circle criterion to the control system with a double inte­
grator and the phase lead element

Ponieważ w układzie jest tylko jeden zależny od czasu elem ent nieliniowy, 
m ożem y zastosować tw ierdzenie 9. K reśląc i analizując k sz ta łt charak terystyk i 
am plitudowo-fazowej K  (jui) m ożem y wyznaczyć w artości d la  param etrów  a  i /3 z (1.49) 
i (1.43), zadających zakres możliwych wartości funkcji y>{e,t),  d la  k tórych  uk ład  jest 
absolutnie stabilny. A naliza przebiegu charak terystyk i am plitudow o - fazowej pozwala 
z dowolną dokładnością wyznaczyć granicę, po przekroczeniu k tórej nie istnieje już 
wspólna kw adratow a funkcja Lapunowa. D la uk ładu  z rys. 1.6 z tran sm ita n c ją  obiektu 

(3.154) dla
a  =  0.2 (3.155)

graniczna w artość param teru  (3, d la której w spólna kw adratow a funkcja Lapunowa 

p rzestaje  istnieć, wynosi:
/3 =  0.5467. (3.156)

Przebieg charak terystyk i amplitudowo-fazowej oraz koło 0 ( a , f 3 )  d la  a  =  0.2, /3 =

0.5467 przedstaw ione są na rysunku 3.11.
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Możliwość w yznaczenia dokładnych wartości stanow i za le tę  w stosunku do m etod 
w ykorzystu jących liniowe nierówności macierzowe, gdzie, aby zorientow ać się w zakre­
sach w artości param etrów , d la  których istnieje lub p rzesta je  istn ieć w spólna kw adra­
tow a funkcja Lapunow a, konieczne je st w ielokrotne pow tarzanie num erycznego algo­
ry tm u .

Z a s to s o w a n ie  k r y t e r iu m  P o p o v a

Rys. 3.12. Zmodyfikowana charakterystyka amplitudowo-fazowa układu o transmitancji  
Gt (s ), dla a  =  0.01. Po lewej stronie - cała zmodyfikowana charakterystyka,  
po prawej - powiększenie fragmentu w pobliżu środka układu współrzędnych 

Fig. 3.12. Modified characteristics for  the system described by the transfer function 
G t {s ), f or a  =  0 .01. On the left hand side complete plot of  the modified 
characteristics. On the right hand side - neighborhood of  zero zoomed out

Rozważm y te raz  ten  sam  układ  przy założeniu, że nieliniowość w to rze  sprzężenia 
zw rotnego je st jednoznaczna i niezależna od czasu (jak n a  rys. 1.7). Do analizy m ożna 
zatem  zastosować m etodę Popova. P rzyjm ujem y

¥>(e)
a  < </?■ (3.157)

Aby zastosować tw ierdzenie 15 m usim y najp ierw  dokonać p rzekszta łcen ia  schem atu 
blokowego przedstaw ionego na rys. 3.7, przy  czym  K min =  a.  W ykonując to  p rze­
kształcenie o trzym ujem y zmodyfikowany obiekt o transm itac ji

✓-T / \ 1 -j- O.ls
+  0 .1« ,  ■ + „ ■ (3 1 5 8 > 

M ożemy te raz  narysować wykres zm odyfikowanej charak te rystyk i am plitudow o - 
fazowej, odpow iadającej tran sm itan c ji G t {s ). D la a  — 0.01 wykres ten  je st przed­
staw iony n a  rys. 3.12. Jak  widać, uk ład  je st abso lu tn ie s tab ilny  d la  dowolnie dużego 
/3 <  oo.

U w a g a . S tosując m etody  z pracy [36] m ożna, przy  pew nych założeniach dotyczą­
cych funkcji ifi(e), wykazać, że zerowy pun k t równowagi je s t g lobalnie asym pto tycznie 
stab ilny  także d la /3 =  oo.
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3.7.2. Kaskadowy układ regulacji ze zm iennym i w zm ocnie­
niam i

Rozw ażam y ponownie kaskadowy układ regulacji om aw iany w punkcie 3.5.3., k tó­
rego schem at blokowy przedstaw iony jest na rys. 3.3. P rzekształćm y schem at blokowy 

z rys. 3.3 w sposób przedstaw iony n a  rys. 3.13.

Rys. 3.13. Przekształcony schemat blokowy kaskadowego układu regulacji ze zmiennymi  
w czasie wzmocnieniami w torze sprzężenia zwrotnego 

Fig. 3.13. Transformed block diagram of the cascaded control system with time-varying 
gains in the feedback loop

O znaczm y jak  w (3.61) k3(t) — ki( t )ki( t ) .  Przez przekształcenie schem atu  bloko­
wego z rys. 3.13 uzyskuje się obiekt dw uwym iarowy o m acierzy transm itanc ji

G(s)  =

ob ję ty  sprzężeniem  zw rotnym  o postaci:

U l f c i ( i ) 0 X\

« 2 0 k 3{t) x2

(3.159)

(3.160)

Aby do badan ia  takiego uk ładu  zastosować tw ierdzenie 8 m usim y po trak tow ać p ara­
m etry  k 3( t )  i h ( t )  jako niezależne. Jeśli k i ( t )  i k 2( t )  spe łn ia ją  w arunki (3.56) i (3.57), 
to  d la  k 3( t )  — k i ( t ) k 2{t )  m am y oszacowanie:

a 2 <  h [ t )  <  0*. (3.161)

B adam y te raz  abso lu tną stabilność układu (3.159), (3.160), w k tó rym  zm ienne 
param ery  k x( t )  i k 3( t )  spełn ia ją  (3.56) i (3.161). Je st to  dodatkow e uproszczenie w
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stosunku do m odelu  zm ian param etrów  z p u n k tu  3.5.3., k tóre prow adzi do bardziej 
zachowawczych w arunków absolutnej stabilności. P rostokąt dopuszczalnych wartości 

k3( t ) przedstaw iony je st na rys. 3.14. N a ty m  sam ym  rysunku  cienkim i liniam i 
w ykreślony je st także  czworokąt z rys. 3.4. Jak  w idać, p rostokąt (3.56), (3.161) zawiera 
w sobie czworokąt (3.56), (3.63), co obrazowo ilu stru je  nadm iarow ość w ynikającą z 
p o trak tow an ia  k3(t) jako  niezależnie zm ieniających się param etrów .

Rys. 3.14. Prostokąt dopuszczalnych zmian parametrów k{ (t) i k3(t) 
Fig. 3.14. Rectangle o f  feasible parameters kx(t) and k3(t)

Przyjm ujem y

a  0 
0 a 2 (3.162)

Kmax — P 0 
0 p 2 (3.163)

i w yliczam y m acierz transm itancji Zt (s ) zadaną w zorem  (3.116). O trzym ujem y

1
ZT(s)  =

s 2 +  a s  +  a 2

s 2 +  Ps +  a 2 s (P  — a)
P 2 — a 2 s 2 +  a s  +  p 2

(3.164)

S tosujem y te raz  tw ierdzenie 8 . Aby spraw dzić czy zachodzi w arunek (3.115), m o­
żem y d la  każdej częstotliwości w (z odpow iednio szerokiego zakresu) wyliczyć dwie
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CO

Rys. 3.15. Przebiegi wartości własnych macierzy Z r i j u )  +  Z j ( - j u ) ,  Ai(w), A2(w) w 
funkcji częstotliwości u)

Fig. 3.15. Eigenvalues o f  the matrix Z r i j v )  +  Z j ( —jw ), Ai(w), A2(w) versus frequen­
cies U)

wartości w łasne m acierzy herm itowskiej Z j { j w) +  Z ^ ( —ju>), tzn .:

A i(w ) =  Ai [ Z r ( jw )  +  Z j ( - j u ) ] ,  (3.165)

A2(w) =  A2[Zx (j w ) +  Z j ( — jw )] (3.166)

i zbadać, czy d la  całego zakresu zm ian częstotliwości są one dodatn ie .
Rysunek 3.15 przedstaw ia zależności wartości w łasnych Ai(w) i A2(u>) od częstotli­

wości w dla następujących param etrów

a  =  0.5, /3 =  0.9. (3.167)

Ponieważ obie w artości w łasne są zawsze dodatn ie, za tem  układ  z rys. 3.13 jest ab ­
solutnie stabilny. Jeśli przyjm ie się /3 =  1.0 (i pozostawi się a  bez zm ian), to  dla 
niektórych częstotliwości przynajm niej jedna  z w artości w łasnych A ^w ), A2(w) będzie 
ujem na. Z atem  d la a  -  0.5 /3 =  1.0 nie istnieje kw adratow a funkcja Lapunowa, dowo­
dząca absolutnej stabilności uk ładu  z rys. 3.13. W idać, że uzyskany zakres możliwych 
wartości w zm ocnień kx(t)  i fc2(i) jest te raz  węższy niż oszacowany w punkcie 3.5.3.

U w a g a . (Spostrzeżenie poczynione przez P. G rabowskiego). Zastosow anie tw ier­
dzenia 8 doprowadziło do węższych zakresów d la  param etrów  a  i /3 od o trzym anych
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w punkcie 3.5.3 m e to d ą  liniowych nierówności m acierzowych. Jeśli jednak  wykreślim y 
n a  płaszczyźnie kx-k2 obszar odpow iadający prostokątow i z rys. 3.14, tzn . obszar ogra­
niczony dw om a prostym i i dw om a hiperbolam i

a < h  ( t ) < / 3 ,  (3.168)

m  - Ht) s  w y  (3' 169)
to  porów nanie uzyskanych wyników z rezu lta tam i o trzym anym i w punkcie 3.5.3 z
zastosow aniem  liniowych nierówności m acierzow ych (tzn. porów nanie obszaru  (3.168),
(3.169) z obszarem  a  <  ki ( t )  <  /3, a  <  k2{t) <  /3) p rzesta je  być jednoznaczne.

3 .8 . U w agi i k om entarze

Jak  ju ż  w spom niano, m etody  w ykorzystujące kw adratow e funkcje Lapunow a są 
podstaw ow ym  narzędziem  w praktycznych zagadnieniach bad an ia  stabilności układów 
o zm iennych w czasie param etrach . W yniki tu  przedstaw ione w dużej części bazują 
n a  m onografiach [111], [49], [14]. S tarano  się uporządkow ać w yniki pochodzące z kilku 
źródeł w tak i sposób, aby przedstaw ić jedno litą  m etodologię b ad an ia  absolutnej s tab il­
ności i absolutnej niestabilności d la  układów  o p aram etrach  zm ieniających się w czasie 
w dowolny sposób, jak  też układów , w których  zm iana param etrów  w ynika z istn ienia 
niezależnych od czasu, jednoznacznych nieliniowości sektorowych.

Obok sy tuacji, gdy nieliniowość sektorow a m oże zależeć, bądź nie, od czasu form u­
łuje się także w lite ra tu rze  tw ierdzenia obow iązujące d la p rzypadku , gdy w ystępują 
ograniczenia n a  pochodną funkcji <f(e) lub ip(e, t )  w to rze sprzężenia zwrotnego. Je­
śli pochodna je st ograniczona do pewnego przedziału  lub m usi być d o d a tn ia  (funkcja 
<p(e) je s t w tedy rosnąca), to  w arunki absolutnej stabilności spełn ione są n a  ogół dla 
szerszych zakresów opisujących dopuszczalne sektory  zm ienności param etrów . O dpo­
wiednie wyniki m ożna znaleźć w pracach  [19], [104] [84], [33], [41].

R ozd zia ł 4

W ielościen n e i przedzia łam i 
liniow e funkcje Lapunow a

Jak  powiedziano w poprzednim  rozdziale, podstawowym i m etodam i praktycznego 
badan ia  absolutnej stabilności lub niestabilności są m etody  w ykorzystujące kw adra­
towe (lub param etryczne, tzn. kw adratowe z dodatkow ym i składnikam i) funkcje Lapu­
nowa. Jednak  m etody  tak ie  d a ją  tylko w arunki w ystarczające, nadm iarow e w stosunku 
do rzeczywistego zakresu dopuszczalnych zm ian param etrów . N asuw a się zatem  py ta­
nie, jak  duże są m arginesy nadm iarowości i czy możliwe jest ich oszacowanie. W yniki, 
k tóre pozw alają udzielić przynajm niej częściowych odpowiedzi n a  sform ułow ane py ta­

nia, przedstaw iam y w tym  rozdziale.

P rzedstaw ione dalej rezu lta ty  będą dotyczyły obu problem ów przedstaw ionych w 
punkcie 1.3. Form ułujem y tw ierdzenia zarówno dotyczące absolutnej stabilności i nie­
stabilności, jak  też istn ienia i m etod  poszukiw ania strateg ii destabilizujących. Opisane 
będą także prak tyczne algorytm y, pozw alające stosować o trzym yw ane w arunki dla 

przykładow ych problem ów.

Om ówione zostaną funkcje Lapunowa, k tórych zastosowanie um ożliw ia sform uło­
wanie zarówno warunków w ystarczających, jak  i koniecznych absolutnej stabilności 

układów liniowych o zm ieniających się w czasie p aram etrach  (0.1), (1-1). Ich kon­
strukcja w ykorzystuje tw ierdzenie udowodnione niezależnie przez kilku autorów  [116], 
[16], [8], k tóre mówi, że jeśli uk ład  (0.1), (1.1) je s t abso lu tn ie stabilny, to  istn ieje w ypu­
k ła funkcja Lapunow a wspólna d la w szystkich układów  narożnych. Aby zastosować to  
tw ierdzenie w praktyczny sposób, w ypukłą funkcję Lapunow a przyb liża się funkcją wie­
lościenną, k tó ra  m oże być opisana przez skończoną liczbę param etrów . W ielościenne 
funkcje Lapunow a nie są funkcjam i gładkim i. Prowadzi to  do konieczności przeformu- 
łowania klasycznych tw ierdzeń Lapunowa, w których zak łada się, że V(x)  je s t funkcją 
klasy C 1. W yniki um ożliw iające stosowanie funkcji Lapunowa, k tó re  są ciągłe, ale nie 
gładkie, są znane w litera tu rze  (np. [83, rozdział 2]). W  odpow iednich tw ierdzeniach 
zam iast pochodnej V  stosuje się praw ą górną pochodną Diniego, oznaczaną jako D + V.
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Jako  uogólnienie klasy funkcji w ielościennych wprowadzone są nas tępn ie  funkcje 
przedziałami liniowe. Funkcje tak ie  (w odróżnieniu od funkcji w ielościennych) m ogą 
przyjm ow ać zarówno w artości dodatn ie, jak  i ujem ne, dzięki czem u m ogą być zastoso­
wane zarówno do badan ia  absolutnej stabilności, jak  i absolutnej n iestabilności układu 
(0.1), (1.1). P rzedstaw ia się w arunki w ynikające z zastosow ania tak ich  funkcji do pro­
blemów absolutnej stabilności i niestabilności oraz dysku tu je  się ich związki z w arun­
kam i M ołczanow a P iatn ickiego [116].

R ozw ijając wynik uzyskany w pracy  [78] p rzedstaw ia się z kolei algebraiczne wa­
runki n a  to , aby d la  (0 .1), ( 1.1) is tn ia ła  s tra teg ia  destab ilizu jąca, oraz opisuje się 
algorytm  w yliczania takiej strateg ii. T w ierdzenie z p racy [78] gw aran tu je  istn ienie wy­
pukłej funkcji, k tó ra  rośnie w zdłuż rozw iązania w ynikającego z zastosow ania strateg ii 
destabilizującej. W  przedstaw ionym  algorytm ie obliczeniowym  funkcję tę  przybliża się 
funkcją wielościenną.

Chociaż opisyw ana m etodologia pozw ala form ułować zarówno w ystarczające, jak  
i konieczne w arunki absolutnej stabilności oraz poszukiwać s tra teg ii destabilizujących 
jej p rak tyczne zastosow anie je st ograniczone przez problem y obliczeniowe. W  prak­
tyce u daje  się konstruow ać wielościenne lub p rzedzia łam i liniowe funkcje Lapunow a 
d la układów , k tó rych  rząd  w ektora stanu  wynosi dw a lub trzy. M im o to  zastoso­
wanie przedstaw ionych m etod  je st interesujące, ponieważ, p rzynajm n ie j d la  pewnej 
klasy przykładów , pozw ala dokładnie uchwycić granicę pom iędzy abso lu tn ą  stab ilnoś­
cią (niestabilnością) a istn ieniem  stra teg ii destabilizującej (stab ilizu jącej). Pozw ala to 
np. d la  niektórych problem ów  oszacować, jak  dalece nadm iarow e są  w arunki s tab il­
ności uzyskiw ane z zastosowaniem  kw adratow ych funkcji Lapunow a w stosunku  do 
rzeczyw istych granic zakresów stabilności.

4.1 . O słab ien ie  za ło żen ia  o g ła d k o śc i funkcji V(x) 
w  tw ierd zen iach  L apunow a

Klasyczne sform ułow ania tw ierdzeń Lapunow a w ym agają założenia, że funkcja La­
punow a V ( x ) (lub  V ( x , t ) d la  układów  n iestacjonarnych) je s t funkcją gładką, tzn. 
należy do klasy C 1. Jednak  funkcje Lapunow a dalej stosowane są jedyn ie  ciągłe, na­
tom iast m ogą posiadać punk ty  nieciągłości g rad ien tu .

Poniżej podam y tw ierdzenie o stabilności obow iązujące d la funkcji Lapunow a, które 
nie należą do klasy C 1. Tw ierdzenie to  poprzedzone będzie dw om a definicjam i.

D e fn in c ja  1. Funkcję a : R + 9  x —> a(x ) € R + (gdzie R + oznacza zbiór liczb 
rzeczyw istych nieujem nych) nazyw am y funkcją klasy K  lub m ówim y, że a(x)  należy 
do klasy K ,  jeśli:

a- funkcja a(x)  je s t ściśle rosnąca, b- a(0) =  0.

4.1. Osłabienie założenia o gładkości funkcji V (x ) w twierdzeniach Lapunowa

D e fn in ic ja  2. [83] Niech f ( t )  oznacza ciągłą funkcję. P raw ą górną pochodną Di- 
niego funkcji f ( t )  w punkcie t =  tQ oznaczam y jako D + f ( t 0) i definiujem y jako:

D + f ( t 0) =  l im s u p ^ ] — l i i i  (4 .1)
,_ t+ t t o

Powyższa definicja je s t jedną  z czterech, k tóre o trzym ujem y biorąc górne, dolne 
oraz lewo i praw ostronne granice ilorazu różnicowego. Jeśli funkcja /(< ) spełn ia waru­
nek L ipschitza w punkcie t 0, to  w szystkie cztery  pochodne Diniego p rzy jm ują skoń­
czone wartości. W szystkie cztery pochodne są sobie równe w tedy i tylko wtedy, gdy 
funkcja f ( t )  jest różniczkowalna w punkcie to- 

Rozważm y te raz  uk ład
x =  f ( x , t ) ,  (4.2)

x 6  Rn, k tó ry  m a p un k t równowagi w punkcie x 0 =  0. Zastosowanie funkcji Lapunowa 
V(x)  klasy C  do badan ia  stabilności zerowego p u nk tu  równowagi tego uk ładu  opisuje 
następujące tw ierdzenie ([83, str. 89]).

T w ie rd ze n ie  1. Jeśli istnieje ciągła funkcja V( x , t ) ,  lokalnie lipschitzowska ze 
względu n a  zm ienną x taka, że istn ieją  trzy  funkcje a , b, c €  IC, d la  k tórych  w pewnym  
otoczeniu p u n k tu  równowagi zachodzi

a ( || x  ||) <  V ( x , t )  <  6(|| x ||) (4.3)

oraz
D + V ( x , t )  |i=/(*,t) <  - c ( | |  x  ||), (4.4)

to  zerowy p unk t równowagi jest jednosta jn ie , asym ptotycznie stabilny.
Jeśli ponad to  przedstaw ione w arunki zachodzą w całej przestrzeni stanu  oraz do­

datkowo

a(r)  —> oo, gdy r  —+ oo, (4.5)

to  zerowy pun k t równowagi układu (4.2) jest jednosta jn ie , globalnie asym ptotycznie 
stabilny.

We wzorze (4.4) po lewej stronie w ystępuje praw a, górna pochodna Diniego wzdłuż 
tra jek to rii uk ładu  (4.2), tzn.

n+T„  , X| ,. V [x(t +  A ),<  +  A ] - V [ x ( < ) , i ]
D + V ( x , t )  ±=/(*,4) =  l im s u p —^ ^ -----— -±------- J, (4.6)

1 A —0+ '- i

przy czym  x(f) je s t rozw iązaniem  (4.2). W  dalszych rozw ażaniach będziem y zwykle 

upraszczali notację pisząc D + V ( x , t )  zam iast D + V ( x , t )  |i= /(x ,j). N a ogół pom inięcie 
indeksu określającego, w zdłuż jakiego uk ładu  liczona je st pochodna, nie prowadzi do 
niejednoznaczności.
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4.1.1. O bliczanie pochodnych D iniego

C iągłe ale nieróżniczkow alne funkcje Lapunow a m ożna efektyw nie wykorzystyw ać 
do badan ia  stabilności dzięki tem u, że pochodną Diniego w zdłuż tra jek to rii układu 
m ożna liczyć podobnie jak  zw ykłą pochodną. Praw dziw y je s t nas tępu jący  lem at [83, 
D odatek 1].

L e m a t  1. Załóżmy, że rozw iązanie uk ładu  (4.2) spe łn ia  x( t0) = x0. W tedy

n+  ) \ l i- V[xo +  A / ( x 0, to), to +  A] — V ( x 0, t0)V (x0, t 0) U=/(x0,ł0) =  lim  s u p  ^ ^ (4 .7)
A —*0+ A

W  dalszych rozw ażaniach w ykorzystyw ane b ęd ą  funkcje Lapunow a, k tó re  zależą 
tylko od zm iennej x , tzn . V ( x , t )  =  V(x) ,  oraz dodatkowo są w ypukłe, tzn . V[ax  +  

(1 — a)y]  <  a V ( x )  +  (1 — cc)V(y),  0 <  a  <  1, [81, s tr. 25]. P rzy  tak ich  założeniach 
operację lim  sup w lem acie 1 m ożna zam ienić, n a  lim , tzn.

n + I / f~  \ l  _  i:  V [x0 +  A /(x o ,  *o)] ~  V ( x o )  ,D  V ( X 0) |i= /(*„ ,to) =  ^lim+ ---------------------   . (4.8)

W ynika to  z fak tu , że d la  funkcji w ypukłych is tn ie ją  pochodne kierunkow e we 
wszystkich k ierunkach [81].

4.2 . Z astosow an ie w yp u k łej funkcji L ap u now a do  
p rob lem u  ab so lu tn ej sta b iln o śc i

W  punkcie ty m  przedstaw im y tw ierdzenie, k tó re  stanow i podstaw ę dalej rozwi­
janych  m etod  analizy absolutnej stabilności. T w ierdzenie to  orzeka, że w arunkiem  
w ystarczającym  i koniecznym  absolutnej stabilności uk ładu  (0 .1), (1.1) je s t istnienie 
w ypukłej funkcji Lapunowa, wspólnej d la  w szystkich układów  narożnych x  =  A xx,  

x  =  A 2x,  . . . ,  x  =  A n x .  Dowody m ożna znaleźć w pracach [116], [16], [8]. Za [116] 
przedstaw im y tw ierdzenie i jego dowód.

W prow adzim y niewielką m odyfikację oznaczeń w stosunku  do (0.1), (1.1), aby wy­
godniej było przeprow adzić rozum owanie. Rozw ażam y uk ład  (0.1), ( 1.1) zapisany na­
stępująco:

x  =  A[u(ż)]x, (4.9)

gdzie

u(t)  =  [ui(<) u2(t)  . . .  u«(<)]T, (4 .10)
N

A[u(*)] =  £  A,■«,•(*), (4.11)
t'=l

N

u { t ) e U  =  {«,(<) > 0 , £ u , : ( < ) = 1}. (4 .12)
1 = 1
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Podam y najpierw  tw ierdzenie dotyczące tra jek to rii uk ładu  (4.9)-(4.12) potrzebne 

do dowodu głównego wyniku.
T w ie rd ze n ie  2. U kład (4.9)-(4.12) je s t absolutn ie stab ilny  w tedy  i tylko wtedy, 

gdy je st jednosta jn ie  w ykładniczo stabilny, tzn . istn ieją  tak ie  s ta łe  C  >  1, 7 >  0, 
niezależne od A( t) ,  że dowolne rozwiązanie x(t)  s ta rtu jące  z w arunku początkowego 

x (0) =  Xo spełn ia
|| * ( t)  | |<  C || *0 || e " * .  (4-13)

Dowód m ożna znaleźć w [120], zob. także [49, str. 174].
W ykorzystując przedstaw ioną własność m ożem y udowodnić następu jący  warunek 

w ystarczający i konieczny absolutnej stabilności uk ładu  (4.9)-(4.12).
T w ie rd ze n ie  3. W arunkiem  w ystarczającym  i koniecznym  absolutnej stabilno­

ści uk ładu  (4.9)-(4.12) je s t istnienie wypukłej funkcji Lapunow a V(x) ,  wspólnej dla 
w szystkich układów  narożnych x =  A xx, x — A 2x , ..., x =  A ^ x ,  (tzn . w ypukłej funkcji 
V (x), k tó ra  je s t is to tn ie  dodatnio  określona i której pochodna D + V(x)  jest istotnie 
ujem nie określona w zdłuż rozw iązań każdego z układów narożnych).

Dowód
Dostateczność.  Dowód je st podobny do dowodu tw ierdzenia 3 z poprzedniego roz­

działu. Załóżmy, że istnieje w ypukła funkcja funkcja Lapunow a V ( x ), wspólna dla 
x =  A \ x , x =  A 2x, ..., a: =  A^x ,  tzn . taka, że

a(|| x ||) <  V ( x , t )  <  6(|| x ||), (4.14)

D + V( x)  |i= * .  =  Hm V (x +  A y ~ -^ 1 <  -«,(11 x ||) (4.15)
A —►()+ ZA

i =  1 ,2 , . . .  N ,  o, 6, o,- €  K..
Zdefiniujm y

c m ( || x ||) =  m incid l x  II). (4.16)

N a podstaw ie definicji 1 m am y cm €  IC.
O bliczając D + V(x )  w zdłuż rozw iązań uk ładu  zgodnie z (4.8) (4.9)-(4.12) dosta­

jem y:

n + V (  \ I lim V x̂  +  A Q > - A-X) ] -  =

V C £ u i ( x  +  A Ą i )  - V ( x )
=  lim+ ------------------ —------------------- S

<  lim  T.Ui[V(x  +  & A i x ) - V { x ) }
■ A-0+ A

W  przekształceniach w ykorzystano (4.12) i nierówność Jensena [81, s tr. 25]. Na pod­

stawie (4.17) i (4.15) m am y:

D + V ( x ) \ ±=A[u{t)]x <  - X > i C i ( | |  x  ||) <  - c M(|| x ||). (4.18)
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Poniew aż c m (\\ x ||) nie zależy od u(t) ,  za tem  uk ład  (4 .9)-(4 .12) je s t abso lu tn ie s ta ­
bilny.

Konieczność.  O znaczm y przez x u(x0,T )  rozw iązanie, w chwili T , uk ładu  (4.9), 
s ta rtu jąc e  z w arunku początkowego x (0) =  x0 i w ynikające z konkretnego przebiegu 
u(t) ,  t €  [0 ,T ]. D efniujem y teraz

S ( x 0, T )  =  m ax || x u(x0,T )  | |=  m ax || X u( T ) x 0 ||, (4.19)

przy czym  X u(t)  =  X u(x0, t ) oznacza m acierz fundam en ta lną  u k ład u  (4.9), w ynikającą 
z przebiegu funkcji u(t) ,  a  || . || je s t no rm ą euklidesową. M aksim um  w (4.19) zawsze 
istn ieje dlatego, że zbiór Z ( x 0, T )  w szystkich punktów  osiągalnych z p u n k tu  x0 przy 
dowolnych przebiegach u(ł) S U

Z ( x 0, T )  -  {xu(x0,T )}  (4.20)

przy usta lonym  x0 i T  je s t zbiorem  zw artym .
Zauważmy, że funkcja S (x 0, T )  je s t w ypukła. Isto tn ie

S ( x l  +  x l , T )  =  mawx | | * u(:T)(xJ +  x * ) | |<

<  m ax [|| X u( T ) x '0 || +  || X u( T ) x 20 ||] <

<  m ax || X u( T ) x l  || + m a x  || X u(T)x> | |=

=  S ( x l , T )  +  S ( x l , T ) .  (4.21)

W ykorzystu jąc S (x 0, T )  definiujem y nas tępu jącą  funkcję Lapunowa:

V (X°) = JQ S ( x 0,T)dT.  (4.22)

W artość granicy całkow ania 7 \ będzie dobrana później. 
O bliczam y teraz

D + V ( x 0) =  lim  ^
'  A -o +  A f  5 ( x ( A ) , r ) d r  -  [  S ( x 0, r ) d 7 

Jo Jo
(4.23)

przy czym  x (A ) je st s tanem  osiąganym  w chwili t  — A  przez tra jek to rię  s ta rtu jąc ą  z 
x(0) =  x0 przy  przebiegu funkcji u(t) ,  k tó ry  m aksym alizuje (4.19).

Zauważmy, że funkcję S (x 0, T ) m ożna zapisać, z użyciem  zdefiniowanego w (4.20) 
zbioru  osiągalności, jako

S (x 0, T ) =  m ax || x  || (4.24)

oraz weźmy pod  uwagę następu jącą  w łasność w ynikającą z definicji zb ioru  osiągalności 
(4.20):

Z ( x ( A ) ,  T)  C Z ( x 0, T  +  A ), (4.25)
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obow iązującą d la dowolnego T  >  A . Z tej własności i z (4.24) w ynika nierówność dla 

funkcji S (.)
S ( x ( A ) ,t ) < S ( x0,A  +  t ), (4.26)

praw dziw a d la w szystkich A  >  0, r  >  0.
N a podstaw ie (4.26) dostajem y:

D + V ( x 0) <  lim  — 
'  ’  ~  A -0 +  A

=  lim  — 
a —.0+ A

=  lim  — 
A-.0+ A

l  5 (x 0, A  +  r ) d r  — f  S(xo, r  )d  
Jo Jo

/•Ti +  A rT\

j  5(xo, r ) d r  — J S ( x 0, r ) d ■

/*Ti+A yA
/  S ( x o , r ) d T  —  /  S ( x 0 , t ) cI i

JTi J o

=  S (x 0,T 1) -  S (x o,0 ) < || x0 || (C e -  1).

O sta tn ia  nierówność wynika z tw ierdzenia 2.
W ystarczy  te raz  dobrać

™ 1 n C
Ti >  ------ ,

7
aby zakończyć dowód tw ierdzenia. □

Zwróćmy uwagę, że z przyjętej defnicji funkcji Lapunowa wynika, że

rTi
V ( x o) =  J q S { x 0 , T ) d T  =  \ f x Z $ ( x o , T ) x o d T ,

(4.27)

(4.28)

(4.29)

gdzie $ ( x o , t )  =  X T(xo ,t )X(xo ,  t),  a  X( x o , t )  je s t m acierzą fundam en ta lną  układu 
(4.9), w ynikającą z takiego przebiegu funkcji u(t) ,  k tó ry  m aksym alizuje (4.19). W ynika 
stąd , że

V { - x )  =  V(x)  (4.30)

V ( a x )  =\  a  | V (x). (4.31)

Z atem  funkcja Lapunow a V(x) ,  k tórej istn ienie zapew nia tw ierdzenie 3, je s t pew ną 
norm ą.

W ynik ten  je st m otyw acją do przebadania zastosow ania norm  jako  funkcji Lapu­
nowa dla układów  liniowych o zm iennych w czasie param etrach .
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4 .3 . N o rm a  jako funkcja L apunow a d la  u k ła d u  li­
n iow ego

Zastosow anie form y kw adratowej lub równoważnie norm y euklidesowej jako funkcji 
Lapunow a d la układów  liniowych je st klasycznym  zagadnieniem  (por. pierw szy punkt 
poprzedniego rozdziału). W  św ietle tw ierdzenia 3 in teresu jące w ydaje  się rozważenie 
szerszego problem u zastosow ania dowolnej norm y jako funkcji Lapunow a układu  linio­
wego. P roblem  ten  będzie rozważony w ty m  punkcie.

Poszukiw ać będziem y funkcji Lapunow a o następującej postaci:

V(x)  = | |  x  » „ H I  W * II, (4.32)

przy  czym  x je s t w ektorem  stan u  uk ładu , x  £  RJ1, W  je s t m acierzą  m x n -  wym iarową, 
m  >  n. Z ak łada się też, że W  jest m acierzą pełnego rzędu. Sym bol || • || oznacza norm ę 
w przestrzen i R m. Z atem  || • \\w je s t norm ą w przestrzeni R n.

Idea definiowania funkcji Lapunow a w postaci (4.32) po jaw ia się w wielu pracach, 
m iędzy innym i w [7], [8]-[13], [16], [17], [50], [59], [70]-[72], [74], [82], [94], [95], [100],
[115], [116]. Dzięki tem u , że w definicji (4.32) w ystępuje m acierz W , k tórej elem enty 
m ożna zm ieniać, istn ieje  sw oboda w kształtow aniu  funkcji V(x) .  M ożna jej użyć do 
dopasow ania funkcji V(x)  do konkretnego problem u. W  zastosow aniu do praktycznych 
obliczeń ważne są tylko n iektóre przypadki szczególne norm  w (4.32). P ierw szy z nich to  
norm a euklidesowa. D la tego przypadku  funkcja (4.32) je s t rów now ażna z om aw ianą w 
poprzednim  rozdziale funkcją kw adratow ą (przy założeniu, że m acierz P  je s t isto tn ie  
dodatn io  określona). Drugi ważny przypadek szczególny to  no rm a ty p u  m aksim um  

m odułu , tzn . || • II =  II • lico. N orm a ta k a  by ła  stosow ana do różnych problem ów 
związanych ze stabilnością i abso lu tną stabilnością układów  w pracach  [7], [8]-[13],
[16], [17], [50], [70]-[72], [74], [94], [95], [100], [115], [116]. W reszcie trzeci przypadek, 
d la  którego istn ieją  efektywne m etody  obliczeniowe, to  no rm a ty p u  sum a m odułów 
elem entów, tzn . || • || =  || • ||j . W yniki zw iązane z tak ą  no rm ą m ożna znaleźć w 
pracach [59], [82].

W arstw ice (zbiory argum entów  odpow iadające s ta ły m  w artościom  funkcji) funkcji 
V(x)  zależą od m acierzy W  oraz od norm y || • || w przestrzen i R m. D la norm y eu­
klidesowej || • || =  || • ||2 w artw ice są elipsoidam i. W  tak iej sy tuacji jako  m acierz W  
p rzy jm uje się m acierz kw adratow ą, tzn . m  =  n. D la norm y ty p u  m aksim um  m odu­
łów elem entów  w ektora, || • 11 =  11 • lico, w arstw ice są w ypukłym i h iperw ielościanam i. W 
tym  przypadku  m  je s t liczbą ścian hiperw ielościanu. W  prak tycznych  obliczeniach, aby 
dopasować funkcję V (x) do założonego problem u, konieczne m oże być zdefiniowanie 
hiperw ielościanu o dużej liczbie ścian, tzn. m  >  n.
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Dalej rozpatru jem y następujący  problem : jak ie  są w arunki konieczne i w ystarcza­
jące  n a  to , aby funkcja d an a  norm ą (4.32) by ła  funkcją Lapunow a uk ładu  liniowego

x =  Ax.  (4.33)

We wzorze ty m  x €  R n, A 6  R?xn. Poszukuje się warunków, k tó re  musi spełniać 
m acierz W ,  aby pochodna Diniego funkcji V(x)  danej wzorem  (4.32) w zdłuż tra jek to rii 

uk ładu  (4 .33) by ła  isto tn ie u jem nie określona.
P rzed  sform ułow aniem  zasadniczych wyników tego p u n k tu  podam y  najp ierw  kilka

potrzebnych definicji.

4.3.1. N orm a m acierzy
D e f in ic ja  3 . [110] Przez || Q  || oznaczam y norm ę m acierzy Q 6  Rmxm indukowaną 

przez norm ę || • || n a  przestrzeni zespolonej C m, tzn.

II Q  11= sup II Qu  II . (4.34)
IMI=i

B iorąc za  norm ę || • || n a  przestrzeni zespolonej C m kolejno norm ę euklidesową

(4.35)£ N 2.
ś=l

norm ę typu  m aksim um  m odułu  z elem entów

u L =  m ąx u,

i norm ę ty p u  sum a m odułów  elem entów,

u lli=  £  K'l> 
*=1

m am y odpowiednio:

oraz

| Q II2— 0max(Q) — \J
m

|| Q 11«= m ą x ]T  |9ij| 
1 i=1

m
|| Q ||j= mąx^l<7ul-

1 .=1

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

W  podanych wzorach: u €  C m, u,- je s t i-tym  elem entem  w ektora u, q%] je s t i j - t y m  
elem entem  m acierzy Q,  ”*” oznacza sprzężenie herm itow skie, crmax(<5) oznacza n a j­

większą w artość szczególną (singularną) m acierzy Q.
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4.3.2. N orm a logarytm iczna m acierzy

D e f in ic ja  4.([26], [27], [97]). N orm ę logary tm iczną m acierzy  Q  zw iązaną z norm ą 
|| Q  || oznaczam y n(Q)  i definiujem y jako

' ‘W > =  i l i ? ł " ; +  A0 " " 1 <4 '41>

I  - m acierz jednostkow a.

Term in ’’n orm a logary tm iczna” bierze się s tąd , że równow ażnie z (4.41) możemy 
napisać:

II /  +  e<9 || _ i
t*(Q) =  Hm ^  ,  11 . (4.42)t—o+ t '

P odam y podstaw owe fakty  dotyczące norm  logarytm icznych m acierzy  określonych
w definicji 4. O prócz te rm inu  norm a logary tm iczna m acierzy  stosu je się także w lite­
ra tu rze  in n ą  nazwę - m ia ra  m acierzow a (zob. [27]).

Podstaw ow ym  w ynikiem , k tó ry  w ym aga dowodu, je s t istn ien ie  granicy  w (4.41). 
Istn ien ie g ranicy  w (4.41) wynika z następujących  lem atów :

L e m a t  2 a . D la ustalonej m acierzy Q,  funkcja

/ ( A )  =  l | /  +  A Q | l ~ 1 (4.43)

określona d la  A  >  0 jest n iem alejącą funkcją a rgum entu  A.
Dowód.  K orzystam y z nierówności

II A +  5  || — || 5  | |< || A || (4.44)

podstaw iając w niej

A + B = Ll±!Q, (4.45)

I  +  AoO
B  =  —   , 0 <  A j <  A 2. (4.46)

L i  2

D ostajem y zatem

IIZ +  A. e i l  Il i  +  A ^ l l  1 1 1  1
a , s ;  - “ ' ' a t - ^ h- a t - a ;  (4 4 7 )

lub  równoważnie

l l J +  AAf | - l < ^ - +> O I | - l d k A , < A „  (4.48)

co dowodzi lem atu . □
L e m a t  2 b . D la każdego A  >  0
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Dowód.  O trzym uje się przez oszacowania podobnie jak  w lem acie 2 a. □

N a podstaw ie lem atu  2 a  i lem atu  2 b / ( A )  jako funkcja m onotoniczna i ograniczona 
posiada granicę, za tem  norm a logarytm iczna (4.41) je s t dobrze zdefiniowana.

W ięcej własności norm y logarytm icznej fi(Q) m ożna znaleźć np. w [26], [27], [97]. 

Łatwe do w yliczenia są w yrażenia norm  logarytm icznych d la trzech  poniższych 

przypadków.

N o r m a  lo g a r y tm ic z n a  z w ią z a n a  z n o r m ą  e u k lid e s o w ą

P odstaw ia jąc (4.38) w (4.41) dostajem y:

, J Amax( /  +  AQ* +  A Q  +  A 2Q*Q) -  1

* « )  =  A -------------------------- A----------------------------=

=  n -  w / + A Q ' + A q + A y q ) - i
A"*0+ A ( y f \ m„ ( l  +  A  Q* +  A  Q +  A  2Q*Q) +  1)

Biorąc pod uwagę, że Amax(A + 1) =  1 +  Amax(j4) oraz zaniedbując składniki mnożone 
przez A 2 dostajem y:

M Q )  =  m ąx A; • (4-51)

N o r m a  lo g a r y tm ic z n a  z w ią z a n a  z n o r m ą  II • lico 

P odstaw iając (4.39) w (4.41) dostajem y:

m a x ;(^ jL i |£y +  q,jA\)  -  1 
/ i « (Q)  =  hm   1 t  , (4-52)

A —>0+ ZA

gdzie 8ij oznacza deltę  Kroneckera. O bliczając

|1 +  ę„A | -  1 =  y/[l +  Re(g„)A]2 +  [Im (g,,)A ]2 -  1 

2Re(q,,i)A  +  [Re(g,,)A]2 +  [Im (qu )A ]2 

^[1 -I- Re(9 ,-,)A]2 +  [Im(ęu)A ]2 +  1

i przechodząc do granicy w (4.52) dostajem y:

(4.53)

/*«(<?) =  m ax [Re(g,,) +  | qtj | ]. (4.54)
j  =  1 
j  /  i
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N o r m a  lo g a r y tm ic z n a  z w ią z a n a  z n o r m ą  || • ||i

W  w yniku obliczeń analogicznych do (4.53) dosta jem y w yrażenie n a  norm ę loga­
ry tm iczną  zw iązaną z m acierzow ą norm ą (4.40)

m

Mi(Q) — m ąx [Re(ęjj) +  l? y 'N -  (4 -55)
1 =  1 

* +  j

4.3.3. W arunki w ystarczające

Przez bardzo proste  oszacowanie m ożna podać w arunki w ystarcza jące  n a  to, aby 
funkcja d an a  norm ą (4.32) by ła funkcją Lapunow a uk ładu  liniowego (4.33). W arunki 
te  są sform ułow ane w tw ierdzeniu, k tóre podajem y za [50]. W  sform ułow aniu tego 
tw ierdzenia będziem y za [70] zakładać nieco ogólniejszą sy tuację niż w poprzednich 
punk tach  (oraz w pracy [50]), po legającą n a  tym , że m acierz W  je s t m acierzą o ele­
m en tach  zespolonych, tzn. W  £  C"nxn oraz no rm a || ■ || we wzorze (4.32) je s t norm ą 
n a  przestrzen i zespolonej C m. Uogólnienie to  pozwoli n a  efektyw ną konstrukcję funkcji 
Lapunow a zadanej norm ą || ■ ||oo lub || • ||i d la  dowolnego stabilnego uk ładu  liniowego.

Łatwo spraw dzić (por. konstrukcje w punkcie 4.3 .6 .), że obie funkcje V(x )  =  || 
W x  || x £  R n, W  £  C mxn są isto tn ie dodatn io  określone w tedy i ty lko w tedy, gdy 
realrank(VK) =  n , gdzie realrank(W / ) oznacza rzeczyw isty rząd  m acierzy  zespolonej 
W ,  określony przez następu jącą  definicję:

D e f in ic ja  5. Rzeczyw isty rząd m acierzy W  £ C mxn oznaczam y przez realrank(H / ) 
i określam y jako

rea lrank(W ) =  rank  [R e(iy )r  \ m ( W ) T)T. (4.56)

M ożemy te raz  sform ułować natępu jące  tw ierdzenie.
T w ie r d z e n ie  4. Niech W  £ Qmy.n j jeali-ank^W ) =  n. W arunkiem  w ystarcza ją­

cym , aby V(x)  = || W x  || by ła funkcją Lapunow a uk ładu  liniowego (4.33), je s t, aby 
is tn ia ła  m acierz Q £  C mxm taka, że

W A - Q W  =  0, (4.57)

M(Q) <  0. (4.58)

Dowód.  Do obliczenia pochodnej Diniego w ykorzystu jem y wzór (4.8), co prowadzi
do

^ v ( , j  =  ^  m L + * M )  II " ' I  ̂ ) H . (4.59)

P odstaw ia jąc  (4.57) w (4.59) i stosując nierówność

\ \ ( I  +  t Q ) W x \ \ < \ \ I  +  t Q \ \ \ \ W x \ \  (4.60)
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dostajem y:
D + V(x( t) )  <  p(Q)  || Wx ( t )  | |=  »(Q)V[x( t)} .  (4.61)

Ponieważ n a  podstaw ie założenia, że rea lrank(W ) =  n , zachodzi || W x ( t )  | |>  0 dla 
x(t)  ±  0, za tem  || W x ( t )  || jest funkcją isto tn ie  dodatn io  określoną, a z (4.58) wynika, 
że D + V(x)  je s t is to tn ie  u jem nie określona, co dowodzi tezy. □

4.3.4. W arunki konieczne

W arunki uzyskane w poprzednim  podpunkcie są tylko w arunkam i w ystarczającym i 
dlatego, że o trzym ano je  przez oszacowania. O znacza to , że n a  podstaw ie tw ierdzenia 
4 nie m ożna wykluczyć sytuacji, w której funkcja F (x )  dana norm ą (4.32) je s t funkcją 
Lapunow a uk ładu  (4.33), m im o że założenia tego tw ierdzenia nie są spełnione. Zatem  
isto tnym  zagadnieniem  jest przestudiow anie problem u warunków koniecznych na to, 
aby (4.32) by ła funkcją Lapunowa.

P rzy  dyskusji warunków koniecznych na to , aby V(x)  dana  norm ą (4.32) była 
funkcją Lapunow a układu  liniowego (4.33), ograniczym y się do przypadku  norm  rze­

czywistych.
W  pracy [57] podano klasę przestrzeni (norm  w przestrzeniach skończenie w ym ia­

rowych), dla których warunki tw ierdzenia 4 są zarówno konieczne, jak  i w ystarczające. 
K lasę tę  będziem y nazywać przestrzeniam i o własności S. O pisano ta m  także związek 
problem u poszukiw ania m acierzy Q z zagadnieniem  rozszerzania operatorów  liniowych 
z zachowaniem  norm y. W ym ienione wyniki przedstaw im y poniżej.

Zdefiniujem y najp ierw  własność S przestrzeni Banacha. Niech S  będzie rzeczyw istą 
p rzestrzen ią B anacha, y , z  będą oznaczały elem enty (w ektory) tej p rzestrzeni. Niech U 
będzie podprzestrzen ią przestrzeni S  oraz oznaczm y przez T  o p era to r liniowy, który 

odwzorowuje U  w siebie

T  : U  9  y  -»  H v )  €  W. (4.62)

O perato r liniowy Q odwzorowujący przestrzeń 5  w siebie

Q : S 3 z - >  Q ( z ) £ S  (4.63)

nazyw am y rozszerzeniem  opera to ra  T ,  gdy Q(y)  =  F {y ) ,  d la  y E U .
D e f in ic ja  6 . Mówimy, że przestrzeń S  m a w łasność S, gdy d la  każdej jej pod- 

przestrzeni U  i dowolnego ograniczonego opera to ra  liniowego T  odwzorowującego U 

w siebie, istn ieje rozszerzenie Q o tej samej norm ie co T .
P rzeanalizujm y te raz  sytuację, gdy S  je s t p rzestrzen ią m  - w ym iarow ych wektorów 

z norm ą || • ||, S  =  (Rm, || • ||). Ponieważ je st to  przestrzeń  skończenie wymiarowa,
zatem  każda jej podprzestrzeń U  może być przedstaw iona jako:

U  =  {y  £  Rm : y =  W x,  W  £ R mxn, x £  R n, n <  m }, (4.64)
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gdzie m acierz W  je s t m acierzą pełnego rzędu. K olum ny m acierzy  W  definiują bazę w 
podprzestrzen i U.  K ażdy opera to r liniowy T ,  k tó ry  odwzorow uje U  w siebie, może być 
reprezentow any przez n X  n - w ym iarow ą m acierz F  w n astępu jący  sposób:

U  9  y =  W x  —► F ( y )  =  W F x ,  F e R nXn. (4.65)

Praw dziw y je s t następujący  lem at.
L e m a t  3 . O p era to r liniowy Q : R mxm —> f f> xm je st rozszerzeniem  opera to ra  

T  danego przez (4.65) w tedy i tylko wtedy, gdy je st reprezentow any przez m acierz 
Q E Rmxm, k tó ra  spełn ia

W F  =  QW.  (4.66)

Dowód.  Rozważm y w ektor y E U .  Może on być przedstaw iony w postaci y =  W x ,  
gdzie w ektor x  sk łada się ze współczynników rozw inięcia względem  bazy danej przez 
kolum ny m acierzy W.  Do tego, aby

Q(v)  =  r ( v )  ' (4.67)

d la w szystkich y E U ,  konieczne i w ystarczające je s t, aby d la  każdego k zachodziła 
równość Q ( w k) =  !F(wk), gdzie wk je s t A:-tym w ektorem  bazy w p rzestrzen i W  (k-tą  
ko lum ną m acierzy  W ).  Z atem

Q {w k) =  Q w k (4.68)

oraz

T ( w k) =  W f k, (4.69)

gdzie f k je s t k-tą. kolum ną m acierzy F.  R ów nania (4.68) i (4.69) są  równoważne z 
(4.66), co dowodzi prawdziwości lem atu . O

Z lem atu  3 i z definicji 6 wynika następujący  lem at 4, k tó ry  po d a je  algebraiczne 
w arunki n a  to , aby przestrzeń (R™, || • ||) m ia ła  własność S.

L e m a t  4 . P rzestrzeń  (i?"*,|| • ||) m a w łasność S w tedy i ty lko w tedy, gdy dla
każdej m acierzy W  E R mxn pełnego rzędu, n <  m,  i d la  każdej m acierzy  F  E R nxn
istnieje m acierz Q E R mxm spe łn ia jąca  (4.66) i taka, że

II WFx II II Qy II
sup I l u /  II =  SUP n r i r -  (4.70)reK» *5*0 II W x  II yefl-y^o II y  II '

O

P odane definicje i lem aty  charak teryzujące przestrzen ie (/?”*, || ■ ||) o własności 
S pozw alają udowodnić, że w przestrzeniach tych w arunki (4.57), (4.58) są zarówno 
w ystarczające, jak  i konieczne.

T w ie r d z e n ie  5. Załóżmy, że p rzestrzeń  (Rm , || ■ ||) m a  w łasność S. W tedy  warunki 
(4.57), (4.58) są zarówno w ystarczające, jak  i konieczne do tego, aby funkcja V ( x )  dana 
wzorem  (4.32) by ła funkcją Lapunow a uk ładu  liniowego (4.33).
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Dowód:
Dostateczność.  Została udow odniona w tw ierdzeniu 4.
Konieczność.  Aby udowodnić konieczność, m usim y wykazać, że z fak tu

D + V(x)  <  0, dla i ^ 0  (4-71)

wynika istn ienie m acierzy Q E R mxm spełniającej w arunki (4.57), (4.58). Z (4.71) 

wynika, że istnieje tak a  liczba t  >  0, d la  której

sup +  <  ,  (4 .72) 
Igi?" x£0 || W x  ||

Z kolei zastosow anie lem atu  4 z F  =  I  +  tA  zapew nia istn ienie m acierzy I  +  tQ  takiej,

ze
W ( I  +  tA)  =  ( I  +  t Q ) W  (4.73)

oraz
sup II (J  +  y  II = || I  +  tQ  | |<  1. (4.74)

y e R m y?to || y  ||

Łatwo w idać, że (4.73) je s t równoważne (4.57).
Zgodnie z lem atem  2 a, i ( | |  I  +  łQ  \\ - 1 )  je s t m alejącą funkcją t,  a  za tem  (4.74) 

pociąga za sobą (4.58), co kończy dowód. □

4.3.5. Przestrzenie o w łasności S

Jak  widzieliśmy, problem  konieczności warunków (4.57), (4.58) wiąże się z zagad­
nieniem  rozszerzania operatorów  liniowych z zachowaniem  normy. Przegląd  rezultatów  
dotyczących rozszerzania operatorów  liniowych w przestrzen iach  B anacha z zachowa­
niem  ich norm y m ożna znaleźć w [30, s tr. 554] oraz w [114, rozdział IV], (zob. także 
bibliografię cytow aną w wym ienionych pozycjach). P rzedstaw im y podstaw owe fakty 
dotyczące tego problem u.

W  publikowanych wynikach rozważa się ogólną sy tuację, gdy dziedzina oraz zakres 
opera to ra  liniowego są różnym i przestrzeniam i (o różnych w ym iarach i różnych nor­
m ach). P roblem  zachowującego norm ę rozszerzenia m oże być ogólnie sform ułowany 
następująco. Niech S  i U  będą przetrzeniam i B anacha, Sa '\U0 - ich podprzestrzeniam i 
oraz niech dany będzie operator liniowy Qo

Qo '■ So 3  yo —* Qo[yo) € Uq. (4-75)

Mówimy, że operator liniowy Q

Q : S  9 y  -> Q( y )  E U (4.76)
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je s t zachow ującym  norm ę rozszerzeniem  o pera to ra  Qo, jeśli

Q{yo) -  Qo(yo),  d la  wszystkichj/o €  $o (4-77)

oraz

II Q  11=11 Qo II • (4.78)

Ogólnie, opera to ry  liniowe nie m ogą być rozszerzone z zachow aniem  norm y. Istn ie ją  
jednak  specjalne przypadki, gdy m ożna uzyskać rozszerzenie o p era to ra  liniowego za­
chowując jego norm ę. Poniżej krótko je  opiszemy, ogran iczając się do p rzypadku  skoń­
czenie wymiarowego.

1 . Jeśli zakres U  je s t p rzestrzen ią  z n o rm ą ty p u  nieskończoność (4.36), w tedy dla
dowolnej przestrzeni S  rozszerzenie zachow ujące norm ę m oże być zawsze uzy­
skane. Za szczególny p rzypadek  tego w yniku m ożna uw ażać tw ierdzenie H ahna 
- B anacha.

2 . Jeśli dziedzina S  je s t p rzestrzen ią  z norm ą euklidesową (4.35), to  d la  dowolnej
przestrzen i U  także zawsze m ożna uzyskać rozszerzenie z zachow aniem  normy. 
W  takiej sy tuacji roszerzenie m ożna o trzym ać przez rzu tow anie ortogonalne w 
dziedzinie operatora .

W łasność S zdefiniowana w poprzednim  podpunkcie dotyczy sy tuacji, gdy dzie­
dzina i zakres opera to ra  liniowego są jed n ą  i t ą  sam ą p rzestrzen ią. Z przedstaw ionych 
faktów  wynika, że zarówno przestrzeń z norm ą ty p u  nieskończoność, ja k  też prze­
strzeń  z norm ą euklidesową posiadają  własność S. Łatwo się zorientow ać, że zastoso­
wanie tw ierdzeń 4 i 5 d la  norm y euklidesowej nie d a je  wyników prow adzących poza 
k lasyczną teorię kw adratow ych funkcji Lapunow a d la układów  liniowych.

N atom iast defniując jako  || • jj norm ę ty p u  nieskończoność, tzn . || • || =  || • y « , 
gdzie || • ||oo je st zdefiniowana przez || y | |= || y  ||oo= max,- | y, |, dosta jem y  następujące 
tw ierdzenie, k tóre po raz pierwszy wykazane zostało przez M ołczanow a i P iatnickiego
[116], (z zastosow aniem  innej m etody  dowodu niż u ży ta  tu ta j) .

T w ie r d z e n ie  6 . (Tw ierdzenie M ołczanowa P iatn ickiego). N iech W  €  /t,mxn bę­
dzie m acierzą pełnego rzędu. W arunkiem  koniecznym  i w ystarcza jącym , aby V(x)  
zdefiniow ana wzorem

V( x)  = | |  W x  lloo (4.79)

by ła  funkcją Lapunow a uk ładu  liniowego (4.33), je s t, aby is tn ia ła  m acierz Q G R mxm 
spe łn ia jąca

W A  =  Q W (4.80)
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oraz d la każdego k m
qkk+  5 3  I 9kl l<  0. (4.81)

/ =  1 
l ^ k

W zór (4.81) w ynika z zastosow ania definicji (4.54) d la  p rzypadku  rzeczywistego. 
M acierz Q £  spe łn ia jącą  w arunek (4.81) nazyw a się m acierzą o ściśle dom inu­
jącej przekątnej. Jak  widać ze wzorów (4.54), (4.81), Q €  R mxm je s t m acierzą o ściśle 

dom inującej przekątnej w tedy i tylko w tedy, gdy Hoo(Q) <  0 .
In teresujące w ydają się też następujące problem y: (1) czy istn ie ją  przestrzenie 

(skończenie wym iarow e), k tó re  nie m a ją  własności S oraz, ogólniejszy, (2) jak ie  prze­
strzenie posiada ją  własność S. Co do problem u (1), to  w pracy  [57] przedstaw iono 
przykład  przestrzeni trójw ym iarow ej z norm ą, k tó ra  nie m a własności S. Rozwiązanie 
problem u (2) je s t nieznane. W ydaje  się jednak , że własność S je st w łasnością dość 

specjalną.

4.3.6. Konstrukcja funkcji Lapunowa zadanych przez normę 
dla układu liniowego

Rozważym y teraz  problem  efektywnego wyznaczenia odpow iedniej m acierzy W,  
ta k  aby V(x)  d an a  przez (4.32) by ła  funkcją Lapunowa układu  liniowego (4.33). 
P rzedstaw im y konstrukcję takiej funkcji opisaną w pracy [70]. Idea konstrukcji po­
lega na zastosowaniu warunków w ystarczających sform ułowanych w tw ierdzeniu  3 dla 
p rzypadku, gdy m acierz W  jest m acierzą o elem entach zespolonych. N astępnie wy­
korzystu jąc o trzym ane rozwiązanie m ożna skonstruow ać także funkcję Lapunow a dla 
rzeczyw istej m acierzy W .  Dokonuje się tego przez przybliżenie w arstw ie funkcji V(x)  

(z zespoloną m acierzą W )  odpowiednim i hiperw ielościanam i.
O pisyw ana konstrukcja dotyczy dwóch norm  || • ||oo, oraz || • | | i .

K o n s t r u k c ja  d la  z e s p o lo n e j m a c ie rz y  W

Załóżmy, że m acierz A  w (4.33) je s t s tab iln a  (w szystkie je j w artości w łasne m a ją  
części rzeczyw iste ujem ne) oraz nie posiada w ielokrotnych w artości w łasnych. Niech 
teraz W  =  T ~1 , gdzie T  je s t m acierzą m odalną, k tó ra  transfo rm u je  m acierz A  do 

postaci diagonalnej Jordana. W tedy, zgodnie z (4.57)

Q =  T ~ l A T  =  diag(A1, A2) A. ) ,  (4.82)

gdzie Aj, A2, ..., An są w artościam i w łasnym i m acierzy A.  Je s t jasne, że d la  ta k  w ybranej 

m acierzy W  m acierz Q,  k tó ra  wynika z (4.82), spełn ia zarówno

(4.83)
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jak  i

M«,(Q) <  0, (4.84)

gdzie (Q)  i /ioo(<?) są zdefiniowane w (4.55) i (4.54).
W  p rzypadku  gdy m acierz A  m a  w ielokrotne w artości w łasne, m acierz W  =  T “ 1 

transfo rm uje A  do postaci Jo rd an a  [110]:

Q  =  T  A T  =

Ai Pi • . 0 0

0 A2 • . 0 0

0 0 . A 71 — 1 Pn—1
0 0 . . 0 A„

(4.85)

gdzie pi =  0, jeśli ^  A,+1 oraz pi =  1 lub 0 leśli A,- =  A,+1. Z atem  z (4.54), (4.55) i 
(4.85) wynika, że naw et jeśli uk ład  liniowy (4.33) jest asym pto tyczn ie  stabilny , m acierz 
Q d an a  przez (4.85) nie m usi spełn iać (4.83), (4.84).

N iem niej jednak , stosując dekom pozycję (4.85), m ożem y o trzym ać funkcję Lapu­
nowa o postaci (4.32) d la  uk ładu  liniowego (4.33) przez dodatkow ą operację skalowania. 
Załóżmy, że funkcja V(x)  d an a  je st przez

V(x)  = || WD x

gdzie

WD =  d \ag(di ,d2, . . . ,dn) ■ T  1, 

di >  0, i =  1, . .  .n.  P odstaw ia jąc (4.87) zam iast W  w (4.82) dosta jem y:

Q =  W d A W d 1 =

Ai t ? 1 •. .  0 0
0 a2 .. .  0 0

: 
0

0 . A„_i
0 0 . . 0 A„

(4.86)

(4.87)

(4.88)

Przez odpow iedni dobór liczb di,  d i , ..., dn m ożem y spowodować, że ilorazy 

"•> “S ir kędą dowolnie m ałe, co zapew ni, że w arunek (4.83) lub  (4.84) będzie 
spełniony. M ożemy też  zauważyć, że op isana przez (4.87) operacja  skalow ania pozwoli 
skonstruow ać funkcję Lapunow a (4.32) także w tedy, gdy m acierz W  transform uje A  
do postaci tró jką tnej.

Łatwo je s t opisać geom etrycznie w arstw ice (zbiory argum entów  odpow iadające s ta ­
łym  w artościom  funkcji) funkcji o trzym anych przez przedstaw ioną konstrukcję. O zna­
czam y zbiór ograniczony w arstw icą funkcji Lapunow a V(x)  przez P ,  tzn .:

V = { x e R n : V(x)  <  C } .  (4.89)

N atom iast d la  warstwicy, k tó ra  je s t brzegiem  zbioru V,  stosujem y oznaczenie:

8 V = { x e R n : V{x)  =  C) . (4.90)
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Przedstaw m y m acierz W  w postaci:

T l
w i 1 ' '
w 2 u \  +  j v l

W  =

T. Wm . u i + j vm .

(4.91)

gdzie w j  są w ierszam i, Wi €  C " oraz u f  =  Re(wJ),  v f  — Im (w f ) ,  i — 1 ,2 , ...,m . 
Z atem  d la  rzeczywistego w ektora x €  R" m am y

W x  ||oo= m ą x ^ ( t i f a ;)2 +  ( v j x )2

oraz

II W x  lli=  S \ A u? z )2 +  (v f x ) 2
i

W  przypadku , gdy vj  =  0, m am y:

\J(uJx)2 +  ( v j x )2 = | u j x  | .

(4.92)

(4.93)

(4.94)

Z przedstaw ionych wzorów wynika, że d la  norm y || • ||oo zbiór V  je s t przecięciem 

warstw
Cj =  { x e R n : \ u T x \ < C }  (4.95)

oraz cylindrów
Ci =  {x  e  Rn : \ / ( u i x y  +  ( v f  x )2 <  C } ,  (4.96)

tzn.
V  =  f ] C j n f ] C i. (4.97)

Z kolei d la  norm y || ■ ||! zbiór V  m ożem y zapisać w postaci:

V - { x :  \ j ( u j x )2 +  (v j x )2 — q ,  | u j x  |=  dj,  Ci >  0 , dj  > 0, ^2 °i +  5 3 ^  <  C}-

(4.98)

P r z y k ła d

A nalizujem y układ  opisany równaniem  trzeciego rzędu

i ' +  x + 3  x +  x =  0. (4.99)

R ów nania stanu  odpow iadające układowi (4.99) m a ją  postać:

(4.100)
' i i ' 0 1 0 ' Xl '

x 2 =

00

X2

. . - 1  - 3  - 1  . . *3 .
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Rys. 4.1. Warstwica kwadratowej funkcji Lapunowa  
Fig. 4.1. Level set o f  the quadratic Lyapunov function

R ozw iązując algebraiczne równanie Lapunowa

A TP  +  P A  =  - / ,

gdzie I  je s t m acierzą jednostkow ą oraz

A =
0 1 0 
0 0 1 

- 1  - 3  - 1 ,

(4.101)

(4.102)

o trzym ujem y klasyczną funkcję Lapunow a d la uk ładu  (4.100) z m acierzą  form y kwa­
dratow ej daną przez:

' 2.25 1.75 0.50 '
P =  1.75 4.00 0.75 . (4.103)

. 0.50 0.75 1.25

W arstw icę tej kw adratow ej funkcji Lapunow a d V  -  { x  £  R 3 : V x TP x  =  1}, x =  
[xi X2 xz}T (k tó ra  je s t elipsoidą) p rzedstaw ia rys. 4 .1.

D la tego sam ego uk ładu  m ożem y skonstruow ać także funkcje L apunow a dane przez 
norm y || • lico, II • 111. D la ich konstrukcji po trzeb n a  je s t tran sfo rm ac ja  m acierzy A  do
postaci kanonicznej Jo rdana . M acierz A  m a  je d n ą  rzeczyw istą w artość w łasną oraz
parę w artości w łasnych zespolonych. O dw rotność m acierzy transfo rm acji m a postać:

T - 1 =
-1 .1 1 1 4  

-0 .3 8 0 9  - j0 .0003 
-0 .3 8 0 9  +  jO.0003

-0 .2 5 6 4
1.0984 - j O . 2256
1.0984 +  j0 .2256

-0 .4 0 1 3
0.1211 — j  0.6221 
0.1211 +  >0.6221

(4.104)
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Rys. 4.2. Warstwica funkcji Lapunowa zadanej przez normę  || • jji 
Fig. 4.2. Level set o f  the Lyapunov function defined by || • ||i norm

W ykorzystu jąc m acierz T _1 oraz wzory (4.98), (4.97) m ożem y wykreślić warstwicę 
dla norm  || - H«,, || • ||i-

W arstw ica d V  — {x  £ R 3 : || T -1x | |i=  1}, x — [xi x 2 x 3]T, p rzedstaw iona jest na
rys. 4.2, natom iast warstwicę d V  =  {x  £  R 3 ■■ II T~ 'x  11« ,=  1} przedstaw ia rys. 4.3.

W arstw icę n a  rys. 4.1, 4.2 i 4.3 wykreślono przybliżając elipsoidę, stożek oraz cy­
linder wielościanam i o dużej liczbie ścian.

K o n s t r u k c ja  d la  rz e c z y w is te j  m a c ie rz y  W

O pisana konstrukcja, w której użyto  zespolonej m acierzy W ,  m oże być wykorzy­
s tan a  do znalezienia funkcji Lapunowa

V{x)  = || W x  ||x (4.105)

lub
V (x) = || VTa: Hoo (4.106)

z rzeczyw istą m acierzą W  £ R mxn. M ożna to  zrobić przez aproksym ację zbiorów 
(4.97), (4.98) hiperw ielościanam i. Okazuje się, że dokładność aproksym acji (liczba 
ścian hiperw ielościanu), k tó rą  trzeba  zapewnić, zależy od stosunków  części urojonych i 
rzeczyw istych zespolonych wartości własnych m acierzy A.  P rzedstaw im y konstrukcję, 
k tó ra  w ym aga zdefiniowania hiperwielościanu o możliwie m ałej liczbie ścian.
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Rys. 4.3. Warstwica funkcji Lapunowa zadanej przez  normą  || • H«, 
Fig. 4.3. Level set o f  the Lyapunov function defined by || • H«, norm

Proponow ana m e to d a  bazuje n a  transform acji m acierzy A  do postaci blokowo - 
d iagonalnej, w której rzeczyw istym  w artościom  w łasnym  odpow iada ją  bloki jednow y­
m iarowe, a parom  zespolonych sprzężonych w artości w łasnych - bloki dwuwym iarowe.

Rozważm y najp ierw  oscylator liniowy zapisany w postaci rów nań s ta n u  (we w spół­
rzędnych Flugge-Lotz [123])

(4.107)
x'l —a  (3 Xi

. x’2 —/3 —a x2
gdzie a ,  /3 >  0.

Zdefiniujm y m acierz W ( m )  6  R mx2 następująco:

W(jn)  =
cos — 
c o s ^

0
sin -r 
sin —

C O S
(m—1)tt

sin (m—l)?r

Udow odnim y następujący  lem at. 
L e m a t  5. Jeśli

to  obie funkcje

cc 7T

V(x )  = | |  W ( m ) x

(4.108)

(4.109)

(4.110)
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^ ( z )  = || W { m ) x (4.111)

są funkcjam i Lapunowa dla oscylatora liniowego (4.107).
Dowód.  Niech Q (a ,/3 ,m )  € Rmxm będzie następu jącą  m acierzą:

X
0

- Y  0 0

przy czym
cos — B

X  =  - a - 0 - 7- ^ - ,  Y = - A l r .
sin — sin —

(4.112)

(4.113)

M ożna łatwo sprawdzić, że W ( m )  oraz Q (a ,  /3,m)  dane przez (4.108) i (4.112) 
spe łn ia ją  (4.57), tzn.

W ( m )
—a  /3 
—/3 —a

=  Q ( a , / 3 , m ) W ( m ) . (4.114)

O bliczając norm y logarytm iczne fj,i(Q(a,  /3, m )) i /ioo(<3(a, /3, m))  dostajem y:

^ i { Q { a , P , m ) )  =  fix>(Q(a,  /3, m) )  

=  X + \ Y \  =  - a  +  /3 t g ^ . (4.115)

Jak  widać, warunek / i i (Q (a , /3 ,m) )  <  0 lub p.oa(Q( a , / 3 ,m) )  <  0 z tw ierdzenia 4 jest 
równoważny nierówności (4.109), co dowodzi lem atu . □

W arstw ice obu funkcji Lapunow a (4.110) i (4.111) z m acierzą W ( m )  daną  przez 
(4.108) są w ielokątam i forem nym i o 2m  bokach. Jeśli a  >  /3, to  m  =  2 spe łn ia  (4.109), 

co prowadzi do w yniku udowodnionego w pracy [50].
Ponieważ tra jek to rie  system u (4.107) są spiralam i logarytm icznym i, za tem  funkcja 

Lapunowa, k tórej warstw ice są okręgam i, dowodzi stabilności (4.107). Zgodnie z le­
m atem  5 okręgi m ożna aproksym ować wielokątam i (forem nym i), p rzy  czym  konieczna 
dokładność aproksym acji zależy od dekrem entu  tłu m ien ia  w układzie, k tóry  z kolei za­
leży od stosunku Jeśli |  je s t bliskie zeru, to  liczba boków w ielokąta m usi być duża. 
W idać to  we wzorze (4.109). Ponieważ praw a strona  nierówności (4.109) dąży do zera, 
gdy m  —> oo, zatem  dla dostatecznie dużych m  zawsze da się dobrać odpow iednią 

funkcję Lapunow a postaci (4.110) lub (4.111).
Lem at 5 m oże być uży ty  do ogólnej konstrukcji funkcji Lapunow a zadanej norm ą 

|| ■ II« lub || • ||i d la rzeczywistej m acierzy W.  O znaczm y na jm n ie jszą  liczbę na tu ra ln ą  
m , k tó ra  spełn ia (4.109), przez m( a ,  /3). N astępujące tw ierdzenie p o d a je  konstrukcję 
odpow iednich funkcji Lapunowa.
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T w ie r d z e n ie  7. Załóżmy, że: uk ład  liniowy (4.33) je s t asym pto tyczn ie  stabilny, 
m acierz system ow a A  n ie m a w ielokrotnych w artości w łasnych, T e  R nxn je s t rzeczywi­
s tą  m acierzą transform acji, k tó ra  sprow adza m acierz A  do postaci blokowo diagonalnej

T~l A T  =

Bx 0

Bk
—7i

0 -7 / .

(4.116)

gdzie n — 2k +  l, B x, . . .Bk są blokam i 2 x 2 -  w ym iarow ym i, zw iązanym i z param i 
zespolonych w artości w łasnych m acierzy A,

B,  =
- a ,  /ii 
- P i  -ar; (4.117)

Pi >  0 , n a to m iast - 71,.. . ,  - 7; są rzeczyw istym i w artościam i w łasnym i m acierzy A.  
W tedy  istn ieje  funkcja Lapunow a o postaci zarówno (4.105), ja k  (4.106), przy czym 

m acierz W  6  R mxn (taka  sam a d la  obu funkcji) d an a  je s t przez:

W  =  U T ~ \ (4.118)

gdzie

U =

W [ m { a M

W [ m (  ctk, p k)\

0

(4.119)

Liczba wierszy m acierzy W  wynosi:

m  =  m (a j ,  Px) +  ... +  m (ak, pk) +  /. 

Dowód.  Niech Q  E /?mxm będzie określona przez: 

Q[<x\,Pi,m(oci,Pi)\

(4.120)

Q = Q[<Xk,Pk,rn(ctk,p k)]

-7i

-7/

, (4.121)
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gdzie Q [a i , P i , m (a i ,P i )] je s t dane przez (4.112). S tosując lem at 5 spraw dzam y, że 
w arunek (4.57) je s t spełniony. Norm y logarytm iczne wynoszą:

Hi(Q) =  m ax[/i1((5 (a1, p x) ) , fix{Q(ak, p k)),  - 71, . . . ,  - 7/] <  0, (4.122)

/̂ 00( Q)  = ™.ax[/ioo(Q(ai,ft)),. ..,  H<x>{Q(a k, Pk ) ) , —7ii • • • 1 7i] < (4.123)

co dowodzi prawdziwości tw ierdzenia. □
T w ierdzenie 7 pozostaje prawdziwe dla m acierzy A, m ającej nieliniowe dzielniki 

e lem entarne, co m ożna wykazać stosując opisyw aną wcześniej operację skalowania.

P r z y k ła d

Rozważmy jeszcze raz przykład  (4.99), (4.100). M acierz A  w (4.100) posiada rzeczy­
w istą  w artość w łasną A3 — -0 .3611  oraz parę wartości w łasnych zespolonych, sprzę­
żonych A12 =  — ctx ±  jP i  =  —0.3194 ±  j  1.6332. Iloraz w artości bezwzględnych części 
rzeczywistej i urojonej A12 wynosi:

0.3194

Pi ~
=  0.1956 (4.124)

1.6332

i n a  podstaw ie nierówności (4.109) dostajem y:

m ( a u p 1) =  9. (4.125)

Z atem , n a  podstaw ie tw ierdzenia 7 m ożem y skonstruow ać funkcję Lapunowa o
postaci (4.105) lub (4.106), w której liczba wierszy m acierzy W  wynosi m  =  9 + 1  =  10.
M acierz transform acji, k tó ra  przekształca m acierz A  z (4.102) do postaci blokowo 

diagonalnej (4.116), je s t następująca:

' -0 .0491  -0 .2 9 1 6  -0 .9 3 3 6  '
T  — 0.4919 0.0130 0.3371 , (4.126)

-0 .1 7 8 3  0.7992 -0 .1 2 1 7

natom iast m acierz W  n a  podstaw ie (4.118), (4.119) dana je s t przez:

W  =

0.7617 2.1969 0.2422
0.5839 1.9729 0.9853
0.1329 0.8258 1.2674

-0 .3803 -0 .7077 0.9564
-0 .7155 -1 .9101 0.1979
-0 .7160 -2 .2 1 8 7 -0 .6 5 3 2
-0 .3814 -1 .4 8 9 2 -1 .1 9 8 6
0.1316 -0 .0 6 2 9 -1 .1 8 3 3
0.5831 1.3929 -0 .6 1 4 2

-1 .1114 -0 .2564 -0 .4 0 1 3

(4.127)

W arstw ice funkcji Lapunowa (4.105) oraz (4.106) z m acierzą W  d an ą  przez (4.127) 

przedstaw ione są n a  rys. 4.4.
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Rys. 4.4. Warstwice funkcji Lapunowa dla rzeczywistej macierzy W  o 10 wierszach.
Po lewej warstwica funkcji Lapunowa zadanej przez normę  || • ||j ,  po prawej  
warstwica funkcji Lapunowa zadanej przez normę  || • U«,

Fig. 4.4. Level sets of  Lyapunov funtions for  real matrix W with 10 rows. On the left 
hand side - level set of  the Lyapunov function given by || • ||j norm. On the 
right hand side - level set of  the Lyapunov function given by || • ||oo norm

4 . 4 .  A n a liza  ab so lu tn ej s ta b iln o śc i

P rzedstaw iane do tej pory obliczeniowe wyniki dotyczyły zastosow ania funkcji La­
punow a definiowanych przez norm y || • j|oo i || • ||i do badan ia  stabilności pojedynczego 
uk ładu  liniowego (4.33), co sam o w sobie stanow i in teresu jące zagadnienie. Jednak  
podstaw ow ym  celem w prow adzenia funkcji Lapunow a defniow anych przez norm y jest 
zastosow anie ich do badan ia  absolutnej stabilności układów  liniowych o zm iennych w 
czasie p aram etrach  (0.1), (1.1). W  punkcie tym  rozw iniem y to  zagadnienie.

Skupim y tu  uwagę n a  funkcjach Lapunow a postaci (4.32), w k tó rych  || . || jest 
no rm ą ty p u  nieskończoność, tzn. II • II =  II • lico. A rgum entem  za  w yborem  tej norm y 
jest wynik z p u n k tu  3.4.5 - tw ierdzenie 6 (M ołczanowa P iatn ick iego). Zgodnie z tym  
tw ierdzeniem  algebraiczne warunki (4.57), (4.58) są d la  norm y || . ||oo zarówno w ystar­
czające, jak  i konieczne.

W arstw ice funkcji Lapunowa V(x)  = | |  W x  ||oo są sym etrycznym i względem  środka 
uk ładu  w spółrzędnych hiperw ielościanam i. Jak  wiadom o, ([81, s tr . 184, tw ierdzenie 
20.4]) dowoly zbiór w ypukły m ożna aproksym ow ać w ypukłym  h iperw ie lo śc ianem 1. In­
te rp re tac ja  tego fak tu  w kategoriach funkcji w ypukłych prow adzi do w niosku, że każdą 
w ypukłą, jedno rodną funkcję m ożna przybliżyć z dowolną dokładnością za pom ocą 
funkcji V(x)  = || W x  II« (przez odpow iedni dobór m acierzy  W ).  W ykorzystu jąc tę  
własność oraz tw ierdzenie 3, m ożna dalej wykazać, że uk ład  (0.1), (1.1) je s t absolutnie 
stab ilny  w tedy  i tylko wtedy, gdy istn ieje funkcja Lapunow a postaci V ( x )  = | |  W x  H«,, 
w spólna d la w szystkich układów  narożnych (ścisły dowód zna jdu je  się w [116]).

1 Bardziej precyzyjnie, dla dowolnych dwóch ograniczonych i dom kniętych zbiorów wypukłych C  i 
D  takich, że C  C intZ?, istnieje wielościenny zbiór wypukły P  tak i, że P  C int£) oraz C  C in tP .
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Aby rozw inąć m etodę obliczeniową, pozw alającą efektyw nie liczyć funkcje Lapu­
nowa dane przez norm y || . ||oo, konieczne je st podanie konstruktyw nego dowodu tw ier­
dzenia 6 (M ołczanowa P iatnickiego). Przez konstruktyw ny dowód rozum iem y taki, 
k tó ry  d la zadanego uk ładu  liniowego x =  A x  i zadanej m acierzy  W  £  R mxn w jawny 
sposób wskazuje m acierz Q spełn ia jącą (4.57), (4.58). Zarówno dowód przedstaw iony 
w punk tach  4.3.4, 4.3.5, jak  też oryginalny dowód podany w [116] są niekonstruktyw ne, 
tzn . nie p o d a ją  m etody  konstrukcji odpowiedniej m acierzy Q.  Także m etody  opisane 
w punkcie 4.3.6 nie rozw iązują tego zagadnienia (dlatego, że w nich m acierz W  jest 
zak ładana arb itra ln ie , a m acierz Q je s t ’’odgadyw ana” ).

Przedstaw iony poniżej konstruktyw ny dowód tw ierdzenia 6 podano  w pracy [71].

4.4.1. K onstruktyw ny dowód tw ierdzenia M ołczanowa P iat­
nickiego

Zaczniem y od sform ułow ania pewnych oznaczeń. Rozważam y funkcję

V(x)  = || W x  U . (4.128)

z zadaną m acierzą W  €  i?mxn, m  >  n. Zakładam y, jak  poprzednio, że W  je s t m acierzą 
pełnego rzędu. W ypukły, ograniczony i środkowo-sym etryczny zbiór V

V = { x e R n : \ \ W x  H oo^l} 

m ożna równoważnie zapisać jako

V  — {x  G R n
W  

- W
x <  l ( 2m )},

(4.129)

(4.130)

gdzie

l(2 m ) =  [1 1 ... l ] r  (4.131)

jest 2m  - w ym iarow ym  w ektorem  kolum nowym , którego w szystkie elem enty są równe 
1. W arstw ica d V  (brzeg zbioru V)  może być przedstaw iona jak  niżej

d V =  {x  €  R n : || W x  11«,= 1}. (4.132)

Niech w j  będzie i - ty m  wierszem m acierzy W , 1 <  i <  m.  Ze wzoru (4.132) wynika,
ze x £ d V  w tedy i tylko wtedy, gdy \w j  x\ =  1 d la  co najm niej jednego i. Definiujemy
teraz  zbiór

Ti  =  {x  €  d V  : w j x  =  1}. (4.133)

Oczywiście, Ti  C dV.  Zam iast (4.133) będziem y też używać innej równoważnej notacji:

T  =  {x €  Rn :
W

- W
x <  1 (2m , m  +  i)} , (4.134)
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gdzie

l~ (2 m , m  +  i )  =  [1 1 ... 1 -  1 1 ... 1]T (4.135)

oznacza 2m  - w ym iarow y w ektor kolumnowy, którego w szystkie elem enty  są równe 
1, z w yjątk iem  elem entu  o num erze m  +  i ,  k tó ry  je s t równy —1. W  (4.134) warunek 
w f x  =  l z  (4.133) je s t zastąp iony  przez dwie nierówności w f  x <  1 i —w f x  <  — 1.

Jeśli zbiór T i  je s t n iepusty, to  je s t on (być m oże zdegenerow aną) śc ianą hiperwie- 
lościanu T>.

P o c h o d n a  D in ie g o  fu n k c ji  V(x)  = || W x  H .

Rozw ażam y te raz  pochodną Diniego funkcji (4.128) w zdłuż tra jek to rii uk ładu  li­
niowego (4.33). Zgodnie z lem atem  1 m am y:

D + V ( x ) \ i = A x =  lim  l l ^  +  A A H U - H ^ s l U
A—*0+ A

M ożemy te raz  wykazać następujący  lem at.
L e m a t  6 . D la każdego i

m ax w f  Ax  <  m ax D + V(x) .  (4.137)xefi x<zdv v '  v '

Dopuszcza się, aby Ti  był zbiorem  pustym . W  tak im  przypadku  zakładam y, że 
maxxgjr w f  Ax  — —oo.

Dowód.  O znaczm y przez

1C =  { k i , k 2, . . . , k T},  r <  m  (4.138)

zbiór indeksów wierszy m acierzy W  oraz niech a  będzie w ektorem

a  =  [(TU <T2,...,(Tr]r  (4.139)

o elem entach <r* =  1 lub <7* =  —1- Jeśli zbiór

TłC(cr) =  {x  £  d V  : w j x  =  er, d la  i €  £ ,o r a z  |u>Ja;| <  1 d la  j  g  K.} (4.140)

jest niepusty, to  nazyw am y go £ (a ) -ś c ia n ą  zbioru d V .  Zauważmy, że

Ti  =  (J TtC(cr), (4.141)
iÊ C,ori=l

gdzie sum a przebiega w szystkie /C(tr)-ściany tak ie , że i €  K. i <7; =  1.
S tosując wzór (4.136) m ożna bezpośrednio wyliczyć D + V( x)  d la  x  G TIC(a).  Dla 

dosta tecznie m ałych  A  m am y:

\ w l ( /  +  y4A)z| >  \ w ] ( I  +  A A )s | (4.142)
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dla w szystkich k £  fC, j  IC, x €  TK.(o).  Z atem  z (4.136), (4.142) dostajem y:

D + V(x)  — w l , A x  s\gn(wl„x),  (4.143)

gdzie indeks k* je s t wyznaczony przez w arunek

w l , A x  sign(wk,x )  =  m a x w l A x  sign{v>lx).  (4.144)

Z (4.141), (4.143), (4.144) wynika teraz

D + V(x)  >  w f  Ax  sign ( w f  x) =  w f  Ax  (4.145)

d la wszystkich x €  Ti- □
W  (4.143)-(4.145) sign oznacza funkcję zw racającą znak swojego argum entu . Sto­

sując przedstaw iony lem at m ożem y podać nowy dowód tw ierdzenia 6 .
K o n s t r u k ty w n y  d o w ó d  tw ie rd z e n ia  6 . Dowód ulega m odyfikacji jedynie w 

części dotyczącej konieczności. Celem jest wykazanie, że z w arunku

D + V(x)  \i=Ax <  0 d la  || x | |^  0 (4.146)

wynika istn ienie m acierzy Q £  Rm*m spełniającej (4.80) i (4.81). Je st jasne, że (4.146)
pociąga za sobą D + V(x)  <  0 d la  wszystkich x £  dV.  Zatem  z lem atu  6 wynika, że

w f  Ax  <  0 dla w szystkich x €  T  (4.147)

oraz d la  wszystkich 1 <  i <  m.  Stosując (4.134) m ożem y zapisać (4.147) jako:

d L x  <  0, (4-148)

gdzie d‘max je s t dane przez rozwiązanie następującego problem u program ow ania linio­

wego

dinax =  m ax w f  Ax,  (4.149)

przy ograniczeniach

x <  l ~ ( 2 m , m  +  i). (4.150)W
- W

Rozważmy zadanie program ow ania liniowego dualne w stosunku do (4.149)-(4.150). 

[56, rozdział 4]
irdual =  m in  AT l _ (2 m ,m  +  i) (4.151)

przy ograniczeniach

Ww \ = w f A ,  (4.152)

A >  0. (4.153)
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W  zadaniu  dualnym  A 6 R 2m je s t w ektorem  m nożników L agrange’a  d la  problem u 
(4.149)-(4.150).

Pom iędzy elem entam i w ektora A m uszą zachodzić następu jące  relacje:

>  ® ^  ^m+i =  d  1tonAj = 0 ■<= Xm+j > 0, (4-154)
obow iązujące d la  1 <  j  <  m,  j  ^  i. W ynikają  one z fak tu , że nierówności o num erach 
j  oraz m  +  j ,  j  ^  i w (4.150) nie m ogą jednocześnie s tać  się równościam i.

Jeśli problem  (4.149)-(4.150) posiada ograniczone rozw iązanie (tzn . zbiór T  jest 
n iepusty ), to  (4.149)-(4.150) i (4.151)-(4.153) są sobie równoważne i d'max =  d'iual. Jeśli 
zbiór Ti  je s t pusty, to  rozw iązanie problem u (4.151)-(4.153) je s t nieograniczone od 
dołu [56]. W  obu w ypadkach istn ieje w ektor A €  R 2m tak i, że

<4« i <  0. (4.155)

Zdefiniujm y w ektor wierszowy q j  e  R m o elem entach:

<łij =  Aj -  Am+j ,  1 <  j  <  m.  (4.156)

Zauważmy, że z (4.154) i (4.156) wynika:

Aj +  Am+j =  |ę,j| (4.157)

d la 1 <  j  <  m,  j  ^  i. Podstaw iając (4.156) w (4.152) dosta jem y:

q f W  =  w j A .  (4.158)

U w zględniając (4.156), (4.157) w (4.151) dosta jem y teraz
m

<4«/ =  9« +  Y ,  I <Hj I • (4-159)
j  =  1 
j  Ź  *

Niech q j  będzie i-tym  wierszem m acierzy Q.  W tedy  rów nanie (4.158) je s t i-tym  wier­
szem macierzowego rów nania (4.80), a  z (4.159), (4.155) w ynika (4.81). □

Dowód przeprow adzono w tak i sposób, że podany został a lgory tm  w yznaczania 
m acierzy Q d la zadanych A  (m acierzy stanu  uk ładu  liniowego) oraz W  (m acierzy 
zawierającej lis tę ścian w arstw icy funkcji (4.128)). M acierz Q  o trzy m an ą  w wyniku 
opisanej konstrukcji (opisanego algorytm u) będziem y dalej oznaczać przez Q(W,  A)  
podkreśla jąc zależność od A  i W.  M acierz Q(W,  A)  zawsze spe łn ia  w arunek (4.80). 
Jeśli funkcja (4.128) je s t funkcją Lapunow a uk ładu  liniowego (4.33), to  spełniony jest 
w arunek (4.81), tzn . n00Q(W,  A)  <  0. Jeśli w arunek (4.81) nie je s t spełniony, to  funkcja 
(4.128) nie je s t funkcją Lapunow a uk ładu  liniowego (4.33). W idać za tem , że stworzony 

w ty m  dowodzie a lgory tm  pozw ala w efektyw ny sposób stw ierdzić, czy funkcja (4.128) 
je s t funkcją Lapunow a uk ładu  (4.33).

4.4. Analiza absolutnej stabilności 123

4.4.2. Skalowanie

Załóżmy, że m acierz W  dana jest przez W  — W d , gdzie

W d  =  D ~ 1U (4.160)
4

oraz
D  =  diag(<fi,d2, . . . ,d m) (4.161)

je st m acierzą d iagonalną ze ściśle dodatn im i elem entam i di >  0 , k tó re  nazywać bę­
dziem y skalam i. Dalej m acierz U €  Rmxn będzie ustalona, n a to m iast zm ieniane będą 

skale d i , d 2, —, d m tak , aby nadać funkcji V(x)  pożądany ksz ta łt.
W yliczm y teraz, zgodnie z algorytm em  opisanym  powyżej, m acierz Q(U,A) .  Za­

łóżmy, że obliczona m acierz Q{U,A)  nie spełn ia w arunku (4.81). Czy możliwe jest,
przez odpowiedni dobór skal, o trzym anie nowej m acierzy Q d , d la  k tórej w arunek (4.81) 

byłby spełniony?
Zdefiniujm y

Q d  =  D~ 1Q (U ,A )D .  (4.162)

Łatwo spraw dzić, że para  W  =  W d , Q — Q d spełn ia (4.80), co zapiszem y w postaci 

tw ierdzenia.
T w ie rd z e n ie  8 . W arunkiem  w ystarczającym  n a  to , żeby V( x)  = | |  D ~ 1Ux  H«, 

by ła funkcją Lapunow a układu  (4.33), je s t, aby m acierz Q D spe łn ia ła  w arunek (4.81).
Tw ierdzenie 8 daje  tylko w arunek w ystarczający dlatego, że m acierz Q d  o trzy­

m ana przez skalowanie (4.162) nie musi być rów na Q ( D ~ 1U, A).  E fektyw ną m etodę 
spraw dzenia, czy m acierz Q d  spełnia (4.81), daje  następujący  lem at:

L e m a t  7. [5], [59]. W arunek

/ł« ,{D ~ 'Q D )  <  0 (4.163)

zachodzi w tedy i tylko wtedy, gdy

\ Q { U , A ) \ d < 0 ,  (4.164)

gdzie d je s t w ektorem  kolum nowym  o elem entach d \ , d 2, ..., dm, a  |Q | oznacza m acierz 
o trzym aną z m acierzy Q  przez zastąpienie jej elem entów  pozadiagonalnych qtJ, i ^  j ,  
przez lę.jl oraz pozostaw ienie elem entów na głównej przekątnej bez zm ian.

W arunek (4.164) jest równoważny żądaniu, aby — \Q(U,  A )| b y ła  M -m acierzą [5].

4.4.3. W arunek wystarczający absolutnej stabilności

W arunek (4.164) m ożem y teraz łatwo rozszerzyć tak , aby m ożna go było zasto­
sować do problem u badania absolutnej stabilności. R ozpatrzm y uk ład  (0.1), (1.1). Z



124 Rozdział 4. Wielościenne i przedziałami liniowe funkcje Lapunowa

dowodu tw ierdzenia 6 przedstaw ionego w punkcie 4.4.1 oraz lem atu  7 w ynika nastę­
pu jące tw ierdzenie, dające  w arunek w ystarczający  absolutnej stabilności uk ładu  (0 .1),
( 1. 1):

T w ie r d z e n ie  9. V(x )  = | |  D ~ 1Ux  H« jest jednoczesną funkcją Lapunow a uk ła­
dów narożnych x — A\X, x =  A 2x, x  =  A ^ x  system u ze zm iennym i w czasie 
param etram i (0.1), (1.1), jeśli istn ieje w ektor skal d  =  [<fx, . . .  dm]T ta k i, że

\Q(U,  v4,)| d <  0 d la  w szystkich 1 <  i <  N.  (4.165)

W  przedstaw ionym  wzorze Q(U,Ai)  oznacza m acierz o trzy m an ą  przez zastosowa­
nie algory tm u opisanego w punkcie 4.4.1 (w drugiej wersji dowodu tw ierdzenia 6) do 
układu  narożnego z m acierzą A — A,. W arunek (4.165) m ożna efektyw nie sprawdzić 
stosując m etody  program ow ania liniowego.

4.4.4. Przykład obliczeniow y

Rozw ażam y po  raz trzeci p rzykład  w ahadła o ruchom ym  punkcie zawieszenia, ana­
lizowany uprzednio  w punk tach  2.2.1 i 3.5.1. Zapisujem y rów nania s tan u  (3.46) opisu­
jące  w ahadło, tzn.

(4.166)
Xi '  0 1 Xi
*2 - u l  -  a ( t )  - 2 { u >0

. x 2

przy  czym  zakładam y te  sam e p aram etry  (  i w0 co w punk tach  2 .2 .1, 3 .5 .1.

2 (u 0 =  0.4, =  0.5. (4.167)

N atom iast teraz przyjm iem y, że p a ra m etr fl(i) m oże się zm ieniać w szerszym  niż w 
punkcie 3.5.1 zakresie

G m i n  — 0, Gm ax  =  1.1.

P rzyjętej sy tuacji odpow iadają następujące m acierze układów  narożnych:

'  0 1 ’  0 1
- 0 .5  - 0 .4 , A 2 =

- 1 .6  - 0 .4

(4.168)

(4.169)

Zakładam y, że liczba wierszy m acierzy W  w (4.128) wynosi m  =  80. M acierz W  dana 
wzorem  (4.160) z U  =  Ł/(80)
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odpow iada przybliżeniu okręgu jednostkowego w ielokątem  forem nym  o 160 bokach. 
W yliczam y te raz  m acierze Q Y =  Q [t/(80), Aj] oraz Q 2 =  Q[C/(80), A2]. E lem enty  tych 
m acierzy nie są podane z uwagi na to , że zajm ow ałyby zbyt dużo m iejsca. W ym iary 
m acierzy Q x i Q 2 wynoszą 80 x 80 (zob. też p unk t o zagadnieniach obliczeniowych). 
Stosujem y następnie m etodę skalowania ścian (bokow), k tó ra  prowadzi do problem u 

rozw iązania uk ładu  nierówności:

Q i 
Q 2

d <  0 , d >  0 . (4.171)

W ym iar poszukiwanego w ektora d wynosi 80. O trzym any uk ład  nierówności został roz­
wiązany z zastosow aniem  standardow ej procedury lp  .m rozwiązującej problem  progra­
m ow ania liniowego m etodą simpleksów, wchodzącej w skład pak ie tu  MATLAB O P T I­

MIZATION TOOLBOX.

Układ A=A1
10r

Układ A=A2
10

Rys. 4.5.

Fig. 4.5.

Obliczenia num eryczne wykazują, że d la  p rzy ję tych  danych uk ład  (4.171) jest nie- 
sprzeczny; istnieje w ektor skal d >  0 spełn ia jący  w szystkie nierówności. W ykorzystu­
jąc  o trzym any w ektor skal wyznaczono m acierz W  i wyliczono funkcję V(x)  w (4.128). 
W arstw icę wyznaczonej funkcji Lapunowa przedstaw iono n a  ry sunku  4.5. N a w ykre­
sach z rys. 4.5 przedstaw iono też tra jek to rie  fazowe d la  obu układów  narożnych A x 
(lewy wykres) i A 2 (praw y wykres). P u n k ty  początkowe tra jek to rii leżą n a  warstwicy 
wyliczonej funkcji Lapunowa. Jak  widać, zbiór ograniczony przez w arstw icę je s t is to t­
nie zbiorem  dodatn io  niezm ienniczym  d la obu układów  narożnych.

Porów nując graniczne wartości dopuszczalnych zm ian p a ra m e tru  a(t)  widzimy, że 
zastosowanie wielokątnej funkcji Lapunowa dla m  =  80 pozw ala, d la Gmin — 0, pO­

10 -10 -5  0 5 10
x1 x1

Warstwica funkcji Lapunowa dla modelu wahadła o ruchomym punkcie za­
wieszenia. Na wykresach przedstawiono także przebiegi trajektorii fazowych 
dla obu układów narożnych definiowanych przez macierze A\  (lewy wykres) 
i A 2 (prawy wykres). Punkty początkowe trajektorii wybrano na warstwicy 
funkcji Lapunowa
Level set of  the Lyapunov function for  pendulum with mobile swing point. In 
the plots phase trajectories for  vertex systems are also presented. The plot on 
the left hand side corresponds to the vertex system A x; the plot on the right 
hand side corresponds to the vertex system A2. State trajectories start from 
points belonging to the level set
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praw ić uzyskane m e to d ą  kw adratow ych funkcji Lapunow a oszacowanie a max z 0.7 do
1.1. Z obliczeń przeprow adzonych w punkcie 2.2.1 wiadom o, że d la  a max — 1.4 istnieje 
ju ż  s tra teg ia  destabilizująca. M argines niepewności pom iędzy w artościam i amax = 1.1 
oraz &max =  1.4 m ożna dalej zawężać zwiększając liczbę wierszy m acierzy  U. Jednak  
przy w ykorzystaniu  założonych algorytm ów  obliczeniowych i oprogram ow ania M a- 
t l a b  O p t i m i z a t i o n  T o o l b o x  napo tyka się przy  pow iększaniu liczby m  n a  coraz 
większe trudności obliczeniowe. M etodą popraw ienia możliwości obliczeniowych jest 
dokonanie pew nych uspraw nień w opisanym  algorytm ie; zostaną one dalej p rzedsta­
wione w punkcie 4.6.

4 .5 . W ie lo śc ia n  defin iow any p rzez lis tę  w ierzch o ł­
ków

W  punkcie ty m  rozszerzym y dotychczas opisane w yniki przez sform ułow anie drugiej 
wersji tw ierdzenia 6 . Tw ierdzenie 6 mówi o funkcjach Lapunow a, k tó rych  w arstw ice są 
h iperw ielościanam i zadaw anym i przez listę ścian. Teraz rozw ażym y funkcję Lapunowa, 
k tórej w arstw ica je s t określona przez hiperw ielościan zadany przez lis tę wierzchołków. 
M ożna oczywiście reprezentację przez wierzchołki przeliczyć n a  rep rezen tację  w postaci 
ścian. Jednak  możliwe jest też sform ułow anie tw ierdzenia analogicznego do tw ierdze­
n ia 6 bezpośrednio obowiązującego d la w spółrzędnych wierzchołków hiperw ielościanu, 
opisującego w arstw icę funkcji Lapunowa. T w ierdzenie tak ie  zostan ie dalej p rzedsta­
wione. Możliwość w yboru pom iędzy reprezentacjam i w postaci ścian lub wierzchołków 
jest w ygodna w praktycznych obliczeniach.

Funkcja Lapunow a defin iow ana przez zb ió r

O znaczm y przez II sym etryczny względem  środka uk ładu  w spółrzędnych hiperw ie­
lościan, II C R n, zdefiniowany jako dom knię ta powłoka w ypukła zb ioru  2M  punktów  

, X 2 , ..., X ]\f, X l ,  X 2t ..., X f  £  R n,

II co{x i, x2, ..., Xjv/, x 2 j..., x m }5 (4.172)

("co” oznacza dom kn ię tą  powłokę w ypukłą zbioru  punktów ). P rzy  użyciu zbioru II 
definiujem y funkcję V(x)

V(x)  =  inf{v >  0 : x €  u li} . (4.173)

Zakładam y, że M  >  n , oraz że m acierz X  zbudow ana z kolum n x\ x 2 ... xm

X  — [x\ x 2 ••• (4.174)
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je s t m acierzą pełnego rzędu. P rzy  tych założeniach hiperw ielościan II m a  niepuste 
w nętrze. Z kolei funkcja V(x)  jest ciągła i w ypukła. Zbiór II je s t zbiorem  ograniczo­
nym  przez w arstw icę {x  : V (x) =  1} funkcji V(x) .  Funkcję V ( x ) nazyw a się funkcją 
(funkcjonałem ) Minkowskiego zbioru II.

Funkcję V(x)  określoną przez (4.173) zastosujem y te raz  jako funkcję Lapunow a dla 
uk ładu  liniowego (4.33). W arunki w ystarczające i konieczne n a  to , aby (4.173) była 
funkcją Lapunow a układu  liniowego (4.33) (tzn. aby jej pochodna D + V( x)  wzdłuż 
rozw iązań uk ładu  (4.33) by ła funkcją isto tn ie ujem nie określoną), podaje  następujące 

tw ierdzenie:
T w ie r d z e n ie  10. V(x)  d ana przez (4.173) je s t funkcją Lapunow a uk ładu  liniowego 

(4.33) w tedy i tylko wtedy, gdy istn ieje m acierz P  £  R MxM, spełniająca:

A X  =  X P  (4.175)

oraz M
Pkk +  £  I Pik | <  0 (4.176)

i =  1 
i ^  k

dla wszystkich 1 <  k <  M ,  gdzie są elem entam i P . M acierze o własności (4.176) 
nazyw am y m acierzam i o kolumnowo ściśle dom inującej przekątnej.

Dowód.  Funkcja wielościenna V(x)  indukow ana przez II je s t funkcją Lapunowa 
układu  liniowego (4.33) w tedy i tylko wtedy, gdy każda tra jek to ria  x(t)  uk ładu  (4.33) 
s ta rtu jąca  (d la t  =  0) z brzegu zbioru II, należy do w nętrza tego zbioru d la t > 0
lub równoważnie, w łasność ta  zachodzi d la  w szystkich wierzchołków x k, k =  1 , . . .  M
zbioru II [66]. W łasność tę  m ożna sprawdzić w yliczając iloczyny skalarne wektorów 
norm alnych hiperpłaszczyzn podpierających II w punkcie x k oraz wektorów kierun­
kowych tra jek to rii układu (4.33), w ychodzących z w ierzchołka x k. W szystkie takie 
iloczyny skalarne m uszą być ujem ne. W ektor kierunkowy tra jek to rii sta rtu jącej w x k 
dany je st przez A x k, natom iast każda h iperp  łaszczy zna w,  podp ie ra jąca  II w punkcie 
x k, spełn ia

wT[X - X ]  <  1 T (4.177)

w Tx k =  1, (4.178)

gdzie 1T je st 2M -w ym iarow ym  w ektorem  wierszowym o w szystkich elem entach rów­
nych 1. Zwróćmy uwagę, że nie każdy z punktów  X i , . . . X M  m usi być w ierzchołkiem  
zbioru II. W  przypadku , gdy x k nie jest w ierzchołkiem , zbiór wektorów spełniających
(4.177), (4.178) może być pusty.

W arunek, aby iloczyn skalarny był ujemny, m ożna zapisać jako:

m ax w TA x k <  0 ,W (4.179)
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gdzie m aksim um  brane jest po zbiorze (4.177), (4.178). Jeśli zbiór (4.177), (4.178) 
je s t pusty, to  p rzyjm ujem y m axw =  —oo. M aksym alizacja w (4.179) z ograniczeniam i
(4.177), (4.178) je s t problem em  program ow ania liniowego. Porów nując wzory (4.179),
(4.177), (4.178) oraz (4.149), (4.150) widzimy, że dalej m ożna postępow ać tak  sam o 
jak  w dowodzie przedstaw ionym  w punkcie 4.4.1, tzn . m acierz P ,  k tó ra  będzie spełniać 
w arunki (4.175), (4.176), budujem y w ykorzystując elem enty  w ektora m nożników La- 
grange’a  A, w ystępującego w następu jącym  problem ie dualnym  do problem u (4.179),
(4.177), (4.178):

N

m in J 2  A, +  piXN + i , (4.180)
1=1

gdzie pi =  1, i =  1, 2..., N ,  i ±  k, pk =  - 1,

[X - X ] X  =  A x k (4.181)

A >  0. (4.182)
□

O trzym ane w arunki są analogiczne do zadaw anych przez tw ierdzenie 6 . Porównując 
(4.80), (4.81) oraz (4.175), (4.176) widzimy, że V ( x ) zadana w zorem  (4.32) je s t funkcją 
Lapunow a uk ładu  liniowego x =  Ax  w tedy i tylko w tedy, gdy V(x )  zad an a  wzorem 
(4.173), gdzie X  — W T, je s t funkcją Lapunow a uk ładu  liniowego x =  A Tx.

W  dalszym  ciągu będziem y stosować oznaczenie analogiczne do wprowadzonego w 
punkcie 4.4.1, tzn . m acierz P  o trzym aną przez zastosow anie a lgory tm u opisanego w 
dowodzie tw ierdzenia 10 oznaczać będziem y przez P ( X , A ) .

S k a lo w a n ie

W ykazane tw ierdzenie 10 pozw ala zbadać, czy indukow ana przez zbiór II funkcja
V(x)  (4.173) je s t funkcją Lapunowa uk ładu  liniowego (4.33). D alej, analogiczne do
pu nk tu  4.4.2., aby dopasowywać k sz ta łt w arstw icy funkcji V(x)  do postaw ionych wy­
m agań, m ożna posłużyć się ideą skalowania. Definiując X D -  X D ~1 dosta jem y nowy 
zbiór II, k tóry  pow staje z pierwotnego przez zm ianę długości wektorów  ,.. . ,  x M bez 
m odyfikowania ich cosinusów kierunkowych. Zastosowanie tej m eto d y  pozw ala na wy­
liczenie funkcji Lapunow a postaci (4.173) wspólnej d la  w szystkich układów  narożnych 
Ai,  A 2, ..., A n  system u o zm iennych param etrach  (0.1).

4 .6 . Z agadn ien ia  ob liczen iow e

Jak  w idać, w ykorzystanie reprezentacji w postaci zarówno w ierzchołków, jak  i ścian 
prowadzi do tego sam ego problem u obliczeniowego. O bejm uje on w yliczenie m acie­
rzy Q ( W , A i ) ,  Q ( W , A n ), (lub  P ( X , A \ ) ,  P ( X , A n )),  a  nas tępn ie  rozw iązanie
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odpowiedniego uk ładu  nierówności liniowych (4.165) (lub analogicznego uk ładu  dla 

m acierzy P ( X , A i ) ,  ..., P ( X , A n ))-
W arstw ica poszukiwanej funkcji Lapunowa m a przybliżać k sz ta łt pewnej w ypu­

kłej powierzchni (warstw icy funkcji V (x) określonej w tw ierdzeniu  3). Aby uzyskać 
dobre przybliżenie m usim y zapewnić dostatecznie dużą liczbę ścian m  w (4.132) lub 
wierzchołków M  w (4.172). Łatwo też zauważyć, że złożoność problem u aproksym acji 
wielościennej rośnie wykładniczo wraz ze w zrostem  rzędu w ektora stanu  x. W ym ia- 
rowość koniecznego do rozw iązania uk ładu  nierówności liniowych wynosi N  * m 2 (lub 

N  * M 2) i może być bardzo duża.
Podstaw ow a idea, k tó ra  w znacznym  stopniu  uspraw nia procedurę obliczania 

wspólnej wielościennej funkcji Lapunowa wynika z obserw acji, że m acierz Q { W ,  A)  lub 
P ( X ,  A)  je s t m acierzą rzadką (to  znaczy taką, której większość elem entów  to zera). 
Dzięki tej obserwacji możliwe jest zorganizowanie obliczeń w tak i sposób, że liczone 
i zapam iętyw ane w kom puterze są jedynie niezerowe elem enty m acierzy Q ( W ,  A) lub 
P ( X , A ) .  Także problem  rozw iązania uk ładu  nierówności liniowych (4.165) znacznie 
się upraszcza dzięki tem u, że m acierze w nim  w ystępujące są rzadkie.

W  ty m  punkcie uzasadnim y fak t, że m acierz Q(W,  A) ,  P ( X ,  A)  je s t rzadka oraz 

opiszem y dokładniej algorytm  obliczeniowy do poszukiw ania wspólnej wielościennej 
funkcji Lapunowa. A lgorytm  sform ułowany je st d la  wersji, gdy funkcja V(x)  jest za­
daw ana przez lis tę  wierzchołków zbioru II definiującego warstwicę. Analogiczny algo­
ry tm  m ożna skonstruow ać dla funkcji zadawanej przez listę ścian. Dzięki efektywności 
obliczeniowej algorytm u możliwe je s t zastosowanie go do w yliczenia funkcji Lapunowa 

w trzech w ym iarach (zob. [72]).
Załóżmy, że uk ład  (0.1), (1.1) je s t absolutn ie stabilny. Poniżej podam y dokładny 

opis algorytm u, k tóry  pozw ala wyliczyć w spólną w ielościenną funkcję Lapunow a dla 
tego układu. Jego s tru k tu ra  wynika z rozważań przeprow adzonych w poprzednich 
punktach . A lgorytm  sk łada się z trzech kroków.

K ro k  1

Z akładam y możliwie dużą liczbę M  wierzchołków hiperw ielościanu i budujem y 
m acierz X ,  której kolum ny określają wierzchołki hiperw ielościanu II. Zakładam y, że 
wszystkie w ektory definiujące wierzchołki m a ją  jednostkow e długości, a ich cosinusy 
kierunkowe w ybieram y tak , aby ich końce były (w przybliżeniu) rów nom iernie rozło­

żone na n  - wymiarowej sferze jednostkowej.

K ro k  2

Na podstaw ie m acierzy X  zawierającej listę wierzchołków hiperw ielościanu II wy­
znaczam y, korzysta jąc z algorytm u opisanego w tw ierdzeniu 10, m acierze P ( X , A i ) ,
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P ( X , A 2), ... , P ( X , A n )- P rzy  ty m  obliczenia w ynikające z tego algory tm u  są zorga­
nizowane w tak i sposób, aby w ykorzystać fak t, że m acierze P ( X ,  A x), P ( X ,  A 2), ... , 
P ( X , A n ) są  m acierzam i rzadkim i.

K ro k  3

Poniew aż funkcja, k tórej w arstw ica je st (w przybliżeniu) sferą jednostkow ą, na 
ogól nie je s t poszukiw aną w spólną funkcją Lapunowa, m odyfikujem y k sz ta łt warstwicy 
przez skalowanie (tzn. zm ianę długości wektorów opisujących położenie wierzchołków). 
D iagonalna m acierz skal oznaczana je s t przez D,  zm odyfikowany przez skalowanie 
wielościan oznacza się przez IId , a funkcję idukow aną przez zbiór Ho  oznacza się przez 
V d ( x ) .  Skale (elem enty n a  przekątnej m acierzy D)  wylicza się rozw iązując problem  
program ow ania liniowego.

D alej, każdy z kroków je st dokładniej rozwinięty.

4.6.1. Krok 1

Zdefiniowanie wielościanu II takiego, że jego w ierzchołki są rozm ieszczone w rów­
nom ierny sposób n a  sferze, je s t problem em  z zakresu geom etrii obliczeniowej [31]. 
D la dwuwym iarowego przypadku  rozw iązanie je s t bardzo p roste  (p rzyk ład  4.4.4.). Dla 
trzech w ym iarów  problem  ten  je s t już m niej tryw ialny. W  rozw ażanych zadaniach ob­
liczeniowych stosow ana by ła  następu jąca  konstrukcja. D efiniujem y ośm iościan w R 3 o 
wierzchołkach [1 0 0], [-1 0 0], [0 1 0], [0 -1 0], [0 0 1], [0 0 -1]. N astępn ie tn iem y jego 
ściany n a  warstw y płaszczyznam i równoległym i do (xx x2). K ażdą z w arstw  dzielimy 
na m ałe tró jk ą ty  tak , jak  je s t to  pokazane n a  rys. 4.6 (a). N a rysunku  założono, że 
liczba w arstw  L =  10.

x2 - i  -1  x1 x2 -1 -1  x1

Rys. 4.6. Metoda konstrukcji wielościanu II dla trzech wymiarów
Fig. 4.6. Method of  construction of  the polyhedron II in three dimensions

Z kolei dokonujem y rzutow ania środkowego wierzchołków m ałych  tró jkątów  n a  sferę 
jednostkow ą. O trzym ujem y w ten  sposób wielościan II. Ścianam i w ielościanu II są
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m ałe tró jk ą ty  o wierzchołkach leżących n a  sferze. W  celu podkreślen ia zależności od 
założonej liczby w artw  L używać będziem y w razie potrzeby oznaczenia I I l .  W ielościan 
n u , przedstaw iony je st n a  rys. 4.6 (b). Liczba wierzchołków wielościanu U l wynosi
2M  =  2(1 +  2L2); liczba jego ścian wynosi 2m  =  2 • AL2. M im o że, jak  w idać n a  rys.
4.6 (b), is tn ie ją  pewne nierównom ierności w rozm ieszczeniu wierzchołków, konstrukcja 
ta  daw ała zadow alające wyniki w obliczeniach. P rzybliżenie sfery jednostkow ej przez 
siatkę ty p u  globus (przecięć południków i równoleżników) daje  gorsze wyniki, ponieważ 
w pobliżu biegunów w ystępują osobliwości.

K onstrukcja wielościanu II określa relacje sąsiedztw a pom iędzy jego wierzchołkami. 
W ierzchołki sąsiadują ze sobą, jeśli należą do tej sam ej ściany. R elacje sąsiedztwa 
opisane są przez funkcję x{k) ,  k tó ra  każdem u indeksowi k, 1 <  k <  N  przypisuje listę 
indeksów C

C =  x(k) ,  (4.183)

przy czym L  m a postać:

L  =  {A:,sign, : / =  1 ,2 ,... ,  L{k) } .  (4.184)

L(k)  jest liczbą wierzchołków sąsiadujących z xk, kx, k2,..., ki(k) są indeksam i wierz­
chołków sąsiadujących z xjt, natom iast funkcja znaku sign; przyjm uje w artość 1 (jeśli 
z Xk sąsiaduje x kl) lub —1 (jeśli z x k sąsiaduje — a:*,).

4.6.2. Krok 2

W yliczanie m acierzy P ( X ,  A x), P ( X ,  A 2) , ..., P ( X ,  A^)  przez  bezpośrednie rozwią­
zywanie problem u dualnego do problem u program ow ania liniowego (4.179), (4.177),
(4.178) je s t num erycznie nieefektywne. W ym aga rozw iązania problem u program ow a­
n ia liniowego, k tóry  zaw iera 2M  zm iennych d la określenia każdej z kolum n m acierzy 

P ( X ,  Ak).
Znacznie efektyw niejsza je st m etoda w ykorzystująca relacje sąsiedztw a pom iędzy 

w ierzchołkam i opisane przez funkcję x{k) ,  d aną przez (4.183), (4.184).
O znaczam y przez

X L{k) =  [xk signjz*, ... signŁWxjti(t)] (4.185)

n x [L(k) +  1] - wym iarową m acierz zbudow aną z kolum ny x k m acierzy X  oraz kolum n 
odpow iadających wierzchołkom sąsiadującym  z Xk- Indeksy k \ , k 2, . . . . ,  k^k) oraz znaki 
signj, sign2, sign£(fc) są określone przez funkcję x{k)-

N astępnie rozw iązujem y problem  program ow ania liniowego

m ax w TAiXk
W

(4.186)
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z ograniczeniam i

w TX L(k)  <  l r , (4.187)

w Tx k =  1, (4.188)

gdzie 1T je s t L(k)  + 1 - w ym iarow ym  w ektorem , którego w szystkie elem enty  są równe 1. 
O znaczm y w ektor kolum now y m nożników Lagrange’a zw iązany z p rob lem em  (4.186),
(4.187), (4.188) przez A(k).  N a podstaw ie relacji dualności w p roblem ach  program o­
w ania liniowego A(k)  spełn ia

XL(k)X(k)  =  Ai x k. (4.189)

W ykorzystu jąc elem enty  w ektora A(k)  budujem y fc-tą kolum nę m acierzy P ( X ,  Ai) 
następująco: p°kk =  Ai(A:) oraz p°klk =  sign,A(+1(A:), l =  1 ,2 , . . . ,L (k ) .  P rzy  ty m  indeksy 
ki,  k2, ...., kL(k) oraz znaki signi, sign2, s i g n ^ j  są określone przez funkcję x{k)-
E lem entom  pa]k o indeksach j  tak ich , że Xj nie należy do sąsiedztw a w ierzchołka x k,
przypisujem y zera.

Liczba niezerowych elem entów  w w ektorze A(k) wynosi n (lub  <  n, jeśli uwzględ­
nić możliwość degeneracji [56]). W idać s tąd , że P { X ,  A,-) je s t m acierzą  rzadką o liczbie 
elem entów  niezerowych, nie przekraczającej n M .  A lgorytm  w ykorzystu jący (4.186),
(4.187), (4.188) je s t skonstruow any w tak i sposób, że tylko niezerowe elem enty  m acie­
rzy P ( X ,  Ai)  są  obliczane i zapisyw ane do pam ięci m ikrokom putera.

4.6 .3 . K rok 3

Skalowanie polega n a  zm ianie długości wektorów x i , x 2,
X  przez

X D =  X D ~ \

gdzie D  je s t m acierzą diagonalną zbudow aną ze skal dt

D  =  d iag {d i,...,d jv } , d{ >  0 . (4.191)

O znaczam y wielościan zbudowany z wierzchołków X D przez IIo  oraz funkcję Lapu­
nowa indukow aną przez IIo  jako Vd (x ).

P odstaw ia jąc X D zam iast X  w (4.175) widzimy, że Vq {x ) je s t w spólną funkcją 
Lapunow a d la  wszystkich układów  narożnych x =  A xx,  ..., x  =  A ^ x ,  jeśli m acierze

P ( X , A k)D =  D P ( X , A k) D ~ \  k =  1 ,2 , . . . , 7V (4.192)

m a ją  w łasność ścisłej dom inacji kolum nowej, tzn . sp e łn ia ją  (4.176). Równoważnie (na 
podstaw ie lem atu  7) w arunek (4.176) m ożna zapisać jako:

. . . , x n , tzn . n a  zastąpieniu  

(4.190)

\ P( X, Ai ) \ T d < 0 , (4.193)

4.6. Zagadnienia obliczeniowe 133

gdzie d  je s t w ektorem  zbudowanym  ze skal, d =  [di d2 ... d \ i ]T oraz |P ( X ,  A,) | oznacza 
m acierz o trzy m an ą z P ( X ,  A,) przez zastąpienie jej elem entów  poza p rzekątną pki, 
k ^  l przez ich m oduły  |pw| oraz pozostaw ienie elem entów  n a  przekątnej pkk bez 
zm ian; analogicznie do wzoru (4.164).

Z (4.193) wynika, że przez skalowanie m ożna zapew nić, że P ( X ,  A ,)D spełn ia ją  
(4.176) w tedy i tylko wtedy, gdy istnieje w ektor skal d >  0 , k tó ry  spe łn ia  układ 

nierówności liniowych

\P(X,Ai) f  
I W  Aa) |T

I W A * ) | a

d <  0 . (4.194)

U kład (4.194) m ożna rozwiązywć z zastosowaniem  algorytm u program ow ania li­

niowego

m in «  (4.195)

z ograniczeniam i
T  i\ P { X , A 1)\ 

\ P ( X , A 2)\t

[ \ P ( X , A K )\T 

d >  0 ,

d -  l z  <  0 (4.196)

(4.197)

2 >  - 100. (4.198)

D odano tu ta j  nową zm ienną skalarną z. Przez 1 oznaczono w ektor kolum now y o od­
powiednich w ym iarach, którego wszystkie elem enty są równe 1. N a w artość 2 trzeba 
narzucić ograniczenie, ponieważ w przeciw nym  przypadku  rozw iązanie może być nie­
ograniczone z dołu. (wartość —100 przyjęto  a rb itra ln ie). Jeśli uk ład  nierówności li­
niowych (4.194) posiada rozw iązanie d >  0, to  rozw iązaniem  (4.195) - (4.198) jest 
zopt =  -1 0 0 . Z fak tu , że m acierze \ P ( X , A k)\ m a ją  nieujem ne elem enty  poza prze­
k ątną główną, wynika, że zopt =  —100 pociąga za sobą dopt >  0. Jeśli (4.194) nie 
posiada rozw iązania d >  0 , w tedy zopt =  0 oraz dopt =  0 .

W  przedstaw ianych dalej przykładach num erycznych problem  program ow ania li­
niowego (4.195)-(4.198) rozwiązywano używ ając program u P C x  [24] w ykorzystującego 
m etodę p u n k tu  wewnętrznego, dobrze nadającego się do dużych problem ów  z rzadkim i 

m acierzam i ograniczeń.
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4 .7 . P r z y k ła d y  ob liczen iow e

4.7.1. Kaskadowy układ regulacji ze zm iennym i w zm ocnie­
niam i

Rozw ażam y po raz drugi kaskadowy uk ład  regulacji z zależnym i od czasu wzm oc­
nieniam i w torze sprzężenia zwrotnego, analizowany poprzednio  z użyciem  kw adrato­
wych funkcji Lapunow a w punkcie 3.5.3. Schem at blokowy tego u k ładu  przedstaw iony 

jest n a  rys. 3.3. Tak jak  poprzednio, zakładam y, że w zm ocnienia kx(t)  i k2(t)  spe łn ia ją  
w arunki a  <  ki(t )  <  /3, a  <  k2(t)  <  /3. Zapisujem y rów nania uk ład u  w postaci m odelu 
w przestrzen i s tan u  (3.58), gdzie m acierz A ( t ) należy do czw orokąta o wierzchołkach 
(3.64), (3.65). W  punkcie 3.5.3 wykazano kw adaratow ą stab ilność d la  zakresu  zm ian 
w m ocnień kx(t)  i k2(t)  a  =  0.5, /3 =  1.3.

T u ta j założym y szerszy zakres dopuszczalnych zm ian w m ocnień k i( t)  i k2(t) - okre­
ślony przez a  =  0.5, /3 =  1.8. P onad to  przyjm ujem y M  =  200 oraz m acierz X (200) o 
postaci:

T

, M  =  200. (4.199)

D la czterech m acierzy narożnych (3.64), (3.65) w yznaczam y, ko rzysta jąc  z opisa­
nego algorytm u, odpow iadające im  m acierze (o w ym iarach 200 x 200) P [X ( 200), Aj], 
P [X (200), A j], P [X (200), A3], P [X (200), Aą], Są to  m acierze rzadkie, każda z nich za­
w iera tylko 400 różnych od zera elem entów. Z kolei poszukujem y w ektora skal d €  R 200 

rozw iązując uk ład  800 nierówności liniowych (4.194). Do rozw iązania w ykorzystujem y 
sform ułowanie w postaci problem u program ow ania liniowego (4.195), (4.196)-(4.198). 
D la przyjętych danych uzyskuje się zopt =  —100, co oznacza, że istn ieje  w ielokątna 
funkcja Lapunow a w spólna d la układów  Aj - A 4. W arstw icę wyliczonej w ten  sposób 
funkcji Lapunow a przedstaw iono n a  rys. 4.7. N a rysunku  ty m  przedstaw iono także 
wykresy tra jek to rii s tanu  d la  czterech układów  narożnych A i - A4. W ykreślone tra ­
jek torie  s ta r tu ją  z punktów  leżących n a  warstwicy. W idać, że zbiór ograniczony przez 
warstw icę je s t zbiorem  dodatn io  niezm ienniczym  d la każdego z układów  narożnych.

4.7.2. U kład z podw ójnym  całkowaniem  i korektorem  PD

A nalizujem y ponownie uk ład  regulacji rozw ażany ju ż  w p u n k ta ch  2.2.2 i 3.7.1, 
przedstaw iony n a  rys. 1.6 , w k tó rym  tran sm ita n c ja  ob iek tu  regulacji d an a  je st przez 
K ( s )  =  u) > a  w sprzężeniu zw rotnym  w ystępuje zależna od czasu nieliniowość

X (200) =

1

COSM
cos 57

' i i

(M -l) ir  . (A f-lW  cos 1 sin i ł-
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2

Rys. 4.7.

Fig. 4.7.

sektorowa. G ranice sektora opisane są przez param etry  a  i /3. W  punkcie 3.7.1 udowod­
niono, na podstaw ie k ry terium  koła, że d la  a  =  0.2, /3 =  0.5467 uk ład  je st absolutnie 
stabilny. W  punkcie 2.2.3 d la  a  =  0.2, 0  =  1.5 znaleziono s tra teg ię  destabilizującą.

Zapisujem y rów nania m odelu uk ładu  z rys. 1.6 w postaci (0 .1), (1.1), gdzie w ystę­

p u ją  dwie m acierze narożne

' - 1 0 - 10a - 10a  ‘ ' - 1 0 -10/3 —10/3 '

1 0 0 to II 1 0 0

0 1 0 0 1 0

Jak  widać, w obecnie rozw ażanym  przykładzie w ektor s ta n u  je s t trójw ym iarow y. 
K onstruu jem y wielościenną funkcję Lapunow a w ykorzystując algo ry tm  opisany w 
punkcie 4.6. W  algorytm ie ty m  stosowana by ła  funkcja V( x)  generow ana przez wielo- 
ścian U l (z rys. 4.6 (b)); przyjm owano przy ty m  różne liczby w arstw  L.  W ykonując 
obliczenia w ielokrotnie oszacowano granicę, d la  k tórej u d a je  się znaleźć wielościenną 
funkcję Lapunow a (tzn . d la  k tórej istn ieje rozw iązanie uk ład u  nierówności (4.194)).

W yniki zastosow ania algorytm u przy różnych L  p rzedstaw ia tab . 4.1. Dwie ko­

lum ny po lewej stron ie p o d a ją  param etry  wielościanu IIj, użytego w algorytm ie: L - 
liczbę w arstw  oraz M  - liczbę wierzchołków. Dwie kolum ny po praw ej stronie podają

Warstwica wyliczonej funkcji Lapunowa wraz z  wykresami trajektorii stanu 
czterech układów narożnych
Level set o f  the calculated Lyapunov function and plots of  state trajectories 
for  four vertex systems

Układ narożny A=A3 Układ narożny A=A4
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dwie w artości p a ra m e tru  /3 prowadzące do dwóch m ożliwych wyników zastosow ania al­
gorytm u. P ierw sza w artość (w kolum nie 3) odpow iada sy tuacji, gdy zopt — —100, tzn. 
gdy u daje  się znaleźć rozw iązanie uk ładu  nierówności (4.194); n a to m ia s t d ruga (w 
kolum nie 4) odpow iada sy tuacji, gdy zopt — 0, tzn . gdy rozw iązanie tak ie  nie istnieje.

T abela 4.1
Wyniki zastosowania algorytmu wyliczania wielościennej funkcji Lapu­
nowa dla wielościanów I l i  zbudowanych z różnych liczb warstw L. Pa­
rametr  a  =  0 .2; wartości parametru /3 przedstawione są w kolejnych wier­
szach tabeli

P aram e try  w ielościanu IIx, W ynik  zastosow ania a lgory tm u
Liczba warstw Liczba wierzchołków O II O O Zopt — 0
2 L = 2 M  = d l a /9 = d la  /3 =
2 x 10 2 x 201 0.45 0.50
2 x 20 2 x 801 0.80 0.85
2 x 30 2 x 1801 0.90 0.95
2 x  40 2 x 3201 1.00 1.05

Porów nując oszacowanie uzyskane z k ry terium  koła ( a  =  0.2, /3 =  0.5467) z danym i 
zam ieszczonym i w tab . 4.1 widzimy, że zastosow anie wielościennej funkcji Lapunowa 
(dla L >  20) pozw ala udow odnić abso lu tną  stabilność d la  szerszego sektora.

N a rys. 4.8 przedstaw iono w arstw icę wyznaczonej wielościennej funkcji Lapunowa, 
odpow iadającej drugiem u wierszowi tab . 4.1, tzn . wielościanowi n 20. Funkcja ta  po­
zwala udow odnić abso lu tną  stabilność badanego uk ładu  d la sek to ra  a  =  0 .2 , /3 =  0.8 . 
O peracja skalowania realizow ana przez rozw iązanie problem u program ow ania liniowego
(4.195), (4.196)-(4.198) spowodowała, że część wierzchołków s ta ła  się niewidoczna. 
P rzed w ykreśleniem  w arstw icy z rys. 4.8 usunięto  niew idoczne w ierzchołki stosując 
algorytm , w yliczający powłokę w ypukłą zbioru puktów  [31]. Liczba wierzchołków wie- 
lościanu z rys. 4.8 wynosi 2 x 167.

4.8 . P rzed z ia ła m i lin iow e funkcje L apunow a

M etody konstrukcji funkcji Lapunow a w poprzednich  p u n k tach  tego rozdziału za­
pewniały, że funkcje te  zawsze były  isto tn ie  dodatn io  określone i w ypukłe. W  ni­
niejszym  punkcie jako  funkcje Lapunow a zastosow ane będą  funkcje z szerszej klasy - 
p rzedziałam i liniowych. Funkcje z tej klasy m ogą przyjm ow ać zarówno w artości do­
da tn ie  jak  i ujem ne. Dzięki tem u  m ożna je  będzie użyć zarówno do b ad an ia  absolutnej 
stabilności, ja k  też do badan ia  absolutnej niestabilności [74].

Om ówienie problem ów  obliczeniowych, k tóre p o w sta ją  p rzy  przybliżan iu  (reprezen­
tacji) funkcji ciągłych przez funkcje zadaw ane p rzedzia łam i, m ożna znaleźć w pracach 
[22], [43], [44], [54], [55].
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Rys. 4.8. Warstwica wyliczonej funkcji Lapunowa odpowiadającej wielościanowi n 20 
Fig. 4.8. Level set of  the calculated Lyapunov function which corresponds to the poly- 

hedron n 20

Stosując jako funkcję Lapunow a funkcję przedziałam i liniową udow odnim y odpo­
wiednie tw ierdzenia o absolutnej stabilności i niestabilności uk ładu  (0.1), (1.1). D la 
zagadnienia absolutnej stabilności przedstaw im y związek o trzym anych  warunków z 
uzyskanym i poprzednio. Zastosowanie funkcji przedziałam i liniowych do badan ia  ab­
solutnej niestabilności jest rozszerzeniem  dotychczas stosowanego a p a ra tu  obliczenio­
wego. Pozw ala badać absolutną niestabilność z zastosow aniem  m eto d  analogicznych 

do poprzednio wprowadzonych dla absolutnej stabilności.

4.8.1. Definicja przedziałam i liniowej funkcji Lapunowa

Niech {E} będzie zbiorem  2K  punktów  należących do przestrzeni R n

E =  { z j, x 2, ..., xK, - x u  - x 2, ..., - x k ) ,  x k £  R n■ (4.201)

Zgodnie ze wzorem  (4.201) punk ty  należące do {H} są rozm ieszczone sym etrycznie 
względem środka uk ładu  w spółrzędnych. D latego cały zbiór (4.201) je s t już w pełni 
określony, jeśli podanych zostanie K  pierwszych wektorów. M acierz, k tórej kolum nam i 

są te  wektory, oznaczam y przez X ,  tzn.

X  =  [xj x2 . . .  xK]- (4.202)
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D la wygody oznaczeń stosować będziem y indeksy wektorów należących do {E} prze­
b iegające zakres od —K  do K , z w yłączeniem  0. N um eracja t a  odzw ierciedla sym etrię 
x- k  =  —x k, k £  {—K , ..., A '} \{0}. Zakładam y, że w szystkie E są w ektoram i o jed ­
nostkowej długości ||a;4|| =  1, k =  K .  Zbiór {E} nazyw am y zbiorem  prom ieni. 
Zakładam y, że K  >  n oraz że m acierz X  d an a  przez (4.202) je s t m acierzą pełnego 
rzędu.

P onad to  ze zbiorem  prom ieni {E} (4.201) wiążem y podział przestrzen i R n n a  2M  
stożków sym plicjalnych, k tóry  oznaczam y przez:

® =  { C i , C i , . . . , C m ,  C - i , C - 2, . . . , C - m } -  (4.203)

K ażdy ze stożków Cm je s t generowany przez dom knięte kom binacje w ypukłe n pro­
m ieni ze zbioru {E} (4.201). Podobnie jak  prom ienie, num eru jem y stożki liczbam i 
m  z zakresu —M  do M ,  z wykluczeniem  0. O dzw ierciedla to  sym etrię  stożków 
C - m =  —Cm, m  £  {—M , ..., M } \{ 0 } . Przez podział rozum iem y, że sum a m nogoś­
ciowa w szystkich stożków Cm daje  przestrzeń  R n oraz że część w spólna dowolnych 
dwóch stożków je s t zawsze zbiorem  o w ym iarze m niejszym  niż w ym iar p rzestrzen i n.

A by w p rak tyczny  sposób opisać s tru k tu rę  zbioru prom ieni i stożków (E , \P) w pro­
w adzam y dwie funkcje

- /c(m) je s t to  funkcja, k tó ra  definiuje n - elem entow ą lis tę  indeksów prom ieni gene­
rujących stożek Cm,

- ft(k) je s t to  funkcja, k tó ra  podaje  listę indeksów stożków, zaw ierających prom ień xk
w śród swoich prom ieni generujących.

Przez F ( m )  oznaczać będziem y n x n  m acierz, zw iązaną ze stożkiem  Cm , zbudow aną 
z kolum n zadaw anych przez w ektory xk, k tórych indeksy sp e łn ia ją  k £  /c(m)

F ( m )  =  [z*], k £  /c(m). (4.204)

M acierz F ( m )  je s t zawsze nieosobliwa, co w ynika z fak tu , że x k, k £  /c(m) są w ektoram i 
generującym i stożek sym plicjalny w R n. Z użyciem  powyższej m acierzy  F ( m )  możemy 
zdefiniować stożek Cm jako:

Cm =  {x  £  R n : x =  F ( m ) a ,  0 <  a  £  /T } ,  (4.205)

gdzie a  je s t n ieu jem nym  w ektorem  kolum now ym . Stożki sym plicjalne Cm są  zbioram i 
dom kniętym i, za tem  p u nk ty  leżące n a  brzegach należą do kilku  stożków  jednocześnie. 
M imo to  rep rezen tacja  (4.205) je s t jednoznaczna w następu jącym  sensie. Załóżmy, 
że Xj je s t p u n k tem  brzegowym , tzn . istn ieją  dw a stożki C mi i C m2 i dw a wektory 
Qi, ct2 tak ie , że x x =  F(rnx)a\  =  Fim^ja^.  Z powodu tego, że x x należy do brzegu
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stożka, część elem entów  wektorów a?i i a 2 je s t zerowa. U suńm y zerowe elem enty tych 
wektorów i odpow iadające im  kolum ny m acierzy F ( m i )  i F ( m 2). P ow stałe wektory i 
m acierze będą  identyczne z dokładnością do kolejności elem entów  i odpow iadających 

im  kolum n.
W ykorzystując s tru k tu rę  (E, 'P), /j(.), k(.) definiujem y sym etryczną względem 

środka uk ładu  w spółrzędnych, przedziałam i liniową funkcję V(x)  następująco . Funkcja 
V(x)  je s t liniowa w zdłuż w szystkich prom ieni; jest także liniowa n a  każdym  ze stożków 
Cm oraz je st funkcją sym etryczną względem środka uk ładu  w spółrzędnych, tzn.

V { x k) =  V ( x . k), k £  { - K , ..., A '} \{0}. (4.206)

Przy tych założeniach do określenia funkcji V(x)  w ystarczy podać jej wartości dla
prom ieni, tzn . d la  K  wektorów x k €  X ,  k =  1 ,2 , . . . ,K .  P rzyjm ujem y następujące 
oznaczenia:

Vk =  V (**), x k £  X  (4.207)

oraz

v =  [Vk V2 ... VK]T. (4.208)

E lem enty w ektora v  są  w artościam i funkcji V(x)  w punk tach  x k, k =  1 ,..., K.
Aby obliczyć w artość funkcji V(x)  d la  p unk tu  x £  Rn m usim y znaleźć stożek Cm, 

do którego x należy. N astępnie definiujem y

V(x)  =  otTv(m) ,  (4.209)

gdzie w ektor a  w ynika z jednoznacznej reprezentacji (4.205), a v ( m )  je s t wektorem
kolum now ym  zbudow anym  z Vk w (4.207), natom iast indeksy k w yznaczone są przez

funkcję « (m ), tzn.

v ( m ) =  [Vfc], k £  (4.210)

Tak określona funkcja V(x)  je s t oczywiście ciągła.

4.8.2. Pochodna w zdłuż trajektorii

Aby zastosować V(x)  (4.209) jako funkcję Lapunow a należy wyznaczyć jej praw ą 
górną pochodną Diniego w zdłuż tra jek to rii badanego układu . B azą do dalszych obli­
czeń będzie wyznaczenie zm ian wartości funkcji V(x)  w zdłuż tra jek to rii uk ładu  linio­

wego
x — Ax,  (4.211)

gdzie z  £  i?" je s t n  - w ym iarowym  w ektorem  stanu , a  A - n x n  - w ym iarow ą m acierzą 

stanu.
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W  przypadku  stosowanej tu  funkcji p rzedziałam i liniowej obie praw e pochodne 
Diniego są sobie równe. Z atem

D + V(x)  =  hm+ —^ (4. 212)

gdzie I  oznacza n x n - w ym iarow ą m acierz jednostkow ą. W yliczym y te raz  D + V(x)  
ko rzysta jąc  z (4.212) oraz biorąc pod  uwagę s tru k tu rę  (E, 'I') defin iu jącą funkcję V(x) .

4.8.3. Pochodna we w nętrzu stożka C m

D la p u n k tu  x leżącego we w nętrzu  stożka Cm m ożna obliczyć n astępu jące  w yrażenie 
dla D + V { x )

D + V(x )  =  pT(x, m ) v ( m ) ,  (4.213)

gdzie v ( m )  dany je st przez (4.210), a w ektor wierszowy pT( x , m )  określony je st przez

pT( x , m )  =  [F - 1(m )A r]T, (4.214)

przy  czym  m acierz F ( m ) u tw orzona je st zgodnie z w yrażeniem  (4.204).

4.8.4. Pochodna dla prom ieni Xk

W  podpunkcie ty m  obliczym y praw ą pochodną (4.212) d la  zb ioru  prom ieni x k e  
X .  Aby w yznaczyć D + V ( x k) trzeb a  określić, k tó ry  ze stożków sym plicjalnych Cm, 
zaw ierających prom ień xk (tzn. tak i, że m  €  /*(&)), zaw iera tak że  w ektor x k +  A Ax  
d la odpow iednio m ałych  w artości A.

Niech m + (k ) będzie funkcją, k tó ra  podaje  indeks tego stożka, tzn . tra je k to r ia  wy­
chodząca z p u n k tu  xk wchodzi do stożka Cm+(k). W yliczm y, zgodnie z (4.214)

pT[xk, m +(k)\ -  ( i r_ 1[m + (fc)]Axfc)T. (4.215)

M ożna łatwo sprawdzić, że w arunek ’’tra jek to ria  w ychodząca z p u n k tu  x k wchodzi do 
stożka Cm+(4)” je st równoważny z:

p[xk, m + (k)\i >  0 dla i ^  k, i 6  « [m + (fc)]. (4.216)

M ożna za tem  przedstaw iony uk ład  nierówności użyć do w yznaczenia m + (k).  Możliwa 
je st sy tuacja, że w ektor kierunkow y tra jek to rii wychodzącej z p u n k tu  x k - A x k należy 
do brzegu, tzn . do kilku stożków jednocześnie. W  takiej sy tuacji zak ładam y, że funkcja 
m +(k)  zw raca indeks dowolnego ze stożków zaw ierających w ektor x k +  A A x .  U żywając 
funkcji m + (k)  m ożem y napisać:

D + V ( x k) =  pT[xk, m + (A)]t;[m+ (fc)], (4.217)

gdzie v[m + (£)] je s t zdefiniowany przez wzór (4.210), w k tó rym  za m  podstaw iono 
m +(k).
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4.8.5. N ieciągłość
Oczywiście, funkcja D + V(x)  je s t nieciągła n a  brzegach pom iędzy stożkam i oraz na 

liniach (półprostych) generowanych przez prom ienie xk. Rozw ażam y granice funkcji 
D + V(x) ,  gdy jej argum ent x dąży z w nętrza zbioru Cm (tzn . x €  in t(C m)) do jednego 
z prom ieni x k tw orzących stożek Cm

D + ( x k) =  lim  D + V(x) ,  (4.218)
x—+xit | a?Gint(Cm)

gdzie m  6  k ) a  ” in t” oznacza wnętrze. W ykorzystu jąc w yrażenie (4.213) łatwo
wyprowadzić

D m(x k) =  pT{xk,m )v {m ) .  (4.219)

O trzym any wzór będzie w ykorzystywany w dalszych obliczeniach.

4.8.6. W ektory pochodnych funkcji V ( x )

Do badan ia  stabilności bądź niestabilności isto tne są znaki praw ych pochodnych 
funkcji Lapunow a w zdłuż tra jek to rii. Listy wartości pochodnych d la prom ieni x k upo­
rządkujem y w postaci wektorów kolumnowych, aby m ożna było w ygodnie zapisać wa­
runki stabilności (niestabilności).

Z budujm y w ektor kolumnowy, którego elem entam i są granice D + ( x k), m  €  ß(k)  
zdefiniowane w (4.218) i oznaczm y go przez

d + (xk) =  [D^(x jt)], m  €  n(k).  (4.220)

Zwróćmy uwagę, że funkcje m +(k)  podobnie jak  w ektory p7 ( i ,  m ), pT[xk, m +(k)] 
nie zależą od w artości funkcji Lapunowa Vk.

Tw orzym y z kolei dwie m acierze P(A )  i P (A ) ,  k tó re  m ożna w ykorzystać do obli­
czania wektorów praw ych pochodnych funkcji V^(x) w zdłuż tra jek to rii uk ładu  (4.211). 
Są one konstruow ane w tak i sposób, że pom nożone przez w ektor v d a ją  odpowiednio 
listę pochodnych D + V ( x k)  oraz listę wektorów d + (zjt), k =  1 ,..., K .

K  x K  - w ym iarow a m acierz P (A )  określona je st następująco:

P (A )

AT  npi 1
aT
pi

AT
Pk  J

(4.221)

K ażdy z wierszy p j  tworzony je st według następującej reguły:

|  p [x * ,m +(fc)]r jeśli / €  /c[m+ (fc)] lub -  1 e  *;[m+ (fc)]
0 w przeciw nym  przypadku .Pu
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W  przedstaw ionym  wzorze pkl oznacza /-ty  elem ent w iersza p [ ,  p[xk, m + (k)]r jest 
r - ty m  elem entem  w ektora p[xk, m + (k)], przy czym  r  je s t num erem  kolum ny macie- 
rzy F [ m +(k)] ’’zajm ow anej” przez w ektor xi lub x_;. Oczywiście, indeksy l i —/ nie 
m °gą jednocześnie należeć do /c[m+ (fc)], ponieważ n  i n ie m ogą jednocześnie być 
kolum nam i m acierzy F [m +(&)].

Analogicznie konstruu je się m acierz P(A). M acierz ta  m a  s tru k tu rę  blokową; bloki 
oznaczone są przez A ( l ) ,  A (2 ) , . . .  A(A"), tworzy się je  w edług reguły analogicznej do 
(4.222). O pisu ją to  poniższe dwa w yrażenia, d la  P(A)

A(l)
P ( A )  = A (2)

m )  J
oraz dla bloku A (k)

A ( k ) ml =  | p(xk, m ) r jeśli l G « (m ) lub  — 1 €  /c(m) 
0 w przeciw nym  przypadku .

(4.223)

(4.224)

We wzorze (4.224) A (k )mi oznacza m l-ty  elem ent bloku A (k ), p (x k,m ) r je s t r-tym  
elem entem  w ektora p (xk, m ), przy czym  r  je s t num erem  kolum ny m acierzy  F [ m +(k)} 
’’zajm ow anej” przez w ektor xi lub x_/. Tak jak  poprzednio indeksy l i —l nie m ogą jed ­
nocześnie należeć do /c[m+ (fc)], ponieważ X; i x_ | nie m ogą jednocześnie być kolum nam i 
m acierzy .F|m*(&)].

O znaczm y przez card[/x(&)] liczbę elem entów  listy  zw racanej przez funkcję n(k).  
W tedy  liczba wierszy m acierzy P (A )  wynosi £ * =1 card[/i(fc)].

Zgodnie z powyższymi określeniam i m am y:

D + V ( Xl)
D + V ( x 2)

oraz

P { A ) v  =

P { A ) v  =

. D + V { x K ) .

d + ( x x)
d + (x 2)

(4.225)

(4.226)

d + (x*-) .

Pisząc P ( A )  i P (A )  podkreśliliśm y zależność obu m acierzy od m acierzy  stanu 
uk ładu  liniowego (4.211).

4.8.7. A bsolutna stabilność i absolutna n iestabilność

W ykorzystu jąc wyniki z poprzednich podpunktów  zastosujem y przedziałam i li­
niową funkcję V (x) do badan ia  absolutnej stabilnosci i n iestabilności u k ładu  ze zm ien­
nym i w czasie param etram i (0 .1), (1.1).
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P odając  algebraiczne warunki absolutnej stabilności i niestabilności odnosić je  bę­
dziem y do ustalonej s tru k tu ry  opisywanej przez zbiory prom ieni i stożków (—, *P) oraz 
funkcje /c(.), opisane w punkcie 4.8.. Do zapisania tych w arunków wykorzystywane 
będą m acierze P (A )  i P (A )  wprowadzone w poprzednim  paragrafie.

A b s o lu tn a  s ta b i ln o ś ć

T w ie rd z e n ie  11 . W arunkiem  koniecznym  i w ystarczającym , aby funkcja prze­
działam i liniowa V(x)  zadana przez s tru k tu rę  ( i ,  ^ ) ,  k(-), /*(•) oraz w ektor v  była 
funkcją Lapunowa, przesądzającą o absolutnej stabilności uk ładu  (0.1), (1.1) (tzn. 
funkcją Lapunow a w spólną dla w szystkich układów  narożnych), je s t, aby

v >  0 (4.227)

oraz

H * i )
P { A 2)

P ( A n )

v <  0. (4.228)

Dowód.  N a podstaw ie wyników punk tu  4.8.5. warunki (4.227) i (4.228) są wa­
runkam i koniecznym i, ponieważ każda z wartości o trzym ana w w yniku wym nożenia 
m acierzy blokowej w (4.228) przez w ektor v jest pochodną funkcji Lapunow a wzdłuż 
tra jek to rii któregoś z układów  narożnych w pew nym  punkcie p rzestrzeni stanu . W eźmy 
teraz pod uwagę w yrażenie określające praw ą pochodną D + V(x)  w zdłuż tra jek to rii 
uk ładu  liniowego, wyprowadzone w punkcie 4.8.3.. Jak  w idać z (4.213), praw a po­
chodna je st form ą liniową wartości funkcji V ( x ) przyjm ow anych d la prom ieni tw orzą­
cych stożek C(m ) .  P rzeprow adzając m aksym alizację tej form y liniowej po zm iennej x, 
przebiegającej stożek C(m) ,  o trzym am y m aksim um  przyjm ow ane d la jednego z pro­
m ieni. Z kolei w artość ta  jest zapisana w liście pochodnych po lewej stron ie (4.228), 
co dowodzi, że w arunki (4.227) i (4.228) są także w ystarczające. □

Tw ierdzenie to  sprow adza poszukiwanie funkcji Lapunow a d la  uk ładu  ze zm ien­
nym i w czasie param etram i (0.1) do rozw iązyw ania uk ładu  nierówności liniowych 

(4.227), (4.228).
Zwrócimy te raz  uwagę n a  związki warunków otrzym yw anych z zastosow aniem  funk­

cji p rzedziałam i liniowych z warunkam i absolutnej stabilności M ołczanow a i P iatn ic- 
kiego. O znaczm y przez P (A )  m acierz o trzym aną z m acierzy P ( A )  przez odwrócenie 
znaków pewnych jej elementów. Znaki elem entów  są zm ieniane w edług następującej 

reguły. Jeśli / G /c[m+ (A:)], to  pki =  pkt (tzn. znak pozostaje  niezm ieniony). Jeśli na­
tom iast - l  G /c[m+ (fc)], to  pki =  - p ki. Równoważnie elem enty  m acierzy P (A )  definio­
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wane są następująco:

( p[xk, m + (k)]T jeśli / € /c[m+(&)]
- p [ x k, m + {k)\r jeśli - /  G /c[m+ (A:)] (4.229)

0 w pozostałych przypadkach.

W  w yrażeniu tym p[x/t, m + (&)]r oznacza r - ty  elem ent w ektora p[xk, rn+ (k)], gdzie r  jest 
num erem  kolum ny m acierzy F [ m +(k)] ’’zajm ow anej” przez w ektor X{ lub  odpowiednio 
x _ /.

N a podstaw ie konstrukcji m acierzy P ( A ) w idzim y też, że zachodzi P ( A )  =  |P (A ) |, 
przy czym  operacja |.| definiowana by ła w (4.164).

M ożemy te raz  udow odnić następujący  lem at, k tó ry  charak teryzu je  związek m acie­
rzy P { A )  z m acierzam i w ystępującym i w tw ierdzeniu  M ołczanow a Piatnickiego. 

L e m a t  8 . M acierz P (A )  spełn ia w arunek (4.175) z tw ierdzenia 10, tzn.

A X  =  X P ( A ) .  (4.230)

Dowód.  T ransponując równość (4.215) oraz m nożąc obie strony  przez F [ m +(k)} 
dostajem y:

F [ m +(k)]p[xk, m + (k)] =  A x k. (4.231)

B orąc te raz  pod  uwagę regułę (4.229) tw orzenia m acierzy P ( A )  o raz regułę (4.204) 
budow ania m acierzy F ( m )  spraw dzam y, że zachodzi (4.230). □

Przedstaw iony lem at podaje  in te rp re tac je  w yprow adzonych wzorów n a  praw e po­
chodne funkcji V(x)  w kategoriach warunków M ołczanowa P iatn ickiego. N a podstaw ie 
lem atu  8 m am y zatem  następujące tw ierdzenie:

T w ie rd ze n ie  12. W arunkiem  w ystarczającym  absolutnej stabilności uk ładu  (0.1),
(1.1) jest istn ienie przedziałam i liniowej funkcji F (x )  zadanej przez s tru k tu rę  (E, $ ) ,  
«;(.), n(.)  oraz w ektor v  tak iej, że

v >  0 (4.232)

P(A r)
P { A 2)

v  <  0. (4.233)

P ( A n )
Dowód wynika z lem atu  8 i tw ierdzenia 6.

T w ierdzenie 12 d a je  w ygodniejszą m etodę b ad an ia  absolutnej stabilności układu 
(0.1), (1.1) niż tw ierdzenie 11. Powodem  je s t to , że m acierz P ( A )  m a  zawsze m niej­
szą liczbę w ierszy niż m acierz P (A ) .  Zastosowanie tw ierdzenia 12 prowadzi do takich 
sam ych zagadnień obliczeniowych, jak  opisywane w punk tach  4.4 - 4.6.

Zw róćm y też uwagę, że V(x)  w ystępująca w tw ierdzeniu  12 nie m usi być funk­
cją Lapunow a (w spólną d la  układów  narożnych). Funkcją Lapunow a, na to m iast, jest 
funkcja, k tórej w arstw ice są powłokam i w ypukłym i w arstw ie funkcji V(x) .
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A b so lu tn a  n iestabilność

Dzięki wprowadzonej s truk tu rze  funkcji przedziałam i liniowych m ożem y rozszerzyć 
dotychczas stosowany apara t na problem  badan ia  absolutnej niestabilności układów o 
niepew nych, zm iennych w czasie param etrach . A bsolutną niestabilność m ożem y badać 
dlatego, że funkcja przedziałam i liniowa może przyjm ow ać zarówno w artości dodatnie, 
jak  i ujem ne. M ożemy dzięki tem u stosować tw ierdzenia Lapunow a o niestabilności.

Podam y najp ierw  tw ierdzenie o absolutnej niestabilności z zastosow aniem  ciągłej 
funkcji Lapunowa.

T w ie rd ze n ie  13. [117] oraz [83, rozdz. 5]. W arunkiem  w ystarczającym  absolutnej 
niestabilności uk ładu  (0.1) jest istnienie lokalnie lipschitzowskiej funkcji V(x)  £  C , 
której prawe górne pochodne Diniego liczone w zdłuż tra jek to rii układów  narożnych 
spe łn ia ją  D + V(x)  <  0, x ^  0 oraz V(x)  przyjm uje u jem ne w artości w dowolnie m ałym  
otoczeniu środka uk ładu  w spółrzędnych.

W ykorzystu jąc tw ierdzenie 13 m ożem y podać w arunek w ystarczający  absolutnej 
niestabilności uk ładu  (0 .1), (1.1) w postaci następującego tw ierdzenia:

T w ie rd ze n ie  14. W arunkiem  w ystarczającym  absolutnej niestabilności układu 
(0.1), (1.1) jest istnienie przedziałam i liniowej funkcji V(x)  zadanej przez struk tu rę  
(E, \f), «(.), fi(.) oraz w ektor v  takiej, że

' P(Ai)
P ( A 2)

. P ( A n )

oraz przynajm niej jedna  w spółrzędna w ektora v  je s t u jem na.
Dowód je st analogiczny do dowodu dostateczności w tw ierdzeniu 12.

4.8.8. Przykład

Badanie absolutnej stabilności zilustrow ano p rzyk ładam i num erycznym i w po­
przednich punk tach  tego rozdziału. D latego teraz uwagę skoncentru jem y na zagad­
nieniu absolutnej niestabilności.

Analizowano problem  absolutnej niestabilności uk ładu  (0.1), (1.1) d la  przypadku, 

gdy w ektor stanu  je s t dwuwymiarowy, a hiperw ielościan reduku je  się do odcinka (tzn. 
są dwie m acierze narożne Ai i A 2). P rzy jęto , że oba uk łady  narożne x — A \ x  i x — A 2x 
m a ją  punk t równowagi typu  siodłowego (hiperbolicznego), tzn . m a ją  parę rzeczywis­
tych wartości w łasnych, z których jedna  jest dodatn ia  a d ruga u jem na. P rzebadano 
szereg układów  o opisanych własnościach porównując wyniki uzyskiw ane z zastoso­
w aniem  kw adratow ych oraz przedziałam i liniowych funkcji Lapunow a. W  przeprow a­
dzonej analizie napotkano przypadki, gdy układ  był abso lu tn ie n iestabilny , jednak

v <  0 (4.234)
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Ai  —
-0 .6 5 1 4  1.5434 
-0 .2601  2.1514 A  2 — (4.235)

kw adratow a funkcja Lapunow a nie pozw alała udowodnić tej w łasności. Z kolei zasto­
sowanie funkcji p rzedziałam i liniowej dowodziło absolutnej niestabilności. P rzykładem  
takiej sy tuacji je s t uk ład  (0 .1), (1.1), w k tó rym  m acierze narożne dane są przez:

-2 .4 5 6 7  0.4731 
-2 .4 6 7 7  0.5567

M ożna spraw dzić, że nie istn ieje w spólna kw adratow a funkcja Lapunow a, k tó ra  
dow odziłaby absolutnej niestabilności uk ładu  (0 .1), ( 1.1) z m acierzam i narożnym i 
(4.235). Isto tn ie , w ykorzystując opisywane wcześniej oprogram ow anie do rozw iązyw a­
n ia liniowych nierówności m acierzowych m ożem y wyznaczyć następu jące  dwie m acierze 
sym etryczne:

Q i
172.2535 127.4689 
127.4689 99.0562 —

76.9570 220.9487
220.9487 659.1526 (4.236)

O bie te  m acierze są isto tn ie  dodatn io  określone, a  także sp e łn ia ją

A i Q i  +  Q i A f  +  A 2Q 2 +  Q 2A 2 =  0, (4.237)

co n a  podstaw ie tw ierdzenia 4 a) z rozdziału trzeciego dowodzi, że nie istn ieje  w spólna 
kw adratow a funkcja Lapunowa, k tó ra  przesądzałaby o absolutnej n iestabilności uk ładu  
(0.1), (1.1) z m acierzam i narożnym i (4.235).

Uldad narożny A1 Układ narożny A2

Rys. 4.9. Fragment warstwicy { V (x) =  0fla:2 >  0} dla wyliczonej przedziałami liniowej 
funkcji Lapunowa oraz trajektorie stanu układów narożnych Ai  i A 2. Na ry­
sunku przedstawiono także trajektorie stanu układów narożnych (po lewej dla 
układu narożnego A  =  Ai  oraz po prawej  dla A — A 2).  Punkty początkowe 
wszystkich trajektorii leżą na warstwicy 

Fig. 4.9. Fragment of  the level set  {V(ar) =  0 D x 2 >  0} for  the calculated piecewise 
linear Lyapunov function. In the plots above trajectories of  the vertex systems  
are also presented with initial points that belong to the level set. The plot on 
the left hand side corresponds to A x while the one on the right hand side 
corresponds to A 2

M ożna na tom iast skonstruow ać przedziałam i liniową w spólną funkcję Lapunowa. 
P rzy jm ujem y K  =  2 oraz

1 0 1 0
0 1 0 1 }• (4.238)
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W yliczając m acierze P (A i ) ,  P { A 2) oraz analizując uk ład  nierówności liniowych (4.234) 

m ożem y się przekonać, że wektor

v =  [16.4011 -  15.8321]r  (4.239)

jest jednym  z jego rozwiązań. Z atem  n a  podstaw ie tw ierdzenia 14 uk ład  (0.1), (1.1) z 
m acierzam i narożnym i (4.235) je s t absolutnie niestabilny.

Na rys. 4.9 przedstaw iono fragm ent w arstw icy {V (x) =  0} fi x 2 >  0 wyliczonej 
przedziałam i liniowej funkcji Lapunow a oraz tra jek to rie  stanu  układów  narożnych Ai  
i A 2. C ałą  warstw icę m ożna uzyskać dodając do wykreślonego fragm entu  jego syme- 
trycze odbicie względem środka układu. P rzedstaw iony fragm ent w arstw icy tworzony 
jest przez dwie proste. Pom iędzy tym i prostym i znajdu je się zbiór V(x)  <  0. Zbiór 
obejm ow any przez warstw icę jest nieograniczony, ponieważ funkcja V(x)  przyjm uje 
zarówno dodatn ie, jak  i u jem ne wartości w dowolnym otoczeniu zera. Jak  widać na 
rysunku, w arstw ica tworzy stożek ’’ucieczki” wspólny d la obu układów  narożnych, co 
potw ierdza abso lu tną niestabilność analizowanego układu.

4 .9 . S tra teg ie  d estab ilizu jące

A lgorytm y obliczeniowe przedstaw ione w poprzednich punk tach  pozw alają poszu­
kiwać wspólnych wielościennych lub przedziałam i liniowych funkcji Lapunow a dla do­
wodu absolutnej stabilności lub absolutnej niestabilności uk ładu  (0.1), (1.1). Jednak, 
jak  wiemy, abso lu tna  stabilność lub niestabilność nie w yczerpuje m ożliwych klasyfika­

cji zachowań układu  (0.1), (1.1). Możliwa jest sy tuacja , gdy m im o że w szystkie układy 
narożne x =  Ai x ,  x =  A 2x,  ..., i  =  A n x  są asym ptotycznie stab ilne , to  uk ład  (0.1), 
( 1.1) nie je s t absolutn ie stabilny; istnieje dla niego stra teg ia  destabilizująca.

W  przedstaw ionych do te j pory przykładach analiza obliczeniowa istn ien ia s tra ­
tegii destabilizujących bazow ała n a  zastosowaniu m etod  teorii F lo ąu e ta , opisanych w 
rozdziale 2. N atom iast w tym  punkcie przedstaw im y zastosow anie funkcji wielościen­
nej do poszukiw ania strateg ii destabilizującej d la  uk ładu  (0.1), (1.1). Skonstruowany 
algorytm  obliczeniowy (opisany w pracy [73]) w ykorzystuje wynik przedstaw iony w 
pracy [78]. Zgodnie z tym  w ynikiem , jeśli d la układu (0.1), (1.1) istn ieje  s tra teg ia  de­
stabilizująca, to  istnieje także w ypukła funkcja V ( x ), k tó ra  rośnie w zdłuż rozw iązania 
w ynikającego z zastosow ania strateg ii destabilizującej. W łasność ta  pozw ala efektyw­
nie rozwiązywać problem  poszukiw ania strateg i destabilizującej.

B ędziem y zakładać, że zbiór m acierzy narożnych {A i , A 2, ..., A ^ j  je s t nieosobliwy 
[78], [86], tzn . nie istnieje żadna właściwa podprzestrzeń p rzestrzen i R n, k tó ra  byłaby 
jednocześnie przestrzen ią niezm ienniczą każdej z m acierzy Ai ,  A 2, ..., A^.  W ykorzy­
stu jąc podejście przedstaw ione w pracy [78] rozważamy, d la  ustalonego N ,  rodzinę
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system ów  (0.1), (1.1). Inaczej m ówiąc, każdy z system ów (0.1), (1.1) trak tu jem y  jako 
p un k t w N  x n 2 - wymiarowej p rzestrzeni, k tórej w spółrzędne za d a ją  elem enty  m acierzy 
Ai,  A 2, ..., Au.  W  przestrzeni tej zbiór system ów abso lu tn ie stab ilnych  je s t o tw artym  
stożkiem  [78]. Stożek ten  oznaczać będziem y przez 'P. T w ierdzenie 1 w pracy  [78] poz­
w ala scharakteryzow ać wszystkie system y (0 .1), (1.1) należące do brzegu stożka 'P. 
Zgodnie z ty m  tw ierdzeniem , jeśli uk ład  (0.1), (1.1) należy do brzegu stożka 'P, to  is t­
nieją: dodatn io  określona, w ypukła funkcja V(x)  oraz s tra teg ia  u\(x) ,u^(x) ,  . . . ,ubN(x) 
tak ie, że

D + V [ x , u \ ( x ) ,u b2( x ) , . . . , u hN(x)] =  0 d la  x ±  0. (4.240)

We wzorze (4.240) D + V[x,  u j(x ) , ub2(x ) , ..., u ^ (x )] oznacza praw ą pochodną wzdłuż 
rozw iązania uk ładu  (0.1), (1.1) w ynikającego z zastosow ania stra teg ii U j(x), ?4 (x),
, ubN( x ); (dzięki w ypukłości funkcji V(x)  obie praw e pochodne Diniego są sobie równe). 
P ochodna ta  je s t rów na pochodnej kierunkowej funkcji V (x) w k ierunku  definiowanym 
przez w ektor (u \Ai  +  u2A 2 +  ... +  ubNAn )x ,  tzn . zachodzi nas tęp u jąca  równość:

Z>+ V [x ,u j(x ) , t4 (x ) , . . . ,u tf (x ) ]  =  (4.241)

gdzie
N

z  =  Y ,  « M i*  (4.242)
»=1

oraz oznacza pochodną kierunkow ą funkcji V  w zdłuż k ierunku  określonego przez 
w ektor z. W ykorzystu jąc tw ierdzenie 1 z pracy [78] m ożem y udow odnić lem at:

L e m a t  9 . Jeśli uk ład  (0.1), (1.1), w k tó rym  m acierze narożne dane są przez A d, 
A 2, ... ,Afj,  leży n a  zew nątrz stożka *P, to  istn ieją  dodatn io  określona, w ypukła funk­
cja V(x)  oraz stra teg ia  uf(x) ,  u$(x ) , ..., uf,(x)  tak ie, że praw a pochodna funkcji K(x) 
w zdłuż rozw iązania w ynikającego z zastosow ania ud(x),  u2( x ) , ..., ujf(x)  spełn ia

D + V[x,  udi(x),  u2(x ) , ..., ujv(x)] >  0 d la  x ±  0. (4.243)

Dowód. Rozważmy układ  (0.1), (1.1) z param etram i Ai  =  - I ,  A 2 =  ...,
A n  =  - I ,  gdzie I  oznacza n x  n - w ym iarow ą m acierz jednostkow ą. U kład ten  oczy­
wiście należy do w nętrza stożka 'P. Rozważm y te raz  odcinek (w N  x  n2 - wymiarowej 
przestrzeni param etrów ) o końcach i (Ad, A%,..., A%). O dcinek ten
musi przecinać brzeg stożka $  w co najm niej jednym  punkcie. Is tn ie ją  za tem  liczby 
a  >  0, /3 >  0, <* +  /3 =  1 tak ie , że uk ład  (0.1), (1.1) z p a ram etram i (A j, A 2, ..., A bN)

A b =  —a i  +  /3A*, i =  1 ,2 ,. . . ,  N  (4.244)

należy do brzegu Stosujem y te raz  (4.240), (4.241) i (4.242) definiując A b przez 
(4.244). O trzym ujem y:

d V
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1 _L

/  =  - a £ > J x  (4.246)

gdzie z  — z  +  z  ,
N

;=i

z d =  p j r UbA dx. (4-247)
i=i

Z w ypukłości V(x)  wynika, że

>  0 (4.248)
dx

d v  <  sv_  (4 249)
d ( z I +  z d) d z 1 d z d 

Z atem  (4.245) i (4.246)-(4.249) pociągają za sobą

d V  n
8 z d > ’

gdzie z d je s t kierunkiem  definiowanym przez w ektor (4.247), zaczepiony w punkcie 
i ^ 0 .  O sta tecznym  wnioskiem jest, że funkcja V(x)  oraz s tra teg ia

ud =  /3ub, i =  1 ,2 ,... ,  JV

spe łn ia ją  tezę lem atu . □

4.10 . O b liczan ie funkcji V{x)

Opiszem y teraz m etodę w yliczania funkcji V(x)  oraz stra teg ii destabilizującej 
uf, i =  1 , 2 wykorzyst uj ącą lem at 9. Poszukiw ana s tra teg ia  destabilizująca 
m a postać funkcji w ektora stanu  x, tzn. ud =  ud(x),  i =  1 ,2 ,. . . ,  N.  D la po trzeb  prak­
tycznych obliczeń poczynione będą założenia dotyczące klas funkcji, do których  należą 

V(x)  oraz ud(x),  i =  1,2 , . . . ,N .
P rzyjm uje się, że V(x)  je s t funkcją wielościenną, definiowaną przez lis tę  ścian (jak 

w punkcie 4.4.), tzn .
V(x)  = || W x  | U  (4.250)

gdzie, tak  jak  poprzednio, W  je s t M  x n m acierzą rzeczyw istą W  €  R Mxn. Zakła­
damy, że każdy wiersz w^  m acierzy W  odpow iada niepustej i niezdegenerowanej ścia­

nie F(m ) ,  F ( m )  =  j x  : w ^ z  =  1, || W x  11«= l}  wielościanu zadanego przez warstwicę 
funkcji V(x):  d V  =  {x €  R n : || W x  ||oo< 1}. Równoważnie m ożna napisać (por. 

(4.134))
f T Ti/

x < l " ( M  +  m U ,  (4.251)/ w
r -w
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przy czym  1 ~ ( M  +  m)  oznacza 2M  - wym iarowy w ektor kolum now y o wszystkich ele­
m en tach  równych 1, z w yjątk iem  elem entu  o num erze M  +  m,  k tó rem u przyp isana jest 
w artość —1. W  (4.251) w arunek w ^ x  =  1 reprezentow any je s t przez dw ie nierówności 

<  1, <  —1. Ściany wielościanu II zad a ją  podział przestrzen i R n n a  stożki;
m  - ty  stożek, oznaczany przez C( m ) ,  zdefiniowany je st przez

C (m ) =  { a z  : x G F( m ) ,  a  >  0} , m  =  (4.252)

W  odniesieniu do funkcji uf(x)  definiujących poszukiw aną s tra teg ię  zakładam y, że 
w ew nątrz stożków C ( m )  funkcje te  p rzy jm ują  s ta łe  w artości, tzn .

u f(x ) =  u f(m ), d la  a; €  in t C (m ), i = l , 2 , . . . , N .  (4.253)

P rz y ję ta  definicja powoduje, że funkcje u f(x ) są nieciągłe. Z atem  n a  brzegach po­
m iędzy stożkam i możliwe je st w ystępowanie stanów poślizgowych. Aby popraw nie zdef- 
niować rozw iązanie uk ładu  (0.1), ( 1.1), trzeb a  odpow iednio określić w artości funkcji 
uf(x)  n a  brzegach pom iędzy stożkam i C (m ) ([122], [96]).

4.10.1. Tw ierdzenia o istn ieniu  strategii destabilizującej

Rozważm y m acierze narożne A\ ,  A 2, ..., Ajv definiujące zakres zm ian  param etrów
( 1.1) uk ładu  (0.1). Załóżmy, że w ektor x  należy do względnego w nętrza  ściany F(m) ,  
x G F (m ) . P rzy  ty m  założeniu praw a pochodna D + V(x)  funkcji (4.250) w zdłuż roz­
w iązania uk ładu  narożnego Ai  d ana je st przez form ę liniową (zob. p u n k t 4.4.1).

D + V(x)  — w^AiX,  x G relin t F( m ) .  (4.254)

W  przedstaw ionym  wzorze relint oznacza względne w nętrze ściany F ( m ) .  R ozpatru ­
jem y te raz  m inim um  powyższej form y liniowej n a  zbiorze F ( m )

C i n =  m in  w*AiX.  (4.255)x£r [m)

Zapisane zadanie m inim alizacji je s t zadaniem  program ow ania liniowego, ponieważ 
zbiór F ( m )  je s t opisany przez uk ład  nierówności liniowych (4.251). W ykorzystując, 
tak  jak  w punk tach  4.4.1, 4.5, relacje dualności w program ow aniu liniow ym  [56] o trzy ­
m ujem y nas tępu jącą  nierówność d la d ^ n:

M
C „ > - [ 9mm(0 +  £  \qmj( i ) \ l  (4.256)

j  =  1 
j  ¥=m

k tó ra  obow iązuje d la  każdego w ektora q^(i )  =  [ęmi(ż)gm2(!;)...ęmM(*)] spełn iającego

q l ( i ) W  =  - w Tn Ai.  (4.257)
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Poniew aż zbiór F ( m )  je s t niepusty, m ożna znaleźć w ektor

9 °r ( 0  =  l « Ł , ( 0 « Ł a ( 0 - . - « Ł w ( 0 ]

tak i, że
M

C i„  =  - [ ? ! , ( * )  +  £  |< 4 ( ‘ 
j  = i
j ± m

(4.258)

oraz
q ° J ( i ) W = - w l A i. (4.259)

W ektor q ^ ( i )  o trzym uje się n a  podstaw ie rozw iązania problem u dualnego do (4.255). 
Jeśli A(i) G R 2M oznacza w ektor mnożników Lagrange’a, odpow iadający rozwiązaniu 

problem u (4.255), (4.251), to

9m j(0 =  -M O  ”  AAf+i(*)» (4.260)

' q?(i) ‘ qf(i) 1
<3(0 = q?(i) , <3°(0 = qf(i)

.  « £ ( * ’ )  . . q%(i) .

gdzie Aj ( i )  je s t j - ty m  elem entem  w ektora \ ( i ) .
B udujem y M  x  M  - wymiarowe m acierze Q(i )  oraz Q°(i) ,  k tó rych  w iersze dane są

odpow iednio przez qjn(i)  oraz (i):

(4.261)

N a podstaw ie (4.257), (4.259) m acierze te  spe łn ia ją  następu jące równania:

Q ( i ) W  =  - W A U Q ° ( i )W  =  - W A i ,  i =  1 ,2 , . . . ,N.  (4.262)

W ykorzystując m acierze Q(i ) ,Q°( i )  m ożem y te raz  sform ułować następu jące  tw ier­

dzenia o istn ieniu  strateg ii destabilizującej.
T w ie rd z e n ie  14. Jeśli istn ieją  M  x M  - wymiarowe m acierze <3(1), <3(2),..., Q{N) ,  

k tó re spe łn ia ją  rów nania (4.262), oraz d la  każdego num eru  w iersza m  (1 <  m  <  M )

m ożna znaleźć num er m acierzy narożnej i* =  i*(m)  tak i, że zachodzi

M
qmm(i’ ) +  £  km j(t*)l <  0, (4.263)

j  =  1 
j  ±  m

to  istnieje s tra teg ia  destabilizująca dla układu (0.1), (1-1). (W  (4.263) qmj( i ' )  oznacza 
m j  - ty  elem ent m acierzy Q(i*)).  S tra teg ia destabilizująca m oże być w ybrana nastę-

pująco:

«?(*) -  (  i '  * “ *' = i' (m> -  (4.264)*v y 1 0 , w przeciw nym  przypadku.
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P rzy  czym  powyższy wzór obow iązuje d la  x G C(m) .
Dowód.  F unkcja V(x )  dana  przez (4.250) w zrasta  w zdłuż rozw iązań xd(t) wynika­

jących  z zastosow ania stra teg ii (4.264). Z atem  niestabilność w ynika z tw ierdzeń Lapu­
nowa o niestabilności. □

T w ie r d z e n ie  15. Znalezienie M  xM -w ym iarow ych  m acierzy  Q ( 1 ) , Q ( 2 ) , ..., Q(N) ,  
k tó re sp e łn ia ją  rów nania (4.262) oraz w arunek (4.263), je s t m ożliwe w tedy  i tylko 
w tedy, gdy m acierze Q ° ( l) ,  Q°(2) , ..., Q °(N)  zadane przez (4.260) sp e łn ia ją  warunek 
(4.263).

Dowód.  Dowód wynika z fak tu , że (4.258) je s t górnym  ograniczeniem  d la prawych 
stron  (4.256). □

4.10.2. Skalowanie

Z dotychczasow ych rozważań wynika, że jeśli tylko w ielościenna funkcja V(x)  speł­
n ia jąca  w arunki tw ierdzenia 15 (w arunek (4.263)) zostanie znaleziona (przez odpo­
wiedni dobór m acierzy  W  w (4.250) ), to  wyliczenie stra teg ii destabilizującej nie na­
stręcza ju ż  trudności.

Podobnie ja k  w punkcie 4.6, należy stw ierdzić, że a rb itra ln y  dobór m acierzy  W  w 
(4.250) n a  ogół doprowadzi do zdefiniowania funkcji V(x) ,  k tó ra  nie spe łn ia  (4.263). 
Aby znaleźć m acierz W  definiującą odpow iednią funkcję V( x)  posłużym y się, tak  jak  
poprzednio, ideą skalowania.

Zakładam y, że

W  =  D ~ 1U, (4.265)

gdzie M  x n -  w ym iarow a macierz; U je s t w ybierana tak  sam o jak  m acierz X  w punkcie 
4.6, tzn . w tak i sposób, że ściany definiowane przez wiersze m acierzy  U  p rzyb liżają  n 
- w ym iarow ą sferę jednostkow ą. M acierz D

D  =  d iag(d1,</2, . . . ,  dM) (4.266)

je st diagonalną m acierzą skal o elem entach n a  przekątnej dm >  0. D obierając skale 
dopasowujem y w arstw ice funkcji V^(x) do pożądanego k sz ta łtu .

P odstaw ia jąc W  =  U  w yznaczam y m acierze Q°(i)  i =  1 ,2 ,. . . ,  N  zgodnie z tw ier­
dzeniem  15. Definiujem y |<3| jak  w (4.164), tzn . |Q | pow sta je  z m acierzy Q  przez 
zastąp ien ie elem entów  poza głów ną p rzekątną ich w artościam i bezw zględnym i oraz 

pozostaw ienie elem entów  n a  głównej przekątnej bez zm ian. M ożem y te raz  sform uło­
wać następu jący  lem at:

L e m a t  10. Jeśli istn ieje M  w ym iarow y w ektor skal

d  =  [ d i , d 2 , . . . , d M ] T , d m >  0 (4.267)
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tak i, że
min^ [|<3°(i)| d] <  0, d la  w szystkich 1 <  m  <  M , (4.268)

to istnieje s tra teg ia  destabilizująca dla uk ładu  (0.1), (1.1). W e wzorze (4.268) 

[|<2 °(0 I d\m oznacza m  - ty  elem ent w ektora |Q °(i)| d.
Dowód.  Jeśli zachodzi (4.268), to  warunki tw ierdzenia 14 są spełnione z W  =  D ~ l U 

oraz Q(i)  — D ~ 1Q°(i )D.  O
Zauważmy, że w arunki (4.268) nie m ogą być bezpośrednio spraw dzane przy użyciu 

m etod  program ow ania liniowego, jak  tego dokonano w poprzednich  punk tach . Jednak  
przez odpow iednią transform ację m ożna je  sprowadzić do problem u program ow ania 
liniowego. Odpowiedni wynik je st sform ułowany jako kolejne tw ierdzenie.

T w ie rd z e n ie  16. M  - wym iarowy w ektor skal d >  0 (4.267), spełn ia jący  (4.268), 
istnieje w tedy i tylko wtedy, gdy istnieje N M  - wym iarowy w ektor s £  R NM, o ściśle 
dodatn ich  elem entach, s >  0 tak i, że

m i ) i
IQ°(2)|

L l № 0 l J

<  0. (4.269)

Dowód
Konieczność.  Zauważmy, że (4.268) je s t równoważne z istn ieniem  N  - wymiarowego 

w ektora crm =  [omi, <Tm2, <JmN] o ściśle dodatn ich  elem entach, crm)- >  0 , spełniającego

5>mi [|g°(0Mm < 0- (4'2?0)i=l m

U tw órzm y m acierz a  =  [<rm,-], m  — 1 ,2 ,. . ,  M, i =  1 ,2 ,. .,  N.  O znaczm y przez a' i- tą  ko­
lum nę tej m acierzy o ' =  [<7ii, <T2i, ■■■) VMi]T- Nierówność (4.270) zachodzi d la  wszystkich 
1 <  m  <  M , a  przy użyciu wprowadzonej notacji nierówność ta  m oże być równoważnie 
zapisana jako

R (a )d  <  0, (4.271)

gdzie

R{a)  =  diag[<7X] |Q0(1)| +  d iag[a2] |Q 0(2)| +  ... +  diag[crN] \q ° ( N ) \ . (4.272)

W  w yrażeniu (4.272) diag[cr’] jest m acierzą d iagonalną u tw orzoną z elem entów  wek­
to ra  a'. W szystkie elem enty m acierzy —R(cr), k tó re leżą poza głów ną przekątną, są 
n iedodatn ie, za tem  z (4.271) wynika, że -R(cr)  je s t M  - m acierzą [5]. W ynika stąd , że 
istn ieje M -wym iarowy ściśle dodatni w ektor wierszowy 6T €  R M, ST >  0 tak i, że

6TR(a)  <  0.
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D efiniujem y w ektor s T następująco:

s T =  [sr ( l)  sT{2) ... sT(N)] ,  (4.273)

gdzie s T(i) €  R M są dane przez

s T(i) =  5Tdiag[cr'].

M ożna bezpośrednio spraw dzić, że tak  zdefiniowany w ektor s T spe łn ia  (4.269).
Dostateczność.  Zadajem y s tru k tu rę  blokową w ektora s, jak  w (4.273) (zgodnie z 

blokowym m nożeniem  w (4.269)). Tw orzym y z kolei nas tęp u jącą  m acierz:

R(s)  =  d iag [s(l)] |Q (1)| +  diag[a(2)] |Q (2)| +  ... +  diag[s(7V)] |C?(JV)|, (4.274)

gdzie diag[s(i)] je s t m acierzą diagonalną z elem entam i w ektora s (i )  n a  przekątnej.
Ponieważ

1 TR(s)  <  0 (4.275)

oraz m acierz —R(s)  m a  n iedodatn ie  elem enty poza głów ną p rzekątną , za tem  —R(s)  
jest M -m acierzą  i istn ieje  w ektor d >  0 tak i, że

R (s )d  <  0. (4.276)

W  (4.275) 1T oznacza w ektor wierszowy, którego w szystkie elem enty  są równe 1. Pod­
staw m y (4.274) w (4.276) i rozważm y m -  te  z o trzym anego uk ład u  rów nań. D ostajem y:

N

£ * ( * ) » [ |G ( O I 4 » <  0, (4.277)
1= 1

gdzie s ( i )m oznacza m - t y  elem ent w ektora s(i) .  Poniew aż sum a je s t m niejsza od zera, 
za tem  co najm niej jeden ze składników jest ujem ny, co dowodzi (4.268). □

U kład nierówności liniowych (4.269) m ożem y już  rozw iązyw ać z zastosow aniem  
algorytm ów  program ow ania liniowego. Przez rozw iązanie (4.269) o trzym ujem y wektor 
sT, n a  podstaw ie którego budujem y m acierz R(s) ,  jak  w (4.274). W ektor skal d, k tóry  
definiuje funkcję V ( x ), m ożna te raz  o trzym ać z (4.276), a  s tra teg ię  destab ilizu jącą z 
(4.264).

4.10.3. Przykład obliczeniow y - kaskadowy układ regulacji

Rozw ażam y kaskadowy uk ład  regulacji z zależnym i od czasu w zm ocnieniam i w 
torze sprzężenia zw rotnego, analizowany wcześniej w punk tach  3.5.3 oraz 4.7.1. Sche­
m a t blokowy tego uk ładu  przedstaw iony je st n a  rys. 3.3. W zm ocnien ia ki( t )  i k2(t) 
sp e łn ia ją  w arunki a  <  kx(t) <  /3, a  <  k2(t) <  /?.
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Rys. 4.10. Warstwica wyliczonej funkcji V(x) .  Kolorem białym i czarnym przedsta­
wiono także funkje ki(x)  i k2(x) definiujące strategię destabilizującą, przy 
czym wartości kx =  a ,  k2 =  a  zaznaczono czarnym kolorem, a k\ — /3, 
k2 =  /3 białym

Fig. 4.10. Level set of  the calculated function V(x) .  In white and black we also depicted 
functions ki(x)  i k2(x) which give a destabilizing strategy; k\ =  a,  k2 =  a  
(black), and kx — /3, k2 — 0  (white)

W  punkcie 4.7.1 poprzez dobór wypukłej funkcji Lapunowa (o warstw icy przybli­
żanej przez wielokąt) wykazano abso lu tną stabilność układu d la sek tora danego przez 
a  =  0.5, /? =  1.8.

Przyjm ujem y te raz, że sektor dany je s t przez a  — 0.5, /3 — 2.0. P onad to  przyjm u­
jem y M  =  200 oraz m acierz U (200) o postaci:

i  t

U (200) =
cos M
cos a7

0

s in F
s in #

cos (M-l)ir sin (M-l)ir

M  =  200. (4.278)

Dla czterech m acierzy narożnych (3.64), (3.65) w yznaczam y n a  podstaw ie (4.260) i 
(4.262), odpow iadające im  m acierze (o w ym iarach 200 x 200) <3°(l)i Q °(2), <5°(3), 
Q°(4). Są to  m acierze rzadkie; każda z nich zaw iera tylko 400 różnych od zera elem en­
tów.

W ykonując obliczenia num eryczne (z zastosowaniem  program u ” P C x ” [24]) prze­
konujem y się, że rozwiązanie układu nierówności liniowych (4.269) ( o wym iarze 
800 x 200) istnieje. O trzym ujem y w ten  sposób (800 - elem entow y) w ektor s T, na 
podstaw ie którego budujem y m acierz R(s)  jak  w (4.274). W ektor skal d, k tóry  defi­
niuje funkcję V(x) ,  wyliczam y z (4.276), a strateg ię destab ilizu jącą z (4.264).

N a rys. 4.10 przedstaw iono warstwicę {x : V(x)  — 1} wyliczonej w ypukłej funkcji 
V(x)  oraz funkcje kx(x)  i k2(x)  definiujące stra teg ię  destab ilizu jącą, przy czym ob­
szary (stożki) kx =  a,  k2 — a  zaznaczono czarnym  kolorem , a ki — /3, k2 =  j3 białym . 

Rysunek 4.11 przedstaw ia przebiegi czasowe w układzie, w ynikające z zastosowania 
wyliczonej stra teg ii destabilizującej. Od góry: pierwszy i drugi wykres reprezentu ją
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Rys. 4.11. Przebiegi czasowe w układzie, wynikające z  zastosowania wyliczonej strategii 
destabilizującej

Fig. 4.11. Time plots o js ignals  in the analyzed system resulting from the calculated 
destabilizing strategy

zależność od czasu pierwszej i drugiej w spółrzędnej stanu . N a wykresie u dołu przed­
stawiono zm iany &,(<), i — 1, 2 .

Porów nując dw a sektory: z p u n k tu  4.7.1 (a  =  0.5, /3 =  1.8) i analizow any obecnie 
( a  =  0.5, fi =  2.0) widzimy, że stosując opisaną m etodologię oraz efektyw ne num erycz­
nie algorytm y udaje  się dość dobrze uchwycić granicę pom iędzy ab so lu tn ą  stabilnością 
układu a  istn ien iem  strateg ii destabilizującej.

4 .11 . U w agi i k om entarze

Z ebrane w ty m  rozdziale rezu lta ty  tw orzą m etodologię obliczeniową, za pom ocą 
której m ożna badać zagadnienia zw iązane ze stabilnością uk ład u  (0.1), (1.1). P rzed­
staw ione w yniki w ykazują, że n ieparam etrycznie definiowane funkcje Lapunow a, wielo-
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ścienne oraz przedziałam i liniowe, tw orzą bardzo uniw ersalną klasę z p u n k tu  w idzenia 
możliwości różnych zastosowań. W  ty m  rozdziale przedstaw iono zastosow anie takich 
funkcji do analizy w szystkich problem ów postaw ionych w punkcie 1.3, do badania ab­
solutnej stabilności, absolutnej niestabilności, a  także do poszukiw ania stra teg ii desta­
bilizujących. Obliczeniowe m etody poszukiw ania tak ich  funkcji w ykorzystu ją m etody 
program ow ania liniowego.

Jednak  przy konstrukcji funkcji z tej klasy napotyka się n a  zasadniczy problem , 
polegający n a  ’’eksplozji obliczeniowej” , gdy w zrasta  w ym iar w ektora stanu  układu 
(0.1). P roblem  ten  widoczny je st w tab . 4.1 (dla uk ładu  z tró jw ym iarow ym  wektorem  
stanu ), gdy weźmie się pod uwagę wzrost liczby wierzchołków wielościanu IIi  spo­
wodowany zwiększaniem  L. Z tego powodu udaje  się badać problem y stabilności dla 
przypadków, w których w ym iar w ektora stanu  x  wynosi 2 lub co najw yżej 3. Mimo 
skonstruow ania dość efektywnych num erycznie procedur obliczeniowych trudno  prze­
kroczyć to  ograniczenie. Interesujące w ydaje się pytanie: czy możliwe jest wprowadze­
nie innych uspraw nień lub  nowych m etod , które popraw iłyby możliwości obliczeniowe 
procedur analizy uk ładu  (0.1). M etodą poprawy efektywności obliczeniowej mogłoby 
być stworzenie algorytm u, w k tó rym  położenie (zarówno długość jak  i kierunek) oraz 
liczba wierzchołków (ścian) hiperw ielościanu definiującego funkcję Lapunow a byłyby 
modyfikowane tak , aby o trzym ać nierów nom ierne ich rozmieszczenie, dopasowane do 
specyfiki analizowanego problem u. P race w tym  kierunku są in teresu jącym  tem atem  
dalszych badań  nad własnościam i uk ładu  (0 .1), (1.1).

W  lite ra tu rze  znana jest m etoda obliczeniowa um ożliw iająca poszukiw anie wielo­
ściennych funcji Lapunowa, odm ienna od przedstaw ionych tu ta j.  M etoda ta , stoso­
wana i rozw ijana w szeregu publikacji, np. [8]-[13] bazuje na tw ierdzeniu udowodnio­
nym  w pracach B ray tona i Tonga [16] oraz, niezależnie, przez B arabanow a w [106]. 
Tw ierdzenie to , w swej podstawowej wersji, dotyczy liniowych układów  dyskretnych 
ze zm ieniającym i się w czasie param etram i. U kłady tak ie  p o w sta ją  np. przez dys- 
kretyzację uk ładu  (0.1). Zgodnie ze w spom nianym  tw ierdzeniem  dyskretny  układ  o 
zm iennych w czasie param etrach  jest absolutnie stabilny  w tedy i tylko w tedy, gdy od­
powiednio skonstruow any ciąg zbiorów (w ypukłych hiperw ielościanów) w przestrzeni 
R n m a granicę. Analizowany ciąg hiperwielościanów otrzym yw any je s t przez transfor­
m acje liniowe oraz operacje wyznaczania powłok w ypukłych zbiorów. A by tw ierdzenie 
to  zastosować do układu  z czasem ciągłym  (0.1), dokonuje się jego dyskretyzacji z 
odpowiednio m ałym  okresem. Zastosowanie opisanej m etody  je st ograniczone przez 
num eryczne aspekty  konstrukcji odpowiedniego ciągu hiperw ielościanów. W ielokrotne 
wyznaczanie powłoki wypukłej zbiorów oraz spraw dzanie w arunku za trzy m an ia  (przez 
przegląd w zajem nego położenia wierzchołków hiperw ielościanów) m oże stw arzać duże 
trudności obliczeniowe. D latego przykłady num eryczne p rzedstaw iane we w spom ina­
nych publikacjach dotyczą tylko układów drugiego rzędu. Z atem  w ydaje się, że z ob-
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liczeniowego p u n k tu  w idzenia przedstaw ione tu  m etody  m a ją  przewagę nad  opisy­
w anym i w pracach  [8]-[13]. Należy jednak  pam iętać , że konstrukcja  złożonych m etod 
obliczeniowych je st zawsze zagadnieniem  w ieloaspektow ym  i kryje w sobie różnorodne 
możliwości modyfikacji. Zastosowanie odpow iednio efektyw nych obliczeniowo algory t­
mów i np. idei jednoczesnego w yliczania powłoki w ypukłej oraz spraw dzania w arunku 
za trzym an ia , m oże um ożliw ić konstrukcję m etod  o w ydajności w ystarczającej do ana­
lizy problem ów  w przestrzeni trójw ym iarow ej. In teresujące w ydaje się połączenie idei 
skalowania przedstaw ionej tu ta j z m etodam i transform acji pochodzącym i z prac [16],
[17]. Być m oże połączenie tych dwóch podejść m ogłoby pozwolić n a  skonstruow anie 
algorytm u, w k tó rym  liczba i położenie wierzchołków hiperw ielościanu definiującego 
funkcję V(x)  byłyby dobierane adap tacy jn ie  (jak w spom niano pow yżej). T ransform a­
cje liniowe w prow adzałyby nowe punk ty  do listy  wierzchołków hiperw ielościanu, n a to ­
m iast, zam iast obliczać powłokę w ypukłą w algorytm ie, przeprow adzałoby się operację 
skalowania op isaną w punk tach  4.4 - 4.6.

D la układów  o rzędzie w ektora stanu  x równym  dw a is tn ie ją  analityczne m etody 
konstrukcji funkcji Lapunow a V (x), w których  w arstw ice poszukiw anej funkcji tworzy 
się n a  podstaw ie odcinków tra jek to rii układów  narożnych x =  A \ x  , ..., x — A^x  
(por. prace [77] [63]). Aby odpowiednio dobrać punk ty  p rzłączan ia  pom iędzy uk ła­
dam i narożnym i w ykorzystuje się m etody  optym alizacji dynam icznej. Z ale tą  tego typu 
podejścia je s t bardzo wysoka efektywność obliczeniowa. W  n iek tórych  sy tuacjach  m oż­
liwe je st wyprowadzenie analitycznych wzorów n a  zakresy zm ienności param etrów , dla 
których uk ład  pozostaje absolutn ie stabilny. N a przyk ład  d la  w ahad ła  o zm iennym  
położeniu p u k tu  zawieszenia analizowanego w punk tach  2.2 .1, 3.5.1 i 4 .4 .4 , opisanego 
rów naniem  (3.45), możemy, używ ając k ry terium  2 (c) z p racy  [63], uzyskać następujący  
w arunek absolutnej stabilności:

r e - ^ - a r c t g * )  <  A e ^ a r c t g ^ j (4 2?g)

gdzie

^  =  (4.280)

& =  \ / ( l  ~  C2)w0 +  a mm, (4.281)

I* =  "l" amaxi (4.282)

6 -  \ / { l -  C2K  +  dmax (4.283)

oraz isto tne  je st założenie 0 <  (  <  1. W ykorzystując przedstaw iony w arunek mo­
żemy spraw dzić, że przy amin =  0 uk ład  (3.45) pozostaje  abso lu tn ie  stab ilny  dla
amax <  1.2931 oraz istn ieje d la  niego stra teg ia  destab ilizu jąca  przy  amax >  1.2931.
Je st to  w ynik dokładniejszy od poprzednio tu  opisywanych. W adą w spom nianych m e­
to d  analitycznych je st ograniczenie tylko do układów  drugiego s to p n ia  oraz koniecz­
ność przyjm ow ania szczegółowych założeń dotyczących m aksym alnych i m inim alnych
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w artości param etrów  d la wyprowadzenia warunków stabilnosci. Pow oduje to , że na­
wet d la  p rzypadku  układów drugiego stopnia przypadki bardziej złożonej zmienności 

param etrów  są raczej trudne  do przeanalizow ania.
M ożna także w spom nieć o szeregu innych rezultatów , polegających n a  zastosowaniu 

funkcji definiowanych n ieparam etrycznie do problem ów m odelow ania analizy i p rojek­
tow ania układów  dynam icznych. W  [8], [9] przedziałam i liniowe funkcje stosowano 
do zadaw ania nieliniowych praw sterow ania d la  liniowych układów  z niepewnością. 
W  [42], [68] funkcje przedziałam i kw adratow e wykorzystyw ano do b ad an ia  stabilnoś­
ci układów  hybrydowych. P roblem  badan ia  stabilności sprowadzono do poszukiw ania 
rozw iązania liniowej nierówności macierzowej. W  pracach [102] [76] do badan ia  stab il­
ności uk ładu  liniowego ze zm iennym i w czasie param etram i w ykorzystyw ano funkcje 
przedziałam i kw adratowe. W ykazano, że przy ich zastosowaniu uzyskuje się szersze 
zakresy dopuszczalnych zm ian param etrów  o zakresów uzyskiwanych przy zastosowa­
niu wspólnych kw adratowych funkcji Lapunowa. W  artykule [10] funkcji przedziałam i 
wielomianowych użyto  do syntezy sterow ania odpornie stabilizującego uk ład  liniowy 
z niepewnością. W  pracach [113] i [108] do badan ia  stabilności uk ładu  liniowego z nie­
pewnością wykorzystyw ano funkcje przedziałam i kwadratowe. P roblem  poszukiwania 
funkcji z tej klasy sform ułowano jako (wysoko wymiarowe) nieliniowe zadanie opty­

m alizacji statycznej.
W  artyku le [105] do badania absolutnej stabilności uk ładu  liniowego ze zm iennym i 

w czasie p aram etram i użyto  funkcji Lapunowa zadanej w ielom ianem  wysokiego rzędu.
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P odsum ow anie

W  pracy przedstaw iono m etody  analizy stabilności uk ładu  liniowego o zm iennych 
w czasie param etrach , opisanego m odelem  (0.1), (1.1). Przez analizę stabilności układu 
(0.1), (1.1) rozum iano stw ierdzenie, że uk ład  ten  posiada je d n ą  z następujących wła­
sności: jest absolutn ie stabilny, tzn . dla dowolnych zm ian param etrów  spełniających
(1.1) rozw iązania s ta rtu jące  z dowolnych warunków początkowych są asym ptotycznie 
stabilne, je s t abso lu tn ie niestabilny, tzn . d la  dowolnych zm ian param etrów  spe łn ia ją­
cych (1.1) istn ie ją  w arunki początkowe tak ie, że tra jek to rie  z nich sta rtu jące  oddalają 
się od początku  uk ładu , bądź też istnieje dla tego uk ładu  stra teg ia  destabilizująca 
(stab ilizująca), zdefiniowana przez odpow iednie funkcje opisujące zm iany param etrów  
w czasie. Omówiono podstawowe m etody podejścia do rozważanego problem u oraz po­
równano możliwości ich zastosowania, a  także złożoność obliczeniową. Przeprow adzona 
analiza prowadzi do następującej oceny przedstaw ionych m etod  badan ia  uk ładu  (0 .1),
(1.1).

5.1. M e to d y  bazujące na teorii F lo ą u e ta

M etody bazujące n a  teorii F lo ąu e ta  w ykorzystują założenie, że zm iany param etrów  
układu  (0.1) są dane funkcjam i okresowymi. Założenie to  nie je s t is to tnym  ogranicze­
niem  dlatego, że funkcje okresowe stanow ią dostatecznie szeroką klasę pobudzeń dla 
wyczerpującego przebadania układu (0.1), (1.1). S tosując tę  m etodę w ylicza się wie­
lokrotnie w ykładnik Lapunowa układu (0.1), (1.1), odpow iadający różnym  funkcjom  
zadającym  zm iany param terów . Oceny działan ia  uk ładu  (0.1), (1.1) dokonuje się przez 
przegląd możliwie szerokiej klasy pobudzeń. W  tego ty p u  m etodach  obliczeniowych 
m ożna poszukiwać strateg ii destabilizującej lub stabilizującej, jak  to  przedstaw iono 
w przykładach z punktów  2.2.1, 2.2.1, 2.2.3. W  przykładach tych zm ieniano okres i 
w ypełnienie prostokątnego przebiegu zadającego zm iany p aram etru .
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O ile w yliczenie w ykładnika Lapunow a uk ładu  d la jednego, konkretnego przebiegu 
zm ian param etrów  nie nastręcza trudności, to  dokonanie przeglądu w szystkich możli­
wych pobudzeń  z założonej klasy m oże być tru d n e  lub niemożliwe. T rudności po jaw iają 
się, jeśli funkcja zad ająca  zm ianę p aram etru  uk ładu  może m ieć złożony przebieg za­
leżny od kilku współczynników lub jeśli w układzie w ystępuje więcej niż jeden  zm ienny 
w czasie p a ram etr. N a przykład  d la uk ładu  regulacji kaskadowej z punktów  3.5.3,.4.7.1, 
4.10.3 zm ien iają  się dw a p aram etry  k \ ( t ) i k2(t). U kład ten  nie był analizow any z 
w ykorzystaniem  m etod  teorii F lo ąu e ta , ponieważ efektyw ne w ykonanie odpow iednich 
obliczeń byłoby bardzo trudne. G dyby założyć, że poszukujem y dwóch częstotliw o­
ści, dwóch współczynników w ypełnienia oraz jednego w spółczynnika opisującego fazę 
pom iędzy przebiegam i kx(t) i k2(t),  to  przestrzeń  pobudzeń, k tó rą  należy przeglą­
dać, s ta je  się pięciowymiarowa. P rzeglądanie takiej p rzestrzen i, a  także zobrazowanie 
jego wyników, je s t raczej niemożliwe. P rzegląd  w szystkich m ożliw ych pobudzeń nie 
je s t konieczny do zbadan ia istn ien ia  strateg ii destabilizującej (stab ilizu jącej). Isto tne 
je st tylko m aksim um  (m inim um ) n a  wykresie zależności w ykładnika Lapunow a od 
param etrów  pobudzenia. M ożna zatem  zam iast przeglądu stosować, w połączeniu z 
a lgortym em  obliczania w ykładnika Lapunowa, num eryczne m etody  optym alizacji s ta ­
tycznej. Jednak  podejście to  często je st tru d n e  lub niem ożliwe w zastosow aniu, co 
zostało zilustrow ane obliczeniam i w przykładach  analizow anych w rozdziale 2 (punkty
2.2.1, 2.2.3). O trzym yw ane w prak tycznych obliczeniach w ykresy w ykładnika Lapu­
nowa m a ją  wiele m aksim ów  lokalnych, zatem  m etody  num erycznej m aksym alizacji 
b ędą często dawać błędne wyniki spowodowane odszukaniem  m aksim um  lokalnego 
zam iast globalnego. Istnienie wielu m aksim ów  i m inim ów lokalnych n a  wykresach za­
leżności w ykładnika Lapunow a od param etrów  pobudzenia m oże być spowodowane 
m echanizm am i analogicznym i do zjawiska rezonansu param etryczengo . M im o tych 
trudności za le tą  podejścia opisanego w rozdziale 2 je s t jego p ro s to ta  obliczeniowa i 
przez to  łatwość num erycznej im plem entacji.

O bok w ykorzystyw ania m etod optym alizacji sta tycznej istn ieje  także podejście po­
legające n a  sform ułow aniu problem u poszukiw ania stra teg ii destabilizującej (lub s ta ­
bilizującej) d la  uk ładu  (0.1), (1.1) jako zadan ia  op tym alizacji dynam icznej. O biekt 
(0.1) trak tu je  się w tedy jako uk ład  biliniowy (por. pun k t 1.5.4), tzn . zm ienne w czasie 
p a ram etry  uw aża się za sygnały sterujące. N a przyk ład  problem  poszukiw ania s tra ­
tegii destabilizującej sprow adza się do zadania m aksym alizacji norm y w ektora stanu 
uk ładu  n a  końcu horyzontu  sterow ania. W ykazuje się, że rozw iązując ten  problem  
oraz przechodząc z horyzontem  sterow ania do nieskończoności d o s ta je  się rozwiąza­
nie zadan ia poszukiw ania stra teg ii destabilizującej. P rzy  rozw iązyw aniu problem ów 
optym alizacji dynam icznej m ożna zastosować dwie techniki. P ierw sza z nich wykorzy­
stu je  ap a ra t w arunków koniecznych optym alności i najpow szechniej form ułow ana jest 
w postaci zasady m aksim um  P on triag ina (np. [2], [34]). Jednak  próby zastosow ania tej
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techniki do praktycznych zadań prow adzą do trudności podobnych do opisywanych. 
W ykorzystyw anie warunków koniecznych może prowadzić do w yszukiw ania punktów  
typu  m in im a (m aksim a) lokalne, jeśli charak ter rozwiązywanego problem u nie wy­
klucza istn ien ia tak ich  punktów . W  pracach [28], [29], gdzie w ykorzystyw ano algo­
ry tm  optym alizacji system u biliniowego opisany wcześniej w [61], n a  podstaw ie bad*ań 
num erycznych stw ierdzono zależność położenia p unk tu  zbieżności iteracji od założo­
nych warunków początkowych. Sugeruje to  istn ienie w ielokrotnych m inim ów  lokalnych. 
W  pracach [89], [90], [92], [93] wykazano analitycznie istn ienie dowolnie dużej liczby 
rozwiązań w pewnych typach  zadań optym alizacji układów bilinowych. O pisano tam  
związek tego zjawiska z osobliwością problem u optym alizacji. W ykorzystu jąc warunki 
konieczne optym alności m ożna natom iast sform ułować pew ne użyteczne tw ierdzenia, 
dotyczące własności optym alnych tra jek to rii [121] [21]. D rugie podejście to  wykorzy­
stan ie ap a ra tu  warunków w ystarczających, tzn . rów nania H am iltona - Jacobiego - Bell- 
m ana. S tosując tę  m etodę m ożna wyznaczać m in im a globalne d la analizowanych zadań 
optym alizacji. Obliczeniowe aspekty  w ykorzystania rów nania H am iltona - Jacobiego - 
B ellm ana do w yliczania wykładników Lapunow a układów biliniowych przedstaw ione 
są w pracach [38], [99]. Istn ie ją  analogie pom iędzy rozw iązaniem  rów nania H am iltona 
- Jacobiego - B ellm ana d la pewnych zadań optym alizacji związanych z układem  (0.1),
(1.1) a funkcjam i Lapunowa dla tego uk ładu  (np. [85, str. 91]).

In teresu jącą dziedziną są także analityczne m etody badan ia  zachow ania się układu 
(0.1), (1.1), bazujące n a  teorii F loąueta. Z wyników tych w pracy  przedstaw iono teorię 
rezonansu param etrycznego. P rzy zastosowaniu wyników należących do tej kategorii 
napotyka się na ograniczenia dotyczące s tru k tu ry  uk ładu  (np. że m usi to  być układ 
ham iltonow ski) lub ograniczenia rzędu w ektora stanu  (w m etodach  bazujących na 
analitycznym  w yznaczaniu wykładniczej funkcji m acierzowej).

5.2. Z astosow an ie k w adratow ych  funkcji L apu­
now a

A bsolu tną stabilność lub abso lu tną niestabilność uk ładu  (0.1), (1.1) m ożna udo­
wodnić zna jdu jąc  kw adratow ą funkcję Lapnowa w spólną d la w szystkich układów  na­
rożnych. Zadanie poszukiw ania wspólnej kwadratowej funkcji Lapunow a, zarówno dla 
problem u absolutnej stabilności, jak  i niestabilności, sprow adza się do rozw iązania li­
niowej nierówności macierzowej. Liniowe nierówności m acierzowe m ożna efektywnie 
rozwiązywać d la układów o dość wysokim w ym iarze w ektora stanu; m oże on m ieć kil­
kanaście a  naw et kilkadziesiąt w spółrzędnych. Jeśli analizuje się uk ład  ze sprzężeniem  
zw rotnym  o zm ieniającym  się w czasie w zm ocnieniu, to  odpow iednią nierówność m a­
cierzową m ożna przeform ułować do postaci k ry terium  częstotliwościowego (kryterium
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koła lub jego uogólnienia), będącego rozszerzeniem  klasycznego k ry te riu m  N yquista 
stabilności liniowych układów  ze sprzężeniem  zw rotnym . W  przypadku  gdy zm iana 
w zm ocnienia w to rze sprzężenia zw rotnego wynika z is tn ien ia  jednoznacznej, nieza­
leżnej od czasu nieliniowości spełn iającej w arunek sektorowy, to  jako  poszukiw aną 
w spólną funkcję Lapunow a m ożna zastosować funkcję ty p u  fo rm a kw adratow a plus 
całka z nieliniowości. Zastosowanie takiej funkcji prowadzi do częstotliwościowego kry­
te riu m  Popova (lub jego uogólnień). W ielowym iarowe k ry te riu m  Popova także m a 
równoważne sform ułow anie w postaci liniowej nierówności m acierzowej.

O pisyw ane w rozdziale 3 m etody  są najbardzie j efektyw ne obliczeniowo. Pozw alają 
one analizować p rzykłady  num eryczne, d la  k tórych  inne m etody  przedstaw ione w tej 
pracy nie m ogłyby być zastosowane, ponieważ prow adziłoby to  do zby t złożonych 
obliczeń.

Jednak  zastosow anie kw adratow ych funkcji Lapunow a pozw ala uzyskać tylko wy­
sta rcza jące  w arunki absolutnej stabilności lub niestabilności. W arunki te  są nadm ia­
rowe w stosunku do rzeczyw istych granic dopuszczalnych zm ian  param etrów . W  pracy 
tej podano  przykłady, gdzie przez zastosow anie w ielościennych lub  p rzedzia łam i li­
niowych funkcji Lapunow a pozwoliło uzyskać lepsze oszacowania d la  dopuszczalnych 
zakresów zm ian param etrów  niż oszacowania w ynikające z w ykorzystan ia kw adrato­
wych funkcji Lapunow a (przykłady  w punk tach  4.7.1, 4.4 .4 , 4.7.2, 4.8.8).

5.3 . W ie lo śc ien n e  i p rzed z ia ła m i lin iow e funkcje  
L apunow a

Zgodnie z wynikam i przedstaw ionym i w rozdziale 4 istn ien ie wielościennej funkcji 
Lapunowa o postaci (4.128) lub (4.173), wspólnej d la  w szystkich układów  narożnych, 
x =  A xx, x  =  A 2x,...,  x =  A n x je s t w arunkiem  zarówno w ystarcza jącym , jak  i ko­
niecznym  absolutnej stabilności uk ładu  (0.1), (1.1). Przez zastosow anie odpow iednich 
m etod  w prak tycznych obliczeniach u daje  się dowieść absolutnej stabilności p rzyk ła­
dowych układów  d la zakresów zm ian param etrów , k tórych  nie rozstrzygają  m etody 
w ykorzystujące kw adratow e funkcje Lapunowa. P rzyk łady  tak ie  podano  w punktach
4.7.1, 4.4.4 i 4.7.2.

Funkcje Lapunow a definiowane jako  p rzedzia łam i liniowe m ogą przyjm ow ać za­
równo dodatn ie , jak  i ujem ne w artości. Dzięki tem u  m ożna je  zastosow ać do badan ia  
zarówno problem u absolutnej stabilności, jak  i absolutnej niestabilności. Z zastosowa­
niem  funkcji przedzia łam i liniowych form ułuje się tylko w arunki w ystarcza jące  abso­
lutnej niestabiności.

Jednak , także u daje  się znaleźć przykłady, gdzie zastosow anie przedzia łam i linio­
wych funkcji Lapunow a daje  oszacowania zakresów zm ian param etrów  dokładniejsze
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niż o trzym ane z zastosowaniem  kw adratow ych funkcji Lapunow a (przykład  oblicze­

niowy w punkcie 4.8.8).
Z w ykorzystaniem  funkcji wielościennych m ożna także  stw orzyć a lgory tm  poszu­

kiw ania stra teg ii destabilizujących d la uk ładu  (0.1), (1.1). A lgorytm  ten  opisano w 
punkcie 4.9. D la uk ładu  regulacji kaskadowej (punk t 4.7.1) zastosow anie tego algo­
ry tm u  pozw ala wyliczyć efektywnie strateg ię  destabilizującą. Jak  już  w spom niano, za­
stosowanie do tego problem u m etody bazującej n a  tw ierdzeniu F lo ąu e ta  byłoby bardzo 

trudne.
Zasadniczym  ograniczeniem  m etod w ykorzystujących wielościenne i przedziałam i 

liniowe funkcje Lapunowa je st wymiarowość w ektora stanu  analizow anych układów 
dynam icznych. W raz ze w zrostem  w ym iaru w ektora stanu  liczba wierzchołków (ścian) 
odpow iednich wielościanów w zrasta  w ykładniczo, co prowadzi do ’’eksplozji oblicze­
niowej” . Z w ykorzystaniem  m etod  przedstaw ionych w rozdziale 4 udaje  się efektywnie 

analizować problem y stabilności układów (0 .1), (1.1), d la  k tórych w ym iar w ektora 
stanu  wynosi dwa lub trzy.

Jak  już w spom niano, z techniką obliczeniową polegającą na poszukiw aniu niepa­
ram etrycznie definiowanych funkcji Lapunowa spokrewnione jest podejście bazujące 
n a  zastosow aniu rów nania H am iltona - Jacobiego - B ellm ana do odpowiednio sfor­
mułowanego problem u optym alizacji dynam icznej. W  im plem entacjach num erycznych 
tej m etodologii dokonuje się dyskretyzacji biliniowego układu  sterow ania i w ten  spo­
sób zadanie sprow adza się do program ow ania dynam icznego [38]. Tu także napotyka 
się na trudności obliczeniowe analogiczne do opisanych powyżej, polegające na gwał­
tow nym  wzroście złożoności num erycznej wraz ze w zrostem  w ym iaru  w ektora stanu 
układu. W  zagadnieniach program ow ania dynam icznego zjawisko to  nazyw a się często 
’’przekleństw em  wymiarowości” .
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W Y B R A N E  ZA G A D N IEN IA  STABILNO ŚCI U K ŁA DÓ W  
LINIOW YCH  O ZM IEN NYCH  W  CZASIE PA R A M E­
TR A C H

Streszczenie

W  niniejszej pracy rozważa się problem  stabilności uk ładu  liniowego o zm iennych 
w czasie param etrach . W  m odelu analizowanym  w pracy p aram etry  zadane są m ierzal­
nym i funkcjam i czasu o wartościach w zadanych zbiorach wielościennych. D la układów 
z przedstaw ionej klasy zagadnienie stabilności rozbija się na problem y częściowe ( 1) 
w ykazania stabilności bądź niestabilności uk ładu  niezależnie od zm ian jego param e­
trów  (absolutnej stabilności lub niestabilności) oraz (2) znalezienia tak ich  przebiegów 
zm ian param etrów  w czasie, k tóre stab ilizu ją bądź destab ilizu ją uk ład  (strategii s ta ­
bilizującej lub destabilizującej).

P rzedstaw ia się dwa sposoby podejścia do przedstaw ionych problem ów. Pierwszy 
z nich obejm uje wyniki wywodzące się z teorii F loąueta. Podstaw ow ym  założeniem  w 
tym  podejściu jest okresowość zm ian param etrów  w czasie. D rugie podejście tworzą 
m etody w ykorzystujące tw ierdzenia teorii stabilności Lapunowa. Podstaw ow a idea po­
lega na dobraniu  funkcji Lapunowa, której pochodna w zdłuż tra jek to rii system u jest, 
niezależnie od zm ian w artości param etrów , funkcją określonego znaku.

P rzedstaw ia się algorytm y num eryczne badania stabilności uk ładu  liniowego o 
zm iennych param etrach , bazujące na zastosowaniu tw ierdzenia F loąueta . Analizuje 
się przykłady  obliczeniowe badania absolutnej stabilności kilku układów  liniowych o 
zm iennych param etrach .

O pisuje się podstawowe wyniki zastosow ania jako poszukiwanej funkcji Lapunowa 
formy kw adratowej. W  najogólniejszym  przypadku sprow adzają się one do problemów 
rozw iązyw ania liniowych nierówności m acierzowych. P rzedstaw ia się także częstotliwo­
ściowe w arunki absolutej stabilności, obowiązujące d la układów  regulacji au tom atycz­
nej, w k tó rych  zm iana param etrów  wynika ze zm iany w zm ocnień elem entów  sprzężenia 
zwrotnego. P rzedstaw ione wyniki ilustru je  się przykładam i obliczeniow ym i. Zastoso­
wanie kw adratow ych funkcji Lapunowa jest podejściem  najbardzie j efektyw nym  obli­
czeniowo, jednak  w arunki uzyskiwane tą  drogą są tylko w arunkam i w ystarczającym i.

O m aw ia się też wyniki użycia jako funkcji Lapunowa, funkcji definiowanych n iepa­
ram etrycznie, w ielościennych oraz przedziałam i liniowych. Zastosowanie tak ich  funkcji 
Lapunow a um ożliw ia sform ułowanie zarówno warunków w ystarczających , jak  i ko­
niecznych absolutnej stabilności układów liniowych o zm ieniających się w czasie para­
m etrach. P rzedstaw ia się algebraiczne k ry teria  w ynikające z zastosow ania jako funkcji



178

Lapunow a funkcji wielościennych oraz p rzedzia łam i liniowych. A nalizuje się szereg 
przykładów  num erycznych badan ia  stabilności układów  liniowych o zm iennych w cza­
sie p a ram etrach  z w ykorzystaniem  wyprowadzonych wyników.

STABILITY OF LINEAR SYSTEM S W ITH  TIM E VARY­
ING PA R A M ETER S - SELECTED TO PIC S

S u m m a r y

In th is  book th e  problem  of stab ility  of a linear system  w ith  tim e - varying para­
m eters is considered. In the  analyzed m odel the  param eters are given by m easurable 
tim e functions w ith  values belonging to  given polyhedral sets. For system s from  the 
assum ed class th e  stab ility  problem  is decom posed in to  subproblem s (1) of proving s ta ­
bility  or in stab ility  of the  system  for all possible param ete r changes (absolute stability  
or in stab ility ) (2) of finding such tim e functions defining p aram ete r changes which 
will ensure stab ilization  or destabilization  of the  system  (stabilizing or destabilizing 
strategies).

Two approaches to  th e  in troduced problem s are presented. T he first one includes 
results of F loquet theory. T he m ain  assum ption in th is approach is periodicity  of 
param eter tim e changes. T he second approach includes m ethods utilizing theorem s 
from Lyapunov stab ility  theory. T he m ain  idea is in fitting  a  Lyapunov function, 
which derivative along system  tra jecto ries is a definite function  for all possible system  
param eter changes.

N um erical algorithm s for analyzing linear tim e - varying system  stability , based on 
F loquet theorem  are presented. C om putational exam ples of absolute stab ility  analysis 
for linear system s w ith tim e varying param eters are given.

Basic resu lts of application  of th e  quadra tic  form  as a Lyapunov function can­
d ida te  are described. In the  m ost general form  absolute s tab ility  conditions lead to  
problem s of solving linear m atrix  inequalities. Frequency dom ain  abso lu te  stability  
conditions, re la ted  to  feedback system s w ith  param ete r change defined by tim e vary­
ing gains in th e  feedback loop, are also presented. T he described resu lts are illustrated  
by com putational exam ples. A pplication of quadra tic  Lyapunov functions is the  most 
num erically  efficient approach. However, the  ob ta ined  abso lu te stab ility  conditions are 
only sufficient.

T he results of using non - p aram etric  Lyapunov function  cand ida tes, polyhedral or 
piecewise linear, are discussed. A pplying such Lyapunov functions enables form ulation 
of conditions which are bo th  sufficient and necessary for abso lu te s tab ility  of linear 
system s w ith  tim e varying param eters. A lgebraic criterions which follow from  using 
polyhedral or piecewise linear functions as Lyapunov function cand ida tes, are presen­
ted . Several num erical exam ples of stab ility  analysis of linear tim e varying system s are 
shown which apply  th e  in troduced m ethods.




