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WYKAZ WAŻNIEJSZYCH OZNACZEŃ

A - zespolony wektorowy potencjał magnetyczny, Wb m'
A - zespolona wartość skuteczna wektorowego potencjału magnetycznego, Wb m‘
B - zespolony wektor indukcji magnetycznej, T
B - zespolona wartość skuteczna indukcji magnetycznej, T
E - zespolony wektor natężenia pola elektrycznego, V m'*
E - zespolona wartość skuteczna natężenia pola elektrycznego, V m‘‘

f - częstotliwość, Hz
H - zespolony wektor natężenia pola magnetycznego, A-m' 1
H - zespolona wartość skuteczna natężenia pola magnetycznego, A-m' 1
1 - zespolona wartość skuteczna prądu, A

l/l - wartość skuteczna prądu sinusoidalnego, A
/* - zespolona sprzężona wartość skuteczna prądu, A
J - zespolony wektor gęstości powierzchniowej prądu, A-m'2
J - zespolona wartość skuteczna gęstości powierzchniowej prądu, A-m'
/ - zespolona sprzężona wartość skuteczna gęstości powierzchniowej prądu, A-m

j - jednostka urojona (j = - J - l )
- funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzędu n

30, - zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju (Kelvina) rzędu n
£ - jednostkowa indukcyjność własna, H m 1
9tl - jednostkowa indukcyjność wzajemna, H m' 1
M - zespolony wektor magnetyzacji, T

R\, R2 - promień wewnętrzny i zewnętrzny przewodu fazowego, m
R3,R 4 - promień wewnętrzny i zewnętrzny osłony, m

& - rezystancja jednostkowa, O  m 1

t"XY - odległość między punktami X  i Y, m
r, 0, z - współrzędne walcowe

- jednostkowa zespolona wartość skuteczna napięcia, V-m'‘
x ,y , z - współrzędne kartezjańskie

- jednostkowa admitancja zespolona, S-m' 1
Z - impedancja zespolona, f l
Z - jednostkowa impedancja zespolona, O m' 1

r - konduktywność, S m'1
A - przenikalność magnetyczna względna
/Jo - przenikalność magnetyczna bezwzględna próżni (po = 4^-10'7 H-m'1)
T - zespolony wektor gęstości liniowej prądu, A-m' 1
T - zespolona wartość skuteczna gęstości liniowej prądu, A-m’1
co - pulsacja, rad- s' 1 (co = 2nf)

lx, ly, lz - wektory jednostkowe prostokątnego układu współrzędnych
lr, le, lz - wektory jednostkowe walcowego układu współrzędnych

Utycie w pracy innych oznaczeń, w szczególności powyiszych uzupełnionych indeksami, będzie 
w tekście katdorazowo dokładnie objaśnione.



1. WSTĘP

1.1. Tory wielkoprądowe o przewodach szynowych osłoniętych

W miarę wzrostu mocy elektrowni cieplnych i wodnych w końcu lat trzydziestych 
rozpoczęto instalowanie torów wielkoprądowych o przewodach szynowych osłoniętych, 
łączących wielkie generatory z transformatorami blokowymi [24, 41, 104, 181, 185]. 
Współczesnymi rozwiązaniami takich połączeń [104] są tory prądowe z izolacją powietrzną 
pod ciśnieniem atmosferycznym, o napięciach znamionowych do 36 kV oraz o prądach 
znamionowych:
• 10 kA w elektrowniach wodnych,
•  20 kA w elektrowniach cieplnych i jądrowych o mocach znamionowych do 900 MW,
• 31,5 kA w elektrowniach jądrowych o mocy 1300 MW.

Począwszy od lat siedemdziesiątych w elektroenergetyce światowej stosuje się tory 
wielkoprądowe z izolacją gazową. Najczęściej stosowanym gazem jest SF6 (sześciofluorek 
siarki) o ciśnieniu od 0,29 do 0,51 MPa (przy 20°C) [29, 31, 64, 69, 74, 75, 79, 97, 123, 
179, 180]. W ostatnich latach SF6 zastępowany jest mieszaniną 95% N2 i 5% SF6 o ciśnieniu 
13 MPa odpowiadającemu ciśnieniu 4 MPa w przypadku czystego SF6 [47, 107, 179]. Obecnie 
takie tory są budowane na napięcia od 72 do 1200 kV, najczęściej jednak na napięcia od 110 
do 750 kV i prądach znamionowych od 1 do 12 kA i mocach znamionowych od 200 do 4000 
MV A [31, 75, 97, 179, 180]. Najkorzystniejszym zastosowaniem torów wielkoprądowych z 
izolacją gazową, w porównaniu z liniami napowietrznymi lub kablowymi, jest stosowanie ich 
dla napięć większych od 245 kV i mocach przesyłowych od 2000 do 4000 MV-A. Według 
szacunków EdF [179, 180] koszt budowy takiego toru dla napięcia 400 kV jest 
dziesięciokrotnie mniejszy niż równoważnej linii napowietrznej i dwukrotnie mniejszy niż linii 
kablowej o izolacji z tworzyw sztucznych lub olejowej. Również wg polskich szacunków [31, 
118] otrzymuje się podobną ocenę kosztów.

Tory wielkoprądowe z izolacją gazową w literaturze anglojęzycznej nazywane są GIL (gas- 
insulated line) lub GITL (gas-insulated transmission line). Spotyka się też nazwę CGIC 
(compressed gas-insulated cable). W literaturze francuskojęzycznej używa się nazwy CIG 
(câble à isolation gazeuse). W pracy [29] T.Bełdowski proponuje polską nazwę POG 
(przewód osłonięty z izolacją gazową).

Długości stosowanych torów wielkoprądowych o przewodach szynowych osłoniętych z 
izolacją lub bez izolacji gazowej zawarte są od kilku metrów do kilkunastu kilometrów [31, 
68, 97, 123, 179, 180].

Tory wielkoprądowe o przewodach osłoniętych buduje się jako:
• trójbiegunowe, w których wszystkie trzy przewody fazowe są umieszczone we wspólnej 

obudowie; ang. TPGIL (three-phase gas insulated line), fr. TGT (Transport électrique à 

isolation Gazeuse Triphasé) - rys. 1.1.

• jednobiegunowe (z izolowanymi fazami), w których każdy przewód fazowy znajduje się w 
osobnej osłonie; ang. IPGIL (isolated-phase gas insulated line) - rys. 1.2.
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W dotychczasowych rozwiązaniach osłoniętych torów wielkoprądowych przeważają od
dzielne obudowy dla każdej z faz.

Rys. 1.1. Trójbiegunowy tor wielkoprądowy o przewodach osłoniętych; a) o przewodach rurowych,
b) o przewodzie profilowym typu HON („Holduct” Pszczyna [68]), c) o przewodzie profilowym typu 
ELPO („Elektrobudowa” Katowice [122,123]), 1 - przewód fazowy, 2 - osłona

Fig. 1.1. Three-phase gas insulated line; a) with tubular conductors, b) with moulded conductors of HON type 
(„Holduct” Pszczyna [68]), c) with moulded conductors of ELPO type („Elektrobudowa” Katowice 
[122, 123]), 1 - phase condoctor, 2 - enclosure

R<

Rys. 1.2. Jednobiegunowy płaski tor wielkoprądowy o przewodach osłoniętych; 1 - przewód fazowy, 2 - osłona 

Fig. 1.2. Fiat high-current isolated-phase busduct; 1 - phase condoctor, 2 - enclosure

Przew ód fazow y jest zazwyczaj przewodem  rurowym lub profilowanym  z  aluminium, ze
stopu aluminium lub miedzi. O słony wykonane są  ze  stop ów  aluminiowych, rzadziej z e  stali
niemagnetycznej. Jeżeli tor prądowy układany jest w  ziemi, jak to ma często  m iejsce dla torów
trójbiegunowych [64, 179, 180], to  dodatkow o instaluje się koncentryczną, zewnętrzną  
obudow ę stalową.
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Zrealizowane dotychczas przykładowe badania przewodów osłoniętych dotyczyły rozkładu 
pola elektrycznego [123, 156, 158, 184], strat mocy [19, 184], badania nagrzewania i pomiaru 
rezystancji obwodu głównego [19, 125] badań napięciowych [43, 125] oraz pól magnetycz
nych w otoczeniu torów prądowych [140, 143].

Obliczenia osłoniętych torów wielkoprądowych dotyczą przede wszystkim:

• rozkładu pola elektromagnetycznego, prądów wirowych i strat mocy czynnej; dla torów 
trójbiegunowych w pracach [10, 21, 28, 48, 51, 79, 80, 81, 94, 98, 111, 122, 123, 124, 129, 
133, 134, 161, 165, 172, 173, 189] oraz dla torów jednobiegunowych w pracach [1, 3, 12, 
21, 23, 24, 25, 26, 38, 41, 53, 63, 65, 70, 78, 82, 84, 93, 117, 119, 120, 124, 129, 139, 
142, 147, 148, 157, 162, 163, 177, 181, 185],

•  rozkładu temperatur [20, 22, 28, 55, 73, 122, 123, 124, 132, 149, 151, 174, 186],

•  sił elektrodynamicznych [28, 56, 85, 122, 123, 127, 130, 133],

• rozkładu pola elektrycznego i zagadnień izolacyjnych [9, 28, 47, 59, 107, 122, 157, 171].

Wśród metod obliczania osłoniętych torów wielkoprądowych wyróżnia się kilka podsta
wowych grup:

•  metody „półempiryczne”,

• metody analitycznego rozwiązywania równań różniczkowych,

•  metoda elementów skończonych,

•  metody równań całkowych,

• metoda elementów brzegowych.

Obszerne omówienie tych metod stosowanych dla osłoniętych torów wielkoprądowych 
wraz z podaniem literatury przedstawiono w pracach [28, 122, 123]. Metody te wywodzą się z 
bardzo obszernej problematyki zagadnień brzegowych [34, 40, 77, 90, 109, 135, 157, 165, 
190].

Obliczanie pól elektromagnetycznych w otoczeniu osłoniętych torów wielkoprądowych 
dokonuje się ze swej natury w obszarach nieograniczonych. Obliczenia te wykonuje się 
metodami analitycznymi, jak również numerycznymi, takimi jak: różnic skończonych, sieci 
reluktancyjnych, równań całkowych, elementów brzegowych i najbardziej rozpowszechnioną 
w obliczeniach pól elektromagnetycznych w urządzeniach technicznych o skomplikowanych 
kształtach - metodą elementów skończonych. Ta ostatnia metoda jest generalnie stosowana z 
dobrymi rezultatami w przypadku obliczeń w obszarach ograniczonych [87, 88, 135, 165]. 
Stosowanie jej w ośrodkach nieograniczonych wymaga wprowadzenia powierzchni granicznej, 
na której wykonuje się obliczenie pola elektromagnetycznego, by następnie, wykorzystując 
równanie całkowe, obliczyć pole w obszarze nieograniczonym [37, 58, 103, 160].

Sformułowanie zagadnień brzegowych w postaci równań całkowych umożliwia otrzymanie 
przybliżonych rozwiązań pola elektromagnetycznego układów o złożonej postaci. Ogólną 
zaletą równań całkowych jest fakt, że wystarczy tu dyskretyzować jedynie obszar 
przewodzący, zaś spełnienie odpowiednich warunków przez rozwiązanie w obszarze 
zewnętrznym jest zapewnione automatycznie. Równanie całkowe zostaje przybliżone układem

1.2. Badania i obliczenia przewodów osłoniętych
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N  równań algebraicznych, gdzie niewiadomymi są wartości poszukiwanej funkcji pola, 
natomiast elementy macierzy współczynników zespolonych są całkami z jądra równania 
całkowego. Otrzymane układy równań są skromniejszych rozmiarów niż przy zastosowaniu 
metody elementów skończonych, ale są to układy o macierzach pełnych niesymetrycznych. Nie 
stanowi to jednak większej trudności, uwzględniwszy możliwości obliczeniowe współczesnych 
elektronicznych maszyn cyfrowych.

Z powyższych względów, w niniejszej pracy, do obliczeń impedancji i pola magnetycznego 
osłoniętych torów wielkoprądowych zostaje wybrana metoda równań całkowych.

1.3. Cel i zakres pracy

Prądy znamionowe współcześnie instalowanych torów wielkoprądowych, zarówno 
nieosłoniętych jak i osłoniętych, mogą osiągać wartość do 40 kA. W konsekwencji wartości 
natężeń zmiennych pól magnetycznych emitowanych przez takie tory są duże nawet w 
warunkach znamionowych. Pola te, o częstotliwości przemysłowej, oddziałują na własne 
elementy oraz na szeroko rozumiane otoczenie - inne urządzenia i aparaty elektroenergetyczne, 
konstrukcje stalowe, elektroniczne obwody sterowania, kontroli i transmisji danych, 
środowiska naturalne i na człowieka [6, 30, 42, 45, 72, 83, 116, 168, 169]. Przekroczenie 
przez te pola pewnych dopuszczalnych wartości natężeń prowadzić może do nieprawidłowego 
funkcjonowania urządzeń elektrycznych, nadmiernego nagrzewania się konstrukcji stalowych, 
degradacji środowiska naturalnego i może także stwarzać zagrożenia dla człowieka. Wszystkie 
te problemy można sprowadzić do zagadnień kompatybilności elektromagnetycznej [46, 105, 
126, 159, 192, 193], dla której wymaga się precyzyjnego określania wartości natężeń 
magnetycznych o częstotliwości przemysłowej.

Wartości natężeń magnetycznych w otoczeniu osłoniętych torów prądowych zależą od ich 
prądów roboczych ale również od ich struktury: trójbiegunowej lub jednobiegunowęj.

W przypadku torów trójbiegunowych (rys. 1.1), dzięki symetrii geometrycznej (przewody 
fazowe umieszczone są w wierzchołkach trójkąta równobocznego) i przy osłonie 
przewodzącej, wypadkowe pole magnetyczne wytworzone przez symetryczne prądy fazowe 
zanika już w niewielkich odległościach od takiego toru [64, 131, 179, 180].

Odmienna sytuacja istnieje dla płaskich, jednobiegunowych, osłoniętych torów 
wielkoprądowych. Natężenia pola magnetycznego w ich otoczeniu osiągają duże wartości 
nawet w stosunkowo dużych odległościach od takiego toru. Spowodowane jest to ich 
asymetrią geometryczną. Natężenia tych pól zależą od fazowych prądów roboczych oraz od 
prądów powrotnych w osłonach. Wartości tych ostatnich prądów zależą od sposobów 
połączenia osłon między sobą, od sposobów uziemienia oraz od parametrów elektrycznych 
osłoniętego toru wielkoprądowego, tzn. impedancji własnych przewodów fazowych i osłon 
oraz impedancji wzajemnych między przewodami i osłonami.

Rozróżnia się trzy zasadnicze sposoby połączeń osłon toru wielkoprądowego [1, 24, 41, 
162, 181, 185]:

•  osłony izolowane, uziemione w jednym punkcie - rys. 1 3a,

•  osłony ciągłe z uziemieniem na ich końcach - rys.l.3b - lub także w punktach pośrednich
[25, 26],

•  osłony ciągłe z uziemieniem na ich końcach poprzez dławiki - rys. 1.3c (rzadko stosowane).

Rys.1.3. Sposoby połączeń osłon torów wielkoprądowych; a) osłony dzielone; b) osłony ciągłe uziemione 
bezpośrednio; c) osłony ciągłe uziemione przez dławiki

Fig. 1.3. Ways of connections of high-current busducts enclosures; a) divided enclosures; b) continuous directly 
grounded enclosures, c) continuous enclosures grounded by reactors

We współczesnych rozwiązaniach stosuje się przede wszystkim uziemienie osłon na ich 
końcach, przy czym dla długich torów prądowych osłony łączą się ze sobą w punktach 
pośrednich i w punktach uziemienia - rys. 1.4a lub pozostawia się je  odizolowane od ziemi-

rys.l.4b.

a)

L,-

L,

b)
L,-

Rys.1.4. Osłony torów wielkoprądowych połączone ze sobą w więcej niż dwóch punktach; a) osłony połączone 
ze sobą w trzech punktach i uziemione - Elektrownia „Konin” [26]; b) osłony połączone ze sobą w 
wielu punktach, przy czym tylko ich końce są uziemione - tor o długości 17 km w Arabii Saudyjskiej, 
zainstalowany przez GEC ALSTHOM [139]

Fig. 1.4. High-current busducts enclosures mutually connected at more than two points; a) enclosures are 
mutually connected at three points and grounded -  Power plant „Konin” [26]; b) enclosures are 
mutually connected at several points while only its extreme points are grounded -  busduct of 17 km 
length in Saudi Arabia installed by GEC ALSTHOM [139]

W przypadku ogólnym płaski tor prądowy lub jego „przęsło”, tj. odcinek między dwoma 
sąsiednimi punktami zwarcia osłon między sobą, przedstawiono na rys. 1.5.
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* Między przewodami fazowymi A, B, C i osłonami a, b, c istnieją 
impedancje wzajemne

Rys. 1.5. Jednobiegunowy, osłonięty, płaski tor wielkoprądowy ze zwartymi i uziemionymi osłonami 

Fig. 1.5. Flat isolated-phase high-current busduct with mutually shorted and grounded enclosures

i z *
 (zr

L2 0 _

L3 ef-

r h  Między przewodami fazowymi
ZK ZM A, B,C i osłonami a, b, c istnieją

Z. , impedancje wzajemne
T  !' T

Rys.1.6. Schemat zastępczy płaskiego, osłoniętego toru wielkoprądowego ze zwartymi i uziemionymi osłonami; 
Zaa, 2bb, Zcc - impedancje własne przewodów fazowych, Zm, Zbi, Z„ - impedancje własne osłon,
Zab  ZM, ..., Za, - impedancje wzajemne między przewodami fazowymi i osłonami,
Zn - impedancja szyny łączącej dwie osłony, Zb2 - impedancja szyny uziemiającej (wraz z impedancją 
ewentualnego dławika), Z, - impedancja uziemienia

Fig. 1.6. Equivalent diagram of flat isolated-phase high-curTent busduct with mutually shorted and grounded 
enclosures; ZM, Zbb, Zcc -  self impedances of phase conductors, Z„, Z^, Z„ -  self impedances of
enclosures, Zab, ■■■, Z«, Zcj, -  mutual impedances between the phase conductors and the enclosure,
Z41 -  impedance of bar connecting two enclosures, Zb2 -  impedance of grounding bar (together with 
the impedance of possible reactor), Z, -  ground impedance
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Prądy Ia, /b i /c  w przewodach fazowych indukują siły elektromotoryczne w osłonach. 
W przypadku połączeń osłon ze sobą oraz z ziemią popłyną w nich prądy powrotne /„, h  i h, 
które również indukują w osłonach siły elektromotoryczne. Zatem wartości tych prądów 
powrotnych zależą od wartości prądów IA, Ib i Ic oraz od parametrów elektrycznych toru 
prądowego (w szczególności od indukcyjności wzajemnej między przewodami i osłonami) i 
można je wyznaczyć ze schematu zastępczego przedstawionego na rys.1.6.

Impedancje własne przewodów fazowych i osłon oraz ich reaktancje wzajemne zostaną 
wyznaczone poprzez modelowanie obwodowe układu polowego.

W przypadku torów prądowych z osłonami izolowanymi impedancja Zn = oo i wtedy brak 
jest prądów powrotnych, ale istnieją napięcia indukowane w osłonach oraz natężenie pola 
magnetycznego w otoczeniu takich torów osiąga duże wartości.

W przypadkach torów z osłonami zwartymi między sobą i ewentualnie uziemionymi 
bezpośrednio lub przez dławiki płynące w osłonach prądy powrotne zmniejszają natężenie pola 
magnetycznego w otoczeniu takich torów w porównaniu z torami o osłonach izolowanych. 
Wartości prądów powrotnych w osłonach w sposób decydujący wpływają na wielkości pól 
magnetycznych, same zaś z kolei zależą od sposobów połączeń osłon między sobą (impedancji 
Zbi), uziemienia (impedancji Zb2 i Zt) i parametrów elektrycznych torów (impedancje 
ZAA, Zoo, ZCb). Stąd też formułuje się zasadniczy cel niniejszej pracy, którym jest:

W yznaczanie im pedancji własnych i wzajemnych oraz pól magnetycznych w  
otoczeniu osłoniętych, jednobiegunowych torów wieikoprądowych z uwzględnieniem  
sposobów połączeń osłon między sobą oraz sposobów ich uziemień.

Przedstawiony cel pracy osiągnięto poprzez:

• opracowanie metody analitycznej wywodzącej się z równań całkowych dla układu Nc 
przewodów równoległych, w których wprowadzono jednostkowe spadki napięć, 
odpowiadające natężeniom bezwirowych pól elektrycznych w przewodach oraz w których 
wyznaczono analitycznie wektorowe potencjały magnetyczne w każdym z obszarów 
rurowych przewodów fazowych i rurowych osłon toru wielkoprądowego; zjawiska 
nakórkowości i zbliżenia zostały przy tym uwzględnione,

• opracowanie metody analityczno-numerycznej bazującej na równaniach całkowych i 
aproksymacji wektorowego potencjału magnetycznego analitycznie wyznaczonymi 
funkcjami kształtu zarówno dla układu Nc przewodów, jak również ferromagnetyków,

• wykonanie obliczeń impedancji i natężeń pól magnetycznych oraz pomiarów 
sprawdzających dla wybranych układów torów wieikoprądowych.

W pracy przyjęto następujące założenia:

• środowiska, w których analizuje się pole elektromagnetyczne są liniowe i izotropowe,

•  przewody fazowe i osłony są nieskończenie długie -  rozważany system zostaje ograniczony 
do przestrzeni 2D,

•  przewidywany zakres częstotliwości prądu pozwala na pominięcie w rozważaniach prądów 
przesunięcia.



2. RÓWNANIA CAŁKOWE

Sformułowanie zagadnień brzegowych w  postaci równań całkowych, w  których 
wprowadza się jednostkowe spadki napięć w przewodach, pozwala otrzymać dla prostych 
układów torów prądowych analityczne wzory, określające impedancje własne i wzajemne 
toru. W przypadku złożonego toru prądowego otrzymuje się przybliżone rozwiązania pola 
elektromagnetycznego w jego przewodach i jego otoczeniu. Impedancje własne i wzajemne 
są wtedy wyznaczone również w sposób przybliżony.

W rozdziale tym wyprowadzono równania całkowe dla przewodu odosobnionego oraz dla 
układu Nc przewodów równoległych.

2.1. Równanie całkowe dla przewodu odosobnionego

Zakłada się, że przez równoległy do osi Oz przewód odosobniony (rys.2.1) o konduktancji 
Y i przekroju poprzecznym S płynie, zgodnie ze zwrotem osi Oz, prąd sinusoidalny o pulsacji 
co i wartości zespolonej 1.

Rys.2.1. Przewód odosobniony z prądem/ 
Fig.2.1. Separated conductor with current /

Wektor gęstości prądu J(X) w przewodzie (X e  S) jest równoległy do osi Oz, czyli ma jedną 
składową Ą X )  wzdłuż tej osi. Wektor ten zapisuje się w postaci:

Ą x ) = \ t Ą x ) .  (2.1)

Składowa J(X) jest niezależna od współrzędnej z. Rozważany problem jest zatem 
dwuwymiarowy.
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Wektor gęstości prądu spełnia następujący warunek na granicy powierzchni przewodzącej:

Ą x ) n  = 0 , (2 . la)

gdzie n jest wektorem normalnym do powierzchni S przewodu. Ponadto wektor gęstości 
prądu spełnia warunek ciągłości

div7(Ar) = 0 . (2. Ib)

Zakładając, że przenikalność magnetyczna przewodu jest równa /Jo, natężenie pola 
magnetycznego w dowolnym punkcie X  e  R2

H(X)  = —— rotA(X) , (2.2)
Mo

gdzie A (A) jest wektorowym potencjałem magnetycznym.

W analizowanym przypadku przewodu odosobnionego potencjał A(X) jest równoległy do
osi Oz, czyli

A(X) = l z A(X) (2.3)

i jego składowa A(X) wzdłuż osi Oz określona jest [89, 90, 175] przez skalarne, 
dwuwymiarowe równanie Poissona

V 2A {X ) = -H 0Ą X )  (2.3a)

w obszarze przewodzącym, tzn. dla X(x, y ) e  S, oraz skalarne, dwuwymiarowe równanie 
Laplace’a

V 2A (X )  = 0 (2.3b)

poza tym obszarem, tzn. dla X(x, y)  e  R2\S.

Zagadnienie brzegowe układu równań (2.3a) i (2.3b) polega na wyznaczeniu ich 
rozwiązania spełniającego określone warunki brzegowe. Spełnienie tych warunków stanowi 
tutaj podstawową trudność. Zagadnienie to jest stosunkowo łatwe dla odosobnionych 
przewodów o symetrii geometrycznej (np. przewód walcowy lub rurowy) oraz dla układów 
przewodów o pewnych szczególnych symetriach geometrycznych (np. układ współosiowy 
dwóch przewodów rurowych).

Innym sposobem podejścia do zagadnień brzegowych jest sformułowanie ich w postaci 
układu równań całkowych [90, 175]. Równania całkowe pozwalają w stosunkowo prosty 
sposób uzyskać spełnienie warunków brzegowych, a samo rozwiązanie zagadnienia 
brzegowego otrzymuje się przy zastosowaniu metod przybliżonych.

Z drugiego równania Maxwella

rot E ( X )  = -}a>p0H ( X )  (2 .4)
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oraz ze wzoru (2.2) otrzymuje się równanie

rot[E (x)+ ]a> A (X )] = 0 , (2.4a)

a stąd [90]

E(X)¥}oA(x)=-gradę, (2.4b)

gdzie wielkość ę>jest zespolonym potencjałem elektrycznym.

Rozważany problem jest dwuwymiarowy, wobec tego

= = (2.5)o x  d y

gndcp = \ z ^ -  (2 .5a)
a  z

oraz

(2.5b)d z

gdzie % jest jednostkowym (w V-m'‘)  spadkiem napięcia w przewodzie. Wtedy też z 
równania (2.4b) otrzymuje się, że

E(x) = Eln(x)+E„{X), (2.6)

gdzie:

•  natężenie indukowanego pola elektrycznego

E in( X ) = -  jco A (x), (2.6a)

•  natężenie bezwirowego pola elektrycznego (w pracy [90] Krakowski nazywa je 
statycznym polem elektrycznym)

E„(x) = - ¥  = Ąi’ (26b)d z

które jest polem zewnętrznym (pierwotnym, źródłowym) [87, 88, 89, 175].

Ostatecznie z powyższych równań otrzymuje się następujące równanie:

E {X )+ ]0 A (X )  = ‘U . (2.7)

Wypadkowe natężenie pola elektrycznego E(X) w przewodzie związane jest z  wypadkową 
gęstością prądu Ą X )  uogólnionym prawem Ohma

E { X ) = & - .  (2 .8)
Y
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Rozwiązaniem układu równań (2.3a) i (2.3b) jest funkcja zwana logarytmicznym 
potencjałem magnetycznym obszaru płaskiego S [40, 90, 95]

A (X ) = f y ( r) ln  — d x ’d / ,  * (2.9)
2 *  i  r XY

gdzie: X  = X(x, y)  - punkt obserwacji i X  e  R2,
Y = Y ( x 'y )  - punkt źródłowy i Y  e  S,
S - powierzchnia, na której Ą Y ) *  0,
rxY - odległość między punktem obserwacji X  a punktem źródłowym Y  (rys.2.1), 
wyrażająca się wzorem:

rXY = + ( y - / ) 2 • (2 9a)

Po podstawieniu wzorów (2.8) i (2.9) do równania (2.7) otrzymuje się dla X{x,y) g S

^ ^ -  + ]a > ^ -[j{Y )\n  —  d x 'dy ' = eU. (2 .10)
Y 2^-J rn

Równanie (2.10) jest dwuwymiarowym równaniem całkowym Fredholma drugiego 
rodzaju z jądrem słabo osobliwym [16, 89, 90, 152, 157, 175, 182, 188]. Jak wiadomo [16, 
41, 182], ma ono jednoznaczne rozwiązanie dla dowolnej (nie tylko stałej) prawej strony.

W ogólnym przypadku równanie całkowe (2.10) daje się rozwiązać tylko metodami 
przybliżonymi. Istnieje szereg metod przybliżonego rozwiązywania równań całkowych [90, 
112, 175, 188]. Metody sprowadzające równania całkowe do układu liniowych równań 
algebraicznych to przede wszystkim: metody momentów, Galerkina i kolokacji [90].

W niniejszej pracy proponuje się metodę zbliżoną do metody kolokacji, polegającą na 
podziale obszaru S przewodu na Nd obszarów elementarnych S, i przyjęciu, że w każdym z 
tych obszarów funkcja gęstości prądu jest stała i równa J,. Wtedy też potencjał (2.9), 
a więc całka w równaniu (2.10) zostaje aproksymowana tzw. funkcją kształtu FS(X), którą 
wyznaczono analitycznie w rozdziale 3, p.3.3.2. Wtedy potencjał

Ąx) = - ^ J SF ,(X ) ,  (2.11)
5=1

gdzie: s=  1, 2, Nd,

FS(X )=  f ln  —  d x 'd y '.  (2.1 la)
l  r „

*
W układzie jednostek SI prawa strona równania Poissona (2.3a) wyrażona jest w Wb m"3. Zatem zmienne 

x, y  przyjętego tutaj płaskiego prostokątnego układu współrzędnych, występujące w Laplasjanie V2 lewej 
strony tego równania, wyrażone są w metrach. W konsekwencji odległość rxr określona wzorem (2.9a)

również wyrażona jest w metrach. Aby zatem funkcja —-— , logaiytmowana we wzorze (2.9), była
rxr

bezwymiarowa, jej licznik, co należy wyraźnie podkreślić, musi być równy jednostce miary długości. 
Obszerne przedstawienie zagadnień dotyczących matematycznej natury wielkości fizykalnych czytelnik 
znajdzie w pracy [36].
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Stąd równanie całkow e (2 .1 0 ) sprowadza się do układu Nd równań algebraicznych dla
X e S ,

~  + J ,  F,{X)=<U, (2.12)
r  2 /r

gdzie: J t -  stała wartość gęstości prądu w  obszarze elementarnym S(, 
t  =  \ , 2 , N d  - numer /-tego  obszaru elem entarnego.

Rów nanie (2 .1 0 ) zostało zatem  przybliżone układem  Nd  równań algebraicznych (2 .12), 
gdzie  niew iadom ym i są  wartości gęstości prądu w  obszarach elem entarnych S„ natomiast 
elem enty m acierzy w spółczynn ik ów  są całkami po elem entach Sj z  jądra równania 
całkow ego. Istnieją przy tym  dwa sposoby podejścia do rozwiązania takiego układu równań:

•  dla w ym uszenia nap ięciow ego znane jest napięcie ‘U  na jednostkę długości przewodu i 
w tedy nieznane gęstości prądu J,  w yznacza się  z  układu (2 .1 2 ) Nd  równań algebraicznych,

•  dla w ym uszenia prądow ego znany jest prąd całkow ity I  i w tedy układ równań (2 . 1 2 ) 
należy uzupełnić równaniem  dodatkowym:

I  =  (2 .13 )
s *-i

otrzymując Nd  +  1 równań algebraicznych.

2.2. Równania całkowe dla układu Nc przewodów równoległych

Jednobiegunowy, trójfazow y osłon ięty  tor w ielkoprądow y z  rys. 1.5 wraz z  ewentualnym i, 
um ieszczonym i w  je g o  sąsiedztw ie, innymi przewodam i lub płytam i przew odzącym i m oże  
być traktowany w  przypadku ogólnym  jako układ Nc przew odów  rów noległych o  różnych  
konduktancjach yp (p =  1 , 2 , . . . ,  N e)  - rys.2 .2 .

Rys.2.2. Układ Nc przewodów równoległych 

Fig.2.2. System of Nc parallel conductors
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Przekroje przew odów  określone są przez S 1 ,S 2 , . . . , S ;, , . . . , S W . Przez każdy z  tych  

przewodów płyną, zgodnie ze  zwrotem  osi Oz,  odpow iednio prądy zespolone

Л >/2  ■
W układzie N c przewodów z  prądami Ip zachodzi wzajem ne oddziaływ anie pól 

elektrom agnetycznych [113, 175, 182]. W wyniku tego oddziaływania wypadkow y wektor  
gęstości prądu w  każdym z przewodów, w  ogólnym  przypadku, zależy od prądu w łasnego i 
od prądów w  przewodach sąsiednich. W ektor ten spełnia warunki (2. la ) i ( 2 .Ib). Jest on 
równoległy do osi Oz,  ma jedną składow ą УДА), czyli d\a .X  e  SP

J p ( X ) = l zJ p { X ) .  (2 .14 )

Składowa J/^Х) jest niezależna od współrzędnej z, czyli rozważany problem jest 

dwuwym iarowy.

W dow olnym  punkcie X(x,y) e  R2 w ektorow y potencjał m agnetyczny A (X )  jest sumą 
wektorową potencjałów A P(X)  generowanych przez każdą z  gęstości prądu JP(Y), tj.

A ( X )  = ' £ A P( X ) .  (2 .15)
p-i

W  analizow anym  przypadku układu N c przew odów  rów noległych potencjał A (X )  jest
równoległy do osi Oz,  czyli wyraża się  w zorem  (2 .3), a jego  składowa A (X)  w zdłuż osi O z

A ( X )  = ^ A P( X ) ,  (2 .15a)
p= 1

gdzie potencjał AP(X)  generowany jest przez gęstość  prądu JP(Y)  i wyraża się  wzorem:

A P{ X )  =  % -  f y , ( y ) l n — d x ' d / ,  (2  15b)
2л  (  fyry

ър

gdzie У(х',У)  e  S „  p =  1 ,2 , . . . ,N e .

W ewnątrz /-tego przewodu ( /  =  1, 2 , ..., N c), tzn. dla X(x,y) 6  Si z  równania (2 .4a) 
otrzymuje się, analogicznie do przewodu odosobnionego, następujące równanie:

E 1 { X ) + ] C 0A ( X ) = % ,  (2 .16)

w którym w ypadkow e natężenie pola elektrycznego

(2 .16a)
У i

gdzie J { X )  jest w ypadkow ą gęstości prądu, zaś A (X )  jest całkowitym  potencjałem  
m agnetycznym  określonym  wzorem  (2 .1 5a).
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P o podstawieniu w zorów  (2 .15a), (2 .15b ) i (2 .16a) do wzoru (2 .1 6 ) otrzym uje się  dla 
X(x,y)  e  S; równanie:

y i ( x ) + i ^ L ^  t j  ( y ) ln _ L d x ' d y  =  ^ ,  (2 .17 )

Yi 2*  u  s ,

gdzie: p  =  1 , 2 , . . . ,  N *  
l = l , 2 , . . . , N c.

Rów nanie (2 .1 7 ) jest również dw uw ym iarow ym  równaniem  całkow ym  Fredholma 
drugiego rodzaju, które poprzez aproksymację w ektorow ego potencjału m agnetycznego, tak 
jak zrobiono to dla przewodu odosobnionego, przybliża się  układem  Nd  równań 
algebraicznych dla X e S i ,

' /  p =  1 5=1

gdzie: Ju - stała wartość gęstości prądu w  obszarze elementarnym S<,,
/  =  1, 2 , . . . ,  Nc - numer /-tego  p rzew od u ,
I =  1 , 2 , Nd  - 1-ty numer obszaru elem entarnego /-tego przewodu,
/ > = 1 , 2 , . . . ,  N c ,
5 =  1 , 2 , . . . ,N d ,
Fps (A) - funkcja kształtu (2 .1  la )  obliczona dla obszaru Sps.

R ów nież dla układu N c przew odów  istnieją dwa sposoby podejścia do rozwiązywania  
układu równań (2.18):

•  dla w ym uszeń napięciow ych znane są  napięcia % ,  %., % ,  ■■■, %ic i w tedy nieznane
gęstości prądu w yznacza się  z  układu N c Nd  równań algebraicznych (2 .18),

•  dla w ym uszeń  prądowych znane są całkow ite prądy h ,  / 2, ..., Ip, ..., Inc i w tedy układ 
równań (2 .18 ) należy uzupełnić układem  N c równań dodatkow ych typu (2 .13 ) otrzymując 
Nc N d +  N c równań algebraicznych.

Podstawiając w zory (2 .15a) i (2 .16a) do wzoru (2 .1 6 ) otrzym uje się  (A e S /):

J , { X )  A  . ,
- ^ -  +  ] coY j A p { X ) = % ,  (2 .19)

Y i px  i

w  którym wypadkow a g ęsto ść  prądu Ji(X)  jak rów nież potencjał AP(X )  za leżą  od  w szystkich  
prądów w  przewodach.

W  niektórych przypadkach, np. przy w yznaczaniu impedancji w łasnych i wzajem nych, 
ce lo w e  jest odseparow anie w  równaniu (2 .1 9 ) składników  zależnych ty lko od  prądu Ii od  
w szystkich  pozostałych, tzn. zależnych od prądów /*, gdzie k /; k =  1 , 2 , . . . ,  jVc-1. W  tym  
celu całkow itą  gęsto ść  prądu J/(X)  przedstawia się  w  postaci sumy:
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N c  N e-1

J ,  ( X )  =  X  J lp ( X )  = J U( X )  +  X  J M , (2 .20)
p =  i  *= i

k*l

gdzie: Jip{X) - gęstość  prądu w  /-tym  przew odzie pochodząca od prądu Ip {p= \,2 , . . . ,N c\  
Jn(X) - gęstość  prądu w  /-tym  przew odzie pochodząca od prądu Ii (/=l,2,...,7Vc), 
Ju,{X) - gęstość  prądu w  /-tym  przew odzie pochodząca od  prądu h  i,

A:= l,2 ,...,A ^-l).

A nalogicznie postępuje się  w  odniesieniu do potencjału całkow itego, w ystępującego w e  
w zorze (2 .19). W  pierw szym  kroku ten potencjał całkow ity w  /-tym  przewodzie zostanie  
rozdzielony na potencjał Aip(X)  generowany przez całkow itą gęstość  prądu w  /-tym  
przewodzie i potencjał pochodzący od gęstości całkow itych prądu w  przewodach sąsiednich;

<2-2 i )
P=i p=i *=i
y k*l

gdzie

AIP{ X )  =  ^ [  ^ ( y ) l n  —  d x ' d /  (2.21a)
2 i t  J rn

jest potencjałem w  /-tym  przew odzie generowanym  przez gęstość  prądu JiP(Y) w  /-tym  

przewodzie pochodzącą od prądu Ip oraz

Akp{ X ) = ^ \ j kp{Y ) \n ^ ~  d x ' d /  (2 .2 1 b)
2 *  } v

jest potencjałem w  /-tym  przewodzie (X eS i)  generowanym  przez gęstość  prądu Jkp(Y) 
w  A-tym przewodzie, pochodzącą od prądu Ip.

W następnym kroku od każdego z  dw óch składników prawej strony wzoru (2 .21 ) odłącza  
się potencjał w yw ołany prądem W pierwszej kolejności otrzymuje się:

(2 .22)

P=i <t=i
k*l

gdzie:

Au ( X )  = ^ \ j u{Y)\n— Ax'Ay', (2 .22a)
{  r X Y

= —  dx'dy'.  (2 .22b)
2^  *
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Całkow ita g ęsto ść  prądu w  £-tym  przew odzie

w,

J t  ( y ) = ^ J J kp{ y )  = J u ( Y ) + Y j J d Y ) ,  (2 .2 3 )
p= 1 5=1

5*/

gdzie: ./*/(}') - gęstość  prądu w.fc-tym przew odzie pochodząca od prądu h ,

Jks(Y) - gęstość  prądu w  k -tym przew odzie pochodząca od prądu Is (s * 1, s = l ,2 , . . .J f c-l)-

Stąd drugi składnik z prawej strony w zoru (2 .21)

N '-\ Nc K - l  Nc- 1 K - \

ź  2 X ( * ) =  $ > * ( * )  , (2 .24)
k=1 /»=1 fc=l jfc=l 5=1k*l k*l k*l s*l

gdzie

AU ( X )  =  ^ ~  f j H( r ) ln  J - d x ' d y .  (2 .24a)
2*  SJ O t

J M  = -£L f j j r ) l n — d x ' d y .  (2 .24b)

Podstawiając w zory (2 .2 2 )  i (2 .2 4 ) do wzoru (2 .2 1 )  otrzymuje się:

£ A p ( X )  =  A u ( x ) + ^ A M / j r A M + ^ r  ] T a J x ) .  (2 .25 )
p=1 k=1 £=1 /t=l 5=1

k*l k*l k*l s*l

O statecznie, po podstawieniu w zorów  (2 .2 0 ) i (2 .2 5 ) do wzoru (2.19), otrzymuje się  
równanie:

% = l ^  +  ]c0Au { x ) + i ( ^ A u ( x ) + !̂  ^ 1  +
1 *=i k-1 Yi

k*l k*I
Nc-\ Nc-\ (2 .26)

+ j ® 2 > * ( * ) + j « 2 ; 2 ] i 4 b (jr ) .
*=; *=i 1=i

k*l s*l

P ierw sze trzy składniki prawej strony równania (2 .2 6 ) zależą  o d  prądu /*; pozostałe od  
prądu h  (k*l).  P ierw szy składnik reprezentuje pole elektryczne w yw ołane przepływ em  prądu 
h  Drugi składnik reprezentuje po le  elektryczne indukcji generow ane przez gęstość  Ju. Trzeci 
składnik jest polem  indukcji generow anym  przez prądy w irow e indukowane w  przewodach  
sąsiednich przez przem ienne pole m agnetyczne prądu //. Składniki czwarty i piąty  
reprezentują prądy w irow e indukowane w  /-tym  przew odzie przez przem ienne pole  
m agnetyczne prądu /*. Składnik ostatni jest polem  indukcji generow anym  przez prąd
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Wśród potencjałów w chodzących w  skład tego  ostatniego składnika jest również potencjał 
związany z  prądem /* (dla s=k)  i w obec tego  zachodzi pytanie o  jednoczesne istnienie w  
składnikach czwartym, piątym i szóstym  elem entów  zależnych od wybranego prądu h .  Otóż 
istnienie w  ostatnim składniku potencjału zależn ego  od prądu h  nie pociąga za  sobą istnienia 
podobnych (zależnych od /*) elem entów  w  członach czwartym  i piątym. Jeżeli dla X e S / 
potencjał (s=k)

Ak3(x)=  c o n s t ,  (2 .27)

to zgodnie z e  wzorem  (2 .2 ) pole m agnetyczne w  punkcie X e S i  je st równe zero. 
W konsekw encji w  /-tym  przew odzie nie ma prądów w irow ych zależnych od prądu /*, a to  
oznacza, że  w  składnikach czwartym  i piątym znikają elem enty zależne od prądu /*, ale w  
składniku szóstym  nie znika potencjał (2 .27).

W przypadkach szczególnych  istnienie, poszczególnych elem entów  w  składnikach prawej 
strony równania (2 .26 ), jak również całych składników zależy od konfiguracji wzajemnej 
przewodów, stanu prądowego w  przewodach oraz od zakresu poczynionych założeń  
upraszczających, p o legających ,  na zaniedbywaniu lub nie zjaw isk zbliżenia m iędzy  
przewodami.

Rów nanie (2 .26 ) jest szczególn ie przydatne, jak to zostanie pokazane w  rozdziale 4, przy 
wyznaczaniu impedancji w łasnych i w zajem nych przew odów  rurowych.



3. WEKTOROWY POTENCJAŁ MAGNETYCZNY 
PRZEWODÓW RUROWYCH

W  celu obliczenia natężenia pola m agnetycznego jak również impedancji w łasnych i 
wzajem nych rurowych przew odów  fazow ych i rurowych osłon  jednobiegunow ego toru 
wielkoprądow ego konieczne jest w yznaczenie rozwiązania równań P oissona i Laplace'a dla 
w ektorow ego potencjału m agnetycznego w e w szystkich obszarach układu przew odów  
(fazow ych  i osłon). D la odosobnionego przewodu rurowego z prądem zespolonym  /  i 
nierównom iernym  rozkładem  gęstości prądu potencjał m agnetyczny będzie w yznaczony  
analitycznie. Otrzymane rozwiązania m ogą być stosow ane do układów w spółosiow ych  
przew odów  rurowych. D la układu dw óch przew odów  rurowych um ieszczonych w  odległości 
d  od siebie uproszczoną m etodą analityczną będzie w yznaczony potencjał m agnetyczny  
w ytw orzony przez prąd sąsiedniego przewodu rurowego. D la dow olnego układu przew odów  
będzie zaprezentowana m etoda analityczno-num eryczna wyznaczania potencjału  
m agnetycznego w  dow olnym  punkcie tego  układu.

3.1. Potencjał magnetyczny przewodu rurowego - metoda analityczna

Zakłada się, że  w  nieskończenie długim  przew odzie rurowym (rys. 3 .1 ) wektor gęstości 
prądu J  ma jedną składow ą J(r,  0 )  w zdłuż osi Oz,  która w  przypadku ogólnym  jest funkcją  
zm iennych r  i © w a lc o w e g o  układu współrzędnych.

Rys.3.1. Przewód rurowy 
Fig.3.1. Tubular conductor

W ektorowy potencjał m agnetyczny A  ma w tedy również jedną  składow ą w zdłuż osi Oz. 
W obszarze przewodzącym  II jego  składowa A(r, 0 )  w zdłuż osi O z  spełnia dw uwym iarowe  
równanie Poissona

V 2A{r,G) = - p oj ( r , 0 ) , (3.1)

a poza tym obszarem, tzn. w  obszarach I i III, dw uwym iarowe równanie Laplace'a

v 24 ^ . ć > ) = ° .  (3 -2 )

gdzie J(r, 0 )  jest zespoloną gęstością prądu w  przewodzie rurowym w  A-m '2

Rozwiązaniem  tych dw óch równań jest funkcja nazywana logarytm icznym  potencjałem  

m agnetycznym  [40, 90]

A ( X )  = —  [  J ( Y )  ln —— p d p d c p , (3 .3)
2 ^  » r X Y

gdzie: X  X ( r , 0 )  -  punkt obserwacji,
Y Y(p,4>) - punkt źródłowy, gdzie  J*0,
J ( Y )  - całkowita zespolona gęstość  prądu w  przewodzie rurowym, 

fXo= 4ti-1 O'7 H  m ' 1 - przenikalność m agnetyczna próżni,
(r, 0 )  oraz (p, 0 )  - współrzędne punktów X ( r , 0 )  i Y(p, 0 )  w  w alcow ym  układzie 

współrzędnych,
S - przekrój poprzeczny przewodu rurowego,
rxr  - odległość m iędzy punktem źródłow ym  a punktem obserwacji; w e  

współrzędnych w alcow ych jest dana wzorem:

= r -  +  p 2 - 2 r  p c o s ( ® - 0 ) .  (3 .4 )

W yznaczenie w ektorow ego potencjału m agnetycznego (rozwiązania równań (3 .1 ) i (3 .2 )) 
przewodu rurowego sprowadza się w ięc do obliczenia całki (3 .3). W tym  celu rozważa się 
dwa przypadki wzajem nych zw iązków  m iędzy współrzędną r  oraz współrzędną p  w alcow ego

układu współrzędnych : r  >  p  i r <  p .
Dla r  >  p  ze  wzoru (3 .4 ) otrzymuje się:

rJOL-= \ J P \  - 2 — cos(<Z>-6>), (3 .5 )r \r) r
a stąd

f 1 + f - ]  - 2 —c o s ( 0 - < 9 )l n ^ = - l n  
r  2

(3.5a)

i w  rozwinięciu prawej strony równania (3 .5a) w  szereg Fouriera (wykorzystano w zór (1 .514)  

z pracy [60], str.53) otrzymuje się  dla n e  N,  że

ln —  =  1 cos [ n ( 0 - 0 ) \  (3 .6)
r

W obec tego
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Podstawiając w zór (3 .7 ) do wzoru (3 .3 ) otrzymuje się  dla r >  p

A { r , © ) - ~ - \ j { p , 0 } l +  cos[rt(<Z>-<9 ) ] j p d / 0 d<ź>. (3 .8)

Jeżeli gęstość  prądu J ( p . & )  nie zależy od zmiennej 0  w alcow ego układu współrzędnych, 
to zespolony potencjał w ektorow y dla r  > p

1 r S
A (r ) =  lim p 0 ln —  |  J ( p ) p  d p . (3 .9 )

D la r  <  p  ze  wzoru (3 .4 ) otrzymuje się:

-=1 + - 2 — cos(<P -<9), 
P

a stąd

ln ^ 3 L = I ln 
P  2

1 +
f  \ 2r

- 2 — cos (0 - 0 ) 
P

(3 .10)

(3.1 Oa)

i w  rozw inięciu prawej strony równania (3.1 Oa) w  szereg Fouriera otrzym uje się  dla n  e N , ż e

t a ^ - Ż ^ T o o s R « - » ) ] .
\ P

W obec tego

ln — —  =  l n  —  +  —  f — 1  c o s [ « ( < 2 >
r*r p  n {  p j

(3 .11 )

(3 .12 )

W tedy zespolony, w ektorow y potencjał m agnetyczny dla r  <  p

A (r ' 0 ) ~ ^  f  J (p><2>)j ln ~  +  X n[^j c o s K 0 ^ 0 ) ] |p  d p d 0 . (3 .13 )

Jeżeli nie należy od zm iennej 0 ,  to potencjał m agnetyczny dla r  <  p

1Ą r)= \m  u0 f J { p ) p  ln -  d p .
Ó-+0 J n

r+ó H
(3 .14 )

Ze w zorów  (3 .9 ) i (3 .1 4 ) m ożna w yznaczyć zespolony  potencjał m agnetyczny w e  w szyst
kich obszarach przewodu rurowego, w  którym gęstość  prądu nie należy od zmiennej 0 .
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Dla r  > R j  ze  wzoru (3 .9) otrzymuje się

A i n (r)  =  p 0 \ n j ] j ( p ) p d p ,  (3 .15 )

r  Ą

z  którego wynika, że  potencjał m agnetyczny w  obszarze zewnętrznym  przewodu rurowego 
jest funkcją zmiennej r  w alcow ego układu współrzędnych.

Dla R\  < r  < R.2 ze w zorów  (3 .9 ) i (3 .1 4 ) otrzymuje się:

A 11 (/•)=  lims->o

f-8 Ri j
/ i0 l n -  J  j ( p ) p d p  +  M0 j  j ( p ) p  ln dp (3 .16)

Dla r < R i , z e  wzoru (3 .14) otrzymuje się:

A , (r)  =  p 0^ j ( p ) p  ln —  d p  = const , (3 .17)

skąd wynika, że  w  obszarze wewnętrznym  przewodu rurowego potencjał m agnetyczny jest 
stały, niezależny od zmiennej r  w alcow ego układu współrzędnych.

Jeżeli gęstość  prądu w  przewodzie rurowym jest gęstością  prądów w irow ych  
indukowanych przez pole m agnetyczne pochodzenia zewnętrznego, to na ogół (z  wyjątkiem  
układu w spó łosiow ego) gęstość ta jest funkcją dw óch zm iennych p  oraz <£ w alcow ego układu 
współrzędnych (j  =  j ( p , 0 ) ) . W tedy przy wyznaczaniu w ektorow ego potencjału 

m agnetycznego należy posługiw ać się  wzoram i (3 .8 ) i (3 .13).

3.2. Potencjał magnetyczny niewspółosiowego układu dwóch rurowych 
przewodów równoległych

W niew spółosiow ym  układzie dw óch rurowych przew odów  rów noległych (rys.3.2) 
potencjał m agnetyczny w  otoczeniu przewodu "1 ", wytw orzony przez prąd /2 przewodu "2 ", 
wyznacza się zakładając [53, 70, 93, 177], że  punkt źródłow y Y  um ieszczony jest na osi 
przewodu "2". Innymi słow y zakłada się, że przewód "2" jest przewodem  nieskończenie  
cienkim.
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Х(г,в)

X

Rys.3.2. Niewspółosiowy układ dwóch rurowych przewodów równoległych 
Fig.3.2. Non-coaxial system of two parallel tubular conductors

W tedy potencjał m agnetyczny generow any przez prąd I2 [53]

gdzie

A ( r , e )  = £ s ł ±  ln — , 
2л

rh  = r 2 + d 2 - 2r d c o s & .

(3 .18)

(3 .18а)

Jeżeli w yznacza się  ten potencjał w  otoczeniu przewodu "1" takim, dla którego r  < d ,  to 
w tedy ze  wzoru ( 3 .18a)

a stąd

=  •—ln 
d  2 1 +  — - 2 — c o s6 > 

d

(3-19)

(3 .19а)

i w  rozw in ięciu prawej strony równania ( 3 .19a) w  szereg Fouriera otrzym uje się  dla n  e  N,  że

ta^ ' - | » & ] cos" e  (320)

W obec tego

ln — = b  — +  Y - ł f - L  
rx ï  d  1 d

cosn & . (3.21)
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Po podstawieniu wzoru (3 .21 ) do wzoru (3 .18) w yznacza się  w ektorow y potencjał 
m agnetyczny w  punkcie X(r, 6 ) takim, dla którego r < d

Jeżeli natężenie pola m agnetycznego w  punkcie X  w ytw orzone przez prąd h  w yznaczy się  
z prawa przepływu jako

Я 2 = - ^ -  (3 .23 )
2* „

i dla r < d jego  składowe Fbr i Н г в  rozwinie się  w  szereg Fouriera [12,150], to okaże się, że  
są one równe odpowiednim  składowym  obliczonym  ze  wzoru

H = —  ro t  A ,  (3 .24)
Mo

w którym przyjmie się, że  potencjał m agnetyczny A  ma jedną składow ą A (r, 0 )  wzdłuż osi 
Oz  daną w zorem  (3.22).

3.3. Potencjał magnetyczny układu Nc przewodów równoległych 
- metoda analityczno-numeryczna

Jednobiegunowy, trójfazowy osłonięty tor w ielkoprądow y z  rys. 1.5 jest układem sześciu  
przewodów rurowych. Przew ód fazow y i jego  osłona wybranej fazy jest układem  
w spółosiow ym  i dla n iego m ożna w yznaczać w ektorow e potencjały m agnetyczne - w zory  
(3.15), (3 .16) i (3 .17 ) dla dow olnych gęstości prądów w  przewodzie i osłonie. D la  układu 
przewód fazow y (lub osłona) wybranej fazy i przewód fazow y (lub osłona) innej fazy trzeba 
korzystać ze  wzoru (3 .22), tzn., że  w  przewodzie, który jest źródłem potencjału A,  nie 
uwzględnia się gęstości prądu ani też w ym iarów  poprzecznych tego  przewodu rurowego 
(promieni w ew nętrznego i zewnętrznego).

Konduktancja y\ przewodu fazow ego jest na ogół różna od konduktancji yi osłony. Oprócz 
tego w  pobliżu takiego toru prądowego m ogą znajdować się inne przewody czy  też płyty 
przewodzące. O gólnie jest to w ięc układ N c przew odów  rów noległych przedstawiony na 
rys.2 .2 .

3.3.1. Aproksym acja wektorowego potencjału m agnetycznego

Rozważany układ (rys.2.2) zawiera Nc przew odów  o dow olnych przekrojach S i, S2, ..., Sp, 
..., SN . Przez każdy z  tych przewodów płyną odpow iednio prądy zespolone Ą ,  / 2, ..., Ip, ...,

I N' . Przewody są  rów noległe do osi Oz.
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Rozpatrywany problem jest dw uw ym iarow y i w ektorow y potencjał m agnetyczny ma jedną  
składow ą w zdłuż osi Oz.  Potencjał ten jest funkcją dw óch zm iennych: x  oraz y .  W  obszarze 
przew odzącym  spełnia on  dw uw ym iarow e równanie Poissona, a poza tym  obszarem  
dw uw ym iarow e równanie L aplace’a. Podstaw ow ym  rozwiązaniem  tych dw óch  równań jest

4 * )  =  —  J y ( y ) l n - d x ' d / ,  (3 .25 )
71 s r

gdzie: X  =  X ( x , y )  - punkt obserwacji,
Y  =  Y(x '  y  0 - punkt źródłowy,

S =  Si u  S2 u ... u  ... SN' - powierzchnia, na której J(Y)  0 ,  

r  - od leg łość  m iędzy punktem X(x, y )  a punktem Y(x' , / )  (rys.3.3);

r  =  J ( x - x ')2 + ( y - y ')2 . (3 .25a)

Rys.3.3. Punkt źródłowy y(x',y) oraz punkt obserwacji X(x,y) we współrzędnych kartezjańskich 

Fig.3.3. Surce point Y (x \y )  and observation point X(x,y) in cartesian coordinates

Punkt X eS  zaś punkt A 'eR 2; w  szczególn ośc i punkt ten m oże leżeć  w ew nątrz przewodu  
(np. /-tego; rys.3.3).

Dla układu N c przew odów  w ektorow y potencjał m agnetyczny w  punkcie X  jest sum ą  
potencjałów  pochodzących o d  każdego z  przew odów

A ( X )  =  ^ ] ?  f j p ( r ) l n U x ' d / .  (3 .26 )
71 p=1 s„ r
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Następnie obszar Sp dzieli się na N j  obszarów elem entarnych Spi, Sp2, ..., Sps, ..., 

przyjmując, że  w  każdym z tych obszarów elementarnych funkcja gęstości prądu J p (Y)  jest 

stała i równa J ps (p  =  1 ,2 ,  ..., N c-, 5 = 1 , 2 , ..., N d), tzn., że  jest równa przybliżonej wartości 

funkcji J(Y)  w  obszarze Sps. W  ten sposób otrzymuje się N  =  N c N j  obszarów elementarnych, 
od których potencjał m agnetyczny

AL N.

f  ^ ln7 dx' d /  0-2i)
p~ 1 s=> sp,

G ęstość prądu Jps jest w ielkością  stałą, w ięc  m oże być zapisana przed całką w e w zorze  
(3.27). Stąd otrzymuje się  dla układu N c przewodów

4 * ) = ^  i ;  o - 2 «)
p=i 5=1

Jeżeli p -ty przewód jest przewodem  odosobnionym , to ze  wzoru (3 .28) otrzymuje się:

4 * )  =  f \ Y J psF pX * ) -  (3 28a)
J=1

W e wzorach (3 .28 ) i (3 .28a) funkcja Fps( X )  jest funkcją kształtu obszaru elementarnego  

Sps i w yznacza się ją  ze  wzoru:

F M =  f  ln , 1 d x ' d y '  (3 .29)
i  J ( x - x ' Y + ( y - y ' Y

dla X e  S dow olnie usytuowanego względem  obszaru elem entarnego Sps.

3.3.2. Funkcja kształtu

Funkcja kształtu (3 .29) zależy od podziału powierzchni Sp na elem enty Sps oraz od funkcji 
aproksymujących kształt tych powierzchni. O bliczenie całek (3 .2 9 ) w  każdym z obszarów  
elementarnych m oże być w ykonane num erycznie [175], stosując odpow iednie w zory na 
kwadraturę, lub też oblicza się je  analitycznie w  pierw szym  całkowaniu, zaś w  drugim  
całkowaniu num erycznie [133, 172].

W niniejszej pracy całki (3 .29 ) oblicza się  analitycznie w  układzie współrzędnych  
prostokątnych lub w alcow ych. Rozwiązanie przedstawia się  jako kombinację funkcji 
standardowych. Uzyskuje się przez to  duże uproszczenie obliczeń, co  znacznie skraca czas 
obliczeń num erycznych impedancji, gęstości prądu i natężenia pola m agnetycznego w  
osłoniętych torach prądowych. M a to szczególne znaczenie w  przypadku, gdy punkt X  leży w  
obszarze elementarnym Sps. W tedy całka (3 .29) jest całką n iew łaściw ą, co  znacznie utrudnia 
całkowanie num eryczne wprowadzając w  konsekwencji duże błędy obliczeń.
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Zazwyczaj pow ierzchnię Sp przewodu dzieli się  na obszary elem entarne prostokątne, 
w ycinków  kołow ych oraz trójkątne. W  dalszej kolejności będzie zatem  obliczona funkcja 
kształtu dla tych trzech podstaw ow ych sposobów  dyskretyzacji powierzchni przewodów.

3 .3 .2 .I. Prostokątny obszar elem entarny

Podziału obszaru przew odzącego Sp na prostokątny elementarne Sps dokonuje się  dla 
przew odów , których przekroje poprzeczne są naturalnymi prostokątami (prostokątne szyny  
zbiorcze i prostokątne pakiety szynow e) lub też  dają się  przedstawić za pom ocą prostokątów  
(przew ody szynow e złożone z  ceow n ików ) [ 1 1 , 13, 14].

Rys.3.4. Prostokątny obszar elementarny 

Fig.3.4. Rectangular elementary area

G dy obszar elem entarny jest prostokątem o bokach Ax„, A yn, którego położenie określone  

je st przez je g o  dolne, lew e naroże, tj. przez punkt Y„(x'n,y'H)  -  rys.3 .4 , funkcję kształtu 
oblicza się  następującym w zorem  [ 1 1 , 13, 14]:

yn+Ay,
F ( X J n,A x n, A y n)  =  Ą  J  |  l n | ( x ' - x ) 2 + ( y ' - ^ ) 2 ] d x ' d y .  (3 .30 )I I

y'n <
W  wyniku p ierw szego całkowania (3 .3 0 ) otrzymuje się:

y'„+Ayn

F ( X , Y n, A x n, A y „ )  =  ~ ( x ' „ - x  + A x n)  J  ln \ y ' -  y )2 + ( x ’„ - x  +  A x „ f ] d y '  +

/m
y'n+Ayn

^ ( x ’n - x )  J  l n \ y ' - y f + { x ' - x ) 2] d y '  +  A x nA y n

y.n

-  [  i y '  ~  y )  arctg X" X' + A X " d y ' +  f ( y '  -  y ) a r c t g — — - d y ' .  (3 .31 )
y  - y  y  - y

y>t
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Drugie całkowanie m ożna w ykonać również analitycznie otrzymując:

f { x , y ,  X'n ,y '„ , A x n, A y n)  =  Y  A x n A y „  - f ( x , y ,  x'n + A x „ ,  y'„ + A y „ )  + 

+ f { x , y , x ' n, y ' n + A y n) + f ( x , y , x ' n + A x n, y ' „ ) - f ( x , y , x ’n,y 'n) -  

- g { x , y ,  x ' „ + A x n,y 'n + A y „ )  +  g ( x , y ,  x'n, y ' „ + A y n)  +

+ g { x , y ,  x ' „ + A x „ ,y ' n) - g ( x , y ,  x'n, y ' „ ) - h ( x , y ,  x'n +  A x „ ,  y'n +  A y n)  +

+ h ( x , y , x ' „ , y ' „ + A y n)  +  h ( x , y ,  x'n + A x n, y ' „ ) - h ( x , y ,  x'„,y'n) ,  (3 .32)

gdzie funkcje/ ,  g  oraz h  dane są wzorami:

f ( x , y ,x ' , y ' )  = - U x - x ' ) ( y - y ' ) \ n  j ------- — — -------------- , (3 .33)
2 |(*-*) + { y - y )  I

g ( x , y ,  x ' , y ’) = - ^ - ( y - y ')2 arctg X X (3 .34)
z y  y

h ( x , y , x ' ,  y ' )  =  y ( x -  x ' ) 2 arctg (3 35)

Całki (3 .33), (3 .34 ) i (3 .3 5 ) są całkami n iew łaściw ym i ale zbieżnym i. Fakt ten należy  
odpowiednio uw zględnić przy konstruowaniu programu obliczeniow ego.

W układach w ieloprzew odow ych przew ody jak również ich wybrane obszary m ogą być 
podzielone na prostokąty elementarne o  różnych wym iarach. W ten sposób m ożna zagęszczać  
siatkę podziału w  wybranych obszarach, tzn. w  takich, w  których zjawiska naskórkowości i 
zbliżenia uw idaczniają się  w  sposób silny.

3.3.2.2. Obszar elem entarny przewodu walcowego i rurowego

Dla przew odów  w alcow ych lub rurowych obszar elementarny m oże być wybrany jako  
wycinek pierścienia - rys.3.5

Rys.3.5. Obszar elementarny przewodu walcowego lub rurowego 

Fig.3.5 Elementary area of a cylindrical or tubular conductor
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Z zależności geom etrycznych (rys.3.5) w yznacza się [8,10]:

Soe =  J  (2P + A p )  A p  A ę  

d x 'd y '  =  p ' d p 'd ( p

f2 = Po + P '1 ~ 2PqP' c o s ( ę - a )  

r f = ( x 0 - x ) 2 + ( y 0 - y ) 2 

P '2 = ( x 0 - x ’) 2 + ( y 0 ~ y f

sin a  =  ^  
Po

x - x 0
cos a  = --------—

fb
p <  p ’ < p + A p

Funkcję ksztahu m ożna wtedy zapisać w  postaci ogólnej jako: 

Ą x , y , x 0, y 0, p , A p , ę , A ę )  =  J  l n - d x ' d /  =

S p s

p+Ap ę>+ <p f

= -  J  J  y ln |p o 2 + p ' 2 - 2 p 0p 'c o s ( p - a r ) |d p 'd p .
P <P

Funkcję podcałkow ą w  całce (3 .37 ) rozwija się  w  szereg Fouriera otrzymując:

-ln U o  +  p ' 2 -  2PoP'cos(<p -  a )  I =

i/ł+100 (n 'Y ■■■
p '  ln P o ~ z L  cos -  a ) dla Po >  p '

t f  nPo
00 n

P'ln Po ~ X  ~̂ J y \ cosn^> ~ a ) dIa Po<P'

(3 .36)

(3 .37)

(3 .3 8 a )

(3 .38b )

Ze w zorów  (3 .3 8a) i (3 .3 8b) wynika, że  rozwiązanie całki (3 .3 7 ) zależy od położenia  
punktu X ( x y )  w zględem  obszaru elem entarnego Sps. Rozróżnia się  trzy przypadki:

a) dla po > p '  tj. p o >  p +  A p  funkcja kształtu ma postać:

F  =  -^-(2p  + A p )  A p  A ę  ln —  +

Po Z
p  +  A p  

Po

Po
\ n +2 r  n n+2

g ( n , ę , A ę , g ) 

(n + 2 )n2
(3.39)
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gdzie:

g(n ,  ę ,  A ę , a )  =  [sin n ( ę  +  A ę )  -  sin n ę \ c o s n a  ■ 

-  [cos n ( ę  + A ę )  -  cos«<p]sin n a  , (3.3 9a)

b) dla po <  p \  tj. po <  p  funkcja kształtu ma postać:

F  = —A ę  
2

( p  +  Zip)2 ln —  ------- p 2 ln — + - ( 2 p  + A p ) A p
p  +  A p  p  2

1 P + AP.+ A p p 0 g ( l ,  ę , A  < p ,a ) + ~  P o ln —------~ g { l  <P, A<P, « )  -
4  p

- pC Z

,n-2 f  \  n-2
£b [ Po

p + A p

g(n,<p,A<p,a)

( n - 2 ) n 2
(3 .40)

c) dla p <  po < p  + Ap,  tj. dla punktu X  leżącego wewnątrz Sps funkcję kształtu oblicza się  
wykonując całkowanie funkcji (3 .38a) w zględem  zmiennej p ' w  granicach od p d o  po oraz 
funkcji (3 .38b) w  granicach od po do p o + A p  otrzymując:

F  = ]- A(p\ ( p  +  A p )2 ln—  p 2 ln —  + — [(p +  A p )2 -  p l  ]
2 1 P +  A p  Po 2

\ p 2o + \ R - - ( p  + Ap ) p o  
3 3 p 0

1

+ Po

2, p  + A p  1 
p 2l n ^ ----- £  +  -

p  4
o 2 - £ -  Po 2

P o J

g ( l , ę , A ę , a ) +  

g ( 2 , ę , A ę , a )  +

\  n+2
i - l  ^ - 1

P o )

1

n +  2
1 - Po

p + A p

g ( n , ę , A ę , a )

n - 2
(3 .41 )

M ożna wykazać, że  dla po =  p  funkcje kształtu (3 .40) i (3 .41 ) są identyczne. R ów nież dla 
p> = p +  A p  funkcje kształtu (3 .39 ) i (3 .41 ) są identyczne.

3.3.2.3. Trójkątny obszar elem entarny

C zęsto w  układach rzeczyw istych torów prądowych spotyka się  przewody rów noległe o 
przekrojach prostokątnych i rów nocześnie przewody o  przekrojach kołow ych (osłon ięty  tor 
prądowy w  pobliżu prostokątnej płyty przewodzącej, fazow e przew ody prostokątne lub 
ceow nikow e w  rurowej osłonie). W tedy do wyznaczania funkcji kształtu trzeba stosow ać  
rów nocześnie podział na prostokątne obszary elementarne oraz na wycinki pierścienia.

Bardziej uniwersalnym  podziałem  obszaru przew odzącego jest je g o  podział na trójkątne 
obszary elementarne - rys.3.6.
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Rys.3.6.

Fig.3.6.

Podział p-tego przewodnika na trójkąty elementarne A a )  sieć triangulacyjna, 
b) trójkąt elementarny AfJ

Division of the p-conductor into elementary triangles A^ ; a) triangulation system, b) triangle &ps

Taki podział powierzchni Ŝ , przewodnika na s  trójkątów elem entarnych Aps stanowi sieć  

triangulacyjną utw orzoną przez punkty: Yps, Yps 6  Sp, zw ane punktami triangulacyjnymi

- rys.3.6.
K ażdy punkt Yps wewnątrz s-teg o  trójkąta Aps m oże być aproksym owany lin iow o  

punktami w ierzchołkow ym i tego  trójkąta, tzn., że  zbiór tych punktów jest dany przez:

x 'p* =  x 'p , +  {x %  ~  * p ,  ) f  +  ( x p ’  ~  x p * h

*■ ;;/ = -  ( v ; J :  (3 .42)

gdzie now e zm ienne /  i ij

0  < ^ < 1 ; 0 < v < l - / .  (3 .43 )

Oznacza to, że  zbiór rp w szystkich punktów powierzchni Sp /»-tego przewodu został 
przybliżony zbiorem  punktów

(3 .44)

gdzie rp jest zbiorem  w szystkich  trójkątów triangulacji pow ierzchni Sp.

U '

Z rys.3.6b wektor r  jest funkcją zm iennych j  i tj:

r = ai+aJJf+aUcT] , (3 .45 )
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gdzie wektory:

aij ~~(pps ~ xps ) ^ x  (yps ~ yps — aijx lx +  &ijy ̂ y 
aik ~ faps ~ Xps  ̂iy ps ~ y ps)̂ -z ~ aikx̂ x +  aiky ̂ y

Elem ent różniczkow y powierzchni w  now ych w spółrzędnych

dS  p = dx'p d y'p =

dx'ps dx'ps

d f  &n

fy'ps dy'p, 
ôf drj

d f d t ] =  a ÿ x a ,t d ? d r ]  =  2 A psd f  d r ] ,

gdzie

2 A p =  det

1 x p s  y ' p s

1 x pi y'pi

1 x ps y %

(3.46)

(3 .47)

(3 .48)

Przy pow yższych oznaczeniach funkcja kształtu (3 .2 9 ) przyjmuje postać:

l-r  1

Fp, ( x , r pl,Y l„ Y kp) = - 2 A p,  J  |  ln |a , +  a ijf + a ikĄ d f d r ]  (3 .49 )

o o

Gdy punkt X  e  Aps, to całka (3 .49 ) jest całką niew łaściw ą, lecz zbieżną w  sensie  
Cauchy’ego i niezależną przy całkowaniu od położenia punktu X  w  przestrzeni R2 oraz dającą 
się przedstawić za pom ocą funkcji standardowych.

Ze wzoru (3 .45) oblicza się kwadrat modułu wektora r

r2 = r? +  2 « rt • («, +  at] f)r) + \ a ,+ a vf\

Jest to w ielom ian kwadratowy zmiennej tj , którego wyróżnik

A = x  (ai +a<j?)\

W zór (3 .50 ) można przedstawić w  postaci:

(3 .50)

(3 .51 )

tj +
a,k • (a , + a ,j? ) a,k x {a , + a u

afk
(3 .52)



Pierw sze całkow anie w e w zorze (3 .49) wykonuje się  w zględem  zm iennej tj przez zam ianę  
zm iennych podstawiając za

u =  a , , n +
a ik ■ («/ + a , j ? )

skąd oblicza się

d u = a ik d T] .

D la 7 1 =  0  ze  wzoru (3 .5 3 ) otrzymuje się:

a ik ■ [a , +  a ,j f )  a } ? + a 6
u \  —  —

a ik a ik

gdzie

a 6  -  a ik ' a i

D la 772 =  1 - f  ze  wzoru (3 .5 3 ) otrzymuje się:

a ,*  + a , k ' \ a i +  ° i j  ? )  a \ ł +  a 2
«2 = - « * >  + ----------------------------  =  — -----------------

a lk a ik

gdzie

a \  = « i k  ■ ( « / ; - « , * ) [

« 2  = a ik • ( « ,  +  « / * )  J
D odatkow o dokonuje się  podstawienia

1« *  x ( fl, + “,<?) \  \ a ^ + n Ą\
a  =  -

gdzie

° 3  a ikx a ijy a iky a ,jx 

a 4 = a i b c % - a ik y a ix

(3 .53 )

(3 .54)

(3 .55)

(3 .56 )

(3 .5 7 )

(3 58)

(3 .59)

(3 .60)

1 wtedy, wykorzystując p ow yższe  podstawienia, oblicza się  funkcję kształtu (3 .49)
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gdzie:

/ 2 = w2 ln(w2 +*j2) - 2 h2 + 2a a r c tg -^ -  

/ ,  = u ,  ln(«,2 + a 2) - 2 ul + 2 a a r c tg -^ -

Różnica obliczonych całek /2 i /1

/ 2 - / ,  =M2 ln(w2 + a 2) -« [ ln (m ,2 +  a 2) - 2 (u2 - « J  +

+ 2«  arctg —  -  2a  arctg  —  
a  a

jest funkcją zmiennej /

Suma występująca w  pierw szym  składniku prawej strony wzoru (3 .61b) 

u l  +  a 2 =  A , j -2 +  A2 f  + A 3 ,

gdzie
I I2

A\ ~  | a,k ~ &jj |

A 2 = 2 (a,j - a , k ) (a, + a lk)

Ą  = 1 « ,  + a , k \ 2

jest w ielom ianem  kwadratowym zm iennej / ,  którego wyróżnik

A 3= -  4

Różnica występująca w  trzecim  składniku prawej strony wzoru (3.61b)

«2 - « i

Suma występująca w  drugim składniku prawej strony wzoru (3 .6  lb )  

w2 +  a 2 =  A4 j 2 + A S? + A 6 ,

gdzie

Aą — d j

A} -  2 a t ■ a tj 

A6 = a ?

jest w ielom ianem  kwadratowym zmiennej f , którego wyróżnik

4, = -4  atJ x a, <0

(3 .61b)

(3 .62) 

(3 .62a)

(3 .62b)

(3 .63)

(3 .64)

(3.64a)

(3.6 la)

(3.64b)
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Ilorazy występujące w  składniku czwartym  i piątym prawej strony wzoru (3.61b) 
przedstawiają się  wzorami:

и , a , t  + a7
—  =  t J Ł — h  (3 65)а \аъ}  + ал\

oraz

". _ а*? + аь n t X i— i I . (3 .66 )
\a 3 f + a 4l

W ykorzystując p ow yższe  podstawienia funkcję kształtu (3 .6 1 ) przedstawia się  poprzez 
sum ę algebraiczną odpow iednich całek / 3 , / 4 ,  / 5 , U  i / 7 , tzn.

gdzie:

Fps( x , Y ; „ Y 3s , Y ks)  =  - A p, ( / 3 - / 4 - / ,  + / 6 ~ / 7) ,  (3 .67 )

1

/3 =  f ln L 2 + a 2)d  f  , (3 .67a)
0

1

/4  = f  —  ln (m,2 +  a 2 )d  f  , (3 .67b)
0

/ ,  = f  2 ^ 2 d jg , (3 .67c)
i  a *

I 6 = f  —  a r c tg — d f  , (3 .67d)
J a lk a
o ,K

/ 7 =  f  —  arctg — d ? . (3 .67d)
J a.k ao lK

W ykorzystując m etody obliczenia całek z prac [5, 54, 153] i w zory z pracy [60] oblicza się  
analitycznie całki /3, /4, /5, Ą, /7 (przedstawiono je  w  załączniku Z l )  i wtedy funkcję kształtu 
Fpj przedstawia się  jako kom binację funkcji standardowych.

?
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3.3.3. Aproksym acja gęstości prądu funkcjami sklejanymi

Dokładniejsze w yznaczenie logarytm icznego potencjału m agnetycznego w  przewodach  
równoległych i ich otoczeniu otrzymuje się poprzez aproksymację funkcji gęstości prądu Ą Y )  

funkcjami sklejanymi p ierw szego stopnia dw óch zmiennych: f  oraz 77 [16, 44]. W  obszarze 

trójkątnym A'p/ k‘ w  wyniku interpolacji wartościam i gęstości prądu J 1’, ,  J ps > Jp ,  w  

punktach triangulacji Yp’s , Yp;  i Yp;  funkcję gęstości prądu ‘ (Y)  przedstawia się  

następująco:

PS U  [0  dla

gdzie: 0 < j p ś l ,

O ś T j ś l - f ,  

s =  1 , 2 , . . . ,  Nd,
P  =  1 . 2 , Nc,
is.js. k, - w ierzchołki trójkąta & ‘ps‘k' .

W tedy w  dow olnym  punkcie _y)e R 2 na podstawie wzoru (3 .27 ) wektorowy

potencjał m agnetyczny w ytw orzony przez prądy układu N c przew odów  równoległych, z 
których każdy podzielony jest na Nd trójkątnych obszarów  elementarnych, wyraża się

wzorem:

A { x )  =  f L £ £  J J ^ ’k’ ( Y ) \ n - d x ' d y ,  (3 .69 )
p - 1 3 - 1  J i  Jj

gdzie r  jest dane wzorem  (3 .25a) oraz (3.50).

Z e  wzoru (3 .69 ) wynika, ż e  w ektorow y potencjał m agnetyczny aproksym owany jest 

wartościami gęstości prądu w  wierzchołkach trójkątów A lj,Js ‘k’ . W zór ten m ożna także 

przedstawić następująco:

A (X )  = 4 / Л  A ' f - ) > (3 7 °)
/7=1 5=1

gdzie funkcja

A'£k‘ (X, A ) = F£-k- (x , 4 ) J'-s ( ł£ )  +

+ C-J-k’ ( x ,A ^ k‘ ) j { i (y /;) + (x,A ■■pi ‘k- ) j k;s (Y*‘) (3 .71 )

jest przedstawiona poprzez wartości gęstości prądu w  punktach triangulacji i funkcje kształtu
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F £ - k- { x , à ‘£ k’ ) =  J  (l -  y  - 17)111 -  d x ' d y '  =

4 - J- *'

= -2/1';/'*' J J (l-j-rç)lnrdjd77 , (3.71a)
0 0

C ‘;J ‘k‘ ( x , A % ' k- ) =  J
ą I, J ,  * i

/ l n — d x ’d y ’ r / l n r d f  d // (3.71b)

(^ » 4 '; /'* ') =  J *7 I n - ^ - d x ' d / ^ - 2 / 1 ';/'*' J T /In rd jd rç  . (3 .71c)
*» 0  0

Pole /1 ';/'*' oblicza się  ze  wzoru:

A  ';/***= j d e t

1 x ' ,$P*
y"'S p s

1 X,J*P* S p s (3 .72)
1 P*

V fks
S p s

Jeżeli parametry ^ i rj zam ieni się  m iejscam i, to całka (3 .71a) nie ulegnie zm ianie, a to
oznacza, że

F $ - k‘ ( x , A  W***) = F; ( * , z l  ';/'* ') . (3 .7 3 )

Struktura całek (3 .7 la ), (3 .7 lb )  i (3 .7 1 c ) jest identyczna, a różnią się  one ty lko permutacją 

wskaźników . Aby to wykazać, wprow adza się now e w spółrzędne parametryczne y  i rj' 

trójkąta A ';/'*’ , których początek zlokalizow any jest w  punkcie Y k‘ - rys.3.7.

Rys.3.7. Współrzędne parametryczne f \  rj'y/ trójkącie A ';/ '* ' 

Fig.3.7. Parametric coordinates rj' in triangle A 1; / '  '
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W tedy każdy punkt Yps wewnątrz trójkąta A';/'*' aproksym owany jest następująco:

(,X ps p i  )■

= * £ •  + f o ;  - * î *  V

y'ps = y ' p ś  + (y'p's -y 'p k; V + i y p i  - y ' p / } t '

(3.74)

gdzie: 0 < ? '<  1 , 

0 <  7 / ' <  1 - ? '

Aproksymując gęsto ść  prądu J(Y)  funkcjami sklejanym i otrzym uje się:

dla K £  A ' ^

"  U  | o  dla y g A - i / '* ' .
(3 .75)

W tedy funkcje kształtu występujące w e  w zorze (3 .71 ) dla tych sam ych zm iennych  

węzłow ych J ’’s , JpS i J kp\ oblicza się  następująco:

i - / ’ i
F ‘p-J-k- { x , A ;-/'*') = -2/1 £/■*' J  J j r 'l n r d y ' d r f ,

0 o

1- / '  1

C " ' k’ ( x , A % ‘k- ) =  - 2 4 / ' * '  j  j 77’łn r d ^ 'd /7’,
0 o

1- / '  1

Dp;l,J’{x ,A£ /'* ')=  -2/1 £/'*' J  J ( l - / - J 7 ,) l n r d ^ ,d77’,
o o

gdzie tym razem

r = \r\ = \ak +ak,f'+akjTi

(3 .76)

(3 .76a)

(3.76b)

(3 .77)

Porównując w zory (3 .7 6 ) i (3 .76a) otrzymuje się:

C 1p•sî k• ( X , A  =  F/'*'"' (X ,/1  > /'* ')  . (3 .78 )

' • i i k
Przenosząc początek parametrycznego układu współrzędnych j" , 77" trójkąta A ; / ’ ' do 

punktu Ypss i wykonując analogicznie operacje jak  pow yżej otrzym uje się:

D ^ ( x , A ps)  =  Fpk/ ’J‘ . (3 .79 )
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Zatem  stw ierdza się, że  struktura całek (3 .71a), (3 .71b ) i (3 .7 1 c) jest identyczna, a różnią się 

one tylko permutacją wskaźników . W tedy funkcję A p’/ ’k‘ ( x , A  £ /'* ')  ze  wzoru (3 .71 ) wyraża 

się  wzorem:

4 / ' * '  ( X ’A ¥ * ’ ) = FP - ,k’ Ą .  f e ) +

+  ( X ,  A  W A ) ( y j i ) +  F k/ l,J‘ ( X .  /1 >/•*•) J kp- ( r k; ) . (3 .80)

Aby zatem  w yznaczyć przybliżoną wartość funkcji A(X)  w ystarczy w  sposób ogólny  

określić funkcję Fp‘, J,k,[ x , A  j j /A  j , wykonując podwójne całkow anie w e  w zorze (3 .71a) lub

(3 .7 6 ) (łatwiej tego  dokonać w e  w zorze (3 .76)). Natom iast funkcje F j ‘k,>‘ ( x , A  £ / A  j i 

Fp/ ' ' J’ ( x , A  p /'* ')  otrzym uje się  poprzez odpow iednią permutację w skaźników  { / , 7 ,  A ,}  

trójkąta A ‘,pJ/ k’ w  funkcji F ^ J,k,[ x , A  £ / '* ' ) .

Przedstawiając w zór (3 .8 0 ) w  postaci:

X  £ ' * ) . / £  (3 .81)

z,*r,
t.*z.

w ektorow y potencjał m agnetyczny (3 .7 0 ) w  dow olnym  punkcie X(x, y )  e  R2 wyraża się  
następującym  wzorem:

=  Z  W ‘ ( x . A Z ‘z‘ ) / 2 , .  (3 .82 )

t , * Z ,

Sum ow anie w e  w zorze (3 .8 2 ) po numeracji trójkątów A ^ ''2' m oże być zastąpione  

sum owaniem  po numeracji punktów  Yp (« / =  1, 2 , ..., W\ W  - liczba w ęzłó w  sieci

triangulacyjnej p-tego przewodu), będących w ęzłam i sieci triangulacyjnej pow ierzchni Sp. 
W tedy w zór (3 .82 ) ma postać:

a w = ^ ' Z ' Z f pu, ( x -a ? ) j z > (3 83>
p - 1 u>=\

gdzie J p jest gęstością  prądu w  punkcie X p , zaś

f ; ( x , a ; ) =  X  Fp:M ( x , A ;■>■*’)  (3 .83a)

oraz A wp jest zbiorem  trójkątów mających w spólny w ierzchołek w  punkcie Yp :

A " = (& £ •* ':  w e { r , t , z , } } .  (3 .83b)
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Oznacza to, że  gęstość  prądu J p pojawi się  przy sum owaniu w e  w zorze (3 .8 3 ) ty le  razy, ile  

jest trójkątów o  wspólnym  wierzchołku Yp .

Aby zatem  ze wzoru (3 .83 ) w yznaczyć w ektorowy potencjał m agnetyczny w  dow olnym  
punkcie X(x, y )  e  R 2 układu N c przew odów  rów noległych, należy uprzednio określić w

sposób ogólny funkcję kształtu Fp‘J ’k' [x,A  £ / A ) oraz gęstości prądów J "  w  w ęzłach sieci 

triangulacyjnej.

Funkcje kształtu występujące w e w zorze (3 .80 ) oblicza się  w  sposób ogólny ze  wzoru
(3.76). W celu uproszczenia zapisu w  dalszej części opracowania będzie pom inięty indeks 
„prim” w  oznaczeniu zm iennych parametrycznych 7 'oraz indeks „s” przy /,, j ,  i  ks.

Z rys.3 .7  w yznacza się  wektor

r  =  a k + a klf + a kjT] (3 .84)

i wtedy całkę (3 .76) przedstawia się  następująco:

’7  1
F;ik(x,Yipi,Y i„Ykpi)=-2Aps J |  /ln |ak + a kl?+akjri\dfd7] . (3 .85)

o o

N a podstawie wzoru (3 .84) kwadrat modułu wektora r

r 1 = Irl2 = a 2kjr]2 +  2akj • (ak + akif)n+ \ak + akl} \ (3 .86)

Jest to w ielom ian kwadratowy zmiennej 77, którego wyróżnik  

A = - 4 \ a k!Ą a k + a k, j ) | < 0 .

W zór (3 .86 ) m ożna przedstawić w  postaci:

2  2r  = a k, T] +
Okj ■ {a k +  a k< ?)

a l

(3 .87)

(3 .88)

Pierwsze całkowanie w e  w zorze (3 .85 ) wykonuje się w zględem  zm iennej r\ poprzez  
zamianę zm iennych podstawiając za

n +
a k j ' {a k + a k,?) (3 .89)

skąd otrzymuje się:

du  = a*,d77 (3.90)
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D la r}\ =  0  z e  wzoru (3 .89 ) oblicza się

a kj \ a k + a h f )  a 5y  +  a 6
u, = -

gdzie:

a5 ~ akj ’ aki 
a 6 =  a kj ‘ a k

D la r/2 -  1 - f  ze  wzoru (3 .89 ) otrzymuje się:

. a l + a v ( a * + a * t )  a , f + a 2
U2 - ~ a k , ? +  '  = --------------

° k j  a kj
gdzie:

a \ ~  a kj ' (a ki ~  a kj )

a i  = a kj ( a k + a kj)  

D odatkow o wykonuje się  podstawienie

_  |a tg x (a k + a k , f ) | _  a 3f  + a 4
a  =  -

gdzie:

a 3 t*kjx &kiy &kjy a klx 

a4 ~ akjx aky ~ akjy akx

i wtedy, wykorzystując pow yższe podstawienia, oblicza się  funkcję kształtu (3 .85 )

- Ap,  f  f  J -  in {u2 + a 2) d u d ?  =

= - A ,
’ &lri

gdzie:

I 2 =  u2 ln(«22 + a 2) - 2u2 +  2a  arctg—

I x = u l ln (u2 + a 1 ) - 2 ul +  2a  arctg

R óżnica obliczonych całek h  i I\

I 2 - I i = u 2 ln(«2 + a 2) - u l ln(u 2 + a 2) - 2 (u2 - « , )  +

“ 2 u\+  2a  arctg— -  2a  arctg—  . 
a  a

(3 .91 )

(3 .92)

(3 .93)

(3 .94 )

(3 .95 )

(3 .96)

(3 .97 )

(3 .98)

(3 .99 )
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Suma występująca w  pierw szym  składniku prawej strony równania (3 .9 9 )  

«2 + a 2 =  A ^ j2 +  A 2 j +  A 3,

gdzie:
I I2

Ą  = I a kj ~  a h  |

A 2 = 2  (a u - a v ) - ( a k + a v )

I P
^ 3 = | « *  + a kj\

jest wielom ianem  kwadratowym zmiennej / ,  którego wyróżnik

A 2 =  - 4 | "«*,)><(«* +  «*,)| S 0 .

Różnica występująca w  trzecim składniku prawej strony wzoru (3 .99)

«2 " « i  = « * ,( 1 - *)

Suma z drugiego składnika prawej strony wzoru (3 .99)  

u 2 + a 2 =  A4f 2 +  A } j +  A6 ,

gdzie:

^4 —
A} =  2  a k ■ a*,

A6 = a l

jest wielom ianem  kwadratowym z m ie n n e jk tó r e g o  wyróżnik

A t “ - 4 |« b  x a k |2 ^ 0 .

(3.100)

(3 .101)

(3 .102)

(3 .103)

(3 .104)

(3 .105)

(3 .106)

Ilorazy występujące w  składniku czwartym  i piątym prawej strony wzoru (3 .99 ) 
przedstawia się  wzorami:

oraz

«2 _  a i ?  +  a2

a  1 ^ 3 * + « 4

U\ _  f l 5 ? + a 6 

0 \ a l f + a A,\

(3 .107)

(3 .108)

W ykorzystując pow yższe podstawienia funkcję kształtu (3 .97 ) przedstawia się poprzez 
sumę algebraiczną odpowiednich całek / 3 , / 4 , / 5 , /& i h , tzn.

F ;ik(x,Y‘3, Y ^ , )  = -Apt( I3- I Ą - / ,  + /6 (3 .109)
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gdzie:
i

h  = f —  ln(wf + a 2) d f  , (3.109a)

/ 4  = +flr2 ^d ^ ; (3.109b)
o Uk>

/ s = f 2 ^ 2 Ul^f d f ,  (3.109с)
J Cllri

r 2a z  w
/ 6 =  J - a r c t g — d ^  , (3 .1 09d)

0 #  ^

1 _
r 2^  w.

= J  —  a r c tg -^ -d /  . (3 .1 09e)

W ykorzystując m etody obliczania całek z  prac [5, 54, 153] i w zory z  pracy [60] oblicza się  
analitycznie całki / 3 , / 4 , / 5, / 6 i / 7 (przedstawiono je  w  załączniku Z 2) i w tedy funkcję 
kształtu (3 .109) przedstawia się  jako kom binację funkcji standardowych.

G ęstości prądu J t { X )  w  dow olnym  punkcie X  e  S, /-tego  przewodu związana jest z  

wektorow ym  potencjałem  m agnetycznym  rów naniem (2.16). Przy aproksymacji potencjału 
w ektorow ego wzorem  (3 .8 3 ) równanie to  ma następującą postać:

M x ) +j ^ _  j £ ' £ F * ( x , A “ )j ; = % ,  (3.110)
y  ^  p=1 »=1

gdzie: / =  1, 2 , . . . ,  Nc .

Jeżeli punkt X  =  X "  (v  =  1, 2, ..., W), tzn., gdy jest on w ęzłem  sieci triangulacyjnej 
powierzchni Si l-tego przewodu, pow yższe równanie zapisuje się  następująco:

i v w  / \
± _ +ш о _  ( з . ш )

Y  ^  p=\ 1

gdzie  J \  je st gęstością  prądu w  punkcie X ".

Zapisując równania typu (3 .1 1 1 ) dla każdego punktu w ęzło w eg o  układu N c przew odów  
otrzym uje się  układ N CW  równań algebraicznych z  nieznanym i gęstościam i prądów w  
w ęzłach sieci triangulacyjnej-Po rozwiązaniu tego  układu równań ze  wzoru (3 .8 3 ) w yznacza  

się  w ektorow y potencjał m agnetyczny w  dow olnym  punkcie Z e R 2 .

4. IMPEDANCJE JEDNOBIEGUNOWEGO TORU 
WIELKOPRĄDOWEGO

O słony jednobiegunow ego, p łaskiego toru w ielkoprądow ego z  rys. 1.2 łączone są  
najczęściej z  ziem ią na ich końcach ry s.l.3 b  oraz z  osłonam i innych faz - rys. 1.5. O słony  
m ogą też  być łączone m iędzy sobą w  punktach pośrednich - rys. 1.4. W tedy w  osłonach  
popłyną w zdłużne prądy powrotne (rys. 1.5), w yw ołane siłam i elektrom otorycznym i indukcji 
wzajem nych m iędzy osłoną  a przewodem  roboczym  własnej fazy oraz m iędzy osłoną a 
przewodami roboczym i i osłonam i faz sąsiednich. Aby prawidłowo w ykonać obliczenia pola 
m agnetycznego w  otoczeniu takiego toru (rów nież obliczenia term iczne i dynam iczne) należy  
znać wartości tych prądów wzdłużnych. W tedy konieczne staje się  w yznaczenie impedancji 
własnych przew odów  fazow ych i o słon  oraz w szystkich indukcyjności wzajem nych, czyli 
w yznaczenie parametrów elektrycznych schem atu zastępczego przedstawionego na rys. 1 .6 . 
N ależy przy tym  uw zględnić zjawiska naskórkow ości i zbliżenia. W  pierwszej kolejności, na 
podstawie równania całkow ego wyprow adzonego w  rozdziale 2 , zostaną zdefiniow ane  
impedancje w łasne i wzajem ne w  przypadku ogólnym  układu Afc przew odów  równoległych.

4.1. Impedancja własna przewodu odosobnionego

Równanie całkow e (2 .1 0 ) dla przewodu odosobnionego w iąże prąd /  z  jednostkow ym  
spadkiem napięcia w  przewodzie. W obec tego  zostanie ono wykorzystane do wyznaczenia  
impedancji jednostkowej przewodu odosobnionego.

Podstawiając w zór (2 .9) do równania (2 .10 ) otrzymuje się:

% = ^ ^  + j e o A ( X ) .  (4 .1 )
Y

Następnie równanie (4 .1 ) m noży się przez sprzężoną wartość J ' ( x )  i całkuje w  obszarze 

S, czyli

J % J*(x)iS  =  — J  j { X ) r  (* > 1 5  + j a j  A ( x ) r ( x ) d S . (4.2)
s ^ s s

Jednostkowe napięcie % =  const. (reprezentuje ono zewnętrzne, bezw irow e pole

elektryczne), zaś

s

= (4.3)
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Stąd też równanie (4 .2 ) sprowadza się do równania:

‘U l '  = Ą x ) j ' { x ) d S  | / | 2 + -j7jT- j < ° \ A { x ) r { x ) d S

gdzie kwadrat modułu prądu I

|/|a-/r.

P o podzieleniu stronami równania (4 .4 ) przez /*  otrzymuje się

= S I ,

gdzie jednostkow a impedancja w łasna (w  O  m '1) przewodu

(4.4)

(4.4a)

(4.5)

z  = ^ [ j W \ x ) ^  +  ] co^ - \ a {x ) j \ X ) A S  . (4 .5a)

Impedancja S  w iąże całkow ity prąd /  w  przew odzie z  jednostkow ym  spadkiem napięcia. 
Z godnie z  pracami [50, 87, 88, 100, 167] część  rzeczyw ista tej impedancji nazyw a się  
jednostkow ą rezystancją w łasną (w  O m '1)

#  = R e S ,

zaś jej część  urojoną nazywa się jednostkow ą reaktancją w łasną (w  H  m'1)

SC = I m S

i stąd jednostkow a indukcyjność w łasna (w  H  m '1)

£  =  — Im iT . 
co

(4.5b)

(4 .5c)

(4 5 d )

W zór (4 .5d ) określa jednostkow ą indukcyjność w łasną £ ja k o  parametr stojący przy j co w e  
w zorze (4.5a), określającym  jednostkow ą im pedancję w łasną przewodu i z  punktu w idzenia  
teorii obw odów  nazywa się  ją  [50, 87, 88 , 100, 167] jednostkow ą indukcyjnością własną. N ie  
należy kojarzyć jej z  konturem zam kniętym  obw odu (w g  klasycznego pojm owania  
indukcyjności własnej obw odu zam kniętego).
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4.2. Impedancje własne i wzajemne układu Nc przewodów równoległych

W rozdziale 2  z  równania (2 .16 ) dla układu N c  przew odów  rów noległych otrzymano 
równanie (2 .26), w  którym odseparowano składniki zależne od prądu 7/ od składników  
zależnych od w szystkich pozostałych prądów /* ( f o l ; k = l , 2 , .. . ,Nc-\).

W ostatnim składniku prawej strony równania (2 .2 6 ) m ożna zam ienić m iejscam i k  oraz s. 
Następnie równanie to m noży się stronami przez sprzężoną wartość gęstości prądu J'u ( X ) i 

całkuje po powierzchni Si, otrzymując równanie:

Nr- 1

Ju(x )+ ]coAu(x)+]co 2^AU(X)
k=\
k*l

Nr-Ą

k=\
k*l

^ j M + j o j A M + i c o J ^ A M  
r ,  T t

j ; ( x ) d s

j ; { x ) d s

s*l

Jednostkowe napięcie %  =  const., zaś

\ % j : l { x ) d s l = % i ; .

/ ; / * .  (4 .6 )

(4.6a)

Po podzieleniu stronami równania (4 .6 ) przez / ,’ otrzymuje się

Nr-1

%  =  %lJ i +  / . % i k h  »
*=i 
k*l

gdzie jednostkow a impedancja w łasna /-tego przewodu (w  O  m'1)

Ti

Nc - \

- Ju ( x ) + }  co Au ( X )  +  jco A kl (A-)

oraz jednostkow a impedancja wzajem na (w  O  m’1)

k=\
k*l

i k i
i

— J *  ( X )  + j a iA ^ (X ) +  j co V  A sk(A') 
Yi T tJ=1

S*l

(4 .7)

r u(X)dS  (4 .7a)

J l { x ) d S ,  (4.7b)

gdzie: l=\,2 , . . . ,Nc,
f o l ; k = l ,2 , . . . ,N c - \ ,  
s* 1 ;  s = l , 2 , . . . , i V c - l .
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Z e w zoru (4 .7a ) określa się  jednostkow ą rezystancję w łasną /-tego przewodu

=  Re (4 .7c)

oraz jednostkow ą indukcyjność w łasną tego  przewodu

£u = — l m 2 u , (4 .7d)
co

rozum ianą jako parametr stojący przy ]co w e  w zorze (4 .7a) określającym  jednostkow ą  
im pedancję w łasną /-tego  przewodu (w g  teorii obw odów ).

C zęść urojoną, podzieloną przez co , jednostkowej im pedancji wzajem nej nazywa się  

[50, 87, 88, 100, 167] jednostkow ą indukcyjnością w zajem ną (w  H  m '1), czyli

% = — lm Z u' .  (4 .7e)
co

Jednostkowa indukcyjność wzajem na jest parametrem określonym  przez (4 .7e), 

którego nie należy łączyć  z  klasycznym  określeniem  indukcyjności wzajem nej dw óch
obw odów  (dw óch cew ek) sprzężonych m agnetycznie. Parametr ten określa składow ą
napięcia, indukowaną w  /-tym  przez prąd w  k-tym  przewodzie, przesuniętą w  fazie w zględem  
prądu h  dokładnie o  +90° (całkow ite napięcie indukowane przez prąd /* jest przesunięte w  
fazie w zględem  tego  prądu o  argument jednostkow ej impedancji wzajem nej Z ^ ).

4.3. Impedancja przewodu rurowego

W  niniejszym  podrozdziale zostanie w yznaczona impedancja przewodu rurowego z rys.3.1 
dla prądu przem iennego z  uw zględnieniem  i bez uw zględnienia zjawiska naskórkowości. 
W tym  celu zostanie wykorzystany logarytm iczny, w ektorow y potencjał m agnetyczny, 
równanie (4 .1 ) oraz m etoda wyznaczania impedancji własnej przewodu przedstawiona w  
p.4.1.

4.3.1. Im pedancja przewodu rurowego bez uwzględnienia zjawiska naskórkowości

D la niskich częstotliw ości gęsto ść  prądu w  przewodzie rurowym jest w  przybliżeniu stała i 
wyraża się  przybliżonym  wzorem

(48)

Podstawiając w zór (4 .8 ) do wzoru (3 .16 ) otrzym uje się  zespolony potencjał w ektorow y w  
przew odzie rurowym

t f 2 l n - — /J2 l n -  +  - f e  - r 2) 
2 R 2 1 r  2 V 2 ’

(49 )
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W ektorowy potencjał m agnetyczny (3 .3 ) jest rozwiązaniem  równania Poissona (3 .1 ), w ięc  
potencjał (4 .9)  jest również rozwiązaniem  tego  równania w  przew odzie rurowym z prądem  
przemiennym /  niskiej częstotliw ości. M ożna zatem wykorzystać równanie (4 .1 ), które po 
uwzględnieniu symetrii w alcowej staje się

gdzie natężenie pola elektrycznego

eU, = E n + ]coA ,

E u (r)=—J(r)
r

(4 .10)

( 4 .H )

Następnie równanie (4 .1 0 ) m noży się  stronami przez sprzężoną gęstość  prądu J ’ ( r )  i 

całkuje w  obszarze S7/ W  ten sposób otrzym uje się:

= -Jy (r)y * (/-)d 5 // + ) c o ^ A , , { r ) J ' { r ) A S , l . (4 .12)

s" r s" s"

N ap ięcie ‘U  nie za leży  od zmiennej r, w ięc  całka z  lewej strony równania (4 .12) jest

iloczynem  tego napięcia i prądu /*  (jest w ięc zespoloną m ocą pozorną w  przewodzie

rurowym).
Rów nanie to  m ożna zapisać w  p o s ta c i:

‘U l ’ = - i - U r l T M d s "  
M  ( ,

+  j co\

D zieląc równanie (4 .1 3 ) stronami przez /*  otrzymuje się  :

eU =  9 l l  +  ] c o £ I  - Z I ,

gdzie impedancja w łasna na jednostkę długości

Z  = &  +  ] & £ ,

rezystancja w łasna na jednostkę długości

2  71
9 L = - | Ą r ) j m( r ) r d r

i indukcyjność własna na jednostkę długości
R

£  = \ A “ {r )J ' { r ) r & r .

H i

(4 .13)

(4 .14 )

(4 .15)

(4 .16)

(4 .17 )

Podstawiając (4 .8 ) do w zorów  (4 .16 ) i (4 .1 7 ) oraz w zór (4 .9 ) do (4 .1 7 ), po obliczeniu całek  
występujących w  tym równaniu, otrzymuje się  rezystancję na jednostkę długości przewodu  

rurowego

^0  =  fn2 1 2\ -  (4 .18 )
Ą r 2 - R t ) /
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oraz jego jednostkową indukcyjność własną

(4.19)
1 /?, 1 -  R?

2  n
, 1 R?  , R 2 1 3 R ? - R ?
In +  7-------1---- rr~ ln — ----------- 1------- 2

R 2 ( r 22 - R ? Y  R 1 4 K 22 - K ?

W przedstawionym wzorze licznik wyrażenia —  jest równy jednostce miary długości -
R 2

patrz również komentarz do wzoru (2.9).

4.3.2. Im pedancja przewodu rurowego z uwzględnieniem  zjawiska naskórkowości

Dla prądu przemiennego o zespolonej wartości skutecznej I  i częstotliwości pozwalającej 
na pominięcie prądów przesunięcia Maxwella gęstość prądu w przewodzie rurowym 
otrzymuje się z równania Helmholtza w postaci następującego wzoru [17, 91, 110, 114] :

Ą r \  _ V~j mI  ^  (VI mRi k  (V~j mr)~  j S i j j 1 ]  ™R\ K  (VI mr)
2 ^ 2  śi (V~j « ^ 2  K  (s/J ) -  & t F J  )tC, mR2) ’

gdzie m=y]co/u0y  .

Podstawiając wzór (4.20) do wzoru (3.16), po wykonaniu całkowania funkcji Bessela 
zgodnie ze wzorami z [110], otrzymuje się zespolony potencjał wektorowy w przewodzie 
rurowym

A n ( r ) = & L L ± _ z E L .
2n  R 2 mR2

^  (VI mR< fe° (>FJ m R 7 )~$o (y/1]  Jw)]~j Ś, ( f l  mR \ % 0 (VJ ) -  5C0 (yj mr )|)

Śi (V -j « ^ 2 K ( V I ) -& (V =I«« , & ( V I ) J
(4.21)

Po podstawieniu wzorów (4.20) i (4.21) do wzorów (4.16) i (4.17) i wykonaniu 
odpowiednich całkowań funkcji Bessela otrzymuje się :

-  rezystancję na jednostkę długości przewodu rurowego z uwzględnieniem zjawiska 
naskórkowości

■J-] m  a
& =  , (4.22)

4 kyR2 bb* ( }
gdzie:

= 3Cj(Vj K  (VI ) k  (V -I  k  (V -j )+ j&  (V -I  k  (V -j ^ 2  )J+
+ |,  (V=j mR, )g; (V3 !  «/?, )[3C0- (VI (VI ̂  )+J^o(V I K ( V I  ̂ 2  )]-

-  3C, (VI K  (V1!  ) [ K  (VI « * 2  k  [ y R  mR2 )+ ś 0 (V=J «/?2 )jC,* (VJ mR2 )]-

-  j 4  (V1 !  K  (VI ) K  (VI mRi k  U - J  m R 2 )+&' [ F ]  mRi k  (V3 !  « ^ 2 )].
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b = $ \ 4 z ]m R 2)JC, { j ] m R t ) ~ ^  { f 7} mRxk (VIw /?2 ) ,

=#,' (V -I m^2 K  (VI )-&* (V-T K  (VI m^2) .

-  indukcyjność własną na jednostkę długości przewodu rurowego z uwzględnieniem
zjawiska naskórkowości

(4 23 >

Jeżeli obliczy się limiS oraz lim £  dla s= 0 , to otrzyma się odpowiednio wzory (4.18)
m-*s m->s

i (4.19).
Impedancja własna przewodu rurowego

Z  = j co ES. j ln _L  _ t E l . 3C. (VI mRx k ( V ^ T ^ 2 ) ~  j & x { F l  mRx K  (VI mR2: )l ( ą 24)

We wzorach (4.23) i (4.24) licznik wyrażenia —  jest równy jednostce miary długości -
R 2

patrz również komentarz do wzoru (2.9).

Jeżeli zamiast prądu I  w przewodzie rurowym dany jest spadek napięcia na jednostkę 
długości, tzn. dane jest zespolone wymuszenie napięciowe %  to wtedy nieznana gęstość 
prądu J  jest rozwiązaniem ogólnym jednowymiarowego równania Helmholtza i można 
zapisać ją  następująco, [17, 91, 110, 114]:

Ąr) = C J 0  (Timr)+ C 2 X 0  (V=>r), (4.25)

gdzie stałe Ci i C2 zależą od parametrów mRi i mR2 oraz od napięcia ‘U

Po podstawieniu (4.25) do (3.16) i całkowaniu funkcji Bessela otrzymuje się zespolony, 
wektorowy potencjał magnetyczny w przewodzie rurowym

A ^ r )  =  f l E o
m

|  j Q  | -  (>/“ 7 ) ln ̂  ^2^1 (V” j ) 1,1 ̂  to  (>/-J ) -  ̂ 0 (n/-T  -ł-

+ C2f -  *,3Cj(yfimĄ ) ln i  + JljSCj(VImR2) ln ~  h ~ ~ ~ K (y /1 "iR2 mr)j |  | . (4.26)
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Tak w yznaczony potencjał m agnetyczny podstawia się do równania (4 . 10 ) z  jednoczesnym  
wykorzystaniem  (4 .1 1 ). Następnie tak otrzym ane równanie zapisuje się  dla dw óch  warunków  
brzegow ych -  dla powierzchni wewnętrznej i zewnętrznej przewodu, wykorzystując  
niezależność napięcia 6i lo d  zmiennej r. Otrzymuje się  w  ten sposób następujące równania :

-  dla r  =  R\

Ъ  =  - C r f o i F . T)m R i )+  - C 23C0( V M  ) +  j oi4n  (R l ) ,  (4 .27)
У r

-  dla r  =  R 2

Ы m R 2) +  l - C 2X 0(y[] m R 2) +  i a A 11 (R2) . (4 .28 )

Z tak otrzym anego układu równań w yznacza się  stałe C\  i Ci.

(4 .29 )

c ^ i ń E 7 _ » з ) „ ,  и з о »

gdzie  : С  =  X 0( j ] m R 2)}, m R l )+  j3C, { f j  m R x) j 0 m R2) -

-  jV ~ T  m R2\n - j -  [łI, ( V - I  m Ri  К  i f i  m R2) -  Si i f ~ i  mRi к  (Vj m R 2)]. 
к 2

Zespolona wartość skuteczna prądu /  wynosi:

I  =  J y ( / - ) r d r d ć )=  j ] f i S o i f - l  m r ) + C 2X 0( j ] m r ^ r d r d & . (4 .31)
0// o//

P o wykonaniu całkowania i podstawieniu stałych Ci  i C 2 prąd ten wyraża się jako  funkcję 
napięcia 6lt :

1 = ^ ^ mR>^ ^ mRl^ S l m R l ^ ^ mR]^  (4 32)

lub też

1 = 9*11, (4 .33)

gdzie C^jest admitancją jednostkow ą przewodu rurowego

 ̂= mR[ ̂  ̂ mRl ( ^ m Ri  K  № )1 (4 34)

Jednostkow a im pedancja przewodu rurowego

Z = ? T \  (4 .3 5 )

która po wykonaniu odpow iednich przekształceń wyraża się  wzorem  (4 .24).
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Dla przykładu ob liczen iow ego przyjęto parametry przewodu osłon iętego realizowanego  
przez GEC ALSTH OM  T& D [139, 143]:

-  przewód fazow y

fli= 2 ,9 1 0 '2 m, /?2=4 ,5 -10 '2 m, y i=3,7037 107 S m 1,

-  osłona

i?3= 17,4-10‘2 m, if4=18-10'2 m, ^ = 1 ,8181-107 S m 1.

Dla wybranych częstotliw ości prądu przem iennego rezystancję przew odów  obliczono w g  
wzoru (4 .22), zaś jeg o  indukcyjność w łasną w g wzoru (4 .23 ) i odniesiono je  do odpowiednich  
wartości obliczonych ze  w zorów  (4 .18) i (4 .19 ) (dla przewodu fazow ego za /  podstawiono yu 
dla osłony za y  podstawiono Yi , za R\ podstawiono R 3 i za R 2 podstawiono Rą) traktując te 
ostatnie jak wartości dla prądu stałego. Otrzymane wyniki zapisano w  tabeli 4.1.

Tabela 4.1
W zględne parametry elektryczne przew odów  rurowych

/

Przewód fazow y Osłona

3l\l £ \ l£ \  o dii) &20 £ 2/£ 2o

Hz - - - -

0 1 1 1 1

50 1,2185 0,9972 1,0014 0,9999

500 3,'7077 0,9765 1,1372 0,9997

10 J 5,1798 0,9728 1,4668 0,9991

10 4 16,055 0,9666 5,0144 0,9954
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Podstaw ow ym  układem  przew odów  rurowych trójfazow ego, jednob iegunow ego toru 
w ielkoprądow ego z  rys. 1.5 jest układ w spó łosiow y  utw orzony z  rurowego przewodu  
fazow ego i je g o  rurowej osłony - rys. 4.1

4.4. Impedancje układu współosiowego dwóch przewodów rurowych

Rys.4.1. Układ współosiowy przewodu fazowego i osłony; a) przekrój poprzeczny, b) prądy wirowe J2\ 
indukowane w osłonie

Fig.4.1. Coaxial system of the phase conductor and the enclosure; a) cross-section, b) eddy current J2\ induced 
in the enclosure

W artość prądu w zdłużnego w  osłon ie  za leży  przede w szystkim  od indukcyjności 
wzajem nej m iędzy przewodem  fazow ym  a osłoną. W yznaczyć ją  m ożna tak jak dla kabla 
koncentrycznego [41], przy czym  oblicza  się  ją  przyjmując, że  osłona jest bardzo cienka 
[2,38]. W  pracy [166] uw zględniono grubość osłony podając w zór na indukcyjność całkow itą  
układu w spó łosiow ego  dw óch przew odów  rurowych. D la  prądu stałego podano wzór, 
wyprow adzony z  tzw. średnich geom etrycznych odległości. D la  prądu przem iennego podano 
uproszczony wzór, uw zględniający zjaw isko naskórkow ości (bez uw zględnienia zjawiska  
zbliżenia). W e wzorach tych nie w yodrębniono jednak indukcyjności wzajem nej m iędzy  
rurowym przewodem  fazow ym  a rurową osłoną. Ponadto w zory te zostały wyprow adzone  
przy warunku, że  prąd h  w  osłonie jest równy co  do modułu prądowi 1 \ w  przewodzie  
fazow ym , zaś jeg o  zwrot jest przeciw ny do zwrotu prądu l \  ( h  =  -/i) . W  trójfazowych, 
jednobiegunow ych torach w ielkoprądow ych prąd w  osłon ie  danej fazy nie jest na o gó ł równy  
prądowi w  przewodzie roboczym  tej samej fazy ze  w zględu na zwarcia osłon  m iędzy sobą i z 
ziem ią. Stąd też  nie m ożna w ykorzystać w zorów  na indukcyjność całkow itą układu 
koncentrycznego dw óch przew odów  rurowych. Zachodzi kon ieczność wyodrębnienia  
indukcyjności wzajem nej z całkowitej indukcyjności układu. N ależy  przy tym  uw zględnić  
zjaw isko naskórkow ości i w p ływ  zjawiska zb liżenia w  układzie przewód fazow y i je g o  osłona  
na w ie lk ość  impedancji w łasnych przew odów  fazowych.
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4.4.1. Im pedancje układu współosiowego dwóch przewodów rurowych  
bez uwzględnienia zjaw isk naskórkowości i zbliżenia

Zakłada się, że  przez przewód fazow y i osłonę płyną odpow iednio prądy zespolone Ii \ I i  o  
zwrotach zgodnych ze  zwrotem  osi O z  - rys.4.1. D la niskiej częstotliw ości m ożna pom inąć 
prąd wirow y J21 indukowany w  osłonie i przyjąć, że  zespolone gęstości prądów są  w  

przybliżeniu stałe, tzn.

J 2 =

A (4.36)

(4 .36a)

Następnie zostanie wykorzystane równanie (2 .2 6 ), które po pom inięciu prądów wirowych  
J2i ulega uproszczeniu. W obec teg o  dla przewodu fazow ego  oraz osłony m ożna zapisać 

następujące, uproszczone równania:

-  dla przewodu fazow ego

-  dla osłony

% = E " ( r ) + ]  ojA(! (r ) + j <oA" (r ) ,

%  = E , y (r )+ }O jA ^ (r )+ } (u A l ' / {r ) .  

N atężenia pól elektrycznych

E a ( r ) = — J i { r )
7i

oraz

£ /K( r ) = - ^ ( 0 -

(4 .37 )

(4 .38)

(4 .39 )

(4 .40)

Potencjały m agnetyczne A "  ( r )  i A 2 ( r )  w ytw orzone są przez odpowiednie gęstości J t (r )  

i J 2 (r ) prądów w łasnych h  i / 2 . N a  podstawie w zoru (3 .1 6 ) potencjały te  w y n o sz ą :

-  dla Ri < r  < R i ,  tj. w  przewodzie fazow ym

A “ ( r ) z :
2n { R l  - R t  )\ 

-  dla R j < r  <Rą,  tj. w  osłonie

 Moh

R r  2
(4 .41 )

Mo12
A‘

» >  f e  - r 1 )Ką T L
(4.42)
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Potencjał m agnetyczny A " ( r )  wytw orzony jest przez gęstość  prądu J2 i dotyczy  
obszarów  HI, II i I. Z e wzoru (3 .17) potencjał ten

- d l a  r  < R 3, tj. wewnątrz osłony

R l l n ± - R 2\ n ^ -  +  ^ { R 24 - R 2)
R ,  2

(4 .43)

Potencjał m agnetyczny A 'y ( r )  w ytw orzony jest przez gęstość  prądu J\  i dotyczy obszaru 

zew nętrznego przewodu fazow ego, tj. obszarów  III, IV  i V. Z e wzoru (3 .15 ) potencjał ten

-  dla r  > R i ,  tj. na zewnątrz przewodu fazow ego

2  n  r
(4 .44)

N astępnie w ykorzystuje się  ogólną m etodę wyznaczania impedancji przedstawioną w  p.4.2  
tego  rozdziału. R ów nanie (4 .3 7 ) m noży się  stronami przez zespoloną  sprzężoną gęstość  prądu 

J ' ( r )  i całkuje się  je  w  obszarze S7/, równanie (4 .3 8 ) m noży się  przez J"2( r )  i całkuje się  je  

w  obszarze S!V. W  ten sposób otrzym uje się  :

\ % j U № a  =  -J - \ j l ( r V l ( r ) i S n  +  j 0> \ A " ( r ) j ; ( r ) d S 11 + j c o \ ^ { r ) j \ { r ) i S n  (4 .45 )
s" r i  s" s"  s"s

oraz

f %J'2(r)ds,y =— \ j1(rV1W v +
S"- Y2 s№

+  j®  J  A ? ( r y i { r ) tS " '  +  \m  j A r W A r W '  .
• '  sn' (4 .46 )

N apięcia %  i %. nie za leżą  od zmiennej r, w ięc  całki z  lew ych stron równań (4 .45 ) i (4 .46 )  

są odpowiednim i iloczynam i tych napięć i prądów /,* oraz / * ,  są w ięc  zespolonym i m ocami 
pozornym i odpow iednio w  przew odzie fazow ym  i osłonie.

Równania (4 .4 5 ) i (4 .4 6 ) m ożna zapisać w  p o s ta c i:

w  s"
M + j ®

l7 l| s"
lAl2 +

+  j (O
* 2*1 «//

(4 .47 )

^ / 2  - —i- 5- U{r)Jl(r)AS 
^ 21 S-

N 2 +J co
2 1 sir

K2I2 +

+jń>
M*2 c/k

/ . / * . (4.48)

- 65 -

D zieląc równanie (4 .47 ) stronami przez /,* zaś równanie (4 .4 8 ) przez I \  otrzymuje się  :

^  + jffliĄ /, + jń»aq2/ 2 =  -Sj/j + j<o^ 2/ 2 (4 .4 9 )

oraz

%  = ^ / 2  +  j f f lĄ /j  + j a i ^ , / !  = Z 2I 2 +  j® * a iA »  (4 50)

gdzie impedancja własna na jednostkę długości przewodu fazow ego

Ą = Ą + j a ą  (4 .5 1 )

i impedancja w łasna na jednostkę długości osłony

S 2 = « 2  + j c o Ą .  (4 .52)

Porównując w zór (4 .4 9 ) ze  wzorem  (4 .4 7 ) w yznacza się:

-  rezystancję w łasną na jednostkę długości przewodu fazow ego

ą = - ^ - T h l( r ) j ; ( r ) r d r ,  (4 .53 )
r.K .I *,

-  indukcyjność w łasną na jednostkę długości przewodu fazow ego

A = ~ i  A" (rVi (rb* ■ (4 54)
lA

Podstawiając do pow yższych  w zorów  w zory (4 .3 6 ) i (4 .4 1 ) otrzym uje się:

( 4 ' 5 5 )

oraz

p - i f l  
=  2 /r

,  1  * i 4  1ln — + —- rcrln „ ,, „2 d2
1

Porównując w zór (4 .5 0 ) ze  wzorem  (4 .4 8 ) w yznacza się  : 

- rezystancję w łasną na jednostkę długości osłony

_  2n  *

■ indukcyjność w łasną na jednostkę długości osłony

l n

(4 .56)

<4 57)

A m * f A f ( r ) j ; < r ) r d r .  ( 4 - 5 »

r 2 |
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Podstaw iając do pow yższych  w zorów  w zory (4 .36a) i (4 .42 ) otrzym uje się  :

1
■̂ 20 ="

oraz

ln —  + -

y,n \

R1

\ R l - R l )

l n R A 1 3 R i - R 24

R * ( r 24 - r 2)2 r i  4 R a - r

Podobnie otrzym uje się  indukcyjności wzajem ne

2 n

oraz

%2 = ~  f Ą  (r)j; (r)r d r
727i i,

^ , ~ RU r ( r ) j ; ( r ) r d r .
i

(4 -59)

(4 .60)

(4 .61)

(4  62)

Po podstawieniu odpow iednich w zorów  i wykonaniu całkow ań oblicza się z  pow yższych  
w zorów  indukcyjność w zajem ną (na jednostkę d ługości) m iędzy przew odem  fazow ym  a 
osłoną

^ 2 = % , = ^ , = ^
l n

.fliln—--V ?,ln -
R 4

R \ - R \
A +ł

2
(4 .63 )

W e wzorach (4 .56), (4 .60 ) i (4 .6 3 ) liczniki wyrażeń logarytm owany — , —  i —  są
R*

równe jednostce miary długości.

W przypadku szczególnym , gdy / i  —  I2, indukcyjność całkow ita układu w spółosiow ego  
dw óch przew odów  rurowych

£() “  £\0 *̂ 20 2^0  ■ (4 .64 )

Po podstawieniu w zorów  (4 .56), (4 .6 0 ) i (4 .6 3 ) do wzoru (4 .64 ) jednostkow a indukcyjność  
całkowita

Ą = i f o . J l n ^ . + 1 R2 ln — + - Ri
2 ; r [ r 2 ( r 2 - r 2J  r i [ r 24 - r 2J  r

3r 2 - r 2 3r 2 - r 2

r ; - r ; 2 ~ R \
(4.65)
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Taki sam w zór uzyskał Strunskij ([166] s.92) wykorzystując tzw. średnie geom etryczne  
odległości. Indukcyjności w łasne i wzajem ne rurowego układu w sp ó łosiow ego  nie są w  tym  
wzorze wyodrębnione.

Dla osłon cienkościennych, tzn. gdy R 3 =  Rą, indukcyjność w łasna osłony £ 2o jest równa 
w przybliżeniu indukcyjności wzajemnej 9llo rurowego przewodu osłon iętego  ( £20 =  9lk ).

4.4.2. Im pedancje układu współosiowego dwóch przewodów rurowych  
z uwzględnieniem  zjawisk naskórkowości i zbliżenia

W ogólnym  przypadku układu w spółosiow ego  dw óch przew odów  rurowych - rys. 4.1 
natężenie pola m agnetycznego w ytw orzonego przez prąd I2 osłony w  obszarze wewnętrznym  
(r < R 3)  jest równe zero (prawo przepływu). W  przewodzie fazow ym  nie ma zatem  prądów  
wirowych, ale pojawia się w  nim, na podstawie równania (2 .26), bezw irow e pole elektryczne 
wytworzone przez gęstość prądu J2 osłony. P ole m agnetyczne w ytw orzone przez przemienny 
prąd /1 przewodu fazow ego indukuje w  osłon ie prądy w irow e o  gęstości J 21 - rys.4. Ib. 
Zjawiska te należy uw zględnić przy konstrukcji równań typu (2 .2 6 ) dla przewodu fazow ego i 
osłony.

Zgodnie z równaniem (2 .26 ) prąd I\ przewodu fazow ego w pływ a na spadek napięcia U2 w  
osłonie. A nalogicznie, prąd I2 osłony w pływ a na spadek napięcia U\ przewodu fazow ego. To 
wzajemne oddziaływanie będzie charakteryzowane im pedancją w zajem ną m iędzy przewodem  
fazowym a osłoną. W yznaczenie tej impedancji z  uw zględnieniem  zjaw isk naskórkowości i 
zbliżenia jest zasadniczym  celem  tego  podrozdziału.

Zakłada się, że  przez przewód fazow y płynie zespolony prąd / 1, zaś przez osłonę -  prąd h .  
Zwroty tych prądów są zgodne ze  zwrotem  osi O z -  rys. 4.1.

W przewodzie fazow ym  nie ma prądów w irow ych i gęstość  prądu J\  dotyczy w yłącznie  
prądu I\. W yznacza się ją  z  równania H elm holtza [17, 91, 110, 114]

J  (r) ^ ^ ^ ^ m 'r \ ] m 'R' } iLo.№ m 'r \  (4 6 6 )
2ttR2 Si i j~ ~ i  )^ i (VI m \R \ ) “  $1 (V~T m \R\ )^ i (VI w i^ 2)

gdzie * 1 = ^ .

Całkowita gęstość  prądu J2 w  osłonie jest sum ą gęstości prądu J 21, tj. prądu w irow ego  
indukowanego przez przem ienne pole m agnetyczne H 2i prądu I\ (rys.4. Ib) oraz gęstości 
prądu J 22, pochodzącej od prądu I2 osłony :

J 2{r ) = J A r ) + J A r ) (4 6 7 )

N a podstawie wzoru (4 .66) gęstość prądu

gdzie : m2= yJcofj0y 2 .



G ęstość  prądu J21 w yznacza się  z  tego sam ego równania H elm holtza z następującymi 
warunkami brzegow ym i dla natężenia pola m agnetycznego:

-  dla r  =  R 3

H ( R 3) = ^ ~ ,  (4 .69 )
V 3 / 2 /zK, v '
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dla r  =  Ra

2 ^ 4

W  rozwiązaniu otrzym uje się  następujący w zór :

/  n  n

gdzie : a  =  [rt33C, ( f j  m 2R , ) - /?43C,(VJ /w2i ?4)J,

A  = (V ~ I  m 2R 3)_  ̂ 4^1 (>/~T m i R Ą )j

(4 .70)

0^0 ( / - T ^ ) ] № o ( j ]  ™2r) 1

Si ( f  j m 2R 4k  (VI m 2R i )^ ~ S i ( f l m 2R z )K ( f ) " > 2R 4 )

Rów nania typu (2 .2 6 ) po uw zględnieniu prądów w irow ych J2 1 mają postać:

-  dla przewodu fazow ego

%  =  E "  (r )  +  j ojA"  (r ) +  j a A 2l (r )  +  j oiA22 ( r ) , (4 .72 )

-  dla osłony

%  =  E %  ( r ) + E 2X (r ) +  j ( r ) + j  taA%  (r)  +  j m A ?  {r )  (4 .73)

N atężenia pól elektrycznych

E “ { r ) = — J x{ r ) ,  (4 .74 )
h

E , v ( r ) = — J 22( r ) ,  (4 .7 5 )
Yi

E , v { r ) = —  J 2X( r ) .  (4 .76 )
7 i

N a podstaw ie w zorów  (3 .15 ), (3 .16 ) i (3 .17 ), podstawiając w zory (4 .66 ), (4 .68 ) i (4 .71 ), po 
w ykonaniu odpow iednich całkow ań funkcji B esse la  w yznacza  się  potencjały w ystępujące w  
równaniach (4 .7 2 ) i (4 .73). Potencjały m agnetyczne zw iązane z  gęstośc ią  prądu J\  wynoszą:
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-  dla r  > R j

dla R \ < r < R 2

(4.77)

1 W  2  n \  R 2 m {R 2

-  j $1 ( f  j m i^ i f c  (Vj 2 ) -  ^0  (VJ

* t F l " > i R 2,bq(vfj/W ^l. J
(4 .78)

W ektorowe potencjały m agnetyczne zw iązane z  gęstością  prądu J i  wyrażają się  w zo ra m i: 

dla r  > R ą

(4 .79)

dla/?3 ś r  <Ra

A ? { r ) = A 5 ( r ) + A Z i r ) ,  

w  którym potencjał w ektorow y w ytw orzony przez prąd I2 osłony

A%(r)=— |ln —• •
2  n  R ą m 2R 4

(4 .80)

%i U ] m 2R i )k ( V - T w ^ 4)1- lo  (V -J  OT2r ) ] - i  Si ( f l  m 2R 3)M f » > 2R<)  ^ o (V I ff*2^1 ]

ŚI ( f l  m 2R 4 Jk , ( f )  m 2R 3) -  g, ( f l  m 2R 3 fit,  ( f )  m 2R 4 )  J

(4 .81 )

i potencjał w ektorow y w ytw orzony przez prądy w irow e ./21 w  osłonie

2 n  [ r  R 3R 4m 2 

Ą $ o { f l  m 2R 4) ~ S 0( f l  m 2r ) ] - j / 3 [ % 0{ j ]  m 2R 4) - % 0( f j  w 2r)]|

-  d la r  <7?3

4 4 f ( r ) = ^ ( r ) = ^ ( r ) = ^ ( r ) + 4 < " ( r ) , (4.83)
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w  którym potencjał w ytw orzony przez prąd I2 osłony

2n  y R a m 2R Ą

* i (VI m 2R i Ło ( y R  m 7R * )~ 3 o [ f~ j  ™2R , )]- j g, ( / - J  /»2T?3 Ł  (Vj m2fl4) -  X0 (Vj w2fl3)]

$ l(V ~  j m 2R 4 ^ l  (s/j m 2Ri  ) — cfl ( \/~  J m 2^3  ̂ 1  ( \A  ^4 )

(4.84)

i potencjał w ytw orzony przez prądy w irow e J 2i w  osłonie

2«- ] T?4 R 3 R 4 m 2

^[c?o(V~~jm i R *) ^°(V j m i R i )] j (VIfft2R A) 3C0( y i ) J

$1 (V_ j * 2^4 )^1 (VI m i R l )~S\  (v ~  J k ( V I  m 2R 4 )
(4 .85)

N astępnie równanie (4 .7 2 ) m noży się  przez zespoloną, sprzężoną gęsto ść  prądu J ‘ (r ) i 

całkuje w  obszarze S/;; równanie (4 .7 3 ) m noży się  stronami przez J'21( r )  i całkuje 
w  obszarze S/!/ W  ten sposób otrzym uje się  :

J  % J \  (r)dS" = i -  J y ,  ( r ) j ;  ( r ) d S " + ja > f  A "  (ir ) j ; (r )dS"  +
s" s" s"

+  j< u j  4 ' ( / • ) / , * (/•)d5// +  j<y J ^ ( r ) / ,  ( r ] d S J/, (4 .86)

{  « ^ ( r ) ^  = — f  J 22( r y 22( r ) d S n'  + j e o  f  A £ ( r ) J 22(r )d S /v  +
s « ' S '1'  S

—  + j®  f +ja>  [ A ^ { r ) j ' 12 ( r ) d S ,v  . (4 .87)
Yo Jn, *L J.

N apięcia ^  i ^  nie za leżą  od zmiennej /■, w ięc  całki z  lew ych stron równań (4 .8 6 ) i (4 .87)  

są odpowiednim i iloczynam i tych napięć i prądów /,* oraz 7* , czyli są to zespolone m oce  
pozorne odpow iednio w  przew odzie fazow ym  i osłonie. N astępnie równanie (4 .8 6 ) dzieli się 
stronami przez /,* , zaś równanie (4 .8 7 ) przez / ’ . W obec tego

%

m \  S"

|A| s" 2 1 s"

U s "  

jdO

A  +

(4.88)
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%
^ 2 |A  | s

I 2 +)Cl) 1 ^ \ A ? 2 {r)j'22( r y S rv

21 S"

I 2 +

Y2I J 2
/1+ f<{rVi(r)dS

-  J  1 2  s / r

A  +

J<a
I J

\ \ A l v {r)J'1 2 (r )A S '
1 2 „fl'

A (4 .89 )

Pow yższe równania m ożna zapisać następująco:

%  =  ą W / ,  + 7 « 4 1i)a  + 4 2)a + ^ a

oraz

^  = ^ 2/ 2 + i ^ 2/ 2 + 4 °a  + 4 2)a  + s i?)A-

(4 .90)

(4 .91)

Rezystancja

*̂ *11 “
n|A|2 ^

|  y i ( r K  ( />  d r (4 9 2 )

jest rezystancją jednostkow ą przewodu fazow ego z  uw zględnieniem  zjawiska naskórkowości, 
która po podstawieniu wzoru (4 .66 ) do (4 .92) i wykonaniu całkowania równa się:

(4 .93)

gdzie : 

a\ =

= 3C,(VI mlRl K  (VI m, Rt )[& [ R  mtR 2 ̂  ( R  mtR 2 )+ j& ( f ~ j  mtR 2 jg, )j+

(V~I m\Rl) No (VI m\R2 (VI 2̂ )+ j ̂-0 (VI m\R2^l (VI*1̂ )J- 
-x, (VI m A  k' (V7! )K'(VI k (V1! )+̂o [y R  m,R2 K  (VI )]-
- j "'i« .)l3Co ( V I » A k l ^ F I m iR i K { f r i  ^ 1^ ) 1 »

=<?1 (V ~ I ff,1^2 k  (VI mi^l )~ $1  (V ~ I Wl- 1̂ k  (VI OT1^2 )> 

*r =^i ( V - I  "» ^ 2  K  (VI ) -^ r (V -T  m A  K ( V I
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Następnie

^  ~ J 7 J  S A " № (r )rdr  (4.94)
'1 1  R.

jest jednostkową indukcyjnością własną przewodu fazowego z uwzględnieniem zjawiska 
naskórkowości i wyraża się wzorem:

^  = s f 1 T2 ~ ^ b } MVÎ 0( ^ * 2)-
-  i Si ( V - j  m \R i k >  (VI m \R 2 ) ] -  ^ r |  (4 95)

Impedancja

(4  96) 
Kil R t

jest jednostkową impedancją dodatkową przewodu fazowego. Część rzeczywista tej 
impedancji jest proporcjonalna do ciepła wydzielonego w osłonie (przy h  = 0). Impedancja ta 
wynika ze zjawiska zbliżenia.

Impedancja

(4 .97 )
7 2yi

jest jednostkową impedancją wzajemną między przewodem fazowym a osłoną. Stąd 
jednostkowa indukcyjność wzajemna [50,100,167]

a^ 2 = - I m J 12. (4.98)
co

Niezerowa część rzeczywista impedancji Z \2 wynika z faktu, Ze w poszczególnych 
punktach przewodu fazowego (lub osłony) nie tylko moduły gęstości prądów są różne, ale 
również ich fazy różnią się między sobą.

Rezystancja

= — 7 7 7 7  fJ 2 2(r\J'i2 (4 99)
Y 21 2 I i?,

jest rezystancją jednostkową osłony z uwzględnieniem zjawiska naskórkowości i wyraża się 
wzorem :

J - j ą  a*>
(410°)4 ny2R4 b2b2

- 73 -

gdzie:

aj

= 3Łl(Vj "<2 ^ 3  X  (VI « 2 ^ 3  )U> (V-J m 2RA k  (V-J W2^4 )+ j&  (V -I ">2^4 M (V“I  OT2^4 )J+

+  $ l ( V — j  m2Rl k  ( V ~ T  miRl ) K  (V J  m2R4 ̂ 1  ( V I  m2Rt ) +  j ^ O  ( V I  m2R4 k l  ( V I  m2R4 ) ] “

-  DC, ( V I  m 2/?3 k ‘  ( V ~ j  )  lX ć ( V I  W 2'R4 k  ( V - J  » » 2 *4  ) + &  ( V - I  "> 2 ^ 4  K  ( V I  * 2 ^ 4  )J-
- j ^ i ( v - i  k  (v i » 2^ ) K ( V i  « A k ' f c H  ̂ K ^ l v - i  » ^ W v - j  ^ 4 )].

b M R m 2RĄh  { j ] m 2R i ) - 3 l ( R m 2 R4),

b2 =Si (V-J m2R4 k  (VI m2R3 )-Si  (V -I W2^3 k  (VI "»2^4 )

Indukcyjność

(3.101)
K2I «3

jest jednostkową indukcyjnością własną osłony z uwzględnieniem zjawiska naskórkowości i 
wyraża się wzorem:

= p  [̂ 1 (V Iw2^3]&o(V~Tm2R*)~
Rą m 2R Ąb2

- j A ( / = I « A K t ó - A * - ^ | -  (4102)

Suma impedancji

oraz

4 1 *  =  - 7 7 7  f  ( ^ 2 2  ( » >  d r , 
^ 2 1 2  i

1 2  «3 

7 17 2 A

(4.103)

(4.104)

(4.105)

jest całkowitą, jednostkową impedancją wzajemną

J 21= 4 i) + 4 2)+ 4 ) . (4-106)
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R ów nania (4 .9 0 ) i (4 .9 1 ) m ożna zapisać następująco:

% = Z l l I l + Z i2I 2 ,  (4 .1 0 7 )

+ -^2 2̂ > (4 .1 0 8 )

gdzie

Z n  =  +  j  o Ą }  +  Z § \  (4 .109)

Z 1 2 = & n + ] ( a £ 72. (4 .110)

C ałkowita, jednostkow a im pedancja w łasna przewodu fazow ego

Ą i = Ą i + j  o iĄ i  =

-  ' ) c o ^ ° \ \ a  * | in

2 ^  [ R2 R 4 m\R2 Sl (V -I m iR l  K  (VI Wl^ l) -  (V“ I  /W1^1 K  (VI W1^2  )

jV-7 «̂ 0 (V-j m2R4 )~ Sp (V-I ”»2̂3 )j- jjgk (VI ™2̂ 4 )~ 3Cp (VI ”»2*31]
* 3^ 4W2 Sl (V -T  W2^4 K ( V I /W2^3 j -  Sl ( V - I  "»2^3 K  (y/l m 2R 4 )  J ’

(4 .111)

(w ielkości a  i /? podano w  objaśnieniu wzoru (4 .71)).

Jednostkowa impedancja w łasna przewodu fazow ego

Z $ = ^  +  \ c o Ą ) = \ c o ^ -  
2  n

L  1 i y R  3C,(VIm Ą k ( y y y m tR 2) - j w , / ? ,  k  (VI /w,/?2)]

I 2̂ W1̂2 & (V -I  OT1̂2 K  (VI OTl^l )~& (V -I  K  (VI W1̂2 ) J
Jednostkowa impedancja dodatkow a przewodu fazow ego

4 2) = ^ (,2) + j* W .2) = j ® £ r | i n A-JV~L

(4 .113)

...................................  ' ~ 2 f f [ ‘ ,R4 /?37?4/w2

(VH W2^4 )-gp (y 1!  W2/?3 )]- jyg[3C0 (VI W2̂ 4 ) -  ̂ 0 (VI m 2R 3 )1| 
S, (V-J ">2^4 K  (VI W2^3 )-5 l (V -I ">2^3 K  (VI "»2^4 ) J

Jednostkowa impedancja w łasna osłony

UnZ 2 2 =  -®22 +  j ®^22  = j ® ------
2n

, | | n _l jV ~I ~̂1 (VI W2^3 >o(Vf7 ̂ 2^4 )~ j ĉ l (V~I W2^3 k  (VI W2^4 )j (4  114)

1 ^4 «2^4 £ 1  (V -I »»2*4 k  (VI "»2*3 ) - (V- I  "»2*3 k  (VI ■"»2*4 ) J
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Jednostkowe impedancje wzajem ne m iędzy przewodem  fazow ym  a osłoną

u a
Zx2 = & 1 2  +j®£®21 = j^T-  u

3C,(VIw,/?3f c ^ - j  m 2Ri)~So(yJ~i m 2R 3 )j— jj}|(V~j w»2T?3)[3C0(Vj/»2/?4)-3C0(VJ/»2T?3)]|

& (V -I /W2^4 k  (VI "»2^3 (V -I "»2*3 k  (VI "»2*4 ) j
(4 .115)

oraz

Ą i  = ^21 +  j ^ y ^ i  = jfi> -
LU

L 1 jV-i g & Ł H ^ j- j^ ty i« ^ )  1 (4116)
[ n * , R ,R ,m 2 & (V ^  m2 k  (VI "»2 * 3 & (V -I"»2 * 3  k  (VI "»2 *4 )J

Struktura impedancji wzajemnej 3ji jest inna niż impedancji # 12. Ze względu jednak na
własności funkcji Bessela, niezależnie od parametrów miR^ oraz rndU, otrzymuje się, że

3 2 = 3 2 1 . (4 1 1 7 )

co potwierdzają obliczenia numeryczne. Stąd też

9/L, = — \m Z 2l = 9l\2 = — lm Z x2 =  9H . (4 .118)
Ol co

We wzorach (4 .95 ), (4 .102), (4 .111), (4 .112), (4 .114), (4 .115) i (4 .116) liczniki wyrażeń 

logarytmowanych —  i —  są równe jednostce miary długości.
R 2  *4

Jeżeli zamiast wymuszeń prądowych / 1  i / 2 w układzie współosiowym dwóch przewodów 
rurowych przyjąć wymuszenia napięciowe %  i to wtedy nieznane całkowite gęstości 
prądów Ji  i J i  są rozwiązaniami ogólnymi równań Helmholtza, dane następującymi wzorami:

-  dla przewodu fazowego

7, ( r ) = C x ( R  m,r)+C2 3C0 (VI /w,r), (4 .119)

-  dla osłony

M r ) = C 3S0 ( f ]  m 2 r)+C 4 X 0 (VI m 2 r), ( 4 .12 0 )

gdzie stałe Ci, C 2 , C 3 i C4  zależą od parametrów m\R\, m\Ri, m j i i  i mjR* oraz napięć %  i %.

Spadki napięć można wtedy przedstawić następującymi równaniami:

-  dla przewodu fazowego

% = E ( , ( r )+ jc jA "(r )+ }eaA "{r ) ,  (4 .121)

-  dla osłony
%  = E 2 (r) + j coA2 (r) + j coA(v ( r ) . (4 .122)

1 j y f l
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W  równaniu (4 .1 2 1 ) natężenie pola elektrycznego E " ( r )  - w zór (4 .39 ) i potencjał A "  ( r ) -  

(na m ocy w zoru (3 .16 )) będą wyrażone przez stałe C i  i Cj. Potencjał A " ( r )  na m ocy wzoru  

(3 .1 7 ) będzie w yrażony przez stałe C j  i Ca- W  równaniu (4 .1 2 2 ) natężenie pola elektrycznego  

E ' / ( r )  - w zór (4 .40 ) i potencjał A 1/( r )  - w zór (3 .16 ), będą w yrażone przez stałe C 3 i C 4 . 

Potencjał A ( l' ( r )  na m ocy wzoru (3 .15 ) będzie wyrażony przez stałe C i  i C 2 Równania 

pow yższe m ożna w ięc  przedstawić w  następującej formie:

oraz

% = a n { r ) C i  + a u ( r ) C 2 + a 13(r )C 3 +  a l4( r ) C 4 (4 .123)

% = a n ( r ) C l +  a  22 (r ) C 2 + a 2 3( r ) C 3 + a 24( r ) C 4 , (4 .124)

gdzie funkcje a ^ r )  ( /  =  1,2 ; k  =  1,2,3,4 ) są kombinacjami funkcji B esse la  p ierw szego i

drugiego rodzaju rzędu zerow ego i p ierw szego, argumentów: m \R \,  m \R 2, m jR 3 i m iR 4 oraz
funkcji lnr ;

« 1. (r ) = — k  (V -j/w , R 2)+  [ff2 ln*2  ś ,  (Vr T" ' 1 R 2) -  * 1lnr & U - J m ,  * , ) ] } ,  (4 .125)
Y\

a l2( r ) = — k o {yT)m iR 2)+ f ) m \ [* 2ln*2  3C. )-■/?]lnr3C, [ f ) m lR i )]} , ( 4 .125a)
Y1

«13 ( 0 =  \$0  i f l m 2R 4 ) _  cło { f i m 2R 3 )"*■
Y 2

+ V= > 2 [R4\nR4 { f r}m 2R 4) -  /?3lnR 3 ( f l m 2R 3 ) j }, (4 .1 25b)

«.4('•) =  —  K  (VJ">2*4 )-3Co(a/=> » 2 * 3  )+
Y 2

+ 1*4 ln * , 3C0 (VJ/» 2*4  ) -  * 3*nR 3 3Co (VJW2*3  )J}. (4  125c)

« 21('•)= ^ m> l w [*2 Si ( a F J w ,^ ) - * .  £1 U - i m A )]. ( 4 .125d)
Y1

«22 ( r ) = ^ m> ln/~[ft2 X, (VJ/w,/?2 ) - f l ,  3C, [ f l m A i )], ( 4 .125e)
Y 1

«23 M = — ) + VrT"»2 Kin*. g, (vCI»»2*4 )-«3lnr̂ , (vCJW2*3 )J }, (4.125f)
Y 2

«24 ('•) =  —  K  (VJ/W2*4 y  4 ) m 2 [*4ln*4  3C, (Vj/W2*4 ) - ^ 3lnr3Cl (VJW2*3 )] }• (4 .125g)
Y2

N apięcia  %  i %. są niezależne od zm iennej r. Stąd m ożna zapisać następujące warunki 
brzegowe:

%{Rl) = % ( R 1) = %  (4.126)
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oraz
% { R 3)  =  % ( R 4) = % -

W tedy z  równań (4 .1 2 6 ) i (4 .127) otrzymuje się  następujący układ równań:

(4 .127)

- % ' d n d \2 d \3

% d 2x d 22 d „

% d 3i d 32 d 33

_d4\ d 42 d 43

14

d 24

d 3<

d a

C,

(4 .128)

gdzie : d n  = a n (Rx\  d n  =  a l2(Ri \  d iz =  a l3(Rx\  d i4 =  a l4(R l ) ,

^ 2 1  ~  «11 ( * 2  )> ^ 2 2  =  a l2 ( * 2  )> ^ 2 3  =  «13 ( * 2  )> ^ 2 4  =  «14 ( * 2  )  ■

^ 3 1 = « 2 l ( * 3 ) >  ^ 3 2  =  « 2 2  ( * 3  )■ ^ 3 3  =  « 2 3  ( * 3  ) *  ^ 3 4  =  « 2 4  ( * 3) )

^ 4 1  =  « 2 1  ( * 4  \  d * 2  =  « 2 2  ( * 4  )>  ^ 4 3  =  « 2 3  ( * 4  )> ^ 4 4  =  « 2 4  ( * 4  )

Rozwiązanie analityczne układu równań (4 .1 2 8 ) z e  względu na funkcje B essela  jest trudne. 

D latego rozwiązuje się  go  dalej numerycznie.
M acierz D  =  J nie jest m acierzą osobliw ą, w ięc istnieje m acierz F  = D~'.  Stąd:

c ; f \ \  + / l 2 / l 3  +  / l 4

C j f i l  +  f l  2 / 2 3  +  / 2 4 (4 .129)

c 3 / 3 1  + /3 2 / 3 3  +  / 3 4

C 4 . / 4 1  + /4 2 / 4 3  +  / 4 4  .

Prąd w  przewodzie fazow ym

i w  osłonie

gdzie: * ,,(0

A ~  ~ ^11^ 1 +  ̂ 12^2

s"

I 2 = j" J  j (/■) dS’7 = b2iC 3 + b2 4 C4 , 

= J V ^ 2 - [ / ? 2  S, ( / r jW i * 2 ) ~  /?, Sl A  ) ],
W,

i  ( r)= h E & L [R i X, (VJ^,«2) *i 3C, (y j« ,/? ,)],
/n,

*23 W  =  [ * 4  Sl ( V =rI " * 2 * 4  ) -  * 3  A  ( V I j « 2 * 3  ) ] ,
m 2

K  (r) = ■ [ * 4  3 C .  if)m 2 * 4 ) -  * 3  3 C ,  ( V J ^2  * 3 ) ]

(4 .130)

(4 .131)
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R ów nania (4 .1 3 0 ) i (4 .1 3 1 ) zapisuje się  w  postaci:

X N> 0

1----
O

A i O 0 *23 V

A

c 4

W ykorzystując równanie (4 .1 2 9 ) otrzymuje się:

A 3(2

h . .%1 %.2_

gdzie m acierz admitancyjna

» = k b
*11
0

0 0 

b23 b24

f u +  / l 2 / .  3 +  / l 4

/2 1 +  / 2 2 /2 3 +  / 2 4

/ 3 , +  /3 2 /3 3 +  / 3 4

/ ł l +  J 42 / 4 3 +  / 4 4

M acierz S'' nie jest m acierzą osobliw ą, w ięc  istnieje m acierz im pedancyjna

* = M =
* i l  *12

L * n  *̂ 22

W tedy otrzymuje się:

' % V A

A i i?22_ / 2 .

(4 .132)

(4 .133)

(4 .134)

(4 .135)

(4 .136)

W  przedstawionym  postępowaniu (w ym uszenia nap ięciow ego) otrzymuje się im pedancje 
całkowite: Z \\  - przewodu fazow ego, 2 n =  -Sżi -  wzajem ną i Z i2 -  osłony.

D la przykładu ob liczen iow ego  przyjęto parametry przewodu osłon iętego  takie jak w  p.4.3. 
D la kilku wybranych częstotliw ości /o b l ic z o n o  parametry elektryczne przewodu osłoniętego  
i odniesiono je  do odpow iednich wartości obliczonych ze  w zorów  (4 .5 5 ), (4 .56), (4 .59 ), 
(4 .60 ) i (4 .6 3 ) traktując te ostatnie jako wartości dla prądu stałego. W yniki obliczeń  
zestaw iono w  tabeli 4.2.
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Tabela 4.2
W zględne parametry elektryczne rurowego przewodu osłoniętego

/ 9t\\ t  !Xio CD ( 2 )  /CD*̂ 11 /^ 0 £\i /£ \o (o(2) j  p  -Ejl /■£[(, 9lnJ £22/£20 sMdik, tJ  9l\t)

Hz - - - - - - -

0 1 0 1 0 1 1 1 0

50 1,2248 0,0063 0,9972 -0 ,00006 1,0014 0,9999 0,9999 0,0031

500 4,2995 0,5918 0,9759 -0 ,00052 1,1372 0,9997 0,9995 0,2932

10 J 7,1710 1,9912 0,9709 -0 ,00184 1,4668 0,9991 0,9983 0,9864

10 4 2 7 ,682 11,627 0,9581 -0 ,00849 5,0144 0 ,9954 0,9921 5,735

4 .5 . I m p e d a n c je  n ie w s p ó ło s io w e g o  u k ła d u  d w ó c h  r u r o w y c h  p r z e w o d ó w  
r ó w n o le g ły c h

N iew sp ółosiow y układ dw óch rurowych przew odów  rów noległych (rys. 4 .2 ) jest również 
układem podstawow ym  trójfazowego, iednobiegunow ego toru w ielkoprądow ego z  rys. 1.5. 
Dotyczy on układów: przewód fazow y własnej fazy - przewód fazow y fazy sąsiedniej, 
przewód fazow y własnej fazy - osłona fazy sąsiedniej i osłona własnej fazy - osłona fazy 
sąsiedniej.

Dla prądu stałego indukcyjność wzajem ną dw óch przew odów  rów noległych wyprowadza  
się ze wzoru Newm anna ([90]-ss. 135-137, [165]-ss. 167-168) przyjmując, że  przewody te są  
bardzo cienkie. Następnie oblicza się  indukcyjność całkow itą linii dw uprzew odowej, której 
przewody są przewodam i w alcow ym i o  jednakow ych rozmiarach ([9 0 ]-s .l4 0 , [165]-s. 160). 
Indukcyjność całkow itą takiej linii dw uprzew odowej oblicza się także z  energii pola 
m agnetycznego, zw iązanego z linią ([102]-ss. 137-141). D la przew odów  w alcow ych  
o różnych rozmiarach w  pracy [ 108]-ss. 161-162 Matusiak wyprow adza w zór na indukcyjność 
całkowitą linii z  zależności całkow ych m iędzy indukcyjnością, potencjałem  m agnetycznym  i 
gęstością prądu, wyprow adzonych uprzednio z  energii pola m agnetycznego (ss. 128-132). 
W pracy [166]-s.88  Strunskij podaje w zór na indukcyjność całkow itą linii dw uprzewodowej
0 przewodach rurowych jednakowych rozmiarów, wyprow adzony z  tzw. średnich 
geom etrycznych odległości. W pracy [155]-ss.292-293  Rawa wyprowadza inny wzór, niż te 
w cytowanych wyżej pracach, na indukcyjność wzajem ną dw óch przew odów  rów noległych
1 w  konsekw encji wyprow adza (s.295) odm ienny w zór na indukcyjność całkow itą linii 
dwuprzewodowej o  skończonej długości i różnych przekrojach poprzecznych przewodów.
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Rys.4.2. Niewspótosiowy układ dwóch rurowych przewodów równoległych; a) przekrój poprzeczny, b) prądy 
wirowe J \2 indukowane w rozważanym przewodzie przez prąd sąsiedniego przewodu równoległego

Fig.4.2. Non-coaxial two parałleł tubułar conductors system; a) cross-section, b) eddy currents Jn induced in the 
conductor considered by the cuirent of neighbarring parałleł conductor

W  przypadku prądu przem iennego należy uw zględnić zjaw isko naskórkow ości oraz 
zjaw isko zbliżenia, polegające na indukowaniu w  rozważanym  przew odzie prądów w irowych  
J \ j  (rys.4.2.b) przez prąd /2 przewodu sąsiedniego, jak rów nież prądów w irow ych J 21 
indukowanych w  przew odzie sąsiednim  przez prąd I\.  W  pracy [166]-s.89  Strunskij podaje 
w zór na indukcyjność całkow itą z uw zględnieniem  zjaw iska naskórkow ości dla linii 
dw uprzew odowej o  przewodach rurowych, ale tylko dla przypadku ich jednakow ych  
rozmiarów.

Podawane w zory na indukcyjność całkow itą linii dw uprzew odowej wyprow adzane są dla 
warunku I j = - h .  W  ogólnym  przypadku warunek ten nie jest spełniony - prąd powrotny m oże  
płynąć przez przew ody innych faz. Celem  tego  podrozdziału jest zatem  ponow ne  
w yznaczenie impedancji w łasnych i w zajem nych układu n iew sp ółosiow ego  dw óch  
przew odów  rów noległych przy uw zględnieniu  zjaw isk naskórkow ości i zbliżenia.
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4.5.1. Im pedancje niewspółosiowego układu dwóch rurowych przewodów równoległych  
bez uwzględnienia zjawisk naskórkowości i zbliżenia

Zakłada się, że  przez przewody rurowe (rys.4.2) płyną prądy przem ienne o  wartościach  
zespolonych I\ oraz /2 i zwrotach zgodnych ze  zwrotem  osi Oz.  Jeżeli pom inie się  zjawisko  
naskórkowości, to gęstość  prądu J\  jest w  przybliżeniu równomierna i dana jest wzorem  
(4.36). Pomijając ponadto prądy w irow e J n  przyjmuje się, że  całkow ite natężenie pola 
elektrycznego w  rozważanym  przewodzie dane jest wzorem  (4 .39). W tedy z równania (2 .26 )  
zespolony spadek napięcia

%  =  E "  (r) + j chA "  (r) +  j cóA "  (r ,  0 ) .  (4 .137)

Potencjał m agnetyczny A " ( r )  wytw orzony jest przez prąd h  i dany jest wzorem  (4.41). 

Potencjał A " ( r , 0 )  w ytw orzony jest przez prąd h  i dany jest wzorem  (3 .22), który dla 

jasności w yw odów  zostaje tu powtórzony.

00 - /  \n
(4 .138)A " ( r , 0 )  =  ^ 1 - ln — c os n 0  

2 V ’  2n  d

Postępując dokładnie tak sam o, jak zrobiono to w  p .4.4.1, otrzymuje się równanie (4.49). 
W równaniu tym  rezystancja 9^ dana jest wzorem  ogólnym  (4 .5 3 ) i wzorem  końcow ym  
(4.55). Indukcyjność 4  dana jest wzorem  ogólnym  (4 .54 ) i wzorem  końcow ym  (4.56).

Indukcyjność wzajem na

% 2  =  7 7 7  j A2 &Vx {r)ràrà0.
' 2M o//

(4 .139)

Podstawiając do wzoru (4 .139) gęstość prądu J ' { r )  ze  wzoru (4 .36) i wektorowy  

potencjał m agnetyczny ze  wzoru (4 .138) otrzymuje się:

a,, = ------ ^ ------  f  f L i  +  y l W  c o s« <9 rdrd0. (4 .140)

Po obliczeniu całki (4 140) wyznacza się przybliżoną indukcyjność wzajem ną na jednostkę  
długości linii dwuprzewodowej o  przewodach rurowych

^  =  —  In-?-.
42 2n  d

Jeżeli przewody rurowe z rys.4.2 zam ienić m iejscam i, to  spadek napięcia  

%  =  E 2 ( r ) +  ' ) u A i { r )  + )m A " (r , 0 ) ,

(4 .141)

(4.142)
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gdzie  natężenie pola elektrycznego E " ( r )  dane jest w zorem  (4 .40), gęstość  prądu J 2( r )  - 

wzorem  (4 .3 7 ), w ektorow y potencjał m agnetyczny A 2 ( r )  w ytw orzony przez prąd h  - 

w zorem  (4 .4 2 ), zaś potencjał A[‘ ( r , 0 )  w ytw orzony przez prąd / ,  jest dany wzorem:

2 n
. 1In — + >  cosn 0

d  , n , d (4 .143)

Postępując tak jak poprzednio otrzym uje się  równanie (4 .50 ), w  którym rezystancję 3Li ze 
w zoru ogólnego  (4 .5 7 ) sprowadza się  do wzoru (4 .59), indukcyjność Ą.  ze  w zoru ogólnego  
(4 .5 8 ) sprowadza się  do w zoru (4 .60 ), zaś jednostkow a indukcyjność wzajem na

* 2 1  -  7 7 7  J  A i (r > [r)rdr& & .
‘ \‘ 2 Q1I

(4 .144)

P o odpowiednich podstawieniach ze  wzoru (4 .1 4 4 ) otrzymuje się:

SR,, =9^2=900  =  — ln — .
2  n  d (4 .145)

W e w zorach (4 .1 4 1 ) i (4 .1 4 5 ) licznik wyrażenia logarytm ow anego — jest równy jednostce
d

miary długości.

W przypadku gdy / , =  -I2, jednostkow a indukcyjność całkow ita linii dw uprzew odowej 
o przewodach rurowych wyraża się  wzorem  (4 .64 ), z  którego po odpow iednich  
podstawieniach otrzym uje się  indukcyjność całkow itą na jednostkę d ługości linii

£o = Mo 1 d ls In + ln —  + - 3R\  -  R 2 | 3R f - R j

R l  -  R {  R j  - R L3 J
•.(4 .146)

Dla linii-o różnych przewodach w alcow ych , tj. gd y  R i  =  R 3 =  0  oraz R 2 *  R 4 , otrzymuje  
się  wzór:

(o _  Mo Mo * d
• ^ O w a l c . “  — + — In1 1 1 1-------------

4 n  2 n  R 2R 4 (4 .147)

który został wyprow adzony przez M atusiaka w  pracy [108]-ss. 161-162.

D la  linii o  jednakow ych przewodach w alcow ych , tj. gd y  R t ^ R 3 =  0  oraz R 2 =  R 4 =  R,  ze  
wzoru (4 ,147) otrzymuje się  :

w alc.j.
_  Mo Mo l n - ,

4  n  ji R (4 .148)

w yprow adzony m iędzy innymi w  pracach [90]-s. 140, [165]-s,160 , [1021-s. 140 oraz w  pracv 
[166] - s 88 J
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4.5.2. Im pedancje niewspółosiowego układu dwóch rurowych przewodów równoległych  
z uwzględnieniem  zjawisk naskórkowości i zbliżenia

Całkowita gęstość  prądu J ] ( r ,& )  w  rozpatrywanym przew odzie rurowym z rys.4.2 jest 

sumą zespoloną gęstości prądu J u ( r , 0 )  pochodzącej od prądu h  i gęstości prądu J n ( r , 0 ) ,  

tj. prądu w irow ego indukowanego przez przemienne pole m agnetyczne H u ( r . 0 ) prądu h  

rów noległego przewodu sąsiedniego (rys.4.2b):

J,(r.0)=Jn(r.0)+Jn{r.0). (4 .149)

G ęstość prądu J u ( r . 0 )  jest gęstością  w ypadkow ą w zajem nego oddziaływania pól 

elektrom agnetycznych układu dw óch przew odów  równoległych. A nalogicznie dla gęstości 
J n ( r , 0 )  oraz dla przewodu "2", tj. gęstości J 22 (r^  } ¥ )  i J 2Xrxr ■<F)

W tzw. pierwszym  przybliżeniu [113] można przyjąć, że  gęstość  prądu J n  jest gęstością  w  
przewodzie odosobnionym , zaś gęstość  prądu J n  jest w yw ołana przemiennym polem  
m agnetycznym  nieskończenie cienkiego przewodu "2 " z  prądem I2.

Zjawisko zbliżenia dla przewodu "1" uw zględnia się w tedy w  ten sposób, że  pole 
m agnetyczne prądu I\ indukuje w  przew odzie "2 " prądy w irow e J 2\(rxr ,'ł'),  dla których 

zakłada się, że  ich pole m agnetyczne nie oddziałuje na rozważany przewód. Analogicznie  
postępuje się w  odniesieniu do przewodu "2 ".

W obec tego całkowita gęstość  prądu

J X r . & ) = J n { r ) + J n { r . 0 ) ,  (4 .149a)

gdzie gęstość  prądu J , , ( r )  dana jest wzorem  (4 .66 ), zaś gęstość  prądu J n ( r , 0 )  

(wyprowadzona w  pracach [150] i [12], patrz także p.5.1; cytowana m iędzy innymi w  pracach 
[142, 147, 148, 149, 151]) dana jest następującym wzorem:

gdzie

f ( A -  K ( v W )  (4 1 5 1 )

A  K ,  )+& ♦. ( f i r n A  K - i  (VJWl^2 )

U w zględniając prądy w irow e J n ( r , 0 )  i J 21 (rX7 , f / )  w  równaniu całkow ym  (2.24), 

otrzymuje się  spadek napięcia w  rozpatrywanym przewodzie

%  = E { [ ( r )  +  E "2 ( r , 0 )  +  j caA([(r) +  j a A "2 ( r ,0 )  +  j coA2l{rXY, W ) + j caA2 ( r , 0 ) . (4 .152)

W e w zorze (4 .152) natężenia pól elektrycznych

En{r)=—Ju(r), (4 .153)
Y1

E ; i ( r . & ) = - j n ( r .0 ) .  (4.154)
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Potencjał A u (r ) pochodzący od gęstości prądu J u (r )  dany jest wzorem  (4.78); potencjał 

A f ( r . 0 )  dany jest wzorem  (4 .138). Potencjał m agnetyczny A " ( r . 0 )  oblicza się ze  w zorów  
(3 .8 ) i (3 .1 3 ) po podstawieniu do nich gęstości prądu J n ( r ,0 )  ze  wzoru (4 .150). W tedy

A "2 M = ~ 2 x % 2 &  j {  /  fm (p )c°sm 0  j ln ^ -  +
2 0  [  R ,  " = 1  V '  '■

+ cos[«(0 - 0 ) ] jp d p +  |  /m  (p )cosffl <Ż> | ln  -^  +

+  co sk ^ - 6 > ) ] | p d p | d 0 .  (4 .155)

Funkcja trygonom etryczna

cos[/j( 0  -  0 ) \= cosn (fcosn 0 + sin« @sinn0  (4 .156)

i ze  w zględu na całki funkcji trygonom etrycznych w zględem  zm iennej <P[54 , 60, 153, 183]:

2n

J cos» /< W 0  =  O, (4 .156a)
0

2 n

J  cos/w #> s in / /#  d<P =  0 , (4 .156b)
o

2 tc
f  ^  ^  ^  0 d la m * n
\ c o s m < P c o s n @ d 0  =  < (4 .156c)
J tc  dla m  —  n

ze wzoru (4 .155) otrzymuje się.

W l K m  Jr/ V £ "
^ ( r , © ) -  J  S V ( ^ J  cosw 6 , / n ( p ) p ' ,+1dP +

[ ”=i v '

+  /  co s/2<9 / „  ( p ) p “"+ld p |  (4 .1 5 7 )
r+(s »=i n \  a  J

N a podstawie w zorów  z pracy [110] otrzym uje się:
p  ^

J  P"+l$ n ( j ~ ]  m \ p ) d p  =  —~ =  Sn+i{yf~im \ p \  (4 .158)
V " J « i

/3 ^

j  P ^ Ś n i F i m ^ d p  = —  p  (4 .158a)
V " J » i
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f P '’+X ( V w ) dP = - J7 ^ 3 C n+i(VI'wiP). (4.158b)
J V J"»i

f P '" +13C«(VJ miP)dP = - ^ f r — x n-i (VI "»i/7)- (4-158c>
J VJw ł

W ykorzystując przedstawione w zory na całki z  funkcji B esse la  wykonuje się  całkowanie  
we w zorze (4.157) po uprzednim podstawieniu funkcji f „ { p )  ze  wzoru (4.151). W  wyniku  

otrzymuje się wektorowy potencjał m agnetyczny w  przewodzie rurowym w ytw orzony przez 
prądy w irow e J n ( r , 0 ) ,  indukowane przez przem ienne pole m agnetyczne H n ( r . 0 )  prądu h  

w  przewodzie rów noległym

A № . 0 ) = - * ± ± ^ ^

cosw<9.

(4 .159)

In ^ {m ,R i \d

(sRmir2K +i(V Imi ) +#»+iIŻ-I» » > K - i ( V I ) « U

Dla w ektorow ego potencjału m agnetycznego <4,“ ( r ^  ) zm ienna rx r >  p  (rys.4.2), w ięc

ze wzoru (3 .8 )

A"i(rXY,'ł/ ) = —  f  J21(p,<p)jln — + V - f —  cos[«(<2>- V / ) ] \ p d p d 0  (4 .160)  
2 n  i ,  \ ryr  ~ f n { r v y  )X Y

G ęstość prądów w irow ych indukowanych w  przewodzie "2” przez przemienne pole  
m agnetyczne prądu A [12, 142, 147, 148, 149, 150, 151]

J ,X r XY. T ) = - ^ E ^ ± y Xy [ ^  g ^ o s n r , (4 .161)

gdzie

sM" h  s_, ( / ! » , « .  K . ,  f f i * A  R . ,  ( / -  ( $ »  A ) '

Po podstawieniu w zorów  (4 .161) i (4 .1 6 lą ) do wzoru (4 .160) i po wykonaniu obliczeń  

(analogicznych jak w  przypadku obliczania potencjału A ^ r . O ) )  otrzym uje się:

2 t t  t t  " d"  

i h Ą S  m 2R4 K - !  (VI fn2 { R  m A 3 (V I m Ą 4) cosn r .  (4.162)
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N astępnie równanie (4 .1 5 2 ) m noży się  przez zespoloną, sprzężoną gęstość  prądu 7," (r ) i 

całkuje w  obszarze S77 otrzymując:

J ^ / n W d S "  + —  \ j n ( r ,0 ) J 'n (r )ASn  +
s" r ' s" r i  s"

+  ] m \ A l [ { r ) j ' u {r)ASu  + j  w \ A ? 2 { r ,0 )J 'n { r y s u  +  

s" s"

+  j m \ A “x(rx r , r ) j ' n { r ) i S n +  ■i a > \A ! ’ ^r ,0)J'n (r)&S,, . (4 .163)

s" s"

Funkcje podcałkow e J l2( r , 0 )  i A [ [ ( r . 0 )  zawierają cosn &  (odpow iedni w zory (4 .1 5 0 ) i 

(3 .1 5 9 )) ,w obec tego  całkow anie ze  w zględu na zm ienną &  daje zerow e wartości 
odpow iednich całek w  równaniu (4 .163).

D zieląc  następnie stronami równanie (4 .1 6 3 ) przez /*  otrzymuje się  :

6łĄ =  •%i\^ i  +  ^ i  +  ,. (4 .164)

gdzie  jest jednostkow ą rezystancją przewodu rurowego z  uw zględnieniem  zjawiska  

naskórkow ości i dana jest wzorem  (4 .93 ), ifj*  jest jednostkow ą indukcyjnością w łasną  

przewodu rurowego z uw zględnieniem  naskórkow ości i dana jest w zorem  (4 .9 5 ), £ $  jest 

jednostkow ą im pedancją dodatkow ą w ynik łą z e  zjaw iska zbliżenia

= j o> J* ^2  i (rXY> ̂ V n ( r )d S 11, (4 .164a)
s"

9H12 jest jednostkow ą indukcyjnością w zajem ną

^ 2 = 7 ^ 7  { a ? (r ,6 >V u (r>ISn . (4 .164b)
V .

Podstawiając do wzoru (4 .164b) w zory (4 .6 6 ) i (4 .1 3 8 ) oraz wykonując całkowanie  
otrzym uje się  indukcyjność w zajem ną m iędzy dw om a n iew spółosiow ym i, rów noległym i 
przewodam i rurowymi, która wyraża się  takim sam ym  w zorem  jak w  przypadku 
nieuwzględniania zjawiska naskórkow ości - w zór (4 .141). Jest to  konsekw encja przyjęcia, że  
przewód z  prądem I2 jest przewodem  nieskończenie cienkim .

Impedancję dodatkow ą trudno jest przedstawić w  postaci analitycznej ze  w zględu na 

cztery zm ienne: r,  0 , rX7 oraz ^  występujące w e w zorze (4 .164a). W  dalszej części 

impedancja ta będzie obliczana num erycznie.

Jednostkowa impedancja dodatkow a

4 3)= ^ i (i3)+ j ^ i ), (4.165)
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gdzie

(4 .165b)
(O

Rezystancja ^  jest proporcjonalna do strat Joule'a w  rów noległym  przewodzie
rurowym. M oże być ona obliczana z twierdzenia Poytinga [90, 155, 165] następującym
wzorem:

a ® f  J i k a F y i J r n y p s * .  (4 .166)
^2 r 11 s"

gdzie S7|/ jest pow ierzchnią przekroju poprzecznego przewodu rurowego o  promieniach 
wewnętrznym R 3 i zewnętrznym  Rą.

Po podstawieniu wzoru (4 .1 6 1 ) do wzoru (4 .166) rezystancja

ff(3) _  m 2
11 ~2.. n2

S $  = (4.165a)

2

■Jf g ” ^)°0y”HI !)" f . (4 .166a)

Uw zględniając (4 .156c) ze  wzoru (4 .166a), po pierwszym  całkowaniu ze  w zględu na 
zm ienną T, otrzymuje się:

„.2  ^  00 /  pMl K
=  b - j z h r  g * (rx r )g * (rx r)rx r& x r  ( 4 .166b)

2 4 d )

D alsze całkowanie funkcji B essela  w zględem  zm iennej r „  doprowadza do wzoru:

W 2R 4 t r i  d  j  bj>„
gdzie :

=  3C„t , ( f } m 2R3 K ' +, )'

• k  [ y R i ” 2Rt  f c ,  (Vr j« 2 ^ 4 )+  i f r  [ y R m  2^4 k +. (V -I /w2^4)]+

+ ef/l+l {y l~ im 2R 3 k n +1 ( j - i m 2R 3 )'

' K ’ (VI/W2^4 K +, (71^2^4 ) + j ^  t ó ' » 2/( . K ' ł l (VJW2^4)J-

_ 3C(I+1 [y[im 2R 3 k n +1 ( j ~ i m 2R3 )'
• [sc; Q],m 2R A k„+1 (vC ]w 2̂ 4 )+&, ( R m 2R Ą ̂  (VJ»»2^4 )J~

-  j l „+1 (VZ]« 2 ^ 3  K \ ,  (VI'W2^3 )•

■ k  [ y R ^ R ,  ( V J /W 2 ^ 4  ) +  3 C „  ( V J - 2 * 4  k ’* l  ( v C I , B 2 ^ 4  ) j .



A. = {yf~Jm 2R 4 K ,  (VJ»2^3 )+ £ ,♦ . ( f j ™ ^ 3  K - .  (VI"*2^4 ). 

bn -  ś„-l { j ~ J m 2R 4 )^ » tl {\fim 2R ) )+ $»+l K _1 (Vj/W2̂ ',4 )

Całkowita impedancja w łasna przewodu rurowego (R lt R 2)  z uw zględnieniem  zjawiska  
zbliżenia (sąsiedni przewód o  R3 i R a) wyraża się  wzorem:

Z n  =  Z ^ + Z ^ \  (4 .168)

gdzie impedancja dana jest wzorem  (4 .112).

D la  przykładu ob liczen iow ego  przyjęto parametry przew odów  "1" i "2" takie jak w  p.4.4. 
D la kilku wybranych c z ę s to t l iw o śc i/ i  kilku od leg łości d  m iędzy przewodam i obliczono

] , -fil* i i odniesiono je  do odpow iednich wartości obliczonych dla przewodu "1 " ze  
w zorów  (3 .57 ) i (3 .58).

Impedancję oblicza się  num erycznie podstawiając do wzoru (4 .164a)

rxr = r 2  + d 2 - 2 r d c o s &  (4 .169)
oraz

r c o s 0 - d
!F =  a r cc o s------------------. (4 .169a)

r X Y

W yniki obliczeń zestaw iono w  tabeli 4 .3.

Tabela 4.3

W zględne parametry elektryczne przewodu rurowego z uw zględnieniem  zjaw isk  
naskórkow ości i zbliżenia n iew sp ółosiow ego  układu dw óch rurowych przew odów

równoległych.
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/
<£(■)

^10 Ao

d = 2  Ra d  = 3*4 d = 4^4

a>(3)
*̂11

^ 0

ęp)
■Ml

“*10

ńp(3)
*̂11

Ą o

i 3)■m i

Ao &10
**11

Ao
Hz - - - - - — - _

0 1 1 0 0 0 0 0 0
50 1,21852 0,9972 0 ,65897 -0 ,07927 0 ,25687 -0 ,03306 0 ,13846 -0,01821

500 3 ,7077 0,9765 0 ,84472 -0 ,08713 0 ,31779 -0 ,03575 0 ,16964 -0 ,01960
10 3 5,1798 0 ,9726 1,08715 -0,08741 0 ,40904 -0 ,03585 0 ,21836 -0 ,01966
10 4 16,0550 0 ,9666 3,76305 -0,08873 1,41308 -0 ,03635 0,75393 -0 ,01992
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W analogiczny sposób otrzymuje się  im pedancję całkow itą drugiego przewodu  
równoległego (o  promieniu wewnętrznym  R3 i zewnętrznym  Rą):

z 2 2 = z £ > + z £ \  (4 .170)

gdzie impedancja Z $  dana jest wzorem  (4 .110), zaś im pedancję Z $  otrzymuje się  ze

wzoru (4 .1 64a) zm ieniając w  nim R3 na R i, R a na R2 oraz m 2 na m\.
Dla « = 1  w zór (4 .150) przyjmuje postać, którą m ożna w yprow adzić zakładając, że  pole 

m agnetyczne, w  którym rozważany przewód znajduje się, jest polem  równomiernym  
określonym z  prawa przepływu wzorem

W tedy im pedancje typu Z ®  m ogą być liczone wzoram i uproszczonym i dla n =  1.

4.6. Całkowite impedancje własne przewodów fazowych i osłon 
trójfazowego, jednobiegunowego toru wiełkoprądowego

O słony przew odów  fazow ych trójfazow ego, jednobiegunow ego toru w iełkoprądow ego z  
rys. 1 .5  znajdują się  w  przem iennym  polu m agnetycznym  w łasnego przewodu fazow ego oraz 
w  polu m agnetycznym  zewnętrznym  prądów przew odów  fazow ych i osłon sąsiednich.

D la pola m agnetycznego w łasnego przewodu fazow ego osłona rurowa jest ekranem  
otwartym, nieprawidłowym , tzn., że  pole m agnetyczne w ytw orzone przez prąd przewodu  
fazow ego jest praktycznie takie samo na powierzchni zewnętrznej, jak i wewnętrznej własnej 
osłony. D la  pola pochodzenia zew nętrznego osłona stanowi zam knięty ekran 
elektrom agnetyczny o  bardzo skutecznym  działaniu ([ 185]—s.227).

Takie działanie osłon trójfazowego, jednobiegunow ego toru w iełkoprądow ego jako  
ekranów elektrom agnetycznych ma istotny w p ływ  na ich im pedancje w łasne oraz impedancje 

własne przew odów  fazow ych, ściślej na im pedancję dodatkow ą typu Z ^  (tylko dla 
przewodu fazow ego), zw iązaną z  prądami indukowanym i przez prąd przewodu fazow ego w e  

własnej osłon ie (rys.4.1.b) i impedancję typu Z ® ,  zw iązaną z  prądami indukowanym i przez 
prąd przewodu fazow ego (lub osłony) w  osłonach sąsiednich (rys.4.2.b). W  obu przypadkach 
chodzi o  zjawisko zbliżenia.

Pole m agnetyczne prądu w  wybranym przewodzie fazow ym  indukuje zatem  prądy w irow e  
w e własnej osłonie oraz w  osłonach sąsiednich. N ie  indukuje zaś prądów w irow ych w  
sąsiednich przewodach fazow ych - osłony przew odów  sąsiednich są  ekranami zamkniętymi. 
Pole m agnetyczne prądu w zdłużnego osłony indukuje prądy w irow e tylko w  osłonach  
sąsiednich.

Impedancja całkow ita przewodu roboczego fazy A jest w ięc  dana wzorem:

Z A A ^ Z W + Z f l  +  Z j t i + Z t i ,  (4 .172)
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gdzie : Z $  '  impedancja w łasna z  uw zględnieniem  naskórkow ości,

Z $  - impedancja dodatkow a z  uw zględnieniem  zjaw iska zbliżenia m iędzy  

przewodem  roboczym  fazy A  a jeg o  w łasną o s ło n ą ,

Z $  - impedancja dodatkow a z uw zględnieniem  zjaw iska zbliżenia m iędzy  

przewodem  roboczym  fazy A  a osłoną  b fazy B,

Z $  - impedancja dodatkow a uw zględniająca zjaw isko zbliżenia przewód fazow y A - 

osłona c .

A nalogiczn ie dla przew odów  fazow ych pozostałych faz j e s t :

X b b = * I I b ) + * №  +  s ! & ) + 2 № ,  ( 4 . 173)

•Scc = 4 CC ] +  4 $  +  4 c ] +  4 $  ■ ( 4 . 174)

Całkow ita impedancja osłony a  przewodu fazow ego A

= z £ K z £ K z t ), (4 .175)

gdzie  : Z $  - impedancja w łasna osłony a  z  uw zględnieniem  zjaw iska naskórkow ości,

Z $  -  uw zględnia zjaw isko zb liżenia osłona a  -  osłona b , 

z j ^  - uw zględnia zjaw isko zbliżenia osłona a  -  osłona c.

D la pozostałych osłon

Z b b = Z ^ + z t ] + z t \  (4 .176)

Z c c = z j ‘ K z l ° K z j cb\  (4 .177)

4.7. Analityczno-numeryczne obliczanie impedancji układu Nc przewodów 
równoległych

Dla układu Nc przew odów  rów noległych układ równań (2 .18 ) m ożna zapisać w  postaci:

N r  N .

ps

gdzie: In - zespolone natężenie prądu w  elem encie S u ,
Ips - zespolone natężenie prądu w  elem encie Sp 3 .

- 91 -

Funkcję kształtu Fps (X)  w yznaczono w  p.3.3.2; dla podziału S  na trójkąty S;, staje się  A ;,, 
i  c  azaś Sps staje się  Ap, .
Jeżeli do równania (4 .178) wprowadzi się  macierz impedancji [ z £  j, to m ożna je  zapisać w  

s te n n ia c e i  fo r m ie :następującej formie

M acierz

gdzie: m = {l  -  \ ) N d + 1 ,

n = ( p - \ ) N d + 5 , 

/ > , / = 1 ,2 ,  . . . ,N C, 
t, s =  1 , 2 , .. .,Nd-

A .  A

p =1 5=1

lZip ] _  [Zmn lf/d\ cxNg/lfe >

Elem enty zespolone Z„„ m acierzy [Zmn] oblicza się  następująco:

Z mn =■

^ ~ - F p, ( X u ) ,  dla m * n .  
27lb„.

(4 .179)

(4 .180)

(4 .181)

Impedancja Zm„ jest w ięc  im pedancją w zajem ną m iędzy dw om a obszarami elementarnymi; 

gdy m =  n, to staje się ona im pedancją w łasną n-tego elementu.

Z równania (4 .179) otrzymuje się zespolony prąd

(4182)
p = l  5=1

gdzie Y/p są  elem entam i m acierzy admitancj i

k \ = k p V  (4i83)

lub też

h "  V [ \ X d N M  (4.183a)
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G ęstość prądu

<Un
P = \  8=1

Całkow ity prąd w  /-tym  przew odzie

(4.184)

N j  N .

/*1 p=l

Ul »4T L t
t = l  5=1 p = l

(4 .185)

gdzie 9ip  jest admitancją w zajem ną m iędzy /-tym  a p -tym  przewodem

•*-S£<
/=1 5=1

i je st elem entem  m acierzy |s [p ]w
> N e '

Z równania (4 .1 8 5 ) otrzymuje się  spadek napięcia w  /-tym  przew odzie

A ,
^ = E v ,

p=i

(4 .186)

(4 .187)

gdzie impedancja wzajem na m iędzy /-tym  a /M ym  przewodem  Zip jest elem entem  
m acierzy

(4 .188)

Jednostkowa impedancja Jjp dla l = p  jest im pedancją w ła sn ą /-teg o  przewodu; dla l * p  
jest ona im pedancją w zajem ną m iędzy /-tym  a p -tym  przewodem .

D la przewodu odosobnionego układ równań (2 .1 2 ) zapisuje się  następująco:

/ I_ + j ^ Ä / ^  

r S ,  I n  j j S ,
(4 .189)

Postępując analogicznie jak w  przypadku układu N c przew odów , biorąc N e — 1, w yznacza  
się  im pedancję w łasną Z u przewodu odosobnionego.

5. POLE MAGNETYCZNE 
W OTOCZENIU OSŁONIĘTYCH TORÓW PRĄDOWYCH

W każdej z  osłon trójfazowego, osłoniętego toru prądowego z  rys. 1.5 indukują się  prądy 
wirow e w yw ołane przem iennym  polem  m agnetycznym  H  wi w łasnego prądu fazow ego oraz 
przemiennym polem  m agnetycznym  H zew prądów faz sąsiednich [78, 157, 185, 187] - rys.5.1.

Rys.5.1. Prądy wirowe indukowane w osłonie rurowej 
Fig.S. 1. Eddy currents induced m the tubular enclosure

G ęstość prądów wirowych J  w indukowanych przez pole m agnetyczne H  ** jest z  kolei 
źródłem  pola m agnetycznego przeciw nego (zgodnie z  regułą Lenza) do H wl, ale 
zam ykającego się tylko w  samym ekranie - w e  wnętrzu i na zewnątrz osłony pole to jest 
równe zeru.

G ęstość prądów w irow ych J zew indukowanych przez zewnętrzne pole m agnetyczne H zew 
jest z  kolei źródłem  pola m agnetycznego H oz oddziaływania zw rotnego prądów wirowych.

Pole m agnetyczne H  w w  obszarze zewnętrznym  osłony  nie jest tłum ione przez osłonę, 
gdyż dla przewodu fazow ego własnej fazy stanowi ona ekran otwarty [185, 187].

Zatem pole m agnetyczne H zew zewnętrzne w zględem  rozpatrywanej osłony jest polem  
wytw orzonym  przez fazy sąsiednie, tzn. przez prądy przew odów  fazowych, prądy powrotne 
w  osłonach i prądy w irow e typu J zew osłon (pom ija się  prądy w irow e w  przewodach  
fazowych).

Całkow ite pole m agnetyczne w  otoczeniu rozpatrywanej osłony jest w ięc  sum ą pola H zew 
w ytw orzonego przez przewody i osłony faz sąsiednich, pola H " 1 prądu w łasnego i pola H oz 
oddziaływania zw rotnego prądów w irow ych indukowanych w  osłonie rozpatiywanej fazy.

5.1. Analityczne wyznaczanie pola magnetycznego

Zaletą m etod analitycznych jest dostępność rozwiązania w  form ie jawnej w  funkcji 
parametrów analizow anego układu. W  dostępnej literaturze dotyczą one przede wszystkim  
obliczania rozkładu prądów wirowych indukowanych w  osłonach [12, 28, 68 , 122, 157, 185,
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187], by następnie obliczać straty m ocy i oddziaływ anie elektrodynam iczne. M etody te 
polegają na analitycznym  rozwiązaniu równań różniczkow ych z  wykorzystaniem  
m agnetycznego potencjału w ektorow ego lub bezpośrednio natężenia pola m agnetycznego, lub 
elektrycznego. Zazwyczaj dla jednej z  tych w ielk ości otrzym uje się  równanie H elm holtza w  
środow isku przewodzącym  oraz równanie Laplace’a w  powietrzu. Rów nanie to rozwiązuje  
się  m etodą rozdzielenia zm iennych Fouriera stosując przy tym  szereg założeń  
upraszczających. C zęsto  przyjmuje się, że  zewnętrzne pole m agnetyczne H zew jest polem  
równom iernym  [78, 185, 187], przez co  pomija się  w  rozwiązaniu ogólnym  w y ższe  wyrazy  
nieskończonego szeregu Fouriera. Zakłada się  również, że  rozkład prądu w  przewodach  
fazow ych nie podlega w p ływ ow i pola przew odów  i osłon  sąsiednich i jest dany zw yk le  jako 
prąd skupiony w  postaci przew odów  nieskończenie cienkich [12, 48, 49, 53, 66 , 92, 157, 177, 
178]. Idealizuje się  również osłonę przyjmując jej grubość n ieskończenie w ie lk ą  [51] lub 
nieskończenie m ałą [48, 67, 157] albo korzysta się  z  m etody odw zorow ań prądów wirowych  
[185, 191]. N ierów nom ierność indukowanych prądów w irow ych w  osłon ie  jest uwzględniana  
[12, 53, 81, 84, 177, 178] lub też  nie jest uw zględniana [41, 63, 70, 157, 16 3 ,1 8 1 ].

D la  dow olnej grubości osłony i cienkich przew odów  fazow ych ob liczono prądy wirowe  
indukowane w  osłonach linii jednofazow ej w  pracach [12, 147], zaś w  linii trójfazowej w  
pracach [142, 148]. N a  podstaw ie tych prac będzie w yznaczone p o le  m agnetyczne w  
otoczeniu ekranowanej linii jednofazow ej oraz w  linii trójfazowej. R ozw ażania ogranicza się 
do osłon  izolow anych , gdyż w tedy w  otoczeniu toru prądowego natężenie pola 
m agnetycznego jest najw iększe - brak kom pensującego oddziaływania pola w ytw orzonego  
przez prądy powrotne w  osłonach.

5.1.1. Pole m agnetyczne w  otoczeniu jednobiegunow ego, jednofazow ego osłoniętego  
toru prądowego

R ozw ażany tor prądowy przedstawiono na rys.5.2.

Rys.5.2. Jednobiegunowy, osłonięty, jednofazowy tor prądowy 

Fig.5.2. Single-phase isolated-phase busduct
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Zakłada się, że  przewód fazow y fazy B  jest nieskończenie cienki. W ektorowy potencjał 
magnetyczny w ytw orzony przez prąd Ib w yznaczono w  p. 3 .2  - w zór (3 .22). W tedy z 

definicji potencjału A  oblicza się  składowe natężenia pola m agnetycznego H ™  w  otoczeniu  

osłony „a” fazy ,A"

<S1)/1=1 v '
oraz

<5ia>
n=\  ̂ '

W ów czas natężenie pola m agnetycznego

H %  = \ r H zZ + h H % e ■ (5 Ib)

T o pole m agnetyczne indukuje w  osłonie fazy A  prądy w irow e, które z  kolei w  obszarze III 

są źródłem  pola m agnetycznego oddziaływania zw rotnego H™  Zatem dla r  > R 4 pole 

m agnetyczne w ypadkow e jest sum ą w ektorow ą pola i pola m agnetycznego H A

oddziaływania zw rotnego osłony

H Z = H % + H ” . (5 .2)

N atężenie pola elektrycznego £ “  oddziaływania zw rotnego osłony w  obszarze III ma 

tylko jedną składow ą w zdłuż osi O z  i spełnia skalarne równanie Laplace’a

V 2£ “ (/-,ć>) =  0 .  (5 .3)

Stosując m etodę rozdzielenia zm iennych poszukuje się  rozwiązania równania (5 .3 ) w  

postaci

£ ; M  =  / . W / 2 M .  (5-3a)

gdzie.

f , { r ) = C y + C 2r p (5.3b)

oraz

f 2(0)  =  C 3 cosPO + C4 sin PO  , (5 ■ 3c)

gdzie jest stałą rozdzielenia zm iennych, zaś C\,  C 2, C 3 i C 4 są dow olnym i stałymi.

Z e względu na to, że  natężenie pola elektrycznego jest ograniczone, należy przyjąć, 
że Ci =  0 .

Z warunków zagadnienia (rys.5.2) wynika ponadto, że  przy zm ianie kąta z  + 0  na - 0
natężenie pola elektrycznego nie m oże zm ieniać znaku, w ięc  stała C 4 =  0 . Stała P  musi być
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liczbą całkow itą, gdyż spośród rozwiązań (5 .3c) należy wybrać takie, które spełniają warunek 
f №  = M O +  2n).

O gólne rozw iązanie równania (5 .3 )  spełniające p ow yższe  zależności m ożna uzyskać  
tw orząc superpozycję rozwiązań elem entarnych typu (5 .3 a)

e a M ) = X  B” ~^T cosnd (5.3d)

Stałe B„ należy w yznaczyć z  warunków brzegow ych, co  będzie w ykonane w  dalszej 
kolejności.

W ykorzystując drugie równanie M axw ella do rozwiązania (5 .3d ) uzyskuje się  wektor 
natężenia pola m agnetycznego oddziaływania zw rotnego osłony

h ?  =  i r H “r + i g H ”e ,

gdzie

» % = ■ ■ sin 0
)conQr

(5 .4)

(5.4a)

oraz

Я oz
A0 -

nB„
co s  0 (5.4b)

Podstawiając (5. Ib) i (5 .4b ) do wzoru (5 .2 ) otrzym uje się  natężenie w ypadkow ego pola 
m agnetycznego dla r  >  R a

n= 1 

00

'«Z
n= 1

2  itr \ . d )

nB„

j b  f  r  

2nr \ d

j <o/u0r  

nB .

sin nO -

c o sn O  .
J < W

(5 .5 )

W  obszarze II  (R3 < r  <, Ra)  g ęsto ść  prądów w irow ych Job spełnia skalarne równanie 
H elm holtza [90, 185]

V 2J aB (r, 6 )  =  j m 2 (r,  6 ) (5 .6)

Stosując m etodę rozdzielenia zm iennych poszukuje się  rozwiązania równania (5 .6 ) w  
postaci:

(5.6a)
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W  rozwiązaniu uzyskuje się:

f 3( r ) = C sSfi[ n  m r ) + C 6X fi( j ]  n u )  (5 .6b)

oraz

f 4(0 )  =  C7 sin/18  +  CgCos/?0 . (5 .6c)

Z tego  sam ego pow odu c o  w  wyrażeniu (5 .3 c ) również w e  w zorze (5 .6 c ) stała C i  =  0 oraz 
/Jjest liczbą naturalną. Rozw iązanie równania (5 .6 ) przyjmuje w ięc  postać:

m r ) + D llX „ ( j ] m r ^ c o s n d . (5.6d)
» = 1

W ykorzystując drugie równanie M axw ella ze  wzoru (5 .6d ) uzyskuje się natężenie pola 

m agnetycznego H'Jg w  osłonie

H a  =  l rT ——  y  n ] p j n [ p ]  m r ) +  D nX n (y[] /wr)]sin n d  +

+ 1 * ~ — y  {c„ [-  ng„ ( P i  m r ) +  p ]  m r g ^  [ f i  m Ą +
J W £ f

+  D n[ - n X „ ( p i m r ) ~ P l m r X „ _ l (y[ ] m r ) ^ c o s n 0  (5 .7 )

W  obszarze /  ( r  <  R 3)  natężenie pola elektrycznego ma tylko jedną składow ą w zdłuż

osi O z  i spełnia równanie Laplace’a typu (5 .3 ), a w ięc  rozwiązanie elementarne ma postać:

E ,AB( r , 0 ) = { ę 9r fi + C lor~ fi) ( C n c o s / ) 0  + C u sm 0 d )  (5 .8)

D la r  =  0 natężenie pola elektrycznego musi być skończone, w ięc  stała Cio =  0 . Stała
C n  =  0 z tego sam ego pow odu co  w  wyrażeniu (5 .3c), natomiast p  jest liczbą naturalną.
W obec pow yższego w zór (5 .8) przyjmuje postać:

00

e 'ab M) =  X F n r " cos"6  (5-8a)
/7= 1

Stosując drugie równanie M axw ella do wzoru (5.8a) otrzymuje się  w zór na natężenie pola  
m agnetycznego w e  wnętrzu osłony

00 J-» W—1

H m  — [ l rs i n « # + l fl c o s « # ]  . (5 .9 )

t f  ^



Stałe B„, C n, D„  i F„ w yznacza się  z  następujących warunków brzegow ych { j l  =  :
=  / / "  =  /*>):

•  dla r  =  R 4

dla r  =  R 3

H Z ( R 4, e ) = H ' J B(R4, 0 ) ,

H " ,  (R3,&) =  H'a b (R3, 0 ) .

N a podstaw ie przedstaw ionego układu równań w yznacza się  m iędzy innymi stałą

(5.10)

(5.10a)

(5 .1 Ob)

gdzie

fn  =
3t*+, ( j j m R 3)k ( F > m R 4)U j£„+i(a/-J m R ] ,M -v ß m R 4)

U P i n R * ) ^/J+l (VI m R3] k J [y/I m R 4 ]
(5 .10c)

Podstawiając w zór (5. lOb) do (5 .5 ) otrzymuje się  w ypadkow e natężenia pola 
m agnetycznego

2  nr «̂=i

j
* b  

' 2 n r L j

1

mR,

m R.

R a

R .
1

ipiR4 + 2 n y / ] / „ ) sin nO -

R .
f ]  ^ 4 + 2 « V j  f n ) cos n O . (5 .11)

Całkow ite natężenie pola m agnetycznego w  punkcie X(r,  0) otoczenia zewnętrznego  
(r  > Rą) rozpatrywanej osłony

H'»{r,O)=H‘l{r,O)+H™{r,0), (5 .12)

gdzie H'Jh (r ,0 )  jest natężeniem  pola m agnetycznego w łasnego prądu fazow ego  Ia  i w ynosi

5.1.2. P ole m agnetyczne  w  otoczeniu  fazy A

Dla jednobiegunow ego, płaskiego, z  izolowanym i osłonam i, trójfazow ego toru prądowego  
zewnętrzne pole m agnetyczne w  otoczeniu osłony „a” fazy , / 1 ” w ytw orzone jest przez prądy 
fazow e Ib i l e -  rys.5.3.

Rys.5.3. Osłona „a” fazy ,yt” w zewnętrznych polach magnetycznych i H% £

Fig.5.3. Enclosure „a" of the phase in externale magnetic fields H ZJ £  and I I

W układzie z  rys.5.3 odległości

r£g = r 2 + d 2 - 2 r d c o s 0  (5 .14)

oraz

r 2c  =  r 2 +  4d 2 -  4 r d c o s 0  . ( 5 .14a)

W yznaczając dla pow yższych odległości w ektorow y potencjał m agnetyczny zgodnie  
z p .3.2, a następnie postępując tak jak w  p .5.1.1, w yznacza się  w ypadkow e natężenie pola 
m agnetycznego
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D la zasilania sym etrycznego m oduły prądów fazow ych

W = W = | / c | = | / |

oraz m iędzy ich fazami początkow ym i zachodzi związek:

a B = a A +  240° = a r + 1 2 0 °  .

W tedy

gdzie

oraz

I B + 2 ' nl c  = | 7 K  exp [j ( « 4 + £ „ ) ] ,  

A n = ^ j  1 - 2 " " + 4 _"

> / 3 ( 2 " - l )
% „ — - 1 8 0  +  arctg -

2 " + l

Podstawiając (5 .1 7 ) do wzoru (5 .15 ) otrzym uje się:

H Z  = - l r ~ Y i A „ tx p \ } { a A + £ „ )]
/7=1

1 / 1  **
- 1« — X ^ " e x p l j ^  + 4 , , ) ]

r - \ n
mR.

— 1 ^ 4  + 2 « V j / „ ) sin n 6  -

\ d  j m R.
— 1  imR4 + 2« V I /„ ) C O S /J Ö  .

(5 .16) 

(5.16a)

(5 .17) 

(5 .17a)

(5.17b)

(5 .18)

Całkow ite natężenie pola m agnetycznego w  punkcie X(r, 9) otoczenia zew nętrznego  

(r  >  R ą) osłony „a” fazy „A ” jest sum ą w ektorow ą wektora H Aw -  w zór (5 .18 ) i wektora  

natężenia pola m agnetycznego w łasnego prądu fazow ego  Ia -  w zory (5 .1 3 ) i ( 5 .13a).
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5.1.3. P ole  m agnetyczne  w  otoczen iu  fazy B

Zewnętrzne pole m agnetyczne w  otoczeniu osłony „6” fazy „B” w ytw orzone jest przez 
prądy fazow e IA i Ic  - rys.5.4.

Rys.5.4. Osłona „b” fazy „B" w zewnętrznych polach magnetycznych H gA i H%ę 

Fig.5.4. Enclosure „b” of the phase ,Ji” in extemale magnetic fields H gA and H ZgrJ

W układzie z  rys.5.4 odległości

oraz

=  r 2 + d 2 + 2 r d c o s 0

r \ c  =  r 2 + d 2 - 2 r d c o s 0  .

Dla (5 .19 ) otrzymuje się  w  rozwinięciu w  szereg Fouriera funkcji

( - I ) '
\n f  \n

r

d  n  \ d
/7=1

C O S /JÖ  .

W tedy w ektorow y potencjał m agnetyczny w ytw orzony przez prąd Ia

n \ d
cos n6

(5 .19)  

(5 .19a)

(5 .20)

(5.21)
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Następnie, postępując tak jak w  p.5.1.1 i p .5.1.2, otrzymuje się  w ypadkow e natężenie pola 
m agnetycznego

H Z = ~ K ^ Y J [ l c + { - \ ) nI A]
n=1

/7=1

D la sym etrii prądowej

f  -  \ n

m R ,

mR,

R a

1 y - j  ( w * 4 + 2 « V j / J

(w*4+2«VJ/J

sin nO

cos nO

Ic  + { - \ ) n I A =  11 [fi„exp [j ( a s  + /7J ]

gdzie

oraz

B „ = y j 2 - ( - \ r

rj„= arc tg
i + ( - i r

Podstawiając (5 .23) do (5 .22) otrzym uje się:

H 6XP ^ ^  + Tln̂
/7=1

I /  I °°
-  l r 2m: ' Z , B »exP D (a B + Vn)\

r \ nr

\ d  J

0 dla n = 2k 

- — dla n = 2k + \.

— ]  + 2« V j / J

(5 .22)

(5 .23)

(5.23a)

(5.23b)

/  \  
r

\ d J m R,

1 ( R a  )
mR4 UJ

¥ )

/7

(mR4

sin n 6  -

cos.nO . (5 .24)

Całkow ite natężenie pola m agnetycznego w  punkcie X(r,  0) otoczenia zewnętrznego  
(r  > R ą) osłony „b” fazy ,Ji" jest sum ą w ektorow ą

H?(r,0) = HZ(r,0)+ H™(r,0), (5 .25)

gdzie 0 )  jest natężeniem  pola m agnetycznego w łasnego prądu fazow ego IB i wynosi

Hj£(r,0) = l g H Z ( r ) ,  (5 .26)

gdzie

= (5.26a)
2 w

5.1.4. Pole m agnetyczne  w  otoczeniu  fazy C

Zewnętrzne pole m agnetyczne w  otoczeniu osłony „c” fazy „C” w ytw orzone jest przez 
prądy fazow e Ia i Ib - rys.5.5.

Rys. 5.5. Osłona „c” fazy ,,C’ w zewnętrznych polach magnetycznych H q *  i H ^ b  

Fig.5.5 Enclosure „c”  of the phase „C ”  in extemale magnetic fields and H ę g

W  układzie z  rys.5.5 odległości

r XA = r 2  + 4 ^ 2 + 4 r d z ,o s 0  (5 .27)

oraz
r£g =  r 2 +  d 2 +  2 r d c o s O  . (5 .27a)

Postępując analogicznie jak w  punktach poprzednich otrzymuje się w ypadkow e natężenie 

pola m agnetycznego H " l  w  otoczeniu osłony „c” .



D la sym etrii prądowej

I b + 2 - " I a =  \ l \A „  e x p [y (a c  - 4 ) ] ,  (5 .29)

gdzie A n dane jest wzorem  (5 .17a), zaś 4„ wzorem  (5 . 17b).

Całkow ite natężenie pola m agnetycznego w  punkcie X(r,  9) otoczenia zewnętrznego  
(r  >  R ą)  osłony „c” fazy „C” jest sum ą w ektorow ą

H'ca { r , 0 )  =  H g ( r , e ) +  H ' & [ r , 0 ) ,  (5 .30)

gdzie H  "'c  {r, 6 )  jest natężeniem  pola m agnetycznego w łasnego prądu fazow ego Ic  i w ynosi

H c ć { r , 0 ) = l g H Ć c e ( ^ ) ,  (5 .31)
gdzie

H c c e i r )  =  - t f -  - (5 .3  la)
2  nr

5.2. Analityczno-numeryczne obliczanie pola magnetycznego

D la podziału obszaru przew odzącego na trójkąty w ektorow y potencjał m agnetyczny po 
aproksymacji w g  wzoru (3 .28 )

a M = ^ X Z j PsFpA * ) ,  (5 .32)
P= 1 i= l

w  którym Fps (X )  jest funkcją kształtu daną wzorem  (3 .67 ), zaś Jps jest gęstością  prądu w  
elementarnym obszarze trójkątnym Aps i na podstaw ie punktu 4 .6  wynosi:
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, "i  ( K

i Zpri1=1 (=1
p

V r = l  J
(5 33)

gdzie t =  1 ,2 , . . . ,  Nc.

W  rozważanym  układzie przew odów  w ektorow y potencjał m agnetyczny ma tylko jedną  
składow ą w zdłuż osi Oz.  W tedy, zgodnie z definicją (2 .2 ), natężenie pola m agnetycznego ma 
dw ie składowe: //*(x , y )  w zdłuż osi O x  oraz H / x ,  y )  w zdłuż osi Oy,  czyli wektor

H ( X )  =  l x H x ( X )  +  l y H J X ) ,  (5.34)
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gdzie składowe natężenia pola m agnetycznego

_ 1_  3 A ( X )  

Mo d y
oraz

« ( * ) = - - L . ź M .
Mo d x

(5 .34b)

(5.34a)

Różniczkow anie w zględem  zm iennych x  oraz y  m ożna w ykonać w e  w zorze (5 .32)  
otrzymując:

oraz

gdzie

i ;
p=1 j=i

1 a ,  ^
H y ( X ) =  ^ L l , J P ' F P’- y M ’

p=1 J=1

dFps( X )  

d y  ’

(5 .34c)

(5.34d)

(5 .34e)

Fps J x ) = -
8 F J X )

dx
(5 340

Funkcje Fpsjc oraz Fps,y  są  zatem funkcjami kształtu obszaru Apl dla odpowiednich  
składowych natężenia pola m agnetycznego. Jeżeli uw zględni się  w zór (3 .67), to funkcje te 
można przedstawić następująco:

F ps' x ( x ) = - A ps 

F ps, y ( x ) = A

~ar3{x) di4(x)  | di6(x)  di7(x)
dy  dy  dy  dy

dI3( X )  dl4(x )  | dl6(x)  d I7( X )

dx dx dx dx

(5 34g)

(5 .34h)

Funkcje / 3 ,  / 4 ,  h  i Ii  są odpow iednio całkami (3 .67a), (3 .67b), (3 .67d) i (3 .67e), które 
obliczono w  załączniku Z l .  M ają one postać analityczną - są przedstawione jako kombinacje 
funkcji standardowych. M ożna będzie zatem  w ykonać analityczne różniczkowanie  
otrzymując składow e Hx(X)  i HJyX) natężenia pola m agnetycznego w  dow olnym  punkcie  
X ( x ,y )  e  R 2. Rozwiązanie to będzie m iało postać analityczną, przedstawioną jako kombinacja 
funkcji standardowych. Takie przedstawienie analityczne skraca czas obliczeń num erycznych  
natężenia pola m agnetycznego oraz zw iększa ich dokładność.
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Przedstawiając za

J3yV /  —

f j x )  =

f M =  

f e y { x )  = 

f M =  

f l y ( X )  =

otrzymuje się funkcje kształtu dla składow ych natężenia pola m agnetycznego w  dow olnym  
punkcie X(x, y )  e  R 2

FpsJ X )  =  - A ps [ / M - / M  +  / M - / M ]  , (5 .36)

FpsJ x ) = A ps \ f 3y( x ) - f 4y( x ) + f 6y( x ) - f 7y( x ) \ .  (5 .36a)

Funkcje f 3x, f iy ,  obliczono analitycznie. Przedstawiono je  w  załączniku Z3.

di3(x)
dy

(5 .35)

dl3(x)
dx

(5.35a)

dl4(x)
dy

(5 .35b)

di4(x)
dx

(5 .35c)

dl6(x)  
d y  ’

(5.35d)

M 6{ X )  

dx  ’
(5 .35e)

di7(x)
dy (5 3 5 0

di7(x)
dx

(5 .35g)

5.3. Eliptyczne pole magnetyczne

Składow e H r i H e  natężenia pola m agnetycznego w yznaczone w  p .5 .1  są liczbam i 
zespolonym i. R ów nież w e współrzędnych kartezjańskich składow e:

H x =  H r c o s0 - H g  s in #  (5 .37)
oraz

H y =  H r sin 0  +  Hff c o s #  (5 .37a)

są liczbam i zespolonym i. Te składowe, jak również składow e (5 .3 4 c) i (5 .34d) m ożna 
przedstawić w  postaci:

H x = \ H X \ei(p* , (5 .38)

H y = \ H y \ e ^ .  (5 .38a)

Fazy cpx i cpy są  funkcjami zm iennych x  oraz y .

D la czasu t składowe h j j )  i h^t)  natężenia pola m agnetycznego

hx( x , y , t )  =  R e { \ /2 H xe iM \ =  -J l  \ H X |cos[<2rf + ^ (jc ,> ')], (5 .39)

hy ( x , y , t ) =  H  y e >a* }=  -J l  | H  y | cos[ńtf +  q>y ( x ,y ^ .  (5.39a)

W ektor h (x ,y ,  t) pola w ypadkow ego jest funkcją harm oniczną czasu t

h { x , y , t ) = l x hx( x , y , t ) + l y hy ( x , y , t ) .  (5 .40)

D la X(x, y )  & R2 w  przypadku ogólnym  argumenty

<Px(x,y) *  <Py(x >y) (5 -41)

Stąd wynika, że  dla przebiegów  sinusoidalnych w ektor h(x, y ,  t)  obraca się; jeg o  amplituda 
i faza w  punkcie X(x, y )  są  funkcjami czasu t. W  ciągu jednego okresu T  wektor ten zakreśla 
elipsę.

Aby określić tę elipsę wprowadza się p łaszczyznę Gaussa i w tedy wektor h(x, y ,  t) można  
przedstawić jako funkcję zespoloną czasu t w  punkcie X(x,  _y) e  R2

H ( x , y , t )  =  \ H x |cos(ftrf + <PX) + ]  \ H y [ c o s ^ ł ^ ) . (5 .42)

Podstawiając za

co s(a tf+  ? J  =  | ( ? j(* +*‘ ) + e ~ j(‘“+fc)] , (5 .43)

cos (cot + <Py ) = \ +  e~l M ] (5 .43a)

do wzoru (5 .42 ) otrzymuje się:

H ( x , y , t )  =  H l ( x , y y a‘ + H 2(x ,y y >w,> (5 .44)
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gdzie

H l { x , y ) = ^ { H x +  j H y ) =  \H l ( x , y ) e ^  , (5.44a)

H 2( x , y h \ { H : + i H ; ) = \ H 2 ( x , y ) e ^  . (5.44b)

Ze w zorów  (5 .44a) i (5 .44b ) wynika, że  natężenie pola m agnetycznego w  punkcie X(x, y )  
m ożna przedstawić jako superpozycję dw óch pól wirujących w  przeciw nych kierunkach - 
w ypadkow a opisuje elipsę (rys.5.6).

Rys.5.6. Eliptyczne pole magnetyczne dla / = 0

Fig.5.6. Eliptic representation of the magnetic field for 1 = 0

Ze w zorów  (5 .44a) i (5 .44b ) oraz z  rys.5.6 oblicza się  długość osi e lipsy  pola
m agnetycznego

\H a \ =  ^ a X ] | / / ( ^ ^ / ) |  = | * . M  + | * * M |  > (5 45 >

K I  =  ™ n ] | / / ( x ^ , / ) |  = | / / ‘( j c ,> ' ) |- |^ 2 (x,>-)| , (5 .45a)

jak rów nież kąt nachylenia elipsy

0 { x , y ) =  j  [« i(^ .> ') +  « 2 (x .>')] • (5 .45b)
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Jeżeli elipsa pola m agnetycznego w  danej chw ili t  jest wyznaczona, tzn. dane są | H a I , 
Hb I oraz kąt 0(x ,  y ) ,  to m ożna również w yznaczyć w  tej chw ili składow e natężenia pola 

m agnetycznego[14, 58]:

K I = V ^ l cosć>)2 + ( K l  sin e f  , (5 .46)

\H y \ =  ( |^ o  | sin # )2 + ( | / / i , |c o s # )2 (5 46a)

oraz ich kąty fazow e ze  związków:

t g ^  =  j ^ j t g f ? ,  (5 .46b)
\ H  n \

tg <Py
\ J h
I H „

ctg e (5 .46c)



6. POLE MAGNETYCZNE W ŚRODOWISKACH 
O NIEJEDNORODNOŚCI ELEKTRYCZNEJ I MAGNETYCZNEJ

Trójfazowy, osłon ięty  tor w ielkoprądow y z  rys. 1.5, w  rzeczyw istych rozwiązaniach  
konstrukcyjnych, m oże być prowadzony w  pobliżu konstrukcji stalowych, tj. 
ferrom agnetyków, których w zględna przenikalność m agnetyczna n r » 1 . O becność tych 

ferrom agnetyków w  sposób istotny w pływ a na wartość pola m agnetycznego w  otoczeniu toru 
w ielkoprądow ego. W  niniejszym  rozdziale w p ływ  ten zostanie określony przez 
w prow adzenie na pow ierzchni ferrom agnetyka liniow ej gęstości prądu namagnesowania. 
C ałkow ity w ektorow y potencjał m agnetyczny jest w tedy sum ą potencjału generow anego  

przez prądy przewodzenia i prądy fikcyjne (prądy Ampere'a) na pow ierzchni ferromagnetyka.
W ektorowy potencjał m agnetyczny, pochodzący od gęstości liniow ej prądu 

nam agnesowania, m ożna aproksym ować funkcją kształtu dla tej gęstości liniowej poprzez  
założen ie stałej gęstości t „  na odcinkach r „ ,  na które zostaje podzielony kontur 

ferromagnetyka. Ta funkcja kształtu będzie w yznaczona analitycznie.
D la gęstości prądu przewodzenia j (x)  oraz gęstości liniow ej prądu r ( / ’) na powierzchni 

ferromagnetyka otrzym uje się  równanie całkow e typu (2 .11). Z warunku granicznego  
dotyczącego ciągłości natężenia pola m agnetycznego otrzym uje się  dodatkow e równanie 
całkow e Fredholm a drugiego rodzaju dla gęstości prądu na pow ierzchni przew odzącego  
ferromagnetyka. Przy podziale przekroju poprzecznego ferrom agnetyka na trójkąty 
elementarne A , ,  zaś jeg o  konturu na odcinki elem entarne r „ ,  z  równań tych otrzym uje się  

układ równań algebraicznych z  niew iadom ym i gęstościam i pow ierzchniow ym i prądów w  
trójkątach A s i niew iadom ym i gęstościam i lin iow ym i prądów na odcinkach Y„.  Po ich

wyznaczaniu określa się  pole m agnetyczne w  dow olnym  punkcie I e R 2 . A nalogicznie  
postępuje się w  przypadku układu rów noległego N c ferrom agnetyków.

6.1. Potencjał wektorowy ferromagnetyka

Zakłada się, że  przez ferrom agnetyk z  rys.6.1 płynie prąd sinusoidalny o  wartości 
zespolonej / ,  o  zw rocie zgodnym  ze  zwrotem  osi Oz.  Pow ierzchnia przekroju poprzecznego  
ferromagnetyka w ynosi S, jeg o  konduktywność y, zaś  jeg o  w zględna przenikalność  
m agnetyczna n r .

Punkt obserwacji X ( x ,_ y ) e R 2 , zaś punkt źródłow y y ( x ' , y ) e S ,  w  szczególności punkt 
Y  e T .
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Rys.6.1. Ferromagnetyk 

Fig.6.1. Ferromagnetic materiał

Przyjmując w  przypadku ogólnym  wektor indukcji

B = n 0H  +  M , (6 .1 )

gdzie natężenie pola m agnetycznego H  zw iązane jest z  gęstością  prądu przewodzenia  
J  (r o t H  = J  ), zaś wektor m agnetyzacji M  zw iązany jest z  gęstością  prądu nam agnesowania  
J m (r o ty  M  = wprowadza się [155 ,170] dla I s S  dw uwym iarowe równanie

Poissona

V 2A ( X )  =  - / * , ( /  + J m) (6 .2)

oraz dla X & S  dw uwym iarowe równanie Laplace’a

V * A ( X )  =  0 .  (6 .3)

R ozw iązaniem  tych dw óch równań jest wektorowy, logarytm iczny potencjał 
m agnetyczny, będący  su m ą potencjału w ektorow ego A c  prądów  przewodzenia i potencjału 
w ektorow ego A a zw iązanego z  prądami nam agnesowania (Am père’a) w  ciałach  

m agnetycznych [170]

A ( X )  =  A c ( X )  +  A a ( X ) .  (6 .4)

Potencjał

Ac(x) =  ^ - \ j ( Y ) l n — d x ’d y ,  (6 .5)
2* JS r „

zaś potencjał

A a  ( x )  =  — I  Ą Y r  )ln —  d l  +  ^  f — r o ty M { Y ) \ n —  d x 'd  y , (6 .6)
2 ^  * rxYr  2 /r J //0 rXYr
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gdzie  z(Yr)  jest zastępczym  wektorem  gęstośc i liniow ej prądu nam agnesowania (zastępczym  
okładem  prądow ym ), określonym  dla punktów położonych  na pow ierzchni ferrom agnetyka i 
w yraża się  wzorem

T(Yr )  =  — M ( Y ) x n ,  (6.7)
Mo

gdzie  w ektor « je s t  wektorem  normalnym do powierzchni granicznej.

W zór (6 .6) został w yprow adzony przy założeniu, ż e  punkt X(x,y)  znajduje s ię  zewnątrz  
ferromagnetyka. Jednak otrzym ane wyrażenie m oże  m ieć rów nież sens m atem atyczny, gdy 
X (x,y)  jest w ew nątrz nam agnesow anego ferrom agnetyka [170]. W tedy m ożna um ownie  
przyjąć [170], ż e  całkow ity potencjał w ektorow y odpowiada prądom  przewodzenia i prądom  

A m pere’a dla A"(x,_y)eR2. W prowadzenie gęstośc i prądu i (Y )  i J m(Y)=l// jo  ro ty M  sprowadza 
problem obliczania m agnetycznego potencjału w ektorow ego do jednorodnego materiałowo 
obszaru R 2 o  przenikalności po,  ferrom agnetyk zaś jest zastąpiony określonym  rozkładem  

w ektorów  x(Yr) oraz J m(Y).
D la X ( x ,y ) e S  gęsto ść  prądu przewodzenia J ( Y ) = Ą Y ) l z i w tedy natężen ie pola 

m agnetycznego ma dw ie składow e Hx(Y) oraz H ^Y),  a stąd wektor m agnetyzacji

M ( Y )  =  ^ k H ( Y ) ,  (6.8)

gdzie /f jest podatnością m agn etyczn ą  ma także dw ie sk ładow e Mx(Y) i My(Y).  Z godnie ze 
wzorem  (6 .7 ) wektor gęstośc i liniow ej prądu ma w tedy je d n ą  sk ład ow ą r(Y) w zdłuż osi O z

T(Yr ) = r ( Y r ) l z . (6 .9)

W ektor rotacji z  wektora m agnetyzacji dla 7 e S

rotj . M ( Y ) =  fu0 K ro t  yH ( y ) =  /j 0k J ( Y )  (6 .10)

i w tedy stwierdza się, ż e  całkow ity w ektorow y potencjał m agnetyczny dla X ( x ,y ) e R 2 ma 
jed n ą  sk ład ow ą w zdłuż osi O z  daną w zorem

A { x )  = ̂ ^ \ j { y ) \ a  —  d x 'd / + — f r ( J r ) l n — d/  , (6.11)
2 ^  '  rXY I n  J r]C/r

gdzie w zględna przenikalność m agnetyczna

= \  +  k  . (6 .1  la )

Całka krzyw olin iow a w e  w zorze (6 .11 ) jest ca łk ą  n ie w ła śc iw ą  gdy punkt X(x,y)  leży  na 
łuku r ,  lecz  z b ieżn ą  ([99]-s.368).
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6.1.1. A proksym acja w ektorowego potencjału m agnetycznego ferrom agnetyka

Aby w yznaczyć w ektorow y potencjał m agnetyczny ferromagnetyka, zgodnie ze  wzorem  
(6 .11), należy znać rozkład gęstości prądu przewodzenia Ą Y )  oraz rozkład gęstośc i liniowej 
prądu Am pere’a z(Y). Funkcje te  na ogó ł nie s ą  znane. W  równaniach całkow ych zakłada się, 
że s ą  one stałe w  wybranych zbiorach punktów przewodu. D la gęsto śc i Ą Y )  zakłada się , że  
jest ona stała w  obszarach elem entarnych Sp i w tedy potencjał w ektorow y generowany przez 
te gęstości przedstawia się  za p om ocą  fukcji kształtu F(X, Sp) - p.3.3. W  analogiczny sposób  
postąpi się  w  przypadku potencjału w ektorow ego generow anego przez gęsto ść  lin iow ą  prądu

Rys.6.2. Przekrój poprzeczny ferromagnetyka; a) podział konturu r  na Nr  odcinków elementarnych ze stałymi 
gęstościami liniowymi prądu r„ b) wektor elementarny ar„

Fig.6.2. Cross-section of the ferrimagnetic material; a) partition of the contour T into segment elementarys with 
the linear current density r„, b) vector elementarys am

D zie lą c  kontur T ferromagnetyka na N r  odcinków  elem entarnych T„ o  długościach an,  -
rys.6 .2a, drugą całkę w e w zorze ( 6 . 1 1 ) zastępuje się  sum owaniem  potencjałów
generowanych przez elementarne gęstości lin iow e prądów  r„, stałe na odcinkach r„;

Ar(x) = ̂ -&  z(Yr )\a —  Al = ̂ - ^ r „ G n(X), (6 .12)
rxvr  t t

gdzie: n  =  \,2,.. .,Nr,
Yr e T,
t„ - gęstość  liniow a prądu na odcinku T„ ,
G„(X) - funkcja kształtu określona dla odcinka r „ ,

G„(X)= f  ln —  dl. (6 .12a)
r T xyn
*  n
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Funkcja kształtu G„(X) dla gęstośc i liniow ej prądu zostanie w yznaczona analitycznie. 

W tym  celu każdy punkt Yn(x ’n,y'n) e T  n aproksymuje s ię  lin iow o punktami Y?(x'n" ,y'„") i

Y"+' { x ń"+l>yńn+' ) ,  określającym i odpow iednio początek  i koniec wektora a n  - rys.6 .2 b:

x X + k ' r - X n ) ]

y .  y

gdzie now a zm ienna }

Elem ent różn iczkow y

0 < j? < 1  .

d /  = .

f  , ,  S1 dx,

d f
dy'n

l d? J

\ 2

Z rys.6.2b wektor r  jest funkcją zm iennej f

r ( j ) = a n + a r„ f  ,

gdzie wektory

= (*;" “ +{y'n ~ y ) i y  =  Ir  +<*ny 1 , ,

• m  =  ( * ' ”+1 -  + ( y ,n+1 - y ń n) l y =  a rnx l x + a rny l y

Po pow yższych  oznaczeniach funkcja kształtu

i

G „ ( X ) =  - a r„J ln |«„ +  a n jr|d f , 
o

gdzie a m  jest m odułem  w ektora am

Ze wzoru (6 .15) oblicza się  kwadrat m odułu wektora r

r 2 = r - r  =  a 2ry + 2 a n a rnf + a 2„ ,  

gdzie  a„ jest m odułem  wektora a „ .

Jest to w ielom ian kwadratowy, którego wyróżnik

(6 .13)

(6.13a)

d*  “  V (C +' - < " f  +(y'nn+1 -y'nnf  d t  = a r A ? .  (6 .14)

(6 .15)

(6.15a)

(6.15b)

(6 .16 )

(6 .17)

A  =  - A \ a n x a rn | < 0  . (6 .17a)
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W zór (6 .17 ) m ożna przedstawić w  postaci:

r  =  a m
a n a r a„ xa m  |

Mn> y

i po podstawieniu go  do wzoru (6 .16) otrzymuje się:

i

G „(x )= ~ a riJ ln
1 ( \2 1 I2
Jln 4 ,

L . K x a rn|
? + 2 +  2J

0 a rn , a Dn
di

Podstaw iając za

x a fh I

4 Th

u -  a Th
4 Di J

ze wzoru (6 .18 ) otrzymuje się , ż e  funkcja kształtu

G » ( X )  =  - j \  ln (« 2 +  a 2 )d w ,  
«1

gdzie

d u = a r„dj>

a -a
Mi = -

Di

4fn

a r h + a n ' a rn

4 Th

P o wykonaniu całkowania w e w zorze (6 .20 ) funkcja kształtu

gdzie

I 2 = u2 In (u 2 + a 2) - 2 u 2 +  2aarctg—

(6 .17b)

(6 .18)

(6 .19) 

(6.19a)

(6.20)

(6 .20a)

(6 .20b)

(6 .20c)

(6 .2 1 ) 

(6.2  la)

Ą  = m, ln (m2 +  a 2)  -  2 w, +  2 a  a r c tg -^ - . (6 .2 1 b)
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O bliczając wyrażenia

“ 2 +<* = | a „ + a r„\ ,

2 2 2 u f  + a  = a 2n ,

u2 a n  ■ («» +  « r j

(6.2  lc)  

(6.2  ld)

(6.2  le)

UJ_ _  a n ' a n
a  a „ x a .

(6 .2 1 f)

i podstaw iając je  do wzoru (6 .21 ) otrzym uje s ię  analityczną postać funkcji kształtu dla A<0

a„ a ,
" r”-lna„ +  a r„ -

fn

arctg
a„ aa rn (g n +  fl/>i) _  a j - c t g ------------- —

\a n x a rn ) ' 1

n “ fa
(6.22)

Gdy A=0, tzn. a„ x a r„ =  0 ,  to

Gm(X)  = ~
a n , - ( a n + a n.)

ln a „  +  a  n, +  - lna„  + a r„
■*/}»

i gdy ponadto ->  C 1 (x;"+1 ,X " +1) ,  tzn. a „ - > - a r„, lub też  gdy

* (* ,> -)  ->  /„" (-C .y'n"),  tzn. a„ - >  0 , to

(6 .2 2 a)

G „ ( X )  =  a r n ( l - \ n a rn) (6 .2 2 b)

6.2. Równania całkowe dla odosobnionego ferromagnetyka

D la Z(x,_y)eS całkow ity w ektorow y potencjał m agnetyczny ferrom agnetyka z rys.6.1 dany 
jest wzorem  (6 .11). W tedy równanie całkow e wyprow adza się  tak, jak zrobiono to w  p.2.2, 
otrzym ując równanie typu (2 . 10 ) dla ferromagnetyka

î -  +  ] c o ^ - [ Ą Y ) \ n —  dS +  j ® — f r ( ł 7 . ) ln  —  d /  =  <tt. (6 .23)
Y 2 *  J 2 n  J rXYr
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Na powierzchni granicznej, określonej krzyw ą F, składowa styczna natężenia pola 
m agnetycznego musi być ciągła , tzn. dla A (X)=A (X )1Z i Ą Y / ) = t ( Y r ) l z otrzymuje się  
warunek brzegow y

1

Lin LI X -* Y r  
X eS

lim [ s ( / ’) r o tx /l(A r)] =  —  lim [« ( / ’)• r o t x A ( x ) \ ,  (6 .24)
' Mo x ~*'ir

X e R  \S

gdzie s ( f )  jest wektorem stycznym  do krzywej T (rys.6.1), zaś potencjał A (X )  dany jest 
wzorem  (6 . 1 1 ).

Jeżeli X - > Y / - £  T, to całka krzyw olin iow a w  równaniu (6 .2 3 ) jest niew łaściw a, ale jest to 
całka bezw zględn ie zbieżna w  sensie następującej równości [188]

<£r(ł7-)ln — !— d / =  lim I  r(Yr )\n — *— d l ,  (6 .25)
Jr rxrr  r i - > 0n r ,  TxYr

gdzie T4 jest dostatecznie m ałą  m ierzalną c z ę śc ią  T, zaw ierającą punkt Yre ■ W tedy też,
wykorzystując tw ierdzenie o  wartościach granicznych pochodnej potencjału warstwy
pojedynczej [188], z  równania (6 .24 ) dla X-^> Yre otrzymuje się:

1, _____________

2 Hr ^ 2 n u ,

* ^ s ( r , y r o , x

s ( r c ) r o t x . 1  r ( l 7- ) l n — —  d l
r  rW r

2 2 n
(6 .26)

• rot, l z i  r (y r ) l n — -—  d l
-  rrr.rr +l t s(r‘ )'rotx

l z J  j ( Y )  ln — -—  d S
s r r n Y

gdzie: ł / * e r f ,
Yr &r ,
Y e  S.

Z równania (6 .26) otrzymuje się  skalarne równanie całkow e Fredholma drugiego rodzaju z  
jądrem  słabo osobliw ym  dla gęstości liniowej prądu na powierzchni ferromagnetyka:

n  f jr + 1

1 Mr " I Mrs{rs )-ro t,

l z |  r (y r ) l n — -—  dl
? r?rJr

J y ( 7 ) l n - ^ - d 5

(6.27)

n  f l r + \

gdzie całka krzyw oliniow a jest całką bezw zględnie zb ieżn ą  w  sensie rów ności (6 .25).
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Jeżeli w  układzie dw uwym iarowym  uw zględni s ię  tożsam ość w ektorow ą

rot, l z |r ( ł> ) ln ^ - d /  = - | l 2r(yr )x g r a d J ln ■— 
r

oraz przyjmie się , ż e  potencjał

A ( X )  =  A0( X )  =  J  y ( y ) ln  i d S ,

(6.28)

(6.28a)

to z  równania (6 .2 7 ) otrzymuje się  równanie całkow e dla g ęsto śc i liniowej prądu na 
pow ierzchni ferromagnetyka, w yprow adzone przez Szym ańskiego w  pracy [175] (ss. 23-25).

D la ferromagnetyka otrzymuje się  zatem  układ równań (6 .2 3 ) i (6 .27 ), który m oże być 
rozw iązany tylko w  sposób przybliżony. D z ie lą c  pow ierzchnię S ferromagnetyka na Nd 
obszarów  elementarnych, zaś jeg o  kontur T na N r  odcinków  elem entarnych, na podstawie 
p.2.2. oraz wzoru (6 .1 2 ) z  równania (6 .23 ) otrzymuje się  układ N d równań algebraicznych  
typu

J  f ; t r ) + i 2 Ł £
/  2a- ^  1 ,v  '  lit *-! n nK ’

(6 .29)

gdzie: t  =  1,2 N d,
s =  1,2,.-,  N d, 
n  =  1 ,2 ,..., Nr,
X e  Sr,
Jt - gęstość  pow ierzchniow a prądu na pow ierzchni S(,
J s - g ęsto ść  pow ierzchniow a prądu na powierzchni S„ 
t„ - gęstość  liniow a prądu na odcinku r„,
FS(X) - funkcja kształtu dla potencjału m agnetycznego generow anego przez prądy 
przewodzenia (p .3 .3 .2 .),
G„(X)  - funkcja kształtu dla potencjału m agnetycznego generow anego przez gęstości 
lin iow e prądu A m pere’a (w zór (6 .22)).

W tedy też  wektor

1 r
l J r ( K r ) ln  dl  = £  r„roix [lz G „ { x ) h

/* yy ,T AIr  n= 1

= X  ll *Gn.x { x ) + l y  Gn_y (X )],

(6 .30)

n= 1
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gdzie składowe

G „ J X )  =
8G„(X)

8y

Gn,y ( X ) = -

Ze w zorów  (6 .22 ) i (6 .22a) otrzymuje się:

•  dla A<0

Gnjc( X ) = ± - \ a rny l n ^

dGn(x)
d x

rn |

a_ a
a Tn arctg-a r* '( fln + *n>)  _  arctg-,------y7

(an x a n ) l z {anx a n ) l t

« / * • ( « . .+ « / ) . ) ( -  ) _ a / 5 - a " „  *
   n \any fny J 2 W

+ a /5.1

a» + fl /»I

dla A=0

G„,y { X ) ~  — —I -  a rm  ln 
a n  L

/>!>»
n ' Tn

a„ + a /5i

( a « * « / * ) 1;
a n y + a Tny ° n y

I 2 /72\an+arn "

1 a „ + a r„
g „ W = — K o - 1" — r — +

+ a  ) _ a n < a !.. a  1  
\  ny n y )  „ 2 y  

\an +arn\ a■ J

(6 .30a)

(6.30b)

(6 .30c)

(6.30d)

(6 .30e)
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G «,y { x )  = ~ \ - a rnx\v}— + a r

_ “ T n ( a n + a n ) ,  v a ^ a n J  1
I |2 \a nx+ a rnx)+  2 ^nxh« » + « r J  ai

(6.30f)

W ektor jednostkow y styczny do odcinka F„

=  —  ( » , « *  +  V r J  . (6.31)
/ h “ /n

w ob ec  tego  składowa styczna natężen ia  pola m agnetycznego, w ytw orzonego przez gęstość  
lin io w ą  prądu r„ na odcinku T „ , charakteryzowana jest iloczynem  skalarnym

*(/'„ )•  rot *  [ l z G (X )] =  —  \ąn x G nx( X ) + a rnyG n y (X )] .  (6 .32)
Ih

Podstaw iając do wzoru (6 .3 2 ) w spółrzędną G„J,X)  ze  (6 .3 0 c) i w spółrzędną G„.y(X) ze 
w zoru (6 .30d) otrzymuje się:

s ( r J r o t x [ lz G (^ ) ]  =

= - „ c . <6'32* )

Jeżeli (rys.6 .2b)

( a n  x a / h ) 1 z  > ° .  ( 6  33 )

to punkt A'(x,>') leży  z lewej strony wektora « /» ,  tzn. X (x ,y )e S ,  gdy zaś

K  x a r n ) - K  < °  . (6 .33a)

to punkt ten leży  z  prawej strony a n , tzn. Ar(x,_y)eR2\S  .

Gdy zatem  r - »  0  (ry s6 .2 b ), to  dlaX(x,><)eS (a„ x a A ) - l : - > 0 + iw te d y

K® M 7 ’« )-r o tj ł- [ l2C„ ( * ) ] }  =  - *  , (6 .34 )r-¥ 0r->0XeS

zaś dla A'(x,_v)eR2\S  w yrażenie (a„ x a r„ ) - l z - > 0 “ , a stąd

hm { * ( / ; ) . r o t * [ l z G „ 0 f ) ] }  = ;r , (6 .34 a)
X«=RJ \S
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bowiem w  obu przypadkach a„ ■ a r„ ś, 0  oraz a n  ■ (a n + a rn) >  0 .  P ow yższe wartości 

graniczne potw ierdzają poprawność wyprowadzonych funkcji kształtu G„(X) i r o t i{ lzG„(X)] 
ze w zględu na zgodność z twierdzeniem  o  przejściu granicznym  pochodnej potencjału 
warstwy pojedynczej - wzory (6 .26 ) i (6.27).

P o podstawieniu (6 .30 ) do równania (6 .27 ) dla odcinka Tm (m  =  1,2,...,Nr)  otrzymuje się  
równanie

+ - ^ < r m) Nf r n[ lxG M +  h G M \ =
k  u r + lHr 

1 M r - l
n  n r + \

n=1 
rt*m

J j ( y ) l n  — d 5
^  rXY

(6 .35)

x=y.

gdzie: Yme T m,
rm, - gęstość  lin iow a prądu na odcinku Tm, 
z„ - gęstość  lin iow a prądu na odcinku T„ ,
K eS,

{ r m)  = ^  =  - ± - ( \ x a r m x + l y a rmy) .
Tm u Tm

(6.35a)

W ektor

r o t . J y ( r ) l n — ,
* T \rv

d S (6 .36)

i jeże li obszar S podzieli się  na N d trójkątów A, (rys.3.6), to dla zew nętrznych trójkątów sieci 
triangulacyjnej ich boki, które m ają dwa punkty w spólne z  konturem Y, m o g ą  być uważane  
jako odcinki Ym i w tedy

r o t*  [ \ZFS (X )] =  \  XFS x ( x ) + \  y Fs y ( x ) , (6 .37)

gdzie F SJi X )  i F S)( X )  s ą  dane odpowiednim i wzoram i ogólnym i (5 .34e) i (5 .34f), z  których 
otrzymuje się  pochodne funkcji kształtu potencjału m agnetycznego generowanego przez 
prądy przewodzenia. Pochodne te dane s ą  wzorami ogólnym i (5 .36 ) i (5 .36a), w  których 
poszczególne funkcje w yznaczone s ą  analitycznie - w zory od (Z 3 .1) do (Z3.4c).

W obec pow yższego  równanie (6 .35 ) dla odcinka przyjmuje postać:

+ s C r J -  ^  r„(Yn) [ l x G„tX(Ym) +  l y G ^ y (Ym)}=
*  ^ + 1 n= 1 

n#m (6.38)

X Mr + 1
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Z apisując p ow yższe  równanie dla każdej g ęsto śc i liniow ej prądu zm otrzym uje się  Nr  
równań algebraicznych. Razem  z równaniami typu (6 .2 9 ) otrzym uje się  układ N j + N r  równań  
algebraicznych z Nd  n iewiadom ym i gęstościam i pow ierzchniow ym i prądów  przewodzenia  
Js oraz N r  niew iadom ym i gęstościam i lin iow ym i prądów  rm.

6.3. Impedancja odosobnionego ferromagnetyka

Układ N d+ N r  rów nań (6 .2 9 ) i (6 .3 8 ) jest układem rów nań algebraicznych o współczynnikach  
zespolonych. Układ ten zapisuje się  następująco:

(6.39)
J U

T 0

M acierz kolum nowa

której elem enty

gdzie 5 =  1 ,2 ,...,Nd .

M acierz kolum nowa

o elem entach

gdzie m  =  1,2,.. .J^r  

M acierz kolum nowa

której elem enty s ą  niew iadom ym i gęstościam i pow ierzchniow ym i prądów

• W . I .

gdzie  s  =  \ ,2 , . . . ,Nd.

M acierz kolum nowa

O  ~  \pm\ ] ^ . xj 

o mi = 0 ,

(6 .40)

(6.40a)

(6 .41)

(6 .4  la)

(6 .42)

(6 .42a)

(6 .43)
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której elem enty s ą  niewiadom ym i gęstościam i lin iow ym i prądów

^ m  ~~  ^ m l  »

gdzie m  =  \ ,2 , . . . ,N r  

M acierz kwadratowa

C  =
C T*J £ TXT -  \Ckl \Nj+Nr )*(Nd+Nr ) >

gdzie k,l  =  \ ,2 , . . . ,Nd+Nr  

Podm acierz
_ | J * J I

C  ~ [ Cts iN jy N j  >

gdzie t ,s  =  1 ,2 ,..., N d, zaś elem enty tej podm acierzy zdefin iow ane s ą  przez

c = c JxJc ls

')0)MoMr Fs ( X , l  dla l * s .
l n

Podm acierz

w » t  _  L j **
^  L tm JN jx N r  »

gdzie t  =  1 ,2 ,...,Nd ; m  =  1,2,.. .^ r ,  zaś elem enty

— j  r i  (  y  \
t , m + N j  ~  tm  ~  ' '  '

Podm acierz

c ~ j = k / k ^ >

gdzie m  =  1 ,2 ,...,AV, s  =  \ ,2 ,.. .,Nd , zaś elem enty

T+J
^ m + N j,s  ^m s

Podm acierz

1 M r - '  
n n,+\

C T”  = [ c Z r] Nr*Nr .

(6 .44)

(6 .45)

(6 .45a) 

(6 .45 b)

(6 .46)

(6.46a)

(4 .47)

(6.47a)

(6 .48)

(6.43a)

gdzie m , n =  1 ,2 ,...,N r  oraz elem enty zdefiniow ane s ą  przez
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r  -  r TXT -K'm+Nd,n+Nd mn

1, dla r

1 Hr - 1
n Mr +  1

n =  n  (6 .48a)

s (r ’v ) - [ l xG n,x(Y„ ) + l y G „ , y ( Y m)] dla m * n .  (6 .48b)

W prowadzając m acierz kw adratową

Z> =
D J*J D J* r

D T*J D TXT
- [ d k l ] (N d+Nr y(Nd+Nr ) ~ C  ‘ (6.49)

z  równania (6 .39 ) otrzym uje się:

a stąd

Podm acierz

J " DJxJ D J*r U ’
T D rxJ D Txr O

J  = D JxJ U , 

r  = D t%JU

D J J =  \d ts \ndXNd

(6.50)

(6.50a) 

(6 .5 Ob)

(6 .51)

i w tedy z równania (6 .50a) otrzym uje się  g ęsto ść  pow ierzchn iow ą prądu w  elem encie A(

( * t  \  

Y j d t> <U.

Podm acierz

D  ~  \d m! jNr xNd >

a stąd oraz z  równania (6 .50b) otrzym uje s ię  g ę sto ść  lin io w ą  prądu na odcinku

V 5=1 /

<U.

(6 .52)

(6 .53)

(6 .54)

Przy zadanym  napięciu 6lL z  równania (6 .5 2 ) oblicza się  g ęsto ść  pow ierzchn iow ą prądu w 
elem en cie  A,, zaś z  równania (6 .5 4 ) gęsto ść  lin io w ą  prądu na odcinku Tm. Przy zadanym  
natężeniu prądu /  układ równań (6 .2 9 ) i (6 .3 8 ) należy uzupełnić równaniem

» i  (  Nj Nd

i = Y j a , j , = (6.55)
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Równanie (6 .5 5 ) wraz z równaniami typu (6 .52) pozwala na w yznaczenie gęstośc i prądu J, 
(I =  1 , 2 oraz napięcia 6li  w  zależności od natężenia prądu / .  W tedy też  z równań typu 

(6 .54 ) w yznaczy się  gęstości lin iow e prądu rm (/w = 1 ,2 ,...,AI r )  w  zależności od prądu I. 
R ów nanie (6 .55 ) m ożna przedstawić następująco:

I  =  (6 .56)

gdzie admitancja

A ^ d , , ,  (6 56a)
f=l 5=1

a stąd jednostkow a impedancja odosobnionego ferromagnetyka

j '  =  3c_1. (6.56b)

6.4. Pole magnetyczne odosobnionego ferromagnetyka

Całkowity potencjał m agnetyczny odosobnionego ferromagnetyka dany jest wzorem  (6 .11) 
i generowany przez prądy przewodzenia J(Y)  oraz prądy A m pere’a z(Yr). Jeżeli obszar S 
zostanie podzielony na trójkąty As, zaś jeg o  kontur T na odcinki Y„, to dla AeR" wektorowy  
potencjał m agnetyczny

Ąx)  = J,FXx)+T~^n Gn{x), (6.57)
I n  ~  Ln ~~T

5=1 «=1

gdzie: s  =  1 ,2 ,..., Nd, 
n  =  1 ,2  ,...,Nr,
Js - stała gęstość  pow ierzchniow a prądu w  trójkącie As,
t„  - stała gęstość  liniow a prądu na odcinku T„.

W ektor indukcji magnetycznej

B(X) = rotA{x) = r o t[l2 A(X)\ = l xBx(X )+ lyBy(X). (6 .58)

W prowadzając funkcje kształtu FS(X) oraz G„(X) otrzymuje się  współrzędne wektora 
indukcji m agnetycznej

(6 -58a)
5=1 n =1

B y { X )  =  ^ - f j J s F j x ) + ^ T n G j x ) .  (6 .58b)
5=1 n=l

G ęstości prądów  Js oraz t„ dane są  odpowiednio wzorami (6 .5 2 ) i (6 .54).
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6.5. Układ Nc równoległych ferromagnetyków

Zakłada się , ż e  układ N c  przew odów  rów noległych z  rys.2 . 1 jest układem  
ferrom agnetyków o w zględnych przenikalnościach m agnetycznych p rp (p  =  1 ,2 ,..., Nc ). 
D zie lą c  każdy przewód Sp na N d trójkątów Aps (s  =  1,2,...,N4) ,  zaś jego  kontur Yp na N r  
odcinków  r u„ ( n =  1,2,...,Nr), otrzymuje się  potencjał w ektorow y w  punkcie J fe R 2

p=1 5=1 M=1 «=1

(6 .59)

gdzie: u , p =  1 ,2 , . . . ,N C , 
s  = 1,2,..., N d, 
n  =  1 ,2 , . . . ,  N r ,

Jp,  -  stała gęstość  pow ierzchniow a prądu w  trójkącie Aps, 
t u „  -  stała gęstość  lin iow a prądu na odcinku Tun.

Dla potencjału m agnetycznego określonego wzorem  (6 .59 ) postępując tak jak poprzednio, 
zapisuje s ię  równanie algebraiczne dla X e A i ,  ( /  =  1 ,2 ,... ,  N c  ' , t =  1 ,2 , . . . ,  N d)

‘ l  p =  1 5=1

J ^ O  
2  n Z j  X  Tu n G u n ( X ) = %  ,

(6 .60)

gdzie: t .s  = 1 ,2  , . . . , N d ,
l ,u ,p  = 1 ,2  N c ,

n  = 1 ,2 , . . . ,  N r .

Z warunku brzegow ego (6 .24) dla X & T lm (m  =  1 ,2 ,...,# /-) otrzymuje s ię  równanie 
algebraiczne

n pr l + 1 

> Mrl-1
*  Mrl +

£ £ ^ [ l x G UB,x ( x ) + l y G ^ ( x ) ]
w=l «=1 
u=l
n*m

(6 .61)

, W + i / w ( jr ) ]= o ,
p = l  5=1

gdzie: l ,u ,p  =  1 ,2 ,..., A /c, 
5 =  \,2,...,Nd, 

m,n  =  \ , 2 , . . . f l r -
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Obierając w  każdym  z trójkątów elementarnych A*, punkt Xi,eAi, , zaś na każdym  z 
odcinków elem entarnych Tim punkt Xim e  T/m , z  układu równań (6 .60 ) i (6 .61 ) otrzymuje się  
układ (Nd +  N r) N c  równań algebraicznych, który m oże być zapisany równaniem  
m acierzowym  (6.39).

M acierz U  jest w tedy m acierzą kolum now ą

U  =  \u A , (6 62)

której elem enty

gdzie: j  =  (p - 1 )Nd +  s , 
l , p =  1 ,2 ,..., N c , 

s =  1 ,2
I = [j/Nd] +  1. 

M acierz kolum nowa

o elem entach

Uji = U , ,  (6 .62  a)

o  =  (6 « )

or\ =  0, (6 .63a)

gdzie: r  =  (u - \ )N /-+  m  , 
u =  1 ,2 , . . . ,N c ,  
m  -  1 ,2 , . . . ,  N r -

M acierz kolum nowa

<6M >

której elem enty s ą  niewiadom ym i gęstościam i pow ierzchniow ym i prądów

(6 -64a>

gdzie: j  =  ( p - \ )N d + s ,
p =  1 ,2 ,..., N c ,  
s =  1 ,2  ,...,Nd .

M acierz kolum nowa

T  =  [r r l L r W ,*l ’ ( 6 6 5 )

której elem enty s ą  niewiadom ym i gęstościam i lin iow ym i prądów

Tr ~  Tri ,

gdzie: r  =  ( u - l ) N r +  m  , 
u =  1 ,2 ,..., N c , 

m  = \ ,2 , . . . ,Nr-

(6 .65a)
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M acierz kwadratowa

C  =
C J * J  C J*T  

C T*J (JTXT (NJ+N r )Nt >

gdzie  /, k  =  l,2 , . . . , (Nd +  N r ) N c .  

Podm acierz

r J*J -  Ic JxJ I~  [cik \NdN'XN4Nc •

gdzie: i =  ( l - \ ) N d + 1 ,
( /  =  1 , 2 , N c )  o  (  /  =  1 , 2 , Nj),  
k  =  (p - \ ) N d +  s ,

0  = 1,2, . . . ,N c ) n  ( s  = 1 , 2 , . , . ,N d), 

zaś elem enty tej podm acierzy

J x J
J _  +  i ^ f o - MrpFp j( X u ),  dla k  =  i ( p  = l n s  =  t )  
Yi l n

WMo  
2  n

MrpFpX x u \  dla k * i .

Podm acierz

r ~  lCik T\NdNcxNrNc .

gdzie: i = ( l - \ ) N d + 1 ,
( /  =  1 ,2 ,..., N c )  n  ( / =
k  ~ ( u - \ ) N r + n ,

(« = l ,2 ,. . . ,A fc )o (# i=  l,2„..^Vr ),

zaś elem enty

Podm acierz

c i . , s j S L G j x t ) .
2ji

C  T J ~  lC<* J \NrNc*NdNc ,

gdzie: / =  ( l - \ ) N r + m ,
( /  =  1,2,..., .A/c) n ( m =  \,2,...Jłr), 
k  =  {p - \ ) N d +  s ,

(p = l,2,...,Nc ) n ( s = \ , 2 , . . . № ) ,

zaś elem enty

C* J = ^ - J^ < r J M r PV x F p , , A x J + l y F ps,y { X lm)}
7 t M rl +  1

(6 .66)

(6.67)

(6 .6 7 a) 

(6 .6 7  b)

(6.68)

(6 .68a)

(6 .69)

(6.69a)
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Podm acierz

C* T ~  \c ik 1 |wrATexWrWe > (6 .70)

gdzie: i =  ( l - \ ) N r +  m ,
( /  =  1,2,..., Nc ) r ^ ( m  =  \ ,2 , . . . ,N r) ,  
k =  (u - l ) N r +  n ,

(u =  1 ,2 ,..., N c )  n  ( i i  =  1 ,2 , .. .,# /- ) ,  

zaś elem enty tej podm acierzy

1, dla / = A: (/ = u n  n  =  /w)

/-” r =  îk 1 Mrl - 1

*  + 1

(6 .70  a) 

(6 .70b )

W prowadzając macierz kw adratową

Z> =
i ) ] )^XT
D r*J D rxr -  [d,k ](w,+wr K  x (//j+Wr R ~  C (6.71)

gdzie m acierz C  dana jest wzorem  (6 .66), z  równania (6 .39 ) otrzymuje s ię  równanie (6 .50), 

w  którym m acierze U, O, J  i r  określone s ą  odpow iednio wzoram i (6 .62), (6 .63), (6 .64 ) i 
(6 .65). W tedy też  m acierz J  wyraża s ię  rów nież wzorem  (6 .50a), z  którego otrzymuje się  
gęstość  pow ierzchniow ą prądu

N c  f  N j  

/=1 l  r=l

gdzie: j  = ( p - l ) N d +  s ,  
l , p =  1 ,2 ,..., A t ,  
s ,/  =  1,2 ,...,Nd ,

l  =  [ //A y  + 1 ,
j  =  1 ,2 ,...,Nd N c  ■

(6 .72)

W analogiczny sposób otrzymuje s ię  gęsto ść  lin io w ą  prądu

% >
Nc ( » i

rr =  X  X  d '+NcNd, ( m R + i
/=1 l  (=1

gdzie: r  = (M-l)iVr+ w ,
/, « = 1 ,2 , . . . ,  A c ,

/w = 1 ,2 , . . . ,  A7-,
/ =  1,2, . . . ,N d , 
r  =  1 ,2 , . . . ,  N r N c .

(6 .73)
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N atężen ie  prądu w  p - tym  przew odzącym  ferromagnetyku

*4

I p  ~  X  ^P ‘ ^(p~l)Nd+ s ' (6-74)
i=i

a stąd, po podstawieniu w zoru (6 .72), otrzymuje się:

Nc r  Nj f  *d -N 1 Nc

~  X X X  ̂ P 1 d (P~i) Ni +!. (l-\)N4+t %  =  /  . %1 %  >P

/=1

gdzie admitancja

w,

(6 .74a)
/=i

" i

= X X (m R - m • (6 .74b)
;=i »=i

Zapisując równanie (6 .74a) dla każdego z prądów  przew odow ych Ip ( p  =  1 ,2 ,....Afc ) 
otrzym uje się  równanie m acierzow e

gdzie m acierz prądów

m acierz admitancji

oraz m acierz spadków napięć

M acierz impedancji

i w tedy

I = Y U ,  (6 .75)

J  =  (6 .75a)

Y  = h ‘ U * K  (6 .75b)

* M % U x i -  (6 .7 5 c)

(6 .76 )

U  =  Z I  (6 .77)

Gdy p  -  l, to im pedancja jednostkow a jest im pedancją w ła sn ą  p -tego  
ferromagnetyka; dla p  *  l  im pedancja Zpi jest im pedancją w zajem ną m iędzy p-tym  a /-tym  
ferrom agnetykiem .

W ystępująca w e  w zorze (6 .5 9 ) g ęsto ść  pow ierzchniow a prądu

^p* ( ^ / » ) -  J(p-\)Nd+s ( ^ ( p - i W j + i ) ~  J j > ( 6 .78)

gdzie: Jj jest g ę sto śc ią  prądu określoną w zorem  (6 .72), 
j  =  (p - \ )N d  +  s ,  
p = l , 2 , . . . , N c , 
s = l , 2 , . . J f d , 
j  =  \ ,2 , . . . ,N dN c ■

G ęstość lin iow a prądu

run (^im) =  T(u-l)Nr +n fr(u-l)Nr +n)=  Xr » (6 .79)

gdzie: rr określona jest wzorem  (6 .73), 

r =  ( « - l ) A r + « ,
m = 1,2,..., N c ,  
n =  \ ,2 , . . . J t r ,  
r =  1 ,2  , . . . f l r N c  ■

W tedy ze wzoru (6 .59 ) otrzymuje się  potencjał w ektorow y w  punkcie A e R 2

f p’ (x ) +
P=1 1=1 (6 .80)

" U«1 (1=1

gdzie: s  =  1,2 ,.. .,Nd,  
u,p =  1 ,2 , . . . , N c , 

n  =  \ ,2 , . . . ,Nr .

W ykorzystując w zór (6 .5 8 ) otrzymuje s ię  składow e wektora indukcji m agnetycznej w  

punkcie A g R 2

« . ( * ) = - § -  £  £  a ,

^  1=1 (6 .81)



7. POLE MAGNETYCZNE W OTOCZENIU WYBRANYCH 
UKŁADÓW OSŁONIĘTYCH TORÓW PRĄDOWYCH

W  tym  rozdziale zostaną  przedstawione w yniki o b liczeń  i pom iarów (tylko dla toru 
jednofazow ego) impedancji, n atężeń  pól m agnetycznych w  otoczeniu typowych, 
realizowanych w  praktyce, jednobiegunow ych, jednofazow ych i trójfazowych, osłoniętych  
torów  prądowych.

D o  ob liczeń  num erycznych w ykorzystano m etody i bib liotekę programów opracowanych  
przez B .Barona i zawartych w  pracy [18]. Przekroje przew odów  fazow ych, osłon  i płyt 
przew odzących dzielono na trójkąty - rys. 7.1.

Rys.7.1. Podział przekroju poprzecznego przewodu na trójkąty; a) dla przewodu prostokątnego, b) dla przewodu 
kołowego

Fig. 7.1. Partition of the cross-section of the conductor into triangles; a) for the rectangular conductor, b) for the 
tubular conductor

D la przykładów obliczen iow ych  przyjęto parametry osłon iętych  torów  prądowych  
realizowanych przez GEC ALSTH O M  T & D  [140, 143]:

•  rurowy przewód fazowy:
R\  =  2 ,9-10 '2 m,

=  4 ,5 -1 0 2 m,
/ i  =  3 ,7 0 3 7 -107 S m '1,

•  rurowa osłona:
R 3 =  17,4-10'2 m,
R 4 =  18,0-10'2 m, 
n =  1 .8181-107 S m ’1.
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7.1. Pole magnetyczne w otoczeniu jednobiegunowego, jednofazowego, 
osłoniętego toru prądowego

Przedmiotem badań były dwa rozwiązania konstrukcyjne jednobiegunowego, jednofazo
wego, osłoniętego toru prądowego: z izolowaną osłoną oraz z osłoną zwartą na jej końcach 
z miedzianą płytą powrotną.

7.1.1. Jednobiegunow y, jednofazowy tor prądow y z izolow aną osłoną

Jednobiegunowy, jednofazow y tor prądowy z  izolow aną osłoną przedstawiono na rys.7.2. 
W  wyniku ob liczeń  num erycznych otrzym ano następujące wartości jednostkow ych  

impedancji w łasnych i wzajem nych:

Z u  = 8 ,8 5  +  j  202  Z l2 = 0 ,0 6  +  j 108 Z u =  0 ,2 8 +  j 43,8  

Z 2l =  0 ,06 + j 108 Z 22 = 8 ,3 1  +  j 108 Z 23 = 0 ,2 8  +  j 43,8

Z3I =  0 ,28 +  j 43,8 Z32 =  0 ,28 + j  43,8 Ą 3 = 7 ,22  +  j 47,8

• 10  C2 -m  .

Rys.7.2. Jednobiegunowy, jednofazowy tor prądowy z izolowaną osłoną; a) widok ogólny, b) przekrój a-a 
(1 - przewód fazowy, 2 - osłona, 3 - miedziana płyta powrotna, br-  1,9 m , h = 210'3 m, b = 1,9 m, 
/cu= 5-107 S-m1)

Fig.7.2. Single-phase isolated-phase busduct with insulated enclosure; a) overall view, b) section a-a (1 - phase 
conductor, 2 -enclosure, 3 -return copper plate, b, -  1,9 m., h = 2-10"3 m, * = 1,9 m, yCu= 5-107 Sm '1)



- 134 -

Przy obliczeniach natężenia pola m agnetycznego uw zględniono w pływ  pionow ych szyn 
zasila jących  E F  i G H  (rys.7.2). U w zględniono, ż e  pole m agnetyczne generow ane przez te 
szyny ma dw ie  składow e, tzn.

H  =  1XH X + 1ZH Z, (7 .1)

zaś sk ładow e tego  pola w yznaczono z  rys.7 .3  [1 4 0 ,1 4 3 ] .

Rys.7.3. Pole magnetyczne H  wytworzone przez odcinek cienkiego przewodu z prądem 1 

Fig.7.3. Magnetic field H  due to the thin flat conductor segment with current /

Składow e te

H  _  1 (.z - 2A i y A - y B + b - a )

4n  i y - y A +c» h - y B + b )

H  _  1  ( t - t Ą ^ y A - y B + b - a )

An ( y - y A + a t y - y B + b )

gdzie

a  =  V (x - x*J* + 0 ' - y * f  + ( z ~ za Y  .

b  =  y l ( x - x Af  + ( y - y Bf  + ( z - z Af  .

D la toru prądow ego z  rys.7.2 w ykonano obliczenia i pomiary* natężenia pola  
m agnetycznego w  jeg o  otoczeniu. W yniki przedstawiono na rys.7.4.

(7. la )  

(7. Ib)

(7 .1c) 

(7. Id)

* Pomiary wykonane przez autora w laboratorium Direction Technique Haute et Moyenne Tension GEC 
ALSTHOM T & D w Villeurbanne (Francja) we współpracy z A. Girodet, M  Guillen i F. Fournier.
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b)

-3 0 0 0  -2 5 0 0  -2 0 0 0  -1 5 0 0  -1 0 0 0  -5 0 0  0  5 0 0  1 0 0 0

y [mm]

c)

-3 0 0 0  -2 5 0 0  - 2 0 0 0  -1 5 0 0  -1 0 0 0  - 5 0 0  0  5 0 0  1 0 0 0

y Imm]
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Rys.7.4. Rozkład modułu natężenia pola magnetycznego w otoczeniu jednofazowego toru prądowego z 
izolowaną osłoną w przekroju a-a przy prądzie \lc I =690 A wzdłuż prostych; a) Oy, b) x=/J4+0,03 m,
c) x=l m, d) >=«4+0,03 m, e) Ox, f) >=-(«4+0,03 m), g) >=-0,85 m, h) y=-(br-0,03 m), 
i) {x=0, >=-0,85 m}; °- pomiar

Fig.7.4. Rms magnetic field distribution in the neighbourhood of a single-phase isolated-phase busduct with 
insulated enclosure in section a-a for /„=690 A along the straight lines: a) Oy, b) jr=/?4-K),03 m,
c) x=l m, d) >=«4+0,03 m, e) Ox, f) >=-(«<+0,03 m), g) >=-0,85 m, h) >=-(6,-0,03 m), 
i) {r=0,y=-0,85 m}; °- measurement

7.1.2. Jednobiegunow y, jednofazowy tor prądow y ze zw artą osłoną

Jednobiegunowy, jednofazowy tor prądowy ze zw artą osłoną na jej końcach z miedzianą 
płytą powrotną przedstawiono na rys.7.5.

Rys.7.5. Jednobiegunowy, jednofazowy tor prądowy ze zwartą osłoną; a) widok ogólny, b) przekrój a-o 
(1 - przewód fazowy, 2 - osłona, 3 - miedziana płyta powrotna, br = 1,9 m h = 2-10'3 m, b = 1,9 m, 
Ycu= 5-107 S m 1)

Fig.7.5. Single-phase isolated-phase busduct with shorted enclosure; a) overall view, b) sectional view a-a 
(1 - phase conductor, 2 - enclosure, 3 - return copper plate, br = 1,9 m., h -  210 3 m, b = 1,9 m, 
rCu= 5-107 S m'1)



Dla układu toru prądowego z rys.7.5 schemat zastępczy przedstawiono na rys.7.6.

Rys.7.6. Schemat zastępczy układu z rys.7.5; 9^ ~\XC- rezystancja i reaktancja przewodu fazowego, 9ii '\Xs - 
rezystancja i reaktancja osłony, 9t>i '\X\ - rezystancja i reaktancja szyn pionowych AB i CD, 9k i X2 - 
rezystancja i reaktancja szyn pionowych EF i HG, 9t, i X, - rezystancja i reaktancja miedzianej płyty 
powrotnej

Fig.7.6. Equivalent diagram of the system fig.7.5; 9U i Xc - resistance and reactance of the phase conductor, 9^ i 
Xg - resistance and reactance of the enclosure, 9 \ \X \ -  resistance and reactance of the vertical busways 
AB i CD, 9k i Xi - resistance and reactance of the vertical busways EF i HG, S t,iX ,-  resistance and 
reactance of the return copper plate.

Ze schematu zastępczego z rys.7.6 wyznacza się prąd w osłonie

7 ą + j ( Z y + X ,)
* 2 ^  + 9Lg + Ą  + j(2X , + X g + X ,)  c ( )

oraz prąd w płycie powrotnej

7 2 Ą + Xi + j( 2 X l + X t - X u )
' 2 Ą  + Ą  + ą  + )(2 X l + X g + X t ) c '

Wykorzystując obliczone w p.7.1.1 impedancję jednostkową Zxi osłony (9(%+ \X g = Z22, 
gdzie impedancja całkowita osłony Zn=Znlg, 4  jest długością osłony), wzajemną impedancję 
jednostkową Z l2 (XM = Im Z n , gdzie Z n  = Z12 Ig) i impedancję jednostkową Z)3 płyty 
powrotnej + jXr = Z33, gdzie Z33 = Z*3 4  U jest długością płyty powrotnej) oraz 
obliczając z danych katalogowych (dla szyn pionowych AB  i CD) wartości SU1 = 79,5110-6 fi, 
X\ = 258,2-10-6 fi, oblicza się prądy;

•  w osłonie

4  = 0,718exp[j6,4o]/c ,
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•  w płycie powrotnej

/ ,  =  0 ,2 9 6 ex p [-jl5 ,7 °]/c .

Pomiary natężenia pola magnetycznego wykonano dla wymuszenia prądowego I Ic I = 720 
A, a stad wartość obliczona prądu \lg \ = 517 A, | / , |  = 213 A. Zmierzona wartość prądu 
\lgpom. I = 500 A. Wyniki obliczeń i pomiarów natężenia pola magnetycznego w otoczeniu 

toru prądowego ze zw artą osłoną przedstawiono na rys.7.7.
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enclosure in  section  a-a' for / ,= 6 9 0  A  along the straight lines: a ) Oy. b )  x=/?4+ 0 ,0 3  m , c )  x=l, d)y=Rt+0,0i m,
e )  Ox, f ) y = -(/?<+€,0 3  m ), g )y = -0 ,8 5  m , h )y=-(A r-0 ,03  mX i)  { x=0,>*=-0,85 m }; • -  m easurem ent
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7.2. Pole magnetyczne w otoczeniu płaskiego, jednobiegunowego, 
osłoniętego, trójfazowego toru prądowego

Przypadek ogólny płaskiego, jednobiegunowego, osłoniętego, trójfazowego toru 
prądowego przedstawiono na rys. 1.5, zaś jego schemat zastępczy na rys. 1.6, a stąd otrzymuje 
się równania w iążące prądy wzdłużne h  i h  w osłonach oraz prąd I, w obwodzie 
ziemnopowrotnym z prądami fazowymi Ia, Ib U c '-

[Z aa + 2 Z m K  + Z abh + Z aJc + Z TI ,  ~ Z A + Z aBI B + Z aGIc

Z b J  a +  Z b b h  +  Z b J c  +  Z T I ,  ~  Z bA^A +  Z bB^B  +  Z bC^C

Z cJa  + Z cbh + ^cc  + 2 ^ i l K  + Z t I ,  = Z cA I A + Z cBI B + Z cCI a

I a + I b + I c - I , =  0,

(7.4)

gdzie
Z  y — Z'+ 2.Z ij2 (7.4a)

Przy zadanych prądach fazowych Ia, Ib i Ic  z powyższego układu równań oblicza się 
prądy Ia, h ,  Ic i Ii, co pozawala na wyznaczenie pola magnetycznego w otoczeniu 
trójfazowego, osłoniętego, płaskiego toru prądowego.

W wyniku obliczeń numerycznych otrzymano następujące jednostkowe impedancje 
własne przewodów fazowych i osłon oraz odpowiednie jednostkowe impedancje wzajemne 
między nimi dla odległości między osiami poszczególnych faz d  = 3Rą

A B C a b c

A 11,5 + j 194 0,72+ j 35,7 0,21+ j 2,03 2,74+ j 100 0,72+ j 35,7 0,21+ j 2,03

B 0,72+ j 35,7 12,3 + j 190 0,72+ j 35,7 0,72+ j 35,7 3,51 + j 96 0,72+ j 35,7

C 0,21 + j 2,03 0,72+ j 35,7 11,5 + j 194 0,21+ j 2,03 0,72 + j 35,7 2,74 + j 100

a 2,74+ j 100 0,72 + j 35,7 0,21+ j 2,03 11,0 + jlOO 0,72+ j 35,7 0,21+ j 2,03

b 0,72 + j35,7 3,51 + j9 6 0,72 + j35,7 0,72+ j 35,7 11,7 + j 96 0,72+ j 35,7

c 0,21 + j 2,03 0,72+ j 35,7 2,74+ j 100 0,21+ j 2,03 0,72+ j 35,7 11,0 + jlOO

•10'
m

Mnożąc te impedancje jednostkowe przez długość toru prądowego oblicza się impedancje 
całkowite Zaa, Zoa, ■■■, Zcc, występujące w równaniach (7.4).

7.2.1. Pole m agnetyczne w otoczeniu płaskiego toru prądow ego z izolowanym i osłonami

Przyjmując w schemacie zastępczym toru prądowego (rys. 1.6.), że impedacje Z n, 
zwierające osłony między sobą oraz impedancje Z a, łączące osłony z z iem ią  są  bardzo 
duże, otrzymuje się tor prądowy z izolowanymi osłonami. Wtedy w osłonach nie płyną 
prądy wzdłużne, ale istnieją prądy wirowe indukowane przez pola magnetyczne własnych 
prądów fazowych i prądów faz sąsiednich. Rozkład modułów tych prądów na 
powierzchniach zewnętrznych osłon przedstawiono na rys.7.8.
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a)

b)

c)

Rys.7.8. Rozkład modułów gęstości prądów wirowych indukowanych na powierzchniach zewnętrznych 
izolowanych osłon płaskiego tom prądowego dła \lA I = \la I = l/c I = 1 kA, d = 3R4 ; a) osłona "a" 
fazy A, b) osłona "b" fazy B, c) osłona "c" fazy C

Fig.7.8. Distribution of the rms eddy current density induced in external surfaces of the insulated enclosures of 
the flat busduct for \lA\= |/BI= I /c I = 1 kA, d  = 3R,; a) enclosure "a" of the phase A  b) enclosure "b" 
of the phase B, c) enclosure "c" of the phase C
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Rozkład modułu natężenia pola magnetycznego, wartości IHa \ dużej osi elipsy pola 
magnetycznego -  wzór (5.45), w otoczeniu takiego toru prądowego przedstawiono na rys.7.9.
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e)
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f)

x[mm]

Rys.7.9. Rozkład modułu natężenia pola magnetycznego w otoczeniu płaskiego toru prądowego z izolowanymi 
osłonami przy \lA\= \lB I = I /c I = 1 kA, d= 3R„ wzdłuż prostych (początek układu współrzędnych 
umiejscowiony jest na osi przewodu fazowego fazy A): a) x  =  0, b) x  =  0,5d, c) x -  d,
d)x = 2d+RA + 0,03 m, e)y  = 0, f)y  = -(R< + 0,03 m)

Fig.7.9. Rms magnetic field distribution in the neighbourhood of a flat isolated-phase busduct with insulated 
enclosure for IIAI = I h  I = I Ic I= 1  kA, d = 3R, along the straight lines (origin of coordinate system
is placed in the axis of the phase conductor of phase A): a) x  = 0, b) x = 0,5d, c) x  = d,
d)x= 2d + R, + 0,03 m, e)y  = 0, f)y  = -(RA + 0,03 m)
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7.2.2. Pole m agnetyczne w  otoczeniu płaskiego toru prądow ego z osłonam i zwartym i 
m iędzy sob ą  na ich końcach i izolowanym i od ziem i

Przyjmując w schemacie zastępczym z rys. 1.6 impedancję ZT = »  otrzymuje się tor 
prądowy ze zwartymi osłonami i izolowanymi od ziemi. Przyjmując ponadto, że Z n  -  0, 
otrzymuje się jego schemat zastępczy przedstawiony na rys.7.10.

Rys.7.10. Schemat zastępczy płaskiego toru prądowego ze zwartymi osłonami i izolowanymi od ziemi

Fig.7.10. Equivalent diagram of the flat isolated-phase busduct with enclosures mutually shorted at its ends and 
isolated from earth

Wtedy zapisuje się następujące równania w iążące prądy fazowe 1a, Ib i h  z prądami 
wzdłużnymi /„, h  i Ic, płynącymi w  osłonach:

Z a a - Z ba)f a + { z a b - z bb) i l, + { z a c - z bc) l c = ( z a A - Z M ) l A +

+  (ZaB ~  Z bB ,K + f a . c - Z h c j l c ,

( z c a - Z ba)h + ( z c b - z bb) i b + ( z c c - z bc] JC =  (ZcA ~ Z bA) l A +

+  ( z cB ~  Z  jjj 1B + (Z cC - Z a c ) l c  ,

l a + I b + I c = 0 -

Z powyższych równań wyznacza się prądy wzdłużne w osłonach w zależności od prądów 
w przewodach fazowych. Umożliwia to obliczenie rozkładów gęstości prądów w osłonach - 
rys.7.11, jak również natężenia pola magnetycznego w  otoczeniu takiego toru - rys.7.12.

- 147 -

a)

b)

c )

Rys.7.11. Rozkład modułów gęstości prądów na powierzchniach zewnętrznych osłon zwartych między sobą i 
izolowanych od ziemi, płaskiego toru prądowego dla \ l A \ = \ I b  I = U c  I = 1 kA, d  = 3/?4; a) osłona 
"a" fazy A, b) osłona "b" fazy B, c) osłona "c" fazy C

Fig.7.11. Distribution of the rms eddy current density induced in external surfaces of the enclosures mutually 
shorted at its ends and isolated from earth of the flat busduct for \ l A \ =  \ l B \ =  I Ic I =  1 kA, d =  3«4;
a) enclosure "a" of the phase A  b) enclosure "b" of the phase B, c) enclosure ”c* of the phase C
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a)

b)

c)

d)
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Rys.7.12. Rozkład modułu natężenia pola magnetycznego w otoczeniu płaskiego toru prądowego ze zwartymi 
między sobą i izolowanymi od ziemi osłonami (ZT = a>) przy 1/^1= i /« I = I Ic I = 1 kA, d = 3Rt 
wzdłuż prostych (początek układu współrzędnych umiejscowiony jest na osi przewodu fazowego 
fazy A): a)x = 0, b) x = 0,5d, c)x = d, d) * = 2d+ Rą + 0,03 m, e)^ = 0, f) y=-(Rt + 0,03 m)

Fig.7.12. Rms magnetic field distribution in the neighbourhood of a flat isolated-phase busduct with enclosures 
mutually shorted at its ends and isolated from earth (Zr = «>) for IIA I = IIBI = I Ic I = 1 kA, d -  3R4 
along the straight lines (origin of coordinate system is placed in the axis of the phase conductor of 
phase A): a) x = 0, b)x = 0,5d, c)x = d, d) x -  2d+ Rt + 0,03 m, e)y = 0, f) y  =-(R4 + 0,03 m)

7.2.3. Pole m agnetyczne w otoczeniu płaskiego toru prądow ego ze zw artym i między 
sobą i uziem ionym i osłonami

Do obliczeń numerycznych przyjmuje się, że Z n = 0 i wtedy bada się pole magnetyczne 
dla różnych wartości impedancji całkowitej uziemienia Z t  = Z, + 2Z*2. Odpowiednie rozkłady 
gęstości prądów przedstawiono na rys.7.13, rys.7.15 i rys.7.17, zaś rozkłady natężeń pól 
magnetycznych na rys.7.14, rys.7.16 i rys.7.18.
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a)

b)

c)

Rys.7.13. Rozkład modułów gęstości prądów na powierzchniach zewnętrznych osłon zwartych między sobą i 
uziemionych poprzez impedancję ZT = 0, płaskiego toru prądowego dla IIAI = IIBI = I Ic I = 1 kA, 
d = 37?4, a) osłona "a" fazy A, b) osłona "b" fazy B, c) osłona "c" fazy C

Fig.7.13. Distribution of the rms eddy current density induced in external surfaces of the enclosures mutually 
shorted and grounded by impedance ZT= 0 of the flat busduct for \lA\ = I h  I= I Ic I = 1 kA, d  = 3/?4;
a) enclosure "a" of the phase A, b) enclosure "b" of the phase B, c) enclosure "c" of the phase C
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Rys.7.14. Rozkład modułu natężenia pola magnetycznego w otoczeniu płaskiego toru prądowego z osłonami 
zwartymi między sobą i uziemionymi poprzez impedancję ZT = 0, przy \lA\ = \ l B\= \lc I = 1 kA, 
d = 3Ri, wzdłuż prostych prostych (początek układu współrzędnych umiejscowiony jest na osi 
przewodu fazowego fazy A); a) x  = 0, b) x = 0,5d, c) x = d, d) x  = 2d + RA + 0,03 m, e) y  = 0, 
f) y  = - ( +  0,03 m)

Fig. 7.14. Rms magnetic field distribution in the neighbourhood of a flat isolated-phase busduct with mutually 
shorted and grounded enclosures by impedance ZT = 0 for \lA\= \lB I = I /c I = 1 kA, d= 3R4 along 
the straight lines (origin of coordinate system is placed in the axis of the phase conductor of phase A);
a) x = 0, b) x = 0,5d, c) * = d, d) x  = 2d+ R, + 0,03 m, e)^ = 0, f) y  = -( RA + 0,03 m)
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a)

b)

c)

Rys.7.15. Rozkład modułów gęstości prądów na powierzchniach zewnętrznych osłon zwartych między sobą i 
uziemionych poprzez impedancję ZT =  0, lO, płaskiego toru prądowego dla IIA I =  IIB I =  I / c  I =  1 kA, 
d = 3R4, a) osłona "a" fazy A, b) osłona "b" fezy B, c) osłona V  fazy C

Fig.7.15. Distribution of the rms eddy current density induced in external surfaces of the enclosures mutually 
shorted and grounded by impedance 2T -  0,10 of the flat busduct for IIA1= IIB1= I Ic 1= 1 kA, d = 3Rt,
a) enclosure "a" of the phase A  b) enclosure "b” of the phase B, c) enclosure "c” of the phase C



- 154 -

a)

b)

c)

d)

- 155 -

e)

f)

Rys.7.16. Rozkład modułu natężenia pola magnetycznego w otoczeniu płaskiego toru prądowego z osłonami 
zwartymi między sobąi uziemionymi poprzez impedancję2 t =  O.łfl, przy \ I a \ ~  | / a l =  | / c I = 1 kA, 
d = 3Rt, wzdłuż prostych prostych (początek układu współrzędnych umiejscowiony jest na osi 
przewodu fazowego fazy A); a) x = 0, b) x = 0,5d, c) x = d, d) x = 2d + R4 + 0,03 m, e) y  = 0, 

+ 0,03 m)

Fig.7.16. Rms magnetic field distribution in the neighbourhood of a flat isolated-phase busduct with mutually 
shorted and grounded enclosures by impedance ZT = 0.1Q for 1/^1= 11BI = | Ic I = 1 kA, d = 3R, 
along the straight lines (origin of coordinate system is placed in the axis of the phase conductor of 
phase A); a) x = 0, b)* = 0,5d, c) x = d, d) x = 2d+ R4 + 0,03 m, e)y = 0, f)y  = -(R4 + 0,03 m)
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a)

b)

c)

Rys.7.17. Rozkład modułów gęstości prądów na powierzchniach zewnętrznych osłon zwartych między sobą i 
uziemionych poprzez impedancję Zr = 10C1, płaskiego toru prądowego dla IIA | = fIB | = | Ic \ = 1 kA, 
d= 3/?4 ; a) osłona "a" fazy A, b) osłona "b" fazy B, c) osłona "c" fazy C

Fig.7.17. Distribution of the rms eddy current density induced in external surfaces of the enclosures mutually 
shorted and grounded by impedance ZT = 10 of the flat busduct for | IA I = | / s |=  | lc | = 1 kA, d = 3«4; 
a) enclosure "a" of the phase A, b) enclosure "b" of the phase B, c) enclosure "c" of the phase C
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Rys.7.18. Rozkład modułu natężenia pola magnetycznego w otoczeniu płaskiego toru prądowego z osłonami 
zwartymi między sobą i uziemionymi poprzez impedancję ZT = 1OO, przy \lA\= IIBI = I lc I = 1 kA, 
d = 3Rj wzdłuż prostych prostych (początek układu współrzędnych umiejscowiony jest na osi 
przewodu fazowego fazy A); a) x = 0, b) x = 0,5d, c) x = d, d) x = 2d + Rt + 0,03 m, e) y  = 0, 
f)y = - (« 4  + 0,03 m)

Fig.7.18. Rms magnetic field distribution in the neighbourhood of a flat isolated-phase busduct with mutually 
shorted and grounded enclosures by impedance ZT= 10£2 for | IA I = j IB | = | Ic | = 1 kA, d = 3RA 
along the straight lines (origin of coordinate system is placed in the axis of the phase conductor of 
phase A); a) x = 0, b) or = 0,Sd, c) x = d, d) x = 2d + Rt + 0,03 m, e) y  = 0, f) y  = -( Rą + 0,03 m)
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7.2.4. Pole m agnetyczne w otoczeniu płaskiego toru prądow ego z rów noległą p łytą  
przew odzącą

Płaski tor prądowy może przebiegać w pobliżu równoległej (w odniesieniu do płaszczyzny 
przechodzącej przez środki faz) płyty przewodzącej - rys.7.19. Osłony toru są  zwarte między 
sobą i są  połączone z płytą.

Rys.7.19. Płaski tor prądowy z równoległą płytą przewodzącą; l-preewód fazowy, 2-osłona, 3-płyta 
przewodząca

Fig.7.19. Fiat isolated-phase busduct with parallel conducting plate; 1-phase conductor, 2-enclosure, 
3-conducting plate

Rozkład natężenia pola magnetycznego (wartości I / / J )  w otoczeniu takiego toru 
prądowego przedstawiono na rys.7.20.
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Rys.7.20. Moduł natężenia pola magnetycznego w otoczeniu płaskiego toru prądowego z równoległą płytą 
przewodzącą dla \IA l= I Ib l= I Ic I =1 kA. d = 3R4 , br=0,75 m, h=2 1 0 ' 3 m, b= 8  Rt, = 5-10 7 S m ' 
wzdłuż prostych (początek układu współrzędnych umiejscowiony jest na osi przewodu fazowego 
fazy A); a) Oy, b) x=d, c) x=l,5iI, d) x=2d+R4+0,03 m, e)y=-(/J4+0,03 m), f)y=-( 6,-0,03 m)

Fig.7.20. Rms magnetic field distribution in the neighbourhood of a flat isolated-phase busduct with parallel 
conducting plate for \lA\= I /« I = | /c l = l kA,  d= 3R4 , *,=0,75 m, h=2 10‘ 3 m, b=8  Rit yCu= 5-107
S m' 1 along the straight lines (origin of coordinate system is placed in axis of the phase conductor of
phase A); a) Oy, b) x=d, c) x=\,5d, d) x=2d+R4+0,03 m, e)y=-(R4+0fi3 m), f)y=-( 6,-0,03 m)



- 162 -

7.2.5. Pole m agnetyczne w otoczeniu płaskiego toru prądow ego z prostopadłą płytą  
przew odzącą

Płaski tor prądowy może przebiegać w pobliżu prostopadłej (w odniesieniu do 
płaszczyzny przechodzącej przez środki faz) płyty przewodzącej - rys. 7.21. Osłony toru są 
zwarte między sobą i s ą  połączone z płytą.

Rys.7.21. Plaski tor prądowy z prostopadłą płytą przewodzącą, 1 - przewód fazowy, 2 - osłona, 3 - płyta 
przewodząca

Fig.7.21. Flat isolated-phase busduct with perpendicular conducting plate; 1 - phase conductor, 2 - enclosure, 
3 - conducting plate

Rozkład natężenia pola m agnetycznego (wartości IH „ \)  w  otoczeniu takiego toru 
prądow ego przedstawiono na rys.7.22.
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Rys.7.22. Moduł natężenia pola magnetycznego w otoczeniu płaskiego toru prądowego z prostopadłą płytą 
przewodzącą dla |/^ =I kA> d  = 3 R4 , *,=0,75 m, h=210‘3 m, b= 8  R4, yCu= 5107 Sm "1
wzdłuż prostych (początek układu współrzędnych umiejscowiony jest na osi przewodu fazowego 
fazy A); a) Oy, b) *=«4+0,03 m, с) *=0,56+0,03 m, d)y=0,5d, e)^=-(«4+0,03 m), f)y=2d+ «,+0,03 m

Fig.7.22. Rms magnetic field distribution in the neighbourhood of a flat isolated-phase busduct with 
perpendicular conducting plate for 11A I = | IBI = | lc \ = 1 kA, d=3R4 , br=0,75 m, h=2-10'3 m, b=8 

«4. Ус, = 5107 S m' 1 along the straight lines (origin of coordinate system is placed in the axis of the 
phase conductor of phase A); a) Oy, b) дг=Лч+0,03 m, с) x=0,5fr+0,03 m, d) y=0,5d, e) y=-(«4+0,03 m),
f)y=2d+ «4+0,03 m

7.3. Pole magnetyczne w otoczeniu trójkątnego, jednobiegunowego, 
trójfazowego toru prądowego

Przewody fazowe i ich osłony trójfazowego toru prądowego m ogą być układane w 
wierzchołkach trójkąta równobocznego - rys.2.23.
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Rys.7.23. Trójkątny, jednobiegunowy, trójfazowy tor prądowy; 1-przewód fazowy, 2-osłona 

Fig.7.23. Triangular three-phase isolated- phase busduct; 1-phase conductor, 2-enclosure

Rozkład natężenia pola magnetycznego (wartości | / / J )  w otoczeniu takiego toru 
prądowego przedstawiono na rys.7.24

a)
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Rys.7.24. Moduł natężenia pola magnetycznego w otoczeniu trójkątnego, jednobiegunowego toru prądowego 
dla IIA l= | IB |= I Ic | =lkA, d=3Rj wzdłuż prostych (początek układu współrzędnych umiejscowiony 
jest na osi przewodu fazowego fazy A); a) Oy, b) *=0,25d, c) *=0,5d, d) O*

Fig.7.24. Rms magnetic field distribution in the neighbourhood of a triangular isolated-phase busduct for
I h  I = I h  I= I Ic I = 1 kA, d = 3Rt along the straight lines (origin of coordinate system is placed in 
the axis of the phase conductor of phase A); a) Oy, b) *=0,25d, c) *=0,5d, d) Ox

8. UWAGI KOŃCOWE I WNIOSKI

1. Pole magnetyczne w otoczeniu jednobiegunowych osłoniętych torów wielkoprądo- 
wych generowane jest przez robocze prądy fazowe, prądy wirowe indukowane w osłonach 
przez przemienne pole magnetyczne przewodów fazowych i osłon sąsiednich oraz przez 
prądy powrotne w osłonach. Wartości tych ostatnich prądów zależą od sposobów połączenia 
osłon między so b ą  od sposobów uziemienia lub połącznia osłon z płytami przewodzącymi 
oraz od parametrów elektrycznych toru, tzn. od impedancji własnych przewodów fazowych i 
osłon oraz impedancji wzajemnych między przewodami i osłonami. W pracy wykazano, że 
wielkości pola magnetycznego oraz parametry elektryczne torów wielkoprądowych mogą 
być wyznaczane metodami całkowymi. Uwzględnia się przy tym zjawiska naskórkowości i 
zbliżenia. W prostych układach torów stosuje się metody analityczne, zaś w złożonych 
układach metody analityczno-numeryczne.

2. Układ przewodów fazowych i osłon toru prądowego oraz ewentualnych płyt przewo
dzących może być traktowany jako układ N c przewodów równoległych. Dla każdego z 
przewodów wprowadza się jednostkowy spadek napięcia %  (/ = 1,2,..., Nc) związany z 
natężeniem bezwirowego pola elektrycznego. Następnie z równań Maxwella otrzymuje się 
równanie w iążące ten spadek napięcia z gęstością prądu w rozważanym przewodzie i sum ą 
potencjałów magnetycznych generowanych przez wszystkie gęstości prądów, tzn. również 
przez gęstości prądów przewodów sąsiednich.

Jeżeli gęstości prądów w przewodach s ą  dane, np. jako rozwiązania równań Helmholtza, 
to również potencjały magnetyczne generowane przez te gęstości s ą  dane i wtedy z układu Nc 
równań wyznacza się impedancje własne i wzajemne przewodów. Powyższe gęstości prądów 
s ą  dla przewodów rurowych wyrażone funkcjami Bessela i natężeniami prądów 
(wymuszenia prądowe) lub jednostkowymi spadkami napięcia (wymuszenia napięciowe) w 
przewodach. Natężenie pola magnetycznego w otoczeniu przewodów wyznacza się wtedy z 
pierwszego równania Maxwella.

W przypadku ogólnym rozkłady gęstości prądów w przewodach nie s ą  znane i 
zagadnienie wyznaczania parametrów elektrycznych toru oraz wielkości pola magnetycznego 
w dowolnym punkcie X (x ,y )e  R2 sprowadza się przede wszystkim do wyznaczenia tych 
rozkładów. Wtedy potencjały wektorowe występujące w wymienionych równaniach 
przedstawia się w postaci całkowej jako rozwiązania równania Poissona w obszarach 
przewodzących. W ten sposób otrzymuje się układ N c dwuwymiarowych równań całkowych 
Fredholma drugiego rodzaju z jądram i słabo osobliwymi. W ogólnym przypadku taki układ 
równań daje się rozwiązać metodami przybliżonymi. W niniejszej pracy zaproponowano 
metodę zbliżoną do metody kolokacji, polegającą na podziale obszaru Sp przewodu na Nd 
trójkątów elementarnych Aps i przyjęciu, że w każdym z tych obszarów funkcja gęstości 
prądu jest stała i równa Jps. Wtedy potencjał magnetyczny aproksymowany jest funkcją 
kształtu i w efekcie otrzymuje się układ NcNd równań algebraicznych. Istnieją przy tym dwa 
sposoby podejścia do rozwiązywania takiego układu równań

. dla wymuszeń napięciowych znane s ą  napięcia jednostkowe: %  , %Nc i
wtedy nieznane gęstości prądów Jps wyznacza się z układu N cNd  równań algebraicznych,
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. dla wymuszeń prądowych znane są całkowite prądy: I\ , h  Ip Inc i wtedy układ 
NcNd równań należy uzupełnić układem Nc równań dodatkowych, określających każdy z 
prądów Ip przez gęstości prądów Jps.

Sformułowanie zagadnień brzegowych w postaci równań całkowych pozwala otrzymać 
przybliżone rozwiązania dla impedancji i pola magnetycznego toru wielkoprądowego.

3. W rozważanych torach wielkoprądowych przyjmuje się, że przewody fazowe i osłony są 
nieskończenie długie. Wtedy zagadnienie jest dwuwymiarowe i potencjał magnetyczny ma 
tylko jedną składową i nazywany jest logarytmicznym potencjałem wektorowym.

W przypadku znanej funkcji gęstości prądu w przewodzie rurowym potencjał ten 
wyznacza się analitycznie w dowolnym punkcie X (x,y)eR 2, wykorzystując rozwinięcie

p
funkcji ln—  (rxr jest odległością między punktem źródłowym Y(x',y') a punktem 

r
obserwacji X(x,y), zaś r jest współrzędną walcowego układu współrzędnych) lub funkcji

y
l n ~ -  (t/jest odległością między osiami dwóch niekoncentrycznych przewodów rurowych) w 

a
szereg Fouriera.

W przypadku nieznanych rozkładów gęstości prądu logarytmiczny potencjał magnetyczny 
w dowolnym punkcie X (x ,y )eR 2 jest aproksymowany funkcjami kształtu, które mają postać 
analityczną, tzn., że są  kombinacjami funkcji standardowych. Daje to podstawę do dokładnej 
algebraizacji równań całkowych bez wielokrotnego odwoływania się do procedury 
numerycznego całkowania. Jest to istotna różnica w stosunku do spotykanych 
dotychczasowych rozwiązań, w których funkcję kształtu oblicza się poprzez całkowanie 
numeryczne w układzie współrzędnych prostokątnych lub walcowych. Analityczne 
przedstawienie funkcji kształtu skraca czas obliczeń numerycznych rozkładu gęstości prądu, 
impedancji i natężenia pola magnetycznego oraz zwiększa dokładność obliczeń. Ma to 
szczególne znaczenie w przypadku, gdy punkt X(x,y) leży w obszarze elementarnym. Wtedy 
całka określająca potencjał magnetyczny jest całką niewłaściwą, co znacznie utrudnia 
całkowanie numeryczne wprowadzając w konsekwencji duże błędy obliczeń.

Zaproponowany sposób aproksymacji potencjału magnetycznego pozwala na jego 
wyznaczanie, a tym samym na wyznaczanie natężenia pola magnetycznego w całej 
przestrzeni R2, tzn. zarówno wewnątrz, jak również na zewnątrz przewodów. W 
przeciwieństwie do metody elementów skończonych nie wymaga się ograniczenia przestrzeni 
R poprzez wprowadzenie sztucznej powierzchni granicznej.

Dokładniejsze wyznaczenie logarytmicznego potencjału magnetycznego dla układu Nc 
przewodów równoległych otrzymuje się poprzez aproksymację funkcji gęstości prądu 
funkcjami sklejanymi.

4. Wyznaczanie impedancji własnych przewodów fazowych i osłon oraz impedancji 
wzajemnych między nimi jest zasadniczym zagadnieniem przy obliczaniu wielkości pola 
magnetycznego w otoczeniu torów wielkoprądowych. Na podstawie tych impedancji 
konstruuje się schemat zastępczy toru, z którego oblicza się prądy powrotne w  osłonach i w 
konsekwencji oblicza się wszystkie prądy wirowe i pole magnetyczne w otoczeniu toru.

Konstrukcja równania, o którym mowa w punkcie 2 niniejszego rozdziału, wiążącego 
jednostkowy spadek napięcia z gęstością prądu w rozważanym przewodzie i potencjałami 
magnetycznymi generowanymi przez wszystkie gęstości prądów, pozwala na analityczne 
wyznaczanie impedancji podstawowych układów toru wielkoprądowego:
• odosobnionego przewodu rurowego,
• układu współosiowego dwóch przewodów rurowych,
• układu niewspółosiowego dwóch równoległych przewodów rurowych,
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.  układu przewodów fazowych i osłon trójfazowego, jednobiegunowego, osłoniętego toru
wielkoprądowego.
Impedancje te wyznaczono z uwzględnieniem zjawisk naskórkowości i zbliżenia.

W przypadku układu równań całkowych zaproponowana metoda konstrukcji macierzy 
impedancji i macierzy admitancji pozwala na wyznaczanie jednostkowych impedancji
zastępczych S/p i admitancji zastępczych \  (/, p  = 1, 2..... Nc). Metoda analityczno-
numeryczna wyznaczania impedancji uwzględnia również zjawiska naskórkowości i 
zbliżenia.

W obu przedstawionych przypadkach szczególnie ważne jest wyznaczanie impedancji 
wzajemnych między przewodem fazowym a własną osłoną i osłonami faz sąsiednich oraz 
impedancji wzajemnych między osłonami. Impedancje te decydują bowiem o wartościach 
prądów powrotnych w osłonach.

Metoda analityczna i analityczno-numeryczna wykazały, że obecność przewodów 
sąsiednich wpływa na wartość impedancji własnej rozważanego fazowego przewodu 
rurowego lub rurowej osłony.

Obliczenia numeryczne wykazały, że wartości impedancji własnych i wzajemnych 
otrzymanych analitycznie nie różnią się więcej niż o ± 1% od wartości odpowiednich 
impedancji obliczonych metodą analityczno-numeryczną w przypadku trójfazowego, 
osłoniętego toru wielkoprądowego (6 przewodów rurowych), w którym każdy z przewodów 
został podzielony na 200 obszarów elementarnych.

5. Pole magnetyczne w otoczeniu jednobiegunowych, osłoniętych torów wielkoprądo
wych, w prostych układach torów, może być wyznaczane analitycznie. W układach złożonych 
wyznacza się je  metodą analityczno-numeryczną.

Metoda analityczna polega na wyznaczaniu natężenia pola magnetycznego pochodzenia 
zewnętrznego i f ew, tzn. wytworzonego przez prądy sąsiednich przewodów fazowych, 
natężenia pola własnego U *1 wytworzonego przez prąd własnej fazy oraz natężenia pola 
magnetycznego tzw. oddziaływania zwrotnego H°z prądów wirowych indukowanych w 
osłonie rozpatrywanej fazy przez natężenie pola magnetycznego H zew pochodzenia 
zewnętrznego. Wypadkowe natężenie pola magnetycznego w otoczeniu rozpatrywanej fazy 
jest superpozycją wymienionych natężeń pól magnetycznych. Natężenie pola magnetycznego 
H01 wyznacza się po uprzednim rozwiązaniu skalarnego, dwuwymiarowego równania 
Helmholtza dla gęstości prądów wirowych indukowanych w osłonie, zastosowaniu równań 
Maxwella i rozwiązaniu skalarnego, dwuwymiarowego równania Laplace'a dla natężenia pola 
elektrycznego w otoczeniu osłony. Muszą być przy tym spełnione określone warunki 
brzegowe, dotyczące ciągłości składowych stycznych i normalnych (jir = 1) całkowitego 
natężenia pola magnetycznego na powierzchniach granicznych.

Metoda analityczno-numeryczna bazuje na aproksymacji logarytmicznego potencjału 
magnetycznego funkcją kształtu daną funkcjami standardowymi. Wtedy wykonuje się 
analityczną operację różniczkowania tych funkcji standardowych, otrzymując funkcje kształtu 
Fx(X) i Fy(X) dla pochodnych potencjału, czyli dla składowych Hx(X) i Hy(X) natężenia pola 
magnetycznego. Funkcje Fx(X) i Fy(X) są  dane przez kombinacje funkcji standardowych, co 
daje analogiczne korzyści przy obliczeniach numerycznych jak te, wymienione w punkcie 3 
niniejszego rozdziału, występujące przy obliczeniach potencjału magnetycznego. Umożliwia 
to wyznaczanie natężenia pola magnetycznego w dowolnym punkcie X (x,y)eR 2.

W układach trójfazowych torów prądowych wypadkowe natężenie pola magnetycznego 
jest polem eliptycznym. Dlatego też za największą wartość skuteczną natężenia tego pola 
należy brać wartość skuteczną dużej półosi elipsy pola wirującego, co nie jest równe 
pierwiastkowi sumy kwadratów odpowiednich modułów składowych natężenia pola. 
Zaproponowany w pracy algorytm wyznaczania tej wartości największej natężenia pola
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magnetycznego, z uwzględnieniem geometrii Gaussa, minimalizuje ilość operacji 
matematycznych biorąc za punkt wyjścia składowe zespolone Hx(X) i Hy(X). Może on być 
dołączony do dowolnego algorytmu obliczeniowego natężenia pola magnetycznego 
spolaryzowanego eliptycznie.

Porównujące obliczenia natężenia pola magnetycznego dla trójfazowego tom 
wielkoprądowego z izolowanymi osłonami wykazały, że wartości tych natężeń w wybranych 
punktach otoczenia toru obliczone metodą analityczną nie różnią się więcej niż o ± 0,5% od 
odpowiednich wartości otrzymanych metodą analityczno-numeryczną. Dla takiego samego 
toru trójfazowego porównano również wartości natężenia pola magnetycznego otrzymane 
metodą analityczno- numeryczną z wartościami otrzymanymi za pomocą programu FLUX2D, 
wykorzystującego metodę elementów skończonych; odpowiednie wartości nie różniły się 
między sobą więcej niż o ± 0,2%.

6. W przypadku układu Nc ferromagnetyków logarytmiczny potencjał wektorowy wytwo
rzony przez zastępczy wektor gęstości liniowej prądu z  (zastępczy okład prądowy), określony 
na konturze T ferromagnetyka, jest aproksymowany funkcją kształtu G(X) wyznaczoną 
analitycznie i wyrażoną funkcjami standardowymi. Aproksymacji tej dokonuje się po 
uprzednim podziale konturu T na N r  odcinków elementarnych, dla których przyjmuje się 
stałą wartość gęstości liniowej prądu r„ . Poprawność otrzymanego rozwiązania sprawdzono z 
twierdzeniem o przejściu granicznym pochodnej potencjału warstwy pojedynczej. W tym celu 
obliczono pochodne Gx(X) i Gy(X) funkcji kształtu G(X). Pochodne te również wyrażono 
poprzez kombinację funkcji standardowych. Z twierdzenia o przejściu granicznym otrzymano 
równanie całkowe Fredholma drugiego rodzaju o jądrze słabo osobliwym dla gęstości 
powierzchniowej prądu przewodzenia J  dla X (x,y)eS  i gęstości liniowej prądu r  dla 
X(x,y)eT. Z tego równania całkowego, przy aproksymacji potencjału magnetycznego 
generowanego przez gęstość liniową prądu r, otrzymuje się układ Np  równań algebraicznych 
z niewiadomymi xn. Razem z równaniami algebraicznymi otrzymanymi z równania 
całkowego dla gęstości prądu przewodzenia otrzymuje się układ N c ( N j + N r ) równań 
algebraicznych, z których wyznacza się gęstości prądu J  i r  oraz impedancje Sip. Wtedy też 
potencjał magnetyczny zostaje wyznaczony w dowolnym punkcie X (x ,y )e1ł?.

Wykorzystując uprzednio wyznaczone pochodne G JX) i Gy(X) funkcji kształtu G(X) oraz 
pochodne Fx(X) i Fy(X) funkcji kształtu F(X) wyznacza się natężenie pola magnetycznego w 
punkcie X(x,y)e  R2.

7. Zaproponowana w pracy metoda analityczno-numeryczna wyznaczania natężenia pola 
magnetycznego w otoczeniu jednobiegunowych torów wielkoprądowych może być stosowana 
dla torów płaskich, jak  również dla torów o innej konfiguracji przewodów fazowych i osłon, 
np. dla torów jednobiegunowych ułożonych w  wierzchołkach trójkąta równobocznego. 
Można j ą  również stosować bez dodatkowych uzupełnień dla trójbiegunowych, trójfazowych 
torów osłoniętych (przewody fazowe we wspólnej osłonie), jak również dla torów, w 
otoczeniu których mogą znajdować się płyty przewodzące lub płyty z ferromagnetyków.

Przeprowadzone obliczenia numeryczne wartości natężenia pola magnetycznego 
potwierdzają fakt jego redukcji w przypadku istnienia w osłonach prądów powrotnych. 
Jednocześnie stwierdza się, że o wartościach tych prądów i w konsekwencji o redukcji 
natężenia pola magnetycznego decydują przede wszystkim wartości impedancji Zm, 
zwierającej osłony między sobą. Doziemienie już zwartych między sobą osłon lub ich 
połączenie z płytą przewodzącą (z wyjątkiem toru jednofazowego) nie wpływa w sposób 
istotny na wartości natężenia pola magnetycznego w ich otoczeniu.
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Wyniki pomiarów natężeń pola magnetycznego wykonane dla osłoniętego toru 
jednofazowego nie różniły się więcej niż o ± 8% od wyników otrzymanych z obliczeń 
numerycznych.

8. Na podstawie przedstawionych w pracy metod wyznaczania rozkładu gęstości prądu 
J(xy)  w dowolnym punkcie oraz rozkładu natężenia pola magnetycznego H (xy)  w 
dowolnym punkcie A foyJeR 2 będzie można w następnej kolejności obliczać;
. siły elektrodynamiczne, działające w  torach wielkoprądowych, 

straty mocy czynnej w przewodach fazowych i osłonach, 
rozkłady temperatur w przewodach fazowych i osłonach.

9. Za istotny autorski wkład do rozwiązania przedstawionej w pracy tematyki można 
uznać:

sformułowanie równań całkowych dla odosobnionego przewodu i ferromagnetyka oraz 
dla układu Nc przewodów lub ferromagnetyków z wprowadzeniem jednostkowego 
spadku napięcia,
opracowanie metody analitycznej wyznaczania logarytmicznego potencjału magnetycz
nego dla przewodów rurowych,

• analityczne wyznaczenie impedancji własnej odosobnionego przewodu rurowego oraz 
impedancji własnych i wzajemnych układów współosiowego i niewspółosiowego dwóch 
równoległych przewodów rurowych z uwzględnieniem zjawisk nakórkowości i zbliżenia, 
konstrukcje schematów zastępczych różnych układów torów wielkoprądowych w celu 
obliczania prądów powrotnych,
aproksymację logarytmicznych potencjałów magnetycznych generowanych przez gęstość 
powierzchniową prądu przewodzenia i gęstość liniową prądu Ampere'a poprzez 
analitycznie wyznaczone funkcje kształtu F(X) i G(X) ,
aproksymację pochodnych logarytmicznych potencjałów magnetycznych generowanych 
przez wymienione gęstości prądu poprzez analitycznie wyznaczone funkcje kształtu 
odpowiednio Fx(X) i F /X )  oraz G„(X) i Gy(Xj,

• aproksymację gęstości prądu funkcjami sklejanymi,
algebraizację równań całkowych poprzez wprowadzenie funkcji kształtu,

• opracowanie metody analityczno-numerycznej wyznaczania impedancji własnych i 
wzajemnych układu N c  przewodów i układu N c  ferromagnetyków,

• analityczne wyznaczanie natężenia pola magnetycznego w otoczeniu jednobiegunowych, 
jednofazowych i trójfazowych (o osłonach izolowanych) torów wielkoprądowych,

• opracowanie metody analityczno-numerycznej wyznaczania natężenia pola
magnetycznego w dowolnych układach jednobiegunowych i trójbiegunowych torów 
wielkoprądowych łącznie z układami torów z płytami przewodzącymi i płytami z 
ferromagnetyków,

. opracowanie algorytmu obliczeniowego największej wartości skutecznej natężenia
eliptycznego pola magnetycznego w  otoczeniu toru wielkoprądowego, 
obliczenie natężenia pola magnetycznego w otoczeniu wybranych, najczęściej 
spotykanych w praktyce, układów torów wielkoprądowych,
wykonanie pomiarów sprawdzających natężeń pola magnetycznego w otoczeniu 
jednofazowego, osłoniętego toru prądowego dla różnych sposobów połączenia jego 
osłony - osłona izolowana, połączona z przewodem fazowym, połączona z równoległą 
p ły tą przewodzącą na jej końcach oraz połączona dodatkowo z p ły tą w punkcie 
pośrednim.
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ZAŁĄCZNIKI

Z l. Całki określające funkcję kształtu Fps(x,Yj,sJis,YpS)

Całka /3 ma w rozwiązaniu: 

•  dla A3 < 0

1
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' 4 a } 2 A,

ln

+ A ,\ + a ,
/42 -

2.4

1 4  + ^2 + i43|

M3

- - 2  a2 +

i a ,A 2 —2a 2A2 \ 4 A i A 3 A
-  4 A lA3 -  A j  1 \  ? - — arctg —----------------

2 A:

dla A} = 0 wykorzystując, że
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(Z l.l)

(Z l.la )

(Z l.lb )

(Z l.lc )

Całka /4  jest tego samego typu co całka /3; wystarczy zatem zastąpić w (Z l .l)  i (Z l.lc )  
A3 przez Aą, a\ przez as, 02 przez a6, A 1 przez A4, ^2 przez A s i A3 przez ^ 6. W 
rozwiązaniu otrzymuje się:
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dla a, + a,j = O
U l  Ul
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Całka / 7  jest tego samego typu co całka 4 ; zastępując a\ przez a5 oraz a 
otrzymuje się, że

\2
zl 7= - 4 (a5a 4 - a 6a3) <0

i w rozwiązaniu otrzymuje się: 

•  dla Ay < 0

U  = - ^ - a 3 + a 4 I a rc tg
a 5 +^6 a 3 (a 5fl4 ~ a 6fl3)

2 (a 5 + a 3 )«3+«4

i(a 5a 4 - f l 6a 3)2 _ (a5 + a 6)2 +(fl3 + a 4)2 a 5fl4 - a 6a 3 
\2 111 „2 , „2

2(^5 + fl2)

«33 a j + a j + 3 a ja 3a l - a j a j a3 + 2 a5a 6a 4 [ a j - a j )

a j + a j 2

■ 2----- 2
l«5«4 - fl6«3|

+ a 4 + a 5a 6 + a 3a 4

• dla A i= 0

h = ' - a 3 + a 4 arctg
a 5 + a6

a3 + a 4

dla a, + a,y = 0

U-l Uc
/7  ----- 2“  a rc tg ------ •

(Z1.4c) 

przez «6 

(Z1.5)

(Z1.5a)

(Z1.5b)

(Z1.5c)

- 183 -

Z2. Całki określające funkcję kształtu Fpj k ( x ,Y ps, Y Jps, Yps) 

W rozwiązaniu całki / 3 otrzymuje się:
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Całka I4 - wzór (3.10%) jest tego samego typu co całka / 3; wystarczy zatem zastąpić w 
(Z2.1) i (Z2.1a) A 2 przez A , - wzór (3.106), a\ przez a$, a2 przez a6,A t przez A4, A 2 przez A5 

i A 3 przez A6. W rozwiązaniu otrzymuje się:

• dla A , < 0

U = ^ r \ [ \ a 5 + ^ a f> |ln |ył4 + ^ 5 + / l6| +
a lj I A 3

— Aą
+ —  - a 6 -

2 A. 6

3A.A< +12 A4A. - 4 A j - 6 A j

A5(3A4A6 - A j )  i A j - 2 A 4At
Cle 1

18^,2
-a , +

6A1 4 A j
•ln

21[4 A j  A j ~ 5 A 4A jA 6 + A$ )la5 +3A4A5{(4 A4A6 - A j ) la6

6 a U 4̂A4A6 — A j

\a4 + a s + a 6 

N
\

arctg—
2 A6 + As

(Z2.2)
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• dla A  j = O 

1
h  ~ 2

a kj

1 1 I.- a ,  + — ac ln AA 1 +
2 A,

3A4A5 + \2 A 4Ak - 4 A \ - 6 A ]

A ~  A a 6 2
2 A*

As (3A4A6 - A ? )  A 2 - 2 A 4Ą

6 A l
a<+-

4 A l

l&A2

ln
2 A4 + As

2 [4A 24A 2 - 5 A 4A 2A6 + A a5 ]“s

3A 24As [4A4 + A5)

Całka I5 - wzór (3.109c), po podstawieniu (3.103), wyraża się wzorem:
1

1
h  = 2 j ( / - / 2) 4  = T  ■

Wprowadzając

A s = - J a 3  { a l a 4  ~ a 2 a i )

A l6 = ~ a 4 (ata4 -  a2a3)

An  -  a 2 + a \

A t  = 2 ( a , a 2 + a 3a4)

j4.\q — Q~) +  G a

oraz

d  3— - 4 A l7 A l 9  a2 a i )  - 0

ze wzoru (3.109d) oblicza się całkę I 6:

•  dla A 3 < 0

76 = — 11 T a 3+^r«4 K < %
Ül,

a\ + a 2 A s A l  +  ^ 1 6 ^ 1 7  ~  ^ 1 5 ^ 1 8
a , + a 4 2A,

A  5^1$ ~  A 5A 1 A 9 ~  A é A l A î  Jn ( a l + a 2 )  + ( f l 3 + a 4 )
2 At a \ + a 24

3Al5Al7AiSA l9 - 2 A I6AI27Aig -  Ą15a Ig -  Al6Al7A 2g

■ arc tg
2(^2

A ^ 3

3

+  a j  +  a ia 2 + a 3^4) J ’

(Z2.2a)

(Z2.3)

(Z2.4)

(Z2.4a)

(Z2.4b)
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• dla A 3 =  0

2_ ( 1 1

3 kj/6=^rU a3+I a4|arctg
a, + a 2

a 3 + a4
(Z2.4c)

Całka /7 - wzór (3.109e) jest tego samego typu co całka 76; wystarczy w  podstawieniach 
(Z2.4), (Z2.4a) i rozwiązaniach (Z2.4b) i (Z2.4c) zastąpić a\ przez as oraz ai przez a^. Wtedy 
też nowe współczynniki

^24 = j a 3(a 5a 4 ~ a(,al )  

A s  = ^ a Ą(asa4 - a 6a3)

A i  ~ a5 + a3

A i  = 2 ( a 5« 6  +°3a4)

A »  -  a6 + a4

(Z2.5)

oraz

A 4 _  A l ~^A(,Ai -  ^{aSa4 ~a6al) -  o  • (Z2.5a)

Ponadto zastępując w rozwiązaniach (Z2.4b) i (Z2.4c) A15 przez A24, A!6 przez A25, A n  
przez A26, A u  przez ̂ 27 i A 19 przez ̂ 28 otrzymuje się:

•  dla A 4 < 0

a.,
/ 7 = ^ H  11  fl + 1  fl ] a r c t g + 6 ~ ^ 27

7 ’2 ' U  3 2 4J ë a 3 + a 4 2A 226

A24A 7 A aA ^ A s -  A s A ę A i  n̂ (a s + a ę )  + (a 3 + a 4)
2 A26 «6 +Û42

3A24A26A27A2g 2A2SA26A28 ~ ^ 24^27 ~ ^ 25̂ 26^27

^ 2 6  4

• arc tg
2 (a2 +a42 +a5a6 +a3a4) j (Z2.5b)

dla /1 4 = 0

/ 7 = ' + Y a4 | arctg
+ g6 

a , + a .
(Z2.5c)



- 186 -

Z3. Pochodne f 3x, f 3y, funkcji kształtu Fps{ x )

Po wykonaniu operacji różniczkowania funkcji kształtu Fps(X) otrzymano następujące 
funkcje fiy, ...,fjy :

dla A  3 < 0

( a ,  +2a2)(aiy +ajy) - a iJy)

Af3x(x ) = - ^ 2 ] - aiky In Ml + Ą + A 31 - -  ą + a '2 + a 3 ' + ' ' “  + 2a.*v -'iky

a, f /  \ / V] ( ^ 2a /*v 2 a 2(a jky a ljyjj
■ ^ r [ 4  K  + % yj + 2 K  "  + --------------- ^ ----------------

Ml + ^ 2 + ^3|
I n - - - - - - - - - i— ;- - - - - - - - +

( 2 Ą A 3 - A 22) V
2

( U  + 4> + A 3)(a iy + aiky) - A 3(aiy + a ^ ) )

4 A t ' ^  2A, (y4, + A 2 + A 3) ^3

(2 A i(a,y +  a,ky) +  A 2 (a lky — aijy ) )  { a tA 2 - 2  a 2 A, )

y/4A tA3 - A

-  y] 4 A {A 3 -  A
a l i^iky a,jy )  ^

A t

arc tg
V  4 A j A 3 A 2 ( a\A2 2 a 2 - ^ i )

2 A 3 +  A 2 4A?A3

il2Ai(% +alky)+ A 2(aiky- a IJy)] (2A3 + A2) - ( 4 A tA3 -  A 2) (2aiy +aiky +al]ŷ

(A , + A2 + A3)

(Z3.1)
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fiy(X) = aikx ln M i  +  A2 + A31 -
(<Z| +  2 d 2 )^Cljx +  <2yX)  &\[a ikx a ijx)

Aj + A2 + Aj
+ 2d ikx

t , , / \i (A2 aikx 2a2 a,yj)) Mi + ^ 2 + ^ 1  ,
[ 1 + a ikx) + A2 — Ctjp jj + 2 ^  1^ |

(2A ,A 3 -  A2/
\

a 2 2 ( M i  +  4 > +  +  oikx) -  +  «/,*))

4 A>
t  G"i

2 2 ^ 1  J M l + ^ 2  ^  -^3) ^ 3

+  a ^ )  +  A2[aiicc aijx j  j  ^axA2—2u2A^

J 4 A 1A3 — A

-■J 4A {A3 -  A
f  a  1 (alkx dijx) + Aidjfa j

A t

arc tg
^  4  A  j A  ̂  — A 2 (p \A 2 — 2 o 2 A ^

2 A3 + A2 4 A \A 3

( [ 2 / < i (aa + aikx) + A2(aiix - a j ]  (2 A3 + A2) - ( 4 A ,A 3 -  A ^ )(2 a /X + alkx + a j )
A\ + A2 + A3

(Z3.1a)

• dla A 3= 0

[2AXA3 - A \ ] 4^1
i i

2 A \ 102 AA 1 J 2A X + A 2)
j

(Z3.1b)
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f M  = — I - “ibc ln | Aą + A§ + A 6
(a 5 "*■ )  (a i/x a ix )  a ijx

A4 + A S + A6 +  2 a i b ~

a5 i \ (a $ aikx + 2a6a jx )
- j r [ A4aa - A 5a iJX)+  — ln

IA4 + A5 + A61

( lA 4A6 -  A j )  As

5 4A4 2 Ал A4 + a 5 + A6

[(a4 + A S + A6) аы -  A6(aa + aJX

\2A4a ix A$ciÿx j (a^A$ — 2ü ^A4) / r- ( a ^4 /̂fct)
I ............... T -----------------T 2 -------------- Ч и л - л   T 2 -------

у] 4 A4A6 — As 4 4

•arc tg
V Aę ~ A\  (a 5A5 ~ 2 a i A4)

2A 6 + As 4 A 2A6

1 { 2 A^Ujx j (2 a 6 + a 5) -  (4 A4 Aß -  A52) ( 2 a  a  + a ijx ) П
A4 + A S + A6

• dla 4= O

f 4x{X ) = — \ - a iky\n A4 1 1 +
(^5 2&ь ) cijjy Û5 ci у

2a<
[AąO^ -  Asajjy) +

2A 4

{Asa ,ky + 2 a 6a jy )

2A4 + As
■ +2 uiky

ln
2A 4 + As

(2A4A6 - A 2) a 5 4 ^ 4  djjy j
' Ï  +  Clf.

2  a 24 a 4 J A s { 2 A 4 +  A 5)  j

h y ( X )  = ~ y \ - aikx\n А л\1  +
2 A .

- 2
(as + 2a6) a ÿx аь а,

2А4 + Aj
• +2 а,.

2л5 / \ ( А^а:tx + 2а^а^х \
— — [А4ай -  AsaJX J + ---------- ----------- In

2 А4 + А5

( 2 A 4 - Ą 2)
\

Л5 4 A4 ajjx j

2^4 ' Й6  Л a 4 j A${2A4 + A5) j

(Z3.2a)

(Z3.2b)

(Z3.2c)
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•  dla Л ń< 0

h M )  = — \
a ik

-Д ,fa arc tg
a x + a2

a 3 + a4

j a 3 + a4 j  [(a, +a2)a ikx~(a3 + a4)alky] ^  ^

[(a l + a 2)2 + (a 3 + a 4)2] 2 {а 1 + аз)

« i(« i«4 -  a2a i)[a \a ihc~ а за иу) ( ( a i+ a 2) + («3 + «4) ) а ^ а ^  - а 2а 3)2 

( a f + а 2)2 «2 + û < + K - 3 2)2

[(a, + a 2 + a 3 + a 4) ^/fa ](a f + a 2 - (a 1 + a 2) 2 + (a 3 + a 4) ] ( a 2 a iky +  a 4 a ik x )

[( ^ i + a 2)2 + (a 3 + a 4)2] (a2 + a 2)

[ ( a 3a iky - f l la , f a ) l a l a 4 - Д 2 а з 1 - ( а 1а 4 ~ а 2а з ) | ДЗа ^  - a \a ikx\

2 ( ^ 0 4  -  a2a 3 ) 2

[a 33 (al + a l )  + 3a^a3a l - а ^ а ^ а 3 + 2 a xa2a4{a2\ - a 32)] a {a4 - a

{a i + аз )2 V “ 4 "

2 3

( - 2 a 33 (a2ajky + a4aikx)~  6a2xa3a4aikx + 2 a^a2a3aiky - 2 (a,2 - a 32)a i(a4a #  + a 2a,fa))

(a 2 + a 2)2

• arc tg
|a , a 4 - a 2a 31 а ,а 4 - a 2a3

a \ + a \  + а ,а 2 + a3a 4 J - Ą  

[ a 3 (a \  + а 4 ) + За,2а 3а 4 - a j a l a 3 + 2 a ,a2a 4(a 2 -  a 2)] 

(a i + аз )2

ö3a iiv a la /fa| (a2 + a i + a ,a 2 + a 3a 4 +1 a ,a 4 - a 2a3\ 2 a2atky + 2 a 4a ijb: a^cijky + a 3a,fa j]

((a2 + a4 + a ,a2 + a 3a4 2 + (a ,a4 - a 2a 3)2

(Z3.3)
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2 I a , + a2
/ь Л х ) = ~ т \ а1ь  arc tg a3 + a4

—  a, +a.

| ( a i + а г ) 2 + ( f l 3 + f l 4 ) 2 ]
2 (a,2 + a 32)

a\{a \a4 - a 2a3) (a, aiky+ a3a ihc , (a l + a2. 2  + a 3 + a4 2 a \ a ,a 4 - a 2a 3) 2

a 2 + a 32 2 a2 +a4 {ai + аз )2

[(a3 +a4)aiky - a , + a 2) a itar] (af + a4 - ( a , + a 2) + ( « 3 + a4
1 [ a 4 a iky a 2^ ik x  )

1( a i + a 2)2 + (a3 + a 4)2] (af + a4

[ (a ,a% + a3a ikx) \a la4 - a 2a 3\ - ( a la4 a2a3) \ a xaiky + a 3a,fa |]

2 ( « i « 4  - ö 2 « 3 ) 2

[o3 (a2 + a 4 ) + 3 a ,a 3a 4 - a , a 2a 3 + 2 a 1a 2a 4(a 2 - a 2)] a la4 - a 2a 
■    -r J- + ----- 1

(*?+»?)■ ■\l ~ A

( 2 a 33 a 4a iky a 2 a ikx + 6a2a3a4aiky +2 a 2a2a3 « , fa  + 2 ( * ? - « 3 2 ) a i a 2 a ,ky ~ a 4 a ikx) ) 1
( a 2 +  a 3 2

■ arc tg
|a ,a 4 - a 2a 3| a ,a 4 -  a 2a 3

a 2 + a 4 + а ^ г  + a 3a4 V _ 4>

[ a 3 (af + a 2) + 3a,2a 3a 2 - a f a 2a 3 + 2 a ,a 2a4(a,2 - a 2)] 

(a 2 + a f  )2

a \ a iky + a 3û/fa| ( a f + a 2 + a ,a2 + a 3a4 - а,а4 - a 2«з| (2 a 4 a iky 2 a 2a ikx a \ a ikx + а 3а ^ | |

af + a 4 H -a ^ + а3а4 2 + а,а 4 ~ а2аз)

(Z3.3a)

•  dla zl й= 0

/ « , ( * ) - - a to arctg
d\ +a2

[ ( а ,+ в 2) а ; ь - ( а 3 + û4)a itv]

a3 +a4
[(•. + а 2)2 + (а3 + а 4)2

(Z3.3b)
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/ * ( * )  = —

• dla А 7< О

a ^ a rc tg а \ + а 2
а 3 + а 4

j a 3 + a 4j  [(а, + а2)а 1ку +(а3 + a 4)eto ]

[ ( a ,+ a 2) 2 + (a 3 + a 4) 2]

(Z3.3c)

f u ^ )  = - T \ - a ikxwtc tg
а5 + а 6

а3 + а 4

~ Т а З + а 4 - С » * * ) « » ]   ̂ . « „ J

[(а5 + а 6)2 +(а3 + а 4)2] 2{as + а з)

as (asa4 - a 6a3)[a5al b - a 3a ^ )  (а5 + а6)2 + (а3 + а4)2 а5(а5а 4 - а 6а3)2

( а 5 + а з ) 2 П  ^  +  ( а 5 +  ° 3  ) 2

[ [ ( « S  + а б ) а ,ку + ( « 3  + « 4 )  а , к * \ { а 1  + û 42 ) - [ ( û 5 + « б ) 2 + ( а 3 + а 4 ) 2 ] (« 6 « ,* у  + « 4 Ö f a )

[ ( а 5 +  « б ) 2  +  { а 3  +  « 4  ) 2  ]  ( а 6  +  « 4  )

[ ( f l3 “ iky - < * Ь < * Л х ) \а Ьа 4 - Д б Д з | ~ ( а 5Д4 ~  a 6a 3 , ) \ a 3a iky ~<*S  “ ik 

2 ( а 5а 4 - Д 6а з ) 2

[а \ (^6 + а 4) + Зй52а 3а 42 - а 25а 26а3 + 2 а5а6а4(а 2 - a 32)] asa4 - a 6a 3 

( а |  + а \  )2 V - A

( ~ 2 а з (a 6a iky + “ 4a ,k x )- (> a 2s a3a 4a ,kc + 2 а 1 а ьа 3а ,ку ~ 2 ( f l 5 - Q 3 2 ) f l 5 ( a 4fl, ty  + Q 6 f l / fa ) j

(°5 +<2з)

• arc tg I а 5а 4 _  а 6 а 3 I a 5a 4 — а 6а 3

О б +  а 4 +  û 5a 6 +  а з а 4  V “ A

[а 3 а6 + а] + За}а3а] -  а]а] а 3 + 2  a 5a 6a 4 (а 5 - а 32)]

а5 + аз , 2

^3 a iky &S üikx j (^6 +  a 5a 6 + a 3a 4 asa4 -  «б^З 1(2  а^и + 2 a4ajhc + а ^а ^  + а 3а ,^ | |

(
[ a l  +  a 42 + a 5a ć + а 3а4 2 + {asa4-Û6Û3)2

(Z3.4)
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aikyarCtg
a 5 + a 6

a , +a4

-a-, + a. S * ^ v W ł J  < .,(е д »  + <ВДи)

(a5+ a 6)2 + (a 3 + a 4)2 г ( а5 + а з)

« 5 a}a4 -  a6a3)(asaiky + a3aihc а 5 + а 6 2 + a 3 +  °  4  ) 2 в 5 ( asa4 - a 6a3 2

[ a 5 +  a 3 2
luln

( e s  + « з 2 ' 2

f [
(a3 + a4

f l * b - - ( e s + e * - û r t x ] ( a 6  +  a 4 - I ( « 5  +  ^ 6 , 2 + f l 3 + ü 4 2 ^ 4  ̂ i k y  a l , a , b  j

1
(as +a6)2 + (a 3 + a 4 ) 2 ] ( * < î+ « ï )

J [üfltky + a3aib] \asa4 ~ аьаз\ - ( a 5a4 ~ a6a3, 1 a5 aiky + a3 aikx 1

2 (a5a4 ~ a6a3)

И {a t+ a ï) + 3a]a3a] -  a]a]a3 +2 a5a6a4 a \ - a \ ) 1 . aia4 -  a6a3
(a2 + a 2) ' V’- A ,

(2«з3 a4 a iky ~  a 6a ikx + 6 a ja 3a4aiky + 2  a 2a6a3a,fa + 2 1 4 - 4 ) a5 ^ ( f lïk y  ^ 4 ^ ik x  j ) 1

1 4 * 4 )

I а 5а 4  - « 6 « 3 | Д5а4 °(Ръ■ arc tg  —5——f—-----—̂ — —
а6 +а4 + а5а6 + а3а4 J - A ,

U \ k 2 +*42)1 + За52а3а4 -  a \a \ a3 + 2 a5a6a4|W - î ) l
11 4 * 4 ) Г

5̂̂ iky Ojflikx j( 4 * 4 + asa6 + a3a4
- ° 5 a 4 -  « 6 « 3  1 ( 2  а4а^ 2 ^6 Oikx ^̂ ikx +  a ia ,iv)'

[a] + a l +asa6+a3a4 2 + asa 4 ~ a ba3 2

(Z3.4a)
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dla A  7= O

/7*00 = -  aikx arctg
+  a  [ y « 3  + a 4 j  [ (« 5  + a i ) a ,kx - ( « 3  + a 4 ) a lk y \

03+04 |( a 5 + fl6)2 + (a 3 + a 4)2

f 7y ( X )  = Ą - \ aiky arctg
a + a  '  ( y 0 3 * « 4]  [(«5+ fl6)0/,i>.+(ö3+04)«/fa]

a-. + a .
[( « 5  + « ń ) 2 + ( « 3  + a 4) 2

(Z3.4b)

(Z3.4c)

POLE M AGNETYCZNE W  OTOCZENIU JEDNOBIEGUNOW YCH  
O SŁO NIĘTYC H  TORÓW  W IELKOPRĄDOW YCH

S t r e s z c z e n i e

W pracy przedstawiono zagadnienie wyznaczania natężenia pola magnetycznego w otoczeniu 
jednobiegunowych osłoniętych torów wielkoprądowych. Rozważania dotyczą torów jednofazowych oraz 
płaskich torów trójfazowych. W pobliżu tych torów mogą znajdować się niemagnetyczne płyty 
przewodzące lub ferromagnetyki. Pole magnetyczne wyznaczono w środowiskach o niejednorodności 
elektrycznej i magnetycznej. W przypadku torów trójfazowych rozpatrzono wpływ zwarć osłon między 
sobą oraz z ziemią na pole magnetyczne w otoczeniu takich torów.

Praca obejmuje następujące zagadnienia:
• równań całkowych układu Nc przewodów równoległych (rozdział 2) lub ferromagnetyków (rozdział 6),
• magnetycznego potencjału wektorowego układu Nc przewodów równoległych (rozdział 3) lub

ferromagnetyków (rozdział 6),
• impedancji układu Nc przewodów równoległych (rozdział 4) lub ferromagnetyków (rozdział 6),
• pola magnetycznego w otoczeniu osłoniętych torów prądowych (rozdział 5) oraz w środowisku o

niejednorodności elektrycznej i magnetycznej (rozdział 6).

Zagadnienia te są analizowane metodą analityczną i metodą analityczno-numeryczną.
Posługując się metodą analityczną, bazującą na równaniach Poissona i Laplace’a dla wektorowego 

potencjału magnetycznego, wyznaczono analitycznie impedancję przewodu rurowego, koncentrycznego i 
mekoncentrycznego układu dwóch rurowych przewodów równoległych z uwzględnieniem zjawisk 
naskórkowości i zbliżenia. W szczególności wyznaczono impedancje wzajemne wymienionych układów 
przewodów. Następnie wyznaczono całkowite impedancje przewodów fazowych i osłon trójfazowego, 
jednobiegunowego toru wielkoprądowego. Metodą analityczną wyznaczono również natężenie pola 
magnetycznego w otoczeniu jenofazowych i trójfazowych, jednobiegunowych, osłoniętych torów 
prądowych.

Zastosowana metoda analityczno-numeryczna polega na aproksymacji wektorowego potencjału 
magnetycznego funkcjami kształtu i sprowadzeniu układu równań całkowych Fredholma drugiego rodzaju 
z jądrami słabo osobliwymi do układu równań algebraicznych z niewiadomymi gęstościami prądu w 
trójkątach, na które dyskretyzowano obszar przewodzący (punkt 3.3.2.3) lub w wierzchołkach tych 
trójkątów (punkt 3.3.3). W przypadku przewodzących ferromagnetyków wprowadzono funkcję kształtu 
dla potencjału magnetycznego generowanego przez gęstość liniową prądu, dyskretyzując kontur 
ferromagnetyka odcinkami, na których przyjęto, że gęstość liniowa prądu jest stała (punkty 6.1 i 6.2). 
Powyższe dyskretyzacje umożliwiły numeryczne wyznaczenie impedancji układu Nc przewodów 
równoległych, jak również układu Nc przewodzących ferromagnetyków. Następnie wprowadzono funkcje 
kształtu dla pochodnych wektorowego potencjału magnetycznego, co umożliwiło numeryczne wyznaczenie 
natężenia pola magnetycznego w otoczeniu jednobiegunowych, osłoniętych torów wielkoprądowych 
(punkty 5.2 i 6.4)

W rozdziale 7 przedstawiono przykłady obliczeń pól magnetycznych w otoczeniu wybranych układów 
jednobiegunowych, osłoniętych torów wielkoprądowych. Szczególną uwagę zwrócono na wpływ zwarć 
osłon między sobą oraz z płytami przewodzącymi na wartości natężeń tych pól.

Pracę zkończono uwagami końcowymi i wnioskami (rozdział 8).



M A G N ETIC  FIELD IN HIG H -CU R RENT ISO LATED-PHASE  
ENCLO SED BUSD UC TS SURROUNDINGS

A b s t r a c t

In the paper the question of determining the magnetic field in high-current isolated-phase enclosed 
busducts surroundings is presented. The studies concern the single-phase isolated-phase enclosed 
busducts as well as the flat three-phase isolated-phase busducts. In the proximity of those busducts 
non-magnetic conducting plates or ferromagnetic materials can be found. The magnetis field is 
determined in media with electric and magnetic heterogeneity. In the case of the three-phase busducts, 
the influence of mutual short-circuits and the short-circuits with the ground of the enclosures on the 
magnetic field in such busducts surroundings is considered.

The paper cowers the following questions:
• the integral equations of the system of Nc parallel conductors (Chapter 2) or of the ferromagnetic 

materials (Chapter 6).
• the magnetic vector potential of the system of Nc parallel conductors (Chapter 3) or of the 

ferromagnetic materials (Chapter 6).
• the impedances of the system of Nc parallel conductors (Chapter 4) or of the ferromagnetic materials 

(Chapter 6).
• the magnetic field in isolated-phase enclosed busducts surroundings (Chapter 5) or in media with 

electric and magnetic heterogeneity (Chapter 6).

The above questions get analysed by means of analytical and analytical-numerical method.
Using the analytical method, based on Poisson’s and Laplace’s equations for the magnetic vector 

potential, the impedance of the tubular conductor of the coaxial and non-coaxial system of two tubular 
conductors is analytically determined, with regard to skin and proximity effects. In particular, I 
determine the mutual impedances of the systems of conductors mentioned above. Afterwards, the total 
impedances of the phase conductors and of the high-current three-phase isolated-phase enclosures are 
determined. The analytical method is also used to determine the magnetic field in one-phase and three- 
phase isolated-phase enclosed busducts surroundings.

The analytical-numerical method applied consists on the approximation of the magnetic vector 
potential by means of shape functions and of reduction of the system of Fredholm’s integral equations of 
the second kind with weakly singular kernels, to the system of algebraic equations with unknown current 
densities in triangles the conducting area has been discretisated on (point 3.3.2.3), or in those triangles 
vertexes (point 3.3.3). In the case of conducting ferromagnetic materials I introduce the shape function 
for the magnetic potential generated by the linear current density, discretising the ferromagnetic outline 
with the segments, on which it has been assumed that the linear current density is constant (points 6.1 
and 6.2). Those discretisations allow to determine numerically the impedances of the system of Ac 
parallel conductors as well as of the system of Nc conducting materials. Next, the shape functions for 
the derivatives of the magnetic vector potential are introduced, which enables the numerical 
determination of the magnetic field strength in isolated-phase enclosed busducts surroundings (points
5.2 and 6.4).

In Chapter 7 the examples of the calculations of magnetic fields in selected systems of high-current 
isolated-phase enclosed busducts surroundings are presented. Particular consideration is given to the 
influence of the mutual short-circuits of the enclosures and of their short-circuits with the conducting 
plates on the values of those fields strengths.

The paper is ended with final remarks and conclusions (Chapter 8).




