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Wazniejsze oznaczenia

a - predko$¢ dzwieku

AB, -macierz

CFL - liczba Couranta-Friedrichsa-Levy’ego

cp - pojemno$¢ cieplna whasciwa przy statym cisnieniu
c, - pojemnos$¢ cieplna wiasciwa przy statej objetosci
e -pE

E - energia catkowita, wektor strumienia (kierunek x)
F - wektor strumienia (kieruneky)

G - wektor strumienia (kierunek z)

h - entalpia wtasciwa

H - uogo6lniony wektor strumieni, wektor zrodtowy

J - jakobian transformacji

J - predko$¢ tworzenia zarodzi kondensacji

k - stata Boltzmanna

L - macierz lewych wektoréw witasnych

L - ciepto utajone, lewy wektor wiasny

| - droga mieszania

Is - droga swobodna

M - liczba Macha

n - wektor normalny

p - cis$nienie

Pr - liczba Prandtla

Q -wektor zmiennych zachowawczych

Q\,Qi,Qi - wartosci opisujgce faze cieklg

R - macierz prawych wektoréw wiasnych

R - stata gazowa

r - promien kropli, promieA

r - promien krytyczny

Re - liczba Reynoldsa

S - funkcja ograniczajaca

S - przesycenie

t - czas

T - temperatura

U, Vv, w - sktadowe predkosci w uktadzie bezwzglednym
u,v,w - sktadowe kontrawariantne w uktadzie bezwzglednym
U'.v.w - sktadowe kontrawariantne w uktadzie wzglednym
W - wektor zmiennych charakterystycznych

X.y.z - kierunki w kartezjarniskiego uktadu wspétrzednych
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Wazniejsze oznaczenia

- nieréwnowagowy stopien wilgotnosci
- wspotczynnik Scisliwosci

- wspotczynnik

- wspoOtczynnik

- przechtodzenie

- kierunki transformowanego uktadu wspétrzednych
- wyktadnik izentropy

- warto$¢ witasna

- macierz wartosci whasnych

- lepko$¢ dynamiczna

- gestosé

- naprezenie powierzchniowe

- naprezenie

*predkos¢ katowa, wirowosé

- wielkosci w krzywoliniowym uktadzie wsp6trzednych
- odlegto$¢ bezwymiarowa od Scianki

- parametry catkowite

- wielko$¢ w uktadzie bezwzglednym

- gaz

- graniczny

- indeksy siatki

- laminamy

- maksimum

-minimum

- dyskretny poziom czasowy

- nasycenie

- turbulentny

- pochodna w kierunku xy,z.t,, /f,e

- sktadowa w kierunku x,...., <.

- woda, wielko$¢ w uktadzie wzglednym, $cianka
- wewnetrzny

- zewnetrzny

Rozdziat 1

Cel i zakres pracy

W pracy przedstawiono zagadnienia zwigzane z zastosowaniem metod typu ‘pod
prad” do obliczen przeptywu w ukiadach topatkowych turbin cieplnych. Adaptacja
do ztozonych geometrycznie uktadéw wigze sie z pokonaniem licznych trudnosci,
ktére w przypadku prostych geometrycznie obszaréw przeptywu nie wystepuja.
Szereg ztozonych zjawisk, jakie towarzyszg przeptywom w turbinach, szczeg6lnie w
ostatnich stopniach turbin parowych, stanowi wyzwanie zaréwno dla badan
eksperymentalnych, jak i dla numerycznego modelowania. Wydaje sie jednak, ze
badania eksperymentalne ze wzgledu na skale rozpatrywanego obiektu, jakim jest
turbina, bedg sie koncentrowaty na wycinkowym badaniu zjawisk i bedg stanowity
wazny element weryfikacji badan numerycznych. W modelowaniu numerycznym
pozostaje nadzieja na poznanie struktury przeptywu w catej maszynie wirnikowej z
mozliwos$cig szybkiej korekty geometrii kanatéw oraz poszukiwania najwigkszych
zrodet strat. Droga do osiggniecia tego poziomu symulacji jest jednak jeszcze
daleka. Podstawowe trudnosci, jakie spotyka sie w przypadku modelowania
numerycznego zjawisk przeptywowych w turbinach cieplnych, to, po pierwsze,
ztozona geometria, stanowigca trudno$¢ dla dyskretyzacji oraz dla okreslania
warunkéw brzegowych. Skiadaja sie na nig wysokie fopatki, waskie szczeliny
miedzywiericowe, ztozone ksztatty kanatéw miedzytopatkowych oraz niekorzystne
proporcje wymiarowe do konstrukcji siatek w przypadku fopatek dtugich. Po
drugie, trudno$é¢ stanowi obecnos$¢ ztozonych zjawisk przeptywowych, powigzana z
wystepowaniem przeptywu w szerokim zakresie predkosci; od poddzwiekowych
poprzez transoniczne do naddzwiekowych. Po trzecie, utrudnienie stanowi
konieczno$¢ uwzgledniania rzeczywistych wiasnosci czynnika roboczego oraz
wystepowanie dodatkowych zjawisk termodynamicznych, jak kondensacja pary
wodnej w przestrzeni miedzytopatkowej. Prace skoncentrowane wokot tych
problemoéw stanowig podstawowy zakres tematyczny niniejszego opracowania.

1 W literaturze obcojezycznej ten schemat okreéla sie terminem ‘upwind’.
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Gtoéwne cele, jakie starano sie osiagnaé, podejmujac problematyke zagadnien
przeptywowych w turbinach cieplnych, mozna sformutowaé nastepujaco:

e« opracowanie wtasnych metod numerycznych do analizy procesu ekspansji
gazu w kanatach przeptywowych turbin cieplnych ,

* pokonanie trudnosci merytorycznych i obliczeniowych we wprowadzaniu
wiasnosci gazu rzeczywistego do analizy przeptywowej,

e uwzglednienie w analizie wplywu zjawiska kondensacji, towarzyszacej
ekspansji pary wodnej w ostatnich stopniach,

e okreslenie mozliwos$ci badania struktury przeptywu w wielowiencowych
uktadach topatkowych.

Prezentowane programy i algorytmy obliczeniowe opracowywane byly przez
szereg lat. Wyniki uzyskiwane w ramach tych prac zawiera szereg publikacji
zamieszczonych w wykazie literatury. W niniejszym opracowaniu podano réwniez
rezultaty, ktére nie byty publikowane. Dotyczg one gtdwnie modelowania przeptywu
w stopniu turbiny powietrznej, analizy przeptywu na wlocie do cze$ci niskopreznej
turbiny parowej oraz procesu modelowania zjawiska kondensacji w kanatach
topatkowych w konfiguracji dwu- i trojwymiarowej. Poniewaz w Instytucie Maszyn i
Urzadzen Energetycznych Politechniki Slaskiej wykorzystywano do modelowania
przeptywu przez ostatnie stopnie turbin parowych metode krzywizny linii pradu,
starano sie stworzy¢ efektywne narzedzia uzupetniajgce i rozszerzajgce aktualne
mozliwosci analizy i syntezy.

W rozdziale drugim pracy przedstawiono podstawowy opis matematyczny
rozpatrywanego zadania mechaniki ptynéw, ktéry uwzglednia specyfike maszyn
wirnikowych poprzez wprowadzenie bezwzglednego i wzglednego ukiadu
odniesienia odpowiednio dla kierownicy i wirnika. Podano w nim podstawowe
zaleznoS$ci, opisujace przeptyw, sformutowane w krzywoliniowym uktadzie
wspotrzednych, stanowigcym punkt wyjscia do konstrukcji rozwigzania i budowy
algorytmoéw numerycznych. Waznym uzupetnieniem omawianych réwnan jest opis
konstrukcji warunkéw brzegowych, zwigzkéw zamykajgcych dla przeptywu
turbulentnego oraz réwnanie stanu.

Rozdziat trzeci poswiecony jest zagadnieniom zwigzanym z dyskretyzacja
obszaru przeptywowego. Konstrukcja i dobor siatki obliczeniowej jest waznym
elementem procesu rozwigzywania numerycznego zadarh dynamiki gazéw.
W rozdziale przedstawiono rézne warianty dyskretyzacji obszaru obliczeniowego
kanatow topatkowych oraz omoéwiono ich podstawowe cechy, decydujgce o
przydatnosci do rozwigzywania zagadnienn zwigzanych z modelowaniem przeptywu
w maszynach przeptywowych.

W rozdziale czwartym opisano numeryczne sposoby rozwigzania réwnan
zachowania. Szczeg6Ilng uwage zwrocono w nim na metody typu ‘pod prad’, ktére sg
przydatne przy analizie przeptywéw transonicznych i naddzwiekowych. Oméwiono
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kilka wariantéw tych metod i przedstawiono ich poréwnanie z punktu widzenia
efektywnosci obliczen i doktadnosci otrzymywanych rozwigzan. Zbadano
efektywno$¢ schematéw wyzszego rzedu dokiladnosci w obliczeniach ztozonych
zjawisk falowych. Przedstawiono konstrukcje schematéw numerycznych dla
zagadnien wielowymiarowych oraz do obliczen przeptywu z zastosowaniem modelu
gazu lepkiego. Szczeg6lng uwage zwrdcono na sformutowanie warunkdéw
brzegowych dla obliczen palisadowych. Uwzgledniono w tym przypadku szereg
wariantéw warunkéw brzegowych, wystepujacych przy rozpatrywaniu zaréwno
izolowanych profildéw, jak i ukiadéw topatkowych stopnia osiowej maszyny
wirnikowej. Waznym elementem procesu numerycznego rozwigzywania zadania
poczatkowo-brzegowego, decydujacym o jego czasochtonnos$ci, jest dobor
warunkow poczatkowych. Zaproponowano r6zne warianty tych warunkéw i
przesledzono ich wptyw na proces iteracyjny.

Rozwigzania pola przeptywu dla szeregu rzeczywistych konfiguracji
geometrycznych turbin cieplnych przedstawiono w rozdziale pigtym. Analizowano
przeptyw przez stopien turbiny powietrznej oraz stopien czesci niskopreznej turbiny
parowej duzej mocy. Przeprowadzono réwniez obliczenia réznych wariantow
przeptywu przez wieniec topatkowy, wykorzystujac model gazu lepkiego.
Uzupetnieniem tych obliczen jest przeprowadzenie numerycznej analizy warunkéw
przeptywu na wlocie do czesci niskopreznej turbiny $redniej mocy. Przeprowadzone
w tym rozdziale obliczenia uwzglednialy przyjecie zatozenia, ze czynnik roboczy
jest gazem doskonatym.

Rozdziat sz6sty poswiecono modelowaniu przeptywu pary wodnej w kanatach
topatkowych turbin parowych. W rozdziale tym czynnik roboczy, jakim jest para
wodna, traktowany jest jako gaz rzeczywisty. Podano zaleznosci do okre$lania
zwigzkow miedzy parametrami stanu dla pary wodnej, przydatne do obliczen
numerycznych. Wykorzystano w tym przypadku wirialne rownanie stanu. Zwrdcono
uwage na te aspekty, w ktdrych konieczne jest uwzglednienie w obliczeniach modelu
gazu rzeczywistego dla poprawnego okre$lenia przeptywu pary wodnej. Omoéwiono
wazny element modelowania pracy wiencéw topatkowych ostatnich stopni, zwigzany
z pojawieniem sie procesu kondensacji pary wodnej. Uwage skupiono na
modelowaniu  procesu kondensacji  spontanicznej.  Przedstawiono  sposob
modelowania przeptywu czynnika dwufazowego oraz podano wyniki obliczen
przeptywu z kondensacjg w kanale turbinowym 2z wykorzystaniem réznych
wariantéw modeli wzrostu i tworzenia si¢ kropli. Poddano analizie rézne aspekty
numerycznego modelowania procesu kondensacji, biorac pod uwage sposéb
dyskretyzacji obszaru przeptywowego oraz korekty modeli fizycznych. Okreslenia
struktury przeptywu dwufazowego pary wodnej dokonano réwniez dla
przestrzennego kanatu miedzytopatkowego kierownicy ostatniego stopnia turbiny
duzej mocy.

W rozdziale si6dmym przedstawiono koncepcje modutowej analizy przeptywu w
uktadach topatkowych turbin cieplnych, natomiast rozdziat 6smy zawiera
podsumowanie przeprowadzonych badan.
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Wszystkim tym, ktérzy wykazywali zainteresowanie i nie szczedzili cennych
uwag podczas wykonywania niniejszej pracy, a w szczegdlnosci Prof. Tadeuszowi
Chmielniakowi, a takze recenzentom pracy Prof. Jerzemu Krzyzanowskiemu,
Prof. Ryszardowi Grybosiowi i Dr. hab. Janowi Goérskiemu, sktadam serdeczne
podziekowania.

Rozdziat 2

Matematyczny opis zasad zachowania

2.1. Ogo6lne réwnania zachowania

Przeptyw substancji ciggtej jest opisywany przez réwnania Naviera-Stokesa,
wyrazajgce zasade zachowania masy, pedu i energiil W przypadku gdy pominiemy

Rys.2.1. Obszar bilansowy
Fig.2.1 Finite volume

oddziatywanie sit zewnetrznych oraz zatozymy, ze w przeptywie nie wystepuja
zrodta ciepta, mozemy zapisaé catkowag posta¢ rownan Naviera-Stokesa dla objetosci
V, opisujacg niestacjonarny przeptyw ptynu scisliwego, lepkiego i przewodzgcego
ciepto w nastepujacej postaci:

No-ndA =0 (2.1)

1 Termin réwnania Naviera-Stokesa bedzie uzywany do wszystkich réwnan zachowania, tzn. masy,
pedu i energii, pomimo ze $cisle odnosi sie onjedynie do réwnania zachowania pedu.
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gdzie
< =
p -
Q= bv 2= puve f
< e Vve+Tv+q)y

W powyzszych zaleznosciach Q oznacza wektor zmiennych zachowawczych,
HO reprezentuje uog6lniony wektor strumieni przeptywajacych przez powierzchnie
A, a «jest wektorem normalnym do powierzchni A skierowanym na zewnatrz.
W powyzszych zwiazkach e oznacza energie catkowita przypadajaca na jednostke
objetosci, f reprezentuje tensor naprezen, skiadajacy sie z cztonu cisnieniowego
oraz cztonu lepkiego:

f=pl+t (2.2)
natomiast q jest wektorem strumienia ciepta, ktory okresla prawo Fouriera:
q=-XvT (2.3)

gdzie Xjest wspdtczynnikiem przewodzenia ciepta.
Bioragc pod uwage to, ze funkcja Q jest ciggta w obszarze przeptywu, stosujac

twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego i przyrownujac wyrazenie podcatkowe mozemy
rownanie (2.1) zapisa¢ w postaci rézniczkowej:

sQ -t
JFf+v-/20=0 (2.4)

Ta forma réwnan jest forma zachowawczg Ilub diwergentng. ROwnania
Naviera-Stokesa opisujg mieszane zagadnienie fizyczne, konwekcyjno-dyfuzyjne, a
co za tym idzie, matematycznie posiadaja hiperboliczno-paraboliczny charakter.
W celu zamkniecia uktaduréwnan zachowania musimyzastosowac¢dodatkowe
zwigzki. Pierwszymz nich jestréwnanie stanu, adrugim model turbulencji, ktory
uzpetnia réwnania Naviera-Stokesa w przypadku przeptywu turbulentnego.

Z punktu widzenia tworzonych modeli przeptywu wygodne jest rozdzielenie
uogolnionego wektora strumieni Hona cze$¢ nielepka//i lepkg Hv:

HO=H+HV (2.5)

Formy zarobwno catkowa, jak i rézniczkowa réwnan zachowania stanowig punkt
wyjscia do tworzeniaschematéwnumerycznych. Zastosowany w niniejszej pracy
schematnumeryczny bierze za punkt wyjscia rézniczkowa postaéréwnan
zachowania.
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2.2. Réwnania zachowania Eulera

W przypadku gdy w réwnaniach Naviera-Stokesa (2.1) lub (2.4) pominiemy te
cztony, ktore uwzgledniajg lepko$¢ oraz przewodzenie ciepta, otrzymamy postaé
rownan zachowania okreslangjako rownania Eulera. Opisujg one przeptyw czynnika
nielepkiego i nieprzewodzacego ciepta. Posta¢ rézniczkowa tych rownan jest
nastepujgca:

o] +v ) =0 (2.6)

Wektor strumieni H w Kkartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x'y',z) ma
nastepujace sktadowe:

H=E\X+F\y'+G\z* (2.7)

W zwigzku z pominieciem cztonéw lepkich réwnania Eulera pozwalajg na
okreslenie na powierzchni ciata jedynie sit pochodzacych od cisnienia. W przypadku
modelowania przeptywu jest to czesto zadowalajgce przyblizenie szczeg6lnie wtedy,
gdy mamy do czynienia z przeptywem przy wyzszych liczbach Reynoldsa.

Réwnania Eulera w postaci zaleznej od czasu tworzg uktad nieliniowych réwnan
rézniczkowych czastkowych typu hiperbolicznego, pierwszego rzedu. Posta¢ rownan
zalezna od czasu pozwala na zachowanie tego samego typu réwnania ré6zniczkowego
zarébwno dla przeptywédw poddzwiekowych, transonicznych i naddzwiekowych.
Przez swoje witasciwosci polegajagce na tym, ze mozliwe jest otrzymywanie
rozwigzan, w ktérych parametry sa ciggte i nieciaggte, stanowig one wazne narzedzie
w analizie zagadnien dynamiki gazéw. W zagadnieniach przeptywowych,
charakteryzujacych sie wysokimi predko$Sciami czynnika mogg sie pojawiaé fale
uderzeniowe i rozrzedzeniowe, stanowigce nieciggto$¢ parametrow przeptywowych.
Mozliwo$¢ otrzymania takiego rozwigzania réwnan Eulera zachodzi tylko w
przypadku, gdy sformutujemy je w tzw. formie zachowawczej. Dla uktadu
kartezjanskiego (x\y',z) mozemy je zapisa¢ w rozwinietej formie nastepujgco:

gdzie poszczeg6lne wektory majg posta¢ (dla uproszczenia zapisu pominieto nad
wektorami kolumnowymi znak wektora):
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c > ( > r \
p pu pv pw
pu pu2+p puv puw
pv £ = pvu F= pv2+p G - pvw
pw pwu pwv pw2+p
e > . (e+P> j , (e+p)v ; V(e +p)w j

W przypadku obliczen przeptywu w maszynach wirnikowych korzystne jest
transformowanie réwnan Eulera do wzglednego, kartezjanskiego uktadu
wspo6trzednych, zwigzanego z wirujaca topatka x,y,z, ktéry obraca sie wokot statej
osi x z predkoscig katowag <3= (fi,0,0). Transformacja do uktadu wzglednego
powoduje powstanie dodatkowych  cztonéw  zrodtowych  wyrazajgcych
przyspieszenie Coriolisa i przyspieszenie ods$rodkowe. Transformacja
przeprowadzona jest w ten sposéb, ze w ukiadzie wzglednym w wektorze

kolumnowym Q skftadowe predkosci wyrazone beda nadal w ukiadzie
bezwzglednym.

Rys.2.2. Oznaczenia uktadu wsp6trzednych
Fig.2.2. Symbols of the coordinate system

Zwigzek miedzy pochodng po czasie wielkosci skalarnej S w uktadzie
bezwzglednym i w wirujgcym uktadzie wzglednym opisuje zaleznosc¢:

(8L = (fL +7-Ne>xi)>

Dla wielkosci wektorowej V obowigzuje:
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(2.10)
£2v

Zastosowanie tych zwigzkéw do réwnania (2.8) prowadzi do otrzymania réwnan
Eulera w kartezjariskim, wirujacym uktadzie wspotrzednych (x,y,z):

J&tQ+-’\E'+-’\F’+4&%G'+H=O (2.11)
/ ; A ( pui oy = >
pu puu' +p puv* puw
pv E'=  pw’ F'= pw'+p G*= pvw
pw pwu’ pwv’ pww' +p
e Keu+pu' J ev' +pv ew' +pw 7

//=(0,0,-pwCl, pvD.,0)7
gdzie u',v',w' sg predkosciami wzglednymi
u'=u v'=v+Qz w =w-Cly (2.12)

Pomiedzy poszczeg6lnymi wektorami strumieni w uktadzie wzglednym i
bezwzglednym istnieje nastepujaca zaleznos$¢:

E1=E F'= F+C1zQ G'=G-ClyQ (2.13)

Uktad réwnan (2.11) jest jedna z wygodniejszych postaci rownan zachowania do
obliczen zagadnien zwigzanych z modelowaniem przestrzennego przeptywu w
maszynach wirnikowych.

2.3. Rownania zachowania dla przeptywu lepkiego

Poniewaz obliczenia przeptywu z zastosowaniem modelu przeptywu czynnika
lepkiego realizowane byty dla zagadnienia dwuwymiarowego, to dla zachowania
odpowiedniosci w niniejszym punkcie przedstawiona bedzie posta¢ tych réwnan
zredukowana do dwoéch wymiaréw. Ogélny uktad réwnan Naviera-Stokesa (2.4)
mozemy rozpisa¢ w tym wypadku do nastepujgcej formy:
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dQ d(E+Ev) d(F+Fv)

dt 8x dy 0 (2.14)
p pu pv
u 2+
Q: P m E=nm puz=+p m F=m puv
pv puv pv2+p
e u(e+p) v(e+p)
0 0
Ev=- T e Fv=mnm
T(xy) (K
UZ(e) + VI(RY) + A UT(y) + VT(Y) + aty)

Przyjmujac hipoteze Stokesa, okre$lajaca zwigzek miedzy wspdtczynnikiem
przewodzenia ciepta Xi (.jako:

3X+2u=0 (2.15)

mozemy zapisa¢ sktadowe tensora naprezen r nastepujaco:

fe T T

(2.16)
l, Tto) TtoO J

*(xx) ——3n (2ux —vy)
T(xy) = —fl(Uy + Vx)

r(yy)=-jiM (2vy -u x)

2.4. Normowanie wielkosci obliczeniowych

W czasie przeprowadzania obliczen numerycznych wskazane jest postugiwanie
sie  wielkosciami bezwymiarowymi. Zastosowanie normowania powoduje, ze
uzywane wielko$ci majg wartosci zblizonego rzedu. Otrzymywany w trakcie
obliczen btad zaokraglen kazdej z otrzymywanych wielko$ci jest w tym wypadku
porownywalny.  Stosowanie wielkosci bezwymiarowych ufatwia réwniez
porownywanie réznych przyktadow obliczeniowych.

Parametry geometryczne mozna przyktadowo odnies¢ do szerokoSci
rozpatrywanego wienca topatkowego (lub dtugosci cieciwy topatki) /.

*=J), 9= 7. *=f (2.17)
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Parametry przeptywu sg normowane za pomocga gestosci spoczynkowej po oraz
predkosci dzwieku a,. Wielkosci stosowane do opisu przeptywu lepkiego
normowane sg za pomocg odpowiadajacych im wielkosci odniesienia. Normowanie
moze sie odbywaé w dowolny sposéb. Najistotniejsze jest zastosowanie
odpowiedniej konsekwencji w doborze parametrow odniesienia. Jednym ze
sposob6w normowania, ktéry przyjeto w trakcie realizacji obliczen, jest:

u \Y% - W
u-~ ao V ~ ado ao
X P D1
=S p_ o Ci= 2.18
@ Poao ao (2.18)
- tao M
t=~T po

Liczby kryterialne Reynoldsa i Prandtla sg definiowane przez odpowiednie
wielkosci nastepujaco:

xe=jir> Hr="% (219)

Praktycznie w dalszych rozwazaniach wszystkie wielkosci nalezy rozumie¢ jako
wielkosci bezwymiarowe. Dla uproszczenia kreska nad wielko$cig bezwymiarowa
zostanie pominieta.

2.5. Krzywoliniowy uktad wspdétrzednych

Do obliczen przeptywu w kanatach lub wokét ciat o ztozonej geometrii, kiedy to
linie siatki w uktadzie kartezjanskim nie pokrywajg sie z brzegiem, wygodnie jest
dokona¢ transformacji uktadu réwnan zachowania do krzywoliniowego uktadu
wspoétrzednych. Rozwigzywanie zagadnien przeptywowych w krzywoliniowym
uktadzie wspétrzednych pozwala na tatwiejsze postawienia warunkéw brzegowych,
gdyz najczesciej wtedy linie siatki sg ortogonalne do brzegu. Szczegdlnie ma to
znaczenie przy obliczeniach przeptywu lepkiego, kiedy dopasowanie odlegtosci
pomiedzy liniami siatki przy $ciance do przewidywanych gradientéw parametrow
przeptywu jest bardzo wazne.

Transformacja rownan zachowania z kartezjanskiego uktadu wspétrzednych do
dowolnego krzywoliniowego uktadu wspoétrzednych jest prezentowana szeroko w
literaturze (np. Hirsch 1990, Chmielniak 1994).

W wyniku transformacji kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych (x,y,z) do
nowego krzywoliniowego uktadu wspétrzednych (|, T|,Q obszar fizyczny zostaje
zastgpiony przez obszar o regularnych oczkach, ktéry jest tak dobrany, ze pokrywa
sie z liniami siatki, a odstep pomiedzy liniami wynosi A£ = A//= AC= 1(rys.2.3).
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Rys.2.3. Transformacja uktadu wsp6trzednych
Fig.2.3. Transformation of the coordinate system

Rownania zachowania sg transformowane do nowego krzywoliniowego ukitadu
wspo6trzednych, w ktérym sa rozwiagzywane.

Zastapienie operatoréw rozniczkowania w przestrzeni przeprowadza sie z
wykorzystaniem reguty tancuchowej, ktéra dla ogdlnej transformacji w postaci:

S = £(t,x,y,2)
tj=ri(r,x,y,z)
C=((r,x,y.2) (2.20)
T-t
pozwala napisa¢ zaleznos$¢:
fJ f 9
b g )
JL . JL
dy — iy Y] o/ (2.21)
JL kSz flz G d
\ dz , | 3T J

Nieznane cztony metryczne otrzymuje sie przez odwrécenie macierzy Jakobiego
przeksztatcenia odwrotnego i zastosowanie wyznacznika:

J= ly-1 (2.22)

Zwiazki metryczne majg wtedy postac:
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=J(ynz(- Zjiy() Sx=Azeyt;-ypt) &=J(y"n- Ztfn)
ty =Jd(z,xc-x,z()  tiy=Axizi;-zixc) Cy=J(z(xn-xizn) (2.23)
iz = Axnye-ynx0  n*= J(Y(XC x<yO cz = J(xtyn-y(xi)

W przypadku dyskretnym wielko$¢ J' odpowiada objetosci rozpatrywanej
komérki elementarnej, a wyrazenia (2.23) prezentujg sktadowe wektoréw
normalnych do $cianek komdrki. Modut wektora normalnego $cianki komorki
odpowiada polu powierzchni tej $cianki.

2.5.1. Transformacja rownan Eulera

Zastosowanie reguty ftancuchowej do rownan zachowania Eulera pozwala
otrzymac po transformacji zachowawczg forme tych rbwnan w postaci:

<2-24>
z poszczeg6lnymi wektorami kolumnowymi:
Q=J I(p,pu,pv,pw,e)T
Pif "opv ' pw
pulf +£xp puV +rjxp puW* + CxP
pvif +iyP F-J~{ p>V +tlyp G=J-* pvW +CyP
pwif +izp pwV +t]zP pwW1+ (zp
v elf+pU j , eV+pVv J eW+pW

H=J-'(0,0,-pwCl,pvd, 0)T
gdzie kontrawariantne predkosci wzgledne wynosza:

Ul=£xu+iy(v+0z)+ j(w- Oy)
V = t]xit+ tjy(v + Oz) + tj2(w - Qy) (2.25)
wi1=cxU+ Cy(v+ 0z)+ Q(w- £2y)

a kontrawariantne predkos$ci bezwzgledne

U=£xu+s$yV+ezw
V=t]xu +tlyv+t]zw (2.26)
W=CxU+ Ov+ e2w
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Wprowadzajac do réwnania zachowania energii wyrazenie na rotalpie (R+p),
gdzie:

R= P+ y(w2+v2+w2) - pei(yvy- vz) (2.27)

mozemy rownania zachowania (2.24) zapisaé w formie stosowanej czesto w
obliczeniach zagadnien przeptywowych w maszynach wirnikowych, w ktorej
wektory kolumnowe maja postaé:

Q-J™(p,pu,pv,pw,R)T

' pif pv ' PW '
pulf +ix puV +t]hp puwW +exp
E-J~] pvif+ZyP F=J~1 pvV +rjyp G=J-' pvW +(yP (2.28)
pwU1+ (3 PwV +t]zp pwwW + CzP
{ (R+P)If . (R+P)V J < (R+p)W j

H=(0,0,-pwCl,pvei, 0)r

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze wszelkie zwiazki metryczne otrzymane w
wyniku transformacji do uktadu wzglednego nie zalezg od czasu, co powoduje
uproszczenie obliczen.

2.5.2. Transformacja rownah Naviera-Stokesa

Dla przeptywu dwuwymiarowego posta¢ zachowawcza réwnan Naviera-Stokesa
moze by¢ zapisana w formie bezwymiarowej, w krzywoliniowym uktadzie
wspbtrzednych (4,t]) nastepujaco:

M .M dF _ C"dEv dF,
ar +1z +-dj=Re | di + dr. (2.29)

gdzie transformowane strumienie wyznacza sie ze zwigzkow:

E =J-{(ixE +£yF) F =J~I(tjxE +tlyF)

2.30
Ev~J (EXEV+iyFv) Fv—J (tjxEv+i)vFV) ( )

Po wprowadzeniu predkosci kontrawariantnych U, V poszczeg6lne wektory
kolumnowe wynosza:
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P pu pv
uvV+tj
pu Eogo PUUTER® - PUVFIR 0 (231)
pv pvU +iyp pvV +tlyp
. U(e +p) V(e +p)
0 0
EX?2(xx) + iy T(xy) FV=J-% tIx*(xjc) + riyX(xy)
ExT(xy) + iytfyy) tIxT(xy) + tfytfyy)
ixEev+ £yFev t]xEev + riyFev

Wielkosci Eev,Fev sg sktadowymi wektorow E, F (réwnanie 2.14), dotyczacymi
rbwnania zachowania energii. Sktadowe tensora naprezen maja po transformacji
nastepujaca postac:

r() =/i(4(£xut + rjxun) - 2(zyV( + /lyv,))/3
Toy) = p((SyUi + tlyitn+ exv( + rjxVaq) (2.32)
TV) = P(~2(Z*u( + T+un) + 4(SyV( + riyvVnW 3

Zgodnie z hipotezg Boussinesga (1897), zwigzek miedzy tensorem naprezen
turbulentnych a tensorem predkosci deformacji, analogicznie jak w przeptywie
laminamym, okre$la sie za pomocg wspétczynnika zwanego lepkos$cig turbulentna.
Efektywny wspdétczynnik lepkosci sktada sie w tym przypadku z dwdéch czesci:

H=pi+pt (2.33)

Warto$¢ wspotczynnika lepkosci laminamej wyznacza sie z formuty Sutherlanda,
ktéra dla powietrza ma postac:

| + 110.4/70

PI=TM T4 1104/70

(2-34)
gdzie Tooznacza temperature spietrzenia na wlocie.

Warto$¢ wspotczynnika lepkosci turbulentnej p, wyznaczana jest na podstawie
jednego przyjetego modelu turbulencji. Jezeli podobnie wprowadzimy turbulentng

liczbe Prandtla, to efektywny wspdtczynnik przewodnos$ci cieplnej, uwzgledniajacy
zwiekszong wymiane ciepta w warstwie turbulentnej, mozemy okre$li¢ przyjmujac:

ML + JEi (2 35)
P 1

’

i sktadowe strumienia ciepta maja wtedy postac:



26 Rozdziat 2

<?M-(pr) KI i dxT(+rixTn)
ru\y 1 (z.60)
ev)=[pf) K_\ (EyTi + ly™n)

Dla powietrza przyjmuje sie nastepujgce wartosci laminamej i turbulentnej liczby
Prandtla /V,=0.74, Pr,=0.9.

2.6. Warunki brzegowe

Réwnania Naviera-Stokesa z matematycznego punktu widzenia sg typu
mieszanego hiperboliczno-parabolicznego, natomiast réwnania Eulera sa typu
hiperbolicznego. Rozwiazanie tych réwnan wymaga okreslenia skoficzonego obszaru
catkowania, a co sie z tym wigze - sprecyzowania w tym obszarze warunkow
poczatkowych i zdefiniowania na jego brzegach warunkéw brzegowych.
Sformutowanie odpowiednich warunkéw na brzegu obszaru catkowania,
zapewniajgcych fizycznie poprawng wymiane informacji miedzy obszarem
catkowania i obszarem zewnetrznym stanowi podstawe otrzymania wiasciwego
rozwigzania rownan zachowania. Z drugiej strony warunki brzegowe muszg by¢ tak
skonstruowane, aby w przypadku zagadnied, w ktérych wystepuje ograniczenie co
do wielkos$ci obszaru obliczeniowego, nie generowaty niefizycznych zaburzeri pola
przeptywu.

W przypadku uktadu réwnan rézniczkowych typu hiperbolicznego, jaki tworza
niestacjonarne réwnania Eulera, mozemy wyrdzni¢ charakterystyczne kierunki
rozprzestrzeniania sie zaburzen. Kierunki te odpowiadajg wartosciom wiasnym
macierzy Jacobiego otrzymanym po linearyzacji réwnain zachowania. Przyktadowo

dla kierunku % sg to warto$ci wiasne macierzy A = 60 Identyfikacja kierunkéw

rozprzestrzeniania sie zaburzen ma kluczowe znaczenie w okreslaniu warunkow
brzegowych na powierzchniach ograniczajgcych obszar obliczeniowy. Poniewaz
obszar obliczeniowy jest transformowany do pomocniczego regularnego obszaru
obliczeniowego, w ktérym osie wspoétrzednych sg ortogonalne do brzegow,
identyfikacje odpowiednich warunkéw brzegowych mozna oprze¢ na Kkierunku
zgodnym z osig krzywoliniowego ukfadu wspoétrzednych. Jezeli rozpatrzymy
kierunek £, to rownanie zachowania mozemy zapisa¢ w nastepujacej quasi-liniowej
postaci:

dl 3f ( »

Macierz posiada rzeczywiste wartosci wtasne oraz liniowo niezalezne lewe i
prawe wektory witasne. W zwigzku z tym macierz A mozna diagonalizowa¢ w
nastepujacy sposob:
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(2.38)

gdzie A(© =diag((Qi,..., A”s) jest macierzg diagonalng wartosci witasnych, a L (()
jest macierzg lewych wektoréw wiasnych macierzy A. Mnozac réwnanie (2.37)
lewostronnie przez L* i wprowadzajac zalezno$¢ (2.38) mozemy zapisac:

dQ dQ
LO~df +L(i)Lh AOLO~" =0 (2.39)

Po wprowadzeniu nowych zmiennych tzw. zmiennych charakterystycznych

zdefiniowanych jako:
AMAQQ (2.40)

mozemy réwnania zachowania zapisa¢ w postaci charakterystycznej:

deW:n ,7dn

-qT + «C )

Posta¢ zmiennych charakterystycznych tatwiej jest otrzymaé, wykorzystujac
zamiast  wektorazmiennych zachowawczych Q wektor zmiennych prostych
p =J~I(p,u,v,w,p)T. Wigzesie to z koniecznoscig modyfikacji macierzy wektoréw
wiasnych. Mamy wtedy:

(2.42)

A L(O%
0 =

Warto$ci wiasne, tworzagce A(®, posiadajg tyle jednakowych wartosci, ile wymiaréw
ma rozpatrywane zagadnienie. O ile w przypadku zagadnienia jednowymiarowego
istnieje w zwigzku z tym jedna posta¢ prawego i lewego wektora wiasnego, o tyle w
przypadku dwu- i tréjwymiarowym mozliwe sa rdézne sposoby definicji.
Wykorzystujagc definicje podang przez Manna (1992):

0 -1* -ly -6 1(pc)
1 0 0 0 -l/c2
0 0 -mi+zb W 2+&) 0 (2.43)
0 1 -64/(3+£) -lU (¥y +&) 0
O 6 ly b 1i{pc)
gdzie
<fw="w /Kl (2.44)
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mozemy w konsekwencji ~ otrzymaé  nastepujagce  postacie  zmiennych
charakterystycznych

% -d1AH |

» &
dw=tijdP =3 -16/(3+620w1,/(3+dv (2.45)
su- 66/(3+95/- 66/(3+&Ne»
Js- +dUwa

Rownania zachowania w postaci (2.41) tworzg uktad réwnan rézniczkowych, ktére
obowigzujg wzdtuz krzywych charakterystycznych.

dt (2.46)

Kierunki te, okre$lone ze zwigzku:

De/(/4 - -1({)./) = 0 (2.47)
przyjmuja nastepujace wartosci:
A WV-aJiT+ If
~02,3,4 = C/ (2.48)
~(05 =1/ +ajlT+~£j+¢l
gdzie:

If = ixU + zy(v + Clz) + (kv - Qy)

Zmienne charakterystyczne wzdtuz odpowiadajacych im charakterystyk sg state.
W ielko$ci W sg okre$lane jako niezmienniki Riemanna. Przy wykorzystaniu definicji
predkosci dzwieku:

az2= (2.49)

w  wyrazeniach (2.45)  niezmienniki Riemanna mozna zapisa¢ dla
rozprzestrzeniajgcego sie zaburzenia, odpowiadajacego wartosci wiasnej X{i)\w
postaci:

Matematyczny opis zasad zachowania 29

Ri = p/QK= Const
Ri =6/(3+IWH/(3 +&)w = const
Ra—u—66/(3+izv- 66/(3+ = const

R$ = r02 1a= const

a dla rozprzestrzeniajacego sie zaburzenia, odpowiadajgcego wartosci wiasnej
w postaci:

R] = U\WEI- ~~Ja= const

R2 =p/QK= const n n (25Qa)
Ri=-6/(3 +3)v+6/(3 +3)w = const

Ra~u—66/(3 +62v-66/(3 +6 )w=cons/

Wartosci whasne A(f) okreslajg kierunek przeptywu informacji miedzy obszarem
obliczeniowym a obszarem zewnetrznym. Liczba warunkéw brzegowych jest
zwigzana z liczbg charakterystyk, wzdtuz ktérych obszar zewnetrzny komunikuje sie

z wnetrzem.
Brzeg obszaru obliczeniowego mozemy podzieli¢ na trzy podstawowe

podobszary: wlot, wylot i Scianka nieprzenikalna.

W lot
W przypadku wlotu predkos¢ normalna do brzegu jest skierowana do wnetrza
obszaru. Jezeli zatozymy, ze wlot przyjmiemy dla £ = O, to mozemy zapisac:

A)234=t/>0 (2.51)

imozemy mieé do czynienia z nastepujacymi przypadkami:

Naptyw poddzwigkowy
Gdy naptyw jest poddzwiekowy, czyli:

A(¢)i = UL +£y +£z <O (2.52)

otrzymujemy konfiguracje charakterystyk przedstawiong na rys.2.4a. Wida¢ z niej,
ze cztery z pieciu charakterystyk skierowane sg do wnetrza obszaru i niosg ze sobg
informacje z zewnatrz. W zwigzku z tym konieczne sie staje sprecyzowanie czterech
fizycznych warunkéw brzegowych na wlocie. Jeden warunek zwigzany z
charakterystykg A”s okre$la sie na podstawie parametréw z wnetrza obszaru.
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Naptyw naddiwiekowy
W przypadku gdy spetniona jest nierownos$¢:
A =V - aJITTif+1J >0 (2-53)
mamy do czynienia z naptywem naddZzwiekowym; wszystkie charakterystyki

skierowane sg do wnetrza obszaru (rys.2.4b.) i zadna informacja z wnetrza nie
dociera do wlotu. Wymagane jest wtedy okre$lenie pieciu warunkéw fizycznych.

Rys.2.4. Konfiguracja fal na wlocie: a wlot poddzwiekowy, b. wiot naddzwigkowy
Fig.2.4. Waves configuration at the inlet: a. subsonic inlet, b. supersonic inlet

Wylot

W przypadku wylotu predko$¢ normalna do brzegu jest skierowana na zewnatrz
obszaru obliczeniowego. Przy zatozeniu ze wylot jest na linii £ = £m¢mozemy
zapisac:

AD234=1f >0 (2.54)

Podobnie jak to miato miejsce dla wlotu, rozrézniamy dwa przypadki:
Wyptyw poddzwiekowy

Jezeli spetnionajest nier6wnosé

%)i ajil +iy +iz <0 (2.55)

to na wylocie mamy do czynienia z uktadem charakterystyk przedstawionym na
rys.2.5a. Wynika z niego, ze tylko wzdtuz jednej charakterystyki zaburzenie dociera
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do wnetrza obszaru. Konieczne jest wiec postawienie jednego warunku fizycznego
na brzegu.

Wyptyw naddZzwiekowy
W przypadku gdy

%)! = v +4l >0 (2.56)

co przedstawione jest na rys.2.5b, wszystkie zaburzenia rozprzestrzeniajg sie w
kierunku obszaru zewnetrznego; to w konsekwencji oznacza, ze nie potrzeba
zadawac zadnych warunkéw brzegowych na wylocie.

Rys.2.5. Konfiguracja fal na wylocie: a. wylot poddzwiekowy, b. wylot naddzwigkowy
Fig.2.5. Waves configuration at the outlet: a. subsonic outlet, b. supersonic outlet

Scianka nieprzenikalna
Na S$ciance w przypadku przeptywu nielepkiego zadaje sie warunek
nieprzenikalnosci, tzn. sktadowa normalna predkosci do scianki musi by¢ réwna zero
lub, co jest réwnowazne, predkos$¢ ptynu musi byé styczna do $cianki. Obowigzuje
wiec dla $cianki na linii siatki A - 1lwarunek:
A()234=V =0 (2.57)
Pozostate charakterystyki majg kierunki okre$lone z nastepujacych zwigzkéw:

Af)! --a jni +fly+nt
A()s= ajtjt +rfi +rit

Uktad charakterystyk dla $cianki nieprzenikalnej przedstawia rys.2.6.
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Rys.2.6. Konfiguracja fal na $ciance nieprzenilcalnej
Fig.2.6. Waves configuration at the wali

Warunki brzegowe zostaly podane na wybranych ptaszczyznach obszaru
obliczeniowego. W przypadku gdy brzeg usytuowany jest ortogonalnie do innych
kierunkéw krzywoliniowego uktadu wspotrzednych, nalezy zamieni¢ predkosci i
cztony metryczne transformacji odpowiednimi wielkoSciami w rozwazanym
kierunku.

2.7. Zwigzki zamykajgce dla przeptywu turbulentnego

Modele turbulencji, stosowane w przypadku modelowania przeptywow z
wysokimi liczbami Reynoldsa przez kanaty o skomplikowanych ksztattach, opieraja
sie w wiekszosci na usrednionych po czasie rownaniach Naviera-Stokesa. R6éwnania
te odrozniajg sie od nieusrednionych réwnan Naviera-Stokesa wprowadzonym
tensorem naprezeh Reynoldsa oraz turbulentnym strumieniem ciepta. Te dodatkowe
cztony w réwnaniu Naviera-Stokesa aproksymujg czasowo usrednione fluktuacje
parametrow przeptywu, wykorzystujagc odpowiednie zwigzki zamykajace tzw.
modele turbulencji. Zwiazki te najczesciej obowigzuja dla konkretnych warunkéw
przeptywowych, gdyz jak dotad nie stworzono modelu uniwersalnego. Najprostsze
zwigzki zamykajace opierajg sie na hipotezie Boussinesga (1897), ktdéra zaktada
zwigzek miedzy tensorem naprezen turbulentnych a tensorem predkosci deformacji
za pomocg lepkosci turbulentnej, analogicznie jak to ma miejsce w przeptywie
laminamym. Do okre$lenia wartosci lepkosci turbulentnej wykorzystuje sie szereg
modeli turbulencji. W zaleznosci od typu réwnania zastosowanego do okre$lenia
lepkosci turbulentnej rozroznia sie metody: algebraiczne, jednoréwnaniowe i
dwuréwnaniowe. Modele algebraiczne oparte na hipotezie "drogi mieszania"
Prandtla (1926) znalazty szerokie zastosowanie w obliczeniach przeptywu w
kanatach maszyn przeptywowych. Model algebraiczny opracowany przez Boldwina i
Lomaxa (1978) wykorzystywany jest szczegdlnie czesto do analizy przeptywu w
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ztozonych  geometriachuktadéw topatkowych (np. Merz1995, Chmielniak i
Wroblewski 1995). Wyr6znia sie on tym, ze do obliczenia wspotczynnika lepkosci
nie wykorzystuje grubo$ci warstwy przysciennej. Model ten, adaptowany z teorii
warstwy przysciennej, zaktada istnienie dwdch warstw: warstwy wewnetrznej i
warstwy zewnetrznej. Obliczenia w warstwie turbulentnej odbywajg sie wzdiuz
wspoOtrzednej y normalnej do S$cianki, ktérg w przypadku ortogonalnego uktadu
wspo6trzednych mozemy okresli¢ jako:

yA{(">W d 250

Wspdbtczynnik lepkosci turbulentnej okreslony jest wtedy wzorem:

Mwew <ygr n
= \Ig \ A y<yg (2.60)
[ (Mt)zew yAygr
gdzieyv oznacza najmniejszgwartoscy, dla ktérej obowigzuje:
AV Vew ” MMtlew (2.61)

Warto$¢ wspotczynnika lepkosci w warstwie wewnetrznej okresla sie z zaleznosci
Prandtla-Van Driesta:

(M)wm=Repl2\n\ (2.62)

gdzie Q oznacza wirowos$¢ zdefiniowangjako:

(2-63)

Zaleznos¢ (2.63) w krzywoliniowym uktadzie wspétrzednych mozna zapisa¢ w
postaci:

0= + thvVg - iyUe - ryuUq) (2.64)

Warto$¢ drogi mieszania / w (2.62) okresla sie¢ w funkcji parametru y z
zaleznos$ci van Driesta (1956):

I=ky(l-€ (~>) (2.65)

przy przyjeciu bezwymiarowej odlegtosci od $cianki:
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Warto$¢ naprezen na S$ciance odpowiada warto$ci naprezen stycznych
okreslonych dla komérki bilansowej przy $ciance, natomiast wspétczynnik lepkosci
przy zatozeniu podwarstwy laminamej przy $ciance okresla sie z zaleznosci (2.62).

Dla warstwy zewnetrznej wspdtczynnik lepkos$ci turbulentnej wyznacza sie
z zaleznosci:

(Mi\ew = Re CcipF wakeF ki (2.67)
gdzie wspoétczynnik:
F WAKil — Min(ymaxn max» F max) (2.68)
wymaga znajomosci wartosci_>w. Wyznacza sie jajako argument funkcji:
FOO=>4fil(l-e<-'+M,>) (2.69)

dla ktérego funkcja ma swoje maksimum. Wielko$¢ ud oznacza maksymalng réznice
predko$ci w obszarze warstwy przysciennej.
Wspétczynnik korekcyjny Klebanowa wynosi:

FKI= I/(+5.5(")6) (2.70)

a odpowiednie state przyjmuja wartosci: CKi = 0.3, A* =26, Ccl = 0.01688, £=0.41,
C,*=0.25.

2.8. ROwnanie stanu gazu

Uktad réwnan zachowania (2.4) jest niekompletny bez zdefiniowania
dodatkowych  zwigzkéw  zamykajacych.  Zaleznosci miedzy parametrami
termodynamicznymi i kalorycznymi czynnika okresla sie z termicznego i
kalorycznego réwnania stanu. Rdéwnania stanu sg wystarczajgce do zamkniecia
uktadu réwnan zachowania w przypadku rozpatrywania przeptywu nielepkiego, a
konieczne w przypadku rozpatrywania przeptywu lepkiego.

Rownania stanu pozwalaja okresli¢ parametry termodynamiczne i kaloryczne w
funkcji zmiennych zachowawczych parametréw przepltywu przy zatozeniu stanu
rownowagi termodynamicznej. Dla wartosci energii catkowitej mozemy zapisac:

e=pE=p(Ew+ " -) (2.71)
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gdzie Evprzedstawia energie wewnetrzng, ktéramoze by¢ wyrazona przez
kaloryczne réwnanie stanu dla kalorycznie i termicznie doskonatego gazu w postaci

zalezno$ci:
Ew=cvT (2.72)
Termiczne réwnanie stanu pozwala na wyznaczenie cis$nienia na podstawie

dwoch zmiennych. W przypadku termicznie doskonatego gazu mozemy zapisac
zwigzek:

p =pRT (2.73)

a przy uwzglednieniu (2.72) otrzymamy zwigzek:

p=(x-1)pEv (2.74)
co prowadzido zapisu rbwnania (2.71) w postaci:
e=pE=1 T+fA - (2.75)

Roéwnania stanu oraz wykorzystanie zwigzkéw termodynamicznych pozwalaja
okresli¢ inne wymagane w obliczeniach wielkosci (np. predko$¢ dZzwieku).
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Obszar obliczeniowy i sposoby jego dyskretyzacji

3.1. Wprowadzenie

Zagadnienia mechaniki plynéw sg opisywane nieliniowymi réwnaniami
rézniczkowymi, ktore najczesciej nie dajg sie rozwigzywaé w sposob analityczny.
W tym przypadku konieczne jest zastosowanie dyskretnego sposobu rozwigzania
przy wykorzystaniu metod rdéznego typu, jak m.in. metody rdéznic skonczonych,
objetosci skonczonych, elementéw skonczonych. Wymienione metody wydajg sie
by¢ obecnie najbardziej rozpowszechnione i skuteczne w obliczeniach
przeptywowych. Wymagaja one okreslenia wybranych punktéw obszaru fizycznego,
dla ktérych konstruuje sie rozwigzanie. W tym celu generuje sie siatki numeryczne,
ktdre w swoich weztach tworzg zbidr punktow reprezentatywnych do rozwigzania
czgstkowych rownan ré6zniczkowych mechaniki pltynéw w rozpatrywanym
zagadnieniu.

W ostatnich latach wraz z postepem metod obliczeniowych w mechanice ptynéw
obserwuje sie dynamiczny rozw6j metod generacji siatek numerycznych. Mozna
mowié¢ juz o wyksztattowaniu sie autonomicznej dziedziny nauki z zakresu
matematyki stosowanej - generacja siatek numerycznych (Thompson i Warsi 1985).

Sposdb przyjetej dyskretyzacji, czyli generacji siatki, ma istotny wptyw na jakos$¢
otrzymywanych rezultatow obliczen. Istotnym elementem przy generowaniu jest
takie dostosowanie siatki do rozpatrywanego zadania obliczeniowego, aby otrzymac
poprawne rezultaty. Przy konstruowaniu siatek numeiycznych dazy sie do zgodnosci
weztow siatki z brzegiem obszaru obliczeniowego, co pozwala doktadnie postawic
warunki brzegowe, w przeciwnym razie nalezy sie liczy¢ z mozliwos$cig pojawienia
sie btedu w rozwigzaniu numerycznym rozwazanego zagadnienia brzegowego.
Poniewaz nie istnieje uniwersalny przepis na stworzenie siatki obliczeniowej
powstato wiele typdw siatek. Kazda z siatek ma zaréwno zalety, jak i wady.
W obliczeniach maszyn przeptywowych stosowano, poczawszy od prostej
dyskretyzacji, polegajacej na podzieleniu obszaru na regularne oczka kwadratowe
(Katsanis 1969), poprzez regularne siatki dopasowane do ksztattu ciata o roznej
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strukturze oczek, w ktérych linie maja gtadki przebieg, do siatek nieregularnych o
oczkach tréjkatnych lub czworokatnych (np. Irmish 1994). W siatkach
nieregularnych, w przeciwienstwie do siatek regularnych, punkty siatki nie sa
identyfikowane z liniami wspdtrzednych, lecz sa numerowane indywidualnie w
pewnym ustalonym porzadku. Siatki te odznaczajg sie wiekszg elastycznoscig w
przypadku skomplikowanych geometrii  (majg one takze ceche fatwego
samoadaptowania sie do zjawisk panujacych w przeptywie). Z tego powodu sg coraz
czesciej stosowane w zagadnieniach numerycznej mechaniki ptynéw, cho¢ lokalny
uktad wspétrzednych komplikuje znacznie algorytm rozwigzania.

Najwazniejszym obszarem rozwoju metod generacji siatek jest rozw6j systemu
dynamicznej adaptacji, w ktérym punkty siatki przemieszczajg si¢ podczas obliczen
przeptywowych zaleznie od wystepujacych zjawisk fizycznych. Generacja siatki w
tym przypadku odbywa sie réwnoczesnie z obliczeniami przeptywowymi.
Zastosowanie tych siatek pozwala osiggna¢ duza rozdzielczo$¢ w modelowaniu
nieciggtosci w przeptywie. Wadga tego typu metod jest ztozony algorytm obliczen i
znacznie wydtuzony czas rozwigzania zagadnienia, co istotnie ogranicza mozliwosci
ich stosowania.

W niniejszej pracy skupiono uwage na zagadnieniu generacji siatek regularnych,
najbardziej obecnie rozpowszechnionych w analizie przeptywu w maszynach
wirnikowych.

3.2. Transformacja obszaru oraz podziat metod generacji siatek

Z wielu zagadnien fizyki matematycznej wynika, ze rozwigzanie danego
problemu znacznie sie upraszcza, gdy zastosujemy transformacje ukiadu
wspotrzednych. Podstawowym dazeniem przy transformacji jest odwzorowanie
brzegéw obszaru fizycznego na obszar transformowany, w ktérym linie uktadu
wspoOtrzednych pokrywajg sie z brzegami. Ten zabieg znakomicie utatwia
formutowanie warunkow brzegowych.

Podczas generacji siatek numerycznych dokonuje sie czesto transformacji
ztozonych fizycznych obszaréw przeptywu do obszarow obliczeniowych
prostokatnych. Szczegdlnie korzystne jest transponowanie geometrii kanatow
maszyn przeptywowych i zadawanie warunkéw na brzegach regularnych.
Podstawowga cechg takiego przeksztatcenia jest przyporzadkowanie brzegom w
rozpatrywanym obszarze fizycznym linii wspotrzednych w przeksztatconym
obszarze. Rys.3.1 obrazuje przeksztatcenie obszaru fizycznego zadanego w
wspoOtrzednych Kkartezjanskich (x,y) na obszar obliczeniowy we wsp6trzednych
krzywoliniowych (;,//).
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Ptaszczyzna fizyczna Ptaszczyzna obliczeniowa

Rys.3.1 Odwzorowanie obszaru fizycznego na obliczeniowy
Fig.3.1 Transformation of the physical domain to the calculation domain

Przeksztatcenie takie obok warunku jednoznacznos$ci (wyznacznik Jakobianu
przeksztatcenia powinien by¢ skonczony i ré6zny od zera) powinno mie¢ mozliwos$é
odwzorowywania dowolnych brzegéw. Jest to podstawa jednej z najbardziej
rozpowszechnionych technik generacji siatek polegajacych na rozwigzaniu uktadow
rownan rézniczkowych czastkowych.

Innym sposobem generowania siatek numerycznych jest algebraiczna interpolacja
miedzy zadanymi brzegami obszaru fizycznego. Wymienione metody stanowig dwie
podstawowe grupy metod generacji siatek regularnych. Pierwsza grupa dzieli sie
dodatkowo w zaleznosci od typu réwnania rézniczkowego, ktéry zastosowany jest
do generacji. Mamy wiec metody oparte na réwnaniach rézniczkowych czgstkowych
typu parabolicznego, eliptycznego (np. réwnania Laplace’a i Poissona) oraz
hiperbolicznego (HSnel, 1989). W drugiej grupie metod w procesie generacji
wykorzystuje si¢ interpolacje liniowg (dla prostych geometrii) oraz wielomiany
interpolacyjne (np. Lagrange’a, Hermite’a, Beziera).

Wybor metody generacji zalezy przede wszystkim od rozwazanego zagadnienia i
geometrii obszaru fizycznego. Pomimo ze metoda algebraiczna charakteryzuje sie
krétkimi czasami obliczen, to metoda oparta na réwnaniach rézniczkowych
przewyzsza jg pod wzgledem gtadkosci siatki numerycznej oraz elastycznosci przy
adaptacji do ztozonych geometrii.

Ze wzgledu na geometrie kanaldw przeptywowych maszyn wirnikowych do
obliczen stosowane sg obecnie najcze$ciej siatki oparte na rozwigzaniu réwnan
rozniczkowych typu eliptycznego, szczeg6lnie w tych obliczeniach, w ktorych
rozwigzuje sie rownania opisujace przeptyw lepki. Mozliwos$¢ zastosowania bardziej
ztozonych algorytmo6w generacji siatek pojawita sie dzieki postepowi w dziedzinie
metod obliczeniowych oraz wzrostowi mocy obliczeniowej komputeréw.
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3.3. Podstawowe typy siatek regularnych

Wrod siatek regularnych w zaleznosci od przebiegu dwéch rodzin linii %=const,
r\=const wyro6znia sie siatki typu "O", "C" i "H". Szczegdlne znaczenie ma przebieg
linii t]=const, gdyz te linie definiujg granice obszaru, one tez zasadniczo r6znig sie
ksztattem w kazdym z typow siatek.

Siatka typu "O" jest taka konfiguracjg dwdch rodzin linii, gdzie linie r\=const sg
liniami zamknietymi w obszarze fizycznym, natomiast linie £=const tgczg brzeg
wewnetrzny r\=0 z brzegiem zewnetrznym r)=r|mar obszaru. Wewnetrzne i
zewnetrzne granice dla tego typu siatek sa odwzorowane odpowiednio na poziome
linii A-C i D-l obszaru obliczeniowego (rys.3.2). W obszarze obliczeniowym linie
statych £ sg liniami pionowymi od *=0 do (od A-D do C-I narys.3.2a). Zaletg
siatki typu "O" jest poprawna dyskretyzacja krawedzi natarcia i sptywu. Pewng wada
sg natomiast stosunkowo duze oczka pojawiajace sie w pewnej odlegtosci od brzegu
wewnetrznego. Jest to szczeg6lnie niekorzystne w przypadku obliczen przeptywu
nieustalonego lub lepkiego, gdyz duze gradienty parametrow w S$ladzie
aerodynamicznym za topatka wymagajg zastosowania gestej siatki. Do tego typu
obliczen preferowana jest siatka typu "C".

W siatce typu "C" linie r\=const sg liniami otwartymi biegnacymi wokét
wewnetrznej granicy na wzor litery C. Przebieg tej rodziny linii pozwala w bardzo
dobry sposéb przyblizy¢ ksztatt profilu, a co za tym idzie - zagesci¢ siatke w poblizu
brzegu wewnetrznego. W tego typu siatkach do brzegu wewnetrznego dla r)=0
oprdécz profilu zalicza sie rdwniez odcinki A-E i C-D na linii sptywu (rys.3.3a).
Odwzorowanie granic i wnetrza obszaru fizycznego na obliczeniowy odbywa sie w
spos6b analogiczny jak w przypadku siatki "O".

a) b)

Rys.3.2. Schemat transformacji (a) i przyktad (b) siatki typu "O" (Wréblewski i Gérski, 1992)
Fig 3.2. Transformation (a) and an example (b) of the "O'1-type grid (Wréblewski and Gorski, 1992)
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a) b)

Rys.3.3. Schemat transformacji (a) i przyktad (b) siatki typu "C" (Wréblewski 1994)
Fig.3.3. Transformation (a) and an example (b) of the "C” -type grid (Wr6blewski 1994)

Trzecim podstawowym rodzajem siatki jest siatka typu "H". Jezeli bierzemy pod
uwage zagadnienie palisadowe lub przeptyw wokét pojedynczego profilu w
skonczonym obszarze fizycznym, to linie r|=const siatki typu "H" bedga liniami
biegnacymi podobnie do linii pradu, od lewego brzegu 1=0 do prawego I=1"ax (od
odcinka A-B do E-F narys.3.4a). Dla tego obszaru, jak wida¢ na rys.3.4, potozenie

brzegdbw w obszarze fizycznym odpowiada potozeniu brzegbw w obszarze
transformowanym.

f=0 e=f-

A H=0 ¢ F

a) b)

Rys.3.4. Schemat transformacji (a) i przykfad (b) siatki typu "H"
Fig.3.4. Transformation (a) and an example (b)ofthe"H"- type grid
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Siatka tego typu ze wzgledu na prostszg generacje jest czesto stosowana do
zagadnien obliczen przeptywu w kanatach maszyn wirnikowych, szczeg6lnie przy
modelowaniu przeptywu przez wielowiencowe uktady topatkowe.

3.4. Cechy regularnych siatek obliczeniowych

Siatki numeryczne stuzg do prowadzenia obliczen i rozwigzywania réznych
zagadnien fizyki matematycznej, musza wiec posiada¢ wiele cech pozwalajacych
uzyska¢ poprawne rezultaty. Mozna tu wymienic:

Jednoznaczno$¢ odwzorowania. Obszar fizyczny powinien by¢ tak odwzorowany,
aby kazdemu punktowi na powierzchni (x,y) odpowiadat doktadnie jeden punkt na
powierzchni (£,>/).

Ortogonalnos¢. Jesli zagwarantowana bedzie zupetna analityczna ortogonalno$¢ w
kazdym elemencie siatki, to r6wnania przeptywu moga ulec pewnym uproszczeniom,
co utatwia ich rozwigzanie. Dla ztozonych geometrii trudne jest zapewnienie petnej
ortogonalnos$ci na catym obszarze, dazy¢ nalezy jednak do maksymalnie mozliwego
zblizenia do ortogonalnosci. Dotyczy to wnetrza obszaru, gdyz na brzegach
mozliwo$¢ otrzymania ortogonalnosci linii wynika z przyjetych warunkéw
brzegowych przy generacji. Wystepowanie w siatce oczek ekstremalnie skosnych
powoduje pogorszenie zbieznosci schematow numerycznych i niedoktadno$é w
obliczeniach (Turner i TeLiang 1993). Specjalne znaczenie ma to na brzegach, gdzie
zwykle powstaja najwieksze trudnoSci obliczeniowe. Generowanie siatek
ortogonalnych w kazdym punkcie wymaga bardzo ztozonych algorytméw oraz duzej
mocy obliczeniowej komputera. O ile mozna to osiggngé w przypadku siatek
dwuwymiarowych, to dla siatek tréjwymiarowych zachowanie ortogonalnosci w
kazdym punkcie siatki jest prawie niemozliwe.

Gtadkos$é. Linie siatki powinny by¢ gtadkie i tworzy¢ ukiad wspotrzednych
zachowujacy rézniczkowalno$¢ w catym obszarze.

Automatyczno$¢ generacji. Siatka powinna by¢ generowana automatycznie, przy
minimalnej ingerencji zewnetrznej.

Dopasowanie do zagadnienia. Mozliwo$¢ dopasowania gestosSci siatki do
przewidywanych gradientow parametréw przeptywu istotnie wptywa na doktadnosé
otrzymywanych rezultatow obliczen. Dlatego tez konieczne jest zageszczenie siatki
w miejscach wystepowania fal uderzeniowych oraz na profilu w celu uwzglednienia
warstwy  przySciennej  (siatka  zastosowana do rozwigzywania réwnan
Naviera-Stokesa musi by¢ bardziej zageszczona w okolicy $cianek niz w przypadku
rownan Eulera).
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3.5. Roéwnania do generacji siatki regularnej

Jedng z najbardziej rozpowszechnionych metod generacji siatek jest generacja
polegajaca na rozwigzaniu czastkowych rownan rézniczkowych. Réwnania te moga
by¢ rozwigzywane za pomocg metod stosowanych do rozwigzywania réwnan
przeptywu. Do dyskretyzacji geometrii maszyn przeptywowych wykorzystywane sg
generatory oparte na czastkowych réwnaniach eliptycznych Laplace’a lub Poissona.
Wiaéciwosci laplasjanu funkcji S(x,y) i r/(x,y) spowodowaly, ze réwnania te
znalazty zastosowanie do otrzymywania optymalnych siatek obliczeniowych.

Klasycznymi roéwnaniami rdzniczkowymi czastkowymi typu eliptycznego,
uzywanymi do generacji siatek, sg rownania Laplace’a:

{» +{» =0
fijxx + flyy —0

Rozwiazanie rownania Laplace’a z warunkami brzegowymi Dirichleta osigga swoje
wartosci maksymalne i minimalne na brzegu. Rozwigzanie nie moze osiggna¢ swojej
wartosci ekstremalnej wewnatrz obszaru. Ze wzgledu na wtasciwosci tych réwnan
ich przydatno$¢ do generacji siatek jest jednak ograniczona, poniewaz w czasie
generacji siatki nie moga by¢ kontrolowane odstepy miedzy punktami
wewnetrznymi, a laplasjan tworzy niekorzystne odstepy w oczkach w przypadku
brzegu o duzej krzywiznie. Nie mozna wiec oczekiwa¢ dobrych efektéow w
przypadku zastosowania tej metody do generacji siatki dla profili bardzo wygietych.
Aby kontrolowaé¢ przebieg linii wewnatrz obszaru, dodaje sie do rédwnania
Laplace’a (3.1) cztony zrodtowe o réznej postaci, sprowadzajgc rownania Laplace’a
do rownan Poissona. Po przyjeciu po prawej stronie réwnania (3.1) zamiast zer
funkcji P i Q, zwanych funkcjami kontrolnymi, réwnania majg nastepujaca postac:

Exx+ Zyy = P
t-ta -e <3'2)

Niezaleznie od tego czy brzeg bedzie wypukty czy wklesty, efekt "przyciggania”
linii r, = const do brzegu tj = 0 wywotuje sie dla Q<0. Podobnie w kierunku ¢ dla
P<0 linie i = const przesuwaja sie w kierunku brzegu =0 (rys. 3.5).

Podstawowa trudno$¢ przy generacji siatki polega na wtasciwym doborze funkcji

PiQ.

Obszar obliczeniowy i sposoby jego dyskretyzacji 43

lv
Lf H

Esscmml»/!/—
i 1+l E

Ai(£i —~ CONST
>N T 1 H
\
Wr- nr-

Ai(U 0) * CONST
Q<0 P<0

Rys.3.5. Wptyw P i Q w réwnaniach Poissona. na rozktad linii
Fig.3.5. Influence of P and Q in the Poisson’s equations on the lines distribution

Jednag z metod okreslania P i Q zaproponowat Thompson (1974). Funkcje
kontrolne okre$la sie dla catego obszaru obliczeniowego wg nastepujacych
zaleznoSci:

P(L rj) = ~Il_ AtsignG - tde-**-** : I Bjsignd -
3.3
]Q( )

'11/ il 'IJ?'

gdzie
sign(x) = 1 gdy x>0
= 0 gdy x=0
-1 gdy x<O

Wspdtczynnik A, odpowiada za "przyciaganie" linii <= const do linii i =
natomiast wspétczynnik Bj odpowiada za "przycigganie" linii £ = const do punktu o
wspo6trzednych Wspotczynniki C, i Dj (zwane wspdtczynnikami rozktadu)
regulujg odlegtosci miedzy liniami podczas efektu “"przyciggania”. Jesli A, i B, majg
wartosci ujemne, to mamy do czynienia ze zjawiskiem przeciwnym, tzw. efektem
"odpychania" linii. Analogiczne wt#asciwosci posiada funkcja kontrolna Q dla
kierunku//.

Thompson (1974) przedstawit wiele przyktadéw wygenerowanych siatek przy
uzyciu funkcji kontrolnych tego typu, jednak wybo6r punktu oraz linii dla efektu
"przyciggania” w celu uzyskania pozadanego rozkitadu linii siatki lub w celu
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wyeliminowania niekorzystnego uktadu linii nie jest prosty i wymaga duzego
dosSwiadczenia. Metoda ta ma duze zastosowanie w przypadku dyskretyzacji
obszaru, w ktorymwystepujg waskie szczeliny, np. w przypadkuprofilu skrzydta
samolotu z klapglub slotem. Dla geometrii uktadéw topatkowych wmaszynach
wirnikowych tego typu ztozona kontrola potozenia linii nie jest konieczna, wobec
czego mozna zastosowac funkcje kontrolne prostszej postaci. Jedng z propozycji w
tym zakresie przedstawili Steger i Soerenson (1979). Wprowadzili oni nastepujaca
posta¢ funkcji P i Q:

PE, ) =p(0 se~a"+ (<D m
Q(i,tj) =q(,0 se~n+s(0 m

Ta metoda okres$lania P i Q, w odrdéznieniu od metody Thompsona powoduje, ze
wptyw na rozktad punktow wewnatrz obszaru maja wartosci P i Q na brzegach.
Mozna powiedzie¢, ze o rozktadzie punktoéw siatki decydujg warunki brzegowe oraz
wspotczynniki a, b, c i d.

Metoda generacji oparta na funkcjach kontrolnych (3.4) jest bardzo efektywna i
pozwala wygenerowac siatke dla geometrii kanatéw przeptywowych.

3.6. Metoda generacji siatki regularnej

Rozwiazanie rownan Poissona odbywa sie na ptaszczyznie obliczeniowej (<f, tj).
Poniewaz wynikiem obliczer majg by¢ wspotrzedne punktéw na phaszczyznie
fizycznej, wykorzystuje sie regute tancuchowga do zapisania rownan (3.2) w postaci:

“ 2Pxin + yxm= ~J2(Px{ + Qxn)
- 20y<n+yym = -J2(Py(+ Oy*) (3-5)

gdzie:
a=x]+yh
p =X(Xn+yiyn
y=x\+y}
J=X(yn-xry(

Roéwnania te razem z warunkami brzegowymi okreslonymi na wspo6trzednych x,y
stanowig podstawe do generacji siatki numerycznej. Réwnania w postaci (3.5) maja
bardziej ztozong forme niz réwnania (3.2), wystepujg tu bowiem pochodne mieszane
oraz f i g w obu rownaniach. tatwiejsze jest jednak okre$lenie warunkow
brzegowych oraz $ledzenie procesu rozwigzania. Rozwigzujagc uktad (3.5) dla
szczegblnie wybranych niejednorodnych cztonéw zrédtowych P i Q oraz dla
szczeg6lnego zbioru warunkéw brzegowych otrzymujemy siatke.
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Podstawowym problemem przy rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych jest
okreslenie warunkéw brzegowych. W tym przypadku dla wygenerowania optymalnej
siatki numerycznej, w oparciu o rozwigzanie rownan Poissona, pierwszym krokiem
jest ustalenie warunkéw brzegowych, czyli rozktadu punktéw na brzegu
zewnetrznym oraz wewnetrznym (siatka typu "O" i "C"). Wewnatrz obszaru rozktad
poczatkowy otrzymuje si¢ przez interpolacje pomiedzy punktami brzegowymi.

3.6.1. Brzeg wewnetrzny - rozktad punktéw na profilu

Przy ustalaniu rozktadu punktéw na profilu istotne jest, zeby w obszarze o duzej
zmianie krzywizny (np. na nosku i sptywie profilu) powstato wieksze zageszczenie
punktéow siatki. Spowodowane jest to koniecznoscig doktadniejszej dyskretyzacji
geometrii w tych miejscach oraz spodziewanymi duzymi gradientami parametréw
przeptywu. Rozktad punktdw na profilu przyjmuje sie za pomocg odpowiednich
funkcji zageszczeniowych. Jedng z propozycji moze by¢ funkcja:

(3.6)

pozwalajgca na odcinku s(j)-s(jO wyznaczy¢ stosunek przyrostu odlegto$ci miedzy
kolejnymi weztami a przy zadanej odlegtosci miedzy pierwszym i drugim weztem,
ktorym w przypadku profilu jest najczesciej odlegto$¢ na krawedzi natarcia lub na
krawedzi sptywu oraz przy znanej ilosci weztéw. Funkcje (3.6) dobiera sie dla
krawedzi natarcia i sptywu, a w obszarze przejsciowym 2-1 i 3-4 (rys.3.6) okresla sie
na podstawie wielomianu interpolacyjnego.

Rys.3.6. Rozkiad punktéw na profilu (brzegu wewnetrznym)
Fig.3.6. Points distribution at the profile (inner boundary)
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Rozktad punktow definiujgcych profil okres$lany jest najczesciej albo za pomoca
tukéw okregow, albo za pomocg zbioru punktéw. Okreslenie wspotrzednych siatki w
przypadku pierwszym odbywa sie z wykorzystaniem odpowiednich réwnan okregu,
aw drugim za pomocgréznych technik interpolacyjnych.

3.6.2. Rozktad punktow na brzegu zewnetrznym

Rozpatrujgc siatke typu "O" lub "C" mozemy przyja¢ na brzegu zewnetrznym
rozktad z réwnomiernymi odlegto$ciami miedzy punktami (Sorenson 1980). Tego
typu koncepcja jest wygodna w przypadku przeptywow zewnetrznych, gdzie brzeg
zewnetrzny moze by¢ definiowany w sposéb dowolny. W przypadku przeptywoéw
palisadowych nastrecza ona jednak pewnych trudnosci. Rozktad punktéow
zewnetrznych mozna modyfikowa¢ np. za pomoca przyjetej arbitralnie funkciji.
Jednak ze wzgledu na fakt, ze dobor tej funkcji nie jest tatwy, konieczne jest ciagte
jej korygowanie, co powoduje, ze caty proces jest dtugotrwaty i nie daje gwarancji
otrzymania zadowalajagcego ksztattu siatki. W dyskretyzacji kanatdw maszyn
wirnikowych korzystne jest obliczanie potozenia punktow, na ktérych okreslony jest
warunek okresowos$ci wedtug schematu dla brzegu wewnetrznego, co oznacza, ze
punkty okresowe traktowane sgjak punkty wewnetrzne.

3.6.3. Rozwigzanie réwnan Poissona

Pierwszym krokiem przy rozwigzywaniu uktadu rownan (3.5) jest okreslenie
funkcji p,q,r,s w réwnaniu (3.4). Poniewaz P i Q przyjmujg wartosci odpowiednio
dla brzegu:

-wewnetrznego =0 =>P(£,0)=/>(f£) oraz Q(LO0)=q(0,
~zewnetrznego tj —//max =>/>(E, //max) —rd) Oraz Qd, Smax) —j(£),

otrzymujemy po wstawieniu ich do rdwnania (3.5) uklad rownan zawierajacy
pochodne pierwszego i drugiego rzedu po £ i r|l. Poniewaz rozktad punktéw na
brzegach przed kazdg iteracja jest znany, to wszystkie pochodne po %sa w tym
przypadku tatwe do wyznaczenia. Wartosci pochodnych wspdétrzednych x,y po r)
otrzymuje sie przy wykorzystaniu zwigzkdw geometrycznych na brzegu, przyjmujac,
ze wielkoscig zadawang na brzegach wewnetrznym i zewnetrznym sg odlegtosci
miedzy liniami r\=const, czyli ds/dtj oraz kat 9 przeciecia linii <= const z liniami
7=0 Itj = fnmex (rys.3.7).

Dla okreslenia zwigzkow miedzy warunkami brzegowymi (tzn. wielko$Sciami 9 i
ds/dr,) a pochodnymi yn i xn na brzegach wykorzystuje sie zaleznosci opisujace
iloczyn skalamy i wektorowy.

VE «V/; = VC||V7|cos 0 (3.7)
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Rys.3.7. Warunki brzegowe dla brzegu wewnetrznego
Fig.3.7. Boundary conditions at the inner boundary

|vd;x v//| = |[VE|lv7|sin0,0 < 6 < n (3.8)
s,
X - TII’(~Xt cos 0-ytsin0)
s

(3-9)
= -j-(-y{ cos 9 + xesin9)

Pochodne rzedu drugiego buduje sie w oparciu 0 znane wartosci pochodne rzedu
pierwszego.W ten sposob okreslone sa wszystkie wielkosci pozwalajgce rozwigzac
uktad rownan (3.5) na brzegach i otrzymaé wartosci funkcji p,q,r,s. Poniewaz
funkcje te zaleza tylko od £, okreslamy P i Q dla catego obszaru ze wzoru (3.5). Jak
wida¢ ze wzoru (3.4), P i Q jest okre$lane na brzegach za pomoc\p,q,r,s, natomiast
wewnatrz obszaru sg one rozktadem ekspotencjalnym zmiennej t|, gdzie a,b,c i d sa
statymi dodatnimi. Mate wartosci a i b powoduja, ze wptyw warunkow okres$lonych
na brzegu wewnetrznym do wnetrza siatki jest duzy, natomiast duze wartosSci
powoduja efekt przeciwny. Podobnie mate wartosci c i d powoduja efekt propagacji
wptywu warunkéw na brzegu zewnetrznym do wnetrza siatki, natomiast duze
wartosci  wywotujg efekt przeciwny. Propozycja zadawania parametrow
geometrycznych na brzegu z punktu widzenia obliczen przeptywowych jest bardzo
korzystna, gdyz pozwala otrzymywac siatki dostosowane do zastosowanych modeli
obliczeniowych.

Numeryczng posta¢ réwnan (3.5) otrzymuje sie przez zastgpienie operatorow
rézniczkowania réznicami skonczonymi. Uzyskany w ten sposéb ukiad réwnan
réoznicowych mozna rozwiazaé przy zadanych warunkach brzegowych,
wykorzystujac jedna z metod relaksacyjnych, rozpowszechnionych dla
rozwiazywania uktadéw czastkowych rownan rézniczkowych typu eliptycznego
(Wrdblewski i Gorski 1992).

Wygenerowanie optymalnej siatki numerycznej jest zalezne od wielu czynnikéw.
Do podstawowych nalezy zaliczy¢ przyjecie odpowiedniego rozktadu punktéw na
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profilu oraz na brzegu zewnetrznym, dobdér ksztattu brzegu zewnetrznego,
odpowiednie warunki geometryczne na brzegach siatki, dob6r wspo6tczynnikow
a.b.c.d w cztonach zrédtowych réwnania (3.5) oraz przyjecie optymalnych
parametrow procesu relaksacji. Tylko odpowiedni dobdr tych wszystkich wielkosci
gwarantuje otrzymanie zadowalajacej postaci siatki numerycznej. Siatke nalezy
dostosowa¢ do rozpatrywanego zagadnienia przeptywowego w ten sposob, aby
jako$¢ otrzymywanych rezultatéw obliczen byta najwieksza oraz czas obliczer byt
najkrotszy. Nalezy zdawac sobie sprawe z faktu, iz im gorszej jakos$ci jest siatka,tym
trudniej uzyska¢ dobrg zbiezno$¢ schematu numerycznego oraz trudniej
wyeliminowaé tzw. btedy numeryczne. Ogd6lnie mozna stwierdzié, ze przy generacji
siatki nalezy unika¢ znacznych skosow oczek siatki, a zmiana wielko$ci oczek
powinna nastepowac ptynnie. Zageszczenie punktow w obszarach, gdzie wystepuja
silne zmiany geometrii (nosek, krawedz sptywu topatki), czy zmiany parametrow
przeptywu (warstwa przyscienna), powinno by¢ tak dobrane, aby uwzgledni¢ efekty
przeptywowe bez zbednego wydtuzania czasu obliczen. Otrzymanie poprawnej siatki
jest procesem zmudnym i wymaga pewnego do$wiadczenia. Poniewaz zagadnienia
przeptywowe wymagajag w wielu przypadkach indywidualnego potraktowania,
znalezienie uniwersalnego narzedzia do generacji siatki jest trudne. Szereg
przyktadow siatek stosowanych w obliczeniach maszyn przeptywowych mozna
znalez¢ w pracy Wroblewskiego i Dykasa (1995).

3.6.4. Generacja algebraicznej siatki prostej

Siatka prosta typu algebraicznego stanowi najprostszg forme siatki
dyskretyzujacej obszar obliczeniowy. Przyktad takiej siatki pokazany jest na
rys.3.4b. Linie £,=const rozmieszczane sa za pomoca funkcji zageszczeniowych. Te
funkcje dobiera sie dla czterech obszaréw (rys.3.8):

e odi=iif£ do /'=/

e od i=ilEdo i-isL

e odi—Edo i—isr
e od /'=/>Edo i-ima,

Funkcje realizujaca zageszczanie punktéw mozna przyja¢é wg zaleznosci (3.6).
Doboru rozktadu punktéw miedzy i=isu a i=isr mozna dokonaé¢ przy wykorzystaniu
wielomianu interpolacyjnego. Rozktad punktéw siatki na linii r\=const mozna dobra¢
jako réwnomierny lub zageszcza¢ linie siatki przy $ciankach za pomoca funkcji
zageszczeniowej (miedzy punktamij=1 ij=j,,J2 orazj=jnXij=j«J2).
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Rys.3.8. Rozmieszczenie linii siatki prostej typu "H"
Fig.3.8. Lines distribution of the “H" - type grid

3.7. Generacja siatki trojwymiarowej

W maszynach wirnikowych topatki majg roznorodne ksztatty przestrzenne.
W tym przypadku wygenerowanie siatki tréjwymiarowej mozna prowadzi¢ na dwa
sposoby. Pierwszy polega na rozwigzaniu przestrzennych réwnan rézniczkowych
czastkowych, a drugi na wykorzystaniu generatoréw dwuwymiarowych. Mozliwosci
zastosowania powyzszych sposobdw sg zwigzane z ksztattem topatki. Dla topatek o
bardzo skomplikowanych ksztattach najczesciej konieczne jest generowanie siatki w
oparciu o pierwszy sposob. Dla geometrii fopatek spotykanych w osiowych
maszynach wirnikowych najcze$ciej mozna postuzy¢ sie drugim, prostszym
sposobem.

Geometria fopatki najczesciej podawana jest przez wytwoérce w postaci
przekrojow na Kkilku lub kilkunastu promieniach. Wyjatek stanowig tu topatki
pryzmatyczne, gdzie podaje sie¢ geometrie tylko w jednym przekroju. Do otrzymania
siatki trojwymiarowej niezbedne sg co najmniej dwie siatki dwuwymiarowe w
uktadzie (9,x) dla roznych wartosci promienia r. Nie jest mozliwe okre$lenie siatki
trojwymiarowej w oparciu o jedng takg siatke, poniewaz mozemy liczy¢ sie wtedy ze
zmiang ksztattu profilu lub ztym okre$leniem brzegu okresowego.

Punktem wyjscia do procesu generacji siatki tréjwymiarowej jest ksztatt profilu,
okreslony w postaci zbioru wspétrzednych punktéw w uktadzie cylindrycznym
(r,S,x).

Generacje trdjwymiarowej siatki przeprowadzamy wykonujagc nastepujace
czynnosci:
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e Przeciecie topatki dowolng ilo§¢ razy na r6znych promieniach
r\(z),r2(z),...,r,,(z). (ilos¢ "cie¢" zalezy od stopnia komplikacji ksztattu
topatki i jest najczesciej réowna liczbie przekrojow podawanych w

dokumentacji przez producenta).

¢ Transformacja przekrojow z uktadu (r, &,x) do uktadu (x,y, z), jezeli nie sg

one okre$lone w uktadzie kartezjanskim.

» OkreSlenie granic obszaru obliczeniowego.

¢« Generacja siatek dwuwymiarowych (2D) na przekrojach charakterystycz-
nych.

e« Transformacja odwrotna do uktadu (r, &,x) (rys.3.9).

e Ustawienie siatek wzdtuz wysokosci.

. Interpolacja weztoéw siatki na przekrojach posrednich.

Rys. 3.9. Transformacja siatki (2D) z ukfadu (x,y,z) do (r, B,x)
Fig. 3.9. Grid transformation (2D) from (x,y,z) system to the (r, &,x) system

W ten spos6b mozliwa jest generacja siatek tréjwymiarowych dla kanatdw
osiowych maszyn wirnikowych zaréwno w przypadku, gdy mamy do czynienia z
siatkami dwuwymiarowymi typu "C" i "O", jak i typu "H". W przypadku geometrii
topatek maszyn wirnikowych, dla ktérych wykonywano obliczenia zamieszczone w
tym opracowaniu, postugiwano sie tg metodg generacji siatki trojwymiarowej.

Rozdziat 4

Numeryczne rozwigzania rownan zachowania

4.1. Bilansowanie cztondw konwekcyjnych

Technika obliczen numerycznych, oparta na zastosowaniu schematow
z roznicami centralnymi, nalezy do klasycznego podejscia przy rozwigzaniu réwnan
rézniczkowych typu hiperbolicznego. Ten sposéb tworzenia réwnarn réznicowych
ma uzasadnienie czysto numeryczne i w konsekwencji prowadzi do koniecznosci
tlumienia oscylacji wystepujacych w czasie obliczei. Do najcze$ciej stosowanych
metod roznic skonczonych naleza: metoda Laxa-Wendroffa (1960, 1964) oraz
metoda MacCormacka (1969). Zastosowanie sztucznych cztonéw tlumigcych, ktére
musza by¢ specjalnie definiowane i dobierane indywidualnie do rozwazanego
przypadku, powoduje wzrost wiasnosci dyssypacyjnych okreslanych przez tzw.
numeryczng lepkos$é, np. Arts (1985), Chmielniak i Wrdblewski (1987,1993), Merz i
inni (1995). W literaturze zaproponowano wiele formut na okreslenie sztucznej
dyssypacji. Stosunkowo szerokie zastosowanie znalazta metoda zaproponowana
przez Jamesona i innych (1981) i Pulliama (1986), w ktérej wprowadzono
dyssypacje drugiego i czwartego rzedu. Pomimo ze tak okre$lone schematy
numeryczne sg z reguty stabilne, to w pewnych przypadkach moze wystgpi¢ trudnosé
w odroznieniu rzeczywistych oscylacji w przeptywie od oscylacji numerycznych.
Szczegblnie przeptywy lepkie i niestacjonarne mogga nastreczaé¢ pewnych probleméw
w modelowaniu. W przypadku gdy mamy do czynienia ze zjawiskami falowymi o
duzej intensywnosci, zastosowanie odpowiednio silnych cztonéw tlumigcych moze
prowadzi¢ do rozmycia tych zjawisk i w konsekwencji do zaburzenia rzeczywistego
obrazu przeptywu. Mozna jednak wskaza¢ udane aplikacje tego typu schematu
numerycznego w zagadnieniach niestacjonarnej wspotpracy wiencéw (m.in. Saxer
1991, Jung i inni 1997, Chmielniak i inni 1988). W celu wyeliminowania
niedoskonatosci schematu z rdéznicami centralnymi mozna wykorzysta¢ metode
rozwigzania typu "pod prad". W swej konstrukcji bazuje ona na fizycznych zasadach
opisywanego zjawiska.
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Schematy typu "pod prad" uwzgledniajg w procesie tworzenia réwnan
roznicowych charakterystyczne kierunki rozprzestrzeniania sie zaburzeh. llorazy
roznicowe tworzone sg zawsze w tym kierunku charakterystycznym, z ktérego
zaburzenie dociera do rozpatrywanego punktu. Konstrukcja schematéw typu "pod
prad" jest bardziej ztozona od r6znic centralnych, jezeli wezmiemy pod uwage
zasade obliczania strumieni i spos6b zaprogramowania, a co za tym idzie, wymaga
dtuzszego czasu obliczen.

Do najbardziej rozpowszechnionych metod dyskretyzacji typu "pod prad" nalezy
zaliczy¢ metode dekompozycji roéznic strumieni (Flux-Difference Splitting - FDS)
i metode rozdzielenia strumieni (Flux-Vector Splitting - FVS).

4.2. Dekompozycja roznic strumieni. Metody Godunowa

Jezeli rozpatrzymy jeden kierunek w przestrzeni, to rGwnanie zachowania Eulera
dla przyjetej na rys.4.1 komorki bilansowej ma nastepujgcg postac¢ réznicowa:

-0 (4|)

Rys. 4.1. Strumienie w kierunku Cdla komorki bilansowej
Fig. 4.1. Fluxes for the calculation celi in the Edirection

Strumienie Eix\n na S$ciankach komorki bilansowej sg funkcjami zmiennych
zachowawczych z sgsiednich weztdw. Dla strumienia £,+12 mozemy zapisac:

£/+1/2 = EMn(Qi-\, Qt, Qm , Qi) (4.2)

Do okreslenia tego strumienia wybieramy jedng z metod interpolacji, aby okresli¢

wielkosci na $ciance /'+1/2. Jednym ze sposobdw okreslenia strumienia jest metoda
dekompozycji réznic strumieni.
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Metoda dekompozycji roéznic strumieni opiera sie na koncepcji Couranta,
Isaacsona, Reesa (1952) zaproponowanej do zagadnieA liniowych, ktéra pézniej
zostata rozszerzona na zagadnienia nieliniowe. W tej koncepcji strumien
numeryczny rozdzielony jest na dwa sktadniki, z ktérych pierwszy skilada sie
z centralnego usredniania, a drugi jest cztonem typu ‘pod prad’. Czton typu ‘pod
prad’ jest dodany do strumienia centralnego i wraz ze wzrostem nachylenia
charakterystyki sprowadza strumieA numeryczny do dyskretyzacji typu ‘pod prad’.
Jednoczes$nie czton ten stuzy jako czton tlumiagcy, ktéry eliminuje oscylacje
wystepujace przy dyskretyzacji centralnej. Zalezno$¢ do okreslenia strumienia ma
nastepujacg postac:

Ei+12- J(E(Qd + E(Qm ) - \a {Qmii)\(Qm - Q,)) (4.3)

Macierz |/4] odpowiada swojg strukturg macierzy Jakobiego i jest zdefiniowana
jako:

M I=7 A (FI1E(F) (4-4)

Macierz te formutuje sie na $ciance /+1/2 komorki. Sposob okreslenia tej wielkosci
decyduje o r6znych wariantach schematu.

4.2.1. Metoda Godunowa z doktadnym rozwigzaniem zagadnienia Riemanna

Jednym z pierwszych schematéw typu FDS byt schemat Godunowa (1959), ktory
sprowadza wyrazenie (4.3) na strumien £,>12 do postaci:

Ei+m = E(Qi+m) (4-5)
Qi+l/2
\
Qi+l
Qi
—= 0= - o— —-0— — O—
i-1 i i+1 i+2

Rys.4.2. Wyznaczenie wielkosci do bilansowania strumieni
Fig.4.2. Parameters for the fluxes calculation
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gdzie wartosci Qi+\n okreslane sg z doktadnego rozwigzania jednowymiarowego
zagadnienia Riemanna dla parametrow Qi+\,Qi, przy zatozeniu Zze parametry
w komdrce sg usrednione po objetosci, tzn. w calej komdrce parametry maja
wartoéci okre$lone w wezle (rys.4.2). Metoda Godunowa jest pierwszego rzedu
doktadnosci w przestrzeni.

4.2.2. Okresélenie lokalnego zagadnienia Riemanna

Rozwigzanie jednowymiarowego zagadnienia Riemanna znalazto zastosowanie,
zgodnie z propozycjg Godunowa (1959) w przypadku rozwigzywania nie tylko
zadan jednowymiarowych, lecz takze wielowymiarowych. Rozwigzanie zagadnienia
Riemanna opiera sie na rozwigzaniu jednowymiarowych réwnan Eulera dla fali
uderzeniowej, fali rozrzedzeniowej i powierzchni nieciggtosci. Dla warunkéw
poczatkowych (t=t0=0) mozemy zapisac:

Q(£,/0) = o1 =const dla <<po
Q(i,10)=qr =const dlaf>cz0

Parametry po obu stronach powierzchni nieciagto$ci sg oznaczone gwiazdka
(rys.4.3). Poniewaz zagadnienie rozwigzywane jest w krzywoliniowym ukladzie
wspotrzednych, to predkos¢ czynnika jest okredlana jako predko$¢ w kierunku £ na
podstawie zaleznos$ci (2.25) w postaci:

Rys.4.3. Oznaczenia parametréw zagadnienia Riemanna
Fig.4.3. Parameters in the Riemann problem
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«=£/VK I (4.7)

Rozwigzanie zadania Riemanna ma w tym przypadku na celu okreslenie
parametrdw w miejscu E=Eo dla czasu t=torAt. Mozna zauwazy¢, ze parametry
w tym miejscu sa state w czasie, a ich warto$¢ okresla sie¢ za pomoca zwigzkéw
miedzy parametrami na poszczeg6lnych falach oraz w zaleznos$ci od konfiguracji
tych fal. Podstawowe konfiguracje fal charakterystyczne dla zagadnienia Riemanna
przedstawione sa na rys.4.4. Zwigzki pomiedzy parametrami na falach mozemy
zapisa¢ w postaci okre$lonej ponizej (Godunow 1976, Chmielniak 1994, Chmielniak
i Wrdblewski 1995, Toro 1996).

Fala uderzeniowa

Dla okreslenia wszystkich przypadkéw rozchodzenia sie fal uderzeniowych
musimy rozréznié¢ przypadek, gdy fala uderzeniowa porusza sie na prawo i na lewo.
W przypadku gdy fala uderzeniowa rozprzestrzenia sie na lewo, mozemy zapisa¢
nastepujaca formute na obliczenie gestosci (zalezno$¢ Rankine’a-Hugoniota):

(y+0/MZ+(*-i)PL
A S p i {K-\)pl+ {K+\)pL (4-8)

Jezeli przez U oznaczymy predkos$¢ rozprzestrzeniania sie fali uderzeniowej, to
mozemy zdefiniowaé wielko$¢ pomocniczg mu ktéra prezentuje sobg strumien
masowy:

mL = P1(ul - UL) = pUfil - UL) (4.9)

Zwigzek dla lewej fali uderzeniowej ma postac:

uL-uL + b LS o
N (4.10)

mL = Jp1(j*2~P1 + ]i2~PO
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tA 11

Rys.4,4. Przyktadowy uktad fal w zagadnieniu Riemanna
Fig. 4.4. Waves configuration in the Riemann problem (example)

Dla przypadku gdy fala uderzeniowa rozprzestrzenia sie na prawo, mamy
odpowiednio:

mR=PR(yR-u'R)=pl(yR-u'R) (4.11)
oraz

P ~
ur~uR+'—rm|—?r-On

jpRiI"PR + rPR)

(4.12)
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Fala rozrzedzeniowa

Przy rozpatrywaniu fali rozrzedzeniowej wykorzystuje sie niezmienniki
Riemanna:

ul+ oi =0 ur- i aR =o (4.13)

~K - idem

Pierwsze wyrazenie opisuje sytuacje, gdy fala rozprzestrzenia sie na lewo, a drugie
gdy rozprzestrzenia sie na prawo. Predko$¢ dzwieku okre$lonajest z zaleznosci:

(434)
Dla przypadku gdy fala rozrzedzeniowa jest lewg falg mozemy zapisac:
ul-ut- - (E1) =0 (4.15)
a gdy jest prawag fala:
UR-UR+ 77ZTa*(l “ (w) =0 <4-16)

Rownania powyzsze mozna zapisa¢ w tej samej formie jak rownania (4.10-4.12)
dla fali uderzeniowej. Wtedy wielkosci mLoraz mRokre$lamy nastepujaco:

(4-17)

W= _({™) *] (4-18)

Wyznaczenie parametréw w poszczeg6lnych obszarach wymaga zastosowania
procesu iteracyjnego z wykorzystaniem odpowiednich formut dla wystepujacej
konfiguracji fal.

Rozwiazanie zagadnienia Riemanna mozna przeprowadzi¢ w rdézny sposob.
Jedng z bardziej efektywnych metod jest metoda iteracyjna Newtona, ktéra zapewnia
szybka zbieznos¢.

Po wyeliminowaniu z réwnan (4.15), (4.16) predkoSci rozprzestrzeniania sie
powierzchni nieciggto$ci ULR przyjmujgc dla powierzchni nieciggtosci zaleznosci:
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(4.19)
P =PI1=Pr
mozemy dla okreSlenia wartosci cisnienia zapisa¢ zaleznosc:
F(p*) =fip\PL,PL)+flp*,PR,PR) = UL-UR (4.20)
gdzie
*H_Cl
dla p*>pL
Prol A KriP* K1
Ap*,PI,PI): % P1+ 2
ter_') dla p* <pi

Zaleznosci dla prawej fali otrzymuje sie po zmianie indekséw L = R.

Aby przedstawic¢ zasade metody obliczen, rozpatrzymy przypadek, gdy P1<Pr, co
oczywiscie nie jest ograniczeniem metody. Zalezno$ci dla przypadku pL>pR
otrzymuje sie w tym przypadku przez zmiane kierunku predko$ci oraz zmiane
indeksowania.

Charakterystycznymi warto$ciami funkcji F{p') w przypadku parametréw p'=pL,
p -pR, p ‘=0 (prdéznia) sa odpowiednio: predkos$¢ fali uderzeniowej ufl, predkosé fali
rozrzedzeniowej ufr i warto$¢ graniczna up. Z pomocg tych wielkosci mozemy
okre$la¢ poszczegdlne rodzaje konfiguracji fal:

- dla ui —ur > ufu p'>Pr , p"™P1 - naprawo i lewo fala
uderzeniowa

-dla ufr <ul~ur>ufu p'kPr, PAPI1 - naprawo fala rozrzedzenio-
wa, na lewo fala uderzeniowa

-dlaup <ul- ur> ufr p’>0, p'<pt - na prawo i na lewo fala
rozrzedzeniowa

Obliczenie cisnienia nastepuje przy zastosowaniu metody iteracji Newtona:
ftPn)
PI>\=P'n— ? 4.21
B (4.21)

W przypadku zastosowania tego sposobu obliczen do wyznaczania wartosci
ci$nienia oraz, w dalszej kolejnosci, pozostatych parametrow istotne jest, aby w
procedurach numerycznych mozliwie najszybciej otrzymac rozwigzanie. O liczbie
iteracji decyduje w tym przypadku warto$¢ poczatkowa cisnienia, ktéra powinna by¢
wybrana mozliwie blisko rozwigzania. Dobre efekty daje przyjecie do obliczen
wartosci ci$nienia, otrzymanego z rozwigzania zlinearyzowanego zagadnienia
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Riemanna tzw. przyblizenia akustycznego (patrz punkt 4.2.3) (Wrdéblewski, 1994,
Chmielniak i Wroblewski (1995).

Poniewaz rozwigzanie zagadnienia Riemanna odbywa sie w sposéb iteracyjny,
w wielu pracach poszukiwano innego, szybszego sposobu rozwigzania. Motywacja
do tych poszukiwan byt fakt, ze w schemacie po doktadnym rozwigzaniu
zagadnienia Riemanna warto$ci w komdrce sg usredniane, przez co traci si¢ wiele
informacji z tego rozwiazania. W ten sposob zrodzita sie cata grupa rozwiazan,
w ktdrej wykorzystuje sie rozne wersje przyblizenia rozwigzania zagadnienia
Riemanna.

4.2.3. Przyblizenie akustyczne

Pierwsza z metod przyblizonego rozwiazania zagadnienia Riemanna sformutowat
Godunow (1976). Zaproponowat on rozwigzanie oparte na zlinearyzowanych
jednowymiarowych roéwnaniach zachowania. Przyblizenie to zaktada, ze fale
traktowane sgjak stabe zaburzenia, i przez analogie do zagadnien akustycznych nosi
nazwe przyblizenia akustycznego. Dla tego przypadku definiujemy strumienn masy
nastepujaco (Sokotowski, Gniesin, 1986):

K (PL+PR) (PL+PR) (422)

Dla ci$nienia i predkosci w obszarze powierzchni nieciggtosci mamy wtedy
zaleznoSci:

p* = PL+ -+ a* “L~UR (4.23)
g. =«4+M +£LIEI (4.24)

Gesto$¢ p'z. mozna okresli¢ z zaleznosSci jak dla zagadnienia Riemanna (4.8). Dla
prawej strony obowigzuja po zamianie indeksow te same zaleznos$ci. Predkosci
stabych fal z lewej i prawej strony sg okreslone z zaleznosci:

UL=ul-ji

(4.25)
Ur=dr- -pj

W przypadku wykorzystania tej metody moga wystapi¢ trudnosci obliczeniowe,
jezeli w przeptywie pojawig sie silne zjawiska falowe.
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4.2.4. Metoda Oshera

Inng metodg typu aproksymacyjnego jest metoda Oshera (1982, 1984). Zaktada
ona, ze w zagadnieniu Riemanna wystepujg trzy fale o charakterze ciggtym.
Sprowadza sie¢ to do zastgpienia fali uderzeniowej falg zgeszczeniows, dla ktorej
obowigzujg podobne zwiagzki jak dla fali rozrzedzeniowej. Poniewaz w tym wypadku
zapewniona jest rézniczkowalno$¢ strumienia, mozemy czton typu ‘pod prad’
przedstawic jako catke po falach zaburzeniowych w postaci:

W tym rozwiazaniu zalozono, ze w punkcie i+1/2 tgczg sie trzy fale, ktére
rozprzestrzeniajg sie w kierunkach charakterystycznych bez wzajemnego
oddziatywania. Fale te rozdzielajg obszar na trzy podobszary analogiczne
z zagadnieniem Riemanna (rys.4.5). Poniewaz fale 1'i 3' zatozono jako izentropowe,
to przyrost entropii uwzglednia sie tylko na fali 2', reprezentujacej nieciggtos¢
styczna.

W tym przypadku wszystkie zmiany parametréw miedzy stanami z lewej i prawej
strony punktu /+1/2 okre$la sie za pomoca parametréw posrednich w punktach
przestrzeni catkowania QL ,QR. Parametry w punktach posrednich okres$la sie na
podstawie zwigzkéw wynikajacych z niezmiennikéw Riemanna dla poszczegdlnych
fal, co umozliwia wyeliminowanie procesu iteracyjnego. W przypadku takiej
konfiguracji fal, w ktérej na jednej z fal wystepuje predkos¢ dzwieku, w trakcie
procesu catkowania uwzglednia sie ten fakt poprzez dodatkowe rozdzielenie r6znicy
strumieni na fali stanem Q&8R. Zaleznos$ci pozwalajagce okresli¢ parametry miedzy
poszczegO6lnymi falami podane sa w literaturze (Chakravarthy i Osher 1981, Hirsch
1990, Chmielniak 1994). Istniejg dwa warianty tej metody, rdznigce sie sposobem
prowadzenia procesu catkowania. Oryginalny wariant zaktadat tworzenie réznic
strumieni przy zatozeniu inwersji czasowej (fale 1",2",3"). Wariant bardziej zblizony
do zagadnienia Riemanna, noszacy czesto nazwe wariantu fizycznego, wykorzystuje
fale 1'2',3" do prowadzenia procesu catkowania i jest w ostatnich latach czesSciej
stosowany (Pandolfi 1984, Benetschik 1991). Rdéznica miedzy tymi wariantami nie
ogranicza sie jedynie do réznicy czysto matematycznej, lecz powoduje, ze
wiasciwosci schematu sa rézne. Pierwszy wariant w odrdznieniu od drugiego daje
niedoktadne wartosci rozwigzania zagadnienia Riemanna w obszarach o niskich
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wartosciach gestosci oraz w przypadku silnych fal uderzeniowych, w ktorych
ci$nienie p ‘ zblizone jest do zera (Toro 1995).

Rys.4.5. Uktad fal dla okre$lenia wartosci strumienia w metodzie Oshera
Fig.4.5. Waves configuration for the flux calculation in Osher scheme

Niewatpliwej zalecie tego schematu, jaka jest rézniczkowalno$¢ strumieni,
nalezy przeciwstawi¢ zwigzang z tym faktem wade, ktora polega na tym, ze na fali
zgeszczeniowej mamy do czynienia ze zwiekszong dyfuzja. Skutkuje to
pogorszeniem rozdzielczo$ci schematu, co w przypadku jednowymiarowym objawia
sie rozciagnieciem frontu fali uderzeniowej na dwa lub trzy punkty siatki.
W pordwnaniu do schematéw Roe lub Godunowa do modelowania fali uderzeniowej
jest w tym przypadku potrzebny dodatkowy stan posredni. Ta wada traci jednak
swoje znaczenie w przypadku zagadnien wielowymiarowych, gdyz wtedy na
pogorszenie jakosci rozwigzania wptywajg dodatkowe, najczesciej dominujace,
czynniki numeryczne (np. siatka dyskretyzujaca), ktére w podobnym stopniu
wptywajg na rozwigzania innymi metodami. Metoda Oshera w swoich wariantach
byta stosowana z powodzeniem do obliczen przeptywu dla r6znych konfiguracji
geometrycznych uktadéw topatkowych (np. Wréblewski, 1994).

4.2.5. Metoda Roe

W obliczeniach aerodynamicznych stosunkowo duzg popularno$cig cieszy sie
metoda zaproponowana przez Roe (1981). W tej metodzie zagadnienie Riemanna
rozwiagzywane jest na podstawie zlinearyzowanej postaci rownan zachowania przy
wprowadzeniu fikcyjnego stanu $éredniego, okre$lonego z wielkosSci po lewej i
prawej stronie punktu i+1/2. Poniewaz fizyczny strumiehA przeptywajacy przez
$cianke komarki przyblizany jest za pomocg funkcji (4.3), sktadajacej sie z cztonu
centralnego i cztonu typu ‘pod prad’, Roe zaproponowat okres$lenie macierzy
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MQi+m) za pomocg wielkosci $rednich. Wielkos$¢ Qi'l'm bedzie wiec miata postaé
spetniajacg zaleznosc:

M (0«+i/2)] (&+> ~ Qi) = Em ~ Et (4.27)

Bedzie to miato miejsce, gdy zastosujemy nastepujaca procedure usredniania:

Pi+\a = pil
. Ui\X + ui
ui+m = I+ x
VMX + Wt
=m i+X
Rys.4.6. Korekcja schematu Roe
_ X+w, Fig.4.6. Correction of the Roe scheme
W'+m 1+* (4.28)
Hi+1?2 = Hm_X+ H, W tym przypadku, gdy predkos¢ fali ekspansyjnej ma warto$¢ zero, zanika czton
i X typu ‘pod prad’ w réwnaniu (4.29) i rbwnanie réznicowe pozbawione jest cztonu
*— | ttumigcego, ktéry z fizycznego punktu widzenia powinien wystepowac,
_.-¥ a z numerycznego punktu widzenia jest konieczny do zapewnienia stabilnosci.

Wyeliminowanie tego niedostatku wymaga zastosowania korekcji wartosci
wiasnych. W literaturze dostepne sg rdézne postacie korekcji, jednak

, . . . . . . najefektywniejszajest metoda proponowana przez Hartena i Hymana (1983):
Z tych us$rednionych wielko$ci wyznacza sie wartosci witasne i prawe wektory

wiasne macierzy A oraz zmienne charakterystyczne W i oblicza strumieh

z zaleznosci: A ; * A
U+l +<5uti = +<8UJi, dla U*l <2 (4.30)
Ul dla Utl > 73\xt\
Emu = j(E(Qd +E(Qi+) - \AQHM\(QmM - Qd) 2 o=k

=J(Em +E(QH] - A(0WM - Wi)) (4 29) Przejscie pomiedzy definicjami wartosci wtiasnej jest gtadkie, co wida¢ na

rys.4.7. Okre$lenie wielkosci GJt| odbywa sie nastepujaco:
Schemat Roe w odr6znieniu od schematu Oshera uwzglednia przy rozwigzaniu
zagadnienia Riemanna tylko nieciggtosci (fale uderzeniowe i nieciggto$é styczna).
W zwigzku z tym fale rozrzedzeniowe aproksymowane sa niefizycznymi falami
uderzeniowymi. Moze to powodowa¢, w przypadku gdy predko$¢ rozprzestrzeniania
sie zaburzen ma umiarkowane wartosci, otrzymywanie niefizycznych rozwigzan.
Przyczyne tego faktu fatwo zauwazy¢ w réwnaniu (4.29) oraz na rys.4.6.

Rys.4.7. Modyfikacja warto$ci whasnych
Fig.4.7. Modification of eigenvalues
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* 1% —rnax (/" — A((Q[HY) —1k 0) (4.31)

Prawidtowe modelowanie fali uderzeniowej w schemacie numerycznym typu
Godunowa, to znaczy takie, ktére umozliwia poprawne okre$lenie zmian entropii,
moze by¢ realizowane za pomocg dwoch sposob6w. Pierwszy polega na uzyciu
schematu, ktérego wewnetrzna konstrukcja daje wyniki modelujgce poprawnie
entropie, np. przez doktadne rozwigzanie zagadnienia Riemanna, czy zastosowanie
schematu Oshera, natomiast drugi wykorzystuje przyblizone rozwigzanie
zagadnienia Riemanna ijednoczes$nie wymaga dodania cztonu korygujgcego wartosc
entropii, np. schemat Roe.

Rys.4.8. Optyw walca wyznaczony metoda Oshera (a) i Roe (b)
Fig.4.8. Flowround the cylinder calculated by Osher scheme (a) and Roe scheme (b)

Przyktadem pokazujgcym niedoskonato$¢ schematu Roe bez korekcji entropii
jest przypadek analizy optywu cylindra. Obszar obliczeniowy dyskretyzowany jest
siatkg numeryczng o 41x21 weztach. Przeptyw jest naddZzwiekowy o liczbie Macha
na wlocie Ma=8. Na rys 4.8a przedstawiono wyniki obliczen otrzymane z obliczen
za pomocg schematu Oshera, a na rys 4.8b za pomocg schematu Roe. Widaé
wyraznie, ze w obszarze najwiekszego gradientu parametrow utworzyt sie,
w przypadku schematu Roe, niefizyczny obszar. Tego typu zachowanie stwarza
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problemy aplikacyjne, cho¢ nalezy stwierdzi¢, ze pojawia sie ono przy znacznych
warto$ciach liczby Macha, ktére nie wystepujg jak dotychczas, w maszynach
wirnikowych.

4.3. Schematy z rozdzieleniem wektora strumieni

W metodzie rozdzieleniawektora strumieni (ang. Flux Vector Splitting, FVS)
zastepuje sie w wyrazeniu(4.2) wektor E przez dwa wektory sktadowe E+,E~. Znaki
przy strumieniach oznaczajg ze odpowiadajgce tym wektorom macierze Jakobiego:

A* = (4.32)
30

posiadajg odpowiednio tylko dodatnie lub ujemne warto$ci witasne. Wektor
strumienia na $ciance komorki bilansowej okre$lany jest na podstawie parametrow w
dwéch weztach sgsiednich, lewym i prawym, wedtug nastepujacej zalezno$ci:

EMn = E+(Qi)+E-(QM) (4.33)

Metoda rozdzielenia wektora strumieni zastosowana do schematu numerycznego
spetnia matematyczne kryterium stabilnosci (Wegner,1992), lecz nie modeluje
fizycznych aspektow rozprzestrzeniania sie zaburzenia. Rozdzielenie wektora
strumieni obowiazuje jedynie dla przypadku, gdy wartosci wiasne spetniajg
warunek:

Al <0< A5 (4.34)

w pozostatym zakresie metoda jest identyczna z metodami rézniczkowania
jednostronnego:

E{Qi) dla/li >0
Eitl2= EHQi)+E~(Qi) dlaA <0ols (4-35)
E(Qi+) dlaA5<0

Istnieje wiele metod rozdziatu wektora strumieni. Do najpopularniejszych mozna
zaliczy¢ metody zaproponowane przez Stegera i Warminga (1981) i Laxa (1982).
Metoda opracowana przez Stegera i Warminga (SW) nalezy do jednych
z pierwszych metod FVS. Polega ona na rozdziale strumieni na dwa sktadniki,
zalezne od znakuzwigzanych z tymi strumieniami predkos$ci propagacji.Konstrukcja
schematu SW opiera sie na warunku jednorodno$ci wektorow strumieni
wystepujagcych w réwnaniu Eulera, ktdry sprowadza sie do spetnienia warunku:
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E(aQ) = aE(Q) Vae R (4.36)

Rozpatrujac pochodng po a w punkcie a=1 mamy:

\ d i rn -n
ldaE” e d@Q) 3(k) - A=%3 (437>

Macierz Jakobiego rozdzielona jest na dwa sktadniki A = A ++ A~, gdzie:

A+=L(IAQL()
A = (4.38)
Macierze wartosci wtasnych Aj~, A~ zawierajg odpowiednio tylko dodatnie i
ujemne warto$ci wtasne. Strumienie definiowane sg wtedy odpowiednio:

erTatd 4.39
E-=A-0 (4.39)

Dla wielkosci X zdefiniowanych wg koncepcji Stegera i Warmingajako:
A ~U +UI (4.40)
sktadowe strumienia Et £+ wyznacza sie z zaleznosci:

A*+ A5
(w+a”"Kr)'15+ (« -

<f (v+anfer)Ab+(v-an|)Af (4.41)

(W+ +(**--
II(Af + As)

gdzie H jest entalpig catkowita.

Schemat Stegera i Warminga posiada pewne niedoskonatosci, do ktérych nalezy
brak rézniczkowalnosci rozdzielonych strumieni w punktach, gdzie predkos¢ jest
réwna predkosci dzwieku, w punktach stagnacji oraz w punktach, gdzie wartos¢
wiasna zmienia znak. Prowadzi to do pojawienia sie oscylacji, co powoduje, ze
w tych regionach rozwigzanie nie jest gtadkie (Manna 1992).

Inng do$¢ rozpowszechniong koncepcje rozdzielenia strumieni zaproponowat van
Leer (1982). W celu zapewnienia ciggtosci pierwszej pochodnej rozdzielonych
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strumieni aproksymuje sie je za pomocg wielomianu, w ktérym zmienng jest liczba
Macha. Posta¢ sktadowych strumienia wyrazona jest za pomocg zaleznosci:

E\=%
Ef(U+A,(£2-M m)
Ex, =J-' A(v+Ife(£2-M(0) (4.42)
NN (2 2-7(0)
+,u2+v2+w?2 2a2 if vi
£f( 2 + +TTT (22-
gdzie:
u

U=ufx+VEy + w¢,2
M® = flvE|

W przypadku gdy > 1, mamy:
£+=£ £-=0 (4.43)
a gdy M(f) <- 1, mamy:
0 ET=E (4.44)

Rozktad van Leera zawodzi przy wystepowaniu w przeptywie nieciggtosci
stycznych (van Leer 1982, van Leer i inni 1987). Byto to powodem wielu jego
korekt. Informacje na ten temat mozna znalezé m.in. w pracach (Schwane i Hanel

1989, Chmielniak 1994).
4.4. Pordéwnanie wybranych schematdéw numerycznych
W celu sprawdzenia witasnosci poszczegblnych schematéw numerycznych

wykonano szereg obliczen poréwnawczych. Schematy byly stosowane dla kilku
standardowych testow przy zastosowaniu roznych konfiguracji geometrycznych.
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Rys.4.9. Rozktad ci$nienia (a) i rozktad entropii (b) dla testu jednowymiarowego
Fig.4.9 Pressure distribution (a) and entropy distribution (b) for the ID test case
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Rys.4.10. Siatka numeryczna (a) i rozktad izobar (b)
Fig.4.10. Numerical grid (a) and pressure distribution (b)

Rys.4.11. Rozkfad ci$nienia statycznego (a) i entropii (b) w przekrojachy=0 iy=0.5
Fig.4.11. Static pressure distribution (a) and entropy (b) in cross sectionsy=0 andy=0.5

69
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Pierwszym podstawowym zadaniem byto otrzymanie rozwigzania dla tzw. testu
Soda (Sod 1978). Ten przypadek  dotyczy rozwigzania  problemu
jednowymiarowego, w ktorym rozwiagzanie sktada sie z fali rozrzedzeniowej
poruszajacej sie w lewo, powierzchni nieciggtosci stycznej oraz fali uderzeniowej
poruszajacej sie w prawo. Warto$ci poczatkowe parametrow z lewej i prawej strony
wynoszg odpowiednio pL=1.0, uL=0.0, pL=1.0, pr=0.125, ur=0.0 oraz pR=0.1. Lewa
i prawa strona okreSlana jest w stosunku do punktu x=0. Ten jednowymiarowy
problem byt rozwigzywany za pomocg schematu dwuwymiarowego na siatce,
majacej 61 punktéow w kierunku x.

Rozwigzania otrzymane poszczeg6lnymi metodami przy zastosowaniu schematu
pierwszego i trzeciego rzedu doktadnosci porownane sg z rozwigzaniem doktadnym.
Na rys.4.9a przedstawiono porownanie rozktadow cisnienia. Rozktady te dla
poszczegblnych metod sg identyczne. W przypadku zastosowania schematu
o wyzszej doktadnosci krzywe zmian cisnienia pokrywajg sie w sposob
zadowalajacy z rozwigzaniem analitycznym. Rozktady entropii przedstawione na
rys.4.9b wykazujg pewne roznice, szczegdlnie w obszarze powierzchni nieciagtosci
stycznej.

Jezeli wezmiemy pod uwage metody typu Godunowa, to widzimy rdéznice
w intensywnos$ci oscylacji parametrow za punktem odbicia fali. Najmniejsza jest ona
dla schematu Godunowa i Oshera, a najwieksza dla schematu z przyblizeniem
akustycznym. Rozktad zmian entropii dla metody FVS (wg algorytmu Stegera i
Warminga) wykazuje najwieksze zmiany w obszarze za nieciggtoscig stycznag
(oscylacje woko6t wartoSci doktadnej) i sa one poréwnywalne do otrzymanych
metodg Godunowa z przyblizeniem akustycznym.

Ogolnie nalezy stwierdzi¢, ze w tym teScie schematy dawaty wyniki dobrze
zgadzajace sie z rozwigzaniem analitycznym przy nieznacznych réznicach
w intensywnos$ci oscylacji entropii za powierzchnig nieciggtosci stycznej.

Drugim zadaniem testowym byto modelowanie odbicia fali uderzeniowej od
$cianki. Ten test jest stosunkowo popularnym testem schematéw numerycznych (np.
Chakravarthy i Osher 1983). Obszar obliczeniowy dyskretyzowany jest
rownomierng siatka, sktadajaca sie z 61x21 wezidw (rys.4.10a). Skosna fala
uderzeniowa nachylona pod katem 29° otrzymana jest przez zadanie na gornym
brzegu obszaru (rys.4.9a) parametréw za falg, wyznaczonych w sposéb analityczny,
przy zatozeniu naptywu z liczbg Macha 2.9.

Poniewaz dla schematu pierwszego rzedu doktadnosci otrzymywane rozktady
parametrow na fali uderzeniowej byly rozmyte, obliczenia przeprowadzono
z zastosowaniem techniki MUSCL dla uzyskania wyzszego rzedu doktadnosci
w przestrzeni (patrz punkt 4.5). Uzyskane rozwigzanie w postaci rozktadu izobar
przedstawiono na rys. 4.10b. Na rys.4.11. przedstawiono rozkiady cisnienia
statycznego i entropii dla dwéch przekrojow kanatu y=0 i y=0.5. W przypadku
rozktadu ci$nienia statycznego praktycznie nie obserwuje sie rdznic miedzy
poszczegdlnymi metodami. Obliczone rozktady entropii (rys.4.11b) wykazuja
niewielkie réznice z wartosciami doktadnymi w przekroju y=0.5. Natomiast
zréznicowane wartosci widoczne sg w rozktadach na liniiy=0. Metody Godunowa i
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Oshera dajg poprawne rezultaty, a przebieg wielkosci jest bardzo stabilny. Poprawng
warto$¢ entropii daje takze metoda przyblizona Godunowa, lecz obserwujemy
oscylacje w przebiegu warto$ci za odbiciem. Metoda Roe data w tym przypadku
minimalnie zawyzone warto$ci entropii i wymagataby zastosowania odpowiedniej
korekcji.

W przypadku metody FVS w wersji Stegera i Warminga rozktad entropii
w sgsiedztwie odbicia jest zanizony, pojawiaja sie oscylacje i po pewnym odcinku
praktycznie osigga on poziom rozwigzania dokfadnego.

[ ez, \CRY
°g— g8
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o N g I OX

Rys.4.12. Odbicie fali. Poréwnanie czasu obliczen jednej iteracji dlajednego wezta
Fig.4.12. Wave reflection. Comparison of the calculation time for one iteration and one node

Schematy pierwszego rzedu doktadnosci charakteryzowaty sie bardzo dobra
zbieznoscig. Wzgledna zmiana gestosci po 1000 iteracji byta rzedu 10'8 Schematy
wyzszego rzedu doktadnosci osiggaty poziom 10'5po ok. 6000 iteracji. W tym teScie
réznice w zbieznos$ci miedzy poszczegdlnymi schematami byty niewielkie. Jednak
czas potrzebny do wykonania jednej iteracji byt dla rozpatrywanych schematéw
rozny (rys.4.12). Najkrotszym czasem wykonania obliczen dla jednego wezta
charakteryzowaty sie metoda przyblizona Godunowa oraz FVS, natomiast
najdtuzszym metoda Godunowa z doktadnym rozwigzaniem zagadnienia Riemanna
(ze wzgledu na konieczno$¢ prowadzenia procesu iteracyjnego) i metoda Oshera.

W trzecim przyktadzie testowym rozpatrywano przeptyw przez kanat z wystepem
o profilu kotowym. Ten test zostat zaproponowany w pracy Rizziego i Vivianda
(1981) i stosowany byt réwniez przez innych autoréw (np. Manna 1992 i Ni 1982).
Kanat ma ditugos¢ trzech cieciw profilu kotowego i wysokos¢ jednej cieciwy. Profil
kotowy ma wzgledng grubos$¢ 4% cieciwy. Do obliczen zastosowano siatke z 91x41
weztami (rys.4.13a). Warunki brzegowe zostaty przyjete tak jak w pracy Ni (1982).
Naptyw odbywa sie z liczbg M=1.4. Wyplyw jest w tym przypadku naddZzwigekowy.
Na krawedzi profilu generuje sie skosna fala uderzeniowa, ktéra odbija sie od
$cianki gdrnej, przecina fale uderzeniowa, ktéra generuje sie na krawedzi sptywu
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profilu i odbija sie znowu od $cianki dolnej. Rozwigzanie w postaci izobar pokazano
na rys. 4.13b. Otrzymane przy zastosowaniu réznych metod rozktady cisnienia
statycznego w przekrojach y=0.0 i y=0.5 nie roznity sie miedzy sobg i
przedstawiono je na rys.4.14a. Rozktad entropii dla schematéw typu Godunowa byt
rowniez bardzo zblizony i przedstawiono go w postaci jednego rozktadu na
rys.4.14b. W przypadku metody FVS réznice w rozktadzie entropii na liniiy=0.5 sa
niewielkie, natomiast znaczne réznice obserwuje sie na powierzchniy-0. Przyczyna,
dla ktérej na skosnej fali uderzeniowej przy $ciance mamy spadek entropii, jest
trudna do wyjasnienia. Wida¢ z rozktadu, Zze spadek entropii nastepuje na
krawedziach profilu, natomiast odbicie za profilem zwigzane jest z przyrostem
entropii. Nalezy przypuszczaé, ze schemat FVS jest bardziej czuly na zmiane
kierunku oczek siatki na $ciance niz schematy typu Godunowa.

Rys.4.13. Siatka numeryczna i rozktad izobar
Fig.4.13. Numerical grid and pressure distribution

Rys.4.14. Rozkiad ci$nienia (a) i entropii (b) w przekrojachy=0 iy=.5
Fig.4.14. Pressure distribution (a) and entropy (b) in the cross section?>>=0 andy=.5

Numeryczne rozwigzania rownan zachowania 73

Rys 4.15. Kanat z profilem kotowym. Porédwnanie czasu obliczen jednej iteracji dlajednego wezta
Fig.4.15. Channel with the bump. Comparison of the calculation time for one iteration and one node

Nalezy zaznaczyé, ze ten test mozna wykona¢ tylko przy uzyciu schematu
wyzszego rzedu dokiadnosci, gdyz schematy pierwszego rzedu nie byty zbiezne.
Poréwnanie czaséw obliczen jednego wezta w jednej iteracji do uzyskania
zbieznos$ci rzedu 10~s dla wzglednej zmiany gestosci przedstawiono na rys. 4.15.
Najkrotsze czasy miaty metody FVS iprzyblizenie akustyczne Godunowa.

Bioragc pod uwage przeprowadzone testy nalezy stwierdzi¢, ze ze wszystkich
metod typu Godunowa najdokiadniejsze rozwigzania daje metoda Godunowa
i Oshera. Pozostale metody typu Godunowa dajg poprawne rozwigzania, lecz
w pewnych przypadkach pojawiajg sie niewielkie odstepstwa lub oscylacje
w otrzymywanych wartosciach rozwigzan. Metody Godunowa i Oshera sg
najbardziej czasochtonne. Czasochtonnos¢ obliczen czesto jest wielkoscig wzgledna,
gdyz np. w przypadku schematu Roe nalezy dokona¢ korekty entropii czesto
w oparciu o otrzymane wczes$niej rozwigzanie, co przy wskaznikach zbieznosci nie
jest juz brane pod uwage. Nalezy podkredli¢, ze zachowanie si¢ kazdego ze
schematow typu Godunowa jest silnie zalezne od rozpatrywanego problemu.
Mozliwos¢ uzyskania braku zbieznos$ci dla rozpatrywanego zagadnienia jest rézna
i trudna do przewidzenia. Nalezy stwierdzi¢, ze najmniej stabilny jest schemat
Godunowa z przyblizeniem akustycznym. Schematy Roe, Godunowa i Oshera
mozna traktowa¢ jako réwnowazne, biorgc pod uwage ich czas obliczen, zbieznos¢
i doktadnos$¢ otrzymywanych wynikéw. Tego typu wniosek dotyczy rozpatrywanego
przyktadu i nie znaczy, ze zastosowanie schematu z przyblizeniem akustycznym nie
jest mozliwe w przypadku transonicznych przeptywoéw palisadowych (Chmielniak
i inni 1989). Schematy typu FVS cechujg sie dobrg stabilnoscig bez wzgledu na
zakres predkosci rozpatrywanego zagadnienia, przez co posiadajg najczesciej
rowniez dobrg zbiezno$¢ (Chmielniak i inni 1995).
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4.5. Potaczenie schematéw FVS i FDS

Obliczenie strumienia na $ciance komdrki bilansowej w oparciu 0 metode FDS
zawierajagcg przyblizone rozwigzanie zagadnienia Riemanna wyzszego rzedu
doktadnosci, ktore najczeSciej opatrzone jest nieznacznym btedem w okres$leniu
entropii, daje dobre rezultaty w obszarach poddzwiekowych i transonicznych. Jezeli
w rozwigzaniu wystepujg silne zjawiska falowe i wysokie liczby Macha, to w
procesie iteracyjnym moga pojawi¢ sie w tych miejscach oscylacje, prowadzace do
niestabilnosci schematu. W innym przypadku, gdy mamy do czynienia ze strefami, w
ktorych metody typu FVS stajg sie wrazliwe, schemat numeryczny moze réwniez
by¢ rozbiezny. Kompromisem w tym przypadku moze by¢ koncepcja pozwalajaca
korzysta¢ z zalet schematéw FDS i FVS, eliminujac przy tym ich stabe punkty.
W tym przypadku strumien na $ciance okreslany jest w sposdb mieszany, czeSciowo
z przyblizonego zagadnienia Riemanna cze$ciowo z metody FVS:

4 i =E™(l-b) +E~rmnb (4.45)

Poniewaz przy rozwigzywaniu rzeczywistych zagadnien przeptywowych nie jest
znana nawet przyblizona struktura przeptywu, a metoda obliczeniowa ma za zadanie
dostarczy¢ rozwigzania, ktére te strukture najdoktadniej odtworzy, wprowadzenie
mieszanego sposobu okre$lania strumienia na $ciance komorki bilansowej pozwala
zwiekszy¢ stabilno$¢ schematu, a w skrajnych przypadkach w ogdle otrzymac
rozwigzanie.

Jedng z pierwszych propozycji zastosowania potgczenia strumieni obliczanych za
pomocg metody FVS i FDS zaproponowat Eberle (1990 i 1993). Potgczenie
rozwigzania zagadnienia Riemanna z zaproponowang przez niego metoda
rozdzielenia strumieni motywowany byt faktem, ze pierwsza z nich daje wieksze
mozliwos$ci uiyskania poprawnego rozwigzania w obszarach o fagodnym przebiegu
parametrow, natomiast druga nadaje sie najbardziej do obszardw wystepowania
silnych fal uderzeniowych, jezeli schemat jest wyzszego rzedu doktadnosci.
Okreslenie wartosci przetagcznika b odbywa sie w tym przypadku z wykorzystaniem
funkcji limitujacej s, np. (4.53), wielko$ci zaleznej od liczby Macha oraz od
przyjmowanej przez uzytkownika statej P:

b=K3-2(1 -i,j,+i»(l -SiSjH)2\M}2-M}-\ -3(M~i -M j)| (4.46)

Przetagcznik funkcjonuje w ten sposéb, ze w obszarze warstwy przysciennej
metoda FVS jest wytgczana. Tak duza ztozono$é w okresleniu przetacznika czyni
ten sposob podejscia mato elastycznym, gdyz dobér wartosci statej musi wymagaé
pewnego doswiadczenia ijest zalezny od rozpatrywanego zagadnienia.

Inng propozycje rozdzielenia strumieni dla obliczen dwuwymiarowych
przedstawit Benetschik (1991). Polega ona na potgczeniu metody Oshera z metoda
FVS w wersji Stegera-Warminga. W tym przypadku motywacjg zastosowania
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mieszanego obliczania strumienia byly wady schematu Oshera polegajace na zbyt
matej dyfuzji w przypadku ztozonych zjawisk przeptywowych, a w szczeg6lnosci w
obszarach, w ktorych w konfiguracji fal zagadnienia Riemanna ma miejsce przejscie
przez predko$é dzwieku, ktdra nie gwarantuje stabilnosci schematu. W tych z reguty
nieciggtych obszarach strumien obliczany jest metodg FVS. Warto$¢ przetagcznika b
oblicza sie w oparciu o funkcje limitujaca s (4.53) nastepujaco:

b=(\-s) (4.47)

W obszarach przysciennych w przypadku obliczen przeptywu lepkiego, ze
wzgledu na znaczne witasciwosci dyfuzyjne metody FVS, schemat ograniczony jest
tylko do metody FDS. Zalezno$¢ (4.47) z powodzeniem daje sie wykorzysta¢ do
obliczen zagadnien trojwymiarowych (Chmielniak i Wréblewski 1994, Wréblewski

1994).

4.6. Schematy typu ’pod prad’ wyzszego rzedu doktadnosci

Okreslenie schematu numerycznego typu ‘pod prad’ na podstawie parametrow
w weztach sasiednich komoérek (rys.4.16a) powoduje, ze zamiast rozktadu ciggtego
parametrow mamy do czynienia z rozktadem odcinkami statym, co prowadzi do
otrzymania schematu pierwszego rzedu doktadnosci w przestrzeni. Ze wzgledu na
fakt, ze tego typu schematy maja silne witasciwosci dyssypacyjne i nie pozwalaja
w wiekszosci przypadkdw modelowa¢ z duza rozdzielczoscig nieciggtosci
w przeptywie, nie sg one zbyt atrakcyjne do zastosowan praktycznych.

W schematach pierwszego rzedu doktadnosci parametry w komoérce sa state.
W zwigzku z tym zaréwno zagadnienie Riemanna, jak i zwigzki dla metod typu FVS
formutuje sie dla dwdch standw:

- Q. (4.48)
Qr = Qi+l

Zwiekszenie rzedu doktadnosci w przestrzeni mozliwe jest dzieki zastgpieniu
rozktadu odcinkami statlego przez rozktad zmienny w obrebie danej komorki,
stosujac ekstrapolacje wartosci funkcji z weztow na $ciance komorki (rys.4.16b).
Obliczenia bedg w tym przypadku prowadzone dla wielkoSci:
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Rys.4.16. Okre$lenie wartosci na $ciance komoérki dla réznych rzedéw doktadnosci:
a - pierwszy rzad,
b- drugi rzad,
c- maksimum bez funkcji ograniczajacej,
d - maksimum z funkcja ograniczajaca
Fig.4.16. Value calculation at the cell face for the different orders of accuracy:
a - first order,
b- second order,
c- maximum without limiter,
d - maximum with limiter

Q': Qui2 (4.49)
Qr - Q?+\n

Jezeli rozktad parametrow w danej komorce bedzie liniowy, to otrzymamy
schemat drugiego rzedu doktadnosci w przestrzeni. W przypadku zastosowania
ekstrapolacji drugiego rzedu mozliwe jest otrzymanie schematu trzeciego rzedu
doktadnosci. Istnieje wiele metod ekstrapolowania wielko$ci na Sciance komorki.
Jedng z nich, bazujaca na liniowej lub parabolicznej ekstrapolacji wartos$ci funkcji w
weztach, jest metoda typu MUSCL (Monotonie Upstream-centered Scheme for
Conservation Laws). Metoda ta, opisana przez van Leera (1979), okresla warto$ci
parametréw na $ciance komorki z zaleznosci:
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8iw =Qi  +[i« |- WtQ+ (1 +*)Af0],

) (4 50)
Qim =0m - [j((l - WAQ+@ +*)v{0],+

gdzie
AQ=0Qm - Qt
viQ-Qi -Qi-\
W przypadku gdy dokonujemy ekstrapolacji warto$ci parametréw na siatce
nierbwnomiernej, to wykorzystujemy formute:

QU =Qi+[f((-#f - Wl - D)v A+ (% +K2-
Qim = Qm ~[[((~ +K2- AD)V(Q+ (Ji ~K2Ji - 1))A{0]i+i

gdzie / oznacza wspotrzedng, wzdtuz ktérej dokonujemy ekstrapolacji.

W celu odpowiedniego wyboru sposobu ekstrapolacji stosuje sie parametry s
oraz kK. Parametr s przetagcza schemat z pierwszego (s=0) do wyzszego rzedu (s=I).
Parametr K okresla typ schematu nastepujaco:

k=1 centralny, 0(Ax2
k= 1/3 o tendencjach ‘pod prad’, 0(Ax3
k=0 o tendencjach ‘pod prad’, 0(AXx2

k=-1 zwyklyjednostronny‘pod prad’, 0(Ax2

Zwiekszenie doktadnos$ci schematu numerycznego moze prowadzi¢ do trudnosci
obliczeniowych. Ekstrapolacja wielkosci w obszarach z nieciggtosciami w
rozwigzaniu oraz w obszarach z ekstremami moze powodowaé pojawienie sie
znacznych odchytek w wartosciach na $ciance komérki (rys.4.15c). Wynikiem tego
jest pojawienie sie oscylacji w rozwigzaniu, ktére moga prowadzié¢ do niestabilnosci
i w efekcie braku zbieznosci schematu. Powstawanie tych oscylacji jest w sposéb
naturalny zwigzane z zastosowanym schematem numerycznym. Jest sprawa
oczywista, ze wyeliminowanie ich z rozwigzania moze nastgpi¢ jedynie na drodze
zwiekszenia ztozonosci schematu obliczeniowego poprzez zastosowanie specjalnych
technik korekcyjnych. Otrzymuje sie wtedy schematy wysokiej rozdzielczo$ci (High
Resolution Schemes), wérod ktérych mozna wyrézni¢ dwie klasy schematéw typu
‘pod prad’:

- schemat TVD (Total Variation Diminishing),

- schemat ENO (Essentially Non Oscillatory).

Wiegkszo$¢ schematéw wysokiej rozdzielczosci pozwala otrzymac¢ dokiadne
rozwigzanie w sasiedztwie nieciggtosci, sg pozbawione oscylacji oraz co najmniej
drugiego rzedu doktadnosci w obszarach ciggtych. Konstrukcja tych schematéw
opiera sie na zatozeniu, ze muszg one spetniac pewne warunki, jak np. warunek
monotoniczno$ci, ktéry jest wystarczajacym warunkiem ciggtoSci. Schemat typu
ENO jest bardziej ztozony niz TVD, pozwala jednak otrzymywaé rozwigzania
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wyzszego rzedu doktadnosci rowniez w obszarach lezagcych w okolicy ekstremow,
podczas gdy schemat typu TVD redukuje sie w tych obszarach automatycznie do
schematoéw pierwszego rzedu. Poniewaz schematy typu ENO sg bardziej ztozone
i wymagajg dtuzszych czaséw obliczen, a z drugiej strony w czasie obliczen nie
zawsze gwarantujg eliminacje oscylacji, w zagadnieniach rzeczywistych przeptywow
stosuje sie najczesciej schematy typu TVD.

Samo pojecie TVD, jak i kryterium gwarantujagce, ze schemat jest typu TVD,
zaproponowane zostato przez Hartena (1983):

TV(un+)<TV(un) (4.52)

gdzie
TV(U) =Sim,+i— w,!

jest globalng wariancjg rozwigzan u, w catym obszarze obliczeniowym. Schematy,
ktore spetniajg powyzszy warunek, dostarczajg rozwigzan, dla ktérych nie pojawiaja
sie z powoddw czysto numerycznych nowe ekstrema.

Warunek monotonicznosci jest silniejszym warunkiem niz powyzsza nieré6wnosc¢,
tzn. wszystkie schematy monofoniczne sg typu TVD. Znaczy to, ze wszystkie
monotoniczne schematy pierwszego rzedu doktadnosci sg typu TVD. Godunow
(1959) wykazat, ze nie ma liniowych schematéw, ktére sg monotoniczne
i jednoczes$nie drugiego rzedu doktadnos$ci. Jednakze nieliniowe schematy moga by¢
TVD ipozostawaé wyzszego rzedu.

Aby schemat spetniat kryteria typu TVD i co za tym idzie, eliminowat oscylacje,
ogranicza sie (limituje) ekstrapolacje okre$long np. przez schemat typu MUSCL
poprzez kontrolowana zmiang parametru s. Z tego powodu nazywa sie ten parametr
funkcja ograniczajaca (limitujaca). Funkcje ograniczajgcg nalezy tak wybraé, aby
zapewni¢ monotoniczno$¢ schematu numerycznego. Funkcja limitujagca jest
nieliniowa funkcja zmiany parametréw i przyjmuje warto$ci z przedziatu <0,1>.
Funkcja limitujaca pozwala na przetgczenie schematu do pierwszego rzedu
doktadnosci w obszarach wystepowania nieciggtosci, gdyz schematy takie, jak juz
wczesniej wspomniano, majg wtasciwosci dyssypacyjne i eliminujg w tych miejscach
oscylacje. W obszarach bez nieciggtosci nastepuje przetagczenie schematu do
wyzszego stopnia doktadnosci. W literaturze proponuje sie wiele postaci funkcji
ograniczajacej. NajczeSciej spotykane sa zalezno$ci zaproponowane przez
van Albada (1982), Roe i Bainesa (1982) i van Leera (1974). Bardzo duzg grupe
zwolennikow znalazta (szczeg6lnie w obliczeniach maszyn przeptywowych) formuta
van Albada:

2A(ONIO +E
L — e Xe-mmmmm- (4 53)
(A{ 02+ (V{02+e

ktéra po modyfikacji:
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smod = max(0,s) (4.54)

eliminuje ujemne warto$ci funkcji limitujgcej, pozwala na spetnienie warunkow
TVD (Benetschik, 1991). Wielko$¢ e=10'5 jest wprowadzona ze wzgledéw
numerycznych, aby unikng¢é mozliwosci dzielenia przez zero. Wyeliminowanie
ujemnych wartosci w funkcji limitujagcej nastepuje w obszarach lokalnych
ekstremow, powodujac jednocze$nie redukcje rzedu doktadnosci schematu.

Postac fiinkcji ograniczajacej podana przez Roe jest nastepujaca:

\
_ 2A(Q 2v<e
_ 4 min > ,
s = A(Q+?2(Q  A(Q+v<Q
0 dlasigni&~Q) *sign(v(Q)

W prezentowanych obliczeniach wykorzystywana byta posta¢ funkcji limitujacej
zaproponowana przez van Albada (4.53-4.54). Ekstrapolacje mozna przeprowadzi¢
dla zmiennych prostych, zachowawczych lub charakterystycznych.

W celu zobrazowania efektu zastosowania techniki MUSCL wybrano dwa
przyktady obliczen. Pierwszy dotyczy modelowania odbicia fali uderzeniowej
w przypadku rozpatrywania przeptywu dwuwymiarowego gazu nielepkiego.
Obliczenia prowadzono dla przyktadu testowego przedstawionego w punkcie 4.4
(rys.4.10). Przeptyw w kierunku x jest naddZzwiekowy o liczbie Macha 2.9. Na
rys.4.17 przedstawiono wyniki obliczen schematem Oshera przy zastosowaniu
pierwszego i trzeciego rzedu doktadnosci w przestrzeni (Chmielniak i Wroblewski
1992).

W przypadku obliczen schematem pierwszego rzedu doktadnos$ci potozenie
punktu odbicia fali jest prawidtowe, jednak jest on, podobnie jak i fale uderzeniowe,
silnie rozmyty (rys.4.17a). Zastosowanie wyzszego rzedu doktadnosci obliczen
poprawito znacznie sytuacje, lecz w przypadku braku funkcji ograniczajacej (4.53)
obserwuje sie w okolicach fal obszary obnizenia parametrow (przed falami)
i zawyzenia (za falami) (rys.4.18). Rozmycie fal jest znacznie mniejsze (rys.4.17b)
niz w poprzednim przypadku. Zastosowanie trzeciego rzedu doktadnosci z funkcja
ograniczajgcg daje bardzo dobra rozdzielczo$¢ schematu. Fala jest rozmyta jedynie
na dwoch, trzech weztach siatki, biorgc pod uwage kierunek prostopadty do fali
(rys.4.17c) Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze przykiad zostat tak dobrany, by
potozenie fali uderzeniowej nie pokrywato sie z liniami siatki. Miato to na celu
pokazanie wtasnosci schematu w najtrudniejszej konfiguracji, w Kktdérej fala
uderzeniowa przecina sko$nie oczka siatki. Tego typu sytuacja jest najczesciej
spotykana przy rozwigzywaniu zagadnien przeptywowych w rzeczywistych
geometriach. W przypadku gdy linie siatki pokrywajg sie z potozeniem fali
uderzeniowej, bedzie ona rozciggnieta na obszarze jednej, dwéch komorek
obliczeniowych.
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Rys.4.17. Odbita fala uderzeniowa wyznaczona za pomocga schematu pierwszego rzedu (a), trzeciego
rzedu bez funkcji limitujacej (b) i z funkcja limitujaca (c)

Fig.4.17. Reflected shock wave calculated by the scheme of: (a) first order accuracy, (b) third order
accuracy without limiter and (c) third order accuracy with limiter

Rys.4.18. Poréwnanie rozkfadu cis$nienia dla odbitej fali uderzeniowej w $rodkowym przekroju
Fig.4.18. Comparison of the static pressure for the reflected shock wave (middle cross section)

Numeryczne rozwigzania réwnan zachowania 81

1rzad dokt. 3 rzad dokt. 3 rzad doki.
101x9x21 101x9x21 201x17x21

Rys.4.19. Rozktad cisnienia na $rednim promieniu okreslony schematem pierwszego (a) i trzeciego (b)
rzedu doktadnosci oraz na siatce gestej (c) schematem trzeciego rzedu doktadnosci

Fig.4.19. Static pressure distribution at the middle radius calculated by scheme of first order accuracy
(a), third order accuracy (b) and third order accuracy on the fine mesh (c)

Drugi przyktad dotyczy obliczen przestrzennego przeptywu w Kkanale
turbinowym. Geometria kanatu zaproponowana byta do badan numerycznych
i eksperymentalnych przez Bolcsa i Franssona (1986). W tym wypadku
przeprowadzono obliczenia z wykorzystaniem siatki typu "C" dla r6znych gestosci
siatek i réznych rzedow doktadnosci w przestrzeni zastosowanego schematu
(Chmielniak i Wrdblewski 1997, 1998). Obliczenia wykonano przyjmujac do
obliczen schemat typu Roe. Najpierw zastosowano siatke stosunkowo rzadka
0 liczbie weztow 101x9x21 (kierunek kierunek t|, kierunek Q. Dla takiej
dyskretyzacji wykonano obliczenia, stosujagc schemat pierwszego oraz trzeciego
rzedu doktadnosci w przestrzeni typu TVD. Nastepnie zwiekszono liczbe punktow
otrzymujac siatke numeryczngz 201x17x21 weztami.

Wyniki poréwnania rozkladéw cisnienia statycznego w kanale na $rednim
promieniu przedstawiono na rys.4.19. Wraz ze zwigkszeniem ilosci punktéw i rzedu
doktadnosci widoczna jest poprawa rozdzielczosci struktury falowej, pojawiajacej
sie w obszarze krawedzi wylotowej topatki.

SzczegOlnie interesujgce jest porownanie rozktadu izentropowej liczby Macha
na powierzchni fopatki (rys.4.20). Wszystkie warianty obliczeh sg tu poréwnane
z wynikami eksperymentu. Widoczne jest, ze w przypadku rzadkiej siatki
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obliczeniowej i schematu pierwszego rzedu doktadnos$ci uzyskane wyniki nie sg
zgodne zarowno ilosciowo, jak ijakosciowo z danymi eksperymentalnymi. Lepsza
zgodnos$¢ ilosciowa otrzymuje sie, gdy zwiekszy sie rzad dokladnos$ci metody
obliczeniowej. Dobre przyblizenie zjawisk zachodzacych w kanale daje dopiero
odpowiednie zwiekszenie gestosci siatki obliczeniowej.

1.4
1.2

210

0.6
0.4
0.2

0.0
x/c

Rys.4.20. Rozktad izentropowej liczby Macha na profilu dla r6znych wariantéw obliczen i danych
eksperymentalnych
Fig.4.20. Isentropic Mach number distribution on the profile for different cases and experimental data

Nalezy zwréci¢c w tym przypadku uwage na fakt, ze dla poprawnego
modelowania przeptywu istotne znaczenie ma nie tylko zastosowanie metody
wyzszego rzedu doktadnosci, ale réwniez wtasciwy dobdr siatki.

4.7. Jawna metoda catkowania wzgledem czasu

W poprzednim punkcie rozwazane byty zagadnienia dyskretyzacji w przestrzeni,
za pomocag ktoérej mozna zbilansowa¢ strumienie dla elementarnej komdarki
obliczeniowej. Aby rozwigza¢ rownania zachowania, konieczne jest jeszcze
zdyskretyzowanie cztonu czasowego tego rownania. Metody dyskretyzacji po czasie
roznig sie miedzy Sobg sposobem okre$lenia pochodnej oraz przyjeciem réznych
poziomow czasowych do okreslania dyskretyzacji w przestrzeni (np. metody jawne

i niejawne). Dla zapewnienia stabilnosci rozwigzania konieczne jest tez okreslenie
maksymalnego przedziatu czasowego dla catkowania po czasie.
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4.7.1. Okreslenie kroku czasowego

Badanie stabilnosci schematu numerycznego opartego na metodzie krokéw
czasowych pozwala okreslic maksymalny przedziat czasu, ktérego nie mozna
przekroczy¢, jezeli otrzymane rozwiazanie ma by¢ stabilne. Z fizycznego punktu
widzenia ograniczenie kroku czasowego w metodach jawnych nastepuje do takiej
wartosci, jakiej potrzebuje zaburzenie, aby osiggna¢ granice obszaru catkowania.
W zagadnieniach fizyki matematycznej ograniczenie to okre$la sie mianem
kryterium Couranta-Friedrichsa-Lewy’ego. W przypadku tréjwymiarowej siatki
ortogonalnej mozna go zapisaé w postaci:

At < AtnBX= —- — — - (4.56)
M .M ,M ., I-L., |
Ax Ay Az alJ A*2  TAyZ

Po wprowadzeniu liczby Couranta CFL, ktéra okre$la wspotczynnik bezpieczenstwa,
o jaki musi by¢ zredukowany maksymalny krok czasowy, mozemy okresli¢ przedziat

catkowania z zaleznosci:

At = CFL Armx (4.57)

Dla uktadu transformowanego krok czasowy okresla sie z zaleznosci:

......... (4.58)

W przypadku obliczen zagadniehA stacjonarnych mozliwe jest przyspieszenie
zbieznos$ci schematu poprzez przyjecie maksymalnego kroku czasowego dla kazdej
komorki obliczeniowej oddzielnie:

—CFL (A/mex)iv> (4.59)

W przypadku zagadnien niestacjonarnych konieczne jest prowadzenie obliczen
dla jednego kroku czasowego, okreslonego jako minimalna warto$¢ Atyje dla catego
obszaru obliczeniowego. Oznacza to w praktyce, ze najmniejsza komérka
obliczeniowa okresla wartos$¢ kroku czasowego dla catego obszaru. Warto$¢ kroku
czasowego oblicza sie przed kazdym krokiem (mozliwe jest korygowanie go co
pewng liczbe iteracji dla skrécenia czasu obliczen).

Dla schematéw pierwszego rzedu doktadnosci w czasie liczba Couranta spetnia
nierowno$¢ CFL<> 1 Wraz ze wzrostem doktadnosci schematu warto$¢ tego
wspoOtczynnika ulega zmniejszeniu. W przypadku schematu trzeciego rzedu
doktadnos$ci w zagadnieniach dwuwymiarowych po zastosowaniu techniki MUSCL
wspoétczynnik ten najczesciej nie przekracza wartosci 0.4 (Benetschik, 1991).
W przypadku zagadnien przeptywow przestrzennych w kanatach



84 Rozdziat 4

miedzytopatkowych warto$¢ liczby Couranta redukuje sie jeszcze bardziej.
Z doswiadczenia obliczeniowego wynika, ze konieczne jest najczes$ciej ograniczenie
jej wartosci do 0.1-0.3 (Wroblewski 1994, 1996). Dobdr wartosci liczby CFL jest
rowniez uzalezniony od rozpatrywanego zagadnienia przeptywowego. W przypadku
silnych zjawisk falowych przyjmuje sie wartosci mniejsze, natomiast dla
przeptywow poddzwiekowych mozna go zwiekszy¢ do wartosci bliskich 1.

4.7.2. Schemat Eulera (Laxa)

Najprostszym jawnym schematem dyskretyzacji po czasie jest przedni schemat
Eulera (czasami nazywany schematem Laxa), ktory jest pierwszego rzedu
doktadnosci i ma postac:

QrX=&I-~"iEUa-EUa) (4-60)

gdzie At=tn+". Warto$¢ kroku czasowego wynika z warunku stabilnosci schematu
(4.59). Schemat Eulera jest jednym z czesciej stosowanych schematéw jawnych dla
zagadnien przeptywow stacjonarnych. Mozna go réwniez stosowa¢ w przeptywach
niestacjonarnych (Chmielniak i inni 1987, Chmielniak i Wréblewski 1991), jednakze
dla zwiekszenia doktadnosci w czasie wskazane jest stosowanie schematow
wyzszego rzedu doktadnosci.

4.7.3. Schemat Mac Cormacka

Schemat Mac Cormacka jest przyktadem schematu, w ktérym dyskretyzacja po
czasie i dyskretyzacja w przestrzeni sa ze sobg S$ciSle zwigzane. Schemat typu
Predictor-Corector opracowany przez Mac Cormacka (1969) byt jednym
z pierwszych, ktory szeroko stosowano do rozwigzywania rownah Eulera
i Naviera-Stokesa ijest jeszcze obecnie stosowany. Schemat ten sktada sie z dwdch
krokéw i jest drugiego rzedu doktadnos$ci w czasie i drugiego rzedu doktadnosci
w przestrzeni. Poszczeg6lne kroki maja postac:

Krok wstepny = 1 (4-61)

Krok korygujacy oT' =7(0TR+Q@H~~ (™ -E™m) (4.62)

Przez «+1/2 oznaczony jest posredni poziom czasowy. Schemat ten jest schematem
typu centralnego i wymaga stosowania cztondéw tlumiagcych, ktére wprowadza sie
w trzecim kroku.
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4.7.4. Schemat dwukrokowy dla metod ‘pod prad’ wyzszego rzedu

W przypadku schematéw typu ‘pod prad’ stosujemy sposéb catkowania zblizony
do schematu Laxa-Wendroffa (Lax i Wendroff 1964). W pierwszym potdwkowym
kroku czasowym wykorzystujemy klasyczny schemat pierwszego rzedu doktadnosci:

Q"+m = Q"- Jfi(E i+m - Et-mY (4.63)

Na podstawie wielko$Sci z poziomu /7+1/2 przeprowadza sie zgodnie z technikga
MUSCL ekstrapolacje wielkosSci na $cianki komaérek, otrzymujagc nowe wartosci
Qmii‘Qmh.mRozwigzujac dla nich doktadnie lub w spos6b przyblizony zagadnienie
Riemanna otrzymujemy warto$ci strumieni na $sciankach komorki:

Elm =E(&:m,Q?:m) (4.64)

Dla tak okres$lonych strumieni przeprowadzamy r6zniczkowanie w drugim petnym

kroku czasowym:
erl= l-Etmr m (4@

Istniejg réwniez inne mozliwosci dyskretyzacji po czasie dla schematéw typu ‘pod
prad’, ktére mozna znalez¢ w pracy Hirscha (1990). Zastosowanie schematow
wyzszego rzedu doktadnosci w czasie dla schematéw typu ‘pod prad’ w przypadku
zagadnien stacjonarnych nie jest konieczne, jednak w pewnych przypadkach
pozwala na osiggniecie stabilniejszego procesu zbieznosci, a czasem na uzyskanie

stabilnego rozwigzania.
4.7.5. Schemat Rungego-Kutty

Schemat Rungego-Kutty jest jednym z cze$ciej stosowanych schematow typu
jawnego do rozwigzania réwnan zachowania. Schemat ten jest bardzo tatwo
adaptowalny do réznych rodzajow dyskretyzacji: centralnej lub ‘pod prad’. Stosuje
sie go zaréwno do rozwigzania zagadnien przeptywdw nielepkich, jak i lepkich
stacjonarnych i niestacjonarnych.

Dla réwnania zachowania zdefiniujemy residuum:

ReSi{Q) = .iitLazEtul (4.66)

gdzie strumienie £,+12 zostaty wyznaczone z dowolnej metody: roéznic centralnych
lub ‘pod prad’. Residuum reprezentuje cze$¢ réwnania zachowania zwigzang
z dyskretyzacja w przestrzeni. Dyskretyzacja w czasie dla metody RK przebiega
w Kilku krokach posrednich. Ogélng postac jV-krokowego schematu mozna zapisac:
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Q? =Q1
Q? =0\0)- ai*Al+Resi(Q")

O t* =QT ~ & *Al*Res,(Q(«2) (4.67)
09 =e<Oar-A-/2stSE )
ero=#

Liczbe krokow najczesciej przyjmuje sie miedzy 3-5. Wspétczynniki ou<l mozna
okresli¢ z zaleznosci, ktéra pozwala osiggna¢ dla zagadnienia liniowego najwiekszg
mozliwg doktadno$é w czasie:

a*= Jy-b+ 1 *=1.2,..* (4.68)

Optymalny dob6r wspditczynnikéw pozwala zwiekszy¢ krok czasowy w przypadku
schematu typu ‘pod prad’, gdyz schemat RK ma wtedy wiekszy obszar stabilnoSci.

Okreslone wspotczynniki dla RK4 w oparciu o analize réwnania skalarnego maja
wartosci (Manna, 1992):

- pierwszy rzad doktadnosci:
1. Standard: a\ - 1/4 aj=13 ;03=1/2 04=1 CFLmax= 1.39264
2. Optimum: ai =0.1 aj=0.26 B=12 a\=1 CFLmx=2.6756

- drugi rzad doktadnosci:
1. Standard: a\ = 1/4 aj=13 ai=12 04=1 CFLmx= 1.39264
2. Optimum: a\ = 0.12 aj=0.26 03=1/2 04=1 CFLnBX=2.0763

Wspotczynnik a3wynosi zawsze 1/2, aby zapewni¢ drugi rzad doktadnosci, a cu=I
w celu zapewnienia warunku zgodnosci. Z poréwnania liczb Couranta wynika, ze

schemat z optymalnymi wspo6tczynnikami moze mieé prawie dwa razy dtuzszy krok
czasowy.
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4.8. Przejscie do zagadnienia wielowymiarowego

Spos6b rozwiazania réwnan Eulera w jednym wybranym kierunku stanowi
podstawe do stworzenia  algorytmu obliczeniowego  dla zagadnien
wielowymiarowych. Og6lnie mozna przyja¢, ze zagadnienie wielowymiarowe opiera
sie na guasi-jednowymiarowej dyskretyzacji wartosci strumieni w kazdym kierunku
rozwazanego uktadu wspoétrzednych.

W zaleznosci od postaci réwnan zachowania, roézniczkowej czy catkowej,
wyrdznia sie dwie podstawowe metody obliczeniowe: metode réznic skoriczonych
i metode objetosci skoriczonych.

W przypadku zastosowania do obliczen pola przeptywu metody réznic
skonczonych pochodne w réwnaniu czastkowym zachowania zastgpione sg przez
ilorazy réznicowe. Powstaly w ten sposéb ukiad réwnan réznicowych jest
rozwigzywany za pomoca odpowiedniej metody numerycznej. Jezeli zastosujemy do
dyskretyzacji siatki numeryczne krzywoliniowe, tzn. dopasowane do rozwazanej
geometrii, to wygodna jest transformacja réwnan zachowania do krzywoliniowego
uktadu wspotrzednych. Posta¢ rdwnan w krzywoliniowym uktadzie wspétrzednych
odpowiada postaci réwnan, zapisanych w formie catkowej dla elementarnej
objetosci, jaka otrzymuje sie w przypadku zastosowania bezposredniej dyskretyzacji
metoda objetosci skonczonych. Z formalnego punktu widzenia objeto$¢ elementarnej
kom@rki jest reprezentowana przez wyznacznik macierzy Jakobiego transformacji, a
cztony metryczne w roéwnaniach transformacji odpowiadajg sktadowym wektora
normalnego do $cianki. Oczywiscie odpowiednio$¢ bedzie istniata, pod warunkiem
przyjecia tych samych punktéw do definicji poszczegdlnych wielko$ci, co
sprowadza sie w efekcie do przyjecia takiej samej komérki bilansowej. Poniewaz w
przypadku rzeczywistych geometrii konieczno$¢ transformacji praktycznie zawsze
istnieje, mozemy w naszych rozwazaniach odnosi¢ sie do metody objetosci
skonczonych.

Metoda objetosci skonczonych oparta jest na catkowej postaci rownan
zachowania (2.1). Zgodnie z tym réwnaniem czasowa zmiana parametrow przeptywu
w pewnej objetosci okreslona jest przez wartoSci strumieni na powierzchni tej
objetosci. W procesie dyskretyzacji obszaru obliczeniowego, jakim jest generacja
siatki, dokonujemy jego podziatu, a punkty przeciecia sie linii siatki tworzg wezty.
Na tak otrzymanej siatce definiuje sie elementarne objetosci, zwane komaérkami
bilansowymi. W schemacie numerycznym aproksymuje sie catkowanie po
powierzchni pojedynczej komdérki bilansowej siatki numerycznej.



88 Rozdziat 4
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wezta wielokomérkowa

Rys.4.21 Podstawowe rodzaje dwuwymiarowych komérek bilansowych
Fig.4.21. Basic 2D finite volumes

Ze wzgledu na wybdr elementarnej komorki bilansowej mozemy wyréznié
dyskretyzacje (rys.4.21):

- centralng wzgledem wezta (ang. node-centered scheme),

- centralng wzgledem komorki, zgodna z siatkg (ang. cell-centered scheme),

- wielokomérkowa (ang. cell-vertex scheme).

W przypadku umieszczenia komdrki centralnie wzgledem wezta parametry
przeptywu oraz wspoOtrzedne wezta zdefiniowane sg w tym samym wezle siatki.
Wi ierzchotki komorki bilansowej wyznaczone sg wewngtrz komdrek siatki
geometrycznej przylegajacych do wezta za pomoca u$redniania wspo6trzednych
z otaczajacych weztéw. Tak zdefiniowana komdrka bilansowa jest najwygodniejsza
w przypadku realizacji algorytmu typu Godunowa, gdyz sposéb definiowania
zagadnienia Riemanna najej brzegach jest najefektywniejszy.

Jezeli zastosujemy komorki umieszczone centralnie wzgledem komorki siatki
(zgodne z siatka), to w weztach siatki zdefiniowane sg tylko wspétrzedne. Zmienne
obliczeniowe wyznaczane sa w $rodku komorki wyznaczonej przez linie siatki
i cztery sasiednie wezty. W tym przypadku indeksy zmiennych QtJ i wsp6trzednych
X0 ,y,j nie odpowiadajg temu samemu miejscu.

Przyjecie do obliczeAn elementarnego catkowania techniki wielokomoérkowej
polega w zasadzie na wykorzystaniu do bilansowania objetoSci sktadajacej sie
z kilku sasiednich komdrek. W przypadku gdy skiadowe komorki obliczeniowe
zdefiniowane sgjako centralne wzgledem komorki siatki, to wspétrzedne i parametry
przeptywu sag zdefiniowane w tym samym miejscu (rys.4.20). Dyskretyzacja
wielokomérkowa oraz centralna wzgledem komorki wykorzystywana jest najczesciej
do obliczen schematami z réznicami centralnymi.

Wszystkie powyzsze sposoby dyskretyzacji sg stosowane obecnie w
obliczeniach. Odro6znia je od siebie tylko sposéb okreSlenia strumieni
numerycznych, bilansowanie cztonéw dyfuzyjnych, sposéb zadawania warunkéw
brzegowych oraz r6zna wrazliwo$¢ na ksztatt siatki numerycznej. Wybor
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odpowiedniej komérki bilansowej jest najczesciej zwigzany z przyjetym algorytmem
obliczeniowym.

W przypadku réwnania Eulera, transformowanego do krzywoliniowego uktadu
wspotrzednych (2.24), mozemy zapisaé nastepujacg posta¢ dyskretng réwnania

zachowania:

Q"j.k = Q" ij,k - At(E1+[/2jk - E"-\/2j\k + Flj+injc ~ + Ajjcj+ 12 ~ 12 +
j.k ij,k 12j,k \/2j\k lj+inj jicj / /
(4.69)

Poszczegdlne wartosci strumieni w tym réwnaniu okre$lamy za pomocg formut
opisanych w poprzednich punktach dla jednego Kkierunku wspdtrzednych,
rozszerzajgc je na pozostate kierunki.

Dla metody rozwigzania réwnan zachowania nalezacej do grupy metod typu
Godunowa i komorki elementarnej z centralnie umieszczonym weztem zaktadamy,
ze wartosci w catej komorce sg state i odpowiadajg wartosci w wezle. Wystepujace
w tym przypadku skoki parametréw pomiedzy sasiadujacymi komdrkami, zgodnie
z ideg Godunowa opisang wczes$niej, interpretuje sie jako jednowymiarowe
zagadnienie  Riemanna (rys.4.22). Kazdy z rozpatrywanych kierunkéw
transformowanego ukfadu wspétrzednych rozpatruje sie oddzielnie i sprowadza do
rozwigzania uktadu rownan:

Rys.4.22. Okre$lenie parametréw do zagadnienia Riemanna
Fig.4.22. Parameter determination for the Riemann problem
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Q +dL ©
dx + df wu
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dr +_dI, =0
MT.2G6 % (4.70)
0
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dQ  dQ * "{" dQ”
dr dr dr - ox dr

Konstrukcja algorytmow obliczeniowych w kazdym z rozwazanych kierunkéw
jest analogiczna i moze by¢é realizowana za pomoca tej samej procedury
obliczeniowej, uwzgledniajacej jedynie odpowiednie skfadowe predkos$ci (zmiana
predkos$ci normalnej do brzegu) w rozpatrywanym kierunku.

4.9. Bilansowanie cztonéw lepkich

W przypadku analizy zagadnienia przeptywu lepkiego opisanego réwnaniem
(2.29) nalezy dodatkowo uwzgledni¢ w bilansie oprécz cztonéw konwekcyjnych jak
w réwnaniu (4.69) cztony lepkie. Rdwnanie zachowania dla zagadnienia
dwuwymiarowego zapisane w formie dyskretnej ma wtedy postac:

8?7;, = Q-At(E™aj- S 112+ f7I+/2-F?J ta +
Re-'(£",+1/2, - Em}mj +Kij+m ~Ku-m)

Spos6b bilansowania cztonéw nielepkich odbywa sie analogicznie jak
w przypadku rownan Eulera. Obliczenie wielkosci zawartych w wektorach Evi Fv
wymaga okre$lenia pochodnych parametrow przeptywu na $ciankach komorki
bilansowej. Dla zachowania eliptycznego charakteru strumieni lepkich do
dyskretyzacji pochodnych wykorzystuje sie centralne ilorazy rd6znicowe.
Przyjmujemy, ze rozwazana jest powierzchnia /+7/2, wspélna dla komorek, w
ktorych znajdujg sie punkty siatki / oraz i+1 (rys.4.23). W celu okreslenia wielkosci
koniecznych do wyznaczenia strumieni lepkich w punkcie i+1/2 konstruuje sie
dodatkowg komorke bilansowg wyrdzniong na rys.4.23. Wierzchotki tej dodatkowej
komorki lezg w srodkach bokdw oczek siatki numerycznej. Punkty $srodkowe N i S
lezg w $rodkach oczek siatki, a ich wspo6trzedne sg wyznaczane przy zastosowaniu
usredniania, np. dla xn.
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XN = (Xij+XMj+ X iJ +Xi+ij+i)/4 (4.72)

Punkty W i E sg usytuowane bezposrednio w weztach siatki. Wartosci
wspotrzednych wierzchotkéw dodatkowej komdarki bilansowej (rys.4.22) pozwalaja
okresli¢ parametry metryczne ix,Ey,*]x,r,y,J~] dla kazdej S$cianki komorki
bilansowej, co prowadzi przyktadowo do nastepujgcych zwigzkéw dla $cianki E oraz
N\

(3 *7i)i+lj =yMj+\n~yi+\j-\12
(J'Ey)i+\j = Xi+\j-\n—Xi+\j+\n (4 73)
J~"1]¥)i+mj+Ne =yij* 12 -yi+\j+\n

(I~1fly)i+\2j+\I12 =Xi+]j+\/2 ~ X ij+\/2

Pochodne parametrow przeptywu u, v, T, wystepujagce w rownaniach (2.32),
okreslane dla $cianki i+1/2, dyskretyzowane sga przy wykorzystaniu wartosci
parametrow w punktach W, E, N, S. Jednoczes$nie przyjmuje sie zatozenie, ze na
$ciankach dodatkowej komérki bilansowej wartosci parametrow sg state (np. w
przypadku sktadowej predkosci u na $ciankach komérki mamy wartosci uN us, uw,
ue). Wartosci parametréw przeptywu w punktach W i E sg znane i rowne
odpowiednio wartosciom w weztach (ij) i (i+1j). Parametry w punktach N i S moga
by¢ okreslane na podstawie $redniej arytmetycznej analogicznie jak w réwnaniu
(4.72) lub z wykorzystaniem antysymetrycznej interpolacji wartosci (Benetschik
1991, Chakravarthy 1988):

UN = (Ui + uij)l2
UN~ (uij+1+ uitj)/2

Rys.4.23. Komorka do okre$lenia strumienia lepkiego na $ciance i+1/2 (kierunek Q
Fig.4.23. Cell for the viscous flux calculation on the wall i+1/2 (I; direction)



92 Rozdziat 4

Rys.4.24.Komoérka do okre$lenia strumienia lepkiego na Sciancej+1/2 (kierunek rj)
Fig.4.24.Cel! for the viscous flux calculation on the wall j+1/2 (t) direction)

W drugim przypadku stosuje sie nastepujgcag technike postepowania: jezeli
wspoOtczynnik stojacy przed wartoscig uNlub us w réwnaniu na okreslenie strumienia
dyfuzyjnego £ v,i+i/2 ma warto$¢ dodatnig to stosuje sie formute (UNS~ jezeli ma
warto$¢ ujemnato stosuje sie formute (uns)*.

Zaréwno pierwszy, jak i drugi spos6b sag drugiego rzedu doktadnosci. Druga
metoda aproksymacji jest stosowana ze wzgledow numerycznych, gdyz ma wptyw
na wewnetrzng regulacje procesu obliczeniowego, a w metodach niejawnych
prowadzi do zwiekszenia cztonow diagonalnych (Chakravarthy 1988). Podobny
sposéb postepowania stosuje sie dla drugiego kierunku i $cianki ij+ 1/2 (rys.4.24).

W przypadku stosowania schematu TVD cztony dyssypacji numerycznej, ktore
sg wbudowane juz w samg strukture schematu typu Godunowa, redukujg sie w
obszarze przysciennym, co gwarantuje, ze efekty lepkosciowe beda dominowaty
(van Leer i inni 1987, Vatsa 1987).

4.10. Numeryczna realizacja warunkow brzegowych

Ograniczenie obszaru obliczeniowego i jego wielosp6jno$é powodujg ze do
rozwigzania rownan zachowania (2.1) konieczne jest sprecyzowanie warunkéw
brzegowych. Doktadno$é otrzymanych rezultatow, stabilno$¢ schematu oraz jego
zbiezno$¢ zalezg istotnie w przypadku analizy ztozonych zjawisk przeptywowych od
zastosowanych warunkéw brzegowych. Podstawowe warunki brzegowe wystepujace
w zagadnieniach przeptywowych wymienione zostaty w punkcie 2.6. W tym
rozdziale przedstawiona bedzie numeryczna realizacja tych warunkow.
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Rys.4.25. Potozenie brzegéw obszaru obliczeniowego dla siatki typu "H" (a) i typu “C” (b)
Fig.4.25. Boundaries of the catculation domain for "H"-type grid (a) and "C"-type grid (b)

Ze wzgledu na powtarzalno$¢ kanatéw topatkowych w wiencu mozliwe jest
wyodrebnienie okresowo powtarzalnego obszaru obliczeniowego. Dla zagadnienia
stacjonarnego obszar ten obejmuje swym zakresem jednag podziatke wienca
topatkowego. Podstawowymi powierzchniami, wystepujagcymi w obliczeniach
przeptywu palisadowego, na ktérych okre$lane sg warunki brzegowe, sa:

* wlot,

¢ wylot,

e powierzchnia okresowa,

¢ powierzchnia nieprzenikalna (Scianka),

* powierzchnia ciecia (siatka typu "C"),

e powierzchnia miedzywiencowa przy obliczeniach stopnia.

Oznaczenia poszczeg6lnych powierzchni podano w tablicy 4.1 i zaznaczono je na

rysunku (rys.4.25).
Poniewaz, zgodnie z tym co przedstawiono w punkcie 2.6, zaburzenia

przenoszone sg wzdtuz charakterystyk, liczba warunkéw brzegowych zwigzana jest



94 Rozdziat 4

z liczbg tych charakterystyk. W zagadnieniu dwuwymiarowym mamy do czynienia
z czterema charakterystykami, natomiast w przypadku przeptywu przestrzennego
z piecioma. Generalnie nalezy rozr6zni¢ dwa rodzaje warunkéw brzegowych, ktore
zwigzane sg z kierunkiem charakterystyk: fizyczne i numeryczne. Fizyczne warunki
brzegowe muszg by¢ okreSlone w tych miejscach, w ktorych charakterystyki
skierowane sg do wnetrza obszaru (informacja zewnetrzna wptywa na obszar
obliczeniowy). Numeryczne warunki brzegowe okre$lane sg na brzegach, na ktérych
charakterystyki skierowane sg na zewnatrz obszaru (informacja z wnetrza obszaru
obliczeniowego wptywa na parametry zewnetrzne). Biorgc pod uwage powierzchnie
wlotu i wylotu oraz charakterystyki przedstawione na rysunkach 2.4 i 2.5, mozemy
okresli¢ liczbe poszczeg6lnych rodzajow warunkow brzegowych (tablica 4.2).

Tablica 4.1
Powierzchnie ograniczajace obszar obliczeniowy
Brzeg Siatka typu "H" Siatka typu "C"
W ot A-H-H'-A' G-E-F-G'

Wylot D-E-E-D' H-A-A"-H'"D-E-E-D’
Powierzchnia okresowa A'-B'-B-A,C'-D'-D-C, G'-H'-H-G,F'-E'-E-F
H'-G'-G-H,F-E-E-F

Powierzchnia ciecia - B'-A'-A-B=C'-D'-D-C

Scianka nieprzenikalna B'-C'-C-B,G'-F'-F-G B'-C'-B-C
Tablica 4.2
Fizyczne i numeryczne warunki brzegowe dla wlotu i wylotu
W arunki brzegowe Fizyczne Numeryczne
2D 3D 2D 3D

W lot poddzwiekowy
naddzwiekowy

Wylot poddzwiekowy

O = M w
O L U b
A W O
g~ O

naddzwiekowy

W dalszych punktach przedstawiony zostanie sposob okre$lania zaréwno
fizycznych, jak i numerycznych warunkéw brzegowych na wlocie i wylocie, a takze
na Sciance. Przedstawione zostang rowniez dodatkowe warunki brzegowe okre$lane
na brzegach wewnetrznych, do ktérych mozemy zaliczyé brzeg okresowy oraz
powierzchnie ciecia wystepujacag w siatce typu "C" i "O". Szczegdlnej dyskusji
wymagaja takze warunki brzegowe w szczelinie miedzywieAcowej w przypadku
obliczen przeptywu przez stopien maszyny wirnikowej.

Numeryczne rozwigzania réwnan zachowania 95

4.10.1. Warunki brzegowe na wlocie

W przypadku powierzchni wlotowej musimy rozrézni¢, zgodnie z przebiegiem
charakterystyk (rys.2.4), dwa przypadki: naptyw poddzwiekowy i naptyw
naddzwiekowy. O tym, czy naptyw jest naddzwiekowy, czy poddzwiekowy,
decyduje sktadowa normalna predkosci do rozpatrywanej powierzchni (dla kazdej
elementarnej komorki obliczeniowej indywidualnie).

W przypadku wlotu poddzwiekowego w zagadnieniu przestrzennym konieczne
jest sprecyzowanie czterech warunkéw fizycznych i jednego numerycznego. Jako
warunki fizyczne mozemy przyja¢ na wlocie:

e ci$nienie spietrzeniapo(j),

e gestos¢ spietrzenia pQ(r),

¢ kat miedzy predkoscigobwodowag i predkos$cig osiowga(r),

e kat miedzy predkoscig promieniowg i predkoscig osiowg y(r).

W szystkie zadawane wielko$ci mogg zmieniaé¢ swojg warto$¢ wzdtuz promienia.
Oczywiscie istniejg mozliwos$ci zadawania innych kombinacji parametrow na wlocie,
jednak nalezy mie¢ na wzgledzie fakt, ze nie wszystkie z nich prowadza do
poprawnego sformutowania zagadnienia poczatkowo-brzegowego. Analize doboru
wielkoséci zadawanych na brzegu mozna znalez¢ m.in. w pracach Hirscha (1990),
Chmielniaka (1994).

Jako numeryczny warunek przyjeto niezmiennik Riemanna na charakterystyce
skierowanej na zewnatrz obszaru obliczeniowego w postaci:

dla siatki "H"
UW\ +/~Zrea={u\*Z\ +-"ja) (4-75)

dla siatki "C"
= (4.76)

Réznica w okres$leniu parametrow dla siatki "H" i"C"polega na tym, ze
ptaszczyzna wlotowa dla siatki "H" pokrywa sie z ptaszczyzng<f= 0,natomiast
w przypadku siatki typu "C" stanowi cze$¢ ptaszczyzny rj-rimia. Parametry
oznaczone gwiazdka obliczone sg za pomocg schematu numerycznego bilansowania
strumieni dla komorki wewnetrznej przylegajgcej do brzegu. Jest to w tym
przypadku potowkowa komorka elementarna (rys.4.26).
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Rys.4.26. Potdwkowa komoérka bilansowa na wlocie (siatka typu "H")
Fig.4.26. Half-volume for calculations at the inlet (“H"-type grid)

Ze zwigzkow pomiedzy parametrami spoczynkowymi i parametrami na brzegu
wykorzystuje sie stato$¢ entropii:

P =po
PK P& (@.77)
oraz rGwnanie zachowania energii w postaci:
ITTP +W  +vl+wW2>=1TTJ + 2 (v*+v?2+ vO>= (4-78)

Powyzsze zwiazki uzupeiniajg definicje katéw wlotowych wektora predkosci
podane w odniesieniu do sktadowych w uktadzie cylindrycznym (r,0,x):

y- =tany (4.79)
1% = tana (4.80)
Zadanie katow wektora predkosci wedtug (4.79) i (4.80) wymaga, aby powyzszy
uktad réwnan uzupetni¢ o zaleznosci miedzy sktadowymi wektora predkosci w
uktadzie kartezjanskim i w uktadzie cylindrycznym:
vr=ysinG + wcos©

vO = vcos & —w Sin © (4.81)
v,=u
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Uktad rownan (4.75-4.81) mozna sprowadzi¢ do jednego réwnania niejawnego,
ktére rozwigzuje sie metoda iteracyjna.

W zagadnieniu przestrzennym, gdy w przekroju wlotowym predko$¢ jest
naddZzwiekowa, konieczne jest sprecyzowanie pieciu warunkéw fizycznych, czyli
wszystkie warto$ci na wlocie muszg by¢ zadane. To, jakie wielko$ci bedziemy w tym
przypadku zadawac, jest obojetne; wazne, by dato sie z nich wyznaczyé wszystkie
zmienne parametry. Podane wielko$ci na wlocie mozna uzupetni¢ przykiadowo
o rozktad promieniowy liczby Macha lub osiowej sktadowej predkosci.

4.10.2. Warunki brzegowe na wylocie

W przypadku brzegu wylotowego musimy réwniez rozrézni¢, zgodnie
z przebiegiem krzywych charakterystycznych (rys.2.5), dwa przypadki: pierwszy,
gdy wyptyw czynnikajest poddzwiekowy, i drugi, gdy wyptyw jest naddzwiekowy.

Jezeli sktadowa predkos$ci prostopadta do powierzchni wylotu jest mniejsza od
predkos$ci dzwieku, to zgodnie z rys.2.5a do brzegu dociera informacja z wnetrza
obszaru obliczeniowego wzdluz czterech charakterystyk. Wystarczy wigc jako
fizyczny warunek brzegowy zada¢ warto$¢ jednego parametru na wlocie. Ze
wzgledow czysto praktycznych w przypadku maszyn wirnikowych jest to najczesciej
cisnienie statyczne pM. W zagadnieniach tréjwymiarowych konieczna jest
znajomo$¢ rozktadu tego cisnienia wzdtuz promienia. Rozktad ten mozna przyja¢ na
podstawie danych pomiarowych lub wykorzysta¢ do jego okre$lenia réwnanie
rownowagi promieniowej w postaci (np. Arts 1985, van Hove 1984):

W rownaniu (4.82) skiadowe predkosci sg podane w ukladzie bezwzglednym,
a wartosci poszczegdlnych sktadnikow sa usredniane obwodowo. Przyjecie
w algorytmie réwnania réwnowagi promieniowej pozwala na zadanie wartosci
ci$nienia statycznego na wylocie tylko na jednym wybranym promieniu. Rozktad
promieniowy ci$nienia jest otrzymywany w procesie rozwigzywania réwnan
zachowania. Ten spos6b zadawania warunku brzegowego na wlocie jest szczeg6lnie
wygodny w przypadku maszyn wirnikowych, gdyz najczesciej rozktad promieniowy
ci$nienia statycznego, poza przypadkami, gdy dla danej maszyny dysponujemy
danymi pomiarowymi, nie jest znany.

Po okresleniu wartosci cisnienia statycznego pM mozemy okresli¢ pozostate
wielkosci na brzegu wylotowym. Przekréj wylotowy dla siatki typu "H" odpowiada
wspotrzednej (rys.3.4 i 4.25a). W przypadku siatki typu "C" brzeg wylotowy
wystepuje dla wspétrzednej 4=0 oraz £=4™» (rys.3.3 i 4.25b). Dla brzegu
zwigzki miedzy parametrami dla obu siatek sg takie same. Parametry w wezle
brzegowym obliczone sg podobnie jak dla wlotu za pomocg schematu numerycznego
bilansowania strumieni dla komérki potéwkowej przedstawionej na rys.4.27.
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Rys.4.27. Potéwkowa komérka bilansowa na wylocie (siatka typu "H")
Fig.4.27. Half-volume for calculations at the outlet ("H"-type grid)

W ielkosci otrzymane z rozwigzania dla komdrki potdwkowej beda oznaczone
indeksami L (rys.4.28) i R (rys.4.29). Rozroznienia wymaga przypadek brzegu
wylotowego dla £,=0 (siatka typu "C"), dla ktérego rozwigzanie otrzymane
z algorytmu dla punktdéw wewnetrznych bedzie oznaczone indeksem R. Aby
zachowa¢ jednorodno$¢ =z algorytmem rozwigzania doktadnego zagadnienia
Riemanna, mozemy rozr6zni¢ dwa podstawowe przypadki konfiguracji fal.
W pierwszym przypadku, gdy pay >pRLpomiedzy parametrami obowigzujg zwigzki
dla fali uderzeniowej w postaci:

Rys.4,28. Konfiguracja fal dla wylotu dla siatki typu "H" i "C"
Fig.4.28. Waves configuration at the inlet ("H"- and "C"-type grids)
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Rys.4.29. Konfiguracja fal dla wylotu dla siatki typu "C"
Fig.4.29. Waves configuration at the outlet ("C"-type grid)

P —Pout

a &k , Pout~~PR,L
u= URL = WL

(4.83)
triRX = JprA i Poui+
PRXmRX
mr, £PriI@mr,] —w)
W réwnaniu (4.83) znak "+" obowigzuje wraz z indeksem R, a znak nalezy

przyja¢ wraz z indeksem L.
W drugim przypadku, gdy pm, <Pku pomiedzy parametrami obowiazujg zwigzki
dla fali rozrzedzeniowej w postaci:

P —Pout
U= ULR* K2 j'«i,«(l - (Pout/pL,R) ~ ) (4.84)
Pout
P=KJ -
aLR
W réwnaniu (4.84), podobnie jak poprzednio znak obowigzuje wraz

z indeksem R, a znak "+" wraz z indeksem L.
Sktadowe predkosci bezwzglednej w uktadzie kartezjanskim wynosza:
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u = ULR - [OLR - Q)
t . ~
V= VLR~ -A}/(U L,R ~ U) (4.85)

W= WLR- ~"$(UL,R - U)

unxg” A Mogfl q
Jezeli sktadowa predkosci prostopadta do powierzchni wylotu jest wieksza od
predkosci dzwieku, to zgodnie z rys.2.5b wszystkie charakterystyki skierowane sg od
wnetrza obszaru na zewnatrz. W tym przypadku nie zadaje sie warunku fizycznego
na brzegu, a wszystkie wielkosci w wezle okre$lane sg ze schematu numerycznego
bilansowania komorki potowkowe;j. N

4.10.3. Warunki na $ciance
viN=g

Warunki brzegowe na $ciance zapewniajg w przypadku modelu przeptywu gazu
nielepkiego spetnienie warunku nieprzenikalnosci. Ten fizyczny warunek brzegowy
w przypadku krzywoliniowego uktadu wspotrzednych sprowadza sie do przyjecia, ze
kontrawariantna sktadowa predkosci prostopadta do $cianki jest rowna zero.
W przypadku gdy chcemy zachowaé jednorodno$¢ schematu numerycznego,
mozemy zrealizowac ten warunek poprzez przyjecie lustrzanego odbicia parametrow
na $ciance i wyznaczenie dla tych parametréw strumienia z rozwigzania zagadnienia

Riemanna. Dla brzegu t|=r|max (rys.4.30) sprowadza sie to do przyjecia dla prawego
stanu R zaleznosci:

vxalsri jlsm: s 51 aiazEsbni s sswr sjuspiwodo "+” jJuts ,(£8.£) uinanwoi W
Pr_~p| \ rnsEJIsbri! Xsstw agjjsiq
miaiETiantBTBq ysbpmA* ~pi \ vbg u>h)i;qving migLrib (#-86)

* 't :iofiteoqw iswomssbsstsoi ilsl sib

oinbssiqgoq . W
Tamszrsbm sséw '+ 88riss  ttazxXibiv s
:p:aotTww »shsijtu w [pnb/ijjswssd ioéoibgiqg -jwobrMe

‘I Imax

Rys.4.30. Konfiguracja fal na $ciance
Fig.4.30. Waves configuration at the wall
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Tak postawiony warunek brzegowy gwarantuje, ze predkos¢ fali
rozrzedzeniowej, ktéra odpowiada predkosci normalnej na $ciance zgodnie
z uktadem charakterystyk, przedstawionym na rys.2.6, wynosi zero. Obliczenia
realizuje sie na potowkowej komérce bilansowej, przylegajacej do $cianki
nieprzenikalnej, analogicznej do tej, jaka byta zastosowana na wlocie i na wylocie.

Dla przeptywu lepkiego warunek na sciance odpowiada zerowaniu sie wszystkich
sktadowych predkosci wzglednej. Cisnienie okres$lane jest na podstawie
aproksymacji warunku na gradient cisnienia, ktory dla siatki ortogonalnej do $cianki
sprowadza sie do zaleznosci:

[U o (4.87)

Zalezno$¢ (4.87) wyraza zatozenie, ze gradient w poblizu $cianki jest pomijalnie
maty, ktdre mozna przyja¢ wtedy, gdy rozpatrujemy przeptyw z wysokimi liczbami
Reynoldsa. Uzupetnienie warunku brzegowego dla $cianki o warunek statej
temperatury

TH = (Top=2 (4.88)

lub o warunek zerowego strumienia ciepta na $ciance ($cianka adiabatyczna)
pozwala na wyznaczenie wszystkich wielko$ci na $ciankach nieprzenikalnych.

4.10.4. Warunek okresowosci

Réwnania zachowania (2.11) sg zapisane i rozwigzywane w Kkartezjanskim
uktadzie wspdtrzednych. W przypadku maszyn wirnikowych ograniczenie obszaru
obliczeniowego do jednego powtarzalnego fragmentu uktadu topatkowego powoduje
konieczno$¢ sformutowania dodatkowo warunkéw okresowos$ci na powierzchniach
ograniczajacych obszar obliczeniowy (rys.4.25). Wartosci na brzegach okresowych
obliczane sg po zbilansowaniu potdwkowych elementdw bilansowych
przedstawionych na rys.4.31.

Poniewaz maszyna wirnikowa ma geometrie zgodng z uktadem cylindrycznym,
nalezy mie¢ na uwadze fakt, ze aby okresli¢ warunek okresowosci, nalezy obrocié
sktadowe predkosci o kat podziatki 4= Na rysunku 4.32 przedstawiono podstawowe
parametry i zasade tego obrotu.
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Rys.4.31. Potéwkowe elementy bilansowe na brzegu okresowym (siatka typu "H")
Fig.4.3 1. Half-volumes for the calculations at the periodic boundary ("H"-type grid)

Rys.4.32. Okreélenie predkosci na brzegu okresowym
Fig.4.32. Velocity determination at the periodic boundary
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Dla sktadowych predkosci w kierunkach z iy, zapisanych we wspoétrzednych
kartezjanskich, na brzegach okresowych mozemy zapisa¢ zwigzki:

Vj = vpsinp + wpcos P
W, = Vp Ccos <p-wpsine

Warunek okresowos$ci nie zmienia wartosci sktadowej osiowej predkosci oraz
wielkosci skalarne, jak cisnienie i gesto$¢, moga by¢ przenoszone miedzy
odpowiednimi punktami ptaszczyzn okresowych.

4.10.5. Potaczenie obszaréw w obliczeniach stopnia

W obliczeniach przeptywu przez stopien maszyny wirnikowej konieczne jest
odpowiednie modelowanie obszaréw wierica kierowniczego i wirnikowego oraz
aproksymowanie wspoétpracy tych wiencéw. Jednym ze sposob6w modelowania
przeptywu przez stopien spotykanym w literaturze (Sokotowski i Gniesin 1986, Arts
1985, Mertz 1995, Chmielniak i Wroblewski, 1995,1997) jest prowadzenie obliczen
oddzielnie w poszczeg6lnych wiencach stopnia i stosowanie odpowiednich procedur
wymiany informacji miedzy wieAcami. W przypadku rozpatrywania zagadnienia
stacjonarnego wspdtprace wiedcéw w stopniu modeluje sie przy wykorzystaniu do
okreslenia warunkéw na wspolnym brzegu siatek obwodowo us$rednionych
parametréw. Na linii wspolnej siatek obliczeniowych kierownicy i wirnika,
znajdujacej sie w szczelinie miedzywiencowej, odbywa sie ciggta wymiana
informacji miedzy wierficami. Ten spos6b postepowania jest bardzo elastyczny, gdyz
pozwala oblicza¢ zaréwno pojedynczy stopien, jak i dotgcza¢ stopnie nastgpne. Inng
zaletg jest fakt, ze mozliwe jest zastosowanie algorytmu obliczeniowego
obowigzujagcego dla pojedynczego wienca do ukiadéw wieficowych, przy
zachowaniu réwniez tego samego sposobu zadawania warunkéw brzegowych na
wlocie i wylocie.

Spos6b obliczeA przeptywu przez stopien mozna podzieli¢ na kilka etapow.
W pierwszym etapie oblicza si¢ zmiane parametrow przeptywu rozwigzujac
rownania zachowania dla kroku czasowego t+At dla kierownicy. Z wartosci
rozwigzania uzyskanych w przekroju wylotowym kierownicy okresla sie usrednione
obwodowo parametry potrzebne do wyznaczenia warunkéw brzegowych na wlocie
do wirnika (punkt 4.8.1). W nastepnym etapie oblicza sie zmiane parametrow
przeptywu rozwigzujac réwnania zachowania dla kroku czasowego t+At dla wirnika.
Po obliczeniu parametrow w wirniku formutuje sie warunki brzegowe na wylocie z
kierownicy (punkt 4.8.2) w oparciu o wartosci wyznaczone w wirniku. ldee te
pokazuje rys.4.33. Poniewaz w obliczeniach stosowane jest usrednianie obwodowe,
bardziej przejrzyste jest przedstawienie zwigzkéw miedzy wielkosciami wzglednymi
(indeks w) i bezwzglednymi (indeks c¢) przy wykorzystaniu sktadowych
cylindrycznego uktadu wspdtrzednych. Zwiazki te majg postac:
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Rys.4.33. Przekazywanie parametrow miedzy kierownica i wirnikiem
Fig.4.33. Parameters transfer between stator and rotor
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Kazda z metod usredniania obwodowego parametrow przeptywu wprowadza
pewne przyblizenie. Bezpos$rednie u$rednianie wielkosci, proponowane np. przez
Sokotowskiego i Gniesina (1986), posiada jednak te wade, ze wprowadza defekt
w warto$ciach strumienia masy pedu i energii. Z tego powodu lepszym
rozwigzaniem jest wykorzystanie zasady us$redniania strumieni na linii faczacej
wirnik i kierownice (np. Giles 1989). W tym przypadku przyjmuje sie, ze Srednia
warto$¢ strumienia w kierunku z jest réwna strumieniowi obliczonemu dla wartosci
zmiennych zachowawczych usrednionych strumieniowo (oznaczonych indeksem E)\

E(Q) =E(Qe) (4.91)
gdzie

E=J+.T £ KO) (4.92)
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W zaleznos$ci (4.92) indeksj zmienia sie w kierunku obwodowym, ajn& oznacza
liczbe punktéw obszaru obliczeniowego w kierunku obwodowym.
Z zaleznosci tych wynika nastepujacy uktad réwnan dla usrednionych strumieni:

pE me = E\
PE-u\+Pe =E2
Pe mue *v& = Ei (4-93)

PE-UEmVIE= £4
Pe-ue-He - E$

gdzie warto$¢ entalpii wiasciwej H e okres$la sie z zaleznosci:
He= 1 eN8" + N (ue+v@ + vie) (4.94)
Rozwiazujac ten uktad réwnan, otrzymujemy wartosci usrednione pE, pe, ue, VINg VIE,

na podstawie ktérych dokonuje sie przeliczenia warunkéw brzegowych miedzy
kierownicg i wirnikiem w szczelinie miedzywiencowej.
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Rys.4.34. Defekt strumienia masy dla dwéch metod usredniania
Fig4.34. Mass flux defect for the different averaging methods
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Rysunek 4.34 przedstawia poréwnanie defektu masy dla dwdch metod
usredniania parametrow, zastosowanych w obliczeniach rzeczywistego stopnia
turbinowego (pkt 5.2). Na osi odcietych znajdujg sie wspo6trzedne siatki mierzone od
noska profilu kierownicy. Krzywa 1 pokazuje defekt strumienia masy dla
usredniania arytmetycznego parametréw, natomiast krzywa 2 pokazuje defekt
strumienia masy dla u$redniania strumieni. Druga metoda usredniania znacznie
zredukowata defekt masy w obrebie szczeliny miedzywiencowej, co doprowadzito
do poprawienia zgodnos$ci strumieni na wlocie i wylocie ze stopnia, a maksymalny
defekt masy byt mniejszy od 2%.

W przypadku gdy szczelina miedzywiencowa jest bardzo waska, to obszary
obliczeniowe kierownicy i wirnika w jej obszarze znacznie si¢ redukujg. Zadawanie
w takiej sytuacji warunku brzegowego na wylocie z kierownicy w postaci statego
obwodowo ci$nienia statycznego moze prowadzi¢ do powstania niefizycznych
interakcji miedzy zjawiskami falowymi w kanale a brzegiem. Sformutowanie
warunku brzegowego na wylocie, w oparciu o zalozenie statego obwodowo ci$nienia
statycznego, nalezy do grupy tzw. warunkéw odbijajacych. Zaburzenie, ktoére
dociera do brzegu ulega na tym brzegu odbiciu. W przypadku kanatu topatkowego
kierownicy stopnia turbinowego ten problem dotyczy szczegélnie nieciggtosci,
generujacych sie na krawedzi sptywu z topatki, ktére osiggajac brzeg wylotowy
odbijaja sie od niego. Jest to przyczyna otrzymywania niepoprawnego rozwigzania w
obszarze wylotu (rys.4.35a), co w pewnych przypadkach moze prowadzi¢ takze do
braku zbieznosci schematu.

Poniewaz w rzeczywistych maszynach szeroko$¢ szczeliny miedzywienicowej
najczesciej jest bardzo mata w pordwnaniu do szerokosci wienca, w wielu
przypadkach konieczne jest zastosowanie algorytmoéw eliminujacych niepozadane
odbicia na brzegu. Bardzo efektywne w obliczeniach jest przyjecie zatozenia, ze na
linii i=M X (wylot) rozktad ci$nienia wzdtuz obwodu bedzie odpowiadat rozktadowi
wyznaczonemu z obliczen na linii i=MX-I, a tylko warto$¢ Srednia cisnienia
w przekroju wylotowym bedzie odpowiadata zadawanej wartosci brzegowej.
Rozktad ci$nienia na brzegu okre$la sie wtedy za pomoca formuty:

Pmxj=Pmx-\j *- m (4.95)
P mx-\

gdzie p MX=pout jest zadanym ci$nieniem na rozwazanym promieniu.

Sposdb usredniania przedstawiony jest na rys. 4.36. Ta aproksymacja
obwodowego rozktadu ci$nienia w kanale, potagczona z przekazywaniem wielkosci
miedzy wiencami, na podstawie parametrow z usredniania strumieniowego pozwala
oming¢ trudnosci, jakie wystepujg przy obliczaniu stopni z waskimi szczelinami
miedzywiencowymi przy zastosowaniu tzw. odbijajacych warunkéw brzegowych.
Pozwala rowniez poprawi¢ zbiezno$¢ schematu numerycznego, a czesto w ogole
daje mozliwos$¢ uzyskania rozwigzania (rys.4.35b).

Numeryczne rozwigzania réwnan zachowania

Rys.4.35. Rozktad cisnienia statycznego: a - obwodowo state ci$nienie na wylocie,
b - obwodowy rozktad ci$nienia na wylocie

Fig.4.35. Static pressure distribution: a - circumferentialy constant pressure at the outlet,
b - circumferential pressure distribution at the outlet

Rys.4.36. Okreslanie obwodowego rozktadu ci$nienia w przekroju wylotowym
Fig.4.36. Determination of the pressure distribution in the circumferential direction at the
outlet
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Z punktu widzenia matematycznego i fizycznego doktadniejsze rozwigzanie
problemu rozktadu obwodowego parametrdw mozna otrzymaé przy zastosowaniu
nieodbijajagcych warunkéw brzegowych (patrz punkt 4.8.6). Nalezy jednak
zauwazyé, ze w przypadku rozpatrywania przeptywu przez wielowiencowe uktady
topatkowe przy zastosowaniu modelu gazu rzeczywistego ich implementacja do
schematu ze wzgledu na konieczno$¢ linearyzacji wektor6w strumieni staje sie
bardzo ztozona i wydtuza znacznie czas obliczen.

4.10.6. Implementacja warunkow nieodbijajgcych

W poprzednim punkcie przedstawiono sposob okre$lania warunkéw brzegowych
na wylocie z obszaru obliczeniowego kierownicy w szczelinie miedzywiencowej
w oparciu o rozktad obwodowy ci$nienia statycznego. Innym sposobem rozwigzania
problemu zbyt krotkich obszarow obliczeniowych przed i za wieAcem topatkowym
jest zastosowanie nieodbijajgcych warunkéw brzegowych. Nieodbijajgce warunki
brzegowe charakteiyzuja sie tag witasciwoscia, ze eliminujg na brzegach obszaru
obliczeniowego powstawanie niefizycznych odbi¢. Mozna powiedzieé, ze brzegi
obszaru sa catkowicie "przepuszczalne" dla zaburzen, generujacych sie¢ we wnetrzu
obszaru. Propozycje zastosowania nieodbijajagcych warunkéw brzegowych dla
nieliniowych rownan zachowania jako jedni z pierwszych przedstawili Hoedstroem
(1979) oraz Rudy i Strickwerda (1980). Propozycje aplikacji nieodbijajacych
warunkéw brzegowych dla zagadnien obliczen przeptywu w maszynie wirnikowej
podali Giles (1989) oraz Saxer i Giles (1991). Zgodnie z tg teorig warunki
nieodbijajace na brzegu wlotowym i wylotowym sg otrzymywane przy zastosowaniu
dekompozycji Fouriera dla lokalnie zlinearyzowanych réwnan Eulera. Lokalna
linearyzacja réwnan Eulera zaklada, ze rozwigzanie sktada sie¢ z sumy wartosci
$redniej oraz zaburzenia, modelowanego z uwzglednieniem tylko cztonu liniowego.
Warunki brzegowe dla obliczeA przeptywu w osiowych maszynach wirnikowych
formutuje sie w oparciu o usrednione obwodowo rozktady promieniowe. W tym
przypadku mozna wykorzystaé quasi-trojwymiarowe nieodbijajace warunki
brzegowe, rozwazajgc jedynie dwa kierunki (Saxer i Giles 1991). Zlineaiyzowane
réwnanie Eulera dla zagadnienia dwuwymiarowego i zmiennych prostych mozna
zapisac:

<«6>

gdzie A,B sa macierzami okreslonymi za pomocg wartosci $rednich, a P okresla
zaburzenia wartosci zmiennych prostych:
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Analiza Fouriera zaktada rozwigzania falopodobne zlinearyzowanego uktadu
rownan w postaci skalarnej funkcji falowej mnozonej przez staty wektor

kolumnowy:

P(x,y) = (4.97)

gdzie k, | oznaczaja liczby falowe w kierunkach x iy, o czestotliwos¢ falowg a U
amplitude zaburzenia. Podstawienie tego rozwigzania do réwnania (4.96) daje
tzw. rownanie dyspersyjne:

(-col+kA +IB)UR=Q (4.98)

Ze wzgledu na forme réwnania dyspersyjnego mozliwa jest ro6zna postaé
rozwigzania zapisana w postaci kombinacji wektorow witasnych i wartosci wiasnych.
Nalezy przy tym mieé¢ na uwadze fakt, ze wartosci liczby falowej k ze wzgledu na
potozenie brzegu x=consl wyznaczane sg w funkcji liczby falowej 1 Mozna
wykorzysta¢ nastepujagce kombinacje:

(~coA-]+ kl+ IA~xB)iIR= 0 (4.99)
UL(-coA-]+kl+L4~xB) =0 (4.100)

zawierajgce odpowiednio prawe i lewe wektory witasne, stanowigce podstawe
w formutowaniu nieodbijajgcych warunkow brzegowych. Dla zadanej wartosci /
rownanie dyspersyjne posiada pierwiastki k, (n=I,..,5). Wazng wtasnoscig jest
ortogonalno$é wszystkich prawych wektorow wiasnych do wszystkich lewych
wektoréw wiasnych dla dwoch réznych pierwiastkow k,, k,,. Rozwigzanie na brzegu
dla danych warto$ci /, co mozna zapisa¢ jako sume wszystkich fal w kierunku x w

postaci:

P(x,y) = et “")(S a,,uReikX) (4.101)

Interpretacja nieodbijajgcych warunkéw brzegowych, polegajgca na zanikaniu
amplitudy «-tej fali zaburzenia, ktéra naptywa do brzegu, pozwala po pomnozeniu
(4.101) przez lewy wektor wiasny i wykorzystaniu warunku ortogonalnosci
sprowadzi¢ warunek nieodbijania do zaleznos$ci (Giles 1989, Engel 1995):
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uhP= 0 (4.102)

Poniewaz rozwigzanie tego réwnania jest ztozone, wprowadza sie uproszczenie,
polegajace na sprowadzeniu problemu do zagadnienia stacjonarnego, tzn. w granicy
gdy co-»0. Mamy wtedy spetnienie warunku (4.102) dla fal naptywajacych
n=1,2,3,4 na wlocie, a dla wylotu dla fali n=5.

Jezeli chcemy okre$li¢ zaleznosci dla zagadnien tréjwymiarowych, to przy
rozwazaniu liniowej palisady z podziatkg YP i brzegu wlotowego lub wylotowego
potozonego w pozycji x=0 zaburzenie mozemy zapisa¢ w postaci szeregu (Saxer i
Giles 1991):

P(0,,z,t) =P(z,t)+ D Pm(z,t)eiLy (4.103)
-00,n70

gdzie pierwszy sktadnik reprezentuje usrednione obwodowo rozwigzanie na brzegu,
ktore jest otrzymywane wedtug klasycznego podejsciajednowymiarowego
okreslania warunkow na brzegu (pkt. 4.8.1, 4.8.2). Odpowiada on wspdtczynnikowi
szeregu dla m=0. Pozostate wspétczynniki Fouriera obliczane sg z zaleznosci:

i »
Pm(z,t) = -p- | P(0.,y.z, t)e tLydy (4.104)
gdzie

/" _ Inm
Im~ YP

W ten sposdb na kazdej wysokosci z mozliwe jest zastosowanie nieodbijajgcych
warunkow brzegowych.

Zwiazki dlaréwnania (4.102) mozna zapisaé, wykorzystujac wektor
zlinearyzowanych zmiennych charakterystycznych (Saxer i Giles 1991):

fh -a2 0 0 0 P
‘o 0 0 pa 0 O u
to = 0 0 0 pa O v
$4 0 pa 0 0 w
‘o 0 -pa 0 0 y<p >
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dla wlotu P
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’ £2
0 -V 0 -y(a+w) -j(a+u) _
0 o ° ° to =0 (4.106)
0 w0 j(13-Y) Lt
to
i dlawylotu
to
to
(1-ii 0 i0?+v) |0?-y) ) 43 =0 (4.107)

Korzystajac z propozycji Saxera i Gilesa (1991) warunki (4.106) i 4.107) mozna
zapisaé w ten sposOb, ze charakterystyki skierowane do wnetrza obszaru
obliczeniowego sa funkcjg charakterystyk wychodzacych z obszaru. Stosujac
jednocze$nie zapis zalezny od czasu mozemy zastosowa¢ w algorytmie proces
ewolucyjny w czasie. Posta¢ warunkow jest wtedy nastepujaca:

wlot:
‘to
d to -4
L -0 (4.108)
Kto .
\
wylot:

d}? (4.109)

Warto$¢ a przyjmowana jest najczesciej jako 1/Yp, natomiast p definiowana jest
jako:

isign(l)Ja2- (u2+v2 dla (ii2+v2) <a2
_ gn(l) ( ) ( ) (4.110)

-isign(v)J(u2+v2)- a2 dla (m2+v2) > a2
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Powyzsze warunki brzegowe zapisane dla tréjwymiarowej palisady liniowej
mozna zastosowac dla palisady katowej przez zastapienie wspotrzednych (y,z)
wspotrzednymi (0,r), a sktadowych predko$ci (y.w) przez (vavr). Przykiadowe
wyniki poréwnania obliczen przestrzennego przeptywu przez kierownice turbinowa
przedstawiono na iys.4.37. Na rysunku widoczny jest przekréj podstawy topatki,
w ktérym zjawiska falowe towarzyszace sptywowi z krawedzi wylotowej sg
szczegOlnie duze. W dolnej czesci rysunku umieszczono rozktady otrzymane przy
zastosowaniu nieodbijajagcych warunkéw brzegowych i skréconego obszaru
wylotowego, a w gdrnej przy odbijajacych warunkach brzegowych i wydtuzonym
obszarze wylotowym. Widoczna jest dobra zgodno$¢ przebiegu izobar dla obu
rozwazanych przypadkow.

Rys.4.37. Poréwnanie rozktad6éw ci$nienia statycznego dla obliczeri z wylotem wydtuzonym
oraz skréconym z nieodbijajacymi warunkami brzegowymi

Fig.4.37. Comparison of the static pressure isolines for the long calculation domain and short
one with nonreflecting boundary conditions at the outlet
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W przypadku obliczen przeptywu przez stopien mozna zastosowaé zgodnie
z propozycja Saxera i Gilesa (1991) powyzsze sformutowanie dla nieodbijajacych
warunkéw brzegowych, wykorzystujagc wartosci usrednione strumieniowo dla
wirnika i kierownicy. Poniewaz strumienie masy, pedu i energii w szczelinie muszg
by¢ zachowane, réznica miedzy ich warto$ciami okreslonymi w wirniku i kierownicy
interpretowana jest jako skok w warto$ciach charakterystyk. Sprowadza sie to do
zapisu:

\f \
SE>\ -a2 0 0 0 1 PEs - pEr
AO2 0 0 pa 0O UEs - UEr
AN3 = 0 0 0 paoO V@Es ~ V@Er
AN 0 pa 0 0 1 VrEs ~ VrEr
| o -Pa 0 0 1 ~ PEs~PEr

>

Srednie zmiany wartosci charakterystyk na wlocie do wirnika i wylocie
z kierownicy sg wykorzystywane do eliminacji tych skokéw. Tego typu podejscie
pozwala wykorzysta¢ te same algorytmy realizacji warunkéw brzegowych
w szczelinie co na wlocie i wylocie. W opracowanym algorytmie numerycznym
obliczen przeptywu gazu doskonatego istnieje mozliwos$¢ wyboru rodzaju warunkéw
brzegowych miedzy odbijajacymi i nieodbijajgcymi.

4.11. Dob6r warunkoéw poczatkowych

Warunki poczatkowe opisujg parametry w okreslonym punkcie czasowym
w wydzielonym obszarze catkowania, reprezentatywnym dla badanego zagadnienia
przeptywowego. Warunki te przyjmuje sie w calym obszarze w ten sposdb, aby
z punktu widzenia matematycznego byty jednorodne, a z punktu widzenia
fizycznego poprawne. Przyjecie warunkdéw poczatkowych decyduje w sposéb
zasadniczy o czasochtonnosci procesu catkowania od stanu poczatkowego do stanu
kohcowego.

Dla okres$lenia rozktadu poczatkowego mozna wykorzysta¢ zasady zachowania
masy i entalpii catkowitej dla kierownicy i rotalpii dla wirnika oraz stato$¢ entropii
w oparciu o jednowymiarowg teorie przeptywu odniesiong do poszczeg6lnych linii
pradu. Oczywiscie przebieg linii pradu jest nieznany przed rozwigzaniem
zagadnienia, wiec zaktada sie, ze linie pradu sa zgodne z liniami siatki dla
powierzchni merydionalnej (rys.4.38). Poniewaz siatka obliczeniowa jest
dopasowana do ksztattu, przyblizenie jest wystarczajgco dobre.

W celu sprawdzenia wplywu warunkéw poczatkowych na przyspieszenie
obliczen analizowano trzy warianty generacji rozktadow parametrow. Poréwnania
dokonano dla geometrii rzeczywistego kanatu topatkowego (rys.4.38). Dla kazdej
z zatozonych linii pragdu w przekroju merydionalnym okres$la sie rozkiad
izentropowej liczby Macha, znajagc oczywiscie parametry na wlocie i wylocie,
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konieczne do okre$lenia warunkéw brzegowych w tych przekrojach, jak to
omoéwiono w punktach 4.8.1 i4.8.2.

Rys.4.38. Siatka numeryczna dla kierownicy stopnia NP turbiny parowej
Fig.4.38. Numerical grid for the stator of the LP part of steam turbine

Jezeli przyjmiemy, ze liczba weztow siatki w kierunku osiowym wynosi IM,
wezet na krawedzi natarcia topatki oznaczymy przez MXBI, na krawedzi sptywu
przez MXBO, a wezet lezacy w $rodku kanatu przez MXBSR, to w obszarach
miedzy tymi punktami charakterystycznymi mozemy dokona¢ wstepnego rozktadu
liczby Macha w kanale.

W wariancie | przyjeto czesto spotykane zatozenie, ze rozktad liczby Macha do
linii MXBO bedzie odpowiadat rozktadowi cisnienia catkowitego w kanale (brak
przeptywu). Ze wzgleddw numerycznych przyjeto, ze rozktad ten bedzie odpowiadat
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stosunkowi cisnien p/po —0,95, a od linii MXBO do IM bedzie liniowo wzrastat do
wartosci liczby Macha, wynikajacej z przyjetego jako warunek brzegowy cisnienia
na wylocie pay (rys 4.39). Zaktada sie ponadto, ze rozktad poczatkowy jest taki sam
wzdtuz promienia.

Rys. 4.39. Rozklad poczatkowy liczby Macha dla wariantu 1
Fig. 4.39. Initial Mach number distribution - case 1

Majac Swiadomos$¢, ze przyjecie rozktadu liczby Macha zgodnie z wariantem
pierwszym oraz nieuwzglednienie zmiany parametrow wzdiuz wysokosci kanatu
przeptywowego nie sg najlepsze, w wariancie Il zastosowano iteracyjny proces
otrzymywania rozktadu poczatkowego. Na wstepie przyjmuje sie, ze rozktad liczby
Macha wzdtuz wysokos$ci odpowiada rozktadowi na $rednim promieniu. Na kazdym
promieniu aproksymuje sie rozkiad parametrow w kierunku obwodowym,
przyjmujac zréznicowanie wartosci liczby Macha na profilu topatki wg rys.4.40.
Nastepnie, wykorzystujac réwnanie roéwnowagi promieniowej na wylocie
korygujemy rozktad promieniowy ci$nienia statycznego (p<,, na $rednim promieniu
jest state). W nastepnym kroku korygujemy rozktady na poszczegdlnych
promieniach dla izentropowych liczb Macha wyznaczonych w oparciu o rozktad
promieniowy ci$nienia na wylocie. Proces ten powtarza sie do uzyskania zbieznosci.
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Rys.4.40. Rozktad poczatkowy liczby Macha dla wariantu n
Fig.4 40. Initial Mach number distribution - case U

Wariant 111 jest podobny do wariantu Il. Zastosowano w nim jednak dodatkowo
korekte rozktadu liczby Macha, uwzgledniajaca proces uzgadniania strumienia masy
na wlocie i wylocie z kierownicy. Dzigki temu w procesie iteracyjnym koryguje sie
zatozong liczbe Macha na wylocie. Schematycznie rozktad liczby Macha w kanale
miedzytopatkowym na Sredniej wysokos$ci zaznaczono na iys.4.41.

Rys"41 Rozklad poczatkowy liczby Macha dla wariantu 111
Fig.4.41. Initial Mach number distribution - case 1l
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liczba iteragi

Rys.4.42. Poroéwnanie zbiezno$ci procesu iteracyjnego dla réznych rozktadéw poczatkowych
Fig.4.42. Convergence of iteration processes for different initial conditions

Poréwnanie zbieznosci procesu iteracyjnego rozwigzywania rownan zachowania
Eulera dla przeptywu w kierownicy przy zatozeniu trzech wariantéw rozktadu
poczatkowego przedstawia rys. 4.42. Warunek zbhieznosci procesu iteracyjnego
przyjeto na poziomie:

nn~1
p <! 10-s (4.1 12)

Biorgc jako punkt odniesienia wariant | wida¢ z rys. 4.42, ze dla wariantu Il
poprawia sie zbiezno$¢ procesu iteracyjnego o ok. 25%. Natomiast dla wariantu 11l
zbiezno$¢ obliczen jest najlepsza i wymaga prawie o potowe mniej iteracji.

Poniewaz czas obliczen potrzebny do otrzymania rozktadu poczatkowego jest
porownywalny z czasem potrzebnym do wykonania jednej iteracji procesu
rozwigzywania réwnan zachowania, wysitek podjety w celu otrzymania mozliwie
najlepszego rozktadu poczatkowego jest optacalny i tym samym wskazany.
W przypadku rozwazania uktadéw wielowienicowych ten sposéb postepowania jest
zastosowany dla kazdego =z wiencow. Powoduje to znaczne poprawienie
efektywnosci obliczen.
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Obliczenia struktury przeptywu w kanatach
turbin cieplnych

Opisane w poprzednich rozdziatach sposoby dyskretyzacji obszaréow
obliczeniowych oraz metody rozwigzania rdwnan zachowania zastosowane zostaty
do analizy przeptywu. Poniewaz opracowane narzedzia maja byé pomocne przy
okre$laniu rozktadu parametréow przeptywu w uktadach topatkowych rzeczywistych
maszyn wirnikowych, do ich weryfikacji zastosowano dostepne konfiguracje
geometryczne kanatow topatkowych. Wybor i dostepno$é rzeczywistych geometrii
dla wielowiencowych geometrii czesci przeptywowej jest bardzo ograniczony
z dwdch powodoéw. Pierwszy to poufilos¢ informacji dotyczacych rozwigzan
konstrukcyjnych, a drugi to konieczno$¢ posiadania wiarygodnych danych
eksperymentalnych, pozwalajacych na  weryfikacje = stosowanych  metod
obliczeniowych.

Przyjete do obliczen uktady topatkowe nalezg do nielicznych przyktadow, dla
ktorych oprécz wiarygodnych danych eksperymentalnych dostepne sg réwniez
wyniki obliczen numerycznych uzyskane innymi metodami przez inne osrodki
naukowo-badawcze. Do obliczen przyjeto dwie konfiguracje uktadéw topatkowych
stopnia turbinowego. Pierwsza z nich to stopien modelowej turbiny powietrznej,
zbudowanej i badanej w laboratorium Institut fur Strahlantriebe und
Turboarbeitsmaschinen der RWTH Aachen (Niemcy). Badania struktuiy przeptywu
w tej turbinie sg przedmiotem szeregu prac eksperymentalnych i obliczeniowych.
Druga konfiguracja dotyczy ostatniego stopnia czesci niskopreznej turbiny parowej
200 MW, pracujgcej w krajowej energetyce zawodowej. Dane eksperymentalne dla
tego stopnia zostaty otrzymane na rzeczywistym obiekcie. Uzupetnieniem tych
danych eksperymentalnych sa obliczenia przestrzennej struktury przeptywu dla
zmierzonych warunkdw pracy stopnia.

Uzupetnieniem tych obliczen przestrzennych jest dwuwymiarowa analiza
przeptywu lepkiego w kanale topatkowym dla geometrii kanatu turbinowego.
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Przyktad obliczeniowy wybrano z propozycji Bolcsa i Franssona (1986),
zawierajacej doktadne dane eksperymentalne, umozliwiajgce przeprowadzenie
obliczen poréwnawczych.

Opisane procedury numeryczne zastosowano rowniez do analizy przeptywu
w kanale dolotowym pary do czesci niskopreznej turbiny parowej. Poréwnano w tym
przypadku rozne rozwiazania konstrukcyjne stosowane przez wytworcow turbin.
Dzieki uzyskanemu rozwigzaniu przeptywu mozna okreslic wptyw wariantéw
konstrukcyjnych na rozptyw pary i warunki naptywu na pierwszy stopien.

Wykonane w tym rozdziale obliczenia prowadzone byty przy zatozeniu, ze
czynnik przeptywajacy przez kanat topatkowy jest gazem doskonatym.

5.1. Obliczenia przeptywu w turbinie powietrznej

Do analizy przyjeto doSwiadczalng turbine powietrzng dla ktérej dysponowano
pewnym zestawem danych pomiarowych. Jest to turbina skladajaca sie z pdhora
stopnia i znajduje sie ona na stanowisku badawczym w RWTH Aachen (rys.5.1).
topatki poszczeg6lnych wiencow tej turbiny sg topatkami pryzmatycznymi.

1 - pierwsza kierownica 4 -druga kierownica

Rys. 5.1. Uktad przeptywowy turbiny powietrznej (Zeschky 1991)
Fig. 5.1. Flow part of the air turbing (Zeschky 1991)

Stanowisko to jest przeznaczone do badania przeptywow wtérnych w silnie
zakrzywionych profilach topatkowych. Kanat przeptywowy posiada statg wysokosc.
Turbinajest zasilana przez sprezarke o mocy 1,6 MW.
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Rys.5.2. Geometria i kinematyka stopnia turbiny powietrznej (Zeschky 1991)
Fig.5.2. Geometrical and kinematical data of the air turbine stage (Zeschky 1991)

Tablica 5.1
Parametry geometryczne stopnia turbiny powietrznej
Wielkos$¢ Kierownica Wirnik
Wysoko$¢ kanatu /cieciwa profilu h/s 0,887 0,917
Podziatka na $rednim promieniu t 47,6 mm 41,8 mm
Srednica zewnetrzna kanatu przeptywowego D 600 mm 600 mm
Liczba topatek z 36 41
Szczelina nadtopatkowa 0,4 mm
Liczba obrotéw n 3500 I/min
Reakcyjnos¢ 0,13

Geometria stopnia turbiny powietrznej zostata przedstawiona na rys.5.2.
Pozostate parametry charakteryzujgce stopien zawiera tablica 5.1.

W celu wykonania obliczern z szeregu danych pomiarowych (Zeschky 1991)
przyjeto nominalne parametry pracy. Stopien pracuje w zakresie predkosci
poddZzwiekowych zaré6wno w kanale kierowniczym, jak i w kanale wirnikowym. Dla
liczby obrotow «=3500 min1 ci$nienie statyczne na wlocie do stopnia wynosito
p,=100102.7 Pa, przy temperaturze spoczynkowej 70=308 K. Predko$¢ powietrza na
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wlocie wynosita ¢<f=44.77 m/s. W szczelinie miedzywienicowej ci$nienie statyczne
wynosito /?2=87168.82 Pa. Na podstawie tych danych pomiarowych okreslono
ci$nienie spietrzenia i gesto$¢ spietrzenia. Przyjeto réwniez na podstawie danych
katy naptywu a=0° i y=0° jako wartosci brzegowe na wlocie do stopnia. Wartosci
katow przyjmujemy jednakowe wzdtuz wysokosci kanatu ze wzgledu na typowo
osiowy charakter stopnia. Z wudziatlu wirnika w catkowitym spadku entalpii
oszacowano cisnienie statyczne na wylocie ze stopnia /?j=82024.27 Pa. Parametry
termodynamiczne czynnika przyjeto nastepujgco: stata gazowa /?=287 J/(kgK),
wyktadnik izentropy k=1 .4.

Do obliczeh zastosowano siatke regularng typu "H". Siatka sktada sie z
65x15x15 weztéw (razem 14625), odpowiednio w kierunku osiowym, obwodowym
i promieniowym (rys.5.3). Obliczenia prowadzono dla gazu nielepkiego za pomocg
schematu Godunowa, stosujgc technike MUSCL. Do osiggniecia wzglednej zmiany
gestosci w procesie iteracyjnym ponizej warto$ci Hf* wykonano 12000 iteracji.
Proces iteracyjny charakteryzowat sie bardzo stabilnym przebiegiem. Jako dane
poczatkowe przyjeto rozkiady okreSlone za pomocg metody opisanej w punkcie
4.10. W wyniku obliczen strumierh masy ustalit sie na poziomie 4.23 kg/s, podczas
gdy warto$¢ strumienia zmierzonego w nominalnych warunkach pracy wyniosta
4.18 kg/s. Zgodnos$¢ tych wartosci jest bardzo dobra. Przebieg btedu obliczen
strumienia masy za pomocg odchylenia od wartosci $redniej dla catego kanatu
przedstawiono na rys.5.4. Najwieksza odchytka strumienia masy od wartosci
$redniej wyniosta 0,48%.
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Rys.5.3. Siatka numeryczna turbiny powietrznej
Fig.5.3. Numerical grid of the air turbine
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Rys. 5.4. Odchylenie strumienia masy od wartosci $redniej
Fig. 5.4. Mass flux deviation from average value

Na rysunkach 5.5 przedstawione sg rozktady cisnien statycznych i liczby Macha
na topatkach kierownicy w trzech wybranych przekrojach, odpowiadajacych liniom
siatki o numerach w kierunku promieniowym k=2, k=8, k=14. Dla tych przekrojow
dysponowano materiatem poréwnawczym w postaci danych pomiarowych
i wynikéw obliczeri podanych w pracy Zeschky’ego (1991). Wykorzystano w tym
przypadku rezultaty obliczen uzyskane z rozwigzania rGwnan Eulera.

W kierownicy na stronie ci$nieniowej topatki zgodno$¢ wynikéw obliczen z
wielkosciami zmierzonymi jest bardzo dobra. Na stronie biernej w $rodkowej czesci
profilu topatki wystepuje réznica miedzy obliczeniami i pomiarami (ok. 2-2.5%).
W czesci wylotowej topatki zgodnos$¢ parametréw jest zadowalajaca. Jezeli poréwna
sie wyniki obliczen literaturowych, to poza obszarem podci$nieniowym w przekroju
Srodkowym k=8 wyniki otrzymane z obliczen wiasnych byty blizsze warto$ciom
zmierzonym w eksperymencie. Nalezy zaznaczy¢, ze przedstawione wyniki obliczen
porownawczych dotycza przypadku, gdy profil kierownicy rozpatrywany jest jako
izolowany, natomiast obliczenia wtasne prowadzono dla catego stopnia.
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przekroj k=8

przekréj k= 14
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Rys. 5.5. Rozkfad cis$nienia i liczby Macha na topatkach kierownicy: (+) obliczenia
literaturowe (Zeschky, 1991), (¢ ) pomiar, (¢ -4 -¢ ,0-0-0) obliczenia whasne
Fig. 5.5. Pressure and Mach number distribution on the stator blades: (+) calculations
(Zeschky, 1991), (¢ ) experiment, (¢ -4 -¢,0-0-0) self made calculations
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Rys. 5.6. Rozkfad ci$nienia i liczby Macha na topatkach wirnika:
(¢)pomiar, (¢ -¢-4,0-0-0) obliczenia

Fig. 5.6. Pressure and Mach number distribution on the rotor blades:
(#) experiment, O¢-4¢-4,0-0-00 calculations
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Rozktady cisnienia statycznego i liczby Macha na topatkach wirnika przedstawia
rysunek 5.6. W tym przypadku nie dysponowano wynikami obliczen literaturowych,
gdyz, jak podaje Zeschky (1991), nie uzyskano dla izolowanego wirnika stabilnego
rozwigzania. W wirniku rozktad zmian cisnienia pod wzgledem jakosciowym jest
podobny do rozktadu zmierzonego w czasie eksperymentu. ROznica miedzy
wynikami i eksperymentem nie przekracza wartosci 2%.

Na rys. 5.7 przedstawiono rozkiad izobar dla wybranych przekrojow
charakterystycznych kanatu przeptywowego stopnia. W tym przypadku wybrano
przekréj merydionalny w $rodku kanatu miedzytopatkowego i przekréj w kierunku
obwodowym na $rednim promieniu.

Rys.5.7. Rozk}ad izobar w stopniu turbiny powietrznej
Fig.5.7. Static pressure isolines in stage of the air turbine
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Dodatkowo poréwnano wybrane parametry kinematyczne w przekrojach
charakterystycznych na wylocie ze stopnia i w szczelinie miedzywienicowe;j.
Poréwnano obliczone i zmierzone wielkosci usrednione obwodowo, gdyz takie
zostaty przedstawione w pracy Zeschky'ego (1991). W szczelinie miedzywiericowej
poréwnano predko$¢ bezwzgledng C, oraz kat predkosci bezwzglednej ai (rys.5.8).
Oznaczenia kata odpowiadajg rysunkowi 5.2. Otrzymana warto$¢ predkosci
bezwzglednej na wylocie ze stopnia zgadza si¢ bardzo dobrze z pomiarami
i obliczeniami literaturowymi. Przebieg obliczonego kata a, wskazuje na wigksze
odchylenie strumienia w czes$ci $srodkowej kanatu, niz to wynika z pomiaru, o ok.
1-15°. W rozkiadzie kata wyrazne roznice wystepuja w okolicy wierzchotka
i podstawy topatki. Jest to spowodowane powstawaniem w kanale silnych wirdw,
zwiazanych z wystepowaniem sit tarcia na powierzchni topatki oraz powierzchni
piasty i obudowy. Obecnosci tych sit nie uwzglednia model przeptywu, opisany
réwnaniami Eulera.

Rys.5.8. Poréwnanie parametréw kinematycznych w szczelinie miedzywiencowej:

+-+-+ obliczenia (Zeschky 1991)
[ ] pomiar
obliczenia
Fig.5.8. Comparison of the kinetic parameters in the axial gap:
+-+-+ calculations (Zeschky 1991)
[ ] experiment
o calculations



128

Rozdziat 5

Rys 5.9. Poréwnanie parametréw kinematycznych na wylocie ze stopnia:

u
O

Fig 5.9. Comparison of the kinetic parameters at the outlet:

-E-n
O-D-D

pomiar
obliczenia

experiment
calculations
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Wylot ze stopnia opisujg: predkosé wzgledna w2, kat predkosci wzglednej p2oraz
kat predkos$ci bezwzglednej a 2(rys. 5.9). Warto$¢ predkosci wzglednej otrzymana z
obliczen zgadza sie dobrze z warto$ciami pomierzonymi. Na znacznej czesci
wysokosci topatki wyniki obliczen i pomiaru pokrywajg sie. Maksymalne
odchylenie, wystepujace w dolnej czesci topatki, wynosi ok.IOm/s. Przebieg zmian
kata p2 wykazuje réznice miedzy obliczeniami i pomiarami. Nalezy przy tym
zwrdéci¢ uwage na silne oddziatywanie wiréw przy $ciankach na przeptyw gtéwny.
Efekty przeptywow wtornych dominujg w tym przeptywie. Ro6znice w katach
predkosci wzglednej przektadaja sie réwniez na réznice w katach predkosci
bezwzglednej a2 Otrzymane rezultaty obliczen sg zblizone do wynikéw
otrzymanych za pomoca obliczen programem Quasi-3D na powierzchniach S1-S2
(Zeschky 1991).

Analizujac rozktady kierunkéw przeptywu mozna stwierdzi¢, ze odchylenia
obliczonych warto$ci sa duze. Wynikajg one z pominiecia strat tarcia w przeptywie.
Ich istnienienie jest przyczyng tworzenia si¢ intensywnych przeptywoéw wtoérnych.
Mimo to otrzymane rezultaty dajg pewne informacje co do parametréw przeptywu w
kanatach stopnia oraz obcigzenia topatki wirnikowej. Petna struktura przeptywu w
tej turbinie moze by¢ modelowana jedynie przy uzyciu modelu przestrzennego
przeptywu gazu lepkiego.

5.2. Obliczenia ostatniego stopnia turbiny parowej

Przedmiotem analizy pordwnawczej jest ostatni stopien czesci niskopreznej
turbiny parowej o mocy 200 MW. W czesSci niskopreznej znajduje sie stopien
Baumanna, ktéry powoduje rozdzielenie strumienia pary. Jedna cze$¢ kierowana jest
do kondensatora, a druga do ostatniego stopnia turbiny (rys.5.10). Dla ostatniego
stopnia przeprowadzone i opublikowane byly pomiary (Krzyzanowski,
Marcinkowski 1989), ktérych wyniki przyjeto do obliczeri jako warto$ci brzegowe i
poréwnawcze.

W kondensatorze zmierzone ci$nienie statyczne wynosito 2800 Pa. Wirnik
turbiny obraca sie z predkoscig obrotowg 3000 minl Pomiary dotyczace ostatniego
stopnia wykonywane byty sonda w punktach oznaczonych na rys.5.10 przez "Gn.3",
"Gn.4", "Gn.5" (symbol "Gn" pochodzi od stowa "gniazdo", w ktérym umieszczana
jest sonda pomiarowa). Strumien masy zmierzony w punkcie "Gn.3" wynosi 39,94
kg/s. Strumiert masy zmierzony w punkcie "Gn.5" wynosi 37,11 kg/s. R6znice rzedu
2,83 kg/s mozna ttlumaczy¢ udziatem odwodnienia stopnia oraz niedoktadnoscia
pomiaré6w. Stopien pracowat przy S$rednim ci$nieniu statycznym wynoszacym
p3=13300 Pa i temperaturze T3=323.2K. Entalpia w tym punkcie wynosita
ftj=2489.4 kJ/kg. W punkcie "Gn.5" zmierzono nastepujace parametry pary: $rednie
ci$nienie statyczne ps=2690 Pa, temperature 7/=294.7 K, entalpie /ij=2305.7 kJ/Kkg.
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Rys,5.10. Cze$¢ niskoprezna turbiny 200 MW
Fig.5.10. LP part of 200 MW turbing

Jako warunki brzegowe przy obliczaniu stopnia przyjeto na wlocie do stopnia w
przekroju "Gn.3" wyznaczony z pomiaréw rozkiad promieniowy cis$nienia
catkowitego, rozktad promieniowy kata a oraz rozkiad promieniowy gestosci
catkowitej wyznaczony w oparciu o przyjetg stalg warto$¢ entalpii catkowitej na
wlocie. Uzupetnieniem warunkéw brzegowych na wlocie byto zadanie rozktadu kata
naptywu y w ptaszczyznie (r,z) w postaci liniowej zmiany od wartosci 0° do 29°.
Przyjecie wartosci kata y na podstawie pomiaru nie byto mozliwe ze wzgledu na
duze rozbieznosci w otrzymanych pomiarach, wynikajagce najprawdopodobniej
z btedéw pomiarowych. Na wylocie ze stopnia przyjeto jako warunek brzegowy
zmierzony w przekroju "Gn.5" rozktad promieniowy ci$nienia statycznego.

Do obliczen przyjeto zatozenie, ze czynnik przeptywajacy przez stopien
traktujemy jako gaz doskonaty. Aby ograniczy¢ odchylenie otrzymanych wynikéw
od warto$ci rzeczywistych, uwzgledniono w réwnaniu stanu stosunek S$cisliwosci
gazu z.
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J =z(p.DRT (5.1)

Wielko$¢ z jest funkcja cisnienia i temperatury w danym miejscu. Na wlocie do
stopnia "Gn.3" okreslono stosunek $cisliwos$ci z3=0,95, a na wylocie "Gn.5" z5:0,90.
Do obliczeh przeptywowych zatozono z=0,93. Przyjeto wyktadnik adiabaty k=1,08,
statg gazowg 7?=461.5 J/(kgK).

Na rozpatrywany stopien skiada sie kierownica posiadajgca 50 topatek i wirnik
posiadajacy 94 topatki. Lopatka kierownicza jest nieznacznie skrecona i sktada sie z
profili tego samego typu. topatka wirnikowa jest natomiast bardzo silnie skrecona.
Obliczenia prowadzone byty przy zatozeniu, ze topatki byty sztywne, tzn. nie
uwzgledniono drgan topatek, ani stanu odksztatcenia topatek na skutek istnienia
obcigzenia.

Obliczenia stopnia przeprowadzono na siatce numerycznej typu "H", sktadajgcej
sie z 65 linii w Kierunku osiowym (indeks linii - i), 15 linii w kierunku obwodowym
(indeks linii -j) i 27 linii w kierunku promieniowym (indeks linii - k) dla kazdego
wienca miedzytopatkowego. tacznie siatka numeryczna dla catego stopnia posiada
52650 weztow (rys 5.11). Siatka jest tak skonstruowana, ze przekrdj odpowiadajacy
linii /=/ kierownicy zgodny jest z przekrojem "Gn.3", przekroje /=65 kierownicy
i /=1 wirnika zgodne sg z przekrojem "Gn.4", natomiast przekréj /=65 pokrywa sie
z przekrojem "Gn.5".

Wyznaczony z obliczen strumien masy wyniost 35.4 kg/s i byt mniejszy od
strumienia wyznaczonego na podstawie pomiaru w przekroju wylotowym o ok.5%, a
od wyznaczonego w przekroju wlotowym o ok. 11%. Biorac jednak pod uwage fakt,
ze wyniki pomiarow strumienia masy w réznych przekrojach znacznie sie od siebie
réznig trudno interpretowac i porownywaé otrzymang z obliczen warto$¢ strumienia
masy. Mozna stwierdzi¢, ze obliczony strumien miat warto$¢ zanizong wynikajaca z
zastosowanego modelu gazu doskonatego, na co zwrécono uwage w rozdziale 6.
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Rys.5.11. Siatka numeryczna stopnia turbiny 200 MW
Fig.5.11. Numerical grid of the stage of 200 MW turbine

25
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Na rys.5.12 przedstawiono obliczone rozkiady wzglednej wartosci cisnienia
statycznego, odniesionego do cisnienia spoczynkowego na wlocie oraz liczby Macha
na topatce kierowniczej w trzech przekrojach: w poblizu stopy topatki na linii k=3,
w $rodku na linii /t=15 oraz w poblizu wierzchotka topatki na linii £=25. 0§
odcietych wyrazona jako x/b okresla stosunek warto$ci wspo6trzednej mierzonej od
noska profilu do jego catej dtugosci. Widoczne jest, ze optyw topatki kierowniczej
na prawie catej wysokosci jest w obszarze naddzwigkowym. Maksymalna liczba
Macha u podstawy topatki jest zblizona do wartosci M-2. U wierzchotka
maksymalna warto$¢ liczby Macha wynosi okoto jednosci. Poniewaz kanat
kierowniczy jest typowym kanatlem zbieznym, wystepuje w nim rozprezanie
strumienia w sko$nym S$cieciu. Poniewaz zaréwno po strome wklestej, jak i wypukiej
profilu do wysokosci ok. 1/2 wysokosci topatki przekroczona zostata predkosé
dzwieku, to w tym zakresie kanat przeptywowy osiagnat swa maksymalng wartos¢
przelotowosci.

Na rys.5.13 w podobny sposob jak dla kierownicy przedstawiono rozklady
wzglednego ci$nienia i liczby Macha wyznaczonej w oparciu o predkos$¢ wzgledna.
Rozktady liczby Macha wskazujg ze na catej wysokosci topatki wirnikowej
wystepuja obszary naddzwiekowe. Najwyzsze wartosci liczby Macha obserwuje sie
w czesci wierzchotkowej. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze w przekroju przy stopie
topatki (&=3) wystepuje silne wyhamowanie strumienia po stronie wypuktej topatki
w okolicy punktu x/b-0.6. Przebiegi izobar w charakterystycznych przekrojach
pokazane na rys. 5.14 i 5.15 wykazujg w tym miejscu istnienie fali uderzeniowej.
Silny ujemny gradient predkosci i ci$nienia wskazuje na mozliwo$¢ wystgpienia w
tej okolicy oderwania strumienia. Rozklad cisnienia wykazuje wystgpienie
niekorzystnego zmniejszenia sie pola zawartego miedzy krzywymi cisnienia
statycznego po stronie wypukiej i wklestej topatki, co Swiadczy o pogorszeniu sie
efektywnosci pracy topatki wirnikowej. Jako przyczyne tego faktu nalezy wymienic
warunki pracy stopnia, dla ktérych prowadzono pomiary. Odbiegaty one znacznie od
parametréw nominalnych dla turbiny 200 MW (np. ci$nienie nominalne w skraplaczu
wynosi 4600 Pa). Zbyt niskie wartosci cisnienia w skraplaczu wywotujg dodatkowe
rozprezanie strumienia w skosnym S$cieciu. Powoduje to odchylenie strumienia
wyptywajacego z kierownicy, co zmienia jednocze$nie kat natarcia na fopatki
wirnikowe. Skutkuje to nieoptymalng ich pracag. W przekrojach £=14 i k=25
widoczne sg w czesci wlotowej topatek wirnika obszary o dodatnim gradiencie
ci$nienia. W tych obszarach réwniez mozliwe jest pojawienie sie stref oderwania.
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przekréj k=3

przekroj k=14

przekroj k=25

Rys. 5.12. Rozk}ad cisnienia statycznego i liczby Macha na topatkach kierownicy
Fig. 5.12. Pressure and Mach number distribution on the stator blades
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przekréj k=3

przekréj k=14

Rys. 5.13. Rozkfad ci$nienia statycznego i liczby Macha na topatkach wirnika

Fig. 5.13. Pressure and Mach number distribution on the rotor blades
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Analizujac rozktad liczby Macha i cisnienia w kierownicy na linii k=3 (rys. 5.12),
obserwujemy na stronie ci$nieniowej topatki na znacznej jej dtugo$ci (do x/b-0.6)
wyréwnany rozktad parametréw. W okolicy noska pojawia sie wyrazna ekspansja
czynnika. Prawdopodobng przyczyna wystgpienia tego zjawiska jest odchylenie kata
naptywu strumienia od jego nominalnej wartosci, co przyjeto z pomiaru jako
warunek brzegowy do obliczen (rys 5.16).

Duzo gorsza sytuacja panuje na tej samej linii w wirniku (rys.5.13). Na stronie
biernej topatki w odlegtosci x/b-0.6 od noska profilu generuje sie fala uderzeniowa.
Na wykresie objawia sie to skokowa zmiang parametrow. Powoduje to
nieprawidtowg prace profilu. Przebieg tej fali widoczny jest réwniez na rys.5.14
(przekroj £=3) oraz narys.5.15 (przekrojj=1 ij=8), ktére pokazujg przebieg izobar
w wybranych przekrojach.

Uzupetnieniem przedstawionych wynikow sg rozktady usrednionych obwodowo
parametrow w przekrojach charakterystycznych i poréwnanie ich z dostepnymi
danymi pomiarowymi (Krzyzanowski i Marcinkowski 1989) i obliczeniowymi
(Schaber 1991). Na rys.5.16-5.18 podano rozktady parametréw w ptaszczyznach
charakterystycznych ("Gn.3" - wlot, "Gn.4" - szczelina miedzywiencowa, "Gn.5"-
wylot). Nalezy zaznaczyé¢, ze powyzsze przekroje doktadnie odpowiadaja lokalizacji
punktdw pomiarowych w cze$ci niskopreznej turbiny.

Czarnymi kwadratami oznaczono wielkosci zmierzone na stopniu. Kwadraty
wypetnione potgczone linig pokazujg wyniki obliczen literaturowych (Schaber
1991). Puste kwadraty potgczone linig reprezentujg wyniki wiasnych obliczen
numeiycznych.

W ot do stopnia "Gn.3"

Jak juz wspomniano wecze$niej, zar6wno ci$nienie calkowite, jak i kat a,
uzyskane z pomiaréw w przekroju “Gn.3”, przyjeto jako warunki brzegowe do
obliczen przeptywu. Dodatkowo przyjeto liniowy rozktad kata y, ze wzgledu na
niewiarygodne wartosci otrzymane z pomiaru (rys. 5.16).

Poréwnanie wynikéw ci$nienia statycznego obliczonego numerycznie
z wartosciami zmierzonymi pokazuje pewng rozhiezno$é. Maksymalng réznice,
wynoszaca ok. 600 Pa, odnotowano na zewnetrznej czesci kanatu przeptywowego.
Spowodowane jest to przyjeciem wartosci Sredniej wspdiczynnika Scisliwosci
i koniecznoS$cig przeliczenia parametrow pomierzonych dla pary wodnej na
parametry gazu doskonatego. Nieznana jest rdwniez doktadnos$¢ przeprowadzonych
pomiarow. Otrzymana z pomiar6w wartos¢ skladowej promieniowej nie jest
mozliwa do przyjecia, gdyz wykazuje znaczny rozrzut wartosci. Takze w rozktadzie
liczby Macha i sktadowych predkosci najwieksze r6znice miedzy pomiarem
wystepujg w czesci gornej topatki, natomiast w dolnej czesci kanatu przeptywowego
te parametry prawie sie pokrywaja.
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k=25

Rys. 5.14. Rozktad cisnienia w kanale przeptywowym
Fig. 5.14. Pressure distribution in the stage cross sections
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Rys. 5.16. Rozklad parametréw w ptaszczyznie wlotowej "Gn.3"
Fig. 5.16. Parameters distributions at the inlet "Gn.3"

Rys. 5.15. Rozktad ci$nienia w ptaszczyznie osiowej(r, z)
Fig. 5.15. Pressure distribution in the stage - (r,z) piane
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Rys. 5.16. (kont.) Rozkfad parametréw w ptaszczyznie wlotowej "Gn.3"
Fig. 5.16. (cont.) Parameters distributions at the inlet "Gn.3"
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Rys. 5.17. Rozktad parametrow w szczelinie miedzywiencowej
Fig. 5.17. Parameters distributions in the axial gap
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Rys. 5.17. (kont.) Rozktad parametréw w szczelinie miedzywiericowej

Fig. 5.17. (cont.) Parameters distributions in the axial gap Rys. 5.18. Rozkiad parametréw w ptaszczyznie wylotowej “Gn. 5"
Fig. 5.18. Parameters distributions at the outlet "Gn.5*
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Rys. S.18. (kont.) Rozktad parametréw w ptaszczyznie wylotowej "Gn.5"
Fig. 5.18. (cont.) Parameters distributions at the outlet "Gn.5"
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Poréwnanie rozktadu cisnienia statycznego z wynikami podawanymi w
opracowaniu niemieckim i z pomiarami wskazuje, ze rozktad uzyskany z obliczen,
mimo ze ilosciowo odbiega od pomiaru, to jakoSciowo jest do niego podobny.
Rozktad uzyskany z obliczen Schabera (1991) ilosciowo i jakosciowo odbiega od
pomiaru. Uzyskane wyniki wykazujg na silniejszy wptyw przyjetych za warunki
brzegowe parametrow na wlocie na rozktad ci$nienia statycznego.

Szczelina miedzywiencowa

Ze wzgledu na brak pomiaréw rozktadu parametrow w szczelinie
miedzywiencowej porownania dokonano jedynie z obliczeniami Schabera (1991)
(rys. 5.17).

Najwieksza réznica wystepuje w rozktadach cisnienia catkowitego. Dla
przyjetego modelu obliczen jedynymi uwzglednianymi stratami w przeptywie sg
straty spowodowane obecnoscig fal uderzeniowych. Najsilniejsze zjawiska falowe
wystepuja u stopy topatki kierowniczej, na krawedzi wylotowej. Rozktad ci$nienia
catkowitego potwierdza wystgpienie strat w tym obszarze (rys.5.19), natomiast w
gornej czesci kanatu przeptywowego rozktad cisnienia catkowitego pod wzgledem
jakosciowym i iloSciowym jest zblizony do rozkiadu uzyskanego na wlocie.
W zwigzku z tym mozna stwierdzié, ze uzyskane rozktady parametréw w szczelinie
sg bardziej wiarygodne od rozktadow otrzymanych przez Schabera. Jako przyczyne
rozbieznosci mozna poda¢ to, ze w obliczeniach prowadzonych przez Schabera
wykorzystano siatke numeryczng ktéra w kierunku promieniowym miata mniejszg
liczbe punktéw, co powodowato mniejszg doktadnos$¢ uzyskiwanych rezultatéw.
W dolnej potowie kanatu obserwujemy ok. 15-20% r6znice w wartos$ciach predkosci
obwodowej i liczby Macha. Na rys.5.18 przedstawiono rozktad kata a wraz z
wylotowym katem geometrycznym topatki kierowniczej (czarne kwadraty).
Zgodno$¢ w rozkiadach wystepuje w gornej czesci topatki, natomiast znaczne
réznice wystepujg w dolnej cze$ci. Réznica miedzy katem geometrycznym i katem
wyptywu wynika z odchylenia strumienia na skutek rozprezania pary w skosnym
$cieciu kanatu topatkowego. W wyniku tego zmieniajg sie warunki naptywu na
topatke wirnikowg i sprawnos$¢ stopnia. Wptyw zmienionych warunkéw naptywu
mozna przes$ledzi¢ na rozktadach parametrow na topatkach wirnikowych (rys.5.13).
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Rys. 5.19. Poréwnanie cis$nienia catkowitego miedzy wlotem a szczeling miedzywiericowg
Fig. 5.19. Comparison of the total pressure at the inlet and in the axial gap

Rozktady czesci parametrow wyznaczonych obiema metodami obliczeniowymi
sg zblizone. RoOznice w parametrach w dolnej czesci kanatu przeptywowego
wynikajg z tego, ze do obliczen metodg Godunowa przyjeto metody wyzszego rzedu
doktadnosci, co powinno dawaé doktadniejsze wyniki.

Wylot ze stopnia "Gn.5"

W ptlaszczyznie pomiarowej oznaczonej jako "Gn.5" zmierzony rozktad cisnienia
statycznego byt w obliczeniach warunkiem brzegowym.

Poréwnanie obu metod obliczeniowych wykazuje dobrg zgodno$é w przebiegu
uzyskanych parametrow (rys. 5.18). RoOznice miedzy wartosciami zmierzonymi
i obliczeniami, szczegdlnie u podstawy i wierzchotka topatki, spowodowane sa tym,
ze w algorytmie numerycznym nie uwzglednia sie strat brzegowych i przeptywow
nadtopatkowych. Wystgpienie w pomiarze znacznego wzrostu cisnienia catkowitego
u wierzchotka topatki nie jest mozliwe do osiggniecia za pomocg modelu ptynu
nielepkiego. Niskie warto$ci zmierzonego ci$nienia catkowitego u podstawy sa
spowodowane prawdopodobnie wystgpieniem silnych strat krawedziowych.
Wystepujace réznice w rozktadzie ci$nienia catkowitego przy przyjeciu za warunek
brzegowy cisnienia statycznego powodujg ze obserwuje sie¢ rowniez podobne
odchylenia w wartosciach liczby Macha i predkosci osiowej. Pomierzone rozktady
sktadowej promieniowej i kata predkosci promieniowej wskazujg na wystgpienie
btedow pomiarowych. Nalezy zwrécié takze uwage na fakt, ze odchylenie strumienia
pary od kierunku obwodowego w przypadku obliczen nie uwzglednia deformacji
topatki wirnikowej pod wptywem sit odSrodkowych. topatka traktowana jest jako
sztywna. Najlepsza zgodno$é danych pomiarowych i obliczeniowych wystepuje w
srodkowej czesci kanatu przeptywowego, co jest spowodowane tym, ze w tym
obszarze wptyw efektow lepkosciowych jest najmniejszy.

W podsumowaniu przeprowadzonej analizy nalezy stwierdzi¢, ze zwigkszone
obcigzenie stopnia powoduje pogorszenie warunkow jego pracy w dolnej czesci. Na

Obliczenia struktury przeptywu w kanatach turbin cieplnych 147

topatce wirnika powstaje silna fala uderzeniowa, ktéra znacznie zaktéca przeptyw,
objawiajgc sie lokalnym, skokowym spadkiem ci$nienia. Moze to prowadzi¢ do
wystgpienia oderwania strumienia. Zjawisko to nie zostato dostatecznie obliczone w
opracowaniu niemieckim Schabera, co wykazuje, ze zastosowana metoda
numeryczna jest doktadniejsza i lepiej modeluje zjawiska falowe.

Traktowanie pary jako gazu doskonatego, przyjecie wyktadnika izentropy « jako
wielkosci statej oraz uwzglednienie w réwnaniu stanu gazu wspoétczynnika
Scisliwosci "z" , zatozenie braku szczeliny wierzchotkowej oraz braku wptywu
dziatania sit od$rodkowych na topatki wirnikowe podczas pracy stanowi pewne
uproszczenie zagadnienia. Sgto pewne niezgodnos$ci miedzy warunkami panujacymi
podczas eksploatacji a numeryczng symulacjg wynikajace z ograniczen mozliwosci
obliczeniowych w tym zakresie. Nalezy tez zwréci¢ uwage, ze stopien pracuje w
srodowisku o wysokiej wilgotnosci. Jednak dla okreslenia takich parametréow, jak
rozktad cisnienia i warto$ci parametrow kinematycznych, uzyskane wyniki dawaty
dobrg zgodno$¢, co $wiadczy rowniez o poprawnym doborze wspdétczynnika
Scisliwosci w rownaniu (5.1) oraz wyktadnika « dla gazu doskonatego.

Wynik analizy ostatniego stopnia turbiny 200 MW dostarczyt szeregu informacji
o warunkach pracy stopnia przy nienominalnym obcigzeniu, dla ktdrego zostaty
przeprowadzone pomiary.

5.3. Obliczenia przeptywu gazu lepkiego przez kanat topatkowy

Do obliczen przyjeto geometrie profilu na $rednim promieniu topatki
kierowniczej, dla ktérego dostepne byty dane eksperymentalne w szerokim zakresie
pracy. Profil ten zostal zaproponowany do obliczen w ramach zadania testowego
jako standardowa konfiguracja nr 4 (Bolcs i Fransson 1986). Jest on typowym
przyktadem ksztattu nowoczesnych topatek turbinowych. Posiada wzglednie duza
grubos¢, powoduje do$¢ znaczng zmiane kierunku przeptywu czynnika oraz pracuje
w zakresie predkosci transonicznych.

Kierownica sktada sie z dwudziestu topatek o cieciwie ¢=0.0744 m z maksymalng
wartoscig stosunku grubos$c¢/cieciwa wynoszacg 0.17. Kat ustawienia profilu w
palisadzie wynosi 56.6°, a wspotczynnik podziatka/cieciwa ma warto$¢ 0.76.

Badania eksperymentalne tego profilu prowadzone byty przy kilku parametrach
pracy, z ktorych wybrano dwa, odpowiadajgce réznym zakresom predkosci:
poddZzwiekowemu o izentropowej liczbie Macha na wylocie Mn,—9.72 oraz
transonicznemu o izentropowej liczbie Macha M2l=\.\9.
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Rys.5 20. Siatka numeryczna typu “C” (401x33)
Fig.5.20. “C”-type numerical grid (401x33)

Obliczenia przeprowadzono przy zastosowaniu siatki numeiycznej typu “C”
sktadajacej sie z 401x33 weztow (rys. 5.20).

Przyjeta warto$¢ liczby Reynoldsa dla tego przeptywu wynosita 0.8x106. Liczby
Prandtla dla przeptywu laminamego i turbulentnego zostaty przyjete odpowiednio
jako 0.72 i 0.9. Najmniejsza odlegto$¢ pierwszej linii siatki od powierzchni profilu
zostata dobrana w ten sposdb, aby zapewni¢ warto$¢ wzglednej odlegtosci y*<I
(Chmielniak 1994, Dawes 1986). Na rys. 5.21 porownano rozktad obliczonej
izentropowej liczby Macha na profilu z wynikami pomiaru dla przeptywu
poddzwiekowego. Widoczna jest dobra zgodno$¢ parametrow. Dla tych warunkow
pracy przedstawiono rdwniez rozktad izobar w kanale topatkowym (rys.5.22).
Widoczny jest uformowany za krawedzig wylotowg topatki $lad aerodynamiczny.
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vic

Rys.5.21. Rozkifad izentropowej liczby Macha (M3,=0.72)
Fig.5.21. Isentropic Mach number distribution (M2,=0.72)

W drugim przypadku wykonano obliczenia dla tych samych parametréow przy
zadanej liczbie Macha na wylocie rownej 1.19. Poréwnanie rozktadu izentropowej
liczby Macha na profilu z wynikami eksperymentu przedstawiono na rys.5.23.
W tym przypadku mamy do czynienia z przeptywem transonicznym w kanale
topatkowym. Maksymalna osiggnieta warto$¢ izentropowej liczby Macha wyniosta
1.4. Zgodno$¢ otrzymanych rozktadow jest dobra. Nalezy zauwazyé, ze w tym
przypadku dobrze zostata zlokalizowana pierwsza fala uderzeniowa powstajgca na
profilu fopatki w punkcie x/c=0.4, natomiast druga fala tworzaca si¢ na profilu w
pozycji  x/c=0.1 w  obliczeniach  zostala rozmyta. Przygladajac  sie
eksperymentalnemu obrazowi przeptywu w kanale na rys. 5.24, zawierajacym
fotografie Schlierena (Bdlcs i Fransson 1986), widzimy, ze tworzaca sie pierwsza
fala uderzeniowa odbija sie od topatki sasiedniej i kieruje sie w strone $ladu
aerodynamicznego, od ktérego doznaje kolejnego odbicia i dalej biegnie do $cianki
topatki odbijajgc sie od niej po raz drugi. Intensywnos$¢ tej fali znaczaco zmniejsza
sig, co powoduje trudniejsze jej modelowanie. Rozmycie tej fali wynika rowniez z
obecnosci w siatce typu “C” duzych skoséw oczek siatki, co zwieksza numeryczng
dyfuzje.
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Rys.5.24. Fotografia ‘Schlierena’ przeptywu dla M23,=1.16 (Bolcs i Fransson 1986)
Fig.5.24. Schlieren photography for the M2l=1. 16 (Bdlcs i Fransson 1986)

Rys.5.22. Rozktad izobar (M2%£0.72)
Fig.5.22. Static pressure isolines (M23,=0.72)

xlc

- - Rys.5.25. Izolinie liczby Macha (M2l=1.19)
Rys.5.23. Rozktad izentropowej liczby Macha (M2,=1.19) Fig.5.25. Mach number isolines (M2 I. 19)
Fig.5.23. Isentropic Mach number distribution (M2il=1. 19)
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Rys.5.26. Wektory predkosci za krawedzig wylotowg (M2%£1.19)
Fig.5.26. Velocity vectors behind the trailing edge (M2=1.19)

Obraz izolinii liczby Macha przedstawia rys. 5.25. Nalezy zwréci¢ réwniez
uwage na fakt, ze obraz na fotografii ‘Schlierena’ dotyczy przypadku, gdy na
wylocie liczba Macha wynosita 1.16.

Na rys.5.26 przedstawiono rozktad wektoréw predkosci za krawedzig wylotowa.
Widoczny jest na nim obszar $ladu aerodynamicznego z matlymi wartoSciami
predkosci w stosunku do przeptywu gtdwnego oraz formujace sie struktury wirowe.

Przedstawione poréwnanie wynikow obliczen i danych eksperymentalnych
prowadzi do wniosku, ze zastosowana metoda obliczen przeptywu lepkiego pozwala
na modelowanie ztozonych struktur przeptywowych w rzeczywistych kanatach
topatkowych.
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5.4. Analiza warunkow przeptywu nawlocie do czesci
niskopreznej turbiny

W prowadzonych w kraju pracach modernizacyjnych turbin czesto przeprowadza
sie modernizacje czesci przeptywej. Jednym z przyktadéw jest konstrukcja turbiny
kondensacyjnej o mocy 120 MW. W ramach przeprowadzanych zmian ukfad
przeptywowy czesci niskopreznej turbiny zostat zmodernizowany poprzez wymiane
utopatkowania akcyjnego na reakcyjne, przy pozostawieniu bez zmian kadiuba
zewnetrznego. Wymiana utopatkowania wigzata sie réwniez z konieczno$cig zmiany
konstrukcji wirnika. Wszystkie te zmiany wptynety na warunki przeptywu pary do
czesci niskoprezne;j.

Para doptywa do czeSci NP jednym rurociggiem parowym, ktéry umieszczony
jest prostopadle do osi wirnika i symetrycznie wzgledem ptaszczyzny podziatu
pionowego czesci NP. Para rozprowadzona jest obwodowo w Kkanale
pierscieniowym. W kanale tym para zmienia kierunek przeptywu i zostaje
rozdzielona na dwa strumienie zasilajgce lewg i prawg cze$¢ NP, ulegajac ekspansji
w reakcyjnym uktadzie przeptywowym. Po wylocie z uktadu topatkowego czesci NP
para przeptywa przez pierscieniowe dyfuzory do przestrzeni wylotowej kadtuba
zewnetrznego i nastepnie do skraplacza.

W istniejacym rozwigzaniu para doptywa z rurociagu bezpos$rednio na
powierzchnie wirnika, ktéra stanowi czes¢ kanatu pierscieniowego. We
wspotczesnych konstrukcjach uktadéw wlotowych do czesci niskopreznej turbin
parowych znane sa rozwigzania, eliminujace bezpos$redni naptyw pary na wat
poprzez zamontowanie owiewki (rys.5.27a) oraz konstrukcje bez owiewki
(rys.5.27b). Zdarza sig, ze w maszynach pochodzgcych od jednego producenta
konstrukcja wlotu do cze$ci NP w jednych rozwiagzaniach posiada owiewke, a w
innych nie. Poniewaz mozliwosci techniczne i konstrukcyjne w rozpatrywanej
turbinie pozwalaja na zastosowanie owiewki, celowe jest sprawdzenie,jakie korzysci
z punktu widzenia przeptywowego przyniostoby jej zamontowanie w uktadzie
przeptywowym.

W ramach analizowanego zagadnienia rozpatrzono dwa warianty konstrukcyjne
kanatu pierscieniowego, ktéry rozprowadza pare. Wariant wyjSciowy, ktdry
wystepuje w zmodernizowanej maszynie, przedstawiono na rys.5.28a. Na rysunku
zaznaczono strzatkami dolot pary oraz wylot z kanatu pierscieniowego. Do
porownan przyjeto ksztatt kanatu, w jakim nastepowatby rozptyw pary po
zamontowaniu owiewki (rys.5.28b). Nie uwzgledniono ewentualnych szczegétow
technicznych samego zamontowania owiewki w kanale przeptywowym.
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a.
a. b.
Rys.5.28. Uproszczona geometria uktadu wlotowego do czeéci NP turbiny parowej TK120
(a) bez owiewki, (b) z owiewka
Fig.5.28. Simplified geometry of the inlet to the LP part of steam turbine TK.120
(a) without inflow control, (b) with inflow control
b.
W rozwigzaniu przedstawionym na rys.5.28b gérna krawedZ owiewki siega do
Rys.5.27. Cze$¢ niskoprezna turbiny parowej z owiewka (a) i bez owiewki (b) na wlocie najwezszego przekroju kanatu doprowadzajacego pare. Owiewka stanowi w tym
Fig.5.27. LP part of the steam turbine with inflow control (a) and without inflow control (b) przypadku integralng cze$§¢ watu i jest umieszczona na calym jego obwodzie.

Dobrano jg w sposdb zblizony do wystepujacych rozwigzan, aby jak najbardziej
wyeksponowaé ewentualne réznice w polu przeptywu. Ksztalt owiewki stanowi

W ramach przeprowadzonej analizy badano, czy po zastosowaniu owiewki cze$¢ tuku kota, dobranego tak, by zapewni¢ tagodng zmiane kierunku przeptywu

otrzymamy:

ary.
e korzystniejszy rozptyw pary, P yZe wzgledu na symetrie kanatu pierScieniowego mozliwe jest wyodrebnienie
«  korzystniejszy rozktad parametréw na wlocie do kierownicy pierwszego stopnia okresowo powtarzalnego obszaru obliczeniowego obejmujacego czwartg czgsc
NP, catego kanatu. Powierzchniami, wystepujagcymi w obliczeniach przeptywu w kanale
+ istotng z punktu widzenia eksploatacji ostone watu turbiny przed wplywem sit pierScieniowym, na ktérych okreslane sg warunkibrzegowe, sa:
wywieranych strumieniem pary dolotowej. ¢ wlot,

. wylot,
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* powierzchnia symetryczna,
e powierzchnia nieprzenikalna (Scianka).

Obszar przeptywu zdyskretyzowano siatkg numeryczng posiadajaca 51x41x29
weztow. Posta¢ siatki dla potdwkowego przekroju w ptaszczyznie (x,z), gdy
rozpatrujemy geometrie bez owiewki, przedstawia rys.5.29a. Siatke numeryczng
w przypadku, gdy mamy do czynienia z kanatem z owiewka przedstawia rys.5.29b.

Rys.5.29. Siatka numeryczna w ptaszczyznie (x,z) dla $=0": (a) bez owiewki, (b) z owiewka
Fig.5.29. Numerical grids in the (x,z) piane for$>= 0" without (a) and with (b) inflow control

Obliczenia prowadzono przy zatozeniu strumienia pary doptywajacego do czesci
niskopreznej w ilosci m=%2[kg/s] i parametrow spoczynkowych p,=Q.26[MPa],
p<j=\.01\[kg/m3]. Do celéw poréwnawczych dokonano obliczen tréjwymiarowego
pola przeptywu dla obu geometrii ukfadu wlotowego (z owiewka i bez) oraz
przeprowadzono analize:

e trojwymiarowego pola przeptywu w obszarze dolotowym pary,
e pola przeptywu na naptywie na kierownice pierwszego stopnia czesciNP,
e rozktadu parametrow na obwodzie kanatu pierscieniowego

Obszar dolotowy

Obliczenia przeprowadzano dla obu wariantéw rozwigzan konstrukcyjnych. Ze
wzgledu na konstrukcje cze$ci wlotowej pary najbardziej istotne zmiany parametrow
przeptywowych mogly wystapi¢ w tym obszarze. Na rys.5.30a,b przedstawiono
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obraz izolinii ci$nienia statycznego w przekroju <9=consl obszaru wlotu. W
przypadku geometrii bez owiewki (rys.5.30a) mozemy zauwazy¢ spietrzenie
ci$nienia na powierzchni watu. W S$rodkowej strefie watu wytwarza sie obszar,
gdzie ci$nienie zblizone jest do ci$nienia stagnacji. Natomiast na brzegu tworzacym
gbrng Scianke kanatu widoczny jest obszar o znacznym spadku cisnienia, a co za
tym idzie - o znacznych predkos$ciach (naddzwiekowych).

Rys.5.30. Rozktad ci$nienia statycznego: (a) bez owiewki, (b) z owiewka
Fig.5 30. Static pressure distribution: (a) without inflow control, (b) with inflow control

Na rys. 5.30b przedstawiono rozktad cisnienia statycznego dla przypadku
geometrii z owiewka. Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze przebieg zmian cisnienia
statycznego w obszarze kanatu przeptywowego jest bardzo zblizony do rozktadu
otrzymanego w przypadku poprzednim. Mozna to ttumaczy¢ tym, ze prostopadty
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naptyw pary na wat powoduje powstanie obszaru stagnacji na jego powierzchni.
Rozktad cisnienia, jaki powstaje w wyniku tego naptywu, powoduje uksztattowanie
sie rozptywu pary w sposéb zblizony do tego, jaki zapewnia owiewka.

Pole przeptywu na wlocie do kierownicy pierwszego stopnia czesci NP

Powierzchnie wlotu na kierownice pierwszego stopnia przedstawiono na rys.5.31.
Ze wzgledu na istotne znaczenie parametrow na wlocie do kierownicy z punktu
widzenia pracy uktadu topatkowego przedstawiono ich rozktad w funkcji kata <
przyjmujac, ze <>=0° w gOrnej czeSci piersScienia, a (j>=180° w dolnej cze$ci. Na
rys.5.32 przedstawiono usredniony rozktad strumienia masy oraz rozktad cisnienia
statycznego po obwodzie pierScienia na r6znych promieniach kanatu wlotowego do
kierownicy. Linig ciggtg zaznaczono rozktady otrzymane dla geometrii z owiewka
a przerywang dla geometrii bez owiewki. Nalezy zauwazy¢, ze wartosci strumienia
masy dla obu przypadkéw prawie nie ulegty zmianie. Minimalng réznice daje sie
zaobserwowac w rozktadzie ci$nienia statycznego. Dotyczy to szczegdlnie obszaru
dla <j)>90°. Jest to spowodowane zmniejszeniem przekroju kanatu, spowodowanym
obecnoscig owiewki. Powoduje to wzrost sktadowej obwodowej predkosci pary. Ze
wzgledu na symetrie kanatu strumien rozptywa sie rGwnomiernie w obu gateziach
pierScienia. Zwiekszona predko$é, z jaka spotykaja sie strumienie, powoduje
wiekszy wzrost cisnienia statycznego. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze roznica w
ci$nieniu stanowi zaledwie ok. 2% wartosci ci$nienia statycznego i nie ma istotnego
znaczenia dla warunkoéw przeptywowych.

Na rys.5.33 przedstawiono rozktad predkosci osiowej oraz cisnienia statycznego
na wlocie do kierownicy pierwszego stopnia cze$ci NP wzdtuz promienia kanatu
przeptywowego dla czterech wybranych potozen okre$lonych katem <j)=2°,
60°,120°,180°. Rozklady zaréwno osiowej sktadowej predkosci, jak i cisnienia
statycznego nie wykazujg istotnych réznic. Na rys.5.34 pokazano zmiany sktadowej
obwodowej predkos$ci pary wzdiuz promienia dla réznych katéw 4> Charakter tych
zmian w obu rozwazanych przypadkach jest podobny. Mozna jedynie zwréci¢ uwage
na fakt, ze w przekroju <j>=1200 obserwujemy pojawienie sie ujemnej wartosci
sktadowej obwodowej predkosci, co Swiadczy o powstaniu w pewnym obszarze
przeptywu zwrotnego.
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Rys.5.31. Kanat pierscieniowy - zaznaczony przekr6j naptywu na kierownice pierwszego stopnia
Fig.5.31 Ring channel - inflow part to the stator of the first stage is marked

Nalezy sadzi¢, ze jest to skutek zastosowania na catym obwodzie kanatu
o jednakowym przekroju poprzecznym, przy zmniejszajagcym sie obwodowo
strumieniu pary. Korzystniejszy w tym przypadku z punktu widzenia jednorodnosci
warunkow naptywu na kierownice bytby kanat spiralny. Przeprowadzone obliczenia
pozwolity na uzyskanie rozktadéw cisnienia statycznego w rozpatrywanym kanale
pierscieniowym. Rozktady ci$nienia statycznego na powierzchni watu pozwolity na
wyznaczenie wypadkowej sity, z jaka oddziatuje strumien pary na wat. Jej wartosé
wyniosta 8 kN. Poniewaz owiewka konstrukcyjnie zwigzana jest z korpusem czesci
NP, jej konstrukcja bedzie w znacznej czeSci odcigzata wal w zakresie podanego

wyzej obcigzenia.
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Rys.5.32. Rozktad strumienia masy i ci$nienia po obwodzie dla r6znych promieni (wylot)

Fig.5.32. Mass rate and pressure distribution in the circumferential direction for different radii (outlet) Rys.5.33. Rozkdad predkosci osiowej i cisnienia statycznego wzdhuz promienia

w funkcji kata $(wylot)
Fig.5.33. Axial velocity and static pressure distribution in radial direction for different angels §>(outlet)
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predko$¢ obwodowa fm/sl

Rys.5.34 Rozktad predkosci obwodowej wzdtuz promienia w funkcji kata<t> (Wylot)

Fig.5.34 Circumferential velocity distribution in radial direction for different angels $
(outlet)

Przeprowadzone obliczenia nie wykazaly przewagi jednego rozwigzania
konstrukcyjnego nad drugim, gdyz rozkiady parametréw przeptywu (predkosci,
ci$nienia) niewiele sie od siebie rbézniag. W zwigzku z tym ewentualne prace
modernizacyjne polegajace na zainstalowaniu owiewki nie wprowadzg istotnych
zmian w charakterze naptywu na pierwszy wieniec topatkowy, wptywajgcych na
poprawe jego pracy.

Rozdziat 6

Modelowanie przeptywu pary wodnej w kanatach
topatkowych

6.1. Motywacja

Z uwagi na fakt, ze okoto 12% energii w elektrowniach z blokami
kondensacyjnymi wytwarzane jest w ostatnich stopniach czesci niskopreznych turbin,
zajecie sie problemem numerycznego badania przeptywu w tych stopniach wydaje
sie by¢ wazne z punktu widzenia efektywnosci oraz ekonomii ich dziatania. Dane
pomiarowe oraz obliczeniowe dla czesci niskopreznej wspotczesnych turbin
energetycznych duzej mocy majg istotne znaczenie przy pracach modernizacyjnych,
ktdre w ostatnim czasie sg podejmowane. Motywacjami do badan poznawczych nad
przeptywem pary wodnej w ostatnich stopniach turbin parowych sa: poszukiwanie
sposobu zwiekszenia sprawnos$ci tych stopni, brak dostatecznie reprezentatywnych
modeli przeptywu uwzgledniajacych fizyke zjawisk zachodzacych w parze wodnej
(np. uwzglednienie kondensacji pary). Efektem tych niedoskonatosci jest istnienie
watpliwosci co do zywotnos$ci i zagrozenia awaryjnego ostatnich stopni pracujacych
w obszarze z istniejagcym kondensatem oraz fakt, ze w licznych przypadkach ostatnie
stopnie pracujg z dala od warunkéw projektowych. Stad uzasadnione
zainteresowanie budzg badania fizyki przeptywu w ostatnich stopniach oraz skutki
réznego rodzaju uproszczen (Krzyzanowski 1996).

Numeryczne symulowanie przeptywu pary w stopniach turbin parowych w celu
okre$lenia warunkoéw ich pracy ograniczone jest mozliwo$ciami obliczeniowymi.
Wprowadzanie uproszczen jest w tym przypadku konieczno$cig trudng do
pokonania. Istotna jest w tym przypadku $wiadomos¢, jakie sg skutki stosowania
tych uproszczen. Jedno z nich polega na tym, ze pare mokrg w ostatnich stopniach
turbiny traktuje sie jak gaz doskonaty. Wiekszo$¢ spotykanych analiz zagadnien
dwu- i trojwymiarowych w kanatach miedzytopatkowych opiera sie na przyjeciu
tego modelu (np. Young 1992, Merz i inni 1995, Sokotowski i Gniesin 1986,
Yershow i Rusanow 1998). Zastosowanie modelu gazu doskonatego jest czesto
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wystarczajagce do otrzymania rezultatow zgodnych z pomiarami, jezeli chodzi o
pewne wybrane parametry przeptywu. Nie daje jednak wystarczajgcych informacji
do okresdlenia linii ekspansji, szczeg6lnie je$li w przeptywie pojawiajg sie silne
zjawiska falowe. Trudno$ci pojawiajg sie takze w przypadku, gdy chcemy
modelowac¢ dodatkowe zjawiska wystepujace w parze wodnej, takie jak kondensacja
spontaniczna (innaczej zwana homogeniczng), czy kondensacja na obcych
wtrgceniach (heterogeniczna). Poniewaz obliczenia z zastosowaniem modelu gazu
rzeczywistego sa znacznie bardziej czasochtonne, istnieje potrzeba okre$lenia
mozliwoséci stosowania modelu gazu doskonatego do symulowania zjawisk
zachodzacych w przeptywie pary przez kanaty turbinowe.

W  niniejszym rozdziale przedstawiono wyniki poréwnania obliczen
trojwymiarowego przeptywu pary wodnej, opisanej modelem gazu doskonatego oraz
modelem gazu rzeczywistego. Analizowany przeptyw dotyczyt geometrii kierownicy
ostatniego stopnia czes$ci niskopreznej turbiny parowej. Obliczenia prowadzono,
stosujgc réwnania zachowania Eulera. Do ich rozwigzania wykorzystano metode
typu Godunowa z dokiadnym rozwigzaniem zagadnienia Riemanna. Omoéwiono
rowniez metode modelowania zjawiska kondensacji spontanicznej w przestrzennym
przeptywie pary wodnej oraz zaprezentowano wyniki obliczei numerycznych dla
zadania palisadowego i przestrzennej geometrii kanatu kierowniczego turbiny
parowej.

6.2. Zaleznosci dla czynnika rzeczywistego

Do modelowania przeptywu pary wodnej jako gazu nielepkiego wykorzystuje sie
rownania zachowania Eulera (2.11). W przypadku korzystania z r6wnania stanu gazu
rzeczywistego w postaci nieliniowej zmienia sie sposob rozwigzywania réwnan
zachowania dynamiki gazéw, cho¢ sama ich posta¢ ogdlna pozostaje bez zmian.

Uktad réwnan (2.11) wymaga sformutowania dodatkowego zwigzku
zamykajgcego do okreslenia wartosci cisnienia statycznego p, ktéry dla pary wodnej
ma postac:

e=h(p,p)p-p+ y"(«2+v2'+w2) (6.1)

Roéwnanie (6.1) zastepuje w algorytmie obliczeniowym zwigzek (2.75) okreslony
dla gazu doskonatego. Posta¢ réwnania (6.1) ze wzgledu na zaleznos$¢ entalpii od
ci$nienia jest niejawna, co powoduje, ze do rozwigzania wymagane jest
zastosowanie procesu iteracyjnego.

W obliczeniach mozna przyjaé jako czynnik roboczy dowolny gaz rzeczywisty ze
znang postacig rownania stanu. W przypadku pary wodnej przyjeto réwnanie stanu
wg Wukatowicza i innych (1967) oraz Rivkina i Kremenewskiej (1967) w postaci:

z=" =1+ B(T)p+ C(T)p2+ Z>(7)/?3 (6.2)
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gdzie z jest wspotczynnikiem S$cisliwosci, a B, C, D sg wspotczynnikami wirialnymi
zaleznymi od temperatury. Posta¢ tych wspotczynnikéw i sposéb okre$lania ich
warto$ci mozna znalez¢ w opracowaniu Wukatowicza i innych (1967). Rownanie
(6.2) obowigzuje w zakresie temperatur /=0-700 °C i ci$niefip=0-50 MPa.

Korzystajac z réwnania stanu (6.2) oraz zaleznosci Maxwella mozna okresli¢
takie parametry termodynamiczne, jak entalpia w#asciwa, entropia wiasciwa,
objeto$¢ wiasciwa.

Wartosci entalpii wtasciwej pary przegrzanej h kJ/kg okre$la sie z rownania dla
entropii:

ds = dh - vdp (6.3)
z ktérego pochodng czgstkowg entalpii mozna zapisa¢:
(6.4)
Wykorzystujac zaleznosé Maxwella:
(6.5)
oraz rdwnanie stanu (6.2), r6wnanie (6.4) mozna zapisa¢ w postaci zwiazku:
'dh) RT RT2( dz) (6.6)

.dpijj ST ~ P KdTJp
Po uwzglednieniu wirialnej postaci rGwnania stanu (6.2) réwnanie (6.6) mozemy
zapisac jako:

'dh)
\dp J

=-RT2jjf - RT2* p - RT2™ p 2 (6.7)
Catkujac obustronnie pop otrzymujemy zwigzek:

h=ho-RT2* p - jRT2* p 2- jRT 27 (6.8)

Dla wyznaczania entropii wiasciwej s pary przegrzanej korzystamy z roéwnan
(6.4-6.6), otrzymujac zwigzek:
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(69)

Ostatecznie entropia wiasciwa pary przegrzanej s kJ/(kgK) po uwzglednieniu
wspotczynnikéw wirialnych wyraza sie wzorem:

»=» -*Inf - + -pO)-f(C+ -rf)

-f(D+rfV -p5) (610)

gdzie p0=0.06112 MPa jest cisnieniem wody w punkcie potréjnym, natomiast sO
wyznaczane jest z rGwnosci:

=0.799100 + 3.41441 log(7) + 7.5805 m10"47- 46.174y.

Pozostate parametry termodynamiczne wyznaczane sg poprzez pochodne
powyzej przedstawionych funkcji, tj. objetosci wasciwej v, entalpii wtasciwej h oraz
entropii wiasciwej s. Wartosci pochodnych obliczane sg przy wykorzystaniu
procedur iteracyjnych.

Pojemnos¢ cieplna wiasciwa przy statym cisnieniu jest okre$lana ze zwigzku:
cP(T,p)=(4£)p (6.11)

natomiast pojemnos$¢ cieplng witasciwg przy statej objetosci mozna otrzymaé z
zaleznosci:

cv(7» =7 (A (6.12)
Wyktadnik adiabaty k wyraza zalezno$¢:
KT,p,v)=- "~ [~ ¢ (6.13)
Predkos¢ dzwieku a w obszarze pary przegrzanej obliczamy z formuty:

(614>

W poréwnaniu z zalezno$ciami dla gazu doskonatego zwiazki dla pary wodnej sg
o wiele bardziej ztozone i trudniejsze do obliczenia, co powoduje istotne wydtuzenie
czasu rozwigzania rownan, opisujacych pole przeptywu.
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Zastosowanie rownania stanu gazu rzeczywistego do roéwnan zachowania z
zastosowaniem metody Godunowa powoduje réwniez konieczno$¢ zmian w
procedurze wyznaczania strumieni na $ciankach elementarnej komarki bilansowe;j.
Zmiana ta polega na zastosowaniu do okreslenia parametréw algorytmu rozwigzania
zagadnienia Riemanna dla gazu rzeczywistego (Chmielniak i inni 1997a).
Rozwigzanie w tym przypadku problemu Riemanna dla pary wodnej jest znacznie
dtuzsze, gdyz wymaga zastosowania wielokrotnych proceséw iteracyjnych.

W przypadku pary wodnej nalezy réwniez korzysta¢ z wyjsciowych definicji
parametréw termodynamicznych i przeptywowych, jak predkos¢ dzwieku a, czy
niezmienniki Riemanna. Numeryczne sformutowanie warunkéw brzegowych
uwzglednia réwniez rodzaj przyjetego modelu gazu. Wigze sie to z koniecznoscig
wyznaczenia potrzebnych wielko$ci na drodze rozwigzywania ztozonych funkcji
nieliniowych. Wszystkie te obliczenia, w poréwnaniu z zagadnieniem dla gazu
doskonatego, wymagaja stosowania dodatkowych proceséw iteracyjnych.

6.3. Porownanie modeli czynnika roboczego

Jak wspomniano na wstepie tego rozdziatu, w literaturze spotyka sie
modelowanie przeptywu pary wodnej za pomocg modelu gazu doskonatego (Stastny
i inni 1997), nawet wtedy gdy wystepuja takie procesy, jak np. kondensacja pary. W
tym przypadku jedyng mozliwos$cig okre$lenia takich wielkos$ci, jak temperatura
nasycenia dla pary wodnej, przechtodzenie, czy przebieg linii ekspansji, jest
zastosowanie otrzymanych wielko$ci rozwigzania réwnan zachowania do zwigzkéw
obowigzujacych dla pary wodnej. To podejscie, choé niezgodne z punktu widzenia
termodynamiki, pozwala na uzyskanie przyblizonych rezultatéw, eliminujac zmudne
i diugotrwate obliczenia numeryczne. Poréwnania wykonane dla przeptywow
dwuwymiarowych pary wodnej w dyszach dostarczaty wynikéw, ktére zachecaty do
stosowania w obliczeniach tego uproszczonego podejscia (Chmielniak i inni 1997).
Poniewaz w przeptywie w dyszy dominujacy jest jeden kierunek przeptywu,
okre$lenie warto$ci biedu, popetnianego dla zagadnienia tréjwymiarowego,
wymagato przeprowadzenia obliczen porownawczych.

Do obliczeh poréwnawczych przyjeto rzeczywistag geometrie kanatu topatkowego
kierownicy ostatniego stopnia turbiny kondensacyjnej. Obliczenia rdéwnan
zachowania Eulera prowadzone byty na siatce numerycznej typu “H” z 69x17x27
weztami (rys.6.1). Przyjeto nastepujace warunki brzegowe na wlocie: p 0= 14450 Pa,
po=0.1047 kg/m3, a=0°, p=0-29°, cisnienie na wylocie na S$rednim promieniu
Po,1=1000 Pa. Parametry te sg zblizone do parametréw przyjetych do obliczen
stopnia przedstawionych w pkt.5.2. W tym przypadku przyjeto jednak, ze ci$nienie
wylotowe zadaje si¢ na ptaszczyznie odsunietej od krawedzi wylotowej o ponad
jedna podziatke. Odpowiada to warunkom wymaganym przy obliczaniu izolowanego
wienca, jezeli stosuje sie odbijajgce warunki brzegowe.

Aby przeprowadzi¢ poroéwnanie, zdecydowano sie na przyjecie takiego
wyktadnika izentropy oraz statej gazowej dla modelu gazu doskonatego, aby punkt
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poczatkowy przemiany znajdowatl sie¢ w obu przypadkach w przyblizeniu w tym
samym miejscu na wykresie i-s.

Rys. 6.1. Dyskretyzacja obszaru obliczeniowego
Fig. 6.1. Discretisation ofthe calculation domain

Dla gazu doskonatego przyjeto wyktadnik k=1.057, a statag gazowg /?=461.51
J/IkgK. Z uwagi na fakt, ze w obliczeniach przeptywu pary wodnej wszystkie
wymagane funkcje termodynamiczne oraz zwigzki charakterystyczne sg obliczane z
nieliniowych zaleznos$ci termicznych parametrow stanu, czas obliczen byt okoto
pieciokrotnie dtuzszy niz w przypadku zastosowania modelu gazu doskonatego.

W przypadku zastosowania modelu gazu doskonatego obliczony strumieA masy
wyniost m=34.2 kg/s i byt mniejszy od strumienia obliczonego z uzyciem réwnania
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stanu dla pary wodnej, wynoszagcego m- 36.5 kg/s. Porownanie rozkiadéw
parametréw przeprowadzono na wybranych trzech przekrojach wzdiuz wysokosci
topatki: w okolicy stopy topatki, w $rodku i u wierzchotka. Wszystkie rozktady
przedstawiono wzdtuz linii potozonej w $rodku kanatu miedzytopatkowego. Linig
ciggta oznaczono parametry dotyczace gazu rzeczywistego, natomiast linig
przerywang dotyczace gazu doskonatego. Rozktady cisnienia statycznego (rys.6.2.a)
nie wykazujg istotnych réznic.

W przypadku gestosci (rys.6.2.b) widoczne sg wieksze rozbieznoS$ci iloSciowe,
lecz charakter przebiegu krzywych jest w obu przypadkach podobny. Dla modelu
gazu doskonatego otrzymujemy we wszystkich przekrojach nizsze wartosci gestosci
niz dla modelu pary wodnej. Natomiast liczba Macha (rys.6.2.d) przyjmuje dla gazu
doskonatego wyzsze wartosci. Temperatury wyznaczone przy zastosowaniu réznych
modeli gazu znacznie r6znig sie miedzy sobg (rys.6.2c). W przypadku gazu
doskonatego temperatura wykazuje znacznie mniejsze zmiany wartosci. Najwieksze
réznice wystepuja przy stopie topatki, gdzie mamy do czynienia z najwiekszym
spadkiem cisnienia oraz entalpii.

Poréwnanie wartosci entalpii i entropii, otrzymanych w obu rozwazanych
przypadkach z zaleznosci Wukatowicza, na podstawie obliczonych wartosci
cisnienia i gestosci przedstawiono na rys.6.3. W przypadku gazu doskonatego
obserwujemy maty spadek entalpii w kierunku przeptywu (rys.6.3.a), natomiast
znaczny przyrost entropii (rys.6.3.b). Przyrost entropii w obszarze wylotowym w
przypadku gazu rzeczywistego spowodowany jest wystgpieniem silnych zjawisk
falowych na krawedzi sptywu z topatki. Najwyzszy przyrost obserwuje sie¢ w okolicy
stopy topatki, gdzie przeptyw odbywa sie z najwiekszymi predko$ciami.

W obszarze kanatu topatkowego (od noska do krawedzi sptywu) przedstawiono
linie ekspansji (rys.6.3.c). Dla gazu doskonatego otrzymujemy nierzeczywista linie
ekspansji. W przypadku modelu gazu rzeczywistego linia ekspansji w kanale
topatkowym jest izentropg co odpowiada fizycznemu przebiegowi zjawiska.
Dodatkowo poréwnano warto$¢ przechtodzenia AT=T,(p)-T dla obu modeli
(rys.6.3d). Ten parametr ma decydujace znaczenie przy modelowaniu procesu
kondensacji. W przypadku modelu gazu doskonatego obserwujemy spadek
przechtodzenia w kierunku przeptywu, natomiast dla gazu rzeczywistego ta
tendencja, w poczatkowej fazie ekspansji, jest przeciwna. Réznice w otrzymanych
wartosciach sa znaczne, co moze prowadzi¢ do blednego okreSlenia strefy
wystapienia kondensacji spontanicznej.
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Fig 6 2. Parameters distribution calculated by using real gas equation of state (continuous line) and ideal

gas equation of state (dotted line), at the hub, in the middlle and at the top
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Rys.6.3. Rozkfady funkcji termodynamicznych i przechtodzenia obliczonych dla modelu gazu rzeczywis-

tego (linia ciagta) oraz doskonatego (linia przerywana), u stopy, w $rodku i u wierzchotka
Fig.6.3. Thermodynamic functions and undercooling distribution calculated by using real gas EOS
(continuous line) and ideal gas EOS (dotted line), at the hub, in the middlle and at the top
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Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze parametry otrzymane bezposrednio z
rozwigzania uktadu réwnan zachowania wykazujg najmniejsze roznice (dotyczy to
zwtlaszcza ci$nienia). Przy uzyciu modelu gazu doskonatego mozna wiec,
stosunkowo dobrze okresla¢ obcigzenie topatek ostatnich stopni turbin parowych,
natomiast nalezy sie liczy¢ z r6znicami w wartosciach strumienia masy.

Jezeli chcemy okre$la¢ na podstawie otrzymanych rozktadéw parametrow
termicznych inne funkcje termodynamiczne, to model gazu doskonatego jest w tym
przypadku mato uzyteczny. Szczegdlne trudnosci wystepujg przy okreslaniu linii
ekspansji. W przypadku modelowania innych zjawisk termodynamicznych w
przeptywie pary (np. kondensacji) konieczne jest postugiwanie sie modelem gazu
rzeczywistego. Poréwnanie modeli gazu doskonatego i rzeczywistego dla
elementarnych problemoéw dynamiki gazéw oraz dla przeptywu w dyszy mozna
znalez¢ m.in. w pracach Chmielniaka i innych (1997a) i (1999).

6.4. Modelowanie przeptywu pary wodnej z kondensacjg

Para wodna rozpreza sie w ostatnich stopniach turbiny do parametréow,
znajdujacych sie ponizej linii nasycenia. Podczas tego procesu pojawia sie silne
przechtodzenie pary wodnej, powodujgce kondensacje. Proces kondensacji pary
przechtodzonej moze przebiega¢ spontanicznie na zarodkach utworzonych przez
faze ciektag lub na jadrach kondensacji, na ktére sktadaja sie réznego typu
zanieczyszczenia pary, np. pyt, jony. W pierwszym przypadku méwimy wtedy o
kondensacji spontanicznej, natomiast w drugim o kondensacji heterogenicznej.
Kondensacja spontaniczna oraz kondensacja heterogeniczna odgrywaja podstawowa
role w przeptywach przez stopnie turbin parowych

W ostatnich stopniach turbiny parowej para ekspandujac ponizej linii nasycenia
podlega silnemu przechtodzeniu, co powoduje powstanie poczatkowo
przypadkowych skupisk molekut wody, a pdzniej w miare dalszego przechtodzenia
wzrost liczby i prawdopodobienstwa powstania kropel krytycznych. Krople
krytyczne tworzg zarodki kondensacji, na ktdrych gwattownie kondensuje sie para.
Mamy tu do czynienia z kondensacjg spontaniczng w wyniku ktorej powstajg krople
pierwotne oraz nastepuje przejscie pary przechtodzonej w mgte. Miejsce
kondensacji spontanicznej nazywamy obszarem Wilsona. Na pojawiajacych sie w
parze kroplach osiadajg inne molekuty wody, powodujac wzrost kropli. Procesowi
temu towarzyszy przejmowanie przez rosnace krople ciepta parowania od molekut.
Ciepto to musi zostaC przyjete przez pare, otaczajgcg krople, jesli kropla ma
przetrwaé¢ i nie odparowac. Wzrostowi kropli towarzyszy znaczny przyrost jej
temperatury w stosunku do otaczajacej pary. Ta r6znica utrzymuje sie, dopoki para
nie powrdci do stanu réwnowagi termodynamicznej. W zwigzku z tym para mokra
jako czynnik roboczy w turbinach parowych odznacza sie wieksza zdolnoscig
magazynowania i przekazywania energii niz para przegrzana. Charakteryzuje sie tez,
w zwigzku z dwufazowg strukturg odmiennymi wiasciwosciami i zachowaniem sie
w przemianach termodynamicznych. Modelowanie kondensacji w przeptywie jest
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zadaniem trudnym ze wzgledu na ztozono$¢ procesu oraz ograniczone mozliwos$é
weryfikacji eksperymentalnej. W opisie procesu kondensacji w kanale topatkowym
zatozono, ze w przeptywie wystepuje jedynie kondensacja spontaniczna i nie
uwzglednia efektéw wtérnych kondensacji spontanicznej, tzn. osadzania sie kropel
na topatkach oraz sptywu kropel z krawedzi topatki. Modelowanie opiera sie na
klasycznym modelu nukleacji (tworzenia zarodkéw kondensacji) Frenkela (1955).
W opisie zjawisk wymiany pomiedzy fazami w procesie wzrostu kropli
wykorzystano dwa modele. Pierwszy wykorzystuje molekulamo-kinetyczng teorie
gazow, a drugi ciaggty model wymiany masy i ciepta. Przeptyw dwufazowy
analizowany jest w oparciu o przyjecie modelu bezpos$lizgowego, w ktérym zaktada
sig, ze predkos¢ wzgledna obu faz w przeptywie jest pomijana, co ogranicza
zjawiska wymiany jedynie do wymiany masy i energii.

6.4.1. Tworzenie zarodkéw kondensacji

Do modelowania procesu kondensacji w parze wodnej wykorzystana zostanie
klasyczna teoria nukleacji (powstawania zarodkéw kondensacji). Model nukleacji
wymaga okre$lenia kilku parametrow dotyczacych procesu tworzenia sie zarodkow
kondensacji. Pierwszym z nichjest promien kropli krytycznych r\ ktoéry okresla sie

z zaleznosci (Dejcz, Filipow, 1987):

r* - 2(7 _20r’\(pQ)
r - pwRTgIn5 ~ pwLAT

gdzie: indeks w odnosi sie do fazy ciektej, a indeks g do fazy gazowej, o oznacza
napiecie powierzchniowe, R jest statg gazowa L oznacza ciepto utajone, wielko$é
AT =TS- Tg jest miarg przechtodzenia. Miara przesycenia S okre$lana jest przy

zatozeniu T=constjako:

A=1In5=1In 3*)({.25 = Lp,RTg (616>

Do okreslenia wartosci napiecia powierzchniowego a dla czystej pary wodnej mozna
wykorzysta¢ zalezno$¢ zaproponowang przez Gyarmathy'ego (1960):

[ (122 40-3- 0.17 «10-37))r dla 273K$T4§313K
<x=i (6.17)
[ (138-10'3- 0.212-10-3D~"- dla 373AT<T<, 500K

Kolejng istotng wielkoscig w procesie modelowania nukleacji jest liczba kropel
krytycznych w jednostce masy pary w warunkach réwnowagi oraz liczba kropel,
ktére po zderzeniu z molekutami tracg metastabilng rwnowage i ulegajg wzrostowi.
Zagadnienia te rozwazane sg na ogot tgcznie. W wyniku tych rozwazan otrzymuje
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sie informacje o czestoSci tworzenia sie kropel krytycznych w jednostce czasu i w
jednostce objetosci T pary przechtodzonej.

Postugujac sie klasyczng teorig nukleacji mozna zdefiniowac predko$é tworzenia
sie kropel krytycznych w jednostce czasu i w jednostce objetos$ci J* wedtug formuty
(np. Yolmer 1939, Frenkel 1955):

ien[— ™M
\P WAN(S)kTg

3KT* (6.18)

gdzie: k=1,38044 10‘BJ/K jesl statg Boltzmanna, mmjest masa molekuty.

Szybkos¢ nukleacji jest bardzo czuta na zmiany AT , nawet mata jej zmiana
prowadzi do duzych zmian szybkos$ci powstawania kropel krytycznych a w
konsekwencji do koncentracji kropel. Z tego powodu dla zapewnienia stabilnosci
rozwigzania wprowadza sie do (6.18) czton poprawkowy, zwany "czynnikiem
anizotermicznym®". Taki czton zaproponowat m.in. Kantrowitz (1951):

— a%k
C=a*m1+0.26 RTe[RT, -0.5 (6.19)

gdzie wielko$¢ a* okresla stosunek molekut pochtonietych przez krople do liczby
molekut zderzajacych sie z kroplg. W wiekszosci przypadkéw realizowanych
obliczen warto$¢ a* przyjmuje sie rowng jednosci (Dohrmann 1989, Mundinger
1994). Innym sposobem modyfikacji wielkosci J' jest zastosowanie w cztonie
ekspotencjalnym réwnania (6.21) czynnika p (P>1), dobieranego w oparciu o wyniki
eksperymentu (Krzyzanowski 1991, Dejcz i Filipow 1981, Stastny i inni 1997).
Nalezy zaznaczy¢, ze z powodu trudno$ci w badaniach przeptywu pary wodnej
spotyka sie w literaturze wiele propozycji cztondw poprawkowych, modyfikujgcych
wielkos¢ J*‘ Maja one jednak stabe uzasadnienie fizykalne. Zakresy doboru
wspdiczynnikéw poprawkowych dla przeptywo6w przez dysze sg stosunkowo dobrze
okreslone. Dla przeptywdw w kanatach turbinowych sytuacja jest bardziej ztozona
ze wzgledu na bardzo ograniczony materiat porownawczy i trudnosci pomiarowe.
Dodatkowg trudno$¢ stanowi fakt istnienia wiekszych rozbiezno$ci teoretycznych
modeli kondensacji z wynikami eksperymentu dla niskich parametrow wejscia linii
ekspansji w linie Wilsona, stwierdzony dla przypadkéw przeptywu w dyszy.
Trudno$¢ ta w bezposredni sposéb dotyczy kondensacyjnych turbin parowych, w
ktérych parametry pary, panujgce w ostatnich stopniach, sg niskie.

6.4.2. Okres$lenie udziatu fazy cieklej

Zgodnie z wcze$niejszym zatozeniem, ze przeptyw dwufazowy jest przeptywem
bezposlizgowym, predkos$¢ wzgledna kropla-parajest pomijana, czyli kropla porusza
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sie z tg sama predkos$cig co para (ww=wg = w). Z tego wynika, zeposta¢ rdwnan
zachowania pedunie ulegnie zmianie w stosunku do réwnan(2.8),opisujacych
model jednofazowy. Dodatkowym zatozeniem jest przyjecie, ze objeto$¢ fazy cieklej
w poréwnaniu z objeto$cia fazy gazowej jest mata i mozna jg pomingé. Pozwala to
na wyznaczenie gestosci mieszaniny z zaleznosci:

P=T=~ (6-2°)

gdziey oznacza nierownowagowy stopien wilgotnosci.
Zmiana udziatu masowego fazy ciektej y wzdtuz toru kropel okreslona jest przez
rownanie catkowo-rézniczkowe nastepujacej postaci (Dohrmann 1989):

% =m'i+ ~pA *rl™-Ln (6.21)

gdzie L, jest liczbg kropel powstatej n-tej grupy lub ostatecznie (Schnerr i Dohrmann
1991):

dt - 3np»(r ) p 3nPwp(t}) dt u ~non

jako sume juz istniejgcej objetosci fazy ciektej i catki, ktéra sumuje mase wszystkich
kropel, powstatych do czasu t\ i rosngcych dalej do czasu /.

Catkowanie drugiego cztonu réwnania catkowo-rézniczkowego (6.22) wzdtuz
linii pradu jest dosy¢ trudne i czasochtonne. Z tego powodu dokonuje sie
rozdzielenia powyzszego réwnania na cztery zalezne rownania rdzniczkowe
pierwszego rzedu. W tym celu wprowadzono nastepujgce wielkoSci pomocnicze
(Hill 1966):

02=i r(INTA 1
e- = | (6-23)
2 i lui)
gdzie Q2jest wielkoScig proporcjonalng do sumy wszystkich powierzchni kropel na
jednostke masy, Q\ jest proporcjonalne do sumy wszystkich promieni na jednostke

masy, a Qodo sumy liczby kropel na jednostke masy. Z tych definicji mozna okresli¢
tzw. usredniony powierzchniowo promien kropel z zaleznosci:
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i
2 (6.24)

Uzywajgc zwigzkow (6.23) i zaleznosci (6.22) mozemy okresli¢ rownania:

A =/~ p~NJ AN +pgaf)

fa’Lor $B&Gd "
dQo. jt
pd J

Powyzsze zaleznos$ci dla przeptywu tréjwymiarowego mozemy zapisa¢ w postaci
wektorowej:

py puy pvy pwy
d_ PQi ik puQi  +A. pvQi  .d_ pwQi
dt po\ X pLQ\ dy pvQ\ dz  pwQ\
pQo . puQo . pvQo . pwQO .
AT A 1™ 3+/202-7 (6.26)
Jr*2+2pQ\ “o
A -+e. f
J

6.4.3. Metoda obliczen przeptywu pary wodnej z kondensacjg

Przeptyw dwufazowy z przejsciami fazowymi oblicza sie, uzupetniajac
podstawowe rownania zachowania (2.24) o rownania dla fazy cieklej (6.26),
okre$lajagce zmiane koncentracji faz i rozktadu czastek fazy ciektej pod wzgledem
rozmiaru (Dejcz i Filipow 1987). Ogo6lnie posta¢ réwnan, opisujacych w tym
przypadku przeptyw, transformowanych do ortogonalnego krzywoliniowego uktadu
wsplirzednych, mozna zapisac:

<6-27>

z poszczegdlnymi wektorami kolumnowymi:
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f \
P Pif ©oopyl
pu pulT +£xP puv +thp
DV pvif +iyp pvV +thp
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pWQ\ fr' +Qo f
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\ \]

Réwnaniami zamykajagcymi uktad réwnan rézniczkowych sg réwnania (6.1),
(6.20) oraz rownanie okreslajace entalpie pary w postaci:

h=hg-(I-y) +hry (6.28)

W obliczeniach konieczne jest przyjecie modelu wymiany miedzy fazami. Jedng
z propozycji jest jednoréwnaniowy model wymiany pomiedzy fazami wraz z
uproszczonym réwnaniem wzrostu kropli, wyprowadzonym z molekulamo-
kinetycznej teorii gazéw (Dejcz i Filipow 1981):

dr. Oy (6.29)
dt  pwj2nRTg

gdzie a* jest wspotczynnikiem kondensacji. Przyjeto, ze temperatura powstatej
kropli T, jest robwna temperaturze nasycenia T,(p) przy danym cisnieniu fazy
gazowej. Obliczenia oparte na tym modelu wzrostu kropli stosujg rowniez inni
autorzy (m.in. Schnerr 1997, Puzyrewski i Krél 1976, Hedbaeck 1982).
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Innym stosowanym sposobem opisu wzrostu kropli jest model wzrostu oparty na
ciggtym opisie zjawisk wymiany miedzyfazowej, zaproponowany przez
Gyarmathy'ego (1960). Gyarmathy przyjat, ze temperatura kropli jest réwna
temperaturze gazu, dla stanu rownowagi, a ze wzrostem kropli temperatura kropli
zbliza sie do temperatury nasycenia:

r.-r,.A7((l-f)

Wg Younga (1992), ktéry wykorzystuje w obliczeniach model ciggty wzrostu
kropli, temperature kropli mozna przyja¢ réwng temperaturze nasycenia.
W wiekszosci zastosowan wykorzystuje sie rownanie wzrostu kropli w postaci
uproszczonej zaproponowanej przez Gyarmathy’ego, ktora uwzglednia poprawke
dla duzych liczb Knudsena (Stastny i inni 1997, Sejna i inni 1994, Young i inni
1992)

dr .. 1 A" A70
dt~ P» L r+ 159/*

Réwnania zachowania rozwigzywane sg wedlug metody Godunowa,
przedstawionej w rozdziale 4 z uwzglednieniem rozwigzania zagadnienia Riemanna
dla gazu rzeczywistego (Chmielniak i inni 1997a). Réwnolegle z réwnaniami
zachowania rozwigzywane sg rownania dla fazy ciektej. W tym przypadku do
bilansowania wykorzystuje sie wielkosci okre$lone na sciankach komorki bilansowej
w oparciu o technike ‘pod prad’, ktéra dla kierunku £ ma posta¢ (Eberle 1990):

Qi+mj,k = 0.25((1 +signU"){3>Qijk - Qi-\j,k) + (1 - signW)(3Qi+j,k - Qi+2j,k)
(6.32)

Mozliwe jest rowniez wykorzystanie metody opartej na dekompozycji strumieni
(FVS), ktorg dla przeptywu powietrza wilgotnego z powodzeniem zastosowat
Mundinger (1994).

Przedstawiony sposéb rozwigzania mozna zastosowa¢ do modelowania zaréwno
pary wodnej, jak i innych czynnikow dwufazowych po uwzglednieniu ich wtasnosci
fizycznych (Chmielniak i inni 1999a).

6.5. Struktura przeptywu pary wodnej z kondensacjg

Wybor odpowiedniego przyktadu obliczeniowego, pozwalajacego zweryfikowaé
zastosowane modele przeptywu pary wodnej z kondensacjg spontaniczng,nie jest
sprawa prostg. Istotng przeszkodgjest ograniczona liczba danych eksperymentalnych
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otrzymanych na stanowiskach badawczych pracujgcych na parze wodnej. Powodem
tej ograniczonej liczby badan jest fakt, ze para wodna jest dla eksperymentatora
bardzo trudnym czynnikiem roboczym, szczeg6lnie jezeli wezmiemy pod uwage
pare mokrg. Wiekszo$¢ danych eksperymentalnych byta otrzymywana dla
jednowymiarowych geometrii dyszy (np. Puzyrewski i Krél 1976, Young 1992).
Postep w dziedzinie badan eksperymentalnych polegajacy na zastosowaniu techniki
optycznej znacznie ufatwit pomiar rozktadu fazy ciektej w kanatach topatkowych.
W ostatnich latach pojawity sie réwniez badania eksperymentalne dwuwymiarowych
kanatéw topatkowych turbin parowych (White i inni 1996).

W chwili obecnej zgodno$¢ uzyskiwanych rezultatow obliczen numerycznych w
jednowymiarowych dyszach jest zadowalajaca (np. Bakhtar i Mohammadi Tohai
1980, Young 1992, Chmielniak i inni 1996, 1997b, 1997c). W przypadku
dwuwymiarowym  kompleksowej  weryfikacji modelu obliczeniowego z
eksperymentem dokonat White (White i inni 1996).

6.5.1. Przeptyw przez ptaski kanat topatkowy

Dobrze opisany eksperyment, przeprowadzony z zastosowaniem jako czynnika
pary wodnej, zawiera praca White’a (White i inni 1996). W zwigzku z tym do
weryfikacji metody obliczeniowej przeptywu pary z kondensacjg zastosowano
zaproponowang tam geometrie kanatu topatkowego. Rozpatrywany kanat zawiera
profile kierownicy piatego stopnia cze$ci niskopreznej turbiny parowej o mocy
600 MW. Projektowana wylotowa liczba Macha wynosi 1.2, a kat wyptywu ok. 71°.
Wybor tego profilu do badan eksperymentalnych wynikat z faktu, ze eksperymenty
przeprowadzone na rzeczywistej turbinie wykazywaty zwiekszone warto$ci strat na
piatym stopniu oraz stwierdzona lokalizacja nukleacji pierwotnej odpowiadata
rowniez pigtemu stopniowi.

Do przyktadu obliczeniowego przyjeto warunki oznaczone przez autorow badan
eksperymentalnych jako LI, odpowiadajgce niewielkiemu przegrzaniu pary wodnej
na wlocie ATo =To~T(po) =4.5 K. Cisnienie spoczynkowe na wlocie wynosi
po =40.3 kPa, a temperatura spoczynkowa To = 354 K. Cis$nienie statyczne na
wylociepj = 16.3 kPa.

Kanat topatkowy zostat zdyskretyzowany siatkg numeryczng typu “lI ”, ktéra w
stosunku do siatki typu “H” posiada modyfikacje na wylocie (rys.6.4). Modyfikacja
polegata na zastosowaniu linii siatki prostopadle do kierunku przeptywu, bez
zachowania warunku okresowos$ci na danej linii siatki. Krawedz wylotowa
zmodyfikowano do postaci zaostrzonej, co poprawito stabilno$¢ schematu
numerycznego. Warunek brzegowy na wylocie w postaci zadanego cisnienia
statycznego jest okreslany na koncowej linii siatki (dla kierunku £) i na koAcowym
fragmencie linii sptywu (dla kierunku rj). Brzeg wylotowy tworzy w tym przypadku
linie famang. Siatka numeryczna zawiera 484x41 punktéw. Punkty w obszarze
wylotowym zostaly zageszczone dla otrzymania odpowiedniej rozdzielczosci
schematu w strefie przewidywanej kondensacji.
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W pierwszym kroku przeprowadzono obliczenia adiabatycznego przeptywu w
kanale. Dla tak otrzymanej struktury przeptywu w kolejnym kroku witgczony zostat
proces kondensacji poprzez uwzglednienie zwigzkéw opisujagcych faze ciekig w
schemacie obliczeniowym. W obliczeniach fazy ciektej wykorzystano rézne sposoby
okre$lenia wzrostu kropli. W pierwszym przypadku zastosowano model ciggty
wzrostu kropli (6.31). Otrzymany rozktad cisnienia statycznego na profilu,
odniesionego do cisnienia spoczynkowego, porownano z danymi eksperymentalnymi
na rys.6.5. Na osi odcietych umieszczono wzgledng diugo$¢ czesci wklestej i
wypukitej profilu. Strefa kondensacji, uwidoczniona w postaci wzrostu ci$nienia
statycznego, stosunkowo dobrze si¢ zgadza z wynikami eksperymentu. Intensywno$é
wzrostu cisnienia, otrzymana w obliczeniach, byta wieksza od wyznaczonej z
pomiarow. Strukture przeptywu w rozpatrywanym kanale przedstawiono w formie
rozktadu izolinii liczby Macha na rys.6.6b. Dla porownania umieszczono na rys.6.6a
rozktad liczby Macha dla przeptywu adiabatycznego. W przeptywie adiabatycznym
widoczne sa wyrazne dwie fale uderzeniowe. Jedna, formujaca si¢ na krawedzi
wylotowej, i druga o mniejszej intensywnos$ci, tworzaca sie miedzy falami
uderzeniowymi odchodzacymi z krawedzi wylotowych kolejnych topatek. Przebieg
izolinii liczby Macha w obszarze najwezszego przekroju dla przeptywu
adiabatycznego jest réwnomierny. Na rozkltadzie przeptywu z kondensacjag fala
uderzeniowa tworzaca sie na krawedzi topatki jest rowniez widoczna, natomiast
druga fala znacznie zmniejszyta swojg intensywnos¢ i prawie ulegta rozmyciu. Tuz
za krawedzig wylotowg od strony przekroju minimalnego pojawita sie natomiast
struktura falowa zwigzana z wystapieniem kondensacji i zwigzanym z tym
wydzielaniem sie ciepta. Za falg krawedziowag wystepuja znaczne obszary
poddzwiekowe.
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Rys.6.4. Siatka numeryczna typu "L" dla kierownicy turbiny parowej
Fig.6.4. “I "-type numerical grid for stator of the steam turbine

Rys.6.5. Rozktad cisnienia statycznego na powierzchni profilu (obliczenia modelem ciggtym)
Fig.6.5. Static pressure distribution on the profile (continuous model)
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Rys.6.6. Izolinie rozktadu liczby Macha dla przeptywu adiabatycznego (a) oraz przeptywu z
kondensacja (b)

Fig.6.6. Mach number isolines for the adiabatic flow (a) and diabatic flow (b)
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3) b)

Rys.6.7. 1zolinie predkosci tworzenia sie zarodk6w kondensacji (a) oraz nieréwnowagowego
stopnia wilgotnosci (b)
Fig.6.7. Nucléation rate isolines (a) and wetness fraction isolines (b)

Na rys. 6.7 przedstawiono pozostate parametry charakterystyczne dla procesu
kondensacji w kanale. Predkos$¢ tworzenia sie zarodkow kondensacji przedstawiona
jest na rys.6.7c. Maksymalna warto$¢ J’ dla ciggtego modelu wzrostu kropli byta
rzedu 10”. Rozkiad izolinii nierébwnowagowego stopnia wilgotnosci pokazano na
rys.6.7b.

Obliczenia procesu kondensacji z zastosowaniem modelu wzrostu kropli (6.29)
dla rozpatrywanych warunkéw brzegowych daty w wyniku obraz niestacjonamosci
przeptywu. Najwiekszg amplitude zmian parametrow obserwuje sie w obszarze
powstawania procesu kondensacji w okolicy najwezszego przekroju kanatu.
Przebieg cisnienia statycznego w wybranych punktach obszaru kondensacji
przedstawia rys.6.8. Niestacjonamo$¢ procesu kondensacji charakteryzowata sie
bardzo wysoka czestotliwoscig wynoszacg ok. 3900 Hz. Wartos¢ ta jest zblizona do
warto$ci otrzymanej przez Schnerra i Heilera (1997) wynoszacej 3500 Hz.

Poréwnanie wynikow obliczen z danymi literaturowymi przeprowadzono w
oparciu o rozkiad wzglednego cisnienia statycznego. Na rys.6.9 pokazane sg
chwilowe rozktady cisnienia dla jednego okresu zmian parametrow. Na osi
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odcietych umieszczono wzgledng dtugos¢ czesci wklestej i wypukiej profilu. Proces
niestacjonarnej zmiany parametrow na profilu ograniczony jest jedynie do obszaru
powstawania kondensacji. Nakre$lona krzywa $redniego ci$nienia statycznego ma
relatywnie tagodny przebieg, przy widocznym wyraznie wzroscie w strefie
kondensacji. Jako dane poréwnawcze do otrzymanych rezultatow obliczen postuzyty
wyniki eksperymentu i obliczen z pracy White’a i innych (White i inni, 1996). Z
poréwnania tych rozktadéw wynika, ze otrzymany ksztatt przebiegu S$redniego
ci$nienia jest zblizony do wynikéw literaturowych. Punkt rozpoczecia procesu
kondensacji zostat wyznaczony jednak o ok. 7-8% wzglednej diugosci profilu
wczesniej niz wynik eksperymentu. Ta r6znica wynika bezpos$rednio z przyjetego
modelu wzrostu kropli. Pojawienie sie niestacjonamosci w procesie kondensacji
wynika z faktu, ze rozpatrywany przyktad obliczeniowy znajdowat sie na granicy
obszaru stabilnego. Niewielka zmiana parametrow wlotowych powodowata, ze
przeptyw réwniez dla modelu ciagtego byt niestacjonarny. Swiadczy to o wiekszej
sktonnos$ci schematu do przejScia w obszar niestacjonarnego procesu kondensacji
przy zastosowania kinetycznego modelu wzrostu kropli.

Dla zobrazowania przebiegu zmian parametrow w przeptywie z niestacjonarng
zmiang procesu kondensacji pary przedstawiono na rys.6.11 rozklady izobar w
szesciu réznych stanach jednego cyklu zmian. Na skutek procesu kondensacji w
przeptywie wydziela sie ciepto, powodujgce wzrost cisnienia statycznego i
powstanie fali uderzeniowej, ktora przesuwa sie w strone przeciwpragdowa.
W obszarze za przesuwajaca sie falg uderzeniowg powstaje obszar rozrzedzenia,
ktéry oddziatuje na fale uderzeniowg powodujac zmniejszenie jej predkoSci i
intensywnosci. W pewnym momencie fala uderzeniowa, o0siggajac parametiy
wynikajace z liczby Macha przed falg zatrzymuje sie. Dalsze ostabienie
intensywnos$ci powoduje, ze fala przemieszcza si¢ w kierunku przeptywu i zanika.
Skutkiem tego zwieksza sie przechtodzenie w tym obszarze i wzrasta intensywnos¢
procesu kondensacji i ilo§¢ doprowadzonego ciepta, co prowadzi do powtdrnego
cyklu.
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czas [s]

Rys.6.8. Przebieg ci$nienia statycznego w wybranych punktach obszaru kondensacji
Fig.6.8. Static pressure distribution in choosen nodes of condensation domain

xlc

Rys.6.9. Rozktad ci$nienia statycznego na powierzchni profilu (obliczenia modelem kinetycznym)
Fig.6.9. Static pressure distribution on the profile (kinetic model)
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Po osiagnieciu stanu rownowagi miedzy powstata falg a oddziatujgcym
strumieniem fala zatrzymuje sie i ulega rozmyciu. Ten cykl powtarza sie okresowo.
Zmiany wartosci predkosci nukleacji, odpowiadajgce poszczeg6lnym stanom
jednego cyklu, przedstawiono na rys.6.11. Kolejno$¢ zamieszczonych rysunkéw na
rys.6.11 odpowiada kolejnym rysunkom rozktadu ci$nienia z rys.6.10. Maksymalna
warto$¢ J, jaka otrzymano w obliczeniach, byta rzedu 1020 Warto$¢ maksymalna
predkosci nukleacji niewiele sie zmieniata w czasie jednego cyklu. Zmiany
utrzymywaty sie w zakresie jednego rzedu warto$ci. Widoczne s natomiast,
charakterystyczne dla procesu niestacjonarnego, pojawiajagce sie¢ wydtuzone ksztatty
izolinii predkosci nukleacji na stronie tylnej strefy tworzenia zarodko6w kondensacji.
Natomiast strona czotowa praktycznie nie zmienia swojego potozenia.

Wyznaczony z obliczen kat wylotowy dla przeptywu z kondensacjajest mniejszy
o 3° od kata otrzymanego dla przeptywu adiabatycznego. Ta warto$¢ zmniejszenia
kata wyptywu strumienia otrzymana zostata dla obu zastosowanych réwnan wzrostu
kropli. Wskazuje to na wazny aspekt modelowania kondensacji w ostatnich
stopniach turbin dla poprawnego doboru katéw naptywu na topatki oraz
zmniejszenia strat.

x/c

Rys.6.12. Rozktady cisnienia statycznego dla obliczen z zastosowaniem réznych dyskietyzacji
Fig.6.12. Static pressure distribution for different discretisations

W procesie obliczen przeptywu z kondensacjg istotng role odgrywa sposob
dyskretyzacji obszaru przeptywu. Dla uwidocznienia tego problemu wykonano
obliczenia na dwoéch réznych siatkach numerycznych: typu “Z” oraz typu
Pierwsza siatka byta siatkg zastosowang do opisanych wcze$niej obliczeri. Druga
siatka byta prostg siatkg z liniami w kierunku 7zgodnym z kierunkiem obwodowym.
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Obie siatki miaty te samg liczbe punktéw. Istotna réznica w dyskretyzacji obszaru
polegata na tym, ze pierwsza siatka miata linie rozmieszczone w obszarze
kondensacji zgodnie z wystepujacymi zjawiskami fizycznymi (tzn. potozenie fali
kondensacji byto zgodne z kierunkiem linii siatki). Druga siatka miata linie potozone
skosnie w stosunku do modelowanego zjawiska. Obliczenia poréwnawcze
prowadzono z zastosowaniem modelu kinetycznego wzrostu kropli. Na pierwszej
siatce otrzymano wyniki opisane wczes$niej, natomiast na siatce skosnej nie
zaobserwowano procesu niestacjonarnego. Na rys.6.12 przedstawiono rozklady
cisnienia statycznego na profilu otrzymane dla obu siatek. W przypadku siatki
pierwszej dopasowanej do zagadnienia przedstawiono rozktad $redniego ci$nienia
statycznego. Przebiegi tych krzywych sg do siebie bardzo zblizone. Zastosowanie
skosnej siatki spowodowato otrzymanie uérednionego rozwiazania. Swiadczy to o
tym, ze w przypadku proceséw niestacjonarnych w przeptywie istotne jest
postugiwanie sie dopasowanymi siatkami obliczeniowymi. Jezeli dodamy do tego
fakt, ze konieczne jest odpowiednie zageszczenie punktow w obszarze kondensacji,
to mozna stwierdzi¢, ze modelowanie kondensacji jest bardzo wymagajace w
stosunku do dyskretyzacji obszaru. Konsekwencjg tego faktu jest redukcja kroku
czasowego, co prowadzi do koniecznosci wykonywania czasochtonnych obliczen.

W celu poprawy zgodnos$ci rozktadow cisnienia statycznego, jak wspomniano w
pkt.6.4.2, stosuje sie wspotczynniki poprawkowe (5 przy okreslaniu wielkosci J'.
W obliczeniach z modelem kinetycznym wzrostu kropli zastosowano fi=1.45.
W efekcie proces niestacjonarny kondensacji ustabilizowat sie. Poréwnanie zbiorcze
rozktadéw cisnienia statycznego przedstawiono na rys.6.13. Miejsce strefy
kondensacji dla przypadku modelu kinetycznego z korektg predkosci nukleacji
pokryto sie z tym, jakie otrzymano z modelu ciggtego. Wart zaznaczenia jest w tym
wypadku fakt, ze wprowadzona korekta jest dosy¢ stabo uzasadniona fizycznie, a co
za tym idzie, jej dobor nie jest oczywisty. W rozpatrywanym przypadku przeptywu
przez kanat topatkowy bardziej doktadne rezultaty daje model ciggty; niewatpliwg
zaletgjest to, ze nie wymagat on stosowania cztonu korekcyjnego.

Z poréwnania rozmiaréw kropli wynika, ze us$rednione promienie kropli
uzyskane w obliczeniach réznych wariantdw modeli procesu kondensacji réznity sie
miedzy sobg istotnie. Generalnie mozna stwierdzi¢, ze zastosowanie modelu
kinetycznego wzrostu kropli dawato w wyniku zawyzone wartoSci usrednionych
promieni kropli. Warto$¢ usrednionych promieni wynosita na wylocie .r =0.25 ptm
podczas gdy pomierzony promien Sautera kropli byt rowny r= 0.04 /m. Wartosci
promieni otrzymane z obliczen modelem ciggtym byty w tym przypadku bardziej
zblizone do pomiarowych i wynosity r=0 .0 1 8 Ze wzgledu na odmienny sposo6b
definiowania nie mozna bezposrednio poréwnywac¢ wartosci S$rednic kropli
zmierzonych i obliczonych.
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Rys.6.13. Rozktady ci$nienia statycznego na profilu dla réznych modeli wzrostu kropli
Fig.6.13. Static pressure distribution on the profile for different droplet growth models

W artos¢ strat termodynamicznych szacowana byta w pracy White’a (White i inni
1996) za pomocg wspotczynnika strat Markowa, zdefiniowanego jako:

c=t_t (6-33)

gdzie 72jest temperaturg na wylocie, As jest przyrostem entropii w przeptywie, a cj
jest predkoscig na wylocie. Wartosci wspotczynnika strat otrzymane z eksperymentu
wyniosty 8.5%, z obliczen White’a 8.4%, a uzyskane z obliczeh opisywanych w tym
rozdziale 8.22-8.32%. Przy okres$leniu  wspotczynnika strat z danych
eksperymentalnych odjeto straty wynikajace z lepkosci czynnika, poniewaz efekty
lepkosciowe w metodach obliczeniowych nie sg uwzglednione. Otrzymane wielkos$ci
wspotczynnika strat sg bardzo do siebie zblizone.

W ocenie otrzymanych r6znic miedzy obliczeniami i eksperymentem nalezy
wzigé pod uwage wzgledy podnoszone przez autorow badan. Nalezy tu wymieni¢
trudno$¢ w modelowaniu krawedzi sptywu w przypadku obliczen modelem
przeptywu nielepkiego oraz ograniczenie stanowiska badawczego polegajagce na
badaniu trzech kanatdw miedzytopatkowych, co nie pozwalato na otrzymanie
idealnych warunkdw okresowosci na wylocie. Wystepujace w tym przypadku
odbicie fal od brzegéw mogto zaburzac struktury falowe w przeptywie na wylocie, a
w konsekwencji rozktady parametrow na stronie podcisnieniowej profilu.
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6.5.2. Tréjwymiarowa struktura przeptywu

Dla sprawdzenia mozliwosci modelowania kondensacji spontanicznej w
tréjwymiarowym polu przeptywu wykonano obliczenia dla kanatu kierowniczego
czesci niskopreznej turbiny parowej, ktérego geometria zostata podana w punkcie
6.3. Siatke obliczeniowg zastosowano analogiczngjak do obliczen bez kondensacji.
Nalezy podkresli¢ fakt, ze rzadka siatka obliczeniowa stanowita kompromis miedzy
doktadnoscig obliczen a czasem obliczen. Rozwazana kierownica w warunkach
nominalnych pracuje w obszarze pary mokrej, a proces kondensacji zachodzi w
wiencach wczesniejszych. Poniewaz rozpatrywany przyktad obliczeniowy obejmuje
izolowany wieniec i stuzy okreSleniu przydatnosci metody do modelowania
przeptywu pary wodnej z kondensacja spontaniczng, przyjeto do obliczen warunki
pracy wiehAca odpowiadajgce czeSciowemu obcigzeniu. W tym przypadku para
wodna przed rozpatrywanym wieAcem jest lekko przegrana, a w wiencu nastepuje
proces kondensacji. Jako parametry spoczynkowe na wlocie przyjeto cisnienie
wynoszace po = 14.45 kPa, gesto$¢ po = 0.094 kg/m3.

Katy naptywu przyjeto a=0°, (3=0-29°, natomiast ci$nienie na wylocie na $rednim
promieniu pQ,i=l kPa. Obliczenia przeprowadzono najpierw dla przeptywu
adiabatycznego, a p6zniej dla przeptywu z kondensacjg. Poréwnanie otrzymanych
rozktadow cis$nienia statycznego i liczby Macha na topatce dla trzech réznych
przekrojow, odpowiadajgcych wzdtuz wysokosci liniom siatki k=3, 14 i 25,
przedstawiono na rys.6.14. Zmiany w rozktadach parametréw na topatce sg
widoczne najbardziej w przekroju u stopy topatki (k=3) w obszarze krawedzi
wylotowej. W tym miejscu nastepuje intensywna ekspansja pary. W pozostatych
przekrojach réznice w rozkladach parametréw sa mniejsze. Proces ekspansji w
kanale jest zr6znicowany pod wzgledem intensywnos$ci wzdtuz wysokos$ci topatki.
Miejsce kondensacji spontanicznej silnie zalezy od szybkos$ci ekspansji P. Im
wieksza P, tym proces spontanicznej kondensacji przebiega p6zniej, tj. przy
wiekszych przechtodzeniach (przesyceniach) pary. Ze wzrostem P rosnie tez liczba
kropel pierwotnych i maleje ich $redni wymiar. Na rys.6.15 mozna prze$ledzi¢
proces tworzenia sie¢ zarodk6éw kondensacji. Zaznaczone na nim izolinie
odpowiadaja logarytmowi wartosci J’. Najbardziej intensywnie tworzg sie zarodki w
okolicy stopy fopatki, tam gdzie wystepuje najwieksza szybko$¢ ekspansji. W
okolicy wierzchotkowej topatki czesto$¢ tworzenia sie zarodkdw jest stosunkowo
mata (kilkanascie rzedéw mniejsza). Ten przebieg procesu tworzenia sie zarodkéw
kondensacji ma swoje odzwierciedlenie w rozktadzie nierbwnowagowego stopnia
wilgotnosci (rys.6.16).
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przekréj k=3

przekrdj k=14

Rys.6.15. Izolinie czestosci tworzenia sie zarodkéw kondensacji
Fig.6.15. Nucléation rate isolines

P/Po

przekréj k=25

PO

Rys.6.16. Izolinie nieréwnowagowego stopnia wilgotnosci

Fig.6.16. Wetness fraction isolines

Rys.6.14. Rozktady ci$nienia statycznego i liczby Macha na topatce dla przekrojow k=3, k=14, k=25
Fig.6.14 Static pressure and Mach number distribution on the profile for crosssections: k=3, k=14, k=25
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Nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze otrzymane w obliczeniach katy wylotowe
strumienia pary na $rednim promieniu zmienity sie z warto$ci a = 73.15° na a = 72°
oraz z /?=4.45° na [?= 5.65°.

Wyznaczone wartosci S$redniego promienia kropli wyniosty od 0.01 fjm u
podstawy topatki do wielkos$ci 0.3 ~rni w gdrnej strefie obszaru kondensacji.

Poniewaz bardzo trudno jest o dane pomiarowe procesu kondensacji, otrzymane
dla rzeczywistego trojwymiarowego wiefca topatkowego, weryfikacja otrzymanych
obliczen przez odniesienie do eksperymentu nie byta mozliwa. Jedynie zgodno$¢
otrzymanych obliczen ze spodziewanymi zjawiskami moze stanowi¢ pewne
potwierdzenie poprawnos$ci stosowanego narzedzia obliczeniowego. Nalezy mieé na
uwadze fakt, ze ze wzgledu na znaczace trudnosci pomiarowe w obszarze mokrej
pary wodnej mozliwo$¢ numerycznego przewidywania zjawisk moze mie¢ istotne
znaczenie dla poprawnego okres$lenia warunkéw pracy uktadow topatkowych.
Otrzymywane roznice w kinematycznych warunkach pracy wienca sg istotne.

Obliczenia numeryczne procesu kondensacji w ostatnich stopniach turbin
parowych stanowiag uzupetnienie stanu wiedzy o zjawiskach przeptywowych i
stwarzajg warunki do dalszych wysitkow w pracy nad poprawg sprawnos$ci czesci
niskopreznych turbin.

Z punktu widzenia obliczeniowego nalezy podkresli¢ fakt, ze obliczenia
przestrzennej struktury przeptywu pary wodnej z kondensacjg sg ok. 8-krotnie
dtuzsze niz obliczenia przy uzyciu modelu gazu doskonatego. Konieczna jest wiec
dalsza praca nad przyspieszeniem procesu obliczeniowego przez m.in. doskonalenie
modeli, przyjecie efektywniejszych schematow numerycznych oraz nowych
standardow obliczen parametréw pary wodnej (np. Wagner, Rukes 1998).

Rozdziat 7

Koncepcja modutowej analizy przeptywu
w uktadach topatkowych turbin cieplnych

7.1. Wprowadzenie

Pomimo ciggtego rozwoju numerycznych metod mechaniki ptynéw oraz ciggtego
poszerzania informacji o zjawiskach rozproszenia energii w ukladach
przeptywowych charakterystycznych dla cieplnych maszyn wirnikowych, jak na
razie nie dysponuje sie narzedziami do catosciowej analizy zjawisk przeptywowych
w grupie stopni turbinowych. Postep w modelowaniu przeptywu w rzeczywistych
kanatach wielowiericowych uktadéw topatkowych jest wiasciwie jedyng mozliwoscig
poznana ztozonej struktury zjawisk przeptywowych. Dzieje sie tak dlatego, ze
przeprowadzenie pomiar6w na rzeczywistym obiekcie jest bardzo trudne i
najczesciej ograniczone jedynie do wybranych przekrojdw w szczelinach
miedzywieficowych. Pomimo konieczno$ci prowadzenia badan eksperymentalnych i
ich niezbedno$ci do okre$lania podstawowych parametrow pracy turbiny oraz
weryfikacji modeli teoretycznych, trudno sie spodziewaé zasadniczego przetomu w
mozliwosciach technik pomiarowych w odniesieniu do grup stopni. Coraz
wazniejszg role w analizie mozliwosci poprawy czesci przeptywowej odgrywajg
metody obliczeniowe. Postep w tym zakresie polega na:

e rezygnacji z uproszczen w matematycznym opisie zjawisk,

e uwzglednieniu rzeczywistej geometrii,

* pelniejszym opisie whasciwosci czynnikéw roboczych,

e zastosowaniu zaawansowanych procedur analizy i prezentacji wynikéw

obliczen.

Gtownym czynnikiem, majacym wptyw na szybko$¢ tego postepu, jest rozwoj
bazy obliczeniowej zaréwno sprzetowej w postaci komputerow duzej mocy, jak i
programowej.
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Innym problemem, wymagajacym rozwigzania w zagadnieniach modelowania
przeptywu przez stopien turbiny parowej lub pojedynczy wieniec, jest odpowiedz na
pytanie, skad mozna dla zadanej geometrii pozyska¢ dane do okre$lenia warunkdéw
brzegowych. Jednym z rozwigzan jest prowadzenie obliczen trojwymiarowych dla
wszystkich wiencow grupy stopni rozpatrywanej maszyny. Jest to rozwigzanie
ztozone, dtugotrwate i z tego powodu niewygodne do zastosowania. Inng propozycja
jest zastosowanie obliczen tréjwymiarowych tylko w tych wiefAcach, w ktérych
doktadniej interesujg nas zjawiska przeptywowe, natomiast dla pozostatych wiencow
stosowa¢ inng uproszczong metode obliczeniowa. Nalezy zaznaczy¢, ze w wielu
przypadkach niemozliwe jest uzyskanie danych pomiarowych dotyczacych rozktadu
parametrow przed i za wiefcem topatkowym, gdyz z powodu waskiej szczeliny lub
silnie wygietych topatek niemozliwe jest zwykle wprowadzenie sondy pomiarowej i
wykonanie pomiaru na obiekcie rzeczywistym. Propozycje dla rozwigzania tych
trudno$ci stanowi zastosowanie metody krzywizny linii pragdu do sprecyzowania
warunkéw brzegowych dla obliczen tréjwymiarowych. Idea polega na tym, ze w
oparciu o dane (np. pomiarowe) przed i za grupg stopni, wykorzystujagc metode
krzywizny linii pradu, okresla sie wartosci brzegowe na granicach obszaru do
obliczen przestrzennych. Rozszerzenie tego sposobu postepowania o pozostate
modele zjawisk przeptywowych, opisywanych w tym opracowaniu, pozwala
stworzy¢ zestaw algorytmoéw do analizy przeptywu w grupie stopni.

7.2. Algorytm analizy przeptywu w grupie stopni

Proces badania i rozwigzywania okreslonego zagadnienia przeptywowego
rozpoczyna sie zazwyczaj wstepnym rozpoznaniem fizyki wystepujacych w nim
zjawisk przeptywowych, celem doboru lub opracowania odpowiednich metod
analizy. Badane sa w tym przypadku mozliwosci zastosowania uproszczenh
fizycznych oraz mozliwosci uproszczenia geometrii (Chmielniak i inni 1995).
Uproszczenie geometrii  polega najczesciej na pominigciu mato istotnych
fragmentdéw kanatu przeptywowego. Czesto pominiecie szczegdtdw konstrukcyjnych
spowodowane jest wyborem do obliczen modelu fizycznego. Przyktadem moze by¢
pominiecie szczeliny wierzchotkowej w obliczeniach, wykorzystujagcych do opisu
przeptywu réwnania Eulera. W tym wypadku uwzglednienie szczeliny
wierzchotkowej nie datoby prawidtlowego obrazu charakteru przeptywu, gdyz
dominujgcymi efektami w szczelinie sg efekty lepkosciowe. Dazenie do uproszczen
geometrycznych powodowane jest réwniez przez wzgledy obliczeniowe. W
przypadku kanatéw topatkowych wyodrebnia sie powtarzalng przestrzen
obliczeniowg. Dla zagadnien stacjonarnych jest to najczesciej jeden kanat
miedzytopatkowy.

W ramach ogélnej dyskusji fizyki zjawisk wystepujacych lub przewidywanych w
rozpatrywanej grupie istotne znaczenie ma decyzja o wyborze modelu czynnika
roboczego. W przypadku turbiny gazowej bedzie to model gazu doskonatego,
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natomiast w przypadku turbiny parowej musimy wybra¢ w zaleznosci od
rozpatrywanego problemu miedzy modelem gazu rzeczywistego a modelem gazu
doskonatego. Uwzglednienie w obliczeniach réwnania stanu gazu rzeczywistego nie
jest zadaniem trywialnym, gdyz wnosi istotne utrudnienia do schematéw
numerycznych oraz powoduje znaczny wzrost czasu obliczeniowego.

Opracowane wspotcze$nie procedury obliczeniowe umozliwiajg wprawdzie
rozwigzanie szerokiej klasy zadan brzegowych, sformutowanych w oparciu o
rozpatrywany model matematyczny przeptywu, lecz brak jest jeszcze zgodnos$ci co
do przydatnosci praktycznej stosowanych zatozen i modeli turbulencji. Ponadto
koszty rozwiazan sgjeszcze znaczne w przypadku geometrii przestrzennych.

Jest sprawg oczywistg ze celem,jaki stawia sobie numeryczna mechanika ptynow
w odniesieniu do maszyn wirnikowych, jest umiejetnos¢ rozwigzywania pola
przeptywu w rzeczywistych uktadach topatkowych maszyn wirnikowych w oparciu o
petne réwnania Naviera-Stokesa, uwzgledniajace efekty gazu rzeczywistego wraz z
obecnos$cig dwdch faz czynnika. Mozliwosci poprawy rozwigzan konstrukcyjnych
przez wytwércow i konstruktorébw maszyn przeptywowych przy zastosowaniu
uproszczonych metod analizy ulegajg coraz wigkszemu ograniczeniu. Ze wzgledu na
to coraz czesciej nie satysfakcjonuje ich analiza izolowanych fragmentéw uktadu
przeptywowego, lecz mozliwo$¢ jednoczesnej analizy catego ukfadu. Poniewaz
zakres takiego modelowania jest bardzo obszerny, a zjawiska fizyczne rzadzace
przeptywem nie w kazdym przypadku sg w petni zbadane i zinterpretowane, nie jest
na razie mozliwe stworzenie uniwersalnego modelu, bedacego przydatnym
narzedziem w procesie projektowania czesci przeptywowych maszyn wirnikowych
(Chmielniak i inni 1990). W przypadku turbin parowych i ich czesci niskopreznych
sprawa ta jest wyjatkowo ztozona. W zwigzku z tym na bazie opracowanych i
rozwigzanych zagadnien czastkowych analizy przeptywu mozliwe jest stworzenie
struktury modutowej algorytmu modelowania zjawisk w grupie stopni maszyny
wirnikowej. Koncepcje takiego algorytmu przedstawiono na rys.7.1.

Gtowny podziat obliczen, wystepujacy w algorytmie, dotyczy przyjetego modelu
czynnika roboczego. Dobdér mozliwosci obliczeniowych w zakresie analizy
przeptywu z uwzglednieniem modelu gazu doskonatego opiera sie na obliczeniach
przestrzennych grupy stopni turbiny. Uzupetnieniem tych badan jest mozliwo$¢
analizy przeptywu lepkiego w wybranych przekrojach wienca topatkowego.

W przypadku wyboru modelu gazu rzeczywistego jako uzupetnienie
przedstawionych procedur rozwiazania zadania palisadowego mozliwa jest do
zastosowania metoda aproksymacji przeptywu w przekroju merydionalnym przy
zatozeniu rozktadu strat energii w poszczegbdlnych elementach maszyny
przeptywowej, opracowana w Instytucie Maszyn i Urzadzen Energetycznych
(Chmielniak, Lukowicz 1992). Metoda ta uwzglednia w obliczeniach réwnania stanu
pary wodnej, przez co mozliwa jest wzajemna wymiana petnej informacji z
modutami analizy przeptywu przestrzennego.
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Sformutowanie ogdlne problemu
Dyskusja fizyki zjawiska

Ustalenie czynnika roboczego
(turbina parowa, turbina gazowa)

Model gazu rzeczywistego Model gazu doskonatego
(para wodna)

Dyskretyzacja grupy stopni

; . ! . Dyskret j t i
na powierzchni merydionalnej yskretyzacja grupy stopn

siatkg przestrzennag
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linii pradu do okreslenia warunkow Obliczenia przeptywu
brzegowych przestrzennego w grupie stopni
Okreslenie linii ekspansji *

z uwzglednieniem dyssypacji energii Analiza wybranych powierzchni
i S| dla modelu gazu lepkiego

Dyskretyzacja 3-D wybranego wierica Vitayfikagastrat falowych

Obliczenia 3-D wybranego wierica
Badanie strat profilowych
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Modelowanie kondensacji

Dyskusja rozwigzania

Rys.7.1 Algorytm obliczen przeptywu w stopniach turbin cieplnych
Fig.7.1 Algorithm of the flow calculations in the thermal turbine stages
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Podstawowym celem metody krzywizny linii pradu w tym algorytmie jest
wyznaczenie rzeczywistej linii ekspansji w grupie stopni poprzez rozwigzanie
rownan zachowania z integralnymi cztonami dyssypacyjnymi. Wyniki obliczen
przeprowadzonych zgodnie z algorytmem sg istotnie zalezne od przyjetych
zwigzkdw opisujacych straty energii.

Z wielu dostepnych zaleznos$ci do okreslenia strat zaadaptowano korelacje, oparte
na bogatym materiale doswiadczalnym, tworzace zamkniety uktad zaleznosci
pozwalajacy obliczyé wszystkie rodzaje strat. Dane wejSciowe do obliczen
poszczegdlnych sktadnikow stanowiag geometria uktadu topatkowego oraz rozktad
parametréw na wlocie i wylocie z grupy stopni (Chmielniak i inni 1998).
Wyznaczone rozktady parametréw w szczelinach miedzywieficowych moga réwniez
stanowi¢ punkt wyjscia do okres$lenia warunkéw brzegowych dla obliczen
przestrzennej struktury przeptywu w stopniu przy wykorzystaniu modelu gazu
doskonatego, jezeli w analizie istotnym elementem jest wyznaczenie rozktadu
ci$nienia na topatkach. Jak wspomniano w rozdziale 6, rozktady cisnien z obliczen
przy zastosowaniu réznych modeli czynnika roboczego sg stosunkowo dobrze
zgodne. Oczywiscie, w obszarach przeptywu, w ktérych ekspansja pary wodnej
odbywa sie w zakresie pary przegrzanej, czyli tam, gdzie zalezno$¢ miedzy
parametrami stanu nie jest silnie nieliniowa, mozna postuzy¢ sie w obliczeniach
modelem gazu doskonatego. Zgodno$¢ podstawowych parametréw przeptywu,
wynikajacych z rdéwnan zachowania oraz strumienia masy, moze by¢ w tym
przypadku wystarczajaca.

Mozliwos$¢ obliczen struktury trojwymiarowej przeptywu w wiericu topatkowym
pozwala na doktadniejsze okreslenie katow wyptywu z wienca, ktére moga stanowié
podstawe do korekcji warunkéw przeptywu, modelowanych przez metode krzywizny
linii pradu. Mozliwe jest takze okreslenie wielkos$ci strat falowych w wiefcu, co daje
podstawe do weryfikacji przyjetych w obliczeniach na powierzchni merydionalnej
wartosci empirycznych.

W przypadku modelowania przeptywu w ostatnich stopniach turbiny parowej
mozliwe jest rowniez badanie procesu kondensacji poprzez uwzglednienie fazy
ciektej. Modelowanie procesu kondensacji, ktory jest procesem termodynamicznie
nieodwracalnym, wigze sie z wyznaczeniem przyrostu entropii. Daje to podstawe do
weryfikacji przyjetych empirycznie wartosci strat wilgotnosci. Uwzglednienie
kondensacji umozliwia korekte warunkéw przeptywowych spowodowang
obecnoscig fali kondensacji oraz jej oddziatywaniem z innymi falami w przeptywie
np. z falg uderzeniowa.

Czasochtonnos$¢, wysokie koszty obliczen oraz ztozono$¢  zjawisk
przeptywowych nie zawsze pozwalajg jeszcze na zastosowanie dostepnych modeli
do szczego6towych obliczen parametrycznych i optymalizacyjnych.
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Podsumowanie

W pracy przedstawiono numeryczne aspekty modelowania struktury przeptywu w
kanatach turbin parowych i gazowych. Ze wzgledu na ztozone zjawiska fizyczne,
pojawiajagce sie w czeSci przeptywowej, rozpatrywano modele, pozwalajagce na
uwzglednienie tych zjawisk przy rozpatrywaniu rzeczywistych geometrii istniejgcych
maszyn. Jest to wazne, gdyz najczesciej ztozona geometria stanowi najistotniejsza
bariere dla zastosowan numerycznego modelowania. Przedstawione w pracy sposoby
numerycznego rozwigzania zagadnienn mechaniki ptynéw zmierzalty w Kkierunku
mozliwie najdoktadniejszego okreslenia struktury przeptywu, przy jednoczesnym
uwzglednieniu mozliwos$ci zastosowania opracowanych algorytméw w procesie
projektowania i konstruowania.

Przedstawiono spos6b modelowania zagadnien przeptywowych i algorytm ich
numerycznego rozwigzania. Réwnania rézniczkowe czastkowe, opisujagce w formie
zaleznej od czasu zasady zachowania w przepltywie, rozwigzywano z
wykorzystaniem metody objetosci skohnczonych dla zmiennych przestrzennych i
jawnej metody krokéw czasowych dla zmiennej czasowej. Obliczenia prowadzono
stosujagc metody ‘pod prad’ typu Godunowa. Poprzez zastosowanie obliczen
wyzszego rzedu doktadnosci w przestrzeni mozliwe byto uzyskanie rozwigzan o
wysokiej rozdzielczosci. W pracy przedstawiono szereg przyktadow obliczeniowych
dla standardowych konfiguracji testowych, aby okresli¢ przydatno$¢ poszczegdlnych
algorytméw do zastosowan w zagadnieniach analizy rzeczywistych kanatow
topatkowych zaréwno pod wzgledem doktadno$ci modelowania zjawisk, jak i ich
ztozonos$ci oraz czasu obliczen.

Obliczenia numeryczne prowadzono na kilku rodzajach siatek numerycznych,
dyskretyzujacych obszary przeptywu. Zwrécono uwage na znaczenie doboru siatki
numerycznej do rozpatrywanego zagadnienia. Podano przy tym sposob generacji
siatek zastosowanych w obliczeniach dwu- i tréjwymiarowych.

Waznym aspektem w procesie numerycznego rozwigzania zagadnienia
poczagtkowo brzegowego jest numeryczna realizacja warunkéw brzegowych.
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Szczeg6lnie trudne warunki implementacji mozna napotka¢ w szczelinie
miedzywiencowej. W tym przypadku konieczne jest uwzglednienie rozktadu
obwodowego parametrow na brzegu. Zastosowanie nieodbijajgcych warunkow
brzegowych lub zmiennych rozktadéw cisnienia na wylocie z wiefAca pozwala, w
przypadku waskich szczelin, na ustabilizowanie procesu obliczeniowego.

Opisane metody obliczeniowe postuzyty do okreslenia przestrzennej struktury
przeptywu w stopniach turbinowych o réznej geometrii, przy zastosowaniu modelu
czynnika nielepkiego oraz dwuwymiarowej struktury przeptywu w przypadku
modelu czynnika lepkiego. Rozpatrywane przypadki obliczeA poréwnywano z
danymi eksperymentalnymi i publikowanymi wynikami obliczen.

W modelowaniu przeptywu w kanatach turbinowych stosowano r6zne modele
czynnika roboczego. Dla czynnika roboczego przyjmowano réwnanie stanu gazu
doskonatego oraz réwnanie stanu gazu rzeczywistego. W przypadku pary wodnej
zwrécono uwage na ograniczenia w modelowaniu przeptywu, przy zastosowaniu
modelu gazu doskonatego. Szczeg6lne znaczenie ma to przy okresSlaniu wartosci
parametrow termodynamicznych oraz strumienia masy.

Uwzglednienie w modelu przeptywu kondensacji pary wodnej stanowi wazny
krok przy okreslaniu warunkéw pracy wiencow topatkowych czesci niskopreznych
turbin. Przedstawiony algorytm pozwala modelowac strukture przeptywu zaréwno
dla zagadnien ptaskich, jak i przestrzennych. Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze
uwzglednienie w obliczeniach réwnania stanu gazu rzeczywistego oraz procesu
kondensacji powoduje znaczne zwigkszenie trudnosci obliczeniowych. Mozna tu
podkresli¢, oprécz ztozonych algorytméw, znaczne zwiekszenie czasu obliczen. Jak
to wynika z przedstawionych analiz numerycznych, modele proceséw fizycznych
istotnie wptywajag na przebieg procesu kondensacji. O wrazliwo$ci procesu
kondensacji decyduje szereg parametréw obliczeniowych, jak np. siatka
numeryczna, i fizycznych, jak np. modele wzrostu kropli, napiecie powierzchniowe.
Zmiany w strukturze przeptywu wywotane procesem kondensacji w spos6b istotny
zmieniajg kinematyke strumienia, a co za tym idzie, warunki pracy poszczeg6lnych
wieAcéw. Warunki kinematyczne przeptywu otrzymane z obliczeA réznymi
modelami byly zblizone, najwiekszg rdznice obserwuje sie w wyznaczonym
promieniu kropli. Mozliwo$¢ okre$lenia tych zmian na drodze numerycznej jest
pozadana z punktu widzenia poprawy warunkow pracy i zwiekszenia sprawnosci
czesci niskopreznej. W przypadku pary wodnej lepsze rezultaty otrzymuje sie
korzystajac z modelu ciggtego wzrostu kropli.

Opracowane algorytmy obliczeniowe pozwalajg na stworzenie zestawu
programoéw do analizy zjawisk zachodzacych w kanatach maszyn przeptywowych.
Dob6r modeli przeprowadzono tak, aby koncepcja uktadu programow spetniata
kryteria ekonomicznos$ci, elastycznosci oraz czasochtonnosci dla praktycznych
zadan, ktdre wytaniajg sie w procesie:

¢ analizy istniejacych konstrukcji,
e oceny modernizacji aerodynamicznej,
e kontroli pracy turbiny przy zmiennym obcigzeniu.
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Pomimo ze procesy iteracyjne ustalania po czasie, ktére zastosowano do
rozwigzania rownan rézniczkowych zachowania, sg generalnie czasochtonne, to przy
ciggtym postepie w dziedzinie narzedzi i technik obliczeniowych przedstawione
algorytmy moga by¢ takze zastosowane do rozwigzywania zadan optymalizacyjnych
dla uzyskanie efektywniejszych konstrukcji w procesie projektowania. Efektywnym
kierunkiem postepowania jest wykorzystanie w ramach modutowej analizy
przeptywu przez grupe stopni réznych poziomoéw modelowania, przedstawionych w
niniejszym opracowaniu, w powiazaniu z metodg krzywizny linii pradu. Tego typu
podejscie spetnia najczesciej oczekiwania wytworcy oraz uwzglednia techniczne
mozliwosci aplikacyjne, co czyni je przydatne w analizie i syntezie przeptywu przez
kanaty przeptywowe maszyn wirnikowych.
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*7

Numeryczna symulacja zjawisk przeptywowych
w turbinach cieplnych

Streszczenie

W pracy przedstawiono numeryczne aspekty modelowania struktury przeptywu w
kanatach turbin cieplnych. Analizowano zjawiska wystepujacych w uktadach
topatkowych maszyn wirnikowych o ztozonej geometrii. Szczegdlnym obszarem
zainteresowania sg te czesci uktadu przeptywowego, w ktérych wystepujg predkosci
transoniczne i naddzwiekowe.

Przedstawiono algorytmy  rozwiazania  zagadnien  przeptywowych i
przedyskutowano ich przydatnos¢ w zagadnieniach analizy przeptywu w
rzeczywistych kanatach topatkowych.

Zastosowana metoda numerycznego rozwigzania réwnan zachowania oparta jest
na metodzie objetosci skonczonych przy wykorzystaniu metod typu "pod prad”
wyzszego rzedu doktadnosci do bilansowania cztonéw konwekcyjnych.

Obliczenia numeryczne prowadzono na kilku rodzajach siatek numerycznych,
dyskretyzujacych obszary przeptywu. Zwrdocono uwage na znaczenie doboru siatki
numerycznej do rozpatrywanego zagadnienia przeptywowego.

W obliczeniach przeptywu przez kanaly turbinowe stosowano rézne modele
czynnika roboczego. Uwzgledniono réwnanie stanu gazu doskonatego oraz réwnanie
stanu gazu rzeczywistego dla pary wodnej.

Metody numeryczne przy wykorzystaniu modelu gazu doskonatego zastosowano
do okre$lenia ptaskiej i przestrzennej struktury przeptywu. Stosowano przy tym dla
zagadnien przestrzennych model czynnika nielepkiego oraz dla zagadnien ptaskich
model czynnika lepkiego. Rozpatrywane przypadki obliczen poréwnywano z danymi
eksperymentalnymi i publikowanymi wynikami obliczen.

W przypadku pary wodnej zwrécono uwage na ograniczenia w modelowaniu
przeptywu z wykorzystaniem réwnania stanu gazu doskonatego.

W modelu przeptywu pary wodnej uwzgledniono zjawisko kondensacji
spontanicznej. Przedstawiono rdzne aspekty modelowania struktury przeptywu z
kondensacjg w zagadnieniach ptaskich i przestrzennych.

Opracowane algorytmy obliczeniowe pozwalajg na analize zjawisk,
zachodzacych w kanatach maszyn przeptywowych. Dobér modeli przeprowadzono
tak, by w chwili obecnej koncepcja uktadu programdéw spetniata kryteria
ekonomicznosci, elastycznos$ci oraz czasochtonnos$ci dla praktycznych zadan, ktére
wytaniajg sie w procesie analizy istniejagcych konstrukcji, oceny modernizacji
aerodynamicznej oraz kontroli pracy turbiny przy zmiennym obcigzeniu.



Numerical simulation of flow phenomena
in thermal turbines

Summary

The work presents numerical aspects of the modelling of the flow phenomena in
the channels of the thermal turbines. Flow phenomena which appear in geometrically
complicated cascades of turbomachine were analysed. Particular interest is focused
on parts of turbine channels with transonic and supersonic flows. Solution
algorithms for flow problems were presented and application abilities to the flow
analysis in real turbomachines were discussed.

Solution of the conservation laws is based on the finite volume method using high
order accuracy upwind scheme for convective fluxes calculation.

Numerical calculations were carried out on the different types of grids. The
importance of the selection of the grid types for the flow problem was considered.

Different gas models for the flow in turbine channels were used. Ideal and real
equation of state were taken in to the consideration.

Numerical method with ideal equation of state was used for the calculation of 2D
and 3D flow problems. For 3D problems the inviscid gas model and for 2D problems
the viscous gas model was considered. Calculated results were compared with
experimental data and with published numerical results.

The limitations in the calculation of the steam flow using ideal gas model were
considered.

In the steam flow calculation the spontaneous condensation model was included.
Different aspects of modelling 2D and 3D flow phenomena with condensation were
presented.

Numerical algorithms worked out for calculations of the flow phenomena in the
turbomachinery. Selection of the models was made to assure low time consuming
and flexibility in calculations of turbine flow problems for the set of algorithms. It is
important in analysing of existing machines in different work regimes and
aerodynamic modernisation processes.






