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OD AUTORA

Wprowadzanie nowych materiatbw i technologii powoduje mozliwo$é
swobodniejszego eksponowana geometrii budowli.

Cechy geometryczne stanowi¢ moga o walorach estetycznych obiektu, ale
réwniez dostosowujg ksztatt budowli do uwarunkowarn eksploatacyjnych.

Przyktadem moze by¢ budowla teoretycznie bezpieczna na wplywy sejsmiczne o
ksztatcie zblizonym do elipsoidy.

Wieza Eifla lub wieza Gliwicka, jako najwyzsza na Swiecie budowla z drewna,
stare, najczesciej jeszcze drewniane chtodnie kominowe, przekrycia wielu obiektow
uzytecznosci publicznej to ukfad wielokgtéow i tukdéw tworzgcych przestrzenne
kratownice.

Tradycyjne sklepienia w budowlach sakralnych oraz stosowane obecnie
przekrycia duzych obiektéw to przeciez konstrukcje powstate jako przenikajgce sie
powierzchnie stopnia drugiego. Koncepcja ksztattu ,zagli" dachu opery w Sydney
wedtug [42] stanowi system powtok kulistych.

Nowoczesne przekrycia duzych obiektéw powstajg czesto jako prostokresine
powierzchnie Catalana.

Schody zabiegowe, fragmenty wielopoziomowych weziéw drogowych Ilub
serpentyn to modele powierzchni srubowych.

Mozna przytoczy¢ jeszcze wiele przykladow stosowania réznych form
geometrycznych w praktyce inzyniera budowlanego, np. dachy wiszgce, budowle
balonowe, ukfady rurociggéw, ciegna sprezajace w elementach z betonu sprezonego
itp.

Wsréd wymienionych mozna wyodrebni¢ wiele przyktadow, sktadajgcych sie z
elementow figur obrotowych.

Jako wieloletni projektant konstrukcji budowlanych i osoba zajmujgca sie
nauczaniem geometrii i grafiki inzynierskiej mam $wiadomos$¢ potrzeby statego
stosowania wiedzy z tej dziedziny w praktyce inzynierskiej.

Efektem doswiadczen, wynikajacych z praktyki projektowej oraz z badan

naukowych prowadzonych w dziedzinie geometrii, jest przedstawiona praca.
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WSTEP

W otaczajgcej nas przyrodzie, a moze nawet nalezatoby powiedzie¢ w
otaczajgcej nas rzeczywistosci istnieje wiele ksztaltéw, ktére catkowicie lub
czesciowo majg postacie kotowe lub sferyczne. Ludzie od najdawniejszych czasow,
stusznie nasladujac doskonato$¢ naturalnych form, konstruujg obiekty budowlane
stosujgc takie postacie.

tukowe ksztalty mostéw przekraczajagcych gtebokie wawozy gorskie, stare
akwedukty, sferyczne kopuly budowli sakralnych lub monumentalnych obiektow
uzytecznosci publicznej to nadal urzekajgce pieknem i zadziwiajgce trwatoscig
zabytkowe budowle.

Rownoczesnie formy nowoczesnych budowli przemystowych, takich jak:
kominy fabryczne, zbiorniki wodociggowe czy tez oczyszczalnie $ciekéw, silosy,
piece tunelowe, hiperboloidalne chiodnie kominowe, a ostatnio realizowane za
pomoca nowych technologii tzw. ,budowle balonowe” itp. wskazujg na nadal aktualne
i popularne stosowanie, w modelach geometrycznych obiektéw budowlanych, tukéw
okregéw oraz fragmentéw powierzchni obrotowych, w tym sfer.

W projektowaniu zagospodarowania przestrzennego, uksztaltowania terenu,
w drogownictwie, a szczegdlnie w problemach zwigzanych z projektowaniem
weztow wielopoziomowych skrzyzowan ciggdéw komunikacyjnych itp. takze czesto
wystepujg elementy kotowe.

Oczywiscie, poza sferg budowlang réwnie czesto wystepujg formy kolowe w
modelach geometrycznych, np. obiektéw telekomunikacyjnych, radiolokacyjnych, w
urzadzeniach technologicznych itp.

Znajomos$¢ struktur geometrycznych i zaleznosci zachodzgcych miedzy nimi
znacznie ufatwia ich stosowanie w procesie projektowania, czynnosciach
pomiarowych lub tez w wykonawstwie. Przy istniejacym stanie techniki mozna
tworzy¢ odpowiednie algorytmy pozwalajgce na stosowanie technik komputerowych,
znacznie ufatwiajgcych projektowanie, pomiary geodezyjne, a moze nawet realizacje
obiektdbw o sprecyzowanych formach geometrycznych. Takze w badaniach
istniejacych obiektow Swiadomos$¢ geometrii wystepujacych tam postaci moze by¢

pomocna zar6éwno przy inwentaryzacji, jak i przy ocenie np. istniejacych deformaciji.
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W pomiarach geodezyjnych znajomo$¢ geometrii form kotowych Ilub
sferycznych moze by¢ uzyteczna przy tworzeniu algorytméw lub ustalaniu procedur,
stuzgcych do pomiaréw niektérych budowli.

W ramach zagadnienn dotyczacych geometrii okregéw i sfer, a zwlaszcza przy
analizie istniejagcych miedzy nimi zwigzkéw miarowych, jednym z ciekawych

problemow sa zaleznosci wynikajgce z miary katéw zawartych miedzy nimi.

l. OGOLNE OMOWIENIE PRACY

11 Wprowadzenie

Praca ma na celu caloSciowe opracowanie teoretycznych zagadnien
geometrycznych, omawiajgcych jeden ze zwigzkow, jakim jest miara kata pomiedzy
figurami obrotowymi zaréwno ptaskimi, czyli okregami, jak i sferami jako wybranymi
powierzchniami obrotowymi. Opracowanie to jest oparte na jednolitej metodzie
miejsc geometrycznych i w znacznej czesci bazuje na wspolnym dla catej pracy
przeksztatceniu inwersyjnym jako wiernokgtnym [19,28].

W literaturze mozna spotka¢ rozwigzania niektérych pojedynczych zagadnien
wystepujgcych w pracy. Proponowane tam konstrukcje oparte sa na réznych
sposobach rozumowania i bazujg na rozmaitych przeksztatceniach, jak np.:
inwersja, podobieAstwo, rzut stereograficzny, rzut cyklograficzny. Rozwazania te
dotycza gtéwnie zagadnien dla katéw, ktorych miara wynosi 0°[2,3,24,30,34].

Uzyskane tutaj rozwigzania potwierdzajag wyniki znane z literatury [25], jak np.
problem wystepujacy jako zagadnienie Apoloniusza [30], dotyczace okregow
stycznych do danych trzech okregéw lub problem Steinera, omawiajacy okregi
przecinajgce trzy dane okregi pod katami o zadanych miarach, przyporzadkowanych
tym okregom lub zadanie Fermata [34].

Potrzeba rozwigzania takiego zagadnienia wigze sie z  wystepowaniem
opracowanych teoretycznie relacji w praktyce inzynierskiej. W kolejnych rozdziatach
wskazano trzy aplikacje rozwazanego tematu w réznych dziatach zwigzanych z
budownictwem.

W szczegodlnosci przedstawiono metode bezinwazyjnego ustalania grubosci
powtok obiektéw budowlanych typu chiodnie kominowe, zbiorniki w oczyszczalniach
Sciekow itp. budowle inzynierskie. Ustalenie dtugosci odcinka, ktérg stanowi grubosc¢
rozpatrywanej powloki, opiera sie na teoretycznych rozwazaniach zaleznosci
zachodzacych pomiedzy niewspoétptaszczyznowymi okregami.

Inne zastosowanie teoretycznie opracowanych konstrukcji ma miejsce w
przedstawionej metodzie wstepnego projektowania trasy osi tgcznic bezkolizyjnych

weztébw drogowych. W dotychczasowej praktyce na ksztait osi tgcznicy sktadaty sie
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najczesciej klotoidalne krzywe przejsciowe, walcowe linie Srubowe i odcinki prostych.
Proponowany sposob zaktada wprowadzenie jako linii osi trasy tacznicy krzywa
koszowag przestrzenng.

Kolejna aplikacja dotyczy trasowania kabli sprezajgcych. W projektowaniu i
konstrukcji z betonu sprezonego, w miejscach wystepujacych zataman trasy kabla
istnieje konieczno$¢ wprowadzenia tuku wygtadzajgcego w postaci okregu. Réwniez
w przypadku wystepowania przeszkody na trasie kabla istnieje potrzeba wykonania
wstawki tgczgcej dwa sasiednie kable.

Nalezy sadzi¢, ze jest jeszcze wiele innych dziedzin, w ktérych znajomos$é
postugiwania sie konstrukcjami geometrycznymi, opracowanymi tutaj teoretycznie,
moze by¢é przydatna w procesie projektowania, wykonawstwa lub prac

inwentaryzacyjno - pomiarowych.

1.2. Zakres opracowania

Niniejsza praca zawiera, w czesci dotyczgcej geometrii, rozwazania zwigzane z
wybranymi zalezno$ciami wystepujgcymi pomiedzy okregami i sferami.

W czterech pierwszych rozdziatach rozpatruje sie relacje zachodzace pomiedzy
kotowymi lub sferycznymi obiektami geometrycznymi w zaleznosci od ich rodzaju i
wzajemnego usytuowania, uwzgledniajagc w kazdym z omawianych przypadkéw
warunek zachowania przyjetej wstepnie miary katéw zawartych pomiedzy nimi.

| tak w szczegdlnosci w rozdziale drugim omawia sie relacje planimetryczne
wigzace wspoiptaszczyznowe okregi spetniajgce zatozenia ustalone wstepnie, w tym
zawierajgce katy o zadanych miarach.

Nastepne rozdziaty dotyczg niewspoétptaszczyznowych figur geometrycznych, a
w szczegolnosci:

- w rozdziale trzecim przeanalizowano odpowiednie zaleznosci pomiedzy
sferami,

- w rozdziale czwartym sprecyzowano zwigzki pomiedzy sferami i okregami,

- w rozdziale pigtym badano relacje pomiedzy okregami nalezacymi do rdoznych

ptaszczyzn.
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We wszystkich rozwazaniach teoretycznych wstepnie zatozono
konieczno$¢ zachowania, pomiedzy analizowanymi okregami czy sferami,
miar ustalonych katéw.

Dla przyjetych zatozehn omawianych zaleznosci okreslono potozenie
Srodkéw szukanych linii i powierzchni, mozliwg liczbe istniejacych rozwigzan
oraz inne ciekawe zaleznosci, wystepujace w ramach rozwazanych
przypadkow.

Analizowane zagadnienia rozpatrzono przy zalozeniu, ze miary przyjmowanych
katébw sg dowolne, jak tez dla ich szczegdlnych wartosci, wynoszgcych 0° lub 90°.

W wiekszosci przypadkow przeprowadzono dowody okres$lajace rodzaje
krzywych lub powierzchni, bedgcych miejscami geometrycznymi srodkéw szukanych
okregow lub sfer.

Czes¢ druga pracy zawiera przykfady zastosowan niektorych konstrukcji
zawartych w pierwszej czesci, w praktyce inzynierskiej, zwtaszcza w branzy
budowlanej.

Mianowicie, w rozdziale széstym podaje sie opracowanie sposobu
bezinwazyjnego okreslania grubosci powtoki obrotowej budowli inzynierskie;j.

Przedstawiona metoda dotyczy mozliwosci dokonywania pomiaréw w
ptaszczyznach prostopadtych do osi powierzchni i tym samym moze by¢ stosowana
dla powierzchni obrotowych, ktérych grubosé moze by¢ mierzona w takich
ptaszczyznach prostopadtych do osi. W przypadku koput sferycznych Ilub
elipsoidalnych o niewielkich promieniach, obiektéw o ksztalcie paraboloidy obrotowej
w jej czesci ,przywierzchotkowej" itp. zaproponowana metoda musi ulec modyfikacji
(w trakcie opracowania). Przedstawiony sposéb moze byé szczegoélnie przydatny
przy inwentaryzacji powykonawczej zelbetowych zbiornikéw o ksztalcie walcowym,
hiperboloidalnych powtok chtodni kominowych itp.[1,6,22,23,26,27,31].

Korzysta sie w nim z konstrukcji miejsca geometrycznego S$rodkow
niewspotptaszczyznowych okregoéw, zawierajgcych kat o zatozonej wielkosci. Okregi
te przechodzag przez zadane dwa punkty, z ktérych jeden nalezy do teoretycznie
kotowego przekroju badanej powtoki.

Zaproponowany sposéb pomiaru grubosci powiok jest istotny w pracach
inwentaryzacyjnych ze wzgledu na mozliwo$¢ czestego wystepowania znacznych
ozbieznosci pomiedzy teoretycznie przyjetym w  projekcie ksztattem a

zrealizowanym obiektem.
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Ponadto sposob ten umozliwia okresSlenie w dowolnie przyjetym miejscu
monitorowanej powtoki deformacji w stosunku np. do uprzednio dokonywanych
pomiaréw [18].

Kolejny rozdziat, si6dmy, dotyczy uproszczonej metody okreslania, we wstepnym
projektowaniu, trasy osi tgcznic w wielopoziomowych bezkolizyjnych skrzyzowaniach
drogowych ciagébw komunikacyjnych. W metodzie tej proponuje sie zastgpienie
stosowanej dotychczas linii Srubowej i Kklotoidalnych krzywych przejSciowych
przestrzenng krzywa koszowa [29,39,40].

Zastosowanie zaproponowanej metody przeanalizowano na kilku przyktadach
najczesciej wystepujgcych tgcznic réznego typu.

W rozdziale ésmym wskazano sposéb projektowania ,tgcznikéw” pomiedzy
tukami okregdw stanowigcych osie kabli sprezajacych w konstrukcjach betonowych.
Przedstawiono sposo6b projektowania tukow wygtadzajgcych wystepujace zatamania
na trasie kabli sprezajagcych, jak tez wstawki tgczace tuki tras czasem z koniecznosci

nalezgcych do réznych ptaszczyzn [5,21,38].

[.3. Podstawy opracowania

Teoretyczna cze$¢ pracy stanowi rozszerzenie i kontynuacje zagadnien
zawartych w rozprawie doktorskiej autorki. W pracy tej oméwiono w zasadzie gtéwne
twierdzenia i konstrukcje zawarte teraz w rozdziatach lI-1V. Nie przedstawiono jednak
sposobu  wykorzystania wyznaczonych miejsc geometrycznych ~w celu
skonstruowania okreg6éw lub sfer, co w wielu przypadkach jest banalne, jednak w
niektérych uwarunkowaniach nie jest catkiem proste.

Rozdziat V stanowi rozwigzanie zupetnie nowego zagadnienia.

W pracy doktorskiej wszystkie konstrukcje opracowane byly metodami
tradycyjnymi, zas materiat ilustracyjny manualnie.

Wykorzystano tutaj takze dorobek autorski w dziedzinie relacji pomiedzy
okregami i sferami [9,11,12,14,15,16] oraz opublikowane doswiadczenia w
postugiwaniu sie programem komputerowym CABRI [7,8,10,13].

Przy przygotowaniu materiatu ilustracyjnego zamieszczonego w niniejszym

opracowaniu zastosowano technike komputerowg, co poszerzyto mozliwosci
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zrealizowania wielu konstrukcji i pozwolito na wskazanie tatwiejszych przebiegéw
konstrukcji graficznych.

Wprowadzenie techniki komputerowej stworzylo mozliwosci iteracyjnego
realizowania konstrukcji, przy zmiennych elementach wyjsciowych.

Szczegdlnie wazne jest to dla zagadnien przedstawionych w rozdziatach VII i
VIIl, gdzie mozna bezposrednio na monitorze, w sposéb ciagly, obserwowaé

konsekwencje proponowanych zmian obiektow zatozonych wstepnie.

I.4. Stosowane narzedzia

Dla teoretycznie udowodnionych zaleznosci ilustracje graficzne wykonano,
korzystajgc z kolejnych wersji programu komputerowego CABRI. Jest to francuski
program , opracowany przez matematykéw Uniwersytetu w Grenoble i przeznaczony
gtownie do stosowania w dydaktyce geometrii. Zawiera on opcje bardzo przydatng
do konstruowania krzywych wyzszych rzedéw. Opcja ta umozliwia automatyczne
rysowanie figur geometrycznych, bedgcych miejscem geometrycznym punktéw, dla
przyjetych wczesniej danych, przy ustalonych wyjSsciowo warunkach. Oczywiscie, w
celu wyznaczenia kazdego miejsca geometrycznego trzeba utworzy¢
makrokonstrukcje, po wprowadzeniu odpowiedniego algorytmu. Obiektem
zmieniajgcym swoje potozenie jest zawsze punkt Q , ktéry nalezy obraé, jako
element dany, na dowolnie przyjetej prostej lub okregu. Zmiana potozenia punktu Q
powoduje zmiane potozenia punktu na generowanym miejscu geometrycznym.
Mozliwo$¢ tworzenia  makrokonstrukcji, pozwalajgcych na  automatyczne
generowanie szukanych figur, znacznie poszerza mozliwosci przedstawienia
wynikéw badan teoretycznych, ktérych opracowanie manualne bytoby bardzo trudne,
a czasem wrecz niemozliwe. Program ten umozliwia, w sposoéb ciggly, obserwacje na
monitorze wprowadzanych na biezgco zmian, wynikajacych z doboru zatozen. Te
wiasnosci zadecydowaty o wyborze programu CABRI.

Program CABRI ma niestety znaczne mankamenty, ktére szczegOlnie dotycza
efektow edytorskich. Zaliczy¢é do nich nalezy matg mozliwo$¢ réznicowania linii
rysunkowych zaréwno pod wzgledem struktury, jak i grubosci oraz bardzo

ograniczony dostep do r6znorodnych czcionek, oznaczen graficznych, indeksow itp.
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Catos¢ pracy byta realizowana przy uzyciu trzech kolejnych wersji programu
CABRI , co spowodowato znaczne réznice w formie graficznej ilustracji.

W tekscie pracy podano nazwy opracowanych dla kazdego z zagadnien
makrokonstrukcji oraz zatozenia do ich stosowania.

Zatozenia te zawierajg, dla kazdej makrokonstrukcji, dane wyjsciowe, czyli
rysunki zadanych figur oraz wskazang kolejnos¢ uaktywniania (wskazywania) ich za
pomoca kursora i ,klikniecia” myszka.

Zbiér zastosowanych makrokonstrukcji z pokazaniem algorytméw ich tworzenia
jest ujety w oddzielnym opracowaniu, stanowigcym aneks do pracy.

Wykorzystanie programu komputerowego CABRI pozwolito na wyeliminowanie
koniecznosci  wyznaczania dla krzywych stopnia drugiego oraz dla kwadryk
elementéw okreslajacych je, jak $rednice sprzezone, asymptoty, osie itp. Dla
wyznaczonego konstrukcyjnie jednego punktu krzywej, korzystajac z opcji ,miejsce
geometryczne", uzyskuje sie rysunek calej krzywej.

Jednak dla czytelnikébw nie korzystajacych z programu CABRI opracowano
konstrukcje prowadzace do wyznaczenia figur identyfikujgcych w sposob tradycyjny
krzywe i powierzchnie stopnia drugiego, wystepujgce jako miejsca geometryczne
Srodkéw rozwazanych okregéw lub sfer. Konstrukcje te pokazane sga w oddzielnym
opracowaniu w postaci aneksu do pracy. Rysunki w tym aneksie sa wykonane

manualnie.

15. Stosowane metody odwzorowan

Przy sporzadzaniu materiatu ilustracyjnego, konstrukcje realizowano stosujgc
metode rzutdw prostokatnych najedng rzutnie lub w metode Monge'a.
W przypadku rzutowania na jedna rzutnie odlegto$¢ punktu od rzutni okreslano

ktadem odcinka, ktérego dtugos$¢ stanowita te odlegtosé.

Il. ZAGADNIENIA DOTYCZACE WSPOLPLASZCZYZNOWYCH
OKREGOW PRZECINAJACYCH SIE POD KATAMI O DANEJ
MIERZE

Celem rozwazan prowadzonych w tym rozdziale jest przeanalizowanie
zaleznosci dotyczgcych okregéw nalezacych do jednej ptaszczyzny i posiadajgcych
rzeczywiste punkty wspolne. W takiej sytuacji mamy zawsze do czynienia z
istnieniem miary kata, pod ktérym takie okregi przecinaja sie.

Przyjmujac jako warunek wyjsciowy znajomo$¢ miary tego kata okreslono
miejsca geometryczne Srodkéw okregéw dla dwéch podstawowych przypadkow,
opisanych w 111 Il.2.

Znajomos¢ tych miejsc geometrycznych pozwoli nastepnie wyznaczy¢ liczbe

mozliwych rozwigzan przy innych dodatkowych uwarunkowaniach wstepnych.

111 Okregi przechodzace przez dany punkt i przecinajgce dany

wspotptaszczyznowy z nimi okrag pod katem o danej mierze

Podstawowe zagadnienia rozwazane w niniejszym punkcie uja¢ mozna
nastepujacym twierdzeniem [12]:

Miejscem geometrycznym srodkéw okregoéw przechodzacych przez zadany
punkt P i przecinajgcych, wspdiptaszczyznowy z nimi, dany okragg a pod
katami o danej mierze $jest stozkowa c2.

Tok rozumowania w celu udowodnienia powyzszego twierdzenia ilustrowany jest
za pomocg rzutu prostokatnego na ptaszczyzne rysunku a, uznang za rzutnie.
Przyjeto zatozenie, ze ptaszczyzna, w ktorej znajdujg sie rozwazane okregi oraz
figury wyjsciowe, jest réwnolegta do rzutni lub jednoczy sie z nig.

We wszystkich rozwazaniach dotyczacych elementéw wspoiptaszczyznowych, a

wiec zawartych w tym rozdziale, takie zatozenia sg zachowane.
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Przyjmijmy wiec w ptaszczyznie a okrgg a o srodku O.. punkt P oraz prostg m
Przyjeto takze kat ptaski o mierze ei.

Sytuacja ta pokazana jest narys. Il.11a.

111 a

W celu udowodnienia powyzszego twierdzenia wystarczy wykaza¢, ze dowolna

prosta m, nalezgca do plaszczyzny a danego okregu a, posiada z rozwazanym
zbiorem c¢2 dwa punkty wspdélne, czyli ze zbidr ten jest krzywa rzedu drugiego.
Poniewaz nie istnieje krzywa rzedu drugiego, ktorej klasa bytaby inna niz dwa, wiec
szukany zbidr c2 jest krzywa stopnia drugiego [33] . Szukany jest zbior punktéw
Obl,Or2 , bedacych srodkami okregéw bl2 , zawierajgcych sie w plaszczyznie a,
przechodzgcych przez punkt P iprzecinajgcych okrgg a pod katem o mierze <=
Zalbzmy, ze okrag b jestjednym z szukanych okregéw, ktdrego Srodek Ob ma
naleze¢ do prostej m. Zauwazmy, ze musi on przechodzi¢ przez punkt Q

symetryczny do punktu P wzgledem prostej m.
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Po przyjeciu prostej m na rys. 1111b wyznaczono punkt Q.

11.1.1b

W dalszym ciggu jako przeksztalcenie pomocnicze przyjmijmy inwersje Ik, o
srodku Ok =P iokregu podstawowym k ortogonalnym do a.

Przyjecie jednego z punktéw P lub Q jako $rodka inwersji Ot zapewni spetnienie
warunku przynaleznosci punktu Ok do okregu b , gdyz w przeksztatceniu
inwersyjnym wzgledem okregu prostym, nie przechodzgacym przez srodek inwersji
Ok, przyporzadkowane sg okregi przechodzace przez ten $rodek [24].

Z dalszych rozwazahn wynika bowiem, ze szukany okrgg b powstanie z

przeksztalcenia prostej b* w inwersji 1k, wiec okrag ten zawiera¢ bedzie punkt Ok.

Okrag podstawowy k przyjeto jako ortogonalny do okregu a.
Przy takim przyjeciu obrazem inwersyjnym okregu a jest okrag a'-a , wiec

unika sie przeksztatcania go na inny okrag.
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Omowiona sytuacja jest przedstawiona na rys.11.1.1c.

11.1.1c

Punkt Q' jest punktem odpowiadajagcym punktowi Q w przeksztalceniu

inwersyjnym wzgledem okregu k[24], co przedstawiono na rys.11.1.1d.

111d
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Prostym przechodzgcym przez punkt Q i przecinajgcym okrag a' pod katem
> odpowiadaja w inwersji Ik okregi b , ktére przechodzac przez punkt P, przecinaja
okrag a pod katem <p Srodki tych okregéw nalezg do prostej/n . Latwo zauwazyé, ze
proste b[2 sg styczne do okregu at wspoétSrodkowego z okregiem a, okreslonego
dla danego kata < ktérego dtugo$¢ promienia wynosi racosg> (gdzie ra jest
promieniem okregu a).

Z punktu Q‘ mozna poprowadzi¢ zawsze tylko dwie takie proste, wiec na
prostej m istniejg dwa punkty, bedace srodkami szukanych okregéw (oczywiscie
punktami takimi moga by¢ punkty rézne rzeczywiste, rzeczywiste liczone podwdjnie
lub urojone sprzezone).

Prosta m jest dowolnie wybrang prostg ptaszczyzny a , wiec z ostatnich ustalen

wynika, ze kazda prosta przecina szukany zbiér c2 srodkéw w dwéch punktach, co
stanowi, ze zbidr ten jest linig rzedu drugiego 1241

Sytuacje te ilustruje rys.11.1.1e.

llle
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W celu wyznaczenia miejsca geometrycznego $rodkéw szukanych okregéw
mozna wykorzysta¢ program komputerowy CABRI. W programie tym, wykorzystujac
jego mozliwosci wyznaczania miejsc geometrycznych, opracowano szereg
makrokonstrukcji, pozwalajgcych na prawie automatyczne kreslenie obrazéw
rozpatrywanych figur [7]. Makrokonstrukcje te opisane sg szczeg6towo wraz z
podaniem odpowiednich algorytméw w aneksie do niniejszego opracowania. Kazda
z nich nazwano skrétowo ,mac.._m”. Dla kazdej makrokonstrukcji podano przyjete
zalozenia, przy czym punkt ruchomy Q umieszczany jest zawsze (wymog
programu) na dowolnie przyjetym okregu n lub prostej n.

W catej pracy rysunki zawierajgce zatozenia do makrokonstrukcji oznaczono
literg m.

| tak, dla zalozen przyjetych na rys.Il. 1.1 m,

1111m

obraz stozkowej, bedacej ich zbiorem srodkéw okregéw przechodzgcych przez punkt
P i przecinajacych okrgg a pod katami o mierze ¢ , mozna uzyska¢ za pomoca

makrokonstrukcji ,mac10_mc".
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Na rys.ll.1.1 pokazana jest stozkowa, w tym przypadku hiperbola, bedaca

szukanym miejscem geometrycznym.

n.l.l

11.11. Charakterystyka stozkowej c2w zaleznosci od potozenia punktu P

wzgledem danego okregu a oraz miary zadanego kata ¢

1111 a. Hiperbola jako zbior c2 sSrodkéw okregdw przechodzacych przez dany
punkt i przecinajgcych wspétptaszczyznowy z nimi okrag pod katami o

zadanej mierze

Stozkowa cZest hiperbola, jezeli przez punkt P mozna poprowadzi¢ dwie
proste b[2, zawierajgce z okregiem a kat o mierze 4> Proste te uznaje sie za
zdegenerowane okregi rozwazanej rodziny, o srodkach w punktach niewtasciwych

04 i O“. Punkty te nalezg do stozkowej c2, ktéra jest wiec hiperbolg, o

asymptotach zawierajgcych punkty A" i 02.
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Przypadek ten zachodzi zawsze, gdy punkt P jest punktem zewnetrznym
okregu , wspotsrodkowego z okregiem a, czyli gdy \OaP\ > racos(Z>.

Dla przyjetych zalozer na rys.ll.1.2m

PI5
JL

i Oal3 /2

al Q6

za pomocg ,maclO_mc” otrzymuje sie hiperbole, bedaca zbiorem Srodkéw

szukanych okregéw , pokazanych na rys 11.1.2.

12
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1111 b. Parabola jako zbior srodkéw okregéw przechodzacych przez dany
punkt i przecinajgcych wspoétptaszczyznowy z nimi okrag pod katami o

zadanej mierze

Stozkowa c2 jest parabola, jezeli przez punkt P mozna poprowadzi¢ tylko

jedng prosta £, zawierajaca z okregiem a kat O . Prosta ta jest traktowana jako
zdegenerowany okrag 2, , nalezacy do zbioru szukanych okregéw b]  Srodkiem
tego okregu jest punkt niewtasciwy 0‘h, bedacy punktem niewlasciwym stozkowej
c2, czyli w tym przypadku paraboli. Przypadek ten zachodzi wéwczas, gdy punkt P
nalezy do okregu a#, czyli gdy \OaP\ = racos0. Srednica paraboli nalezy do prostej ,

taczacej srodek danego okregu a z punktem P .

Dla przyjetych na rys.l.1.3m zalozen do makrokonstrukcji, zgodnie z

wczesniejszymi zatozeniami,

1.1.3m

za pomocag ,maclO_mc"” otrzymuje sie parabole, bedaca zbiorem $rodkéw

szukanych okregéw .
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Parabole takg pokazano na rys 11.1.3.

11.1.3

H.1.1C. Elipsa jako zbior srodkéw okregdw przechodzacych przez dany punkt i
przecinajacych wspéiptaszczyznowy z nimi okrag pod katami o zadanej

mierze

Stozkowa c2 jest elipsa, jezeli przez punkt P nie przechodzi zadna rzeczywista
prosta, zawierajgca z okregiem a kat @ Oznacza to, ze w zbiorze rozwazanych

okregbw b, , nie istnieje okrgg zdegenerowany do prostej, o $rodku w punkcie

niewlasciwym.

30

Wobec tego stozkowa c2 nie zawiera punktéw niewtasciwych, jest wiec elipsa

(lub okregiem). Przypadek ten zachodzi wéwczas, gdy \OaP\ <racostfi, czyli gdy

punkt P lezy wewnatrz okregu at .

Dla przyjetych zalozer jak na rys.ll.1.4m

11.14m

za pomoca ,macl2_mc” otrzymuje sie elipse, bedaca zbiorem $rodkéw szukanych

okregéw , co pokazano na rys 11.14.
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11.1.2. Wiasciwosci zbioru c2 srodkéw rozwazanych okregéw przy

szczego6lnych miarach danego kata

Dla szczegélnych miar zadanego kata stozkowa, bedgca miejscem
geometrycznym $rodkéw szukanych okregéw, moze wystepowaé w postaci

zdegenerowanej.

11.12a. Wiasnosci zbioru c¢2 srodkow rozwazanych okregéw, gdy miara kata

<j>=0*

Dla punktu P lezacego na zewnatrz okregu a rozwazana stozkowa ¢2 jest

hiperbola (wniosek z ustaleri w Il.1.1a) pokazana na rys.Il.1.5.

1115

32

Na rys.Il.1.6 pokazano zdegenerowang do prostej m= OaP stozkowa c2, gdy

punkt P lezy na okregu a.

1.6
Dla punktu P, lezacego wewnatrz okregu a, analizowana stozkowa ¢’ jest

elipsa (wniosek z rozwazan zawartych w 11.11c), pokazang na rys.Il.1.7.
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1.L1.2b. WHasnosci zbioru srodkow szukanych okregéw, gdy miara kata $=90°

Gdy punkt P jest punktem zewnetrznym okregu a, szukane okregi nalezg do
peku o punktach podstawowych P i P‘, a wiec ich srodki nalezg do prostej p,

bedacej podstawa peku, co wynika z rozwazan w Il.1.1a iwida¢ na rys.Il.1.8.

1118
W przypadku gdy punkt P nalezy do okregu a, stozkowa degeneruje sie do
prostej stycznej do okregu a w punkcie P, czyli szukane okregi nalezg do peku
okregow (rys.ll.1.9) o punktach podstawowych P i P1, gdzie P = P* (wynika to z
11.1.1b).

1119
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Dla punktu P lezacego wewnatrz okregu a szukanym miejscem geometrycznym
jest prosta p , bedaca podstawg peku okregow o punktach podstawowych P i P’

(jak to wynika z 11.1.1c) , co widac¢ na rys.I1.1.10.

11110

112 Okregi przecinajagce dane dwa wspodtptaszczyznowe z nimi

okregi pod katami o zadanych miarach

Dla przyjetych dwoch okregéw oraz przyporzadkowanych im miar katéw

udowodniono nastepujgce twierdzenie:

Miejscem geometrycznym c¢ Srodkéw okregow, przecinajgcych dwa
wspotptaszczyznowe z nimi dane okregi 5 i a2 pod katami o zadanych

miarach odpowiednio $5\g2 ,jest krzywa ptaska rzedu czwartego, rozpadajgca

sie na dwie stozkowe c] i c2 [11].
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W celu przeprowadzenia dowodu powyzszego twierdzenia przyjeto ( w

ptaszczyznie rysunku) dwa wspotptaszczyznowe okregi 5, i a2 oraz miary katow
(>i 42, pod ktérymi szukane okregi bLn powinny przecina¢ odpowiednio dane okregi.

Zatozenia takie podaje rys.11.2.1a.

11.2.1a

Dla przyjetych okregéw 5, i S2 wyznaczono na rys. 11.21b o$ potegowgq .

Nastepnie wyznaczono okregi i a2 o promieniach racos” i ra&cosf)2
takie, ze proste styczne do i at2 przecinajg odpowiednio okregi 5, i a2 pod

katami o zadanych miarach $3i 2.

Okregi  atl i at2 pokazano na kolejnym rys.Il.2.1c.

1.2.1C

Z kolei na osi potegowej p wyrdzniono $rodek inwersji Oki przyjeto okrag k ,
bedacy bazg przeksztalcenia Ik , jako ortogonalny réwnoczes$nie do obu okregow
5 i a2. W tak okres$lonej inwersji Ikunika sie przeksztatcania okregéw 5, i a2 oraz

a\ * ~2 na inne okregi, co ulatwia dalsze konstrukcje. Wiadomo, ze

przeksztatcenie inwersyjne jest przeksztatceniem wiernokokatnym, wiec proste

przecinajgce okregi 0 odpowiednio pod katami o zadanych miarach 0 i ¢

przeksztalcg sie w okregi przecinajgce okregi 5, i a2 réwniez pod katami 0 i 0
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Parze prostych i 6'2, stycznych zewnetrznie do obu okregéw atl i a2,
odpowiadaja szukane okregi b;l i bl2. Okregi te nalezg do peku o punktach
podstawowych OkM 2, gdzie punkt M. jest to punkt przyporzadkowany inwersyjnie
punktowi wspélnemu prostych stycznych zewnetrznie M\. Srodki szukanych
okregéw Ol i OllI2 nalezg do prostej g., bedacej podstawg tego peku.

Dla kazdego innego $rodka inwersji Otl 2 przyjetego na osi potegowej istnieje
inny okrgg kl2 , ortogonalny do danych okregow 5, i a2, definiujgcy nowa inwersje,
dla ktérej jak poprzednio istnieja po dwa okregi, ktérych Srodki nalezg do nowej
prostej q!l2

Gdyby punkt OK2 nie nalezat do osi potegowej p , okrgg podstawowy inwersji
k, 2 mégtby by¢ ortogonalny co najwyzej do jednego z danych okregow 5, i a2.
Zaistniataby wéwczas koniecznos$¢ przeksztatcania okregébw 5, i a2 na inne okregi

al i a2, co skomplikowatoby konstrukcje, lecz dla kazdego dowolnie przyjetego

okregu jako bazy inwersji istnialyby zawsze dwa okregi spetniajgce zatozone

warunki wstepne.
Tak wiec na kazdej dowolnej prostej gll2 istniejg po dwa punkty, bedace
srodkami szukanych okregéw. Z powyzszego wynika, ze szukane $rodki nalezg do

stozkowej cl.

W inwersji |k wezmy w dalszym ciggu pod uwage okregi bM i bw2
odpowiadajgce prostym bw i bW2, stycznym wewnetrznie do okregow atl i at2.
Okregi te nalezg do peku okregéw o punktach podstawowych OkM w, gdzie punkt
Mw jest punktem inwersyjnie przyporzadkowanym punktowi M'w jako wspélnemu
prostych bw i bw2. Punkty OM i Oba2 bedgce srodkami szukanych okregow, nalezg
do prostej qw, bedgcej podstawg tego peku. Z powyzszego wynika, ze istnieje druga
stozkowa cl, bedgca czescia skladowa miejsca geometrycznego Srodkow

szukanych okregow.

38

Przedstawione rozumowanie ilustruje rys.ll.2.1d.

I.2.1d

Kazda z czterech prostych stycznych réwnoczesnie do okregow a, i
mozna uwazac¢ za zdegenerowany okrag o srodku w punkcie niewtasciwym (moga
to byé punkty rzeczywiste lub urojone w zaleznosci od wzajemnego potozenia
okregow a,, i at2).

Z tego wynika, ze réwniez prosta niewtasciwa ptaszczyzny okregéw ma z
szukanym zbiorem c $rodkdw cztery punkty wspoélne. Fakt ten potwierdza teze, ze

szukanym zbiorem jest krzywa plaska rzedu czwartego.

39



Dla przyjetych na rys.11.21d i rys.1121 zalozen krzywa ta sktada sie z dwdch

hiperbol.
n2.1
1121 Wiasciwosci stozkowych c¢) i c2
potozenia danych okregéw 5,

40

przyporzgdkowanych im katéw (gdy

w zaleznosci od wzajemnego

a2 oraz od miar

(f i p2=/=9(f)

£

I.2.1a. WHasciwosci stozkowych c) i ¢ ca okregi an i af2 wymijajg sie,

czyli nie majg punktéw wspélnych i lezg wzajemnie zewnetrznie

Przy takich zatozeniach mozna poprowadzi¢ cztery rzeczywiste proste

przecinajgce dane okregi a, i a2 pod katami o zadanych miarach A\ §2 .

W tym przypadku szukanym zbiorem c sa dwie hiperbole c] i c2 , ktérych
punkty niewlasciwe nalezg odpowiednio do prostych prostopadiych do prostych €', i
b2, stycznych zewnetrznie do okregéw af, i ai2 oraz do prostych bw i b2,
stycznych wewnetrznie do okregéw i a"2. Proste te mozna uwazac¢ za cztery
zdegenerowane okregi, ktérych $rodki, czyli punkty niewlasciwe, naleza
odpowiednio do asymptot dw6ch hiperbol, czyli stozkowych c] i c2.

Dla takiego przypadku zatozenia dla programu komputerowego do

makrokonstrukcji sa zgodne z rys.I.2.2m.

Pamieta¢ nalezy, ze elementami wyjSciowymi sg tutaj dwa okregi 5, i a2 oraz
przyporzgdkowane im odpowiednio miary katow " i 42. Prosta p nalezy
skonstruowaé, a witasciwie wygenerowaé¢ na podstawie makrokonstrukcji ,mac9_m”
jako o$ potegowa dla danych okregéw a, i a2.

Dopiero na skonstruowanej osi potegowej p, przyja¢ mozna w dowolnym jej

miejscu punkt Ok jako Srodek inwersji.



Makrokonstrukcja ,macl13-mc” pozwala wygenerowa¢ na rys.ll.2.2.rozwazane

hiperbole.

li.2.2

1121 b. Stozkowe c) i c2,gdy okregi a4 i at2 sg styczne zewnetrznie

W rozwazanym obecnie przypadku mozna poprowadzi¢ trzy rzeczywiste proste
przecinajgce dane okregi 5 i a2 pod katami o zadanych miarach € i 42, wobec
tego szukanymi stozkowymi sa tutaj hiperbola c¢) i parabola c\. Hiperbole
wyznaczono jak w przypadku poprzednim. Punkty paraboli sg srodkami Obw2 |,
okregébw bwR przyporzadkowanych prostej bw stycznej do okregow i a2 wich
punkcie stycznosci. Kolejne okregi otrzymuje sie dla kolejnych potozern punktu Ok
na osi potegowej p okregéw a, i a2. Punkt niewlasciwy paraboli 0‘w nalezy do

prostej prostopadtej do prostej stycznej do okregow 5,, i a® w ich punkcie

42

stycznosci, gdyz prostg takg mozna traktowa¢ jako zdegenerowany okrag b ,

nalezacy do rozwazanej rodziny, o $rodku niewlasciwym. Dla przyjetych na

rys.1.2.3m zalozen

11.2.3m

,macl3_mz"i,macl4_mc” pozwalajg wykresli¢ na rys.ll.2.3 omawiane stozkowe.
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1121 c. Stozkowe c] i c*,gdy okregi 5\ i a2 sg styczne wewnetrznie

W analizowanym przypadku mozna poprowadzi¢ tylko jedng rzeczywistg prostag
przecinajacg dane okregi 5, i a2 pod katami o danych miarach odpowiednio $xi §2.

W zwigzku z tym dowodzi sie, ze stozkowymi zbioru c sg parabola c) i elipsa
c@. Punkty paraboli c2 wyznacza sie jak w 1121b. W celu wyznaczenia elipsy c\
nalezy wzig¢ pod uwage inwersje |k, w ktérej Srodek Ok okregu podstawowego k
nalezy do okregu a,, za$ okrag podstawowy £jest przyjety jako ortogonalny do
okregu a2. W tak przyjetej inwersji okregowi a, przyporzadkowana bedzie prosta
a[, za$ okregowi a2 okrag a2=a2. Po skonstruowaniu okregu a42, wspo6tsrodkowego
z okregiem a2 o promieniu rcos<j2, mozna wyznaczy¢ proste b\2 przecinajace
prostg a[ i okrag a2 pod katami o ustalonych odpowiednio miarach <$x\ §2. Prostym
b\2 przyporzadkowane beda w inwersji |k rozpatrywane okregi b]2 , ktérych Srodki
OHj nalezag do krzywej cl, bedacej elipsg. Doktadna konstrukcja jest zamieszczona

w aneksie pokazujgcym jej manualng realizacje oraz omoéwiona w aneksie
przedstawiajacym powstawanie makrokonstrukciji.

Dla zatozen przedstawionych na rys.Il.2.4m

1.2.4m
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.macld_mc"i,macl5_mw” pozwalajg wykresli¢ szukane krzywe jak na rys.l.2.4.

11.2.4

1121 d. Stozkowe c? i cl, gdy okregi i a2 posiadajg dwa punkty wspdine

W analizowanym obecnie przypadku mozna poprowadzi¢ tylko dwie proste

rzeczywiste HA i bz2, styczne zewnetrznie do obu okregow i a*2. Proste te mozna

uwazac za zdegenerowane okregi, ktdrych srodkami sg punkty niewtasciwe. Punkty

te nalezag do stozkowej c) , ktora jest hiperbolg. Dowodzi sie wiec, ze krzywa c@ nie

moze posiada¢ punktow niewtasciwych ijest elipsa.
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Rozwazana elipsa jest przedstawiona na rys.Il.2.5.

n25

Stozkowe c] i ¢\ mozna wykresli¢ korzystajgc z ,macl3_mz" i, macl5 _mw” dla

zatozen zgodnych z rys.11.2.5m.

; pl9
.2.5m
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I.2.1e. Stozkowe c) i c\ , gdy okregi a i a,2 nie posiadajg punktéw

wspolnych ilezgjeden wewnatrz drugiego

W tym przypadku nie istniejg rzeczywiste proste styczne do obu okregow.
Dowodzi sie, ze w takiej sytuacji szukanymi stozkowymi c\ i c\ sg dwie elipsy,

jakie wida¢ na rys.I.2.6.

1.2.6
Rysunek tych krzywych mozna uzyska¢ za pomocag ,macl5_mz” i ,macl5_mw”

lub tgcznie ,macl5_mc" dla odpowiednich zatozen wg rys.Il.2.6m.

1.2.6m
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11.2.1f. Stozkowe c2 i c\, gdy okregi aiXi af2 sg wspo6isrodkowe

W omawianej obecnie sytuacji nie istniejg rzeczywiste proste styczne do obu

okregbéw, ktére moglyby by¢ traktowane jako okregi zdegenerowane o $rodkach w

punktach niewtasciwych, nalezacych do stozkowych c2\ cl . Tak wiec stozkowe cl i
c® sa krzywymi zamknietymi. Poniewaz suma okregow a(l i a4 jest figurag
symetryczng (prostokatnie) wzgledem kazdej prostej przechodzacej przez
zjednoczony Srodek okregéw A i a42, wiec takg samag wiasciwos¢ wykazywaé musza
szukane stozkowe. W zwigzku z tym stozkowe <c] i c® sa okregami

wspotsrodkowymi z adl i a® przedstawionymi na rys.I.2.7.

1.2.7
Okregi te mozna wykresli¢ za pomocg ,macl5_15mw” i ,macl5_mz" lub tacznie

,macl5_mc” dla zalozen jak na rys.ll.2.7m.

1.2.7m
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1121 g. Stozkowe c) i cl, gdy okregi 5, i a,2 maja promienie jednakowej

diugosci i sg potozone zewnetrznie wzgledem siebie

Dla przyjetych zalozen szukanym zbiorem c jest hiperbola i prosta p=c]

bedaca osig potegowa danych okregéw a, i a2jak na rys.Il.2.8.

Kresli sie je za pomocg ,macl3_mz” dla zalozen jak na rys.ll.2.8m.

|
"OknO

1.2.8m

’
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1121 h. Stozkowe c\ i c2, gdy okregi a4 i a2 majg promienie jednakowej 1121 i. Stozkowe c] i cl, gdy okregi i @2 maja promienie jednakowej

dtugosci i sg styczne zewnetrznie dlugosci i przecinaja sie

Szukanym zbiorem c jest obecnie parabola cl i 0§ potegowa p=c] danych Dla przyjetych tutaj zatozern szukanym zbiorem c jest elipsa c2 i 0$ potegowa

kregé , i a2. .
okregow a, | a p=c] danych okregéw a, i a2.

Dla zatozen jak na rys.Il.2.9m Dla zatozen podanych na rys.Il.2.10m.

1.2.10m

Il-2.9m .maci5_mw” prowadzi do wykres$lenia elipsy c2 rys.11.2.10.

za pomocg ,macl4_mc” otrzymuje sie szukang stozkowg c2 jak na rys.l1.2.9.

11210
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11.22. Stozkowe zbioru c srodkéw szukanych okregéw dla szczegdlnych miar

0, i €2 zadanych katow

Dla szczegéinych miar ¢ i §2 zadanych katow stozkowe c\ i c), ktérych suma

jest miejscem geometrycznym c¢ $rodkdéw szukanych okregéw, moga ulegac

degeneracji.

I.2.2a. Miary katow * =@2=0° a okregi 5 i a2 sg roztgczne, lezg zewnetrznie

wzgledem siebie i majg réznej dtugosci promienie

Szukanym miejscem geometrycznym c sa tutaj dwie hiperbole c2i c].

Dla zatozen jak na rys.l.2.11m

"Ok/4
k
11211m
za pomocg ,maclé_mw" i ,macl6é_mz" lub tgcznie ,mac_l6mc” otrzymuje sie

rysunki obu hiperbol cl ic] .

52

Na rys.l1.2.11 przedstawiono te dwie hiperbole cl i c)

I.2.2b. Miary katéw ~=7~=0°, a okregi 5 i a2 sa nieprzystajgce i styczne

zewnetrznie

Miejscem geometrycznym c jest obecnie hiperbola c\ oraz prosta m=cl,

taczgca srodki danych okregbw a, i a2. Dla zatozen jak na rys.ll.2.12m

i
I om

1.2.12m
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Za pomocg ,maci6 mz otrzymuje sie rysunek szukanego miejsca geometrycznego

cl, czyli hiperboli na rys.l1.2.12.

1212

I.2.2c. Miary katéow 0,=7,=0", a okregi a, i a2sa nieprzystajgce i styczne

wewnetrznie

Szukanym miejscem geometrycznym jest tutaj elipsa c® i prosta m=c] na

rys.1.2.13.

11.2.13

Rysunek 11.2.13 wykonano dla zatozen podanych na rys.ll.2.13m za pomoca

smacl8 mw”.

11.2.13m
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11.2.2d. Miary katoéw ~,="2=0’, a okregi 5, i a2 sg nieprzystajgcymi okregami

przecinajgcymi sie

Szukanym miejscem geometrycznym c jest hiperbola c) ielipsa c®, pokazane

na rys.ll.2.14,
|
1214
wykonanym za pomoca ,macl6_mz” i ,mac_18mw” dla zalozen podanych na
rys.l.2.14m.

I.2.2e. Miary katow ~=7"2=0“ a okregi a, i a2 sa okregami roztgcznymi,

lezagcymi jeden wewnatrz drugiego, o réznych dtugosciach promieni

Przyjete zalozenia powodujg, ze miejscem geometrycznym c sg dwie elipsy cl i

Dla zatozeh podanych na rys.ll.2.15m

1.2.15m
za pomocag ,macl8_mw” i ,mac20_mz” lub tacznie ,mac20_mc” obie elipsy
wykreslono na rys.ll.2.15.

11215
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11.22f. Miary katow ~=7,=0°, a okregi 5, i a2 sg rézne i wspotsrodkowe

Szukanym miejscem geometrycznym ¢ sg tutaj dwa okregi cl i

wspoétsrodkowe z danymi okregami 5,i a2. Mozna je wykresli¢ jak na rys.l.2.16

11.2.16

za pomocg ,mac20_mc”, np. dla zatozen jak na rys.ll.2.16m.

11.2.16m
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c),

11.2.2g. Miary katow ~"=~=0°, a okregi 5, i a2sg przystajgce, roztgczne i

potozone zewnetrznie wzgledem siebie

Przy przyjetych obecnie zatozeniach szukanym miejscem geometrycznym c jest
suma hiperboli cl i prostej potegowej p=c] okregéw 5, i a2. Hiperbole c® na

rys.11.2.17 pozwala wykresli¢ ,macl6_mz"

dla zatozen podanych na rys.ll.2.17m.

1.2.17m
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11.22h. Miary katow fa=<p2=0°, a okregi a, i a2 sa przystajace i styczne
zewnetrznie
W tym przypadku szukanym miejscem geometrycznym c sg dwie proste: prosta

p , bedaca osig potegowa danych okregéw 5, i a2 oraz prosta m, wyznaczona

przez ich Srodki, jak to pokazuje rys.Il.2.18.

I1.2.2i. Miary katéw ~,="=0", a okregi 5 1 a2 sa przystajagcymi okregami,

przecinajacymi sie w punktach rzeczywistych

Szukanym miejscem geometrycznym c jest tutaj elipsa c\ i prosta p=c],
bedaca osig potegowa danych okregéw. Elipse cl wykre$li¢ mozna za pomocg

jednej z makrokonstrukcji.
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Wtym przypadku ,maci8_mw” pozwala wykresli¢ elipse pokazang na rys.l1.2.19

11.2.19

dla zatozen jak na rys.Il.2.19m.

11.2.19m
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11.23. Charakterystyka zbioru c $rodkéw okregéw b2 przecinajacych dwa
dane, wspoiptaszczyznowe z nimi okregi 5, i a2 pod katami o miarach

$1= $2=00°

Dla wszystkich wzajemnych potozen danych okregébw a, i a2 miejscem
geometrycznym s$rodkow OM2 |, okregéw b2 prostopadlych do okregow danych

jest, zgodnie z definicjg, ich oS potegowa. Dla okregow wspétsrodkowych jest ona

prostg niewtasciwag.

11.24. Przyktady konstrukcji szukanego okregu b dla ustalonego w zbiorze c

potozenia srodka Obtego okregu

Konstrukcje szukanego okregu b majag zr6znicowany przebieg w zaleznosci od

charakteru miejsca geometrycznego c.Oto dwa przyktady takich konstrukcji:

Il.2.4a. Srodek Oh konstruowanego okregu b jest punktem hiperboli c2

wspottworzgcej miejsce geometryczne ¢

Aby wyznaczy¢ dtugosé promienia Rb szukanego okregu b, przy ustalonym na
c2 jego $rodku 0,, nalezy poprowadzi¢ przez punkt 0, prostg q prostopadig do
prostej b', odpowiadajacej w inwersji Ik hiperboli c2 i stycznej do okregéw a9 i
av2. Prosta g przecina o$ potegowg p w punkcie nalezacym do szukanego okregu.

Tak wiec w opisanej sytuacji dlugos¢ promienia okregu o srodku Obwwynosi

A 2|mgdzie 2=qgnp .
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Przedstawiony przypadek jest zilustrowany na rys. 11.2.20.

11220

I.2.4b. Srodek Oh konstruowanego okregu b jest punktem paraboli ¢\

wchodzgcej w sktad miejsca geometrycznego c

Aby wyznaczy¢ dtugos$¢ promienia Rb szukanego okregu b, o sSrodku Oh
nalezagcym do paraboli c2, nalezy przez $rodek Ob poprowadzi¢ prosta q
prostopadta do osi potegowej p , okregéw 5, i a2. Prosta ta przecina o$ potegowg w

punkcie 1, nalezgcym do szukanego okregu. Tak wiec dtugos$é promienia Rb=|04]|



Rysunek 11.2.21 opisuje omoéwiong konstrukcje

12.21

I1.3. Okregi przechodzace przez dwa wyrdéznione punkty i
przecinajace dany, wspotptaszczyznowy z nimi, okrag pod

katami o zadanej mierze

Dla danego okregu a, miary kata 4 oraz kazdego ze wspodiptaszczyznowych z
a wyréznionych punktow Pt lub P2, zbiorem szukanych srodkéw okregow bxX
przecinajagcych a pod katami o ustalonej mierze ¢ sg stozkowe odpowiednio c]i
c\. Punkty wspoélne tych dwoch stozkowych spetniajg zatozone warunki.

Teoretycznie takich punktéw jest cztery. Wiadomo jednak, ze szukane $rodki

muszg leze¢ na prostej s symetralnej odcinka Pt P2 jako cieciwy rozwazanych
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okregow, a jednoczes$nie zadne trzy z nich jako punkty wspdlne dwéch stozkowych

nie moga nalezec¢ do jednej prostej.

Na rys.l1.3.1 pokazano oméwiony przyktad.

1131

Z powyzszego wynika, ze dla przyjetych tutaj zatozeri mogg istnie¢ co najwyzej dwa

rzeczywiste punkty, bedace $rodkami szukanych okregéw.
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114. Okregi przechodzgce przez zadany punkt i przecinajace dwa
dane okregi pod katami o zadanych miarach przy zatozeniu, ze

rozwazane okregi i wyrézniony punkt sg wspoiptaszczyznowe

Dla danego okregu 5,, kata §x oraz punktu P zbiorem szukanych Srodkéw jest
stozkowa c2. Dla drugiego danego okregu a2, kata §2 oraz punktu P zbiorem

szukanych sSrodkéw jest druga stozkowa c2. Punkty wspélne stozkowych c¢2i c2
spetniajg zatozone obecnie warunki.

Z powyzszego wynika, ze w omawianej sytuacji mogga istnie¢ co najwyzej cztery
rzeczywiste punkty Otl2 34, bedgce S$rodkami szukanych okregéw bI23A jak na
rys.114.

n4
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115 Okregi przecinajace trzy zadane wspoOtptaszczyznowe okregi

pod katami o zadanych miarach

Dla danych dwéch okregéw oraz przyporzadkowanych im katow zbiorem
srodkéw rozwazanych tutaj okregéw sa dwie stozkowe. Dla innej pary okregow i
przyporzadkowanych im katéw zbiorem $rodkéw rozwazanych okregéw sa inne
dwie stozkowe.

Wyréznione w ten sposéb cztery wspoiptaszczyznowe stozkowe posiadajg
szesnascie punktéw wspoélnych.

Punkty te musza leze¢ rownoczesnie na dwéch stozkowych, ktore sg rézne od
pozostatych, wiec moga zawiera¢ tylko po cztery punkty z kazdej z nich. Liczba
rozwigzan jest wiec ograniczona do osmiu.

Potwierdza to liczbe rozwigzan znanego zagadnienia Apoloniusza, dotyczacego

okregbw wzajemnie stycznych oraz zagadnienie Steinera dla katow dowolnych.



. ZAGADNIENIA DOTYCZACE SFER PRZECINAJACYCH SIE POD
KATAMI O ZADANYCH MIARACH

W tym rozdziale przeanalizowano zaleznosci zachodzgace pomiedzy sferami,
ktére posiadajg rzeczywistg linie przenikania w postaci okregu. W przypadku
stycznosci rozpatrywanych sfer okrag ten degeneruje sie do punktu.

Przecinajgce sie sfery zawierajg ze soba katy, ktérych miare przyjmuje sie jako

znana.

Jezeli przyja¢, ze omawiane tutaj sfery powstajg przez obrét okregéw
rozwazanych w rozdziale Il, mozna zatozy¢, ze krzywym stopnia drugiego, bedacym
miejscem geometrycznym Srodkow okregéw, odpowiada¢ tutaj bedg kwadryki
obrotowe.

W catosci tematu wyrézniono, podobnie jak w rozdziale Il, dwa gtéwne miejsca
geometryczne, ktorych znajomo$¢ umozliwia rozwigzanie wiekszej liczby

przypadkéw.

1111 Sfery przechodzgce przez zadany punkt i przecinajgce dang

sfere pod katami o danej mierze

Dla przyjetych zatozehn udowodniono nastepujace twierdzenie:

Miejscem geometrycznym c srodkow sfer przechodzacych przez zadany
punktiprzecinajacych dang sfere pod katami o danej mierzejest kwadryka [7].
Dla dowodu tego twierdzenia wykazano, ze dowolna ptaszczyzna a przecina

szukany zbiér ¢ w stozkowej c2.
Przyjeto sfere A, punkt P, kat o mierze O oraz prostg m.

Nalezy wyznaczyc¢ sfere B o $rodku 0Bna prostej m, przechodzgca przez punkt
P, przecinajgca sfere A pod katem o danej mierze $

Srodek Oasfery A oraz prosta m okre$lajg ptaszczyzne n, ktéra przecina sfere

A w okregu wielkim a, zas szukang sfere B w okregu wielkim b.
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(llustracje dowodu przedstawiono na rys Ill.1.1, korzystajagc z metody rzutow
prostokatnych na rzutnie n, ktérg dla ulatwienia konstrukcji przyjeto jako

ptaszczyzne rysunku. Potozenie w przestrzeni punktu P ustalono podajac jego

odlegtos¢ od rzutni n za pomocg kladu P’.)

Ptaszczyzna y prostopadta do prostej m i przechodzgca przez punkt P
przecina szukang sfere B w okregu ¢ o promieniu OcP (dlugos¢ odcinka OcP
odczytuje sie z ktadu OcP'), gdzie punkt Oc jest punktem wspdlnym prostej m i
ptaszczyzny y . Wezmy pod uwage punkty /i Il wspolne ptaszczyzny n z okregiem
¢, ktére nalezg do okregu wielkiego sfery B. Przyjmijmy np. punkt /jako $rodek Ok
pomocniczej inwersji |k, ktérej okrag podstawowy k jest ortogonalny do okregu a,
bedacego przecieciem sfery A ptaszczyzng n .

Przez punkt IV , przyporzadkowany punktowi Il w inwersji Ik, przechodzg dwie
proste b{ i &2 styczne do okregu a,, ktérego dtugos¢ promienia wynosi ra4 = rAcosi>.
Prostym b[ i odpowiadajg w inwersji |k okregi Z i 62, bedace przecigciami
szukanych sfer 5, i B2 plaszczyzng n. Srodki tych okregéw, a wiec i sfer
5,iS2nalezg do prostej m. Mozna wiec powiedzie¢, ze na kazdej przyjetej w n
prostej m istniejg dwa punkty, bedace srodkami szukanych sfer. Poniewaz jednak

wybér prostej m, a wiec i ptaszczyzn n(m P) jest calkiem dowolny, wiec ostatnie

spostrzezenie upowaznia do wniosku, ze kazda ptaszczyzna przecina zbior

¢ srodkdéw rozwazanych sfer w stozkowej. Zbior ten jest wiec kwadrykg O2.
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Rysunek I11.1.1 przedstawia ilustracje przeprowadzonego rozumowania.

iii.1.1

Rodzaj kwadryki O2 zalezy od potozenia danego punktu P wzgledem danej
sfery A oraz miary kata 3 ale w przeprowadzonym dowodzie wykazano, ze kazda
prosta posiada ze zbiorem ¢ = O2co najwyzej dwa punkty wspélne, wiec nie moze
to by¢ kwadryka prostokresina. Tak wiec szukanym miejscem O2 Srodkéw sfer
5U .przecinajgcych dang sfere A pod katem o zadanej mierze 1 i przechodzgcych

przez wyrézniony punkt P, moze by¢ hiperboloida dwupowtokowa obrotowa,
paraboloida obrotowa, elipsoida obrotowa lub sfera. Osig kazdej z tych powierzchni

jest prosta | = OaP .
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I1.1.1. Rodzaj kwadryki fi2 w zaleznosci od potozenia punktu P wzgledem

danej sfery A oraz od miary kata ¢

11111 a. Przypadek, gdy szukana kwadryka <t2jest hiperboloidg dwupowtokowg

obrotowag

Kwadryka jest dwupowiokowa hiperboloidg obrotowa, jezeli przez punkt P
mozna poprowadzi¢ nieskonczenie wiele ptaszczyzn /J12 zawierajgcych ze sferg A
katy o mierze Ptaszczyzny /32 mozna uwazaé¢ za zdegenerowane sfery o
érodkach w punktach niewtasciwych. Srodki te lezg na prostopadiych do ptaszczyzn
f?,j tworzacych powierzchni stozkowej obrotowej i skladajg sie na  stozkowag
niewtasciwg kwadryki O2. Sposrdod kwadryk nieprostokresinych tylko hiperboloida
dwupowiokowa posiada zbiér punktébw niewlasciwych w postaci stozkowej

niewtasciwej. Stgd w omawianej sytuacji kwadryka O2 jest obrotowag hiperboloidg
dwupowtokowa.

Warto zauwazyé¢, ze taki przypadek zachodzi zawsze, gdy punkt P jest
punktem zewnetrznym sfery At, wspoitsrodkowej ze sferg A i majacej promien o

dlugosci rAcos<: Hiperboloida O2 powstaje tutaj przez obrét wokot prostej | = 0AP

hiperboli okreslonej jak w przypadku p.ll.Ha.

Na rys.lIl.1.2 przedstawiono rzuty prostokatne na ptaszczyzne rysunku: sfery

A, punktu P oraz szukanego zbioru srodkéw, czyli omawianej hiperboloidy O2.
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llustracjg do oméwionego przypadku jest rys. 111.1.2

Zapis rozwazanej kwadryki w rzucie prostokgtnym na ptaszczyzne rysunku

mozna uzyskac¢ za pomocag ,mac22_m". Zatozenia do tej makrokonstrukcji pokazano

1111 b. Przypadek, gdy rozwazana kwadryka $ 2jest paraboloida obrotowa

Kwadryka O2 jest paraboloidg obrotowg, jezeli przez punkt P mozna
poprowadzi¢ tylko jednag plaszczyzne p styczng do sfery At, czyli gdy
\GaP\ = rAcostp. Przypadek ten zachodzi wéwczas, gdy punkt P nalezy do sfery At .
Ptaszczyzne p mozna w analizowanym przypadku uznaé za zdegenerowang sfere
z rodziny 5,, , przecinajaca sfere A pod katem o mierze > Niewlasciwy Srodek tej
sfery jest jedynym punktem niewtasciwym zbioru O2, wiec 02 to paraboloida
obrotowa. Paraboloida <2 moze powstac¢ przez obrét wokot prostej / = OaP , paraboli
rozwazanej w p.11.1.1b .

Na rys.ll.1.3 pokazano rzuty prostokagtne na plaszczyzne rysunku figur
wyjsciowych A i P, szukanych BI2 jak i paraboloidy O2 , bedacej zbiorem ich

Ssrodkéw . Rysunek ten mozna wygenerowac za pomocg ,mac23_m” .

11.1.3
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Zatozenia do tej makrokonstrukcji pokazuje rys.lll. 1.3m.

ll.2.3m

111.1.1C. Przypadek, gdy analizowana kwadryka O2jest elipsoidg obrotowa

Kwadryka jest elipsoida obrotowa, jezeli przez punkt P nie przechodzi zadna
rzeczywista ptaszczyzna zawierajgca ze sferg A kat $= Przypadek ten zachodzi
woéwczas, gdy odlegto$¢ punktu P od Srodka sfery A, \OaP\ < rAcos<p.

Elipsoida O2 moze powsta¢ przez obr6t woko6t osi 1=0A° elipsy omawianej w
p.ll.1.1a.

Dla zatozen podanych na rys.lll. 1.4m,

.1.4m
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uzywajgc ,mac24_mc” uzyskuje sie rzut prostokatny na ptaszczyzne elipsoidy <42

przedstawiony na rys.lll.1.4.

.14

Rysunek rzutu prostokgtnego na ptaszczyzne rysunku kwadryki <2mozna

uzyskac réwniez stosujgc makrokonstrukcje ,mac24_mc".

111.1.2Wtasciwosci zbioru ¢ =02 $srodkéw rozwazanych sfer B, 2 dla

szczegllnych miarzadanych katéw przeciecia sie tych sfer z dang sferg A

Dla szczegélnej miary zadanego kata kwadryka, bedgca miejscem
geometrycznym  $rodkéw szukanych sfer, moze wystepowaé w postaci

zdegenerowanej.
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Ill.1.2a. Charakterystyka zbioru O2w przypadku, gdy g>=(*

Dla punktu P lezacego na zewnatrz sfery A szukana kwadryka <PJest obrotowg

hiperboloidg dwupowtokowg. Moze by¢ ona wynikiem obrotu wokot prostej / =0 AP

hiperboli okre$lonej jak w p.lIl.1.2a .

Na rys.lll.1.5 pokazany jest rzut tak powstatej hiperboloidy .

Dla punktu P lezgcego na sferze A szukana kwadryka <2 degeneruje sie do
prostej m=0AP ,co wida¢ na rys.llIl. 1.6.
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Dla punktu P lezgcego wewnatrz sfery A szukana kwadryka <2 jest elipsoida
obrotowg i moze by¢ ona wynikiem obrotu elipsy okreslonej jak w p.l.1,2a i

pokazanej na rys.II1.1.7.

II.L1.2b. Charakterystyka zbioru 02, 0=90°

Gdy wyrézniony punkt P jest punktem zewnetrznym sfery A, szukane sfery

5,) naleza do peku sfer o punktach podstawowych P i P1, gdzie punkt P‘ jest to
punkt przyporzadkowany punktowi P w inwersji |k o srodku OK=0A i sferze
podstawowej K = A. Wobec tego srodki tych sfer nalezg do podstawy peku, ktéra

jest ptaszczyzng /usymetrii odcinka P P' ; n =02.
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llustruje ten przypadek rys.l11.1.8.

111.1.8

W przypadku gdy punkt P nalezy do sfery A, kwadryka O2 degeneruje sie do

ptaszczyzny s stycznej do sfery A w punkcie P, gdyz szukane sfery nalezg do

peku o punktach podstawowych P i P' ,gdzie P = P*‘, co wida¢ na rys.Il1.1.9.

111.1.9
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Dla punktu P lezgcego wewnatrz sfery A szukanym miejscem geometrycznym
jest ptaszczyzna e, bedgca podstawa peku sfer o punktach podstawowych P i P,

gdzie punkt P1ljest punktem przyporzadkowanym punktowi P w inwersji Iko srodku

0K=0 A isferze podstawowej K =A, co ilustruje rys.Il1.1.10.

111.1.10

l11.2. Wiasciwosci zbioru srodkéw sfer przecinajacych dwie dane

sfery pod katami o zadanych miarach

Dla przyjetych sfer A i A2 oraz przyporzadkowanych im kgtéw o miarach i §2
udowodniono nastepujgce twierdzenie:

- Miejscem geometrycznym Srodkéw sfer przecinajgcych dwie dane sfery
pod katami o zadanych miarach sg dwie kwadryki [16].

Dowéd oparto na twierdzeniu dotyczagcym potozenia Srodkow okregéw

przecinajgcych dwa dane okregi pod katami o zadanych miarach (p.11.2.1).

79



Prosta / tgczaca Srodki danych okregéw 5, i S2 jest r6wnoczes$nie osig
stozkowych c2 i c], stanowigcych miejsce geometryczne $rodkéw szukanych
okregobw. Dane sfery A, i A przyjeto jako okregi 5, i a2 obrécone wokét prostej /.
Tym samym omawiane w p.1121 stozkowe c2 i c2jako zbiory $srodkéw szukanych
okregdw po obrocie wokot prostej / zakreslajg kwadryki O2 i X2 .

Rzut prostokatny kwadryk ®2 i O2 na ptaszczyzne rysunku, do ktérej nalezy

prosta / przedstawia rysunek rys.lll.2.1.

.21
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111.2.1. Rodzaj kwadryk w zaleznosci od wzajemnego potozenia sfer

2i i A2, wspotsrodkowych z danymi sferami A i A2 o promieniach

rMcos<A i rRaosi2

11121 a. Wiasciwosci kwadryk O2 <562, gdy katy i<j>in=/=9(f, a sfery

AKX i Atj sg nieprzystajace, roztgczne i usytuowane zewnetrznie

W analizowanej sytuacji istnieje nieskonczenie wiele ptaszczyzn stycznych do
sfer A, i At2. Plaszczyzny te mozna podzieli¢ na styczne zewnetrznie XU  oraz
styczne wewnetrznie do sfer ]

Traktujac ptaszczyzny /?7rl2 oraz fiw2 jako zdegenerowane sfery, mozna
dostrzec, ze ich $rodki naleza do prostych prostopadiych do {812 i /3w2 ,

przechodzacych przez wyr6zniony punkt. Proste te sg tworzgcymi dwoch

powierzchni stozkowych obrotowych. Tym samym s$rodki zdegenerowanych sfer

P-\i i Pwe skifadajg sie na dwie stozkowe niewtasciwe zawarte w kwadrykach
< i<D2 . Stozkowe te nalezg do dwdéch stozkéw asymptotycznych dwoch hiperboloid
obrotowych dwupowtokowych i®2 . Osig obydwu hiperboloid jest prosta
/ =0A0 A2 tgczgca Srodki danych sfer.

Rozwazane hiperboloidy zakreSlane sg w trakcie obrotu wokoét prostej | =0A0R
dwoch hiperbol c2 i c]jwyznaczonych w sposéb podany w p.l.2.1a dla dwoéch

okregbw 5, i a2 bedacych przekrojem sfer A i A plaszczyzna n, zawierajaca

prosta I.
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Na rys.lll.2.2 przedstawiono oméwiong sytuacje.

2.2
Przy zatozeniach pokazanych na rys.lll.2.2m rysunek 111.2.2, zawierajacy rzuty

prostokatne na ptaszczyzne rysunku obu hiperboloid, mozna otrzymac korzystajgc z
.macl3jnc”.

.21 b. Wiasnosci kwadryk 02 i02 gdy katy $i2=/=(P i <hj=/=9(f, za$ sfery
A, i\ 2sg nieprzystajgce i styczne zewnetrznie

W analizowanej sytuacji mozna poprowadzi¢ nieskonnczenie wiele rzeczywistych
ptaszczyzn stycznych zewnetrznie 0z2 oraz jedng pfaszczyzne styczng
wewnetrznie do sfer i Af2 .

MI takim przypadku ptaszczyzny PAl potraktowane jako zdegenerowane sfery,
przecinajace sfery A iA odpowiednio pod katami o miarach $ \ 2, wprowadzajg do
kwadryki O2 swe niewtasciwe $rodki, lezace na prostych do nich prostopaditych. W
takim razie kwadryka <2 jest hiperboloidg obrotowg dwupowtokows.

Z kolei istnienie tylko jednej ptaszczyzny/?, jako zdegenerowanej sfery w drugiej

rodzinie sfer przecinajacych A \A2 pod katami o miarach <2, pozwala wnioskowac,

ze w kwadryce istnieje tylko jeden punkt niewlasciwy (Srodek ,sfery” JBW. Tak
wiec kwadryka jest paraboloidg obrotowa.

Osig obu powierzchni jest prosta |-0 MOA2 za$ obie te powierzchnie sa

zakresSlone w trakcie obrotu wokot osi stozkowych cl i ¢) wyznaczonych jak w

p.l.2.1b.
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Na rys.lll..2.3 przedstawiono rzut obu powyzszych kwadryk.

Obrazy rozwazanych kwadryk w rzucie prostokatnym na ptaszczyzne rysunku

n, gdy prosta / jest réwnolegla do n, mozna wygenerowac¢ wykorzystujgc
,macl3 _mz"i,macld_mc” dla zalozen pokazanych na rys.lll.2.3m.
i

I1.2.3m
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111.2.1C. WHasciwosci kwadryk ®RVi 02, gdy katy $ta=/=(f i <t>ij=/=9(f, zas sfery

A, i An sa styczne wewnetrznie

W analizowanym obecnie przypadku istnieje jedna rzeczywista ptaszczyzna

styczna do sfer i Atl, czyli ptaszczyzna, ktérg mozna uznaé za zdegenerowang

sfere przecinajagca dane sfery A, i A2 pod katami o zadanych miarach 0,i §2.
Rozumujac podobnie jak w przypadkach oméwionych w p.ll.2.1a i b stwierdza

sie, ze szukanymi kwadrykami O2 i €9 sg paraboloida obrotowa O2 i elipsoida
obrotowa <b@& . Kwadryki te powstajg przez obrét paraboli i elipsy wyznaczonej jak w

p.ll.2.1c wokét ich wspélnej osi, czyli prostej i sg pokazane na rys.lll.2.4.
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L . . . Powierzchnie te rzedstawione na rys.lll.2.5.
Zatozenia do ,macl4_mc” i ,macl5_mw”, prowadzacych do zapisu na rzutni 2P y

zjednoczonej z ptaszczyzng rysunku rzutéw kwadryk ®2 iO2, podano na

rys.ll.2.4m.

111.2.4m

11121 d. Wiasciwosci kwadryk <mVi <2, gdy katy <i2=/=(/>i <t>ir=/=9(f>, zas Za pomocg ,macl3_mz" i ,macl5_mw" mozna narysowac¢ rzuty prostokatne na

. o . . ptaszczyzne rysunku kwadryk ®2 i < , korzystajac z zatozeh pokazanych na
sfery AV i Af2 przecinaja sie i sg nieprzystajace

rys.111.2.5m.
W omawianym tutaj przypadku istnieje nieskonczenie wiele plaszczyzn

Pn2 stycznych zewnetrznie do sfer Afii A2, ktére moga by¢ uznane za
zdegenerowane sfery o s$rodkach w punktach niewtasciwych. Przeprowadzajac
rozumowanie podobne jak w p.lll.2.1a i b mozna stwierdzi¢, ze kwadryka O2jest
hiperboloidg obrotowg dwupowlokowg. Poniewaz nie istniejg rzeczywiste
ptaszczyzny styczne wewnetrznie, ktére moglyby by¢ potraktowane jako
zdegenerowane sfery o Srodkach w nieskoriczono$ci, wigc kwadryka <2 jest
elipsoidg obrotowa. Powierzchnie te mozna utworzy¢ przez obrot paraboli i elipsy

wyznaczonej jak w p.ll.2.1d wokot prostej / = 0 A0 A2. J
I1.2.5m
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11121 e. Wihasciwosci kwadryk 02 i02, gdy katy §52=/=(f\ $a=/=9(f, zas sfery
AV i a2 sg roztagczne i lezg jedna wewnatrz drugiej
Przy przyjetych danych wyjsciowych nie mozna poprowadzi¢ zadnej rzeczywistej
ptaszczyzny stycznej do obu sfer AiA2, ktérg mozna uznaé za zdegenerowang

sfere, o Srodku w punkcie niewlasciwym. Tak wiec rozpatrywane kwadryki nie

zawierajac punktow niewfasciwych musza by¢ elipsoidami obrotowymi 32 G2.

Kwadryki te sg wspoétosiowe, gdyz powstaé moga przez obrét dwédch elips ¢c2 c)

okreslonych w p.Il.2.1e wokét prostej | =0MOAL ktéra zawiera rowniez srodki elips.

Na rys.ll1.2.6 pokazano taka sytuacje.

1 2.6
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Rzuty prostokatne na ptaszczyzne rysunku kwadryk fl)2 i O2 , przedstawionych

na rysunku 111.2.6, mozna otrzymac¢ za pomoca ,macl5 mw” i ,macll5 _mz” lub

tacznie ,macl5_mc” przy zalozeniach wskazanych na rys.lll.2.6m.

11.2.6m
1M121 f. Whasciwosci kwadryk $ RVi<D2 , gdy <j>u=/=(f\ ~"=/=9<f a Afl i A2 sg
réznymi sferami wspotsrodkowymi

W takim przypadku szukanymi kwadrykami sg dwie wspoétsrodkowe z danymi

sfery i 02 zakreSlone przez obrot wokét prostej |=0MOA2 okregow

wyznaczonych jak w p.Il.2.1f i przedstawionych na rys.ll.2.7.

1.2.7
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Makrokonstrukcje ,macl5_mw” i ,macl5_mz" lub tgcznie ,,macl5_mc" okreslajg

dtugos¢ promieni sfer 9% i 6 2 przy zatozeniach podanych na rys.lll.2.7m.

l1.2.7m

ll1.2.1g. WHasciwosci kwadryk ®2 i <2, gdy katy <t>in=/=(f i $>/*=/=.00°, a AM i
Ael sa roztagcznymi, przystajacymi sferami, potozonymi zewnetrznie

wzgledem siebie

Rozumujgc podobnie jak w poprzednich podpunktach mozna doj$s¢ do wniosku,

ze przy przyjetych obecnie zatozeniach szukany zbidr jest suma hiperboloidy

obrotowej dwupowiokowej €2 oraz ptaszczyzny potegowej y danych sfer A, i A2.
Hiperboloida moze by¢ zakresSlona przez obrét wokét prostej / = 0A0 A hiperboli

c\ ustalonej w p.ll.2.1g, za$ ptaszczyzna y zawiera wyrézniong tam prosta p ijest

prostopadta do prostej /.

Zalozenia do ,macl6_mz", ktéra prowadzi do wykreslenia jak na rys.lll.2.8 rzutu

prostokatnego na pfaszczyzne rysunku hiperboloidy

rownolegta, pokazano na rys.l11.2.8m.

, gdy jej o$ jest do rzutni
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11121 h. Rodzaj kwadryk 02 i 02, gdy $a=/=(fi a Ad i Afi sg

przystajgcymi sferami stycznymi zewnetrznie

Rozwazane kwadryki sg tutaj paraboloidg obrotowag i ptaszczyzng vy, jako

ptaszczyzng potegowa danych sfer A i A2. Kwadryki te powstajg przez obrot

paraboli i prostej p wyznaczonej jak w p.ll.2.1 h wokét prostej / = OmOa2, co pokazuje
rys.11.2.9.

11.2.9

Makrokonstrukcja ,macl4_mc” prowadzi do przedstawienia w rzucie prostokatnym

na ptaszczyzne rysunku paraboloidy <} , bazujgc na rzutach danych sfer A iA2.
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Sfery A iA jako zatozenia do makrokonstrukcji pokazano rys.I11.2.9m.

lll.2.9m

11121 i. WHasciwos$ci kwadryk <ORVi O2, gdy $a=/=(fi (ia=/=9(f, a Ap, iIAe2 sg
przystajacymi sferami przecinajgcymi sie
Bazujgc na dotychczasowych doswiadczeniach tatwo dowies¢, ze w
rozwazanym przypadku kwadryki i <2 sag odpowiednio elipsoidg obrotowg d>2
oraz ptaszczyznag potegowg y zadanych sfer A, \ 2. Zostajg one zakres$lone przez

obrot elipsy c2 i osi potegowej p wyréznionej jak w p.l.2.11.

93



Rzut llipsoidy ®2 przedstawia rys. 111.2.10

1.2.10

Zatozenia do ,macl5_mw", ktére pozwala wygenerowaé rzut elipsoidy <} na

ptaszczyzne rysunku, sg podane na (rys.lll.2.10m).
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i
11.2.20m

111.2.2. Witasciwosci kwadryk i dla szczeg6lnych miar zadanych katéow

[l].2.2a. Miary katow fa=f>2=0°, a sfery A iA2sg nieprzystajace, roztgczne i lezg

zewnetrznie wzgledem siebie

Z rozwazan podejmowanych w p.lll.2.1a wynika, ze analizowane obecnie

kwadryki sa dwiema obrotowymi hiperboloidami dwupowitokowymi <2i 02, o

wspolnej osi / = OmOa2, pokazanymi na rysunku 111.2.11 .

li.2.11
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Zatozenia do ,macl6é_mz" i ,macl6é_mw” Ilub tacznie ,macl6_mc”,

umozliwiajgcych zapis rzutu prostokatnego na ptaszczyzne rysunku rozwazanych

sfer i kwadryk wskazuje rys.ll1.2.11m.
I0k/4

#

1.2.11m

iA2 sg nieprzystajgce i styczne

I11.2.2b. Miary katow {=%$,=0°a sfery A,
zewnetrznie
Szukane miejsce geometryczne skiada sie tutaj odpowiednio z hiperboloidy

obrotowej dwupowtokowej O2 oraz z prostej m, taczacej srodki danych sfer A, i A2

pokazanych na rys.lll.2.12.
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Zatozenia do ,maciejnz", ktéra pozwala na narysowanie rzutu prostokatnego,

na ptaszczyzne rysunku n , rozwazanej hiperboloidy, podano na rys.lll.2.12m.

14

1.2 12m

I1.2.2c. Miary katow =&=0", asfery A iA2sg rézne i styczne wewnetrznie

Kwadryki O”iO2 sg obecnie odpowiednio elipsoidag obrotowg o2 i prostg

m=0A0A jak na rys.lll.2.13.

111.2.13
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Makrokonstrukcja ,macl18 mw” umozliwia wykreslenie rzutu elipsoidy O2 na

podstawie zatozeh podanych na rys.lll.2.13m.

11.2.13m
l1l.2.2d. Miary katéw $ ="2=0°, a A \A2sg réznymi i przecinajacymi sie sferami

Przy przyjetych zalozeniach analizowane kwadryki fl*"iO2 sg odpowiednio

obrotowa hiperboloidg dwupowtokowa i elipsoidg obrotowag o wspolnej osi / = OaiOa2.

Kwadryki te moga by¢ zakreslone w wyniku obrotu wokot prostej /  hiperboli c] oraz
elipsy ¢\ wyréznionych analogicznie jak w p.ll.2.2d i pokazanych na rys.lll.2.14.

1.2.14
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Zatozenia do ,macl6_mz" i ,macl8_mw”, ktére pozwalajg na przedstawienie

rzutu prostokatnego na rzutnie n (ptaszczyzna rysunku) omawianych kwadryk <&, i

<{» ,podano na rys.lll.2.14m.

1.2.14m

|[l.2.2e. Miary katow fa=t2=0°, a A i A2 sg rozlagcznymi sferami lezacymi jedna

wewnatrz drugiej

Rozwazanymi kwadrykami dtiO 2 sa tutaj dwie elipsoidy obrotowe o wspoélnej osi

| =0A0 A . Kwadryki te moga by¢ zakreslone przez obr6t wokot prostej / elips c] i

cl

ustalonych tak samo jak w p.Il.2.2e iwykreslonych na rys.lIl.2.15.

111.2.15
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Za pomocg ,macl8_mw” i ,mac20_mz" lub dla obydwu kwadryk za pomoca
.mac20_mc”, przy zatozeniu réwnolegtosci prostej / do rzutni, otrzyma¢ mozna rzut
prostokatny omawianych powierzchni na ptaszczyzne rysunku. Zatozenia do tych

makrokonstrukcji pokazano na rys.lll.2.15m.

»0k/3

111.2.15m

lll.2.2f. Miary katow <4=t2=0°,a A, i A sa sferami réznymi i wspotsrodkowymi

Kwadryki i®? sa tutaj dwiema sferami wspotsrodkowymi z A, iA2. Mozna je

traktowac jako powierzchnie utworzone przez obrét okregéw c@\ c], okreslonych jak

wp.ll.2.2f ,co wskazuje rys.lll.2.16.

1216
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Pokazany na rys.lll.2.16 rzut prostokatny tych sfer na ptaszczyzne rysunku
mozna otrzymac za pomoca ,maci8_mw" i ,mac20_mz” lub ,mac20_mc dla zalozen

podanych na rys.lll.2.16m.

Ail2 \ /A1

lll.2.2g. Miary katéw ~,=~=0°, a A i A2sa sferami przystajgcymi i roztgcznymi

Miejscem geometrycznym $rodkéw rozwazanych sfer jest tutaj suma obrotowej
hiperboloidy dwupowlokowej 3>RVi ptaszczyzny potegowej y sfer A, i A2. Powstaja

one przez obrét woko6t prostej 1= 0OaOa2 hiperboli c® i prostej p ustalonych

analogicznie jak w p.ll.2.2g, ktére podano na rys.lll.2.17.
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Rzut prostokatny hiperboloidy na rzutnie n réwnolegta do ptaszczyzny rysunku

mozna otrzymac za pomoca ,maci6_mw” dla zatozeh pokazanych na rys.ll.2.17m.

|
k/4
/

111.2.17m

lll.2.2h. Miary katow $-72- 0 a sfery A, "2 sa przystajace i styczne

zewnetrznie

W tym przypadku kwadryki <I£i®2 degenerujg sie do ptaszczyzny potegowej y

sfer A, i A2 oraz do prostej m=0A0A narysowanych na rys.l11.2.18.

11.2.18

102

ll.2.2i. Miary katow =£2=0“ a sfery A iA sa przystajace i przecinajg sie

Kwadryki i s tutaJ odpowiednio elipsoidg obrotowg Ot oraz
ptaszczyznag y, bedacg ptaszczyzng potegowg danych sfer A, i A2. Zbiory te moga
by¢ traktowane jako zakres$lone, w trakcie obrotu wokot prostej /=0A0A2 przez

elipse cl iprosta p, ktdre sg ustalone analogicznie jak w p.l.2.2 i przedstawione

na rys.111.2.19.

Rzut prostokatny na ptaszczyzne rysunku n réwnolegta do prostej | elipsoidy
<5" otrzymaé mozna za pomocg ,macl8 mw” dla zalozen podanych na

rys.ll.2.19m.

111.2.19m
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111.2.3. Charakterystyka zbioréw (t! i ~ , gdy miary danych katéw 0/ i $ sa

rowne 90°

Dla wszystkich wzajemnych potozen danych sfer A, i A  miejscem
geometrycznym $srodkéw szukanych sfer BI2 prostopadtych do A, i A2jest, zgodnie

z definicja, ich pfaszczyzna potegowa. Dla sfer wspo6tsrodkowych jest ona

ptaszczyzng niewtasciwg.

1113 Sfery przechodzace przez zadane dwa dane punkty i

przecinajgce dana sfere pod kgtami o zadanej mierze

Dla danej sfery A, kata ¢ oraz kazdego z punktow Px lub P2, zgodnie z
wynikami rozwazan w punkcie 1111, zbiory S$rodkéw sfer przechodzacych
odpowiednio przez Px oraz P2i przecinajgcych sfere A pod katami o mierze $ sa
kwadryki <2 lub €2 . Punkty wspdélne obu tych kwadryk sktadajg sie na interesujgcy
nas zbior srodkéw rozwazanych sfer. W og6lnym przypadku takie punkty nalezg do
krzywej przestrzennej rzedu czwartego c4. W przypadkach szczeg6lnych krzywa
c4moze ulec rozpadowi na dwie stozkowe c\ ic\ .

W omawianej sytuacji taki przypadek ma miejsce, gdyz kwadryki <Z2 i sa

przeksztatconymi inwersyjnie powierzchniami stozkowymi opisanymi na wspdlnej
kuli. Czes¢ wspolna tak utworzonych powierzchni stozkowych skiada sie z dwdch

krzywych stopnia drugiego. Przeksztatcenie inwersyjne zachowuje przynaleznosé,
wiec i cze$¢ wspoblna kwadryk P2 i <X\ ulega rozpadowi na dwie stozkowe c2i c2.
W szczeg6lnym przypadku jedna ze stozkowych c2 lub ¢\ (np. c\) moze byé
zawarta w ptaszczyznie y, symetrii odcinka P, P2, bedacej podstawa peku
szukanych sfer BI2 . Stozkowa ta jest wowczas zbiorem srodkéw rozwazanych sfer.

Z przedstawionych przestanek wynika, ze dla odpowiednich zalozen moze

istnie¢ nieskofczenie wiele sfer o analizowanych wtasciwosciach. Srodki tych sfer
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nalezg do krzywej stopnia drugiego c2, bedacej przekrojem ptaszczyzng y kwadryk

Dla przyktadu na rys.lll.3 pokazano rzut prostokatny dwoéch takich punktéw Obi
i OB nalezacych do ptaszczyzny okreslonej przez punkty /5 P20a (w tym przypadku
jest to ptaszczyzna arkusza rysunku) oraz do stozkowej c2, bedacej linig przeciecia

kwadryk O2 itf>2 ptaszczyzna/.

13
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114 Sfery przechodzace przez zadane trzy punkty i przecinajgce

dang sfere pod katami o zadanej mierze

Zgodnie z ustaleniami z p. 1111 dla danej sfery A, kata < oraz kazdego z
danych punktéw Pt,P2lub zbiorem s$rodkéw sfer 5,2, przechodzacych przez
jeden z punktow Pt,P2lub i przecinajgcych wyr6zniong sfere A pod katem o
ustalonej mierze ¢ jest kwadryka <2, ®2Ilub O& . Srodki szukanych sfer BI2
muszg naleze¢ réwnoczesnie do wszystkich trzech wskazanych kwadryk.

Rownoczesnie wiadomo, ze $rodki szukanych sfer 5,2 musza leze¢ w

ptaszczyznach symetrii odcinkéw P, P2, PxP3, i P2P3jako podstaw pekéw szukanych

sfer. Ptaszczyzny te przechodzg przez wspélna prosta k. Prosta k i kwadryka maja
co najwyzej dwa punkty wspoélne i jest to maksymalna liczba sfer spetniajgcych

zatozone wstepnie warunki.

115. Sfery przechodzace przez zadany punkt i przecinajace dane

dwie sfery pod katami o zadanych miarach

Wiadomo, ze (p.lll.1) kazdej z danych sfer A, i A2, przyporzadkowanych im
katbw o miarach <95 \ § oraz dla punktu P zbiorem Srodkéw sfer BI2 ,

przechodzacych przez P i przecinajgcych wyrdzniong sfere pod katem o ustalonej

odpowiednio mierze, jest kwadryka. Punkty wspéine takich dwoch kwadryk €2 i &2 ,

bedace s$rodkami analizowanych sfer, nalezg do krzywej przestrzennej rzedu
czwartego c4.

Innymi stowy, istnieje nieskoriczenie wiele sfer przechodzacych przez zadany
punkt i przecinajacych dwie dane sfery pod katami o zadanych miarach. Srodki takich
sfer nalezg, w ogo6lnym przypadku, do krzywej przestrzennej rzedu czwartego.

Dla przyktadu pokazano rzuty prostokatne na ptaszczyzne rysunku n czterech

takich punktéw Om2 34, nalezacych do ptaszczyzny n, do ktdrej nalezg takze $rodki

danych sfer OM OA oraz punkt P .
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Przyktad ten ilustruje rys.llI.5.

1.5

[11.6. Sfery przechodzace przez zadane dwa punkty i przecinajgce

dwie dane sfery pod katami o danych miarach

Dla sfery A, kata $x oraz punktu Pt zbiorem $rodkéw sfer przechodzgcych
przez punkt Pt i przecinajgcych sfere A, pod katami o mierze < jest kwadryka O, .

Dla sfery A2kata 42 oraz punktu P2 $rodki, analogicznych do wyzej opisanych, sfer
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nalezg do innej kwadryki <€2 . Punkty wspodlne tych obu kwadryk skiadajg sie na

krzywa przestrzenng rzedu czwartego c4.

Wiadomo jednak, ze srodki sfer nalezgcych do peku o punktach podstawowych
Pt i P2 zawierajg sie w ptaszczyznie y , bedacej ptaszczyzng symetrii odcinka P} P2,
ktéra przecina krzywga rzedu czwartego w przypadku ogélnym w czterech punktach,
jednak w przypadkach szczegdlnych, gdy krzywa c4 rozpada sie na dwie stozkowe,
jedna z nich moze naleze¢ do ptaszczyzny y (por. p.lll.3).

W zwigzku z tym moze istnie¢ nieskonczenie wiele sfer przechodzacych przez
dane punkty i przecinajacych dwie zadane sfery pod katami o przyjetych miarach.

Srodki takich sfer nalezg do krzywej stopnia drugiego c2.

[1.7. Sfery przechodzgce przez zadany punkt i przecinajace trzy

dane sfery pod katami o zadanych miarach

Dla punktu P, kazdej z danych sfer A, ,A2i A oraz przyporzadkowanych im
katow o miarach 0,, §2i zbiorem $rodkéw sfer przechodzacych przez punkt P i
przecinajacych sfere AXJ pod katami o ustalonej odpowiednio mierze "I23 jest
kwadryka , ¥ lub 02. Kazda z kwadryk O2, 02 i O2 ma z dwiema pozostatymi

cze$¢ wspolng w postaci dwdch krzywych rzedu czwartego. Te dwie krzywe
przecinaja sie z kolei w o$Smiu punktach.

Ze wzgledu na to, ze te krzywe rzedu czwartego leza na jednej kwadryce i
posiadajg wspolng ptaszczyzne symetrii (a = OalOa20al), ich rzutami prostokatnymi
na te ptaszczyzne sag dwie stozkowe. Cztery punkty przeciecia sie tych stozkowych
sg rzutami oSmiu punktow wspoélnych, rozpatrywanych krzywych stopnia czwartego.

Wynika to takze z wtasnosci [33] moéwigcej, ze "krzywe rzedu czwartego,
gatunku pierwszego, lezace najednej itej samej kwadryce, przecinajg sie w oSmiu
punktach”.

Z powyzszego wynika, ze istnieje maksimum osiem sfer przechodzacych przez

zadany punkt i przecinajacych trzy dane sfery pod katami o przyjetych miarach.
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[11.8. Sfery zawierajgce z czterema zadanymi sferami zadane katy

Miejscem geometrycznym srodkow sfer przecinajagcych dane dwie sfery (np. A,i
A2) pod katami o zadanych miarach jest para kwadryk. Miejscem geometrycznym
Srodkéw sfer przecinajgcych dwie pozostate sfery (A, i A4) pod katami o ustalonych
wczesniej miarach sg dwie inne kwadryki.

Czes¢ wspolna par kwadryk jest szukanym zbiorem.

Czes¢ wspblng pary kwadryk (np. dla sfer .A,i A) z trzecig kwadryka stanowig
dwie krzywe rzedu czwartego. Krzywe te lezac na jednej kwadryce majg osiem
punktéw wspélnych [33]. Taka sama sytuacja powstaje, gdy ustalimy czes¢ wspding
tej samej pary kwadryk z drugg kwadryka drugiej pary (dla sfer A/i AJ .

Tak wiec istnieje maksymalnie szesnascie punktéw, bedacych Srodkami sfer
przecinajgcych cztery sfery pod katami o przyjetych miarach. Tym samym moze

istnie¢ co najwyzej szesnascie sfer przecinajgcych dane cztery sfery pod katami o

wczesniej ustalonych miarach.



V. ZAGADNIENIA DOTYCZACE OKREGOW I SFER
PRZECINAJACYCH SIE POD KATAMI O ZADANYCH
MIARACH

Niniejszy rozdziat obejmuje zagadnienia dotyczace relacji pomiedzy sferami i
okregami, posiadajgcymi punkty wspdlne. Wiadomo, ze w takim przypadku mozna
powiedzie¢, ze okrag przecina sfere pod katem, ktorego wierzchotkiem jest punkt
wspolny sfery i okregu, za$ miara tego kata jest réwna mierze kata pomiedzy prosta
styczng do okregu i ptaszczyzng styczng do sfery. Zaktada sie, ze miara tego kata
jest jednym z danych wyjsciowych. Kat, jako figura ptaska, moze by¢ usytuowany w
réznych ptaszczyznach i jego potozenie wyréznia dwa odmienne przypadki.

Zaktadajagc, ze sfery i przyporzadkowane im miary katow sa dane, celem
postawionym w tym rozdziale jest okreslenie ksztattu zbiorow, bedgcych miejscami
geometrycznymi srodkéw szukanych okregéw.

W pierwszym z rozpatrywanych przypadkow zaktada sie, ze ptaszczyzny katow
jednoczg sie z ptaszczyznami rozwazanych okregow, zas$ przypadek drugi jest
bardziej ogolny i nie zaklada zadnego warunku usytuowania ptaszczyzny kata.

Celem rozwazan prowadzonych w tym rozdziale jest okreslenie ksztatu
podstawowych  zbioréw, bedacych miejscami  geometrycznymi Srodkow
rozpatrywanych okregéw, aby nastepnie na ich podstawie ustali¢ liczbe mozliwych
rozwigzan dla przyktadow o wiekszej liczbie zalozonych warunkéw wstepnych.

W kazdym z dwu przypadkéow usytuowania ptaszczyzny zadanego kata

wyrézniono po dwa rézne zestawy elementéw wyjsciowych.
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IV.1. Zagadnienia  dotyczace  zbioru srodkoéw  okregow,
przechodzacych przez zadany punkt i przecinajagcych dang
sfere pod katami o zadanej rozwartosci, mierzonej w

ptaszczyznach rozwazanych okregoéw

Dla przyjetych danych wyj$ciowych udowodniono nastepujgce twierdzenie:

Miejscem geometrycznym srodkéw okregdw przechodzacych przez zadany
punkt i przecinajgcych dang sfere pod katami o danej rozwartosci, mierzonej w
ptaszczyznach rozwazanych okregéw, jest kwadryka <2, [14].

Dla dowodu wykazano, ze dowolna plaszczyzna a przecina zbiér O2$rodkoéw
szukanych okregéw w stozkowej. W tym celu wyr6zniono na rys.IV.11 sfere A,
punkt P, kat o mierze 9 oraz dowolnie potozong prostag m, a nastepnie wyznaczono
(jak w p. 111.1.1) dwie sfery i B2 przechodzace przez punkt P i przecinajgce sfere
A pod katami o mierze ¢, ktorych srodki, czyli punkty OB i OB nalezg do prostej

m
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Z kolei zauwazono, ze warunek pomiaru rozwartosci kata przeciecia okregu b
ze sferg A w plaszczyznie okregu b pocigga za sobg konieczno$¢ prowadzenia

ptaszczyzny o tego okregu przez Srodek sfery A.Wobec tego przekroje ustalonych
wczesniej sfer B, i B2 ptaszczyznami & = OaOmP oraz a2=0A0 BP sg okregami
K\ i nalezacymi do omawianej obecnie rodziny okregéw, a ich srodki identyczne
ze srodkami sfer 5, i B2, nalezg do wyr6znionej prostej m. Analogiczny do wyzej

opisanego zestaw dziatan geometrycznych mozna zrealizowa¢ dla kazdej prostej m,

zawartej w ustalonej ptaszczyznie a . Prowadzi to do wniosku, ze kazda prosta m
ptaszczyzny a przecina przekrdj miejsca geometrycznego O2 plaszczyzng a w
dwdch punktach. Wobec tego zbior takich par punktéw nalezacych do prostych
ptaszczyzny a stanowi stozkowa. Jest to rownoznaczne ze stwierdzeniem, ze zbior
srodkow rozwazanych okregow jest kwadrykg O2, ztozong ze stozkowych ustalonych
wczesniej opisanym sposobem w plaszczyznach a, 2 .

Zdefiniowana obecnie kwadryka O2 jest taka sama jak kwadryka ustalona w p.

1lI-1 jako miejsce geometryczne $rodkéw rozwazanych tam sfer$s . Wynika to stad,
ze wyréznione tutaj okregi bl2 sg okregami wielkimi sfer przechodzacych przez

punkt P i przecinajacych dang sfere A pod katami o zadanej mierze tp.

Rodzaj kwadryki ®2 zalezy od potozenia danego punktu P wzgledem danej
sfery A oraz miary 9 przyjetego kata.

Ponizej podano przyktady rzutow prostokatnych na ptaszczyzne rysunku
omawianych okregéw bl2 oraz kwadryk O2 jako miejsc geometrycznych Srodkéw
Od2 okregow bl2 .

Nie rozwazano tutaj rozwigzan dla szczegélnych miar przyjetych katow jak <p=0"

i 0=90°, gdyz potozenie srodkéw rozwazanych okregéw okresla sie analogicznie

do rozdziatu lIl.
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IV.1.1. Przypadek, gdy zbiér srodkow okregow bl2 jest hiperboloida obrotowa

dwupowtokowa <@

Kwadryka jest hiperboloida dwupowtokowag obrotowa, gdy punkt P lezy na

zewnatrz sfery Ae, gdzie Av jest sferg wspotsrodkowa z dang sferg A Dlugosé

promienia sfery At jest rowna rAcost.

Na rys.IV.1.2 pokazano konstrukcje rzutu prostokgtnego dwoéch szukanych

okregéw % i b2 wraz z ich $rodkami OH i Ob2.

V.12
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Dla przyjetych zatozen pokazanych na rys,IV.1.3m IV.1.2. Przypadek, gdy zbiér srodkéw okregéw bl 2 jest paraboloidg obrotowa <2

>P*/6
A71 \VP"7L ) Kwadryka O 2Zest paraboloidg obrotowg, gdy punkt P nalezy do sfery At, czyli
. gdy \POjl\=rAcos<g> Postugujac sie makrokonstrukcjg ,mac4l_mc” otrzymuje sie
I// //4 \v rzuty prostokatne na ptaszczyzne rysunku okregéw bt i b2 oraz rzut prostokatny
II oN3 T 12 .' paraboloidy obrotowej 02, bedacej zbiorem $rodkéw Obi2 okregéw bl2 , co
V\\ pokazuje rys.IV.1.4.
0/7
IV.1.3m

postugujac sie ,mac”Ojnc", otrzymuje sie na rys,IV.1.3 rzuty prostokatne na

ptaszczyzne rysunku okregéw \ i b2 oraz kwadryki. <¥2.

Powyzszy rysunek zrealizowano dla zalozeh pokazanych na rys.IV.1.4m.

IV.1.4m
V.13
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Dla przyjetych zatozen pokazanych na rys.IV.1.6m,
IV.1.3. Przypadek, gdy zbiér Srodkow okregow bJ2 jest elipsoidg obrotowag $ 2
Kwadryka OZ2jest elipsoidg obrotowa, gdy punkt P lezy wewnatrz sfery A, czyli
gdy \POA < rAcos(j>.
Na rys.IV.1.5 pokazano, w rzucie prostokatnym na ptaszczyzne arkusza rysunku,

konstrukcje szukanych okregow bl2 oraz rzut elipsoidy <32, bedacej zbiorem srodkéw

0n,2.. okregéw b]2 . Dla uproszczenia rysunku przyjeto, ze punkty OAP i Q nalezag

do rzutni.

IV.1.6m
wykorzystujac ,macl2_mc”, otrzyma¢ mozna rzuty prostokatne okregéw bl i b2 oraz

rzut prostokatny zbioru ich $rodkéw, czyli elipsoidy O2, pokazanych na rys.IV.1.6.

IV.1.6
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IV.2. WiHasciwosci zbioru srodkéw okregéw przecinajagcych dane
dwie sfery pod katami o zadanych miarach i o ramionach

zawartych w ptaszczyznach rozwazanych okregéw

Przy zatozonych warunkach wyjsciowych dowodzi sie, ze:

Miejscem geometrycznym sSrodkow okregow przecinajgcych dane dwie
sfery pod kgtami o zadanych miarach, mierzonych w ptaszczyznach szukanych
okregow sg dwie kwadryki, [7].

Analogicznie do punktu IV.1 mozna wykazaé¢, ze S$rodki OM2 rozwazanych

okregbw £u jednocza sie ze Srodkami 0B2 sfer 5,2 przecinajgcych dane dwie

sfery A, \A2 pod katami o zadanych miarach i 2, a wiec nalezg do dwodch
obrotowych nieprostokresinych kwadryk i02.
Wiasciwosci kwadryk i ®2 zaleza, jak to pokazano w rozdziale Ill, od

wzajemnego potozenia danych sfer A iA oraz miar przyporzadkowanych im katow

W dalszym ciggu pokazano tylko kilka przyktadow odwzorowan w rzucie

prostokatnym na rzutnie n zjednoczong z ptaszczyzng rysunku, kwadryk < i
®2 oraz rozwazanych okregoéw hbl2 , o srodkach O0M2 lezgcych na tych kwadrykach.

Pominieto tutaj szczegdélne wzajemne potozenia danych sfer wyjsciowych 4, iA2,
miar katow 0,=0"i0,=90°oraz 02=0°i02=90°, gdyz w kazdym przypadku mozna

bezposrednio skorzystac¢ z rozwigzan przedstawionych w rozdziale llI.
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W przyktadach tych wyr6zniono przypadki:

IV.2.1. Kwadryki 3” i <t2 sg dwiema obrotowymi hiperboloidami

dwupowtokowymi O2 i <t

Rzuty prostokgtne kwadryk O2 i

wykonane za pomocg ,macl3_mc” .

przedstawione na rysunku rys,IV.2.1 zostaly



Zatozenia do ,maci3_mc” wskazano na rys,IV.2.1m. przy wykorzystaniu' makrokonstrukcji ,macl3_mz” i ,macl4_mz" sporzadzono

rys.lv.2.2.
p/9

onMo

V.2 1m

IV.2.2. Kwadryki <Of i O2 to hiperboloida dwupowtokowa obrotowa O? oraz

paraboioida obrotowa 02

Rzuty prostokatne kwadryk <& i przedstawiono na rysunku rys,IV.2.2.

y IV.2.3. Kwadryki $f i O2 to paraboioida obrotowa <2 i elipsoida obrotowa
Dla zalozen wskazanych na rys.IV.22m

Rzuty prostokatne kwadryk O2 i zostaly wygenerowane za pomoca

.macld_mc” i ,macl5_mw” na podstawie zatozen wskazanych na rys.IV.2.3m.

IV.2.2m
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Rysunek IV.2.3 przedstawia rzuty prostokatne kwadryk O2 i <If. Na rys. IV.2.4. przedstawiono rzuty kwadryk <2 i <PV

Ai

IvV.2.3

IV.2.4. Kwadrykami O, i 02 sa dwie elipsoidy obrotowe d2 i ®2

Rzuty prostokatne kwadryk O2 i <D wykonano na podstawie ,,macl5-mw’ i

.,macl5 _mz” lub tgcznie dla obydwu kwadryk ,macl5_mc” korzystajac z zatozen Vo4

podanych na rys.2.4m.

122



IV.3. Okregi przechodzace przez zadane dwa punkty i przecinajace
dang sfere pod katami o ustalonej rozwartosci, mierzonej w

ptaszczyznach rozwazanych okregow

Z przeprowadzonych wczes$niej analiz  wynika, ze $rodki OH2 szukanych
okregéw bX2 jednoczag sie ze Srodkami Om2 sfer BX przechodzacych przez
zadane dwa punkty Px i P2 i przecinajacych dang sfere A pod katami o przyjetej
mierze $ .

Tym samym omawiane obecnie zagadnienie ma rozwigzania analogiczne do
wskazanych w p.lll.3, wiec moze istnie¢ nieskonczenie wiele okregéw bX , ktérych

srodki ObR nalezg do krzywej stopnia drugiego c2.

IV.4. Okregi przechodzace przez zadany punkt i przecinajgce dwie
dane sfery pod kagtami, ktérych zadane miary sa mierzone w

ptaszczyznach szukanych okregéw

Analogicznie do poprzedniego przypadku tatwo stwierdzi¢, ze S$rodki
OH2 rozwazanych okregéw 6U jednoczg sie ze Srodkami 0BR sfer BX
przechodzgcych przez dany punkt P i przecinajgcych dwie dane sfery A i A2 pod

katami o zadanych miarach <xi 42. Analize wiasciwos$ci miejsc geometrycznych

srodkéw tego rodzaju sfer przeprowadzono w p.lll.5. Mozna wiec obecnie stwierdzic,
ze Srodki Osl2 rozwazanych tutaj okregéw 6,2 nalezg wiec do krzywej rzedu
czwartego c4, bedacej czescig wspdling dwoch kwadryk O2 i ® 2, okreslonych dla

kazdej z zadanych sfer Axi A2, przyporzadkowanych im katéw O, i §2 oraz danego
punktu P .

Ramiona katéw o miarach 0, i §2, zawartych pomiedzy szukanymi okregami

bx a danymi sferami Axi A , nalezg do ptaszczyzn szukanych okregow.
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Na rys.IV.4 pokazano cztery punkty Oix234, nalezace do ptaszczyzny okres$lonej

punktami OaxOa2P, ktére sg wyznaczone dla przypadku, gdy ptaszczyzna ta
stanowi rzutnie”-. Sg one elementami wspolnymi hiperbol bedacych przekrojami

potudnikowymi ptaszczyzng n hiperboloid <D i €2«

Iv,4

IV.5. Okregi przechodzgce przez dwa zadane punkty i przecinajace
dwie dane sfery pod katami o ustalonych rozwartosciach,

mierzonymi w ptaszczyznach rozwazanych okregéw

Analogicznie do punktu IV.1 $rodki ObXL rozwazanych okregéw bX jednocza
sie ze srodkami Oex2 sfer B przechodzacych przez dwa dane punkty Px i P2

przecinajgcych dwie dane sfery Axi A2 pod katami o zadanych miarach xi §2.

125



Zagadnienie to przeanalizowano w punkcie 1116. Z uzyskanych tam wnioskéw
wynika, ze $rodki 0 BJ2 rozwazanych obecnie okregéw bn nalezg do iloczynu
ptaszczyzny symetrii odcinka PxP2 z okre$lonymi w 1116 kwadrykami O2 i O, . Dla

szczegOllnego przypadku, ktéry ma tutaj miejsce, a omoéwiony jest w p.lll.6, miejscem
geometrycznym $rodkéw rozwazanych okregéw moze by¢ krzywa stopnia drugiego

c2.

IV.6. Okregi przechodzace przez zadany punkt i przecinajgce trzy
dane sfery pod katami o zadanych miarach, przy czym katy te

mierzone sg w ptaszczyznach szukanych okregéw

Analogicznie do punktu IV.1 $rodki OH 2 rozwazanych obecnie okregéw bn

jednoczg sie ze Ssrodkami Ofll2 sfer Bn , przechodzacych przez dany punkt P i
przecinajacych trzy dane sfery pod katami o ustalonych miarach odpowiednio
o1'02 *03'

Zagadnienie takie bylo rozpatrzone w punkcie IIl.7, w ktérym uzasadniono

istnienie maksimum o$miu sfer spetniajgcych przyjete warunki wstepne.

Wobec tego okregébw bl2  przechodzgcych przez zadany punkt P i
przecinajgcych trzy dane sfery Ax, A2\ A pod katami o przyjetych uprzednio miarach
0,, 02i B moze by¢ co najwyzej osiem.

Jako przyktad pokazano szczegélny przypadek, gdy punkt P nalezy do

ptaszczyzny okres$lonej srodkami danych sfer Oa 0 20 A}, czyli rzutni. Dla takich
zatozeh wyznaczono punkt Ob jako Srodek szukanego okregu. Jest on punktem
wspoélnym trzech stozkowych c¢2, ¢] i c] , w ktérych rzutnia przecina trzy kwadryki

®i,<D2 i <=8, bedace zbiorem S$rodkoéw okregéw przechodzacych przez punkt P i

zawierajacych z danymi sferami A, , A2i A3 przyporzadkowane im katy 0,, 02 i 03.
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Na rys.IV.6 zilustrowano oméwiony przypadek.

V.6

Przyktad ten zamyka cze$¢ omawiajgca przypadki, gdy ptaszczyzna kata

zawartego pomiedzy szukanym okregiem a zadang sfergjednoczy sie z ptaszczyzng

rozpatrywanego okregu.

Rozwazania prowadzone w dalszej czesci rozdziatu dotyczg zatozen, w ktorych
usytuowanie plaszczyzn katéw , pod ktdrymi rozwazane okregi przecinajg dane

sfery, jest dowolne.

127



IV.7. Wlasciwosci zbioru srodkéw okregéw przechodzacych przez
dane dwa punkty i przecinajgcych dang sfere pod katami o
zadanej mierze, gdy ptaszczyzny tych katéw nie zawierajg

rozwazanych okregéw

Dla przyjetych warunkéw wykazano, ze:
Miejscem geometrycznym $rodkéw okregow przechodzacych przez
dwa dane punkty i przecinajgcych dang sfere pod katami o zadanej
rozwartosci, mierzonej w ptaszczyznach réznych od ptaszczyzn rozwazanych

okregow, jest krzywa ptaska rzedu czwartego, [7,14].
W celu okreslenia potozenia szukanych $rodkéw przyjeto sfere A, kat o mierze

¢ oraz dwa punkty Pt i P2. Wyznaczono sfere At , wspétsrodkowg z dang sferg A
o dlugosci promienia rownej rAcosO0, do ktérej kazda prosta styczna przecina sfere
A pod katem o mierze <.
Jeden z danych punktéw np. 0K przyjeto jako srodek Ok sfery K , ortogonalnej
do sfery A i bedacej bazg pomocniczej, w dalszych rozwazaniach, inwersji IK .
Przez punkt P[, przyporzadkowany w inwersji |K punktowi Px, poprowadzono
proste b\2 styczne do sfery At, ktére sa tworzacymi powierzchni stozkowej

obrotowej 0O2.

Kazdej prostej b\2 odpowiada w inwersji |Kokrag bl2 , przechodzacy przez
punkty Pt i P2 iprzecinajgcy dang sfere A pod katem o zadanej mierze $

Z wilasnosci przeksztatcenia inwersyjnego |K wynika, ze $rodki okregéw bl2

lezg na prostych t]2 , ktére przechodza przez punkt 0K, przecinaja odpowiednie

proste b[2 isg do nich prostopadie. Punkty wspdlne parami prostopaditych prostych

*i,2.. ''U...nalezg do sfery R o $rednicy OkPx
Czes¢ wspdblna sfery R i powierzchni stozkowej ®2 jest krzywa rzedu
czwartego c4. Krzywa te mozna uzna¢ za kierujgca powierzchni stozkowej, o

wierzchotku 0K i tworzacych /,2 .
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W publikacji [15] wykazano, ze tak utworzona powierzchnia stozkowa o

wierzchotku w punkcie P2 jest powierzchnigrzedu czwartego 4.
Na rys.IV.7.1 przedstawiono omoOwione zalezno$ci w rzucie prostokgtnym na

rzutnie, jednoczaca sie z ptaszczyzna rysunku, w ktérej lezg punkty P,, P2 i Oa.

vV.7.1

Srodki OH2 szukanych okregéw bl2 , przechodzacych przez punkty Pt i P2,
naleza do ptaszczyzny y, bedacej ptaszczyzng symetrii odcinka Pt P2oraz do
wczesniej wyznaczonej powierzchni stozkowej O4. Tym samym nalezg one do
krzywej plaskiej rzedu czwartego c4, bedacej przekrojem powierzchni 04

ptaszczyzna y .
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Konstrukcje obrazu rozwazanej krzywej c4 wykreslono w rzutach prostokatnych

metody Monge'a [32] na rys.IV.7.2.
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1Y.7.2

Analogiczng konstrukcje krzywej c4zrealizowano przy zatozeniach danych na

rys,IV.7.3m

"7

o i
\ a>h i
\ i
\ i P73
XQ7* |
il
4 |
Sl;l 376 N +\ P8
/A
| \
| \
! L2 \

IV.7.3m

z wykorzystaniem »mac_wis6_m" i przedstawiono na rys.IV.7.3.
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Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze istnieje nieskonczenie wiele okregéw

bX2 , przechodzgcych przez dwa dane punktyPx i P7 i przecinajgcych dang sfere A
pod katami o ustalonej rozwartosci, mierzonej w ptaszczyznach okregow bx ,
ktérych miary $2 przyjeto wstepnie.

Zauwazmy jeszcze, ze dla wyrdéznionego na wyznaczonej uprzednio krzywej c4
punktu Ot jako $rodka jednego z rozwazanych okregéw b okrag ten jest okreslony

jednoznacznie tym punktem oraz punktamiPx lub P2. Konstrukcje obrazu takiego

okregu pokazano stosujgc zapis w metodzie Monge'a na rys.IV.7 4.

IV.8. Wiasciwosci zbioru srodkéw okregéw przechodzacych przez
zadany punkt i przecinajgcych dwie dane sfery pod katami o
zadanych miarach, gdy katy pomiedzy szukanymi okregami a
danymi sferami nie sg zawarte w ptaszczyznach rozwazanych

okregow

W analizowanej sytuacji dowodzi sie, ze:

Miejscem geometrycznym Srodkéw okregow przechodzacych przez dany
punkt i przecinajgcych dwie dane sfery pod katami o ustalonych
rozwartosciach, mierzonych w ptaszczyznach réznych od ptaszczyzn
rozwazanych okregoéw, sa dwie niewspoiptaszczyznowe krzywe ptaskie rzedu

czwartego, [7,4].

W celu okreslenia potozenia srodkéw Oix2 rozwazanych okregéw bX przyjeto
dwie sfery A, i A2, polozone zewnetrznie wzgledem siebie, punkt P lezacy na
zewnatrz A, i A2 oraz katy o miarach #xi §2.

Srodek Ok pomocniczej w dowodzie inwersji IK przyjeto w punkcie P . Dla
uproszczenia dalszego dziatania sfere podstawowg K inwersji 1K przyjeto jako
ortogonalng do sferyAx. W takim przypadku sfera A[, odpowiadajaca w
przeksztalceniu inwersyjnym 1K sferze Ax, jednoczy sie z nig (A(=AX. Sferze A2
przyporzadkowano w inwersji 1K sfere A\.

Sferom Ax i A2 przyporzadkowano wspotsrodkowe z nimi sfery AX i Av2, o
diugosciach promieni odpowiednio réwnych rAcosgx i rAcos+£2, do ktérych proste
styczne b!XL i bw2 przecinajg sfery Al i A2 pod katami o miarach §xi §2.

Proste ~ ,2 oraz6'12 skladajg sie na dwie opisane jednoczes$nie na sferach Adl i
A2 powierzchnie stozkowe obrotowe i <2 , o wierzchotkach w punktach Ww i
wi.

Inwersja |K przyporzadkowuje prostym biX2 i b2 odpowiednio okregi bw2 i

b2¢ Z wiasnosci przeksztalcenia inwersyjnego wynika, ze okregi bwe i b2

133



przechodzg przez punkt P=0K (jako $rodek inwersji), a takze odpowiednio przez
punkty Ww i Wz, bedace obrazami w inwersji |K punktéw WI i We. Ponadto okregi
i M12. przecinajg dane sfery Axi A2 pod katami o danych miarach §xi €2.

Z innej wilasciwosci przeksztatcenia inwersyjnego wynika, ze $rodki
°b\.2..rozwazanych okregow bw@ i bzl2 , odpowiadajgcych w inwersji 1K tworzacym
KuJ K\2..odpowiednio nalezg do prostych /,UJ tzX2przechodzgcych przez
punkt P, przecinajgcych tworzace bW i b[X2 iprostopadtych do tych tworzgcych.

Jak juz wczesniej wspomniano w [15], wykazano, ze proste twl i t22 sa
tworzgcymi dwoch powierzchni stozkowych rzedu czwartego <t i oj . Rzut

prostokatny omawianej sytuacji przestrzennej na plaszczyzne rysunku, tozsamg z

ptaszczyzng X = OaQaZP , pokazano na rys,IV.8.1.

v.8.1
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Rownoczesnie $Srodki rozwazanych okregéw bx2 nalezg przynajmniej do jednej
z ptaszczyzn ywi y2, ktére sg ptaszczyznami symetrii odcinkow P Ww i P W,, gdzie
punkty Ww i W sg przyporzadkowane inwersyjnie punktom WI i Wz. Ptaszczyzna
/,.przecina powierzchnie<D# krzywej plaskiej rzedu czwartego cw, za$ ptaszczyzna
y. powierzchnie 04 w krzywej c4. Suma krzywych c4 i cz jest poszukiwanym
miejscem geometrycznym $rodkéw rozwazanych okregéw bl2 . Na rys,IV.8.2,

bedgcym kontynuacjg rys,IV.8.1, wykreslono rzuty prostokatne omawianych

krzywych c4i c4.

1vV.8.2
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Nastepne rysunki 1V.8.3a - [V.8.3g przedstawiajg kolejne fazy konstrukcji w

rzutach prostokatnych Monge'a obrazu jednej z wyréznionych krzywych, a

mianowicie krzywej c*.

IV.8.3a

Iv.8.3d
IV.8.3b
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IV.8.3f

IV.8.3g

Szukane okregi zawiera¢ beda punkty P i Wz(gdzie punkt Wz jest to punkt
przyporzagdkowany inwersyjnie punktowi W'‘), wiec ich $rodki naleze¢ beda do
ptaszczyzny symetrii y odcinka P W,.

Czescig wspblng ptaszczyzny y z powierzchnig stozkowa o wierzchotku P

jest krzywa ptaska rzedu czwartego cz.
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Krzywa c* jest miejscem geometrycznym $rodkéw Ol#2 szukanych okregow
*n.2... ktére w przeksztatceniu inwersyjnym odpowiadaja stycznym zewnetrznym

*zi2..do sfer AHi Alt. Rzuty tej krzywej sg pokazane na rys.IV.8.3.

IvV.8.3

Dla zatozen przyjetych zgodnie z rys,IV.8.4m
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za pomocg ,mac_wis6_m” otrzymuje sie na rys.IV.8.4 rzuty szukanej krzywej.

1vV.8.4

Dla przyjetego na ustalonym miejscu geometrycznym c\ punktu Ob jako srodka

okrag bjest okre$lony tym punktem Obi wynikajgcym z zalozern punktem Poraz

punktem Wz.
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IV.9. Usytuowanie $rodkdw okregow przechodzgcych przez dwa
zadane punkty i przecinajgcych dwie dane sfery pod kgtami o
zadanych miarach, gdy katy te nie sg zawarte w plaszczyznach

rozwazanych okregow

Z rozwazan przeprowadzonych w V.8 wynika, ze dla przyjetego punktu P], sfer
At i Aj oraz katow o miarach §xi €2 srodki Obl2 rozwazanych okregéw bJ2 nalezg
do dwoch niewspotptaszczyznowych krzywych plaskich rzedu czwartego c4ic!.

Rownoczesnie nalezy zauwazyé, ze jezeli szukane okregi 6,2 majg przechodzic¢
takze przez punkt P2, Srodki ich naleze¢ musza do ptaszczyzny y, ktora jest
ptaszczyzng symetrii odcinka PxP2. Ptaszczyzna ta moze posiada¢ z krzywymi c* i
c4 po cztery punkty wspolne lub w szczegdlnym przypadku moze to by¢ jedna z

krzywych c4 lub c\ oraz cztery punkty wspdélne ptaszczyzny y z druga krzywa.

IV.10. Potozenie srodkow okregéw przechodzacych przez zadany
punkt i zawierajgcych z trzema danymi sferami katy o
ustalonych miarach, gdy katy te nie nalezg do ptaszczyzn

rozwazanych okregéw

W p.IV.8 wykazano, ze dla przyjetego punktu P, sfer A i A2 oraz
odpowiadajgcych im katéw o miarach O, i 02 Srodki rozpatrywanych okregéw nalezg

do dwoch niewspotptaszczyznowych krzywych plaskich rzedu czwartego c4 i c4.

Dla tego samego punktu P oraz innej pary sfer, np. A, i A3, $rodki rozwazanych
okregbw nalezg do dwéch innych niewspéiptaszczyznowych krzywych ptaskich rzedu

czwartego c4, i c*,.
Kazda z tych krzywych nalezy do innej ptaszczyzny. Ptaszczyzny krzywych c\ i

c] z ptaszczyznami krzywych c*, i cd posiadajg cztery wspdélne proste.
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Kazda z nich z kazdg z krzywych c*, , c4, c4, i c4 posiada¢ moze cztery punkty

wspolne.
Tak wiec dla tak przyjetych zalozen istnie€ moze co najwyzej szesnascie

punktéw, bedacych srodkami szukanych okregéw.



V. ZAGADNIENIA DOTYCZACE NIEWSPOLPLASZCZYZNOWYCH
OKREGOW, PRZECINAJACYCH SIE POD KATAMI O
PRZYJETYCH WSTEPNIE MIARACH

Rozdziat V jest ostatnim rozdzialem, w ktérym rozpatruje sie pewne teoretyczne
zagadnienia dotyczgce niektorych geometrycznych figur obrotowych, w tym
przypadku okregéw posiadajacych punkty wspolne. Taki temat jest niejako
dopetnieniem do cato$ci omawianych zagadnien.

W ten sposéb wyczerpuje sie wszystkie mozliwosci wzajemnych relacji w
zbiorze zawierajgcym okregi i sfery.

Rownoczesnie opracowanie tego rozdziatu zostato zainspirowane $wiadomoscia
wystepowania omawianych tutaj relacji w réznych dziedzinach techniki.

Celem tych rozwazan jest ustalenie miejsca geometrycznego $rodkow
niewspoiptaszczyznowych okregéw, przecinajgcych sie pod katami o zadanych
miarach i spetniajgcych inne zatozone wstepnie warunki.

Zagadnienie to wydaje sie by¢ nowe, gdyz nie udato sie ustali¢ publikaciji
dotyczacych tak postawionego tematu. Dopiero zastosowanie techniki komputerowej
pozwolito wygenerowa¢ krzywe, stanowigce takie miejsce geometryczne.
Wyznaczanie takich krzywych manualnie, indywidualnie dla kazdych zatozen,
wydaje sie by¢ niezmiernie trudne.

Wyrézniono trzy przypadki w zaleznos$ci od usytuowania ptaszczyzn katéow, pod
ktérymi przecinajg sie¢ omawiane tu okregi. Przypadek najbardziej og6lny nie definiuje
potozenia ptaszczyzny takiego kata. W przypadkach szczeg6lnych ptaszczyzna kata
moze naleze¢ do okregu danego lub szukanego.

Nie wyrdzniano tutaj sytuacji w zaleznosci od liczby punktow wspdinych dwéch
niewspoiptaszczyznowych okregoéw.

Wydaje sie, ze w tak potraktowanym temacie mozna jeszcze szukac ciekawych
nowych teoretycznych rozwigzan.
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V.1. Whasciwosci zbioru srodkow okregéw przechodzacych przez
zadany punkt i przecinajgcych dany niewspoiptaszczyznowy z

nimi okrag pod katami o znanym wierzchotku i zadanej mierze

Wszystkie rysunki, ilustrujgce rozwazania prowadzone w niniejszym rozdziale,
wykonano, postugujac sie rzutami prostokatnymi Monge'a [32]. Rysunki zawierajgce
zatozenia do makrokonstrukcji dla programu CABRI oznaczono zawsze literg ,m”

(np.V.1.5m).
Dla zagadnien dotyczgcych okregdéw niewspoiptaszczyznowych spetniajacych

przyjete obecnie warunki wykazano, ze:

Miejscem geometrycznym $Srodkéw okregow, przechodzacych przez
zadany punkt i przecinajacych dany niewspoétptaszczyznowy z nimi okrag pod

katami o danej mierze i ustalonym wierzchotku jest krzywa ptaska rzedu

czwartego.
Rozpoczynajgc przebieg rozumowania, majagcego na celu wykazanie

poprawnosci powyzszego stwierdzenia, w pewnej plaszczyznie przyjeto okrag 5,
punktP oraz punkt W nalezacy do okregu a, a takze ustalono miare kata <43 pod

ktérym rozwazane okregi bu maja przecina¢ okrgg a. Punkt W jest wierzchotkiem

mierzonego kata.

W dalszym ciggu przeprowadzono nastepujgce dziatania geometryczne:

- w punkcie W poprowadzono prosta / styczng do okregu 5, ktérag przyjeto jako 0$
powierzchni stozkowej obrotowej Oj, o wierzchotku W i tworzgcych fl2

1

zawierajgcych z prostg / katy o ustalonej mierze < Proste txx sa prostymi
stycznymi do szukanych okregéw 6,2 ;

- przez punkt W poprowadzono ptaszczyzny jul2 prostopadie do tworzgcych tI2
W plaszczyznach tych leze¢ musza $rodki Om2 rozwazanych okregow, a

rownoczesnie plaszczyzny te obwodza powierzchnie stozkowa obrotowg o

wierzchotku W,
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-wyrézniono pek ptaszczyzn a,2 o osi a=W P wyznaczonych przez odpowiednie
tworzace tl2 powierzchni O2ipunkt P;

-wzieto pod uwage zbiér prostych p]2 , bedacych krawedziami odpowiednich
ptaszczyzn al2 i //,2 . Proste p12 jako proste przechodzgce przez punkt W i
prostopadte do odpowiednich tworzacych ti2 skfadaja sie na powierzchnie

stozkowg rzedu czwartego O4, o wierzchotku w punkcie W .

Opisana sytuacja jest pokazana na rys.V.1.1.

Rodzaj powierzchni <D4ustalono na podstawie zaleznosci podanych w [15].
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W cytowanej publikacji rozwazano dwie powierzchnie stozkowe: powierzchnie
020 wierzchotku W, i powierzchnie o wierzchotku Wm, ktérych tworzace f,2 i
m]2 sg odpowiednio prostopadte i przecinajgce sie. Powierzchnie te pokazuje

rys.V.1.2.

W przeprowadzonym rozumowaniu dla interesujgcego nas teraz przypadku

obydwie powierzchnie stozkowe posiadajg wspdlny wierzchotek W .
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Tworzace pl2 powierzchni stozkowej, o wierzchotku W sg réwnolegte do V.1.1. Konstrukcja zbioru $rodkéw okregéw przechodzacych przez zadany

unkt i przecinajgcych dany niewspoitptaszczyznowy z nimi okr od
tworzacych ml2 powierzchni 04 , wiec powierzchnia o wierzchotku W jest P P Jacy y poip Y y ag P

katami o ustalonym wierzchotku i danej mierze
powierzchnig rzedu czwartego 0>4.

Przekréj tej powierzchni ptaszczyzng (w tym przypadku y réwnolegta do rzutni Jako dane przyjeto okrag 5, w zapisach pokazanych na rys.V.1.4 - V.1.12
pionowej) jest krzywg rzedu czwartego c4pokazang na rys.V.1.3. nalezacy do rzutni poziomej, miare kata {, punkt P oraz punkt Wnalezacy do
okregu 5jako wierzchotek kata 0. W zapisach na rys.V.1.4-V.1.12 przyjeto odcinek

W P jako réwnolegly do rzutni pionowe;j.
Na rys.V.1.4 wyznaczono okrag a4, wspotsrodkowy i wspéiptaszczyznowy z
okregiem a o dlugosci promienia réwnej racos<s> Proste styczne do okregu at

przecinaja okrag a pod katami o mierze t>

Z kolei poprowadzono prostg /, styczng do okregu 5 w punkcie W i uznano jg

Rozwazane okregi btl z zalozenia przechodzic maja przez punkty P i W, wiec za 0$ powierzchni stozkowej obrotowej <}2, o kacie wierzchotkowym réwnym 2>

ich srodki Otl 2 naleze¢ musza do plaszczyzny y, ktora w omawianym przypadku tatwo zauwazy¢, ze tworzace tej powierzchni sg styczne do kuli o Srodku w punkcie

bedzie ptaszczyzna symetrii odcinka P W . Oai promieniu réwnym promieniowi okregu ar Tworzace konturowe rzutu

poziomego tl2 sa styczne do okregu at .
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Dla zalozeni podanych na rys.v.1.5m Jezeli przyjaé, ze tworzace /l23 s prostymi stycznymi do szukanych okregéw
6,2 W punkcie W, wowczas oczywiste jest, ze ich srodki Obl2 beda naleze¢ do
prostych mw , przechodzacych przez punkt W i prostopadlych do tworzacych
r,23 . Proste »,23 satworzgcymi kolejnej powierzchni stozkowej

Rzuty poziome tworzgacych konturowych mil2 powierzchni Om, prostopadtych

do tworzacych konturowych f,2 powierzchni stozkowej , pokazano na rys.V.1 6.

V.1.5m
za pomocsg ,,macé9_m’ \\ykreslono rzuty prostokatne powierzchni stozkowej <4 ,

pokazane na rys.V. 1.5.

V.1.6
V.15
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Okazuje sie. ze w dalszych rozwazaniach wygodnie jest postuzyé sie

pomocniczg powierzchnig stozkowg <t , ktdrej wierzchotkiem jest punkt P, a
tworzgce pll3 sa réwnolegte do odpowiednich tworzgcych m123 powierzchni
tatwo zauwazy¢, ze kazda z tworzacych pl2l jest prostopadta do odpowiedniej

tworzgcej /, 2 iprzecinaja.

Na rys.V. 1.7 pokazano rzuty poziome tworzacych konturowych pl2 réwnolegtych

do tworzgcych konturowych w, 2.

V.1.7
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Punkty wspdélne ortogonalnych tworzgcych r1231 a23..nalez do sfery *

Srednicy WP - rys.V.1.8.

0
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Jezeli wiec znajdzie sie punkty przebicia prostych tI2J ze sferg R, to tgcznie z
punktem P pozwalajg one wyznaczy¢ tworzagce pw powierzchni ®4 .

Z kolei prowadzgc przez punkt W odpowiednio proste w, 23 réwnolegte do
tworzacych /223 otrzymuje sie powierzchnie stozkowa ®4 , dla ktorej proste
ml2 3 sg tworzgcymi.

Jak juz zauwazono poprzednio, $srodki 04123 rozwazanych okregéw b]1} lezeé
musza w ptaszczyznie symetrii / odcinka P W.

Ostatecznie nalezy stwierdzi¢, ze $rodki Qil23 sg punktami przebicia
ptaszczyzny y tworzgcymi m123 , ktdrych suma daje krzywa ptaska rzedu czwartego
c4.

Krzywa ta jest miejscem geometrycznym Srodkéw  okregow  bx23

przechodzacych przez dany punkt P i przecinajgcych zadany okrag a, w
wyréznionym punkcie W, pod katem o mierze 0.

Na kolejnych rysunkach pokazano (w podzieleniu na etapy) sposo6b
konstruowania omawianej krzywej c4.

Dla zatozeh podanych na rys.V.1.9m

V.1.9m
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za pomocg ,mac73-m" (na rys.V.1.9) wyznacza sie rzuty krzywej przestrzennej rzedu

czwartego, bedgcej sumag punktow przebicia sfery R tworzacymi r123 .
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Dla wybranych tworzacych /34 wyznaczono, na rys.V.1.10, odpowiadajgce im Przyjmujac zmienne potozenie tworzacych t otrzymaé mozna jak na rys.V.1.11

tworzace p34 a nastepnie tB4, ktére przebijaja ptaszczyzne y w szukanych rzuty krzywej ptaskiej c4, bedacej miejscem geometrycznym Srodkéw szukanych
punktach OB i Obi. okregow (dla przyjetych zalozehn krzywa c4nalezy do ptaszczyzny prostopadtej do

rzutni pionowej).

V.111

157



korzystajac z ,mac76_f mozna otrzymaé rzuty prostokatne tej krzywej c4oraz jej

niezdeformowany ksztatt w ktadzie trapezowym, co pokazuje rys. V.1.12.
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Dla zatozen podanych na rys.V.1.12m

V.1.12

V.1.2. Konstrukcja rzutéw prostokatnych rozwazanych okregéw
V.1.2a. Konstrukcja rzutow okregéw, gdy 0*0 “*90"

Dla przyktadu na rys.V.1.13 wykreslono rzuty prostokatne okregu b o srodku w
punkcie Oj, stycznego w punkcie Wdo tworzacej t. Punkt Oh zostat przyjety na
wczesniej okreslonej krzywej cA (pp.V.1.1), bedacej miejscem geometrycznym
srodkéw Oj12 okregow btl przechodzgcych przez punkt P i przecinajgcych dany

okrag a w punkcie W pod katem o przyjetej mierze 0.

Rzuty okregu wykreslone na rys.V1.13 otrzymano, korzystajgc z ,mac78_m"

dla zatozen podanych na rys.V.1.9m.
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V.1.2b. Obrazy okregu b, gdy 0=0"

Dla kata 0=0" istnieje tylko jedno rozwigzanie. Okragg b jest okregiem
przechodzacym przez punkt P, stycznym do okregu a w punkcie W.
Zatozenia do makrokonstrukcji (ze wzgledu na potrzeby jednej z aplikacji)

przyjeto na rys.V.1.14m, rbéznicujac potozenia odcinka WP wzgledem rzutni
pionowej.

mac79_m P74 "mac92_m" P74
w vi3 w
- X /
alli \
!
[ ] o' 1
. b \ . y P1
wr2 ss___Wi2

V.1.14m

Korzystajgc odpowiednio z makrokonstrukcji ,mac79_m” lub ,mac92_m” mozna

uzyskac rzuty rozwazanego okregu b przedstawione na rys.V.1.14.

V.1.14
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V.1.2c. Rzuty okregu b, gdy 0=90"

Dla miary kata 0=90" szukane okregi zawarte sg w ptaszczyznach al23

wyznaczonych przez punkt Pi

proste /123 przechodzace przez

prostopadte do prostej s stycznej do okregu a w punkcie W.

punkt W

Rzuty prostokatne jednego z okregéw 6123 pokazano metodg klasyczng na

rys.v.1.15.

V.1.15
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Obraz krzywej zawierajgcej srodki OH23 rozwazanych okregowi, 23 oraz ich

rzuty prostokatne mozna uzyskac¢ réwniez dla zatozen jak na rys.V.1.16m, postugujac

sie makrokonstrukcja ,mac80_m".

V.1.16m

V.2. Okregi przechodzgce przez zadany punkt, przecinajgce
niewspotptaszczyznowy z nimi dany okragg pod katami o
przyjetej mierze i wierzchotku , przy szczegdélnym usytuowaniu

ptaszczyzn tych katow

W zaleznos$ci od usytuowania ptaszczyzn cr, 23, w ktérych zawarte sg ramiona

katow ¢, pod ktérym szukane okregi bl2 przechodzace przez dane punkty Pi W

przecinajg dany okrgg a , mozna wyodrebni¢ dwa przypadki szczegélne.
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V.2.1. Plaszczyzny katéw, pod ktorymi okregi bl2 przecinajg dany okrag a

jednocza sie z ptaszczyznami okregéw bl 2

W celu skonstruowania rzutow prostokgtnych takiego okregu b przyjeto jako

dane okrag a (nalezacy do rzutni poziomej) , miare $kata przeciecia sie okregébw a

i b, punkt P nie nalezagcy do ptaszczyzny okregu a oraz punkt W, nalezacy do

okregu a i bedacy wierzchotkiem kata <p. W dalszym ciggu wyznaczono okrag av,
wspoétsrodkowy i wspotptaszczyznowy z okregiem 5, o dlugosci promienia rownej
racosg> Proste styczne do av przecinajg dany okrag a pod katem 0. Nastepnie
wyrézniono prosta /, styczng do okregu a w punkcie W, uznajgc jg za 0$
powierzchni stozkowej obrotowej <2 o kacie wierzchotkowym réwnym 29> i

tworzacych r123 | rys.V.2.1.

V.21
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Rzuty prostokatne powierzchni a2 wykreslono na rys.V.2.1, korzystajac z

makrokonstrukcji ,mac69_m" przy zatozeniach przyjetych jak na rys.vV.2.1m.

V.2.im

Szukany okrgg b zawarty jest w plaszczyznie p okre$lonej punktem P oraz
jedng z tworzacych powierzchni <® . W plaszczyznie okregu b leze¢ musi réwniez
o$ /, wobec tego p=P |. Plaszczyzna p przecina wiec powierzchnie O2 w dwoch

tworzgcych f3 i tA Obrazy tych tworzacych wyznaczono na rys.V.2.2, konstruujac

krawedz k, ptaszczyzny okregu p z ptaszczyzng przekroju normalnego stozka co,

wykorzystujgc punkty wspolne ptaszczyzny o z prosta / i odcinkiem P W.
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Rzuty tworzgcych t3 i tA mozna rdéwniez otrzymaé za pomoca ,mac8l_m”

korzystajgc z zatozen przyjetych na rys.V.2.2m.

V.2.2m

Znajac tworzace t2 i r4, styczne do odwzorowywanych okregow b3 i b4 w

punkcie W i wiedzac, ze okregi b3 i bA przechodzi¢ musza przez punktP,

otrzymujemy jednoznaczne okre$lenie tych okregdéw, pokazane na rys.V.2.3.
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Ten sam efekt pokazany na rys.V.2.4 mozna uzyskaé¢ za pomoca

.,mac82_m" przy zatozeniach podanych na rys.V.2.2.
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Korzystajgc z makrokonstrukcji ,mac83_m” , dla zalozen jak na rys.V.2.2m,

skonstruowano na rys. V.2.5 rzuty obu wczes$niej wskazanych okregow £3 i 64.

V.2.1la. Rzuty okregu b przechodzgacego przez dany punkt P i przecinajacego
dany niewspoiptaszczyznowy z nim okragg a pod danym katem,
ktorego miara wynosi 0°, gdy ptaszczyzna kata jednoczy sie z

ptaszczyzng szukanego okregu b
Dla kata 0=0° i ustalonego na a punktu W przecigcia sie okregéw a i b okregi

dany a iszukany b majg wspdlng styczng w punkcie W . Wobec tego istnieje tutaj
tylko jedno rozwigzanie.
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Na rys.V.2.6 pokazano szukany okrag b

V.2.1b. Rzuty okregdéw b przechodzgcych przez dany punkt P i przecinajacych

dany niewspoiptaszczyznowy z nim i okrgg a pod danym katem,
ktorego miara wynosi 90° i ktérego ptaszczyzna jednoczy sie z

ptaszczyznag szukanego okregu

W analizowanej sytuacji tatwo zauwazy¢, ze kazdy z rozwazanych okregow

b, 23 leze¢ musi odpowiednio w ptaszczyznie /?123 , przechodzacej przez punkt P,
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prostopadiej do ptaszczyzny a okregu a i stycznej do a. Rozwazany okrag jest
styczny w punkcie W do prostej t prostopadiej do a i przechodzi przez punkt P .

Okrag ten pokazuje rys. V.2.7.

V.2.2. Konstrukcja obrazu szukanego okregu b, przechodzgcego przez zadany
punkt Pi przecinajgcego dany niewspoiptaszczyznowy z nim okrag a w
danym punkcie W, pod katem, ktérego miara 0 jest znana, i ktérego

ptaszczyzna jednoczy sie z ptaszczyzng danego okregu a

Rozwigzanie tego zagadnienia jest proste, lecz przedstawiono go tu dla
kompletnosci tematu.

W celu wyznaczenia rzutéw prostokatnych rozwazanego obecnie okregu b ,jako
dane przyjeto okrag a (nalezacy do rzutni poziomej), kat o mierze 0, punkt P nie
lezacy w ptaszczyznie okregu a oraz punkt Wnalezgcy do okregu a traktowany

jako punkt przeciecia sie okregow a i b .
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W pierwszej kolejnosci wyrézniono okrag ap, wspotsrodkowy i wspot-
ptaszczyznowy z okregiem 5, o dtugosci promienia réwnej racos<j>, do ktérego proste
styczne przecinajg okrag a pod katem <> Prostg /, styczng do okregu a w punkcie

W uznano za o$ powierzchni stozkowej obrotowej O2, o kacie wierzchotkowym

rownym 24> i tworzgacych konturowych rzutu poziomego /, i t2. Rzuty powierzchni

02 wykonane jak w p.V.2.1 dla zalozenh przedstawionych na rys.V.2.1m

V.2.Im

pokazuje rys.V.2.8.

V.2.8
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Szukane okregi b, i b2 sag tutaj okregami przechodzacymi przez punkt P,

stycznymi w punkcie W odpowiednio do prostych

powierzchni stozkowej Oj i ptaszczyzny okregu a.

f,

i t2, bedacych iloczynem

Korzystajac z konstrukcji ktadu kazdej z tych ptaszczyzn, na rys.V.2.9 okres$lono

rzuty obu tych okregéw bl i b2.

V.2.9
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V.2.2a. Rzuty okregéw b przechodzacych przez dany punkt P i przecinajacych Dla kata 0=90" i ustalonego na a potozenia punktu W istnieje réwniez tylko

zadany niewspoOtptaszczyznowy z nimi okrag a w danym punkcie W i jeden okrag b, spelniajacy przyjete warunki. Okrag ten przechodzi przez punkt P i

pod katami o mierze 0=0“ lub 0=90“, gdy ptaszczyzny tych katéw jest styczny w punkcie a do wspéiptaszczyznowej z a prostej normalnej do a w

jednocza sie z ptaszczyzng okregu a punkcie W.

Rzuty rozwazanego okregu b pokazano na rys.V.2.11.
Dla 0=0" i ustalonego na a punktu W istnieje tylko jeden okrgg b spetniajgcy

narzucone warunki. Obraz tego okregu jako okregu przechodzgcego przez P i

stycznego do a w punkcie W wykreslono na rys.V.2.10.

v.2.11

V.2.10
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V.3. Podsumowanie

Rozdziat niniejszy zamyka czes$¢ pracy dotyczacg konstrukcji geometrycznych.

Obejmuje ona, jak sie wydaje, wiekszo$¢ zagadnienn dotyczacych zaleznosci
pomiedzy okregami i sferami w ich wzajemnych relacjach (okrag-okrag, okrag-sfera,
sfera-sfera), uwarunkowanych zawsze wprowadzeniem jako elementu danego katéw
o ustalonej mierze.

Umozliwiono wyznaczanie potozenia $rodkéw elementow szukanych (okregéw
lub sfer), okreslajgc krzywe lub powierzchnie stanowigce ich miejsca geometryczne.

Dla kazdego z przypadkéw podano maksymalng liczbe mozliwych rozwigzan.

Pokazano na przyktadach sposéb konstruowania rozpatrywanych elementéow
(okregow lub sfer) dla obranego na uprzednio ustalonym miejscu geometrycznym

ich Srodka.

Przedstawiono rozwigzania dla katéw o dowolnych miarach, jak tez opracowano
konstrukcje dla katéw o miarach 0° i90°.

Aby umozliwi¢ analizowanie r6znorodnych probleméw wystepujacych w praktyce
inzynierskiej, a dotyczacych gtéwnie budowli obrotowych, opracowano i
przedstawiono tematyke w zakresie figur obrotowych w ich postaciach nie-
zdegenerowanych.

Rozszerzenie tematu na zadane figury w postaci zdegenerowanej jest na
pewno celowe i moze réwniez mie¢ zastosowanie w zagadnieniach inzynierskich,
jednak ze wzgledu na rozlegto$¢ tematu ograniczono sie tutaj do zatozeh w postaci
niezdegenerowanej.

W dalszej czesci pracy przedstawiono zastosowanie konstrukcji geometrycznych

z rozdziatéw Il - V w rozwigzywaniu probleméw dotyczacych réznych ustrojow
budowlanych.

VI. OKRESLANIE GRUBOSCI POWLOK BUDOWLI OBROTOWYCH

Obiekty budowlane sa poddawane badaniom geodezyjnym, poczawszy od
inwentaryzacji powykonawczej, ktérej wyniki powinny byé baza wymiarowg przy
kolejnych okresowych sprawdzianach przemieszczen i deformacji catego obiektu lub
tez tylko np. zagrozonych fragmentéw. \Masciwa grubo$¢ powtoki ma zasadnicze
znaczenie dla bezpieczenstwa i trwatosci obiektu. Powloki budowli przemystowych,
narazone czesto na agresywne dziatanie $srodowiska wodnego i atmosferycznego,
ulegajag degradacji. Znajomos$¢ rzeczywistej geometrii obiektu pozwala na
zaproponowanie miejscowego wzmocnienia koniecznego dla dalszej bezpiecznej
eksploatacji budowli.

Tak wiec mozliwos¢ okre$lenia grubosci powloki w czasie pomiaréw jest jedng z
istotnych czesci kompletnej inwentaryzacji obiektu .

Proponowana tutaj metoda dotyczy obiektéw obrotowych, gdyz bazuje na
teoretycznie kotowych ptaskich przekrojach budowli. Jednak po dokonaniu
nieznacznych modyfikacji mozna bedzie stosowac¢ ja takze do obiektow
ptaskosciennych.

Przyktadami takich budowli, w ktérych grubo$¢ powioki odgrywa zasadniczg
role, moga by¢ hiperboloidalne chiodnie kominowe, komory fermentacyjne w
oczyszczalniach $ciekéw o ksztalcie sktadajgcym sie z powierzchni stozkowej,
powierzchni walcowej i gérnej czesci znowu w postaci stozka, walcowe zbiorniki na
wode pitng, zbiorniki o ksztaicie jajowym itp. W obiektach tych czesto wystepuje
zmienny rozkitad grubos$ci w r6znych partiach wysokosci. Réwniez ,rozdziat” grubosci
powloki wzgledem teoretycznego ksztattu przekroju potudnikowego, jakim, np. dla
chtodni  kominowych, jest jednopowtokowa hiperboloida obrotowa, bywa
niesymetryczny. Zalozenia projektowe oraz mala dokltadno$¢ wykonawstwa
powoduja, ze ani wewnetrzna ani zewnetrzna powtoka nie jest powierzchnig , ktorg
mozna opisa¢ matematycznie. W skrajnych przypadkach lokalne odchytki od
projektowanego  ksztaltu, spowodowane grubymi biedami wykonawstwa,
przekraczaja 1,00 m .

Znajomos$¢ rzeczywistego ksztaltu obiektu jest wiec czesto tylko wynikiem

pomiaréw i zalezy od ich doktadnosci [22,23,26,31,35,37].
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Zdarza sie, ze w wyniku awarii cze$ci powierzchni trzeba okres$li¢ grubo$¢
powitoki w bliskim otoczeniu miejsca awarii, przeprowadzi¢ niezbedng analize
wytrzymatosciowg, zaproponowac¢ sposob miejscowego wzmocnienia, ktéry moze
sie wigza¢ ze zmianga grubos$ci powloki i przeprowadzi¢ zaprojektowany remont pod
ciagta kontrolg pomiarowa. Nastepnie dopiero cykliczne pomiary geometrii pozwalaja
na ocene skutecznosci remontéw i zabiegéw regeneracyjnych [20].

Wzgledy technologiczne powodujg tendencje do odchodzenia od stosowania
prefabrykacji na rzecz zelbetowych konstrukcji monolitycznych, co jeszcze bardziej
zwigksza potrzebe mozliwosci dokonywania, w réznych etapach wznoszenia i

eksploatacji budowli, pomiarow grubosci powtoki [27].

VI.1. Zalozenia metody

W niniejszym opracowaniu proponuje sie do okreslania grubosci powtoki budowli
obrotowe] zastosowanie metody geometrycznej opartej na ustalaniu w poziomych
ptaskich przekrojach, odlegto$ci materialnych punktéw wewnetrznych i zewnetrznych
powtoki od punktow teoretycznych. Punkty teoretyczne, znane z projektu, nalezg do
zatozonego w projekcie ksztattu przekroju potudnikowego. W przypadku braku takich
danych punkty teoretyczne naleza do linii, bedacej przekrojem potudnikowym,
przyjetego teoretycznie ksztattu badanego obiektu.

W celu dokonania takich pomiaréw konieczny jest dostep do wnetrza obiektu, co
czasem moze stanowi¢ utrudnienie. Jednak dla inwentaryzacji powykonawczych lub
realizowanych w czasie lub po remoncie mozliwos¢ taka zwykle istnieje.

Przedstawiona tutaj propozycja stanowi tylko zatozenia geometryczne i wymaga
opracowania technologii wykonywania pomiaréw, przy zastosowaniu odpowiedniego
sprzetu mierniczego oraz komputerowego w celu opracowania potrzebnych wynikow
w ostatecznej formie. Zatozenia te zostaly skonsultowane ze specjalistami
zajmujgcymi sie pomiarami obiektéw budowlanych.

Dla powierzchni obrotowych, w ktérych grubo$¢ powtoki nie moze byé mierzona
w ptaszczyznach prostopadtych do osi powierzchni, np. w koputach sferycznych lub
innych obrotowych powierzchniach o duzych krzywiznach, przedstawiona metoda
bedzie mogta mie¢ ograniczone zastosowanie (trudnosci z pomiarami z zewnatrz),

jednak dopiero po dokonaniu niezbednych modyfikaciji.
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llustracje rozpatrywanego zagadnienia wykonano przy wykorzystaniu metody
rzutow prostokatnych Monge’a na dwie rzutnie. Rysunki zrealizowano przy uzyciu
programu komputerowego CABRI, ktéry posiada opcje pozwalajacg, po
wprowadzeniu odpowiedniego algorytmu, na automatyczne wyznaczanie miejsc
geometrycznych szukanych punktéw dla przyjetego ,ruchomego” punktu
poruszajgcego sie po prostej lub okregu. Wersja programu CABRI, ktorg sie
postugiwano, posiada bardzo male mozliwosci generowania rysunkéw o
odpowiednich walorach graficznych. Te wzgledy spowodowaly wystepowanie na
wielu ilustracjach r6znic pomiedzy forma graficzng oznaczen uzywanych w tekscie i

na rysunkach.

VI.2. Teoretyczne podstawy geometryczne

Opracowanie  oparte jest na  konstrukcjach niektérych  zaleznosci
geometrycznych, dotyczgacych okregéw wspoéiptaszczyznowych lub nie nalezacych
do jednej ptaszczyzny, przechodzacych przez dany punkt i przecinajagcych sie pod
katami, ktorych miara kata i potozenie wierzchotkbw sg znane. Zagadnienia te
opracowane saw rozdziatach Il i V niniejszej pracy.

Dla dowolnej miary zadanego kata oraz dowolnie przyjetego w przestrzeni
punktu $rodki okregéw przechodzacych przez ten punkt i przecinajgcych przyjety
wstepnie okragg pod zadanym katem naleza do krzywej rzedu czwartego.

W przypadkach szczeg6lnych miar zadanego kata (0° lub 90°) lub szczeg6lnego
wzajemnego usytuowania elementow wyjsciowych krzywa ta moze ulegaé
degeneracji i przyja¢ postac krzywej stopnia drugiego lub prostej.

W celu rozwigzania problemu zatozonego w temacie niniejszego rozdziatu, jako
wielko$¢ zadanego kata przyjeto 0°, gdyz w takim przypadku rozpatrywane okregi sg
wzajemnie styczne, a konstrukcja ich srodkéw jest utatwiona. Zatozenie to dotyczy
rozwazan teoretycznych, prowadzacych do wyjasnienia proponowanej metody
badan. W efekcie do okreslenia grubosci badanej powtoki ustala sie dtugosci $rednic
lub cieciw okregéw stycznych w punktach pomiaru do uprzednio okreslonych
okregbéw nalezacych do przekrojow ptaszczyznami prostopadtymi do osi powierzchni.

Aby otrzymac¢ zamierzony rezultat trzeba kolejno zrealizowacé kilka etapéw.

177



W  poszczegolnych krokachprowadzonych rozwazan wystepujace okregi sa
wspotptaszczyznowe lub zawarte w réznych ptaszczyznach. Ponizej przedstawiono,
w  kolejnych etapach, ilustrowanych odpowiednimi rysunkami, podstawy
geometryczne proponowanej metody.

Dany jest okrgg bazowy a, punkt A lezacy na tym okregu, fragment innego
okregu a, , wspotptaszczyznowego i wspoétsrodkowego z okregiem a, oraz znane jest
potozenie punktu P. usytuowanego tak, aby jego rzut prostokatny na plaszczyzne
okregu bazowego a znajdowat sie na zewnatrz tego okregu. Punkt P. moze, ale nie
musi, leze¢ w plaszczyznie okregéw a \ az. Nalezy okresli¢ diugos¢ odcinka
stanowigcego roznice dlugosci promieni obu okregow a i a2w sytuacji, gdy nie
mozna dokonaé bezposredniego pomiaru tej wielkosci.

Przyjeto, ze ptaszczyzna okregéw a i a: jest pozioma, co wystepuje
najczesciej w praktyce dla przekrojowbudowli obrotowych ptaszczyznami

prostopadtymi do ich osi. Przyjete zatozenia przedstawione sg na rys.VI.2.1 jako rzut

prostokatny na ptaszczyzne rysunku.

V9.2.1

W celu wyznaczenia potozenia odcinka, ktérego dtugo$¢ stanowi roéznice
dtugosci promieni okregéw a \ a., trzeba wyznaczy¢ kierunek prostej, na ktorej ten
odcinek lezy. Najwygodniej zauwazy¢ tutaj fakt, ze kierunek ten jest zgodny z

kierunkiem prostej zawierajgcej promien okregu a przechodzacy przez punkt A.
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Dla jego ustalania wzieto pod uwage okrag bza, wspoétptaszczyznowy z danym
okregiem a, styczny do niego w punkcie A i przechodzacy przez rzut poziomy
P, danego punktu P. . Srodkiem okregu bz jest punkt Obza ktéry wraz ze znanym

punktem A okresla prostg a, na ktorej znajduje sie szukany odcinek.

Prosta a przecina tuk okregu azw punkcie Rz, co pokazuje rys.VI1.2.2.

V1.2.2

Punkt Olm musi znajdowac sie na zewnatrz okregua2ze wzgledéw technicznych,
gdyz w trakcie realizacji pomiaru szukany punkt R. jest okreslany jako istniejgcy
Jfizycznie” na badanym obiekcie, dla ktérego przyjety tutaj tuk okregu «.stanowi

teoretyczne przyblizenie istniejgcego ksztattu.

Okrag az jest tylko linig teoretyczna, pozwalajgca na zastosowanie konstrukcji z

rozdziatu V, ktére w zatozeniach zawierajg okregi.

Odstepstwo rzeczywistego ksztattu ,okolicy” badanej powtoki od teoretycznego
okregu przekroju nie ma tutaj znaczenia.

Punkt P.moze by¢ na przyktad ustalony jako przeciecie promienia (np.

laserowego), rzutowanego z punktu Olm w kierunku punktu A, z istniejgcym
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obiektem. Odcinek A R. jest szukanym odcinkiem, ktérego dtugos¢ stanowi réznice

dtugosci promieni okregéw 5 i az.

W identyczny sposob dla okregu a ipunktu A, przyjetego fragmentu okregu aw,
wspotptaszczyznowego i wspoétsrodkowego z okregiem a, oraz przyjetego punktu Pw
wewnatrz okregu aw ustalono punkt Obma jako $rodek okregu b,a stycznego do

okregu a w punkcie A iprzechodzacego przez punkt Pw. Wyznaczenie punktu Com

wewnatrz okregu 5, jest podyktowane podobnymi jak poprzednio wzgledami

technicznymi.

Punkty A i Obwa okreSlajg kierunek prostej a, ktéra przecina tuk okregu aww

punkcie R,,.

Odcinek A Rw jest szukanym odcinkiem, ktorego diugos¢ jest rowna roznicy

dtugosci promieni okregow a i , €O ilustruje rys.VI.2.3.

Interesujgca nas grubos$¢ powtoki w punkcie A, mierzona w ptaszczyznie okregu

a,jest rowna diugosci odcinka RVR. = |[AAw+ |*7r], co widaé na rys.VI.2.4.

V9.2.4

W nastepnym etapie dla przyjetego punktu P, okreslono okregi bZA i bk,
przechodzace przez punkt Pz istyczne odpowiednio do okregéw 5 i a;w punktach
AiR:.

Punkty ObA i ORR sa Srodkami tych okregow.

Przy konstruowaniu tych okregéw wykorzystano informacje podane w rozdziale
V pracy, a dotyczgce zagadnieh okregow niewspotptaszczyznowych przechodzgcych
przez zadany punkt i przecinajgcych dany okrag w uprzednio okreslonym punkcie
pod zadanym katem, ktérego miara w tym przypadku wynosi 0". Rozwazane okregi

przechodzace przez punkt P. istyczne do okregéw a i az odpowiednio w punktach

A i R, sg okreslone jednoznacznie.



Rozwigzanie tej czesci zagadnienia dla przyjetych uprzednio elementow i PunktyOhAi OBbR jako S$rodki okregéw bA i bIR sa réwnoodlegte od stalego
wyznaczonego w poprzednim etapie punktu R, pokazano na rys.VI.2.5. punktu P. i odpowiednio punktow stycznosci A lub R..

W konsekwencji odcinek OMAOIR tgczacy te srodki jest rownoleglty do odcinka
AR., awiec dlugo$¢ odcinka OAOLRjest rowna potowie szukanej dlugosci odcinka

A Rz, co pokazuje rys.VI.2.6.

-
V1.2.5
VI.2.6
Jezeli punkt P. nalezy do plaszczyzny a prostopadtej do plaszczyzny okregu
bazowego a, zawierajacej punkt Oa oraz punkty AiRz, wéwczas odcinki A Pzi R, P, Jezeli punkt P, nie lezy w ptaszczyznie a prostopadtej do ptaszczyzny okregu a
sa $rednicami kazdego z okregéw bAi bzR i przechodzacej przez 0, A i Rz, to odcinki A Pz i RzPz sg cieciwami okregow bz i
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W takim przypadku punkty 1 i Z, bedgce Srodkami cieciw A P: i R. Pz

usytuowanych okregébw sg punktami réwnoodlegtymi od statego punktu P. i

punktéw stycznosci A \ Rz.

tak

od

Z powyzszego wynika, ze dlugosé odcinka I1Zjest rowna potowie dlugosci

odcinka AR, , co ilustruje rys.VI.2.7.

VI1.2.7

Powtarzajgc takie same dziatania dla punktu wewnetrznego P,oraz dla punktow

R, i A mozna okresli¢ dlugos¢ odcinka ARW za$ suma dtugosci odcinkow ARWi

AR. rozwigzuje postawione zadanie.
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VI.3. Zasady realizacji pomiaru grubosci powloki

Jako przyktad do rozwazan wybrano chtodnie kominowg o teoretycznym

ksztatcie jednopowtokowej hiperboloidy obrotowe;.
Do realizacji zatozonego celu, czyli okre$lenia grubosci powtoki budowli
obrotowej w wybranym miejscu wykorzystano zaleznosci opisane w pp. VI.2.

Wyrézniono tylko jeden przekrdj ptaszczyzng prostopadta do osi powierzchni,

przechodzaca przez punkt A, w ktérym okreslana ma by¢ grubo$¢ powtoki.

Przyjeto, ze okregiem bazowym a jest znany z dokumentacji technicznej okrag,

bedacy przekrojem plaszczyzng prostopadla do osi, modelu geometrycznego

rozpatrywanej budowli. Rysunek VI1.3.1 pokazuje hipotetyczny przyktad badanego
obiektu.



Punkty P. i Pw, zewnatrz i wewnatrz obiektu, okre$lajg potozenie punktéw, w
ktérych ustawiana jest aparatura pomiarowa. Punkt A jest teoretycznym punktem
lezgcym na przyjetym okregu a,w ktérym nalezy dokona¢ pomiaru.

Wspotrzedne punktu A i wielko$¢ promienia okregu a sa odczytane z
projektu, za$ wspotrzedne punktow Pz i Pwsag okreslone z ,natury”.

W celu okre$lenia fizycznego punktu, w ktérym bedzie okreslana grubos¢
powtoki, nalezy wytyczy¢ prosta a, przechodzaca przez $rodek okregu przekroju
Oa oraz punktA.

W tym celu wyznaczono punkty Ota i Obma jako Srodki okregéw baii bva
wspoiptaszczyznowych z okregiem a, stycznych do niego w punkcie A oraz
przechodzacych odpowiednio przez rzuty Pw i Pz danych punktéw P, i Pz na

ptaszczyzne okregu a. Punkty Oba ,Obm, A i$rodek okregu a (punkt Oa) nalezg do

prosteja. Dla zadanych wspo6trzednych punktéow PWPZ\ A oraz dla przyjetej

dlugosci promienia okregu a mozna ustali¢ parametry prostej a pokazanej na
rys.VI1.3.2.
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W dalszym ciagu przyjeto tuki okregow az i 5,, wspoOlptaszczyznowych i
wspoétsrodkowych z okregiem a, przebiegajgce w poblizu rozpatrywanego miejsca
pomiaru, czyli punktu A. tuki te symbolizujg zewnetrzng i wewnetrzng czes¢
powtoki budowli. Jako takie sg wykorzystywane tylko w rozwazaniach teoretycznych i
ilustracjach graficznych. Praktycznie, w czasie pomiar6w zamiast teoretycznych
punktow nalezacych do tych okregéw okres$la sie odpowiednie punkty fizyczne na

powtoce budowli.

Na kierunku prostej a na powloce oznacza sie¢ ,fizycznie” punkty Rz iRwjak na
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Dla punktéw Rz i Rv zaznaczonych na powtoce oraz dla punktéw P. i Pw

mozna dla teoretycznych okregdéwalda, okresli¢ pary okregéw {bzA b.R}, {b,A i bwR,

przechodzacych odpowiednio przez punkty Psi Pworaz styczne do okregéw {5, a.)

VI1.3.4

Odcinki 1Z oraz 2W, tagczace srodki cieciw AP. i RZP, oraz APW i RVPW

okregow bR, bvA i bwR , sg rownolegte do odcinkow * i AR.. Dtugosci
odcinkowlZ i 2W stanowig potowe dilugosci odcinkéw A Rz i Ac. Suma dlugosci
odcinkéw/f R. i AR, jest miarg grubosci powloki w rozpatrywanym miejscu

W . 1+1itf.1 = \R«R\ = 2(jlz| + |2~ |). Sytuacja ta pokazana jest na rys.VI1.3.5.

VI.3.5
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W szczegolnosci, gdy punkty Pz i P, nalezg do ptaszczyzny okregu a, jak to
miato miejsce w przypadku ilustrowanym rys.V1.2.6, zamiast Srodkéw cieciw
wystepuja srodki OAOBR ,OwA i ObR okregéw bzA ,bIR, bwAi bwR

Znajomos¢ wspotrzednych punktu A, promienia okregu a oraz dlgosci
odcinkéw RzP, i R, P, pozwalajg okresli¢ dlugosci odcinkbw A Rwi A Rz, ktérych

suma stanowi grubos$¢é powtoki w punkcie A, co wida¢ na rys.VI.3.6.

VI1.3.6
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Dla kolejnych przekrojéw ptaszczyznami poziomymi punkty A]2 przyjmuje sie w

ptaszczyznie pionowej przechodzgcej przez prostg a, jak to wida¢ na rysunku

V1.3.7, wykonanym w bardzo skazonej skali.

VI1.3.7
Z jednego stanowiska pomiarowego mozna wyznaczy¢ grubosci powtoki w
punktach nalezacych do kilku przekrojéw potudnikowych i lezgcych w wyréznionych
rébwnoleznikach. Zasieg pomiaru wykonanego z jednego punktu jest zalezny od

mozliwosci pomiarowych aparatury i istniejgcych uwarunkowarn lokalnych.
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VI1.4. Podsumowanie

W praktyce w celu ustalenia grubosci powtoki w obranym miejscu, dla przyjetego

uktadu wspotrzednych, nalezy:
- wielko$¢ promienia okregu a przekroju poziomego plaszczyzng odczyta¢ z
projektu (lub przyja¢ nowa teoretyczng linie przekroju potudnikowego dla badanej

powtoki),

- wspohrzedne punktu A odczytac z projektu (lub z przyjetej teoretycznej linii),

- wspoéhrzedne punktéw Pz i Pw, czyli punktow pomiarowych, okresli¢ z natury,

- wspo6tzedne punktow Ot i Ohlma wyliczy¢ lub  okresli¢ postugujac sie
programem komputerowym,

- rébwnanie pomocniczej prostej a , w ktérej zawiera sie odcinek o dtugosci réwnej
grubosci powioki, okresla sie na podstawie znajomosci wspétrzednych punktow
OHa i Obm oraz punktu A,

- punkty koncowe ,mierzonego” odcinka Rz i Rw oznacza sie ,fizycznie” na
powtoce,

- diugosci odcinkéw A Pz i A Pwokres$la sie na podstawie znanych wspétrzednych
za pomoca programu komputerowego,

- dlugosci odcinkbw RzPz i RwPwustala sie poprzez pomiar,

- miary katow pomiedzy parami celowych {Pz A ,Pz Rz} oraz {PwA, PwWR J ustala sie
poprzez pomiar.
Przedstawione dane stanowig wystarczajgca informacje do okreslenia

pomocniczych punktéw 1,Z oraz 2,W, a w konsekwencji grubosci powtoki w

obranym punkcie A.

VIl. LACZNICE DWUPOZIOMOWYCH WEZtOW DROGOWYCH

W geometrii bezkolizyjnych wielopoziomowych weztéw drogowych ciggéw
komunikacyjnych tgcznice lub ich czesci wystepuja najczesciej na planie sytuacyjnym
w postaci tukéw kotowych, tgczonych klotoidalnymi krzywymi przejSciowymi lub
odcinkami prostej. Na profilach podtuznych niweleta tagcznicy sktada sie z odcinkéw
linii prostej, uzupetnianych w miejscach zmiany nachylenia trasy tukami kotowymi. W
takiej sytuacji w rzeczywistosci trasa tgcznicy biegnie po krzywej, ktéra jest linig
Srubowg nawinietg na powierzchnige walcowg obrotows.

W pierwszym przyblizeniu opisu geometrii fgcznicy mozna ograniczy¢ sie do linii
prostych itukéw kotowych. W takim przypadku trasa tacznicy stanowi przestrzenng
krzywa koszowa. Przez to okreslenie rozumiem linie przestrzenna, sktadajgca sie z
fragmentow tukéw kotowych, nalezacych do réznych ptaszczyzn, ktére w punktach
wspélnych sag styczne do tej samej prostej. Przy takim zalozeniu nie zachodzi
konieczno$¢ wprowadzania tukéw pionowych.

W czasie sporzadzania rysunkéw trzeba sobie zdawa¢ sprawe z
wprowadzanych uproszczen. W szczegoélnosci rzuty poziome tukow okregow,
bedacych osig tgcznicy, sa naprawde elipsami, jednak ze wzgledu na mate
nachylenie ptaszczyzn tych okregéw oraz skale rysunkéw mozna rysowac je jako
okregi.

Drugie uproszczenie dotyczy profilu podiuznego trasy, gdzie wygodnie jest
rysowacé niwelete osi tgcznicy w postaci linii tamanej. W rzeczywistosci tuk okregu,
bedacego osig trasy facznicy, rozwija sie na sinusoide, a tym samym w takim
ksztatcie wystepuje na profilu podluznym osi trasy. Takze ze wzgledu na mate
nachylenia do poziomu ptaszczyzn okregdw wystepujace sinusoidy majg bardzo
mate amplitudy, tak ze praktycznie trudno jest je narysowaé, nawet stosujgc skale
skazone. W zwigzku z tym sadze, ze mozna dopusci¢ rysowanie niwelety trasy na
profilu w sposob przyblizony. Wszystkie te uproszczenia mozna ,zredukowac”
znajomoscig wspotrzednych poszczegoélinych.

Do wstepnego projektowania rzutu poziomego trasy tacznicy, przy podanych
zatozeniach, zastosowano konstrukcje geometryczne opracowane w rozdziale V

niniejszej pracy. Za ich pomocg mozna okresli¢ w przyblizeniu, wystarczajgcym dla
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tego etapu projektowania, potozenie srodka okregu, stanowigcego wiekszg czes¢ osi
tacznicy.

Przyjmujac wynikajace z obowigzujagcych przepisé6w i warunkéw technicznych
[39,40] warunki wstepne dotyczace kierunkéw i spadkéw osi drég oraz usytuowanie
na nich punktéw wiaczenia i wytaczenia mozna rozpatrywac rézne przypadki.

Wprawdzie obowigzujgce przepisy [39] narzucajg minimalne pochylenie niwelety
jako 0,05%, jednak droga, ktérej niweleta posiada takie nachylenie, w praktyce
inzynierskiej jest uznawana jako droga w poziomie itakie uproszczenie zastosowano
w rozpatrywanych przypadkach zaréwno w tytutach podrozdziatéw, jak i w
rysunkach.

Ze wzgledu na skale rysunkéw pominieto na rysunkach osie potokéw ruchu i
przedstawiano tgcznice za pomocag jednej linii.

Wzgledy edytorskie (wielko$¢ rysunkéw) sprawity, ze w omawianych dalej
przyktadach jako punkty ,wiaczenia” i ,wylgczenia" (A i B) przyjeto poczatki tukéw
kotowych, pomijajgc czes$¢ zawartg pomiedzy punktem wytgczenia sie z ruchu a
poczatkiem tuku.

Niewatpliwym utatwieniem jest zastosowanie programu komputerowego CABRI,
ktéry majac bardzo wiele wad, szczegdlnie edytorskich, pozwala na iteracyjne
.manewrowanie” w spos6b ciggly wprowadzanymi elementami wstepnymi. Daje to
mozliwo$¢ biezgcej obserwacji na monitorze zmian zachodzgcych w elementach
wynikowych

Schematy rozwigzan wezidw roznig sie miedzy sobg gidwnie sposobami
prowadzenia tacznic, odlegto$ciami punktéw rozdziatu i potaczen potokéw ruchu oraz
liczba wlotéw.

Na rysunku VIl przedstawiono schemat hipotetycznego wezta, w sktad ktérego
wchodza tgcznice r6znego typu [40].

W kolejnych punktach rozdziatu pokazano przyktady sporzadzania rysunkéw
rzutow tylko kilku wybranych typéw tgcznic. Wyboru dokonano tak, aby pokazac
zastosowanie réznych konstrukcji geometrycznych. Przy konstruowaniu pozostatych
typow tgcznic mozna sie wzorowaé na rozwigzaniach juz pokazanych. Ograniczono
sie do rysowania, w kazdym z przyktadoéw, tylko jednej tacznicy jako fragmentu

wezia.
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1- jezdnia gtéwna

2 - wjazd - pas wigczania

3 - wyjazd - pas wylgczania

4 - fgcznica poSrednia

5 - facznica potbezposredma

6 - facznica bezposrednia dopasowana
7 - facznica posrednia dopasowana

Profil podtuzny sporzadzono tylko dla jednego wybranego przyktadu i
pokazano go w ostatnim punkcie rozdziatu.
W przyktadzie VII.1tok postepowania pokazano w kolejnych etapach.

W pozostalych przyktadach zaprezentowano tylko rysunki ilustrujgce sposoby

dochodzenia do proponowanych rozwigzan.
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VII.1. Lacznica posrednia lewa, gdy niwelety obu drog w wezle sg

poziome

Na przyjetych osiach drég a i b, przebiegajacych w poziomie, okreslono
punkt A jako punkt wytgczenia z ruchu na drodze a oraz punkt B jako punkt
wigczenia do ruchu na drodze b.

Rozwigzanie wstepne geometrii tacznicy przedstawiono w rzutach
prostokatnych na ptaszczyzne poziomg i pionowg. Dla uproszczenia rysunku odcinek
A B usytuowano roéwnolegle do rzutni pionowej. W takim przypadku znacznie
upraszcza sie algorytm makrokonstrukcji, co moze nie jest tak wazne, jednak bardzo
utatwia identyfikacje potozenia Srodka szukanego okregu. Korzysci z takiego
zalozenia widoczne beda na dalszych rysunkach. ROwnoczes$nie nie zmniejsza to
czytelnosci rysunku wezta, gdyz rzutnie pionowg mozna przyjmowac dowolnie.

Przyjete zalozenia pokazuje rys.VII.1.

Vil.1
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W punktach A i B przyjeto, usytuowane poziomo, dwa okregi 6A i 5a, styczne
do prostych a i b oraz przyporzadkowano im odpowiednio miary katéw <$A i §B.
Diugos¢ promieni przyjetych okregéw nie ma znaczenia. Okregi 5A i teoretycznie
zastepujg proste a i b w celu umozliwienia korzystania z konstrukcji podanych w
rozdziale V, dotyczacych okregbw, za$ z definicji wiadomo, ze miara kata, w ktérym
przecinajg sie dwa okregi, jest rowna mierze kata, w ktérym przecinajg sie proste
styczne w ich wspolnym punkcie.

Na rys.Vll.1a pokazano przyjete w ten sposéb okregi pomocnicze dA\ oH.

A- G
t B TP
D TB"
skala 1;5000
dl. ode. AG=~90 m
dl. ode. BD=~66 m
Vil.1la
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Zatozenia do makrokonstrukcji ,mac76_m” pokazano na rys.Vil.Im. W catej W takim przypadku identyfikacja punktow (np. OhMX ) nalezacych do
pracy w numeracji rysunkéw wskazujgcych zalozenia do makrokonstrukcji
krzywych cA i cB jest ulatwiona. Przy innym usytuowaniu odcinka AB dla

wprowadzono litere m.
jednoznacznego okreslenia potozenia punktu nalezgcego np. do krzywej cA

nalezatoby sporzadzi¢ jej dodatkowy rzut lub klad ptaszczyzny, do ktérej krzywa ta

nalezy.

Rzuty poziome krzywych cAi ch pokazano na rys.VIl.1b.

VIl.1m
W powyzszych zalozeniach jako dane przyjeto: punkt A (nalezacy do osi

drogi a), okrgg dA (styczny do prostej a w punkcie A), miare kata <A
przyporzadkowanego okregowi 5A oraz punkt B, nalezacy do osi drogi b. W celu
uproszczenia konstrukcji okrgg a przyjeto w ptaszczyznie poziomej, zas odcinek AB
rownolegle do rzutni pionowej, gdyz dla takich zalozen opracowana jest

makrokonstrukcja ,,mac76_m".

Za pomocg ,,mac76_m" dla zalozen z rysunku VII. 1m otrzymano rzuty krzywej
ptaskiej rzedu czwartego cA.

W analogiczny sposo6b dla przyjetego w zalozeniach okregu 5B, stycznego w
punkcie Bdo osi drogi b, przyporzadkowanego mu kata “oraz punktu A za
pomoca ,mac76_m” otrzymano rzuty krzywej ptaskiej rzedu czwartego cB.

Krzywa cA(cH) zawarta jest w plaszczyznie symetrii odcinka AB i jest zbiorem
Srodkow OhAIX (OhB2 ) okregéw bAIx (bBIx), przechodzgcych przez punkt B (A) i
przecinajacych okrag 5a(ob) vj punkcie A (B) pod katami o mierze A {<>).

Przy przyjetych zalozeniach punkt Ob, czyli sSrodek szukanego okregu b,

Przyjete uprzednio potozenie odcinka AB roéwnolegle do rzutni pionowej
ktéry ma stanowi¢ 0$ tgcznicy, powinien znajdowac sie w potowie réznicy wysokosci

powoduje, ze rzuty pionowe krzywych cA i cB wystepujg tutaj w postaci
drég o osiach a i b. Punkt ten powinien ponadto naleze¢ réwnoczesnie do obu

wspotliniowych odcinkéw nalezacych do prostej, bedacej symetralng odcinka AB .
krzywych cAi Cg.



Zmieniajgc wielkosci katow A i mozna ustali¢ w przyblizeniu takie krzywe
cA i c8, ze pozwolg one w wystarczajgcym przyblizeniu okresli¢ potozenie
szukanego punktu Ob.

Mozna réwnoczesnie, w sposob iteracyjny, dostosowac potozenie srodka okregu

b do warunkéw technicznych [29,39,40] wynikajagcych z dopuszczalnej wielkosci

promienia Rh,jak tez z koniecznosci zachowania dopuszczalnych spadkéw na trasie

tacznicy oraz innych uwarunkowan, np. ograniczenie wielkosci powierzchni terenu
przeznaczonego dla projektowanego skrzyzowania.

Diugos¢ tego promienia jest rowna odlegtosci punktu Oh od punktu A lub B

(Rh=0hA =0bB =\0lA). Przykiad taki pokazano na rys.Vil.1c.

Vll.ic
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Rzut poziomy okregu b jest elipsg, ale ze wzgledu na mate nachylenie
ptaszczyzny okregu do poziomu jej ksztalt jest bardzo zblizony do okregu, co przy
zalozeniu, ze rysunek jest uproszczony, pozwala na rysowanie rzutu osi trasy
tacznicy jako tuku kotowego.

Wyznaczony w ten sposob okrag ,bazowy” b mozna traktowaé jako pierwsze
przyblizenie osi trasy taczacej punkty A i B.

tatwo zauwazyé, ze czesS¢ okregu b znajduje sie powyzej poziomu osi a, a
czes$C¢ ponizej poziomu osi b. Sg to tuki Al - powyzej oraz B2 - ponizej trasy, co

pokazuje rys.VIl.1d.

Vil.1.d
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Do dalszych rozwazan (rys.Vll.1le) przyjeto, ze potowa dtugosci obwodu okregu

bazowego b, zawarta pomiedzy punktami bedzie wstepnie stanowi¢ czes$¢ osi
projektowanej tgcznicy. Jest to podyktowane mozliwo$cig unikniecia wprowadzania
tukbw pionowych w okolicach punktow 1 i 2, co bedzie widoczne na kolejnym
rysunku oraz w punkcie VIL7 niniejszego rozdziatu przy okazji wykonania profilu
podtuznego tacznicy.

Czesci osi trasy Al i B2 nalezatoby zastapi¢ fragmentami innych okregéw lub

krzywymi przejsciowymi, np. klotoidami. Jednak krzywizna tukéw, ktére powinny
zastgpi¢ fragmenty Al i B2, musi by¢ mniejsza od krzywizny okregu b . W zwigzku

z tym konieczna jest korekta promienia okregu b i potozenia jego Srodka Ob.
Na rys.Vll.1le pokazano taka korekte. tuki Al i B2 przyjeto jako poziome,
stanowigce kontynuacje nachylenia drég aib.

Dla tak przyjetych zatozen:

- luk Al jest czes$cig poziomego okregu bx usytuowanego w poziomie prostej a i
stycznego do niej w punkcie A; srodek On nalezy do prostej prostopadiej do
prostej a i znajduje sie w ptaszczyznie poziomej o wysokosci réwnej poziomowi
osi a,

- tuk B2 jest czescig poziomego okregu b2 usytuowanego w poziomie prostej bi
stycznego do niej w punkcie B ; srodek Obl nalezy do prostej prostopadtej do
prostej b i znajduje sie w poziomej ptaszczyznie o wysokosci rownej poziomowi
osi b,

- tuk 1,2 jest potowg nowego okregu bazowego b, ktdrego promien i potozenie
Srodka jest skorygowane. Korekta ta ma na celu uzyskanie w punktach 1 i 2
stycznosSci okregu b i odpowiednio okregébw bx i b2 do wspoélnej proste;.
Wysokosé srodka Ob znajduje sie w potowie wysokosci osi b ;

- promien skorygowanego tuku 12 (R=84.0 m) jest mniejszy od pierwotnego
(Rb=100.0m).

Po wprowadzeniu korekty istnieje ptaszczyzna styczna do obu okregéw b i bx(b2)

w punkcie 1(2). Rownoczes$nie cze$¢ wspdlna plaszczyzn zawierajgcych okregi b

i bx (62) jest prostg wspolnie styczng do obydwu okregéw, co powoduje, ze w

202

punktach tych nie wystepujg zatamania osi drogi. Eliminuje to koniecznos$¢

wprowadzania tukéw pionowych.
Na rys. VIl.1.e pokazany jest ukfad rzutéw okregéw po dokonaniu korekty.

VIl e

Przy opracowaniu projektu tgcznicy nalezy juz w pierwszych etapach bra¢ pod

na uwage roznorakie aspekty okreslone przez obowigzujace przepisy , warunki

lokalizacyjne itp. [29,39,40].
Jednym z podstawowych warunkow jest konieczno$¢ zachowania okreslonych

parametrow, jak np. minimalny i maksymalny spadek niwelety osi drogi.
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Jezeli np. dlugos¢ tuku okregu b jest zbyt mata dla zachowania dopuszczalnego
nachylenia osi tgcznicy, mozna tuk Al rozdzieli¢ na dwie czesci i uksztattowac go w
postaci krzywej koszowej przestrzennej.

Dla przyktadu ponizej pokazano ksztatt osi projektowanej tacznicy dla takiego
przypadku.

Okreslenie ,spadek” podano w cudzystowie, gdyz precyzyjnie nie mozna méwic¢ o
spadku wystepujacym wzdiuz sinusoidy, ktéra odpowiada na rozwinieciu tukowi

okregu nalezacego do nie poziomej ptaszczyzny, co widac na rys.VII.6.

- kuk /11 przyjeto poziomo, dla <AOb1=25,60°, zachowujgc kontynuacje
nachylenia drogi o osi a. Dlugo$¢ promienia tego okregu wynosi Rt =~ 115m. tuk
ten jest czescig okregu 6, usytuowanego w poziomie prostej a i stycznego do aw
punkcie A . Dtugos$¢ tego tuku wynosi ~51 m;

- tuk 12 jest czesScig okregu b2. Na dlugosci tego tuku wystepuje ,spadek” réwny
,Spadkowi” na dlugosci tuku 23. Promien tuku 12 jest réwny promieniowi
Rt =~ 115w . Kat <\Ob]2 = 25,60°. Dtugosc¢ tego tuku wynosi ~51m;

- tuk 23 jest w przyblizeniu potowa okregu bazowego b, ktdrego promien i
potozenie srodka jest skorygowane w celu uzyskania w punktach 2 i 3 wspolnej
stycznej do okregu b i odpowiednio okregéw b2 i b,. znajduje sie w potowie.
Diugos$¢ promienia tego okregu wynosi R=90m, a dlugos¢ tego tuku wynosi
282m,

- tuk 34 jest czesScig okregu b2 o promieniu /2=~ 174w. Kat <3024 = 15,40°.
~Spadek” podtuzny osi tuku jest rowny spadkowi tuku 23. Diugos$¢ tego tuku
wynosi ~48m;

- tuk 4B przyjeto poziomo, dla <406B =15,40°, zachowujgc kontynuacje
nachylenia drogi b . Promien tego okregu R2=~ 174«. Luk ten jest czescig okregu
bt usytuowanego w poziomie prostej b i stycznego do niej w punkcie B. Diugosé

tego tuku wynosi ~48m.
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Przyktad ten jest pokazany na rys.VII.1f.

skala 12000

R1=115m, dl.luku A1=51

R1=115m, dl. luku 12=51m-<=25.60 °
R=90m, dl. luku 23=282m-<=180 00 °
R2=174m, dl. luku 34=48m-<=15.40 0

R2=174m, dl. luku 4B=48m-<=15.40 0

dl. tacznicy =480m

spadek podiuzny na dl=.381m wynosi 1,57%

VIl 1f
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VII.2. Lacznica posrednia lewa, gdy niwelety obu osi drég wezta sg

w spadku

Na przyjetych osiach drég a i b, przebiegajacych w spadku ~ 5%, okreslono
punkt A jako punkt wytaczenia z ruchu na drodze o osi a oraz punkt B jako punkt
wiaczenia do ruchu na drodze o osi b

Wstepne rozwigzanie geometrii tacznicy przedstawiono, jak w rzutach
prostokatnych, na dwie ptaszczyzny. Dla uproszczenia rysunku odcinek A B réwniez
usytuowano réwnolegle do rzutni pionowe;j.

Dla obranych w tym przyktadzie zalozen (osie drég a i b, potozenie punktow
wigczenia i wylagczenia AiB) przyjeto w punktach AiB dwa okregi oAi d, styczne
do prostych a i b oraz przyporzadkowano im odpowiednio katy o miarach $A \<pa.

Korzystajac, jak poprzednio, z makrokonstrukcji ,mac76_m” i przyjmujac
zalozenia raz dla okregu oA, kata $A i odpowiednio punktéw A i B, nastepnie dla
okregu oB, kata §B oraz punktéw B i A otrzymano rzuty krzywych ptaskich rzedu
czwartego cA i cfl, na ktérych znajduja sie Srodki OK2 okregéw bl2 ,
przechodzgcych przez punkty A, B i przecinajacych odpowiednio okregi oA i dB
pod katami $A i ¢B.

Punkt Oh, czyli Srodek teoretycznego wstepnie okreslanego okregu b, powinien
znajdowac sie w potowie diugosci odcinka AB, jako w potowie wysokosci osi tras,
czyli poziomych prostych a ij. Punkt ten powinien naleze¢ réwnoczesnie do obu
krzywych cAi cB.

Zmieniajac iteracyjnie miary katow A i §B oraz, jezeli to wskazane, inne przyjete
zatozenia, biorgc réwnoczes$nie pod uwage uwarunkowania techniczne, mozna

ustali¢ w przyblizeniu potozenie punktu Ob.

Tak jak poprzednio okrag ,bazowy” b traktuje sie jako pierwsze przyblizenie
ksztattu osi tgcznicy pomiedzy punktami A i B .
Z powodow podanych wczesniej (mate nachylenie ptaszczyzny okregu oraz skala

rysunku) rysuje sie go w rzucie poziomym jako okrag.

206

Na rys.VIl.2.1 pokazano oméwiong sytuacje.

skala rys. 1:2000 b

réznica wysokosci punktéw D i G =6,00
spadek poduny obu osi ~5%

AD=100m

Vil.2.1

Potowe dtugosci okregu bazowego b , zawartg pomiedzy punktami 1i 2, przyjeto

jako czes¢ osi tgcznicy. Pozostate czesci zastgpiono tukami okregéw, stycznymi do
osi a i b w punktach A i B oraz do okregu b w punktach 1i2.
Ze wzgledu na skale rysunku i spadki podiuzne na osiach drég pokazano tylko

rozwigzanie na planie sytuacyjnym.

207



stosowanie makrokonstrukcji

Rzut pionowy w takim przyblizeniu jest zupetnie nieczytelny, a ze wzgledu na

nie mozna zastosowaé skali

skazonej.

Problemy

wysokosciowe nalezy wiec okresli¢ na profilu podtuznym tgcznicy, z zastosowaniem

skazonej skali wysokosSciowej.
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Rysunek VI1.2.2 ilustruje omdéwione rozwigzanie.

skala rys. 1:2000

réznica wysokosci punktéw D i G =6,00
spadek poduny obu osi ~5%

VIL.2 2

VII.3. Lgcznica posrednia lewa z jedng drogg w tuku

Dla przyktadu przyjeto, ze jedna z krzyzujacych sie drég przebiega w tuku o
spadku prawie zerowym, za$ o$ drugiej jest prosta poziomg . Okreslono punkt A A
jako punkt wylgczenia z ruchu na drodze a oraz punkt B jako punkt wigczenia do
ruchu na drodze b.

Wstepng geometrie tgcznicy rozwigzano jak poprzednio w rzutach prostokatnych
na dwie plaszczyzny. W celu uproszczenia rysunku odcinek A B réwniez
usytuowano réwnolegle do rzutni pionowej.

Przyjete zatozenia pokazuje rys.VII.3.

VIL.3

209



W punkcie B poprowadzono prostag b styczng do okregu b, bedacego osia
drogi

W dalszej kolejnosci postepowano jak w przypadku dwéch drog o osiach w
postaci prostych. W punktach A i 6 przyjeto okregi oA i 5B styczne do prostych aib
wraz z przyporzagdkowanymi im katami i

Za pomoca makrokonstrukcji ,mac76_m” wyznaczono krzywe CcA i oraz

wstepnie okreslono potozenie srodka okregu Ob oraz dlugosc¢ jego promienia Rh, co

pokazano na rys.Vil.3.1.

VIL3.1
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Przyjeto, ze potowa dlugosci obwodu okregu bazowego b, zawarta pomiedzy
punktami 1 i 2, bedzie stanowi¢ czes$¢ osi tgcznicy. tuki Al \ B2 przyjeto jako
poziome i styczne do prostych a i b w punktach A i B. Skorygowano promien
okregu b tak, aby w punktach 1 i 2 istnialy wspoélnie styczne plaszczyzny do

okregbw b i bt oraz b i i,. W efekcie otrzymano trase osi tgcznicy jak na

rys.VII.3.2.

VII.3.2



Gdyby uzyskany spadek okazat sie zbyt duzy, mozna zamiast tukéw Al \ B2

zastosowac¢ krzywe koszowe Al1,12 oraz B4,43. Taki przypadek pokazano na
rys.VII.3.3.
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VII.

3.3

dl.luku A1=37m - R1=96m ,<=22,25

dl.luku 12=37m,-R1=96m,-<=22.25
dl.luku 23=246m,- R=80m, <=1800

dl.luku 34= 37m ,-R2=95m ,-<=22.75

dl.luku 4B=37m, -R2=95m ,<=22,75

=396m

VIl.4. Lacznica bezposrednia prawa

W podobny spos6b mozna w przyblizeniu

okresli¢

ksztatt

tacznic

bezposrednich. Ponizej pokazano przyktad wstepnego rozwigzania jednej czwartej

czesci skrzyzowania z zastosowaniem tzw. petnej ,koniczyny” .

Przyktad ten pokazuje rys.VIl.4.1.

Vil.41
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Przy ograniczonych mozliwosciach terenowych mozna cze$¢ tuku tgcznicy

bezposredniej

na rys.Vil.4.2.
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b, zastgpi¢ odcinkiem tworzgc tzw. tgcznice dopasowang, pokazang

Vil.4.2

VII.5. Lgcznica po6tbezposrednia lewa

Jako przyktad tacznicy pétbezposredniej wybrano tacznice pétbezposrednia lewa
z wytaczeniem z ruchu z prawej strony i wigczeniem takze ze strony prawe;j.

Na przyjetych w zatozeniach drogach o poziomych osiach a i b przyjeto w
punktach wylaczenia A iwilgczenia B okregi b] i b2 styczne do osi dr6g w punktach
A i B . Dlugos¢ promieni okregéw 6, i b2 przyjeto (Rbl=~350m , Rb2 =-300 m), jak

na rys. VII.5.1.

VIL5.1
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Nastepnie zgodnie z rozdz. 112, korzystajac z zalozen pokazanych na rys. Nastepnie na wyznaczonej hiperboli przyjeto punkt Ob jako $rodek okregu b,

VII.5.2m, okres$lono za pomoca makrokonstrukcji ,mac13_mc" tuk hiperboli, bedacej taczacego okregi bxi b2. Zmieniajac iteracyjnie diugosci promieni okregow bx, b2 i

b lub potozenie punktébw A i B, mozna dobra¢ odpowiednio do istniejacych

miejscem geometrycznym $rodkéw okregéw stycznych do okregéw b, i b2, jak uwarunkowan ksztalt lacznicy pokazanej na rys.VIl.5.3.

pokazano na rys.VII.5.2.

VIlL.5.2m

VII.5.3

VIL.5.2
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VI1.6. Profil podtuzny tgcznicy

Profil podtuzny tacznicy mozna sporzadzi¢ tradycyjnym sposobem, majac jednak
na uwadze wprowadzane uproszczenia rysunkowe, wynikajgce ze skali i stopnia
uszczego6towienia fazy projektu.

W rzeczywistosci bowiem, tak jak zastosowano uproszczenie przy rysowaniu na
planie rzutéw okregow jako okregéw, gdy naprawde sg to elipsy, na profilu
podtuznym o0$ tgcznicy mozna by narysowac jako linie prostg, gdy tymczasem w
przypadku zastosowania osi w postaci tuku okregu jest to sinusoida o bardzo matej
amplitudzie.

Widac tutaj, ze w punkcie 1 nie istnieje zalamanie trasy, gdyz prosta pozioma
jest styczna do sinusoidy.

Rysunek VI16 (umieszczony ze wzgledéw technicznych na nastepnej stronicy)
przedstawia profil tgcznicy pokazanej w rzucie na rysunku VII.1 e, bez zastosowania

uproszczenia , 0 ktbrym mowa powyzej.
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VIl.7. Podsumowanie

Na podstawie przedstawionych w tym rozdziale przyktadéw mozna réwniez, w
podobny sposob, okresli¢ wstepny ksztatt osi tagcznicy innych typow.

Przedstawiona tutaj propozycja dotyczy projektowania na etapie wstepnych
wariantow weztéw, w ktorych jednak nalezy juz zachowaé skale i uwzgledniaé
elementy geometryczne.

Wykonane na kalce wydruki komputerowe kilku wariantow mozna nakfada¢ na mapy
sytuacyjno-wysokosciowe, co utatwi uwzglednienie cech topograficznych terenu oraz
istniejgcych przeszkod statych. Takie wstepne koncepcje umozliwiajg tatwa analize
danych ogélnych, majacych istotne znaczenie dla wtasciwego wyboru koncowego

ksztattu inwestyciji [40].

VIIl. WYZNACZANIE OSI tACZNIKA MIEDZY tUKAMI KABLA
SPREZAJACEGO

W konstrukcjach betonowych sprezanych kablami osie tych kabli, zwane trasami,
ztozone sa teoretycznie z odcinkéw prostych itukéw krzywoliniowych.

W przesziosci krzywoliniowe czesci trasy ksztattowano w postaci tukéw
parabolicznych. Wykorzystanie nowych metod i technik analizy pociagneto za sobg
nowe ogolniejsze spojrzenie na zagadnienia projektowania. W wyniku tego obecnie
w wielu przypadkach stosuje sie krzywizny kotowe [5,21,38].

Ze wzgledow statyczno - wytrzymatosciowych i konstrukcyjnych stosowane tuki
majg te samag wypukitos¢. Do wyjatkéw nalezg przypadki, gdy sasiadujgce ze sobg
tuki o r6znych krzywiznach, nalezgce do réznych ptaszczyzn, sa styczne do wspdinej
proste;j.

W praktyce spotyka sie problemy zwigzane z koniecznoscig ,wygtadzenia”
ostrych katow zatomoOw i zmian krzywizny trasy.

Fizyczne cechy kabli, przepisy techniczne, a takze wytyczne poszczegdéinych
producentéw wymagaja, w miejscach zaloméw trasy, wprowadzania tukow
wygtadzajgcych. tuki te stosuje sie w celu wyeliminowania zatoméw wynikajgcych
z przecinania sie kolowych czesci osi tras. tuki wygtadzajgce majg odwrotng
wypuktos¢ w stosunku do tukéw podstawowych czesci tras. tgczniki te muszg
spetnia¢ warunek zachowania minimalnej dtugosci promienia, okreslonej z warunkéw
technicznych dla danego rodzaju kabla, charakteru konstrukcji itp.

Okreslenie trasy tacznika wygtadzajgcego zalezy od wzajemnego potozenia
sasiednich tukow oraz od dtugosci dopuszczalnego minimalnego promienia tuku tego
okregu. tuki wygtadzajgce wystepujg w przypadkach, kiedy sgsiadujgce czesci trasy
naleza do okregéw posiadajgcych wspélne punkty. W wiekszosci okregi te sa
wspoliptaszczyznowe, jednak mozliwe sg sytuacje, gdy ptaszczyzny tych okregdéw sag
rézne.

Innym rodzajem wystepujgcego tgcznika miedzy sagsiednimi czesciami trasy
kabli sprezajgcych jest wstawka tgczaca dwa tuki okregdéw nie posiadajgcych
punktéw wspolnych. Najczesciej jest to odcinek prostej stycznej do obydwu tukéw

trasy. Istniejajednak przypadki zmuszajace do ,obejscia” istniejgcej przeszkody, np.
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kratki Sciekowej lub wtazu do kontroli zbrojenia. W takim przypadku stosuje sie tuki
kotowe styczne do tukéw trasy. Dazy¢ nalezy do tego, aby diugos¢ promienia
wstawki byta jak najwieksza.

Kiedy znane sg doktadnie potozenie ,przeszkody", jej ksztalt i wielkos$é,
woéwczas mozna precyzyjnie dobra¢ odpowiednig dlugo$¢ promienia wstawki.

Jezeli ze wzgledéw technicznych zachodzi taka potrzeba, mozna réwniez
okresli¢ doktadnie dtugo$¢ promienia tuku wstawki, ktéra powinna przechodzi¢ przez
zadany punkt.

W celu wyznaczenia osi omawianych #gcznikéw, dla réznych wzajemnych
potozen tukéw tras kabli, wprowadzono konstrukcje geometryczne omdéwione w
rozdziatach Il i V niniejszego opracowania.

Zastosowanie programu komputerowego CABRI, w ktérym opracowane sg
poszczegolne stosowane tutaj konstrukcje geometryczne, umozliwia iteracyjne
potraktowanie zadania. Pozwala to na wyznaczanie rozpatrywanych elementéw, przy
mozliwosciach wprowadzania zmiennych parametréw wejsciowych, jak minimalny
promien tacznika wygtadzajgcego, potozenie lub wielkoS¢ przeszkody na trasie
wstawki tagczacej itp. Wielkosci elementéw wejsciowych mozna zmienia¢ w sposéb
ciggly, obserwujac rownoczesnie na monitorze skutki proponowanych zmian.

Dla oméwionych zagadnien pokazano rozwigzanie geometrii trasy kabla dla
poszczegl6lnych przypadkéw wzajemnego usytuowania elementéw wstepnie
przyjetych jako dane wyjsciowe.

Konstrukcyjne okreslanie osi tacznika dla tukéw wygtadzajacych i wstawek
potraktowano oddzielnie w kolejnych punktach niniejszego rozdziatu..

Niestety, ze wzgledéw edytorskich nie mozna bylo zachowaé wiasciwych

proporcji wymiarowych pomiedzy przedstawianymi elementami.

VIIl. 1. Konstrukcja osi wstawki tgczgcej, gdy osie kabli nalezg do
wspotptaszczyznowych i roztgcznych okregéw 5, i a2

Vlll.la. Konstrukcja osi wstawki tgczacej, gdy dtugosc jej promienia jest dana

W takim przypadku wyznaczenie $rodka okregu, ktérego diugo$¢ promienia jest
zadana, sprowadza sie do rozwigzania banalnego zadania planimetrycznego. Tylko

dla kompletnos$ci zagadnienia pokazano ten przypadek.
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Dla danych wspéiptaszczyznowych okregéw 5, i a2 oraz przyjetej diugosci
promienia Rb przedstawiono konstrukcje szukanego tuku wstawki. Pokazano
rozwigzanie dla dwéch przypadkéw, w zaleznosci od tego czy tuk wstawki ma by¢

styczny zewnetrznie, czy wewnetrznie do okregéw a, i a2.

tuk wstawki styczny zewnetrznie przedstawia rys.VIll.1.1a.

Viil.1.1a

tuk wstawki styczny wewnetrznie zilustrowany jest na rys.VIIl.1.1b.
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VIll.Ib. Konstrukcja osi wstawki tgczacej, gdy dane sg okregi a,, a2 oraz okrag
a3, ktory nalezy ominac

Dla danych okregébw 5, a2 a3 nalezy okresli¢ tuk osi wstawki stycznej
jednoczesnie do wszystkich trzech okregdéw. Takie zagadnienie zostato teoretycznie
omowione w punkcie 5 rozdziatu Il

Jak poprzednio, mozna rozpatrywaé¢ dwa przypadki, prowadzac o$ wstawki po
tuku okregu stycznego zewnetrznie lub wewnetrznie do okregu a3. Przedstawione
tutaj rozwigzania dotycza sytuacji hipotetycznych, lecz praktyka wskazuje na
istnienie realnych sytuacji, gdy na teoretycznie wyznaczonej trasie kabla znajduje sie
przeszkoda w postaci np. wlazu studzienki rewizyjnej lub. Oczywiscie, stycznos¢ do
okregu 5, spowodowana jest dazeniem do uzyskania mozliwie najwiekszego
promienia tuku wstawki.

W kazdym z tych przypadkéw jest tylko jedno rozwigzanie. Wybor koncepcji w
znacznej mierze zalezy od usytuowania okregu ,przeszkody” 53 wzgledem danych
okregéw a,, a2.

Dla przyjetych okregéw a,, a2 oraz 53 konstrukcja tuku wstawki stycznej
zewnetrznie polega na okres$leniu dwoch miejsc geometrycznych Ssrodkéw okregow
stycznych do dwdéch par sposrod trzech danych okregéw. Czes¢ wspdlna tych dwoéch
miejsc geometrycznych okresli potozenie $srodka okregu stycznego do wszystkich
trzech.

Konstrukcja wskazanych miejsc geometrycznych jest omoéwiona w pp. 1l.2.2a.
Przy uzyciu programu CABRI, korzystajgc dwukrotnie z makrokonstrukcji
.macl6_mc”, otrzymuje sie po dwie krzywe stopnia drugiego, bedace zbiorami
srodkow okregéw stycznych do dwdéch danych okregow. W tym przypadku sg to

dwie hiperbole c] i c\.

Hiperbola c2 zawiera Srodki okregéw stycznych zewnetrznie do okregéw a, i a2,
zas$ hiperbola c2 jest zbiorem $rodkéw okregéw stycznych wewnetrznie do okregow
a2 i 53 Jeden z czterech punktéw wspélnych obydwu hiperbol jest Srodkiem

szukanego okregu. Wybor wiasciwego punktu nie nastrecza trudnosci, gdyz

podyktowany jest dtugosciag promienia wstawki.

224

Konstrukcja ustalajgca przebieg osi takiej wstawki jest pokazana na rys.VIll.1.2a.

VIIl.12a

Dla przyjetych okregow 5,, a2 oraz a3 dla wytrasowania tuku wstawki stycznej

wewnetrznie wyznaczono miejsca geometryczne s$rodkéw okregéw stycznych do

dwéch par sposrod trzech danych okregéw. Czes$¢ wspdlna tych dwoch zbioréw
okresli potozenie $rodka Ob okregu b stycznego do wszystkich trzech okregéw

danych.
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By narysowa¢ potrzebne miejsca geometryczne skorzystano z zasad
omoéwionych w pp. Il.2.2a i przy dwukrotnym uzyciu makrokonstrukcji ,,macl6_mc”

otrzymano dwie krzywe stopnia drugiego, ktore zawierajg srodki okregdéw stycznych
do dwoéch danych okregéw. Hiperbola cf zawiera $rodki okregow stycznych
zewnetrznie do okregéw 5, i a2, hiperbola c2 jest zbiorem $rodkéw okregéw
stycznych wewnetrznie do okregéw a2 i 53 (dodatkowo pokazano hiperbole c2 dla
pary okregébw a, ia3). Jeden z czterech punktéw wspo6lnych obydwu hiperbol,

wybrany ze wzgledu na korzystng dlugos¢ promienia wstawki, jest $rodkiem

Obszukanego okregu b .

Przyktad konstrukcji osi takiego tacznika pokazuje rys.VIil. 1,2b.

VIII. 1.2b
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VIll.1c. Konstrukcja osi wstawki taczacej, gdy dany jest punkt P, przez ktory

powinna przechodzi¢ o$ tacznika

Dla danych okregébw 5,i a2 oraz punktu P nalezy okresli¢ tuk bosi wstawki,
stycznej do obu danych okregow i przechodzacych przez dany punkt. Taka sytuacja
odpowiada przypadkowi oméwionemu w rozdziale I1.4.

W zaleznosci od potozenia punktu P wzgledem danych okregdw moga zaistnie¢
dwa przypadki przebiegu osi wstawki po tuku okregu stycznego zewnetrznie lub
wewnetrznie do okregéw 5,i a2. Dla kazdego z nich istnieje tylko jedno rozwigzanie.

Jezeli punkt P znajduje sie pomiedzy prostymi stycznymi zewnetrznie do
okregébw danych 5,i a2, wowczas o$ wstawki nalezy do okregu b, stycznego
zewnetrznie do tych okregow .

W kolejnym przypadku, gdy punkt P jest usytuowany na zewnatrz prostych
stycznych do okregéw podstawowych 5,i a2, o0$ wstawki jest tukiem okregu b
stycznego wewnetrznie do tych okregow .

Dla przyjetych okregébw 5,, a2 oraz punktu P jak dla pierwszego przypadku
srodek szukanego tuku bedzie znajdowat sie w punkcie przeciecia sie miejsc
geometrycznych Srodkéw okregéw przechodzgcych przez punkt P i stycznych do
kazdego z danych okreg6éw. Takie zbiory mozna okresli¢ na podstawie rozwazan
przedstawionych w rozdziale 1. Korzystajagc z programu CABRI, za pomoca
dwukrotnie wykonanej makrokonstrukcji ,macl0_mc”,jak w pp. 11.1.1, otrzymuje sie
dla kazdego z okregéw krzywa stopnia drugiego. W tym przypadku sg to dwie
hiperbole €2 i c2 o osiach zawierajgcych punkt P i odpowiednio srodki okregéw

a, i a2, czyli /, =P0Od i 12=P0a2. Jeden z punktéw wspdlnych obu hiperbol jest

srodkiem szukanego okregu b .
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Konstrukcje osi wstawki b, gdy jest ona tukiem okregu stycznego zewnetrznie do Jak poprzednio, hiperbole te otrzymano korzystajgc dwukrotnie z ,mac10_mc".
okregébw 5,i S2, pokazano na rys.VIll.1.3a. Konstrukcje takiej wstawki b, gdy jest ona tukiem okregu stycznego wewnetrznie do

okregbw a,i 32, pokazano na rys.VIIl.1.3b.

VIll.1.3a

Dla przyjetych okregéw a,, a2 oraz punktu P, jak dla przypadku drugiego,

postepowanie jest analogiczne do przypadku pierwszego. Srodek szukanego okregu
bedzie znajdowat sie w punkcie przeciecia sie miejsc geometrycznych $Srodkéw
okregbw przechodzacych przez punkt P i stycznych do kazdego z danych okregow.

Potrzebne miejsca geometryczne wyznaczono jak w pp. 1111, otrzymujgc dwie

hiperbole c¢2 i ¢\ o osiach odpowiednio /, =POa.i /l2=P0Oa2. Jeden z punktéw

wspolnych obu hiperbol jest srodkiem szukanego okregu b .
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VIII.2. Konstrukcja tagcznika gdy okregi 5 i a2sa
wspoOiptaszczyznowe i posiadajg punkty wspoélne

W takim przypadku konstrukcja szukanego okregu b , ktérego dtugos$¢ promienia
Rb musi byé wieksza od dlugosci minimalnego promienia “~min, ustalonego
warunkami technicznymi, jest elementarna, lecz dla kompletnosci pokazano jg na

rys.VIII.2.

ViINL.2

VIII.3. Konstrukcja osi wstawki, gdy osie kabli sgtukami okregow
5, i a2, ktére nalezac do réznych ptaszczyzn nie posiadaja

punktéw wspdlnych

W rozwazaniach w tym i kolejnych punktach konstrukcje sa przedstawiane w
metodzie rzutéw prostokatnych Monge'a.

W przypadku gdy osie tras kabli sg tukami niewspoétptaszczyznowych okregéw
a, i a2, konstrukcja okregu stycznego do obydwu okregéw a, i a2jest utrudniona i

diugos¢ jego promienia zalezy w znacznej mierze od wzajemnego usytuowania
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okregobw wyjsciowych. Wazne znaczenie dla konstrukcji ma fakt, czy wyjsciowe
okregi a, i a2saroztgczne, czy tez posiadajg punkty wspéine.

Na rys.VIIl.3.1 przyjeto roztgczne okregi 5, i a2, nalezagce odpowiednio do

ptaszczyzn a,i a2.

MIL.3.1

Szukany okrag b styczny do okregow a, i a2 naleze¢ musi do ptaszczyzny
okreslonej prostymi i t2 stycznymijednoczesnie do okregéw b i 5 oraz do bi a2.
Proste r, i t2 jako nalezgce do ptaszczyzny, muszg mie¢ wspolny punkt K,

zawierajacy sie w krawedzi k ptaszczyzn a,i a2.
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Punkty stycznosci 1 i 2 okregu b do prostych r, i t2 muszg byé jednakowo
odlegte od punktu K .W celu ustalenia punktu K na krawedzi k skorzystano z osi
potegowej p, skonstruowanej dla dwoch wspoéiptaszczyznowych okregowa, i a2\

O$ potegowa dwdch okregoéw posiada takg witasnosé, ze diugos¢ odcinkéw

stycznych do obu okregdéw, poprowadzonych z punktu nalezgcego do tej osi jest
jednakowa. Aby wiec dlugosci odcinkéw |£1] =\K2\ punkt K musi naleze¢ do osi
potegowej p okregéw a, i a2A

W celu wyznaczenia odcinkow o rownej diugosci 1K i 2K dokonano obrotu
ptaszczyzny a2 na plaszczyzne a, (okrag a2 po obrocie oznaczono aA2) .
Korzystajgc z makrokonstrukcji ,mac9_m” wyznaczono o$ potegowa p okregoéw a, i

aA2 m Punkt K jest punktem wspolnym prostych p i k, co wida¢ na rys.VII1.3.2.

VIIL.3.2
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Nastepnie wyznaczono cztery proste styczne do obu okregdéw, przechodzace

przez punkt K .

Potozenie punktu K na osi potegowej sprawia, ze punkty stycznosci 7, Ta, 2
2Aa znajdujg sie w réwnej odlegtosci od punktu K .

Na rys.VII.3.3 wyznaczono cztery odcinki

okregéw a, i 52A

VII.3.3

Kla'\KV,K2aA'K2A' styczne do
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W dalszych rozwazaniach, w celu polepszenia czytelnosci rysunku, a takze ze Aby wyznaczy¢ rzuty prostokatne okregu b o Srodku Ob i promieniu Rb

wzgledu na sytuacje wystepujace w praktyce omawianych zagadnieni, rozpatruje sie wykonano klad plaszczyzny p, w ktorej ten okrag sie zawiera (J5=1K2), na

tylko jedna parg odcinkow KY oraz K2A'". ptaszczyzne a, (obrét wokét prostej /=1K) i ostatecznie skonstruowano, na

Po obrocie ptaszczyzny a2 do pierwotnego potozenia otrzymano na rys.VIIl.3.4 rys.VIII.3.5, kiad okregu, a nastepnie jego dwa rzuty.

rzuty obu tych odcinkéw KV oraz K2*',

VI1I1.3.5

VI 3.5
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W celu poprawienia czytelnosci na kolejnym VII1.3.6

rysunku pokazano rzuty

tylko czesci okregdéw a, i a2 potgczonych tukiem okregu b .
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Vvi1.3.6

VIIl.4. Konstrukcja osi tagcznika wygtadzajgcego, gdy tuki okregow
5, 1 a2 nie sgwspotptaszczyznowe i posiadajg co najmniej

jeden punkt wspdiny

Przy takich zatozeniach w przypadku ogd6lnym nie istnieja okregi b styczne
rownoczes$nie do obu danych okregéw 5, i a2.

Jednak w przypadku szczeg6lnym, gdy diugosci srednic okregéw wyjsciowych a,
i a2 sag jednakowe, przy zachowaniu pozostatych powyzszych warunkéw istniejg

okregi styczne do okregow 5, i a2. Przypadek ten omoéwiono jako punkt VIIl.4.1.

Dla zalozen ogélnych, gdy nie istnieje okrag styczny do okregéw danych, mozna
zastosowac¢ krzywe koszowe lub dopusci¢, aby proste styczne w punktach
wspélnych okregéw wyjsciowych oraz ,fgcznika" zawieraly relatywnie niewielki kat.
Nalezy wéwczas zadba¢, aby zmiany krzywizn przebiegaty mozliwie tagodnie.

Ponizej podano przyktad konstrukcji okregu taczgcego tuki okregoéw danych
zaktadajac, ze dopuszcza sie, aby okrag taczacy b przecinat okregi dane 5, i a2
pod katami o niewielkich miarach O, i §2.

Przyjeto okregi 5, i a2, nalezgce odpowiednio do ptaszczyzn a, i a2. Prosta k
jest czesScig wspoélng ptaszczyzn a, i a2, zas punkty A,i A2 punktami przeciecia sie

okregowa, i a2. Sytuacje takg przedstawia rys.VIIl.4.1.
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Na okregu a, przyjeto punkt 1 w okolicy przewidywanego punktu zmiany
krzywizny. Okregowi 5, przyporzadkowano kat €x, ktbrego miara nie jest zbyt duza
(w czasie konstruowania moze ona ulega¢ zmniejszeniu, lecz dla czytelnosci
rysunku w poczatkowej fazie mozna przyjmowaé go dowolnie).

Przyjeto takze punkt 2, nalezacy do okregu a2 (na rys.VIll.4.2 przyjeto, dla
formalnego uproszczenia konstrukcji, odcinek 12 réwnolegle do rzutni pionowej).

Korzystajgc z konstrukcji omowionej w rozdziale V, za pomocg makrokonstrukcji

.mac76_m" , dla zalozen przyjetych zgodnie z rys.VIIl.4.2m
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5

I

. \
a”/ \
a1

Q

~ /

N S

Vill.4.2m

wyznaczono na rys.VIIl.4.2 krzywa ptaska rzedu czwartego c4, ktéra jest zbiorem
srodkéw okregdéw przechodzacych przez punkty 1i2 iprzecinajgcych okrag a, pod
katem $x.

VIll.4.2
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Aby wyznaczy¢ obraz wykresiny krzywej c\ dla okregu 5, skonstruowano trzeci
rzut zespotu okregébw  wyjsciowych 5, i a2 na pfaszczyzne roéwnolegtg do
ptaszczyzny a?2.

W tym rzucie przyjeto, podobnie jak dla okregu a,, niewielki kat 02 dla okregu
a2. Dla okregu a2, kata 42 punktow 2 i 1 wyznaczono krzywag c2, uzywajac

makrokonstrukcji ,mac76_m” dla odpowiednio zmodyfikowanych zalozenh

(makrokonstrukcja jest realizowana w rzucie trzecim).

Rzuty krzywej c2 przedstawione sg na rys.VIIl.4.3.

VIll.4.3
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Obydwie krzywe c4 i c4 sgwspoiptaszczyznowe i nalezg do ptaszczyzny

symetrii odcinka 12. Dla zatozeh pokazanych na rys.VIll.4.4m

Vill.4.4m

za pomocg ,mac90_m” wyznaczono rzut poziomy krzywej

c4 jak na rys.VIll.4.4.

Srodek Ob szukanego okregu b wstepnie przyjeto w miejscu przeciecia sie

krzywych cdic4. W ogdlnym przypadku wspoéiptaszczyznowe krzywe rzedu

czwartego moga posiadaé cztery punkty wspdélne. W sytuacji dotyczacej
rozpatrywanego zagadnienia charakter tych krzywych wskazuje na istnienie tylko

dwdch punktéw wspdélinych. Wybo6r jednego z nich jako punktu Obpodyktowany jest

potrzebg wyznaczenia okregu b o dilugosci promienia mieszczacego sie w

okreslonych normatywami granicach oraz innymi warunkami technologicznymi.

W rozpatrywanym przykitadzie wybrany punkt Ob pokazano na rys.VIll.4.5.

VIIl.4.5
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Szukany okrag b o $rodku Ob przechodzi przez punkty 1 i 2. Jego rzuty Na kolejnym rysunku (VIII.4.7) pokazano tylko czesci okregéw wyjsciowych 5, i

otrzymano wykonujac obrot plaszczyzny”® =\Ob2 na ptaszczyzne pionowa wokot a2 oraz tuk okregu b zawarty pomiedzy punktami 1i 2 .
prostej /=12, gdzie skonstruowano ktad JA.

Po powrocie z kltadu otrzymano rzuty okregu b , co pokazano na rys.VIll.4.6.

ViIl.4.7

W zaleznosci od warunkéw technicznych i wymaganych parametréw mozna
zmienia¢ dlugo$¢ promienia Rb okregu b poprzez odpowiednie zmiany miar katow
0, i 02 zawartych pomiedzy prostymi stycznymi do okregéw danych a, i a2 oraz

tukiem szukanego okregu b .

VII.4.6
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VIIl.4.1. Konstrukcja osi tacznika wygtadzajagcego miedzy danymi okregami 5, i Wykorzystujac konstrukcje oméwiong w rozdziale V, przyjeto miare kata 0 = 0°.
32, gdy okregi te maja $rednice ojednakowych diugosciach, sa Za pomocag makrokonstrukcji ,mac76_m", postepujac jak w przypadku ogélnym,

niewspotptaszczyznowe i posiadajg punkty wspdélne wyznaczono rzuty punktu Ob, bedgcego $rodkiem szukanego okregu b stycznego do
okregéw 5,i 32w punktach 1i2.

W przypadku gdy diugosci Srednic okregéw wyjsciowych 5, i 32 sg jednakowe,

Na rys. VII.4.9 przedstawiono rzuty okregu b .
przy zachowaniu pozostatych przyjetych tutaj warunkéw, istnieja okregi styczne do y P y <9

okregbéw 5, i 32. Ponizej przedstawiono przyktad konstrukcji takiego okregu.

Na rys.VIIl.4.8 przyjeto okregi 5, i 32 nalezagce odpowiednio do ptaszczyzn a, i
a2 . Nastepnie wyznaczono prostg k jako cze$¢ wspélng ptaszczyzn a,i a2 oraz
punkty A, i A2, ktére sg punktami przeciecia sie okregow 3, i 32.

ViIl.4.8

ViIl.4.9
Na okregu 5, przyjeto punkt 1 w okolicy przewidywanego punktu zmiany

krzywizny. Punkt 2, nalezy do okregu 32 oraz jest korncem odcinka 12, réwnolegtego Oczywiscie, dla  omawianego przypadku  rozwigzanie postawionego zadania

- C A . . - mozna uzyskac réwnie dobrze innymi sposobami.
do rzutni pionowej ( réwnolegto$€ ta jest spowodowana utatwieniem oméwionym juz

poprzednio).
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Na rys.VIIl.4.10 pokazano rzuty fragmentéw okregow wyjsciowych a, i a2 ituk

wygtadzajacy, taczacy punkty 1i2.

VIIl.4.10

VIIl.5. Podsumowanie

Analizujac przedstawione rozwigzania, stwierdza sige, ze na podstawie
proponowanych  konstrukcji mozna zaprojektowa¢ elementy tgczgce lub
wygtadzajace dla  wczes$niej okreslonych gtdwnych tras kabli. W przypadku

konkretnego projektu nalezy przyja¢ dane wyjsciowe w odpowiedniej skali lub tez
operowac wspotrzednymi.
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WYBRANE ZAGADNIENIA GEOMETRII KOLOWYCH STRUKTUR
BUDOWLANYCH

Streszczenie

W projektowaniu zagospodarowania przestrzennego, uksztalttowania terenu, w
drogownictwie, w problemach zwigzanych z projektowaniem weziéw wielo-
poziomowych skrzyzowan ciggow komunikacyjnych itp. czesto wystepujg elementy
kolowe. Poza sferg budowlang réwnie czesto wystepuja formy kotlowe w modelach
geometrycznych, np. obiektéw telekomunikacyjnych, radiolokacyjnych, w
urzgdzeniach technologicznych itp.

Znajomos$¢ struktur geometrycznych i zaleznosci zachodzgcych miedzy nimi
znacznie ulatwia ich stosowanie w procesie projektowania, czynnos$ciach
pomiarowych lub tez w wykonawstwie. Przy istniejgcym stanie techniki mozna
tworzy¢ odpowiednie algorytmy umozliwiajgce stosowanie technik komputerowych,
znacznie ulatwiajgcych projektowanie, pomiary geodezyjne, a moze nawet i
realizacje obiektdw, o sprecyzowanych formach geometrycznych. Takze w
badaniach istniejgcych obiektow Swiadomos$¢ geometrii wystepujacych tam postaci
moze by¢ pomocna zaréwno przy inwentaryzacji, jak i przy ocenie np. istniejgcych
deformaciji.

W pomiarach geodezyjnych znajomos$¢ geometrii form kotowych lub sferycznych
moze by¢ uzyteczna przy tworzeniu algorytmoéw lub ustalaniu procedur pomiarowych
stuzgcych do pomiaréw elementéw niektérych budowli.

W ramach zagadnien dotyczacych geometrii okregéw i sfer, a zwlaszcza przy
analizie istniejacych miedzy nimi zwigzkéw miarowych, jednym z ciekawych
probleméw sg zaleznos$ci wynikajace z miary katéw zawartych miedzy nimi.

Przedstawiona praca ma na celu calosciowe opracowanie teoretycznych
zagadnien geometrycznych, omawiajgcych jeden ze zwigzkéw, jakim jest miara
kata pomiedzy figurami obrotowymi zaréwno ptaskimi, czyli okregami, jak i sferami
jako wybranymi powierzchniami obrotowymi. Opracowanie to jest oparte na jednolitej
metodzie miejsc geometrycznych i w znacznej czesci bazuje na wspdlnym dla catej

pracy przeksztatceniu inwersyjnym jako wiernokgtnym.
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Potrzeba teoretycznego rozwigzania przedstawionych relacji wigze sie z ich
wystepowaniem w praktyce inzynierskiej. Jako przyktady wskazano trzy
zastosowania rozwazanego tematu w réznych dziatach zwigzanych z budownictwem.

Przedstawiono metode bezinwazyjnego ustalania grubosci powiok obiektow
budowlanych typu chiodnie kominowe, zbiorniki w oczyszczalniach $ciekéw itp.
budowle inzynierskie.

We wstepnym projektowaniu trasy osi tacznic bezkolizyjnych weztéw drogowych
zaproponowano zastosowanie przestrzennej krzywej koszowej.

Kolejna aplikacja dotyczy trasowania fragmentow tukow kabli w konstrukcjach z
betonu sprezonego, w szczegélnosci tukow wygtadzajgcych w miejscach
wystepujgcych zataman trasy oraz wstawek tgczacych w przypadku wystepowania
przeszkody na trasie kabla.

Nalezy sadzi¢, ze istnieja jeszcze inne dziedziny, w ktorych znajomos$¢é
postugiwania sie konstrukcjami geometrycznymi opracowanymi tutaj teoretycznie
moze by¢ przydatna w procesie projektowania, wykonawstwa Iub prac
inwentaryzacyjno-pomiarowych.

W czterech pierwszych rozdziatach rozpatrywano relacje zachodzgce pomiedzy
kotowymi lub sferycznymi obiektami geometrycznymi w zaleznos$ci od ich rodzaju i
wzajemnego usytuowania, uwzgledniajagc w kazdym z omawianych przypadkow
warunek zachowania przyjetej wstepnie miary katéw zawartych pomiedzy nimi.

Dla przyjetych zatozen omawianych zaleznosci okreslono potozenie $rodkéw
szukanych linii i powierzchni, mozliwg liczbe istniejgcych rozwigzan oraz inne
zaleznosci, wystepujace w ramach rozwazanych przypadkdw.

W wiekszosci przypadkow przeprowadzono dowody dotyczace rodzajow
krzywych lub powierzchni, bedacych miejscami geometrycznymi $srodkéw szukanych
okregéw lub sfer.

Przy opracowywaniu zamieszczonego materiatu ilustracyjnego zastosowano

francuski program komputerowy CABRI.



SELECTED PROBLEMS OF GEOMETRY OF CIRCULAR BUILDING
STRUCTURES

Abstract

Circular elements are often present in spatial management, land development,
highway engineering, problems connected with designing multi - level highway
junctions etc. Apart from building domain these elements appear in geometric models
e.g. telecommunication objects, radiolocation, technological devices etc.

The knowledge of geometrical structures and correlations between them
facilitates their application in designing, measurement or execution of works. Current
state of art makes it possible to create suitable algorithms allowing application of
computer techniques, which facilitate designing, geodetic measurements, and even
realization of objects of defined geometric forms. Also in research on existing objects
being aware of geometry can be helpful in inventory making as well evaluation of e.g.
deformation.

In geodetic measurements the knowledge of geometry of circular or spherical
forms may be useful when creating algorithms or settling measurement procedures
for elements of some buildings.

Among issues concerning geometry of circles and spheres, and especially in the
analysis of measure correlations, one of the more interesting problems are relations
resulting from measure of angles incorporated between them.

The presented work aims at comprehensive elaboration of theoretical geometry
problems concerning one of the relations - angle measure between rotary figures,
both planar i.e. circles or spheres as chosen rotary surface. The work is based on a
uniform method of geometry loci and to a large extend on inverse, preserving
transformation common to the whole paper.

A need to solve these relations theoretically is connected with their existence in
engineering experience. As an example three applications have been shown in
various fields connected with civil engineering.

The method of non-invasive determining of thickness of shells of building
structures such as cooling towers, tanks in sewage treatment plants etc. has been

presented.
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In preliminary designing of the route of axis of connectors of collision free
highway junctions application of circle space curve has been suggested.

The next application deals with layout of parts of cable arcs in constructions of
prestressed concrete and in particular smoothing arcs in road bends or connecting
inserts in case of obstacles in cable way.

It can be assumed that there are other domains where the knowledge of
geometry constructions, which have been theoretically discussed in this paper, can
be useful in designing, execution or inventory-measurement works.

The first four chapters discuss relations between circular or spherical geometry
objects depending on their type, mutual location. In each of the discussed cases the
condition of preset measure of angles incorporated between them has been taken
into consideration

Location of centers of desired lines and surfaces, possible number of existing
solutions as well as other relations occurring in the discussed cases for the assumed
assumptions have been determined,

In majority of cases proofs have been offered concerning types of curves or
surfaces, which are geometry loci of the desired circles or spheres.

CABRI, French computer program has been used in preparing the presented

drawings.
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