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Oznaczenia 1 wymiary waznie lszych wielkosci

CA, Cg Cn, Cg - stezenia sktadnikéw A, BAf R, S mol/l
Eli-l-fEn - energia aktywacji cal/mol
H - Hamiltonian

- stata szybkos$ci reakcji

k* - k - bezwymiarowa stata szybkos$ci reakcji

*1 % oy bezwymiarowa stata szybkos$ci reakcji (»f 1)

- diugos$¢ reaktora

CA
A0 - poczatkowy stosunek stezen substratéow

BO

- rzad reakcji
- stata gazowa cal/mol. deg
- czas 8
- temperatura bezwzgledna °K
- Srednia predko$¢ przeptywu m/s
ic - wspoOtrzedna wzdtuz osi reaktora m
z - bezwymiarowa dtugo$¢ reaktora
la, 'Bj, Hi, TS _ bezwymiarowe stezenia sktadnikdw

- funkcje stowarzyszone (mnozniki
Lagrange’a)

Indeksy

a - okresla warunki poczatkowe

f - okres$la warunki korncowe
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Zagadnienie wyboru odpowiedniej temperatury wzglednie profilu tempera-
tury w reaktorze jest bardzo wazne w problemach optymalizacji reaktoréw
chemicznych. Czesto spotykanym typem zadania optymalizacyjnego jest po-
szukiwanie takiego profilu temperatury w reaktorze rurowym o ustalonych
wymiarach i przyjetym natezeniu przeptywu reagentéw, aby wydajnos¢ jedne-
go z produktéow reakcji byta maksymalna. W przypadku jednej nieodwracalnej

reakcji —* B rozwigzanie takiego zadania jest trywialne: nalezy za-
stosowa¢ jak najwyzszg temperature i proces prowadzi¢ w sposdb izotermicz-
ny. Wwyzszej temperaturze wieksza jest szybkos$¢ reakcji, co jest réwno-

znaczne dla pojedynczej nieodwracalnej reakcji z wiekszag wydajnoscia pro-
duktu. O wielko$ci tej maksymalnej temperatury decydujag najczes$ciej wzgle-
dy ekonomiczne i techniczne mozliwos$ci realizacji.

Problem znacznie sie juz skomplikuje, gdy rozpatrzymy pojedyncza reak-
cje odwracalng egzotermiczng A*=* B. Wyzsza temperatura z Jednej strony
przyspiesza reakcje zachodzace w obu kierunkach, lecz z drugiej strony

zmniejsza réwnowagowy stopiend przemiany sktadnika A. Rozwigzaniem nie
jest tutaj stata warto$¢ temperatury, lecz malejacy profil temperatury
(rys. 1).

Zagadnienie bedzie Jeszcze trudniejsze do rozwigzania w ztozonym ukta-
dzie reakcji. Stosunkowo duzo jest w literaturze opracowan dotyczacych op-
tymalnego profilu temperatur w uktadzie reakcji szeregowych A —* R —-S
(niemal wytacznie dla reakcji pierwszego rzedu) 1171 .Znacznie mniej jest

natomiast informacji na temat reakcji réwnolegtych typu AC - W zasa-
dzie jeétynymi opublikowanymi pracami sg artykuty Horna i wsp()(I:pracownikéw
[8-10J. W literaturze nie opublikowano dotad prac dotyczacych optymalnego
profilu temperatury w uktadzie reakcji szeregowo-réwnolegtych typu A +
+ B—»R, R + B —=S.

Nalezy podkres$li¢, ze optymalny profil temperatury nie zawsze da sie
w praktyce zrealizowa¢, jest jednak pewnym "ideatem" (podobnie jak np.
cykl Carnota w termodynamice), do ktérego nalezy przybliza¢ sie. Kazde

bowiem inne od optymalnego profilu rozwigzanie zagadnienia wyboru odpo-
wiedniej temperatury w reaktorze chemicznym pocigga za sobg gorszag wydaj-

no$¢ produktu zadanego.
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Oszacowanie Tmax i Tmin bedzie wynika¢ z technicznych mozliwos$ci re-
alizacji oraz przestanek czysto fizycznych (np. w procesach katalitycz-
nych czesto nie mozna przekracza¢ pewnej maksymalnej temperatury ze wzgle-
du na mozliwos$¢ zniszczenia katalizatora). Ograniczenia typu (1) nie sta-
nowig istotnej przeszkody w stosowaniu zasady maksimum lub programowania
dynamicznego.

Programowanie dynamiczne 1 zasada maksimum opracowane zostaty stosun-
kowo niedawno,okoto roku 1956, pierwsze prace z zakresu zastosowan - oko-
to roku 1960. Szczegdlnie interesujagca jest metoda oparta na zasadzie ma-
ksimum Pontriagina [13-14], gdyz czesto sama wnikliwa analiza zagadnienia
ujetego na gruncie tej zasady pozwala przewidzie¢ przypuszczalny przebieg
poszukiwanej funkcji. Programowanie dynamiczne, opracowane przez Bellmana
[15], nie daje takich mozliwos$ci przewidywania i poza tym prowadzi do réw-
nan o pochodnych czastkowych (zasada maksimum prowadzi do uktadu réwnan
réozniczkowych zwyczajnych).

Metody programowania dynamicznego zazwyczaj stosuje sie w uktadach dy-
skretnych - np. w zagadnieniach optymalizacyjnych dotyczacych kaskady re-
aktorow zbiornikowych przeptywowych. W opublikowanych pracach z zakresu
konstrukcji optymalnego profilu temperatury stosowano najczes$ciej zasade
maksimum.

Prace Horna i wspdtpracownikéw [8-10] oparte sa na klasycznym rachun-
ku wariacyjnym i w zakresie dotyczacym reakcji réownolegtych nie wyczerpu-
ja zagadnienia (podane wzory czestokro¢ nie ujmuja ograniczen na tempera-
ture (1), omoéwiono w zasadzie tylko 2 reakcje réwnolegte pierwszego rzediiji
W zwigzku z tym jako podstawowy cel niniejszej pracy postawiono teoretycz-
ng analize na gruncie zasady maksimum Pontragina, zagadnienia optymalnego
profilu temperatury w uktadzie dwoéch reakcji roéwnolegtych pierwszego rze-
du, uogélnienie na n reakcji n-tego rzedu oraz rozwazenie nie opracowy-
wanych dotychczas uktadéw reakcji szeregowo-rownolegtych.

Rozpatrywane w niniejszej pracy reakcje rownolegte oraz szeregowo-row-
nolegte sa jednymi z najczes$ciej spotykanych w procesach chemicznych. Pra-
ca niniejsza obejmuje zagadnienia optymalizacyjne dla reaktora typu ruro-
wego, tzn. reaktora, w ktéorym przeptyw plynu jest przeptywem ttokowym.
W szystkie wnioski wynikajgce z tej pracy beda stuszne takze dla reaktoréw
pracujacych periodycznie, wiadomo bowiem, ze ré6wnania matematyczne opisu-
jace stan uktadu w reaktorze periodycznym i rurowym sa identyczne. Wre-
aktorze periodycznym optymalna temperatura bedzie funkcjg czasu, w reak-

torze rurowym - funkcja jego dtugosci.

11



1. OPTYMALNE PROFILE TEMPERATURY W UKLADACH REAKCJI ROWNOLEGLYCH

1. UKLAD DWOCH REAKCJI ROWNOLEGLYCH PIERWSZEGO RZ|DU

Rozwazmy nastepujacy uktad dwédch reakcji rownolegtych zachodzacych w
idealnym reaktorze rurowym:

Zachodzace przemiany ujeto réwnaniami kinetycznymi odpowiadajacymi re-
akcjom pierwszego rzedu:

dCA
37+ (k. k2) (1-1.2)
dC-
B1
17- =k C (1-1.3)
dCB
ffm1 T = k2 CA (1-1.4)

gdzie x jest odlegtos$ciag mierzong wzdtuz osi reaktora w kierunku prze-
ptywu ptynu poczawszy od przekroju poczatkowego, a Wfi Jest Srednig |i-
niowa predkos$cia przeptywu (Wm = const).

Dla dalszych rozwazan wygodniejsze bedzie wprowadzenie nastepujacych
wielko$ci bezwymiarowych:

B R £ Cp
rA A v o o* 7 r (1-1.5)
o) o o)

ktéore nazywaé¢ bedziemy bezwymiarowymi stezeniami

12

oraz

z =1 (1-1.6)

z - bezwymiarowa wspoétrzedna wzdtuz osi reaktora,

L - catkowita dtugos$¢ reaktora.

Uktad réwnan kinetycznych (1-2 do 1-4) przyjmie wtedy postac:

JT = ¢ Wr-n (k1 + k2) rA (1-1.7)
T L™ 1 r«
drB
m

(W dalszych rozwazaniach réwnanie (1-1*9) nie bedzie miato zastosowania i
w zwigzku z tym pominiemy Je).
Wprowadzmy dalej nastepujace oznaczenia:

W, k1l = k1 k2 = k2 (1«1*10)
ni m
otrzymujac ostatecznie
S = - (k1 + k2> rA (1-1+11)
dFB
ir i

W réwnaniach (1-1.11) i (1-1.12) wystepuja tylko wielko$ci bezwymiaro-
we ¢

W arunki poczatkowe powyzszego uktadu réwnan rézniczkowych:

rA (0) = 1, rPi (0) = o (1-1.13)

13



Nowe state szybkos$ci reakcji k} i k2 sa funkéjami temperatury we-
dtug wzoru Arrheniusa:

k1 = k*"Q exp (-E.,/feT) (1-1 .14)
k2 = k20 exp (-E2/kT) (1-1.15)
E1 i Eg - energie aktywacji, wielkos¢ witgczono do statych k}Q i

20*
Przyjmujemy nastepujace ograniczenia zmian temperatury:

Tm in< T < Tmax (1-1.16)

Zaktada¢ bedziemy dalej, ze zmiany gestoéci zachodzace w trakcie reakcji
sa nieznaczne i mozna je pominac.

Problem optymalizacyjny sformutujemy nastepujgco: znalez¢ optymalny
profil temperatury T = f(z), taki aby wydajnos¢ produktu Bl wyrazona
wprost koncentracija "Bl byta maksymalna na wylocie reaktora (z = 1).

Tak sformutowanezadanie ma charakter problemuwariacyjnego, poniewaz
mozna je poda¢ takze w nastepujacej formie: znalezé¢ optymalny profil tem-
peratury T = f(z), taki aby zmaksymalizowaé¢ catke

rBi (D = | ki rA dz

Optymalny profil temperatury skonstruujemy korzystajac z zasady maksi-
mum Pontriagina. Przy opracowaniu matematycznym problemu w niewielkim tyl-
ko stopniu korzystano z fundamentalnego dzieta Pontriagina 03] .natomiast
wiecej informacji dotyczgcych samego zastosowania zasady maksimum dostar-
czyty prace [2, 4, 14]. Szczegb6lnie interesujace byty prace Cowarda i Jac-
ksona [2] oraz Lee [4] na temat uzycia zasady maksimum do wyznaczenia op-
tymalnego profilu temperatur w uktadzie reakcji szeregowych. (Reakcje ro-

wnolegte analizowano dotychczas tylko na gruncie rachunku wariacyjnego (8-
10] ).

Postepujac zgodnie z zasada maksimum wprowadzmy funkcje H (Hamilto-
nian) zalezng od FA i funkcji stowarzyszonych XA 1
H=- *A (kI, + kf) TA +XBi ki TA (1-1.17)
przy czym funkcje stowarzyszone i AB majg speiniaé¢ nastepujacy u-
ktad réownan rézniczkowych: n

14

W, rer .

TTA B, 3TA (X i.iBJ

d . 3 F (k1 + k2) fa] , 3[k1l fa] , T <
“3 i~ - XA TTA ' x Bt § rBi d-1.19)
Z warunkami brzegowymi odnoszacymi sie do wylotu reaktora:
Aa (1) =0, *Bi (1) =1 (1-1.20)

Po wykonaniu rézniczkowania réwnanie (1-1.19) przyjmie postac:

dx,B

ST =0 (1-1.21)
a poniewaz \ B (1) =1 (warunek brzegowy), wiec

= const. =1 (1-1.22)

Réwnanie (1-1.18) przyjmie natomiast nastepujaca postac:
*

= (ki + kg) - ki (1-1.23)

a Hamiltonian:
%

H= -XA (ki + kj) rAM kirA (1-1.24)

Zasada maksimum narzuca thki wybér temperatury, by dla kazdego,z Hamil-

tonian byt maksymalny wzgledap T, czyli:

H (\A, rA, T) =mmax H (*-A, rA, T) w kazdym,z"

t*«[w VX] (I-1-5
fs >
Jezeli wyboér temperatury dokonany zostat zgodnie z warunkiem maksymal-
noéci (1-1.25), tp Hamiltonian wzdtuz optymalnego profilu temperatur jest
staty (wniosek z zasady maksimum) [13-14].
W celu okres$lenia optymalnego profilu temperatur wykazano stusznos¢

kilku lematéw, zastosowanie ktérych znacznie utatwito rozwigzanie posta-

wionego zadania.

15



LEMAT 1. Ham iltonian wzdtuz drogi optymalnej dl.a 0< z< 1 Jjest do-
datni. Dla z =1 H (1) s ki (1), gdyz ~A (i) = O, kij, TA sag oczy-
wiscie dodatnie, wiec stad H (1) > 0. Ale warto$¢ Hamiltonianu musi by¢
stata wzdtuz catego profilu, co dowodzi stusznoséci lematu.

LEMAT 2. Na wylocie z reaktora (z = 1) optymalng temperaturg jest T =
= "mai" Wynlka 't0 z warunku, ze Hamiltonian w kazdym punkcie ma by¢ ma-
ksymalny. Dla z =1 H(1)=k}rA (1) i jest maksymalny, gdy T = Tmax,
gdyz maksymalna bedzie wtedy warto$¢ statej szybkosci Kkij.

LEMAT 3. H moze osigga¢ maksimum lokalne tylko, gdy E2> E1 (dla
ekstremum lokalnego ~ = 0).

Z rébwnan (1-1.24) oraz (1-1.14 i 1-1.15) obliczmy RT2 7 i przyrow-
najmy do zera:

p OH
Rr 3T = -E1”A k1rA - E2V 2 rA + ElklrA=0 (1-1.26)
o/ AT
Obliczmy nastepnie R T — * wykorzystujac przy tym réwnanie (1-1.26).
9T
2
rVv p ._e2 ™~ ki TA - E| XAk- TA + E2k 7 (1-1.27)

Z ré6wnania (1-1.26) obliczmy

E1l k1
XA " Sy + Eg kg (1-1.28)

i podstawmy do réwnania (1-1.27) otrzymujac po przeksztatceniach nastepu-
jaca postac:

RV =.EK 'CRE" (1“UV

2
Znak drugiej pochodnej —§ zaleze¢ bedzie tylko od wyrazenia E. - E_.
3T 1 2
Jezeli
El< E2’
to
<0
di
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Jezeli
El> E2-
to
2fH>0
dlc

Trzeba wyjasnié, ze jezeli temperatura spetnia réwnanie (1-1.26), ale
jest wyzsza od Tmax Ilub nizsza od Tmi,* to w tym punkcie optymalng tem-
peraturg moze by¢ tylko Tmax lub  Tffiin. Wwarunku maksymalno$ci (1-1.25)
wystepuje maksimum absolutne, ktére jak wiadomo, nie musi odpowiadaé ma-

ksimum lokalnemu, w ktérym musi zachodzi¢ ~ = 0.
LEMAT 4. Jezeli Eg> E1, to optymalny profil temperatury jest krzywga

niematejaca.
Jezeli w jakim$ punkcie z optymalng temperaturg jest wartos¢ T lezaca

wewnatrz przedziatu dopuszczalnego ograniczonego temperaturami “min n
) e wéwczas w tym punkcie musi obowigzywaé¢ warunek ™ = 0 (wzér 1-1.26).
u)8Ix v -

Réwnanie (1-1.26) podzielimy obustronnie przez rA i nastepnie zr6z-

niczkujemy wzgledem z:

dX
dn Elki - E2k2> + ~A fl (- ki -~ k2> +
okre$la nam réwnanie (1-1.23), natom iast - réwnanie (1-1.28).

Dokonujac tych podstawien otrzymujemy:

jm o] k¥i 4 E A
1 2~

okre$lone powyzszym réwnaniem Jest zawsze dodatnie , czyli optymalny

profil jest krzywga rosnaca. RoOownanie (1-1.31) jest stuszne dla n

Tmax* . . . . L
Pochodna jest funkcjag tylko temperatury, co stanie sie catkowicie

widoczne, jezeli w réwnaniu (1—1.31) state kA i kg rozpiszemy zgodnie

z wzorami Arrhenlusa:



dT 2 EIk10 exP (-EIAT) + E?K|Q «xp (-E;AT)
-Uo i 373-2-22j 2

« = RT2

{1.i .32)

W ykorzystamy teraz udowodnione lematy do konstruowania optymalnego profi-
lu temperatur.

Konstruowanie optymalnego profilu temperatur, gdy El< E,

Szukany profil wygodniej bedzie budowaé¢ od konca, tzn. od z =1 do
z = 0. Wmysl lematu 2 dla z =1 T * Tmax* Przy posuwaniu sie w kierun-
ku zmniejszajgcego sieflz"temperaturg optymalng bedzie w dalszym ciggu
T=T
nieczny lokalnego maksimum Hamiltonianu ~ =0 (réwnanie 1-1.26). Roéw-

- * A i i
wese d40 momentu z = z%, w ktérym zostanie spetniony warunek ko-

nanie (1-1.26) jest réwnowazne réwnaniu (1-1.28), ktére dla T = Tmax na-
piszemy nastepujaco:

E~iQ exp (- E-,ATmax)
A = ki‘O ekp (- E1/RTm --"-T 2B~ e'xp (1-1*33)

Dla wygody oznaczmy: k"Q exp (- E./RTmax) = k} ~

k20 e*P (- E2/R’max) = kg ~*

i rownanie (1-1.33) przybierze postac:

Elki
r fe — (W -»e)
max max
W celuokres$lenia wspdtrzednej z = z1 “"wejscia w krzywa" okres$long

dalej réwnaniem (1-1.32) scatkujmy najpierw réwnanie (1-1.23):

dA..
= X (ki + kg ) - ki JK(1) =0 d-1.35)
max max max

Rownanie powyzsze jest prostym réwnaniem rdédzniczkowym o zmiennych roz-
dzielonych i rozwigzanie jego jest nastepujace:

. K1 (" + ki )(z - 1)
i max 1 _ e max max
A" lg [ (1-1.36)

max max

18

Poréwnujac (1-1.34) z (1-1.36) znajdujemy:

k- (Eg-E,)
Z}=1+k Ty In e 2-x-py (1-1.37)
max max max 2 2max

Od punktu z1 wchodzimy w krzywa okre$long réwnaniem (1-1.32), a wartos$¢
T(z1) = Tmax bedzie brakujagcym warunkiem poczatkowym tego réwnania roz-

niczkowego.

Rownanie (1-1.32) jest réwnaniem rézniczkowym o zmiennych rozdzielo-
nych. Rozdzielajac zmienne i catkujac obie strony:
c aT Qz + ¢C

« RT~"kie, exp (- E1/RT) + Egkg”™ exp (-Eg/F.T) E1E2
(1-1.38)

Catke wystepujaca polewej stronie powyzszego réwnania moznasprowadzi¢ do
catki funkcjiwymiernej,ktéorag zawsze mozna wyrazic¢ za pomocg funkcji e-
lementarnych. W tyra celu oznaczmy przez ©p najwiekszy wspdlny podziel-
nik wielko$ci E1, Eg (energie aktywacji), czyli:

E1l = pel; Eg = pe2 (1-1.39)

(przyjmujemy, ze E1, Eg sa liczbami catkowitymi) i podstawmy:

exp(- |"t) = u (1-1 .40)

Stad po zrézniczkowaniu:

= 1ii (1-1.41)
RT*  Pu

Poodstawienie (1-1.40) sprowadza catke

i1 dT

¢/ RT2 jI"k-iQ exp (pjr-) + Egkg0 exp ()]

do catki funkcji wymiernej:

f dJ f Jdu_

T., 7 — ;3T+1 eN-e
J pu(Blk20 u + Egkpg u c2) Ypw ~1 (E ~/o + Egkgo U 2 1)

(1-1.42)
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Catke (1-1.42) zawsze mozna wyrazi¢ za pomocag Junkcji elementarnych,
jednakze w przypadkach, gdy a1l i e2 bedag duzyfii liczbami, moze okazac
sie to bardzo ktopotliwe. Wtedy nalezy raczej catkowa¢ w sposoéb przybli-
zony korzystajac z metod numerycznych.

Catkowanie réwnania (1-1.38) prowadzi si¢ do momentu, az osiggniemy
z =0 badZz tez wczed$niej dojdziemy do punktu z = z2, w ktérym T = Tmin.
Przy drugiej ewentualno$ci przerywamy obliczenia i dalej do punktu z =0
optymalng temperaturg bedzie stata temperatura T = Tmin.

Optymalny profil budujemy wiec bez uciekania sie do jakichkolwiek me-

tod iteracyjnych i omijamy trudne dwupunktowe zagadnienie brzegowe:

r. (0) =1, 0.

PRZYKLAD 1

Znajdzmy optymalny profil temperatury w uktadzie dwéch reakcji réwno-

legtych pierwszego rzedu

(produkt pozadany)

dla nastepujacych wielkoS$ci:

k}Q = 45,79 10

K 20 0,4579 e20 0
10 kcal/mol B- (0) 0
B2 - 20 kcal/mol 500°K
R =1,98 cal/mol deg Tmin = 400°K
Reakcje zachodza w reaktorze rurowym o danej ditugos$ci (dtugos¢ reaktora
jest scharakteryzowana bezwymiarowa wielko$cia z - poczatek reaktora z=
= 0, koniec reaktora z = 1).
Profil konstruuje sie od konca, tzn. od z =1, do z = 0. Wmysl le-

matu 2 w zakresie zA < z”"N 1 optymalny temperaturg bedzie stata wiel-

kos¢ T =T

20

Z ré6wnania (1-1.37) okre$limy wspdtrzedng "przetaczenia” z D | a da-

nych w przyktadzie:
0,9

Od punktu z1 wchodzimy w krzywa okre$long réwnaniem (1-1.32), a wartos¢
T (0,9) = Tmax bedzie brakujagcym warunkiem poczatkowym tego roéwnania.
Réwnanie to jest, jak wiadomo, réwnaniem rézniczkowym 0 zmiennych roz-

dzielonych, a problem matematyczny sprowadza sie do obliczenia catki:

dT
.I. (p-D
d*2 e o exp (NIfl) + E2k£0 exp fur*]

Dla danych podanych powyzej catke (P-1) tatwo obliczymy sprowadzajac
ja do catki funkcji wymiernej, a nastepnie rozktadajagc na utamki proste.
W naszym przypadku p = 10 000, el =1, 2 i rozwiagzaniem row -
nania rézniczkowego (1-1.32) jest funkcja (rozwigzanie obowigzujace za-

wsze, gdy E2/E1 = 2):

“q
E2 5720 -oT  Egkgo In ,Eikio oT,
T o  trrec k™Mo E2k 20 ¢ (P-2)
Stata C obliczymy z warunku: dla z =0,9, max - 500°K i osta-
tecznie réownanie (P-2) przyjmie postac:
1 El
.0T B2k 20 - Eikio oT
0.9 E2 EZ“? ! + PSR n
™F10 TTT T «1*10
(P-3)
E2 E2k 20 E2k20 | Eikio m®max
K kio T O y 2k 20

Z réwnania (P-3) obliczymy, ze dla ¢y v ocaqa T " Tmin 1 400 K. Dalej do
punktu z =0 optymalny profil jest izotermg T = Tnjn- Caty optymalny
profil temperatury przedstawiono graficznie na rysunku 2 (krzywa, dla kté-

rej = 0,01 e10).
K10
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ki0 = 0,0691 el0 kgQ = 6,91 e20 = 100 e10)

Pozostate dane byty niezmienione.
T maka=600 Dla tych kombinacji k*« i kje moment "przetgczenia” z™ pozostat

takze niezmieniony i wynosit z1 = 0,9. Obowigzywato réwniez réwnanie (p-3)

Dla powyzszych optymalnych profili temperatury koricowe stezenia i
na wylocie z reaktora osiggaja warto$ci, ktére zebrano w ponizszej
Bl
tabeli:
Tabela 1
Koncowe stezenia sktadnikéow A na wylocie z reaktora-
(wg danych z przyktadu 1)
Bezwymiarowa Bezwymiarowa
B&s0,004e’ koncentracja koncentracja
. 20 -10 sktadnika B. sktadnika A
Typ warunkéw optymalnych 'ka) e na wylocie na wylocie z
z reaktora reaktora
\ rA
0,001 ~1 0
Optymalny profil temperatury 0,01 0,998 0,00001
w reaktorze o danej dtugosci 0.1 0,982 0.0007
1 0,718 0,026
Rys. 2. Optymalne profile temperatury w uktadzie dwéch reakcji réwnoleg- 10 0,157 0,110
tych pierwszego rzadu
y p 9 4 100 0,018 0,13
. . . o 0,001 ~1 «w 0
Na rysunku 2 przedstawiono takze optymalne profile temperatury wyzna- TOPt. - 423°K
Optymalna tempera-
. . PR r . - _ o 0,01 0,997 0,0002
czone dla innych wielkos$ci k-jg i kjo tura procesu *20° Topt. = 428°K
K * termicznego w re- Topt. - 437°K 01 0,973 0.004
kiQ = 69,028 el0 k£0=0,069 €20 = 0,001 el0) aktorze o danej Topt. = 453°K 1 0,685 0,072
dtugosci
Topt. = 460°K 10 0,148 0,231
kA~ = 2259 el0 k£0=2.259 €20 (£§1% = 0,1 e10) Topt. = 461°k 100 0,017 0,272
0,001 n>1 0
ucaé& lii coXV.UHL-loclilc U IU gl, 001 0
Mo = 5.49 el0 k~"0 = 5,49 €20 = ¢el0) ' 0,999
0,1 0,992 0
T = Tmin = 400°K 1 0,924 0
kjQ = 0,674 e1l0 kjo = 6,74 €20 = 10 e10) 10 0,549 0
100 0,108 0
Spos6b obliczeA podano ponizej.
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O kresl enie zi.iilar. stezej'; reagentow w trakcie reakciji z natozonym optymal-
nym profilem temperatury

M najogéliniejszyra przypadku optymalny profil temperatury sktada sie z
trzech cze$ci: dolnego poziomego odcinka T = Tmin od wlotu do reaktora,

krzywej rosnace,j i gbérnego pozioraego odcinka T =1 (rys. 2).

O kre$lenie zmian stezenie sktadnika A

Obliczenia zaczynany od wlotu do reaktora na odcinku obejmujacym za-
kres T = TAin. Zmiane stezenia sktadnika A opisuje tutaj proste réwna-

ni’ rézniczkowe:

E2
dT7 / " 37T 7- LW — -
35* = - Mo e + k20 e rA (1-1.43)
Oznaczmy dalej dla wygody:
1 e?2
Kio ¢ rain = g k20 ¢ rainzke, |
mm mon
Catka ogdlng réwnania (1-1.43) jest:
- (M + ko ) z
TAx B roin {i-1 28

Z warunku poczatkowego 77 (0) * 1 okreslimy stata catkowania C = 1 czy-
}i
- (ke + ki ) z

rA rain (1-1.45)

1}
®

Z ré6wnania (1-1.45) obliczamy warto$¢ stezenia w punkcie z = z2
odpowiadajacym przejsciu z izotermy T = Tfflin na rosnaca cze$¢ profilu
temperatury. Poczawszy od tego punktu temperatura ro$nie od T = az
do T = Tmax* ktéri* osigga przy z = z.,.

Aby wyznaczy¢ zmiany stezenia w zakresie wzrastajacej temperatury

"r.inn ™npax zwazmy, ze obowigzuje tutaj wzér (1-1.28):

> _Elk1
A “ E.jkY + Kgkr

24

oraz zgodnie z zasadg maksimum staty jest Hamilto

H=-\ <ki + k2> R + k1

Podstawiajgc (1-1.24) do (1-1.28) otrzymuje sie:

E2

= KAKAEj-L A )(ELK10 + E2k20

nian (1-1.24):

rA

El.

ey

Hamiltonian H speinia tutaj role statej catkowania, ktdra

warunku:

A/ Tmin® = ~A (z2)* *A ¢z2'1 obliczyny z réwnania (1-1.45).

Wzér (1-1.46) przyjmie wtedy postac:

E2 E1l
E .k’ eOT + E?k = e”
rA = 5 72> omn ~ mem——— \Vi
XV _ min . _ . . , min
110 e + "2 20 e

(1-1.40

obliczymy z

(1_1-47)

Do takiego samego wzoru dojdziemy dzielagc réwnanie kinetyczne (1-1.11)

przez réwnanie (1-1.32) opisujace zmiane temperatury jako funkcje bezwy-

miarowej dtugoséci reaktora i catkujgc otrzymane réwnanie.
Znajac zalezno$¢ temperatury T od bezwymiarowej dtugos$ci reaktora z
mozemy wyrazi¢ teraz T7 jako funkcje z najczeséciej w formie tabela-

rycznej. Roéwnanie (1-1.47) obowigzuje w zakresie
jest punktem odpowiadajacym przej$ciu z rosnacej
tury na izoterme T = Tmax. W korncowym zakresie

jest caty czas stata (T = Tmax) i zmiane stezen

waé¢ bedzie proste réwnanie rézniczkowe:

z2”"N z < "N,

gdzie z1

cze$ci profilu tempera-

zn Nz N ]

ia sktadnika

- _ AN
6$T = k e RTmax + k2Q e KTmax]

temperatura
A opisy-

(1-1.48)
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Oznaczmy dalej i

El

Catkg o0gdlng powyzszego réwnania jest:

- S ) k: - (k: + Kkj )z
Ve p nigx te vV* o a nax i e _ -, .
K10 1 . 20 K2 Fp = _ F Si", e min min + C
max max
* min 2min
Catka ogdlnag réwnania (1-1.50) jest:
Stata catkowania C wyznacza si¢ z warunku, iz dla z =0
- (k} + kA )z
A= C e aax w (1-1.49) r k1min
N +"E|
min min
Z warunku: rA(z1l) = (Tmax™ "~FA ~Tmax" ot)ttc2a si<b z réwnania (r-
1.47)) wyznacza si¢ statag C i ostatecznie: i ostatecznie
- (ki + kij )(z-21) K1 - (K + kg )zl
rA =rA(zi)e “ d-1.50) r min 1 _ e min min
B. = TTZ
min min
Z ré6wnania powyzszego obliczymy kohAcowe stezenie TA na wylocie reaktora
Z ré6wnania powyzszego okre$la sie warto$¢ stezenia rBi

(z = 1).

O kre$lenie zmiany stezenia sktadnika filu temperatury.
Obliczenia zaczynamy takze od wlotu do reaktora na odcinku obejmujacym az do T = Tmax, ktora osiaga przy z =
zakres T = Tmin* stezenia sktadnika Bl opisuje tutaj réwnanie sktadnika Bl w tym zakresie podzielmy
rézniczkowe: rownanie (1-1.32) opisujace
dtugosci reaktora z:
E1l
- w11
1 _t . <> m in r A >
w' = "'1o A (h-1.51) 4T L
1 1 10
N T T ~
Oznaczmy przez
mZ(E1k10*" m
E1l E2
ki = Kip e "ming ks o ow kj, e KTmin r jako funkcja temperatury T jest
m’in min
1.47).
Zmiane stezenia sktadnika A na tym odcinku okre$la réwnanie (1-1.45).
Podstawiajgc (1-1.45) do (1-1.51):
dfB - (ke + kij ) z
-a-i o= k: e min min (1-1.52)
az min

26

= Zg odpowiadajacym przej$ciu z izotermy

Poczagwszy od tego punktu temperatura
Aby wyznaczy¢ zmiany stezenia

T = "min na
z.,.

rGwnanie kinetyczne

zmiane temperatury jako funkcje

* *k2*x2(0) m" ™

znana i okre$la ja

ro$nie od ~

(1-1.53)

(1-1.54)

w punkcie z =

rosngca cze$é¢ pro-

* Tmin

(1-1.12)
bezwymiarowej

przez

fi 1 55)
55>

rGwnanie (I-
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Podstawiajac (1-1.47) do (1-1.55):

1 9TH
T-TiT™ “ 3HT
E1/ E2 E11
k1'0 e' TOiE1k10 + *2%20 rA <z2> o
Ei E— A (1-1-56>
Neml_ Ne . J "OT ~ oT
E1k 10 6 + E2k20 e y ™ e + E2k20 e

Po przeksztatceniach algebraicznych réwnanie powyzsze przyjmie prost-
szg postac:

E
_dRB1 A (z2> . k10 eTff
eth; 3t~ —————— Kelezz s———22 O d-1.57)
' ot2- oT1* ' R T
VEikio e min + E2kio 6 min
Po rozdzieleniu zmiennych i scatkowaniu:
Eo
N
FBi i L2R T— Ero eRl+ C d-1.58)
E1lk10 e min + E2k20 e min
Stata catkowania C okreéla sie z warunku Tg (T j~) = Tg (Zg) i kon-
cowy wzér przybierze postac:
1 E E2
r- "A (Z2> E1k10 [ oT \
rBl Ej— (6 "oe J+ rBl (z2> (1-1.59)
w 1U.

E1lk10 e mljl + E2k20 ¢ min

Znajac zalezno$¢ temperatury T od bezwymiarowej dtugoséci reaktora Z mo-

zemy wyrazi¢ rv. jako funkcje z.
R
Wpunkcie z = z1 temperatura T « Tmax- Obliczamy z réwnania (I-
1.59) wartos$¢ stezenia rB w tym punkcie i dalej w zakresie z1 z < 1
zmiane stezenia sktadnika opisywac¢ bedzie réwnanie rézniczkowe odpo-

wiadajgce izotermie T =T
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E1l
diB, “« oM -~
~aul = k-'61 g max Fa (1-1.60)
Oznaczajac przez
E1l _ E2
e ok
- - - *
Vl V10 p max k2 k20 e max
max max

oraz podstawiajac w miejsce A réwnanie (1-1.50):

dFjg - (k™ + kg )(z-21)
1 *e Y LLX LLI8X I n fze\
Ti~ = k1 *1 A 1N 6 (1-1.61)
max
Catka ogélng powyzszego réwnania jest:
r’ max I—A (Zl'v .. ) Aklmax * kzmaxl\Z
B. “ - [-—- TL, =4yn TY? Mz 6 + cC
max max  _ max max
(1-1.62)
Statg catkowania C wyznaczymy z warunku TLU (z) = Tl (Tmax)«
O statecznie:
kl - (ki + KA )(z-21)
max e max max _n
rBI = - q — nr~ ra (* + r B/ zi)
max max
(1-1.63)

W wielu procesach chemicznych wygodnie jest prowadzi¢ reakcje w sposdb
izotermiczny. Dla danych wyjsciowych z przyktadu 1 rozwazono zagadnienie
znalezienia optymalnej temperatury dla procesu izotermicznego T<
Tmax) zapewniajacej najwiekszg wydajno$¢ produktu B”. Obliczono bezwy-
miarowg koncentracje T"A z réwnania (1-1.54) dla réznych wartosci T z
zakresu 400°K 4 T4 500°K, obliczenia wykonano na maszynie cyfrowej i op-
tymalne temperatury oraz odpowiadajagce wydajno$ci produktu B~ zamiesz-
czono w tabeli 1. Na uwage zastuguje lepsza selektywno$¢ produktu zadane-
go przy izotermicznym prowadzeniu procesu, mimo gorszej wydajnosci.

Teoretycznie najwyzszg wydajno$¢ produktu B" osigga¢ mozna w reakto-
rze nieskonnczenie dtugim w temperaturze T = Trnlr] (jezeli Eg> E". z

rbwnania (1-1.54) wyznacza sie Pg dla tego przypadku (L =o00 );
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k*1
r* nin
Ry - ) Yi—

min emin

"Uyftiki obliczen podano takze w tabeli 1.

Konstruowanie optymalnego profilu temperatury, gdy > EA. Optymal-
nym profilem bedzie tutaj stata temperatura T =T Wynika¢ to bedzie
*)2ir max
gtéwnie z lematu 3 - pochodna —» > 0, czyli nie istnieje maksimum  lo -
aT*

kalne Hamiltonianu, naksimur. absolutne Hamiltonian osigga dla T = Tmax.
Réwniez z ré6wnania (1-1.37) wida¢, Ze nie istnieje punkt 2z = z" "wej-
§cia” w krzywa, gdyz dla E”~> Eg wyrazenie logarytmowane jest zawsze U-

jemne.

ji& O J1 ROITITOLEGLYCai FI2R\.'S2SC-C RZ?DV

Rozwazny uktad n reakcji rownolegtych pierwszego rzedu zachodzacych

w idealnym reaktorze rurowym:

(produkt pozadany)

(1-2.1)

Réwnanie kinetyczne sa nastepujace

dCA

m <Ix (k1 + ... + kn) CA

dCg
a "<ET = ki CA (1-2.2)
dCR

Bn
m Tx~ = kn CA
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Jprowadzajgc nastepujace wielko$ci bezwymiarowe:

C, cBI CBi c¢Bn
r =¢£ = £-—= T— » = g9 z
A \ 1 \ 1 \ n %

uktad réwnan kinetycznych (1-2.2) przyjmie postac:

(k1 + +V A

-":ftn-iki rA

kn rA

W prowadzajac dalej nastepujace oznaczenia:

r~ k1l = ki* W kn = ki
n m

otrzymuje sie ostatecznie:

ar - - (ki + ... + kE) rA r, (0) =1
drE
R =l SIRP rge (0) =0
dl.
TT =kh rA rBn (°) =0
State szybkos$ci kj ... k~ sa funkcjami temperatury wedtug
niusa:
. K1 . En
kN = kN e ..., kM = knQ e
, lig, ..., - energie aktywacji, wielkos$¢ v/tagczono

10* 7 »§OI

(1-2.3)

f1-2'4)

(1-2.5)

wzoru Arrhe-

do

(1-2.6)

statych



Przyjmuje sie nastepujagce ograniczenia zmian temperatury

Tm in« T < T maX

Szukamy optymalnego profilu temperatury T = f(z) takiego,

no$¢ produktu E1 (wyrazona bezwymiarowa koncentracjg PB )
malna na wylocie reaktora.
Hamiltonian ma tutaj postac:

H=- V kl+ k2 + + kA> rA + 72 kN rA

Punkcje stowarzyszone i Ag muszg spetniaé nastepujacy

nan rézniczkowych:

al- * ..« V rj 9j», rj
(mT A A e \ 9tT ~

dxB
1 a[- (ki + ... +k-)rA . 9[ki _rA]

ST =- XA------- L e b cP—
1 B

1

z warunkami brzegowymi odnoszagcymi sie do wylotu reaktora:

XA(1) = 0, >A~(1) =1

f1"2-7)

aby wydaj-
byta maksy-

(1-2.8)

uktad row-

(X 2-9>

(1-2.10)

(1-2.11)

Postepujacpodobnie jak w przypadku dwéch reakcji rownolegtychpierwszego

rzedu mozna wykaza¢, iz:

XBN = const « 1

natom iast

TSr mv ki + eee + KA> - Ki

Hamiltonian przyjmie ostatecznie nastepujaca postac:

H=—"A (ki + ... + k") rA+ ki TA

Zasada maksimumnarzuca taki wybor temperatury, by dla kazdego
nian byt maksymalny wzgledem T, czyli:

H("A” = nax H(*A*
do przedziatu

w kazdym punkcie z dla T

(1-2.12)

(1-2.13)

(1—2.14)

z Hamilto-

nalezacych

NMcelu okre$lenia optymalnego profilu temperatury wykazano, podobnie
jak w rozdziale 1-1, stuszno$¢ kilku lematéw, uzycie ktérych znacznie u-

tatwi rozwigzanie postawionego zadania.
LEMAT 5. Hamiltonian wzdtuz drogi optymalnej jest dodatni.

LEMAT 6. Ha wylocie z reaktora optymalng temperaturg jest T - TnOX.
Dowody powyzszych lematéw sa catkowicie analogiczna, jak dla dwéch reak-
cji réwnolegtych pierwszego rzedu (lematy 1 i 2).

LEMAT 7. Hamiltonian nie moze osigga¢ maksimum lokalnego (wtedy ~ =
- 0), gdy E1> Eg,... > En. Hamiltonian osigga maksimum lokalne, gdy
El< E2,...<En. Wpozostatych przypadkach Hamiltonian osigga swoje ma-
ksimum lokalne lub nie.

W celu wykazania stusznos$ci tego lematu obliczmy pochodng RT jrp z row-

nania (1-2.14) i przyréwnajmy ja do zera:

ra2 le - " + — + W rA + Eiki rA* 0 (x-2-16>
2
Obliczmy nastepnie R2T4 ~-2 wykorzystujac przy tym réwnanie (1-2.16):
3T
r2t4 T “ " XA(E1l ki m*mees + Enkn} rA + E1k1TrA (1-2.17)

Z ro6wnania (1-2.16) wyznaczmy XA:

£k
\Am¥ar 4 1 4 Ankn (1-2.18)

i podstawmy do réwnania (1-2.17) otrzymujac po przeksztatceniach nastepu-

jacag postac:

a . «Yygyy

9T 2 A 11 "1*1 + "« + tnkKn
(1-2.19)
Znak drugiej pochodnej zalezy od znaku wyrazenia w liczniku:
Egk~-Eg) + E3k5(E1-E3) , ... + EnkA(3r En) (1-2.20)
Jezeli E, jest najmniejsza sposréd wszystkich wartésci energii nkt'-v<-:-
. 1)2H
cji B, **e to aswsze —j < 0.
Jezeli E< jest najwiekszg sposéréod wszystkich wartosci i, fil, to
2
zawsze 2-5 > 0.
ZT*
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i
|
Jezeli E. nie jeet ani najwiekszg ani najmniejsza wielkoséciag sposréd
1

2
, to znsk drugiej pochodnej 2'% zalezy od temperatury i okre-
3T

Slenie jego wynaga dodatkowej analizy. Dla jasniejszego zobrazowanie spo-
sobu postepowania przyjmijmy, ze ilo$¢ zachodzacych reakcji roéwnolegtych

n =3, przy czym E2 < El1< EA Ilub E~< El1< Eg.

W yrazenie (1-2.20) przyjmie tu postac:

E2 b
E2k20 e (E1 - e2> + E3k30 e (E1 " E3> (1-2.21)

W yrazenie powyzsze potraktujemy jako funkcje temperatury i znajdzmy jej

miejsca zerowe

W -S
32k20 e (E1 - E2> + E3k30 e (E1 ~E3>=0 d-2.22)

Réwnanie (1-2.22) ma zawsze tylko jeden pierwiastek

E2 ~ E3 1
T, T T (1-2.23)
In
At K2
Analizujac wyrazenie (1-2.21) i (1-2.22) mozna wykaza¢, ze:
jezeli Tk >0, to:dla T> T+ Egkjr-Eg) + E~KJfE.J-Ej) < O
dla T< Td Egk”"E7MEg) + EAA-E -j) > 0
(zar6wno dla Eg< El1< E”, jak i E~< E1l< Eg)
jezeli Tx< 0, to:dla Tx< 0 <T Egk~E.j-Eg) + E-kj(E1-E3) >0

dla T< Tij Egkg(E~-Eg) + E-jK"E"E-j) < 0

Rozpatrujgc powyzsze nier6wnos$ci w powigzaniu z wyrazeniem (1-2.20) (dla

n = 3) mozna wywnioskowa¢, ze:
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T+> 0 t< t, — » > 0 (1-2.24)

T= Tj—» "5 =0
1

3TA
Tj < 0, T> 0> T, dzH>0
9T2
Jezeli temperatura bedzie miata warto$¢ ujemna, to dla warunkéw
32H

procesu chemicznego (T > 0) druga pochodna bedzie ©posiada¢ staty

znak dodatni.

Jezeli temperatura > 0 znajdzie sie poza przedziatem jjrmin, TmakJ
to wéwczas w samym przedziale TmaxJ druga pochodna ~bedzie po-
siada¢ staty znak - dodatni lub ujemny (w zalezno$ci czy > Tmgx , czy
tez < Tmin).

Jezeli temperatura > 0 znajdzie sie wewnatrz przedziatu [Tmin ?Tmax]

to zgodnie ze wzorami (1-2.24), przedziat ten zostanie podzielony tempe-

raturg Ti na dwie cze$ci o réznych znakach drugiej pochodnej ~-5.

Podobnie nalezy postepowac¢, gdy ilo$¢é zachodzacych reakcji n>3. 1los¢

pierwiastkéw wyrazenia analogicznego do (1-2.22):

E2 h . En
*2*20 6 ~ (E1-E2) + E3k30 e (E1~E3) + ... + En*o e =0
(1-2.25)
moze byé wieksza od jednos$ci i przedziat [Tjj*» Tfflal moze ulec rozbi-

ciu na wiecej niz 2 cze$ci o znakach drugiej pochodnej 2£S na przemian +
fuy -, 3T

Wykazemy dalej, ze okre$lenie temperatury TA przy konstrukcji opty-
malnego profilu temperatury nie bedzie konieczne. 0 charakterze profilu

decydowa¢ bedzie bowiem temperatura:
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LEMAT 8. W przedziale otwartym Tmli<c< T < na optymalnym profi-

lu obowigzuje réwnanies

dT  RT2 [k2(E1”E2 + k3(EI“E3> + e+ + KA(E1_En~] * (E1k1 + e+ + Enki)

Jezeli w jakim$ punkcie z optymalng temperaturg Jest warto$¢ T lezaca
wewnatrz dopuszczalnego przedziatu Tm*» < T <'rmajCB> wéwczas w tym punk-

cie musi by¢ lokalne maksimum Ham iltonianu, tzn. §8 = 0 (wzér 1-2.1Q

oraz 2-5 < 0.
9T

Réwnanie (1-2.16) podzielmy obustronnie przez 7™ i nastepnie zréz-

niczkujmy wzgledem z:

(1-2.26)

dXA . . .
okred$la nam réwnanie (1-2.13), natomiast XA - rownanie (1-2.18).

Dokonujgc tych podstawien otrzymuje sie:

f f Enk”)
dT RT2 [k2 < +ak3sE1-E3> + — + ki(E1-En>] <Elki + +
& AL PR NCFET
[ [ —
(1-2.27)
AT .
Pochodna jest tylko funkcjag temperatury.
Konstruowanie optymalnego profilu temperatury
1) Przypadek El1< E2, E1< E™,..., E1< En. Tutaj gdy tylko ~ =0,
to -2-5 <0 (H osigga maksimum). Pochodna z rbwnania (1-2.27) jest

dl az
zawsze dodatnia, czyli profil jest krzywgag rosnaca (rys. 3) lub w szcze-

g6lnym przypadku izotermag T = Tmax.
Optymalny profil buduje sie analogicznie jak w uktadzie dwéch reakcji

rbwnolegtych pierwszego rzedu:

) gdy E1 < E2
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Okre$lmy jeszcze wspdtrzedn
lej rownaniem (1-2.27).

W mys$l lematu 7 dla z =1,

a z » z1 "wejscie w krzywa" okres$long da-

T = Tmgx. Przy posuwaniu sie w kierunku

zmniejszajgcej sie warto$ci bezwymiarowej dtugos$ci reaktora optymalng tem-

peraturg bedzie T =T d o

ny warunek konieczny lokalnego
2.16). Réwnanie (1-2.16) jest

» Tmax na nastepujacg postac:

momentu z = zif w ktérym zostanie spetnio-
maksimum Hamiltonianu = 0 (r6wnanie |I-

rownowazne réwnaniu (1-2.18), ktére dla T *»

El
E k. ®max
110 e
N\ e r, -Br—(1-2.28)
RT_._ KE_,_ ~ kit
e + Egk”™ e nax + E3kj0 e mex
Po wprowadzeniu oznaczeh:
E1l E2 E3
k . M max .. v- e RTmax * v- k* e max » k’
10 max* 20 max* 30 k 3inax
rownanie (1-2.28) przybierze postac:
Elk 1
- max
xA ‘' EA + + E ki (1-2.29)
max max max
Scatkujemy teraz réwnanie (1-2.13):

dv

ar "V ki

Réwnanie powyzsze Jest prostym

lonych i rozwigzanie jego jest

LI P (1-2.30)
+ kg‘ﬂax + k3maX} klmaX

rownaniem rézniczkowym o zmiennych rozdzie-

nastepujgce:

(k: + ki + ki Y(z-1)"
-e (1-2.31)
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Podstawiajac (1-2.29) do (1-2.31) otrzymuje sie ostatecznie:

ki (E_-4) + k; (E-E.)
. 1 max Amax__J -
AN T — TTa-r +T - In EfE- nnoq +-ETO (1-2.32)
max max max max max -'max
Trzeba podkres$li¢, te nie zawsze ma sens fizyczny - jezeli nie

bedzie naleze¢ do przedziatu O < zA < 1, to optymalnym profilem bedzie
izoterma T = Tmax* Powyzsze wzory podano przyktadowo dla trzech reakcji.

Posta¢ wzoréw dla n reakcji jest analogiczna.

2) Przypadek E» > Eg, E~ > E3,...,E.j > Epg. Optymalnym profilem bedzie

tutaj izoterma T = Tman (rys. 3). Wynika¢ to bedzie gtéwnie z lematu 7,

2_'>_>| > 0, gdy tylko Qﬂ: 0, czyli Hamiltonian nie moze osigga¢ maksimum
aT
lokalnego, a jedynie absolutne przy T = “max*

3) Przypadek gdy EA nie jest ani najwiekszg, ani najmniejsza spo-
§rod wartosci  E” En.

Dla lepszego przedstawienia sposobu postepowania ograniczono sig¢ do
trzech reakcji rownolegtych, czyli n = 3. Rozpatrzono wiec przypadki,
gdy Eg< EJ|J< Ej Ilub E3< < E2’ Mozna wykaza¢ stusznos$¢é nastepuija-

cego, waznego lematu:

LEMAT: 0 charakterze optymalnego profilu temperatur dla trzech reakcji
rownolegtych (Eg< E» < EA» lub E”~ < EM» < Eg) decyduje tempera-

tura

Jezeli;

Tx > Tmax - » optymalny profil jestizotermg T = Tmax

Tmin< Tx < “mai- *optynalny PrO:fil jest krzywg rosnacg ograniczong od
dotu temperatura

Tmin> Tx> 0 — » optymalny profil jest krzywg rosnaca ograniczong od
dotu temperaturg T = "min

Tx < 0 — » optymalny profil jestizoterma T = Tmax.

Temperatura T~ nie ma bezposSredniego wptywu na charakter profilu.
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Dowdd:
W punkcie z» (ré6wnanie 1-2.32) wchodzimy w krzywg okre$long rowna-
niem (1-2.27), a warto$¢ temperatury T(z1) = Tmax bedzie brakujacym wa-

runkiem poczatkowym tego réwnania rézniczkowego.

e2 e,

(EAEg) + kjo e ™ (E-j-E-)J

dT RT §%20 9
3Z = E
[Egk"0 ¢ ® (E1-Eg) + E3kjO e “ (B ,-7)
E
1 . e2 . h
E1k10 e LU + E2k20 e LW + E3k30 e (1-2.33)

T(zi) =

Powyzsze réwnanie r6zniczkowe jest réwnaniem typu

& =1(y)
z prawg strong niezalezng od x. Ten typ rébwnania ma pewne szczeg6lne wila-
snosci [16].
Zauwazmy, ze mianownik prawej strony réwnania (1-2.33) staje sie ze-

rem, gdy T =T7, czyli

dT
=+o00, gdy T =Tz (1-2.34)

Natomiast

- E2
I -Q S KDG6G LLIE-E2) + k30 e RT(Ei-E3) = 0 (1-2.35)

co zajdzie dla: (znajdujemy pierwiastek réwnania (1-2.35))

B2 - B3 1 (1-2.36)
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Przypomnijmy, ze

E2 - E3 (1-2.23)
mw3ZEEFS
E1 “ M2 2 <
Mozna wykazaé¢, zes
™ > 0O
tx > Tt
E2 -S
. . . - B g A _i T> T
Jezeli Tx>0, to: x5 @ W(E"EZ) + kjo e (ENE-j) < O, gdy
B,,
K20 e A"Eg) + kjQ e (EJ-E3) > O, gdy 1 o 71x
(1-2.37)
Przypomnijmy, ze dla:
By _ "3
E2*20 e_ + E3k30 e (E1“E3) < °* Sdy T > TA
T+> 0
- E2 *3

apb§ 9 M (E-E2) + E3KjO e AA-E-j) >0 gdy T< fzx
(1-2.38)

Korzystajgac z powyzszych nieré6wnoséci (1—=2.37 do 1-2.38) zbadajmy znak pra-

wej strony wyrazenia (1-2.33):

dT
Hz =

= =y

RT [m.e-fé.\_/ B>+ KD 0, S<Vé>‘]... .

E2k20 e W (el-®2) + E3k30 e (E1-E3)J

E1 By *3

15 + ?J)es a ®

m
(Wo e + A2A20 e + 3K30 O
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T>TX (a wiec i T >TH) i>0
Dla Tx> 0 T >T>Tj aik® (1-2.39)
Tx>Ti>T AT > 0, ale wtedy
32H> 0

"W ejscie w krzywa" okre$long réwnaniem rézniczkowym (1-2.33) z warunkiem

poczatkowym T(z1) = Tmax jest wtedy mozliwe, gdy ar >0 (profil budu-
jemy od tytu -od z=1 do z=0) i gdy 2_2 < o.
Czyli gdy: 3T
T > Tx - optymalny profil temperatury moze by¢ krzywa ros-
Dla Tx > 0 naca
Tx > T > T~ lub Tx> > T - optymalny profil jest izo-

Pozostaje do rozwazenia przypadek Tx < 0. Tutaj warto$é¢ temperatury

moze by¢ zaréwno dodatnia, jak i ujemna. Jezeli T.< 0 - to zgodnie ze
?
wzorami 8—% >0 i optymalny profil temperatury bedzie zawsze izotermg
T = Tmax* Ti > 0 mozna z kolei wykaza¢, ze < 0, czyli "wejscie
w krzywa" okre$lonag réwnaniem (1-2.33) jest tez niemozliwe - profil jest
takze izotermg T =T .
max
- N
/Zauwazmy, ze dla Tx< 0 k™ e ~(E 1-E2)+kjO e (EAE~p"O, gdy TAOTH
E2 . *3
k20 O OT(E1-E2)+k30 e (Er EBK Ot gdy T<TX

Ograniczenie profilu temperatury od dotu temperaturg Tx w przypadku
Tnax > Tx > Tmin wynika¢ bedzie z faktu, iz prosta T = Tx jest rozwig-
zaniem szczegdlnym réwnania rézniczkowego (1-2.33), a sama postaé réwna-
nia zapewnia jednoznaczno$¢ rozwigzania [14] . W szystkie mozliwe przypadki
przedstawiono graficznie na rysunku 3.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze na charakter profilu nie ma bezposSrednio wpty-
wu temperatura T”. Temperatura Tx nie istnieje dla przypadkéw E"Ej.Fn
lub Ej < Eg, Ej, gdyz wyrazenie pod logarytmem staje sie wtedy ujemne.
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n

reakcji
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E<Et< B la, BNE1<Ei
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Temperatura T ma szczeg6lny sens fizyczny£ jest to bowiem optymal-
na temperatura dla procesu izotermicznego w reaktorze nieskonczenie dtu-

gim. Aby to wykazaé¢, nalezy wzigé¢ pod uwaga zalezno$¢ stezenia r od dtu-
Bl
gosci reaktora, obliczy¢ granica przy L — obliczy¢ pochodna wzgladem
temperatury i przyré6wnaé¢ ja do zera.
k drB
Dla I-— ocr® = k'-+k™ 3> a = kg~™"-Eg) + k3(E1-E3) =0

W yprowadzenie wzoru na optymalng temperaturg dla procesu izotermicznego w

reaktorze o nieskonczonej dtugosci (dla trzech reakcji réwnolegtych) po-

daje KRAMERS [17]. Otrzymane przez niego wyrazenie jest identyczne z wpro-

wadzong w niniejszej pracy temperaturg Tx.

Jezeli dtugos¢ reaktora L —- 00 , to optymalny profil w granicy staje
sig izoterma T = Tx (oczywis$cie, gdy Tfflin< Tx< T ).

Podobny badzie tok postepowania, gdy ilo$§¢ zachodzacych reakcji n > 3,
z tym, ze analiza zagadnienia badzie trudniejsza, gdyz moze istnie¢ kilka
wartoé$ci temperatury, dla ktérych pochodna AT 0.

PRZYKLAD 2

Okre$lmy optymalny profil temperatury w reaktorze rurowym dla uktadu
trzech reakcji rownolegtych pierwszego rzadu;

(produkt pozadany)

dla przypadku Eg < E1 < E3

Dane:
20 -
K10 e = 20000 cal/mol
Ifé0 = el0 Eg = 10000 cal/mol
K30 = e32 E, = 30000 cal/mol
R = 1,98 . deg
ra(°) =1 I‘BI(O) =0
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rBg(O) = o rB3(0) = o
400°K< T< 500°K
Rozpoczynamy obliczenia od okre$lenia temperatury Tx:
Tx = 455°K

W naszym przypadku stuszna jest wiagc nieré6wnos$¢; < #x < Tmgx i opty-
malny profil badzie krzywg rosngcg ograniczong od dotu temperaturg Tx.
Szukany profil temperatury bedziemy budowaé¢ od korica, tzn. od z = 1 do
z = 0.
Dla z =1, T = Tmax = 500°K i przy posuwaniu sig w kierunku zmniej-
szajgcej sie wartosci bezwymiarowej dtugos$ci reaktora optymalng badzie i-

zoterma T =T az do momentu z1t w ktérym zostanie speiniony warunek
max ow

konieczny lokalnego maksimum 7 = 0. Punkt 2z okred$limy z réwnania (I-
2.32):

z1 = 0,855
W punkcie z* = 0,855 wchodzimy w krzywa okre$long réwnaniem (1-2.27), a

warto$é¢ temperatury T (0,855) = 500°K badzie brakujagcym warunkiem po-
czatkowym tego réwnania r6zniczkowego. ROwnanie to rozwigzano w sposéb
numeryczny metodag Rungego-Kutty.

Optymalny profil wyglada nastepujaco;
Koncowe stazenia rA i B ositjgaja nastepujace wartosci;

TA= 0,02 Fg = 0,14

Dla poréwnania: optymalng temperaturag procesu izotermicznego jest T =
= 478°K, a koncowe koncentracje i Tg sg nastepujace:

rA= 0,056 rB = 0,13

Odpowiednie obliczenia wykonano na maszynie cyfrowej (400°K,4 T< 500°K).

Najwyzszag wydajnos$¢ produktu Bl osiggna¢ mozna w reaktorze nieskon-
czenie diugim (L =00). Optymalng temperaturg jest temperatura Tx = 455°K
stezenie rB =0,155 (rA = 0).
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-1'jb. 4. Optymalny pro fil temperatury w uktadzie trzech reakcji réwnoleg-
tych pierwszego rzedu (wg przyktadu 2)

O kres$lenie zmian stezen reagentéw w trakcie reakc.1l z natozonym optymal-
nym profilem temperatury

Wnajogdlniejszym przypadku optymalny profil temperatury sktada sie z

trzech cze$ci: dolnego poziomego odcinka T = Tmin (od z =0 do z = zg),

krzywej rosngcej (od z = Zg doz = zM)igérnego poziomego odcinka T =

I'* Tmax <od z " 21 do 2 " 1>
|
O kredlenie zmian stezenia sktadnika A

Obliczenia zaczynamy od wlotu doreaktora na odcinku obejmujacym za-
kres T = Tmin. Zmiane stezenia sktadnika A opisuje tutaj proste réwna-

nie rézniczkowe:

El

dIA . min
- <10 e AR S S (1-2.40)

Oznaczmy dalej dla wygody:

E1l En
- W — m SCTT
k:n e min = k: A e min = k-
10 min no “min

Catkg ogdlna réwnania (1-2.40) jest:

- (ki + + ke )z
rA = Ce min min (1-2.41)
Z warunku poczatkowego ~(0) = 1 okred$limy statg catkowania C = 1.
Czyli
- (k} + + ke )z
rA = e min min (1-2.42)
Z réwnania (1-2.42) obliczamy warto$¢ stezenia w punkcie z = Zg od-

powiadajagcym przej$ciu z izotermy T = na rosnaca cze$¢ profilu

tem -

peratury. Poczawszy od tego punktu temperatura rosnie od T = Tm*n az do

T = Tmax. ktérg osigga przy z = z".

Aby wyznaczy¢ zmiany stezenia 7" w zakresie wzrastajgcej temperatu-

ry n Tmax zauwazmy, ze obowigzuje tutaj wzér (1-2.18):

Elk1
A" JSA + ... o+

oraz zgodnie z zasadg maksimum staty jest Hamiltonian (1-2.13)
H=- W + ... + kA) rA + ki TrA
Podstawiajgc (1-2.18) do (1-2.13) otrzymuje sig:

" Elk: + ... + E ki

rA =iq (Eg -EVg ¥ ..: + CEn - U,y k- (1-2.43)

Hamiltonian H spetnia tutajrole statej catkowania, ktérg obliczymy z

warunku TA (Tmin) - TFA(Zg), rA(z2” obliczymy z réwnania (1-2.42).
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'ilzér (1-2.43) przyjmie wtedy postac:

kio e Ekip e
r= rA(z2> u —
1

Kio e or (E2"E£MN)r2q ©

El En

. oT
+ Eri’iﬁfg e

++

n'l
HF
+ (V Ei>kd o e" OTJ

- fl1|1£1bll

(E2-El)k2G 6 milnn~ eee + (V SI)kA0o e * Hin

(1-2.44)
n

~m'rain

Eikio e + e*e + EnkAo e

Do takiego samego wzoru mozna doj$¢ dzir.lac réwnanie kinetyczne (1-2.5

gérne) przez réwnanie (1-2.27) opisujace zmiang temperatury jako funkcja

bezwymiarowej dtugoséci reaktora i catkujac

otrzymane réwnanie.

Znajac zalezno$¢ temperatury T od bezwymiarowej diugosci reaktora z

mozna teraz wyrazi¢ TA jako funkcja z '

(najczes$ciej w formie tabela-

rycznej). Réwnanie (1-2.44) obowiazuje w zakresie z2 < zsg z1, gdzie z1

jest punktem odpowiadajacym przejSciu z rosnacej, czas$ci profilu na izo-

termg T =T

max’

W koncowym zakresie zi 24 1 temperatura jest caty czas stata (T =
= Tmax) i zmiang stazenia sktadnika A opisywaé¢ badzie proste réwnanie
rézniczkowe:

E
a7 - M
A _ max -
xT- = ° ko + kno e (1-2.45)
Oznaczmy dalej:
En
k~Amax
k10 = ki
e Ki. “«max
Catka ogdlng réwnania (1-2.45) jest:
- (ka H ) z
TA = Ce max (1-2.46)
Z warunku: ~(z.,) = T™NTmax) (TA (Tmax) oblicza sig z réwnania (1-2.45)).
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Wyznaczmy statg C i ostatecznie:

- (ki + ..+ )(z - z1)
TA = rA(Zl)e max max (1-2.47)

Z powyzszego réwnania oblicza sia kofAcowe stezenie VA na wylocie reak-
tora (z = 1).

Okres$lenie zmian stezenia sktadnika
Obliczenia zaczynamy takze od wlotu do reaktora na odcinku obejmujacym
zakres T =1 "~ , Zmiang stazenia sktadnika B" opisuje tutaj rbwnanie

rézniczkowe.

E.
dr, . 1
Bi " Ne
i - vm p r
- K10 e *A
Oznaczmy przez:
E! En
1T77%
Amin® A 6 Am in "™ -6 (1-2-48)
2tniang stazenia sktadnika A na tym odcinku okre$la réwnanie (1-2.42).
Podstawiajgc (1-2.42) do (1-2.48):
dr_ - (ki + + ke ) z
-g-1 = ki e min min (1-2.49)
min
Catka ogdlng powyzszego réwnania jest:
ki - (ke + ... + k* ) z
t min _ min min .n /to cr\\
Bl = - TH \% VV:— e + c
1 min min
Stata catkowania C wyznaczymy z warunku, iz dla z =0 r =0
I(Imin
0 = EI + + k-
min min
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i ostatecznie

Z r6wnania powyzszego okre$la

sie wartos$¢

= z2 odpowiadajacym przejsciu z izotermy T =

filu temperatury. Poczagwszy od tego punktu
az do T = Tmax, ktéra osigga przy z =
sktadnika B w tym zakresie

kowe) przez réwnanie (1-

2.27) opisujace

bezwymiarowej dtugoséci reaktora z8

r EI

[E2k*(EI-E2) +

podzielmy

(1-2.51)

stezenia Tg w punkcie z =
na rtsnacag czes$é pro-

temperatura ro$nie od T = Tm"n

z™. Aby wyznaczy¢ zmiany stezenia

rbwnanie kinetyczne (1-2.5 $rod-

zmiane temperatury jako funkcje

+ Enk.(EI-En)]

_+Enk.) d-2-52)

TA jako funkcja temperatury jest znana i okre$la ja réwnanie (1-2.44).

Podstawiajac (1-2.44) do (1-2.52) i nastepnie przeksztatcajagc:

drBl = E, + + Enk-(En-EI) n
R ? [k2(E2-EI) + + kKAM(En-EI1)]Z * 1min
[(B2-E I)kA + ...+ (W k n
L - m p r e rA(z2) (1-2.53)
1 Vin n min

Réwnanie powyzsze mozna rozwigza¢ rozdzielajgac zmienne i podstawiajac

P
™ TIff
nastepnie e = u.

catki funkcji wymiernej,

elementarnych. Wbardziej

z metod numerycznych.

Podstawienie to

sprowadza obliczenia do okreslenia

ktédra zawsze mozemy wyrazi¢ za pomocag funkcji

skomplikowanych przypadkach korzysta¢ bedzie sie

Znajac zaleznos$¢ temperatury T od bezwymiarowej dtugosci reaktora z

mozna wyrazi¢ r_ jako

funkcje z.

W punkcie z = z» temperatura T =

stezenia sktadnika B

ce izotermie T =T :
max

50

opisywac¢ bedzie

Vax"

rbwnanie

W zakresie z "~ zn1 zmiane

rézniczkowe odpowiadaja-

drR "T——
1 _ k. e mx r (1-2.54)
TT ~k10 6 A
Oznaczajac przez

El En

“OWP ~ Rtf

ki , . I%].O g nax***.» kl_'] ) kl_'IO g max
max max

oraz podstawiajac w miejsca TA rdéwnanie (1-2.47):

dr,, — (kn + ... +km ) (z —z.)
*1 ” max max (1-2.55)
3E" =kl ©
Catka og6lng powyzszego réwnania jests
k; - (K + t ko) (z -t
- max N \_ max max + C
B. =-E + t"1E . 1
max max (1- 2. 56)
Stata catkowania C wyznaczymy z warunku r£ (z.,) = rs”~(Tmax) j ostatecz-
nie
s (K + oo+ KA >
rB. = - Tq + ic- * TA(*1)
! max inax
o 1BIC0) (1-2.57)

3. UKLAD DWOCT REAKCJI ROWNOLEGLYCH n-TEGO RZEDU

Rozwazmy nastepujacy uktad dwéch reakcji rownolegtych n-tego '2¢du za-
chodzacych w idealnym reaktorze rurowym:
(produkt pozadany)
(1-3.1)
51



Iéwnanio kinetyczne sg nastepujace:

1

dCA
m (k1 + k2) C®
dCB,
"m “ast = kila
dC.
-XT' = k2°A

Wprowadza sie bezwymiarowe stezenia:

cA Bl B

T, = 7— <mW— rB = *__
A % S1 % B2 %

bezwymiarowe state szybkos$ci reakcji:
C6lt KL=kl Amk*2=k2
oraz bezwymiarowa diugos$¢ reaktora:

z =f

Uktad réwnan kinetycznych (1-3.2 do 1-3.4) przyjmie teraz postac:

TT1l=* (*1 * k2> rAn rA(°) " 1
drB
-ar = " rAn rB/°>="°

dIB
-TT =KkK2 rAn rB2(°) =0

I rownaniach powyzszych wystepujag tylko wielko$ci bezwymiarowe.

rowe state szybkos$ci reakciji k! i k2 sa funkcjami temperatury
wzoru Arrheniusa:
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(1-3.2)
(1-3.3)

(1-3-4)

(1-3.5)

(1.3-6

(1-3.7)

Cl-3'8)
f1' 3*%9)

Cl- 3*10)

Bezwymia-

wedtug

(- EJJRT)
k1l = kjO exp
(- 2 /IRT)
k2 = N20 exp n
E1f E, - energie aktywacji, wielkosci CPbl .
i in

Ko.

(1-3.11)

(1-3.12)

wtaczono do statych klin i

Ograniczenia zmian temperatury niech maja, jak zwykle, forme nastepujacej

nieré6wnosdci:

Tmin < T < Tmax

C1“3-13)

Zaktada¢ bedziesie dalej, ze zmiany gestos$ci zachodzace w trakcie reak-

cji sanieznaczne i mozna je pomina¢.

Szukamy optymalnego profilu temperatury T = f(z) takiego, aby wydaj-

no$¢ produktu B.] (wyrazona wprost bezwymiarowa

koncentracjg !g ) byta

maksymalna na wylocie reaktora (z = 1).
Postepujac zgodnie z zasadg maksimum Pontriagina wprowadZzmy funkcje H
(Hamiltonian) zalezng od rA i funkcji stowarzyszonych XA i :
H= -\ (~ + k2) r/ +KBik' r/ (1-3.14)

przy czym funkcje stowarzyszone A i

ktad réwnan rézniczkowych:

d\ 9[-(k1l + k2) r n]

A 3[-(k'1+k')rAn] »

z warunkami brzegowymi odnoszacymi sie do wylotu

V 1>=° XB/l 1) =1

musza spetnia¢ nastepujacy u-

alk' r n]

alk' r /]

—B.. (F316)

reaktora:

d-3.17)

Postepujac podobnie jak w przypadku reakcji réwnolegtychpierwszego rzeriu

mozna wykaza¢, iz:

= const = 1
*1

(1-3.18)



natom iast |

dK.. r -i
<r - [\ <k1 + k2> - kI] nTA Cl- ~ )

Hamiltonian (1-3.14) wobec stuszno$ci réwnania (1-3.18) przyjmie ostatecz-
nie nastepujacag postac:

H=- \(k\ + kg) rAn + k., fAn (1-3.20)

Zasada maksimum narzuca taki wyboér temperatury, by dla kazdego ”~ “Ha-
miltonian byt maksymalny wzgledem T, czyli:
H(\, TA, T) = max HXA. rA, T) w kazdym punkcie z dla T nalezagcych
do przedziatu Tmln « T< Tmax.

Podobnie jak dla reakcji rownolegtych pierwszego rzedustuszne bedag na-
stepujace lematy, zastosowanie ktérych pozwoli przewidzie¢ ksztatt szuka-
nej trajektorii:

LEMAT 9. Hamiltonian wzdtuz drogi optymalnej ma warto$§¢ dodatnig.

LEMAT 10. Na wylocie reaktora (z = 1) optymalng temperaturg jest
max

LEMAT 11. Hamiltonian motz_e osigga¢ maksimum lokalne, tylko gdy E9>E,_
- i
(dla ekstremum lokalnego

LEMAT 12. Jezeli Eg> E”, to optymalny profil temperatury jest krzywa
niemalejagca o réwnaniu:

1 - m* m» A’ <1-3-21)

Dowody powyzszych lematéw sa catkowicie zblizone do dowodéw odpowied-
nich lematéw dla dwéch reakcji rownolegtych pierwszego rzedu. Ksztatt op-
tymalnego profilu bedzie wiec taki, jak dla dwéch reakcji rownolegtych
pierwszego rzedu, o wiele bardziej natomiast skomplikowana metoda jego
konstrukcji.

Konstruowanie optymalnego profilu temperatury, gdy E”< E”

Szukany profil buduje sie od konca, tzn. od z =1 do z =0. Wmysl
lematu 10 dla z = 1, T = Tfflax. Przy posuwaniu sie w kierunku zmniejsza-
jacej sie wartos$ci bezwymiarowej dtugosci reaktora optymalng bedzie izo-
terma T = Tlu:& o] punktu z = Zy, W ktérymm;)ostanie spetniony warunek
konieczny lokalnego ekstremum Hamiltonianu fpp = 0:

f
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®2 51 =- E1 "~ k1T TAl- E2 *A k2 A1+ E1kl1 TAT - 0 f1"3-22°

Réwnanie powyzsze jest réwnowazne réwnaniu:

Eik;
Xg * e t1"3*235

ktére dla T =T ma nastepujacg postac:
ax
Ei
E~"o e max
XA Te™* C1“3*24"
E kr KTmax E k, RTmax
E1lk 10 e + 2 20 ®
E1l E2
- =1
Po wprowadzeniu oznaczen k.j0 e max = kl!| , kgQ e ma3c = kg row -
max max
nanie (1-3.24) przybierze posta¢:
Elk1
4 - 1X r fe™ (1°3-25>
max max
Okre$lmy teraz punkt z = z» “"wejscia w krzywa", okre$§lona nastepnie

rownaniem (1-3.23). W przypadku reakcji rownolegtych pierwszego rzedu punkt
z = dato sie wprost okreéli¢ rozwigzujac réwnanie ré6zniczkowe dotycza-
ce funkcji stowarzyszonej Xg i wykorzystujac nastepnie rbwnanie typu
(1-3.25). Dla reakcji n-tego rzedu zagadnienie staje sie bardziej skom-
plikowane, réwnania rézniczkowego (1-3.19) dotyczacego A4 nie da sie
wprost scatkowaé¢, gdyz wystepuje w nim bezwymiarowa koncentracja Ipg. Mu-

simy sie uciec do metod iteracyjnych, najwygodniej bedzie zaktada¢ pewng

wartos$¢ m(l) na wylocie reaktorajako wielko$¢éznang i sprawdzac, czy
w punkcie z = 0Qosiggnie sie TIp = 1.0kreSlmynajpierw warto$¢ koncen-
traciji r*(z”~) w punkcie z - z1 przy zatozonej z gory koncentracji

ro(l). Wtym celu scatkujemy najpierw roéwnanie:

dT (k1 + k2 n
A max max r T,
AT " rrre; I'T. a (i-3.r6)
_ max max maxJ
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I
Réwnanie powyzsze otrzymuje sie dzielac etronfmi ré6wnania (1-3.8) i (-
3.19), (dla T =T ). Rocwiazsnien réwnaniar r6zniczkowego (1-3.26) jest
funkcja :

XA(K 1 +k2 ) - K,

max nex r
rA = (1-3.27)
-k, r/f'1)
nax
Podstawiajac w niejsce \ wzo6r (1-3.25) otrzynrujeny
(iig-E, )k'2
PACT) = TAD) e (1-3.28)
11.
Jcatkowanie natonieet réwnania kinetycznego (1-3.8) daje (p*zy T =T )e
nax'
Ftl—s _
7E: +N2 + 1 (1-3.29)
T;8X nar
dla r, = rA(z1l) r.-z6r (1-3.2?) okre$la "punkt przetaczenia" z = z.,.
(&, - E,)ke n
f(y Brdomx nnr _ )
' (1. +*2 500 -~ - (1-3.30)
inar mar

krzywa okreslonag réwnsnien (1-3.23)» a wartos$¢

bedzie brakujacym warunkiem poczatkowym tego

T punkcie zi vchodziny

temper;:t-iiry T(/") =T
rév.nr.nia rézniczkowego:

2
E2k20 e m
| |

9.

dr = J2 ~1*10 e

n 1
n 7TA ;I(z~) =T (1-3.31)

V révnaniu ;.>ov/yzszyn wyrazimy F. jako funkcje temperatury. VM tym celu

rozwazny réwnanie (1-3.20):

H=- S (k10 e"

+ k%@ e" OT) r/ + k'O e" W r\n

(1-3.20)

Zgodnie z zasada maksimum Hamiltonian ma by¢ staty wzdtuz optymalnego

profilu temperatury.

Vréwnaniu (1-3.20) podstawny w niejsce wzor (I-

3.23) otrzymujac w rezultacie po prostych przeksztatceniach:

(~2

Ham iltonian

z warunku TA ("nax) = z-j)

~10 k20

2
oT oT
V-io e J2 20 (1-3.32)
H spetnia tutaj role statej catkowania, ktéra obliczymy

O statecznie wzo6r (1-3.32) p

rA = rA(»i)

(PA(z1) wyznacza sie z réwnania (1-3.28))

rzyjmie postac:

+
Elk'0 e + A2k 20 e+ oF

(1-3.33)

max
E1K10 e + E2K20 e

Do wzoru (1-3.33) mozna takze doj$¢ dzielgc réownanie kinetyczne (r-

3.8) przez réwnanie (1-3.31

do wyrazenia (1-3.31) otrzymuje sie:

AT

>y
1

) i nastepnie catkujac. Podstawiajac (1-3.33)

T’

RT2 tvl\iro e oT , Egkgo e n rANT1(Z1)
E1k 10 ,e\W + E2k20 eW T(z.) =T (1-3.34)
tr RTmax . Kf RTmax
10 e + 20 e

Rownanie (1-3.34) jest r

rozdzielonych.

Rozdzielajac

6wnaniem r6zniczkowym zwyczajnym o zmiennych
zmienne i catkujgc obustronnie:
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Catkg wystepujaca po lewej stronie powyzszego ré6wnania mozna zawsSzeSpro-
wadzi¢ do catki rézniczki dwumiennej. Rézniczkami dwuniennyni nazywaldej sie
wyrazenia postaci xm(a + bxn)” dx, gdzie a, b sa state, za$ wyktadni-
ki m, n i p sa liczbami wymiernymi. Zagadnienie catkowania rézniczek
dwumiennych wyczerpujagco omawia FICHTEHHO1Z T[I8].

N ajczesdciej jednak przy obliczaniu rozwazanej catki z réwnania (1-3.35)
stosowane bedg przybliZzone metody numeryczne. Catkowanie réwnania (1-3.35)
prowadzi si¢ do momentu z = 0, badZz tez do punktu z = z2, w ktérym tem-
peratura osigga wartosé¢ T =1 Przy drugiej ewentualnos$ci w zakresie
o~ z~ z2 profil temperatury bedzie izoterma T = Tmin* 00 "y11**8 z *e_
matu 12. W punkcie z = z2 stezenie sktadnika A osiggnie warto$¢ ~ ("
ktéra wyznacza sig¢ z réwnania (1-3.33) (T =T ~) podajacego zalezno$¢
stezenia F~ od temperatury. Dalej w zakresie 0< z< z2 zmiange steze-
nia rA okreéla sie z réwnania rézniczkowego:

£ Lo bt k'=u,> r°” (1-5¢3li,
Z warunkiem poczatkowym dla z = z2, = JN(z2).
Rozwigzaniem powyzszego réwnania jest funkcja:
1
A = [(z2-z)(1-n)(k’ + k' ) + rAl_n(z2) "n (1-3.37)
L min min J

Z réwnania (1-3.37) oblicza sie stezenie 7" na wlocie do reaktora, czy-
l'i w punkcie z = 0. Jezeli stezenie F* na wylocie z reaktora * punk-

cie z » 1, byto wtasciwe zatozone, to dla z = 0 otrzyma sie Fr = 1.

PRZYKLAD 3

Okre$lmy optymalny profil temperatury w reaktorze rurowym dla

dwoch reakcji ré6wnolegtych drugiego rzedu:

B'l
(produkt pozadany)
E,
k1*
i2,E; dla przypadku Eg > E
Dane:
in

kn0 = 0,0691 e EJ = 10 000 cal/mol
k20 = 6,91 e20 E2 = 20 000 cal/mol
R £ 2 cal/mol.deg
rA<°> =1 rBI(0) =0 rB2(°) =0

400°K s§ T~ 500°K

uktadu

Na rysunku 5 przedstawiono graficznie optymalny profil temperatury o-

kre$§lony dla tych danych omoéwiong powyzej metoda iteracyjna. (Rysunek®).

Stezenia koncowe:

rB d)« 0,015 rA(D = 0,33

(Przy okre$laniu korfcowego stezenia catkowano réwnanie (1-3.1

0) wy-

korzystujac przy tym réwnanie (1-3.33) i (1-3.34). Dla poréwnania na rys.

5 przedstawiono takze optymalny profil temperatury okreslony dla ty

ch sa-

mych danych, z tym Zze reakcje sa pierwszego rzedu (Rys. © ). Koncowe kon-

centracje poszczegdlnych sktadnikéw byty nastepujace: rB (1) = 10,018,
rA(l) =0,13. Jezeli E., > Eg, to optymalny profil temperatury bedzie i-
zotermag T = Tmax, podobnie jak dla reakcji réwnolegtych pierwszego rzedu.
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reakcji rownolegtych pierwszego rzagdu wykazaé¢, ze o charakterze
wielu przypadkach decyduje temperatura T#”, ktéra jost zarazen
tem peraturag w reaktorze rurowym nieskonczenie dtugin
micznie. Np. dla trzech reakcji roéwnolegtych n-tego

4. UKLAD n REAKCJI RO7/NOLKGLYCH n-tego RZEDU

jak dla
profilu v

Jezeli ilo§¢ zachodzacych reakcji n ~3, to nozna podobr.ie

optymalng
precujacy-. izoter-
rzgdu Tx wyraza sie

wzorem

HU—L @V T

Q

e |
—

In

identycznie,jak dla trzech reakcji rownolegtych pierwszego rzadu. Ksztatt

optymalnego profilu badzie taki sam, jak w reakcjach réwnolegtych pier-
wszego rzgdu, o wiele bardziej skomplikowany bagdzie sposéb konstrukcji -

jedynie netodani iteracyjnyni.

5. WPLYW ZMIANY CALKOWITEJ DLUGOSCI REAKTORA NA KSZTALT OPTYMALTTEGO .?.CFlI-
tU TEMPERATURY W UKLADACH REAKCJI ROWNOLEGLYCH

Przy konstruowaniu optymalnego profilu temperatury wytania sig pyta-
zniana catkowitej dtugos$ci reaktora I. na ksztatt opty-

nie, jak wptynie
reaktora

malnej trajektorii? Czy wielko$¢ temperatury w danym przekroju
badzie stata i optymalny profil wyznaczony dla innej dtugoséci reaktora ru-
rowego L ulegnie jedynie skréceniu badZz przedtuzeniu, czy tez rozwiij-

zanierc badzie inna krzywa?
Wnajprostszym problemie optymalizacyjnym tego

A ...* B zniana catkowitej dtugos$ci L nie zmie-

trajekto-

typu, dla odwracalnej

reakcji egzotermicznej
nia wielkoéci temperatury w poszczegdlnych przekrojach reaktora,

rig optymalnag nozna zobrazowa¢ jedna, krzywa i dla réznych diugosci doko-

nuje sig jedynie "obcigcia"™ tej samej krzywej w punktach odpowiadajacych

danej ditugosci ("obcigciu" ulega koncowa cza$¢ trajektorii). Jednak juz w
uktadzie reakcji szeregowych A—-B— C optymalny profil dla rcz-

prostym
koniecznos$¢ kazdora-

nych dtugoséci reaktora jest innag krzywa, co stwarza

zowego okreslenia od nowa optymalnej trajektorii przy zmianie diugosci

reaktora.
Mozna wykaza¢, ze w uktadach reakcji roéwnolegtych pierwszego rzadu wiel-

kos¢ temperatury w danym przekroju reaktora liczac od jego wylotu, pozo-

bez wzgladu na catkowitag ditugo$¢é reaktora. Konstruujac opty-

staje stata
od wylotu reaktora) nozna wykres$li¢ jednag tyl-

malny profil od tytu (tzn.
ko trajektoriag, ktérag mozna badzie "obcina¢" w poczatkowej jej cza:ci,

punktach odpowiadajacych danej dtugosé$ci catkowitej L, mierzonej od wyto-

ni



tu reaktora. Wcelu wykazania powyzszego,udowodnijmy najpierw, ze dtugos¢
koricowego poziomego odcinka profilu (izoterma .T = me) jest stata i nie
zalezy od diugosci L. Weimy pod uwage réwnanie (1-2.32) i napiszmy je w

postaci uogo6lnionej:

i i i, Kimgx (E2 -V + — +kApax<En -V
Z1 - 1 +r. + V k; O - + S G —
max max max max
(1-5.1)
Pamietajac, zZe: z =", a k| »n~ A
m
* | k. k), (B*“Bi
< a n X
TT - 1+r~r —ITT I"V"T T
TT k4 +...+ T-k E1 TT
m max m max m

(1-5.2)

Z réwnania powyzszego po prostych przeksztatceniach algebraicznych otrzy-

muje sieg;
\i kp (Ep—E -) + + k (h —E-)

t ~ n | max max
S K FUT o+ KT N KT + T K

max max max max

(1-5.3)

1 - x.| jest wtasnie dtugosciag koricowego poziomego odcinka optymalnego
profilu, izoterma T = Tngx i jak wida¢ nie zalezy od dtugosci rekto-
ra L.

MV punkcie x” izoterma T = ?max przechodzi w krzywa opisang réwna-
niem (1-2.27) z warunkiem poczatkowym. T(x.j) = T(z”) = Tmax. Przechodzac
w réwnaniu (1—=2.27) ze wspOtrzednych bezwymiarowych na wielko$ci o okre-

§lonym wymiarze mozna napisa¢ nastepujace réwnanie:

dT  RT2 [M E1-E2] + «** + W 57 (Elk1 + + 2jikn1 S

YR * [WW - *W W ' 59

. . dT L . L L
Tutaj z kolei pochodna nie jest funkcjg catkowitej diugosci rekto-
ra 1.

Optymalna trajektoria dla reakcji rownolegtych pierwszego rzedu jest
wiec zawsze tg samg krzywa, a zmiana catkowitej diugoséci reaktora L po-
woduje jedynie jej wydtuzenie lub skrécenie liczac od konca reaktora.
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Wuktadach
profil nie
reaktora przyjetych do optymalizacji,
W ielko$¢ temperatury w danym przekroju reak-

kow itych
tymalne p

tora bedz

aktora L.

dowod dla

rofile temperatury.

reakcji rownolegtych n-tego

rzedu,

bedzie posiada¢ powyzszej wtasnosci i

gdzie n 4 1»
dla réznych dtu

otrzymywane beda

optymalny
gosci cat-

ré6zne op-

ie sie zmienia¢, jezeli zmienia¢ sie bedzie catkowita ditugos$c¢ re-

reakcji

rownolegtych pierwszego

Dowéd przebiega¢ bedzie analogicznie,

rzedu.

jak przytoczony

powyzej



X1. OrraiAHffi PROFILU TSKPBRATUF.Y
'wh UKLADACH PJJAKCJI 3ffi;eG0.70-ROOTOIECr.YCK

literaturze nie napotkano jakichkolwiek prac. "otyosacych optvneln<jgo

profil’; temperatury V2 uktadach reakcji szeregowo-réwnolegtych
A+ 3 R
R + B *- S

chociaz taki wesp6t reakcji jest jednym z najczes$ciej spotykanych w pro-

cesach chemicznych. Stosunkowo duzo jest natomiast w literaturze

wan dotyczgacych optymalnego profilu, tewperatur dla reakcji

a — ar-*3 [1-7.

Rozwaz:N' nastepujgcy uktad reakcji szeregowo-ré6wnolegtych

V! idealnym reaktorze rurowym:

K-
A+ 3 -R (produkt pozadany)

k2*k?
B »3

Réwnania kinetyczne niech beda nastepuijace:

dC,
TPT = ~ k1CACB

dCR
TT" = k1CACB " k2"R°B

dcB

ar- = - k1CACB - k2ClICB

= k2CRC3

Pd

opraco-

szeregowych

zachodzacych

(11-1)

(11-2)

(/\*3)

(11-4)

Cl!-6)

przy czym:

31 E2

12 kgp @ kp = koo g

Zaktada¢ bedziemy dalej, ze zmiany gesto$ci zachodzace w trakcie reakcji
sg nieznaczne i mozna je poming¢. Dla dalszych rozwazan wygodniejsze be-

dzie wprowadzenie koncentracji bezwymiarowych:

c. Cp Cp Co
r« -V rB « £ rH m £ r= e« V
0 0 0 0
W rozwazanym uktadzie reakcji zachodzg nastepujgce zwigzki liniowe miedzy

stezeniami poszczeg6lnych reagentow:

rB=rR+ 2rA+ 1% 2 14 (1J3-8)
Tg=1-m+ rA- rE (ii-9)
gdzie:
Git .
U =w-2
Powyzsze zwigzki liniowe nosza nazwe niezmienniké6w uktadu reakcji.Po %pro-
wadzeniu bezwymiarowych stezen i niezmiennikéw uktadu reakcji zespdt row-

nahn kinetycznych przyjmie postac:

¢nr = - k1 rA <rR + 2rA + 1 - 2M) (rr-10)

drn
tfr " k1rA(rH + 2fA + 1 m 2u) ” k2rR R + 2rA + 1 “ 2M) Cl1-11)

z warunkami poczatkowymi: 77M(0) = M« =0 = 1» ~$(0)* 0).

Problem optymalizacyjny sformutujmy nastepujgco: znalezé¢ optymalny pro-
fil temperatury T = f(t), taki aby wydajno$¢ produktu R wyrazona wprost
koncentracjg TR byta maksymalna na wylocie reaktora, to znaczy po pew-
nym czasie t =tf. (V/ niniejszym rozdziale nie wprowadzamy bezwymiarowej
wielko$ci czasu, réownania kinetyczne napisane zostaty w formie dogodnej
dla reaktoréw periodycznych. Przejscie na forme réwnan kinetycznych odpo-
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wtadajacych ciagtemu reaktorowi rurowenu tatwo Jdokona¢ korzystajac z

prostej zaleznoéci dt = Jr- dx).
"m
Przyjmujemy, jak zwykle w tych problemach nastepujace ograniczenie zmian

temperatury:
Tmin< T< Tmax

Optymalny profil temperatury skonstruujemy korzystajac z zasady maksi-
mum Pontriegina. Postepujac zgodnie z zasadg maksimum wprowadZzmy funkcje

H (Hamiltonian) zalezng od i rR oraz funkcji stowarzyszonych A, i

kRs
H=S[kl1FA<rn + 2,A + 1 " 211> “ k2rR(rR + 27A + 1 - 2K>] +
“OXAKIrA<rH + 2rA + 1 " 2 Wb (H-12)

przy czym funkcje stowarzyszone A i XR majag spetnia¢ nastepujacy u-

ktad réwnan rézniczkowych:

d

aT V I(rR + 4TA + 1 - 2M) - 3R[fcl(rR + 47} + 1 - 2M) - 2k2FR] (11-13)

ar - *=Ak1rA - V | rA + XRk2(2rR + 2rA + 1 - 2M> (H-14)

z warunkami brzegowymi:

Zasada maksimum narzuca taki wybér temperatury, by dla kazdej wartos$ci
t Hamiltonian byt maksymalny wzgledem T, czyli:

H(*A« Njj» rR) = max. H(X-A, KR, rA, TR) w kazdym punkcie t

T e[ w Tmax] (J1-15)

Y/ykazerny teraz, ze Hamiltonian moze osigga¢ maksimum lokalne tylko,gdy
El < e2* t0 znaczy, gdy energia aktywacji reakcji (lIl1-1) jest mniejsza od
energii aktywacji reakcji (Il-2). Zauwazmy najpierw, ze z fizykalnego
punktu widzenia interesujacy bedzie tylko przypadek, gdy H 0 na opty-
malnym profilu - przypadek H < 0 moze by¢ tylko wynikiem niewta$ciwego
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postawienia problemu optymalizacyjnego i mozna go pomina¢. Zachodzi bo-

wiem zwigzek:

H(tf) = k1 TA'B - k2 rRrB = kirA(frR + 2Ta + 1 - 2M) +

k2rRArR + 2TA + 1 " 2M) =

i} ;“rR ., gdyz =1, a "A(tf) = 0 (11- 16)
Jezeli H = H(t-) (Hamiltonian na optymalnym profilu jest staty) bedzie
dn,,

warto$cig ujemng, to tym samym < 0, co oznaczatoby, iz steze-
t =t.
nie sktadnika R maleje. Mozna nastepnie wykaza¢ stuszno$é nastepujacego
lematu:
LEMAT 13. Jezeli na optymalnym profilu H > 0, to KR stale >0.
PrzeprowadZmy rozumowanie nie wprost, ~(~f) =1 (na wylocie reakto-
ra), przesledZmy nastepnie przebieg funkcji " R(t) idac od t =t do
t - 0, pamiegtajgc, iz ~R(t) jest funkcjag ciggta. Czy mozemy po drodze
napotka¢ punkt XR = 0? W punkcie KR = 0 musiatyby zachodzi¢ nastepuja-

ce zwigzki:

dXp

? ar >O (patrz rysunek 6)
Xr

=0
(patrz wzér (11-14)

b> ar =xAKkirA

i stagd »A > 0

c) H- - XAK1rA(rH + 2rA + 1 - 2M) = - XAKirArB

(patrz wzoér (11-12)).
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Rys. 6. Wykres ilustrujacy uzasadnienie lematu 13 (punkt a)

Poniewaz KA> O (k1, rA* rB >0), wiec H< O - sprzecznos$é. Wyko-
rzystujac lemat 13 mozna wykaza¢, iz:

LEMAT 14. Hamiltonian o wartosciach nieujemnych H > 0 moze osiggac

ekstremum lokalne tylko, gdy E~”™ Eg. Dla ekstremum lokalnego 88 “ 0.
Z ro6wnania (11-12) obliczmy wiec pochodna RT2 i przyréwnajmy ja do
zera:

132 m - VR[E1lkirA<rR + 2rA + 1 “ 2M) - Egkgr® + 2rA + 1 - 2M)] +

A Kk A TR+ 2FA+ 1 - 2M) - 0 (11-17)

Z r6wnania powyzszego znajdujemy:

Podstawiajagc (11-18) do wzoru (11-12) otrzymujemy warto$¢ Hamiltonianu w
punkcie ekstremalnym:

H-~A (P r +2Pa +1- 2M) fSglil - (H.19)

H >0 (z zatozenia), R >0 (lemat 13), kg,Pr, Fb - nieujemne,wiec a-
by wzér (11-19) byt stuszny musi zachodzi¢é EM"N Eg.
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Punktem ekstremalnym mozg by¢ tylko maksimum lokalne Hamiltonianu. Aby

to wykaza¢ obliczmy R2T4 wykorzystujac wzory (11-17), (11-18), (I1-
3T
-19)
2
r2t4 9H m_ HE E < 0 (Przypadek H = 0 jako szczegdlny dalej pomija-
n my).
Sprobujmy teraz przewidzie¢ ksztatt optymalnego profilu. Ham iltonian

dla t =0 ma nastepujaca postac:

H(0)- (*.r - XA) k1 M (11-20)
i bedzie maksymalny, gdy T =1 ~ , gdyzH > 0. Optymalny profil zaczy-
na¢ sie bedzie izoterma T =1 ~ , podobnie, jak w reakcjach szeregowych
A — R — - S. Temperatura T = bedzie stata do pewnego momentu, w

ktorym zostanie speiniony warunek konieczny lokalnego maksimum Hamiltonia-

nu “0. Wpunkcie t=tn wchodzimy wkrzjrwa malejgcag o rownaniu:
® RT2 " @A (“ 2 Va “ 1+ 2M)+ N
n ki ~ rR -rB)+ "~ k2rR f11"21)

Wzér (11-21) wyprowadza sie rézniczkujac réownanie (11-17) (~r = 0) wzgle-
dem czasu t oraz eliminujac z r6wnania (11-13), (1124) i
(11-18).

Mozliwos$¢é "wejscia™ w krzywg (11-21) istnieje jedynie wowczas, gdy

aT < 0, (krzywa malejgca), w przeciwnym razie optymalny profil be-
t=1t1

dzie izotermag T = T,,. Zwré¢my nastepnie uwage, ze posuwajac sie po tra-
jektorii (11-21) mozemy natrafi¢ na moment ~ = 0, gdyz ze wzrostem cza-
su TR ros$nie, natomiast Tg maleje, punkt ten bedzie stanowi¢ minimum
krzywej.

Po przekroczeniu punktu minimalnego pochodna AT >0 i trajektoria be-
dzie krzywa rosnacag az do T = Tmax, po czym przechodzi znéw w izoterme
T » Przyktad takiego optymalnego profilu przedstawiono na rys. 7
(wykres (a)):

Na rys. 7 przedstawiono takze mozliwe pozostate przypadki.

Dla poréwnania przedstawiono ksztatt optymalnego profilu temperatury
dla reakcji szeregowych oraz dla reakcji réwnolegtych.

Optymalny profil temperatury w rozwazanym uktadzie reakcji szeregowo-
rownolegtych taczy w sobie cechy optymalnego profilu temperatury dla re-
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Rys. 8. Optymalne profile temperatury w uktadzie reakcji szeregowych

A— *R —*S oraz w uktadzie reakcji roéwnolegtych

akcji szeregowych (malejacy charakter krzywej) oraz profilu dla reakcji

rownolegtych (krzywa rosngaca).
Przewidzenie ksztattu optymalnego profilu temperatury,dokonane na grun-

cie zasady maksimum Pontriagina, znacznie utatwia jego konstrukcja. Ob-

liczenia najwygodniej bedzie wykonywa¢ metoda iteracyjng. Cykl oblicze:’
rozpoczyna sie od rozwigzywania uktadu réwnan kinetycznych:
dfA
CTT kirA(rR + 2FA + 1 “ 2M)
max
(11-22)
0< t < t.
drn

CTF* = Ki rA(PR + 2fA + 1 * 2M> " W rR + 2rA + 1 - 2K>

Nastepnie rozwigzuje sie uktad trzech réwnan rézniczkowych opisujacy nie-

liniowag cze$¢ profilu:
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IT = - W rR + 2rA + 1 - 2M>

1~ tn 12 = kIrA(rR + 2rA + 1 - 2M) - k2rR(rR + 2rA + 1 - 2M)
dT 1 1
3T Ry k1 fgp- 2rA - 1 + 2M> + 57 k2rR
(11-23)
Jezeli dla pewnego t = tg temperatura osiggneta warto$¢ T = Tmax to da-

lej ponownie rozwigzuje sie uktad réwnan kinetycznych:

&5~ KirA(rR + 2T. + 1 - 2M)

=T
max
ttiptn
al'- «kirA”R + 2fA + 1 " 2M> " k2rR(rR + 2fA + 1 - 2M)
(11-24)

Wyznacza sie w ten sposob N astepnie zmienia sie punkt t=t» "wej-
§cia w krzywa" i obliczenia wykonuje sie od nowa, az dla pewnej wartosci
t =t wuzyska sie maksymalng wielko$é koncentracji produktu pozadanego
R na wylocie z reaktora - Podany spos6b iteracji odnosi sie do
przypadku profilu (a) wzglednie © na rysunku 8. Wprzypadku © oblicze-
nia bedg bardziej skomplikowane - iteracja bedzie bowiem obejmowaé zaréw-
no punkt przejscia z izotermy T = na malejacg cze$¢ profilu , jak i
punkt przej$cia z izotermy T = ®min na rosngca cze$¢ profilu.

Przyktad profilu wyznaczonego dla pewnych szczegdtowych juz danych
przedstawiono na rysunku 9.

Obliczenia wykonano na maszynie analogowej.

Zaproponowana metode iteracyjna mozna takze wykorzysta¢ przy reakcjach
szeregowych pierwszego rzedu A -R — -S, iteracja takze bedzie doty-
czy¢ punktu t = t~. Uktad réwnan rézniczkowych, analogiczny do wuktadu

(11-23) jest nastepujacy:

drA
at = - kirA
t > t. drR _
ar- = kira - koFp (11-25)
dT k1l rA
ar A wa I_Zl
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Rys. 9. Optymalny p
A

rofil
+ B

temperatury dla uktadu

mR,

R+ B—*S

reakcji
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Il. Optymalne profile temperatury w uktadach reakcji szeregowo-roéwnoleg-

tych

7. Wykazano, ze optymalny profil temperatury w uktadach reakcji szeregowo
-rownolegtych jest w najogélniejszym przypadku krzywa opadajaco-wzno-
szaoa z charakterystycznym minimum. Optymalny profil temperatury w roz-
wazanym uktadzie reakcji taczy w ten sposéb w sobie cechy optymalnego
profilu temperatury dla reakcji szeregowych (malejacy charakter krzy-

yhioski koAgov;e
wej) oraz profilu dla reakcji rownolegtych (krzywa rosnagca).

8. Zaproponov,ano iteracyjna metodg obliczen.
Optymalne profile temperatury w uktadach reakcji rownolegtych

Optymalny profil temperatury dla reakcji rownolegtych o dowolnej ilo-
§ci reakcji i dowolnym rzadzie jest zawsze krzywa nie nalejaca konczaca
sig izotennicznym odcinkien T = Tngx.

Jezeli ilo$¢é przebiegajacych reakcji n > 3, to o charakterze profilu
decyduje w wielu przypadkach temperatura Tx, ktdra zarazem stanowi
dolne ograniczenie optymalnego profilu temperatury. Vykazano, ze tempe-
ratura Tx ma $ciSle okreslony sens fizyczny, jest bowiem optymalng
temperaturag w reaktorze rurowym nieskonczenie dtugim pracujacym izoter-
micznie. Tx zalezy tylko od statych parametrow fizycznych.

M uktadach reakcji rownolegtych pierwszego rzadu optymalny profil tem-
peratury nie zalezy od catkowitej dtugos$ci reaktora i mozna go zobra-
zowaé¢ jedng trajektorig taczacag punkty, w ktéorych wielko$¢ temperatury
odpowiadajgca dane'j odlegtos$ci od wylotu reaktora jest stata.

7/ uktadach reakcji rownolegtych o rzgdzie réznym od jednos$ci optymalny
profil temperatury zalezy od catkowitej dtugos$ci reaktora i nie mozna
go zobrazowaé¢ jedna trajektoria.

Zaproponowano metodg konstrukcji optymalnego profilu temperatury dla
reakcji rownolegtych pierwszego rzadu, pozwalajagca omingc¢ stosowanie
jakichkolwiek metod iteracyjnych. Obliczenia nalezy prowadzi¢ w Kkie-
runku od wylotu do wlotu reaktora. Trudnoéci obliczeniowe sprowadzaja
sig jedynie do obliczenia w sposéb numeryczny catki Oznaczonej. Zapro-
ponowana metoda obliczen jest prosta i omija trudne dwupunktowe zagad-
nienie brzegowe wystepujace zazwyczaj w tych problemach.

O kreélanie optymalnego profilu temperatury w uktadach reakcji o0 rzg-
dzie réznym od jedno$ci jest trudniejsze i wymaga zastosowania metod
iteracyjnych. Zaproponowano iteracyjng metodg obliczen polegajaca na
zaktadaniu koncowej koncentracji substratu i wykonywaniu obliczen od
wylotu do wlotu reaktora.
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DODATEK

Zasada Maksimum Pontriagina

Rozpatrzmy nastepujace zagadnienie sterowania optymalnego. Jest obiekt
ktérego istnienie okre$la wektor x = (x1 ... s”)» a zmiany stanu tego

obiektu w czasie sa opisywane nastepujacym uktadem réwnan rézniczkowych:

dx.
n = fA(x» u) i = 1lv...,n

z warunkami brzegowymi

x (tQ) = x°

»i0j.) = xi - 2 n

(x~(t") nie jest dane, bedzie to wielko$¢ optymalizowana), gdzie tQ, t1 -
ustalone momenty czasu poczatku i kornca zmian stanu obiektu.
W ektor u= (u”,...,un) nazywa sie wektoremsterowania, afunkcje
ul(t),...,u m(t) funkcjami sterowania. Wektor u =(ul,,..,u m)nalezy do
pewnego ustalonego obszaru iim - wymiarowej przestrzeni. Méwiac o opty-
malnoséci jakiego$ sterowania zaktada sie, Zze zostata juz ustalona pewna
dopuszczalna klasa wektoré6w sterowania. Zaktada sie zazwyczaj, ze klasa
sterowan dopuszczalnych sktada sie ze wszystkich przedziatami - ciggtych
funkcji ograniczonych, o nieciggto$ciach pierwszego rodzaju, przybieraja-

cych w kazdym momencie czasu warto$ci z obszaru £t

Zadanie optymalizacyjne: nalezy wybra¢ w klasie dopuszczalnych sterow an
wektor - funkcje u(t) lezagcg w obszarze £1 i maksymalizujaca wielko$¢
= *1(t1)

Czesdciej spotyka sie problem maksymalizacji funkcjonatu typu

1=] fo(x, u) dt
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W takim przypadku probiera mozna sprowadzi¢ do problemu maksymalizacji fun-
kcjonatu typu i = x~"(tl) dotaczajac nowg zmienng XxQ, speitniajacg row-

nania

fT =fo(x»u) xo<V =0

gdzie f_(x, u) jest funkcjg okres$lajaca ten funkcjonat, ktéry mamy ma-
t,

ksynalizowac. Maksymalizacja funkcjonatu i = [ fo(x, u)dt jest wtedy

*
0
rbwnoznaczna z maksymalizacjg wielkosci xQ(t"). Przed sformutowaniem za-

sady maksimum wprowadZmy nowe zmienne "7, ... n lub inaczej nowy wek-
tor - funkcje X=(X.j.,Xn), ktére majg spetnia¢ nastepujacy uktad réw-
nan rézniczkowych:

dX,
1...x

ar-

(nazwany uktadem réwnan sprzezonych z uktadem réwnan rézniczkowych opisu-

jacych zmiany stanu obiektu) oraz funkcje Pontriagina (Hamiltonian):

ic
Zasada maksimum: Jezeli u (t) jest rozwigzaniem postawionego powyzej zal
dania optymalizacyjnego, to istnieje niezerowa wektor-funkcja X>(t) spet-
niajaca sprzezony uktad réwnan rézniczkowych i nastepujacy warunek brze-

gowy na prawym korficu przedziatu czasowego:
w >0

Ta wektor-funkcja JeBt ponadto taka, ze w kazdym momencie czasu tejtoO,t.j"
Hamiltonian H jako funkcja u osigga maksimum dla u = u*(t):

H (x*(t), X (t), u*(t)) = max H (x*(t), X(t), u)

u 6 U
Tutaj x*(t) - rozwigzanie uktadu réwnan odpowiadajgce u*(t) , aX(t) -
rozwigzanie uktadu réwnan sprzezonych dla u(t) = u=*(t) iox(t) = x*(t).
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W przypadku, gdy w momencie t funkcja u*(t) posiada nieciggto$¢ pier-
wszego rodzaju, to warunek naksymalno$ci obowigzuje dla u*(t-0) i t\*(t+0).
"V przewazajacej wiekszo$ci przypadkéw zachodzi ostra nier6wnos$é X~"(t)>0

i dlatego zazwyczaj przyjmuje sie, iz

Mozna wykazaé¢, ze pozostate funkcje «An posiadajag nastepujace wa-
runki brzegowe (warunki transwersalnos$ci):

A(t.j) =0 i =2,....n

Mozna takze wykazaé¢, ze:

9H
cnr axi
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Str e zczenie

Rozwazono w oparciu o zasada maksimum Pontriagina zagadnienie optymal-
nego profilu temperatury w reaktorze typu rurowgo dla uktadéw reakcji réow-
nolegtych oraz szeregowo-ré6wnolegtych. Rozwazono kolejno uktady dwédch re-
akcji rownolegtych pierwszego rzadu, uktady n reakcji réwnolegtych piei*
wszego rzadu, uktady dwoéch reakcji rownolegtych n-tego rzadu,uktady n re-
akcji rownolegtych dowolnego rzadu oraz uktady reakcji szeregowo-réwnoleg
tych. Udowodniono szereg lematéw, zastosowanie ktérych pozwolito przewi-
dzie¢ w spos6b ogdlny ksztatt optymalnych profili. Wykazano, ze optymalny
profil temperatury dla dowolnej ilosci reakcji rownolegtych o dowolnym
rzagdzie jest zawsze krzywa niemalejagcg konczacg sig izotermicznym odcinkiem
T = Tmax. Wykazano, ze optymalny profil temperatury w uktadach reakcji
szeregowo-réwnolegtych jest w najogélniejszym przypadku krzywa opadajgco-
wznoszacg z charakterystycznym minimum. Stwierdzono, ze w uktadach reak-
cji rownolegtych pierwszego rzadu optymalny profil temperatury nie zalezy
od catkowitej dtugos$ci reaktora i mozna go zobrazowa¢ jedng trajektoria
taczacag punkty, w ktérych wielko$¢ temperatury odpowiadajgca danej odleg-
to$ci od wylotu reaktora jest stata. Zaproponowano metoda konstrukcji op-
tymalnego profilu temperatury, ktéra dla reakcji pierwszego rzadu pozwala
omingé stosowanie jakichkolwiek metod iteracyjnych. Omoéwiong metoda po-

st gpowania zilustrowano przyktadami.
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Pe3wme

Ncxoas n3 npuHumna makcumyma lMcHTpArnHa, paspaboTaH MeTof onpejeneHus
ONTWManbHOrO0 TeMnepaTypHOro npotuna AN ABYX nNapanfiefbHblX peakuw;; NepBoro
nopsagka. lpeanoXeHHbIi MeTod pacyérta MpocT M 06X0AUT  TPYAHYH ABYXTOYEUHYIO
KpaeBylo 3ajady, MOABAAIOLLYOCA 06bIYHO B 3TUX Mpobnemax.

Onupascb Ha NpUHUWN Makcumyma MoHTpsArnHa, paspaboTaH MeTof onpepeneHus
ONTWManbHOro TeMmMnepaTypHOro npotuns LNA napannenbHbiX peakuuii nepBoro nop-
Anka, 0 xapakTepe npoduns BO MHOrMX CAy4yasx pellaeT Temnepatypa KoTopas
B TO >Xe Bpems ABNAETCA ONTUManbHOW TemnepaTypoi B 6ECKOHEYHO [JWHHOM M30-
TepMuyeckom Tpyb6uyaTom peakTope. lNpeanaraemblii pacyéTHbIA MeTO[ COCTOUT B Ha-
YNHAHWWM KOHCTPYKLMW npouns OT KOHua peakTopa. 3TOT cnocob6 AenaeT BO3;.103;:-
HbiM M36€rHyTb [ABYXTOYEUYHYI KpaeByl 3afiladyy W ONTUManbHbli NPOGUAbL MOXHO Mpea-
CTaBUTb OfHOW TpaeKTOpWen, COeAuHAIOWEA TOYKM, B KOTOPbIX 3HauyeHWe Temnepa-
Typbl, COOTBETCTBYlOLLEe AAaHHOMY PacCTOAHWIO OT KOHLa peakTopa, MOCTOAHHOE M
He 3aBUCUT OT MOMHOW AAWHBLI peakTopa.

Cnupasacb Ha NpPUHLMN Makcumym TlOHTpArMHa [OKa3aHO, 4TO B  caMo..  06Liem
cnyyae ONTUManbHbIi TemnepaTypHbli Npodunb AN nocnejoBaTeNbHO-MapanfienbHblX
peakunii nmeeT xapakTep MOfHMMalOLielica-onajaloLLeii KpuBok m covyeTaeT B cebe
4yepTbl ONTMMaNbLHOro TemMnepaTypHOro npoduna AAS  NOCNefoBaTeNbHbIX  peakyui
(nagatolwmini xapakTep KpuWBOi) U npoduns Ans napannenbHbiX peakuuin  (NogHMMar-
wascs kpusas).
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ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ
ukazuja sie w nastepujacych seriach:

Summary A. AUTOMATYKA
B. BUDOWNICTWO
. . . . . . . Ch. CHEMIA
On the basis of Pontryagin maximum principle a method of determination E. ELEKTRYKA
of optimal temperature profile for n parallel reactions has been worked En. ENERGETYKA
out. A few lemmas have been proved, the application of which enables to

G. GORNICTWO

pro- H. HUTNICTWO
file is characterised in many cases by the temperature Tx, which is at

predict the shape of the optimal profile. It has been found that the

IS. INZYNIERIA SANITARNA
the same time the optimal temperature in an isothermal tubular reactor of JO. JEZYKI OBCE
infinite length. A calculational method has been suggested, which makes MF. MATEMATYKA-FIZYKA
it possible to avoid a difficult two-point boundary problem, appearing u- il
eually in the problems of this kind. It has been found that the simplest NS. NAUKI SPOLECZNE
0. ORGANIZACJA
method of calculations consists in starting the profile construction from
the outlet of the reactor. The optimal temperature profile for n paral- Dotychczas ukazaly sie nastepujace zeszyty serii Ch:
lel first-order reactions may be represented by one trajectory, joining
the points in which the value of temperature corresponding to the given Chemia z. 11954 1., s. 87, z4 13— Chemia z. 35, 1967 r., s. 105, zi
distance from the reactor outlet does not vary with the total length of Chemia z. 21957 r., s. 140, zt 29,25 Chemia z. 36, 1967 r., s. 75, zt
reactor. Chemia z. 3,1959 r., s. 110, zt 24,20 Chemia z. 37, 1967 r,, s. 107, zt
Basing on Pontryagin's maximum principle the shape of the optimal tem- Chemia z. 4,191 r., s. 30, zt 280 Chemia z. 38, 1967 r., s. 90, zt
: ) ) Chemia z. 5, 1961 r., s. 165, zt 34,— Chemia z. 39, 1967 r., s. 180, zt
perature profile for a system of consecutive - parallel reactions, occu- . i
. : ) : Chemia z. 6,1961 r., s. 33, zt 3,15 Chemia z. 40, 1967 r., s. 132, zt
ring in the ideal flow tubular reactor, has been considered. It has been Chemia z. 71961 1. s. 62, 2+ 10— Chemia z. 41, 1968 r., s. 54, zt
proved that in the most general case the optimal temperature profile has Chemia z. 8, 1961 r., s. 58, zt 6,30 Chemia z. 42, 1968 r., s. 86, z}
a character of a rising-falling curve and that it combines the features Chemia z. 9, 1962 r., s. 119, z¢ 9,— Chemia z. 43, 1968 r., s. 62, zt
of the optimal temperature profile for consecutive reactions (falling cui>- Chemia z. 10, 1962 r., s. 58, zt 5,80 Chemia z. 44, 1968 r., s. 53, zt
ve) and of the profile for parallel reactions (rising curve). Chemia z. 11, 1962 r., s. 110, zt 8,40 Chemia z. 45, 1968 r., s. 68, zi
Chemia z. 12, 1962 r., s. 148, zt 11,50 Chemia z. 46, 1968 r., s. 55, zt
Chemia z. 13, 1963 r., s. 82, zt 4,70 Chemia z. 47, 1969 r, s. 123, zt
Chemia z. 14, 1963 r., s. 73, zt 5,— Chemia z. 48, 1969 r., s. 61, zt
Chemia z. 15, 1963 r., s. 81, zt 4,40 Chemia z. 49, 1969 r., s. 105, zt
Chemia z. 16, 1963 r., s. 92, zt 5,30 Chemia z. 50, 1970 r., s. 406, z
Chemia z. 17, 1963 r., s. 119, zt 7,50 Chemia z. 51, 1970 r., s. 79, zt
Chemia z. 18, 1963 r., s. 118, zt 7,65 Chemia z. 52, 1970 r.. s. 95, zt
Chemia z. 19, 1963 r., s. 96, zt 6,40 Chemia z. 53, 1970 r., s. 110, zt
Chemia z. 20, 1963 r., s. 148, zt 9,10 Chemia z. 54, 1970 r., s. 60, zt
Chemia z. 21, 1964 r., s. 72, zt 3,65 Chemia z. 55, 1970 r., s. *86, zt
Chemia z. 22, 1964 r., s. 75, zt 5,50 Chemia z. 56, 1970 r., s. 94, zt
Chemia z. 23, 1964 r., s. 116, zt 7,50 Chemia z. 57, 1970 r., s. 128, zt
Chemia z. 24, 1964 r., s. 302, zt 14,40 Chemia z. 58, 1971 r., s. 46, zt
Chemia z. 25, 1964 r., s. 113, zt 6,60 Chemia z. 59, 1972 r., s. 49, zi
Chemia z. 26, 1965 r., s. 95, zt 5,50 Chemia z. 60, 1972 r., s. 110, zt
Chemia z. 27, 1965 r., s. 137, zt 7,20 Chemia z. 61, 1973 r., s. 120. zt
Chemia z. 28, 1966 r., s. 90, zt 7,— Chemia z. 62, 1973 r., s. 44. zt
Chemia z. 29, 1966 r., s. 100, zt 8.— Chemia z. 63, 1973 r., s. 86, zt
Chemia z. 30, 1966 r., s. 144, zt 9,— Chemia z. 64, 1973 r., s. 166, zt
82 Chemia z. 31, 1966 r., s. 69, zt 5— Chemia z. 64a, 1973r., s. 78, zt
Chemia z. 32, 1966 r., s. 60, z 5— Chemia z. 65, 1973 r., s. 254, z}
Chemia z. 33, 1967 r., s. 75, zt 6,— Chemia z. 66, 1973 r., s. 48, zi
Chemia z. 34, 1967 r., s. 155, z+ 10,—






