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WAŻNIEJSZE OZNACZENIA

Indeksy

S u m a cy jn e  w sk a ź n ik i (m a łe  lite ry  łac iń sk ie ): i, j ,  k , 1,... 6  { 1 ,2 ,3} ,

o d p o w ia d a ją  w sp ó łrz ę d n y m  x , y , z, (w  u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  p ro s to k ą tn y c h )  

r, a , z  (w  u k ła d z ie  w s p ó łrz ę d n y c h  w a lco w y c h ), 

w sk a ź n ik i c z a so p rz e s trz e n n e : i, j ,  k ,... p o d le g a ją  k o n w e n c ji su m a cy jn e j E in s te in a , 

w sk aź n ik i: u , v , w ,... o p is u ją  sk ła d o w e  p rz e s trz e n n e  p o d leg a jąc e  k o n w e n c ji su m acy jn e j. 

W sk a ź n ik i:  x , y , z , r, a ,  z  - n ie  p o d le g a ją  k o n w e n c ji su m acy jn e j E in s te in a .

W sk a ź n ik i n  o ra z  t  o z n a c z a ją  o d p o w ie d n io  sk ła d o w ą  n o rm a ln ą  i s ty c z n ą  w e k to ra . 

N ie w y k o n y w a n ie  su m o w a n ia  z a z n a c z a  s ię  u jm u ją c  w sk a ź n ik  w  z n a k  m o d u łu , np .: 3 , | ; | .  

In d e k sy  „ r”  o ra z  „ s ”  o d n o sz ą  s ię  do  w irn ik a  lu b  s to ja n a  m aszy n y ;

in d e k s  „ r”  o z n a c z a  ta k ż e  w ie lk o śc i w z g lęd n e  - np . w z g lę d n ą  p rz e n ik a ln o ść  m ag n e ty czn ą . 

W sk a ź n ik i b ę d ą c e  d u ż y m i ła c iń sk im i l ite ram i o d n o s z ą  s ię  b e z p o ś re d n io  d o  sy m b o lu  

p o d s ta w o w e g o , k tó ry  in d ek su ją , n ie  s ta n o w iąc  w sk a ź n ik a  su m a cy jn eg o , np.

Ś , - w e k to r  P o y n tin g a  in d u k c ji  p ó l e le k try c z n eg o  i m a g n e ty cz n eg o .

In d e k s  d o ln y  „ v ” o z n a c z a  g ę s to ść  o b ję to śc io w ą  w ie lk o śc i in d ek so w a n e j.

In d e k s  d o ln y  „ e ”  o d n o s i s ię  w y łą cz n ie  do  o z n a c z e n ia  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  m o m e n tu  

c a łk o w ite g o  b ą d ź  je g o  sk ład o w y ch .

S k ła d o w e  p o la  m a g n e ty c z n e g o  p isa n e  g ru b y m  d ru k ie m  o z n a c z a ją  w a rto śc i z e sp o lo n e .

g j j
P o c h o d n ą  c z ą s tk o w ą  p o  c za s ie  — -z n ac zy  się  ró w n ie ż  z a  p o m o c ą  k ro p k i: X .

dt

S ta łe  un iw ersalne

e 0 - p rz e n ik a ln o ść  d ie le k try c z n a  p ró ż n i,

|io - p rz e n ik a ln o ść  m a g n e ty c z n a  p ró ż n i,

v 0 -  re lu k ty w n o ść  m a g n e ty c z n a  p ró ż n i: v 0 =  l/(io  ,

c  - p rę d k o ść  św ia tła  w  p ró żn i.



W ielkości ska la rne  i tensorow e

l(z ) - fu n k c ja  sk o k u  je d n o s tk o w e g o  H e v is id e ’a,

a  - g ru b o ść  w a rs tw y  p rz e w o d z ą c e j w irn ik a  m a sz y n y  e le k try c z n e j,

e v =  | B H  +  y  D E  - d w u lin io w a  fo rm a  e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o ,

A e v =  7  B I  -  } P E  - d w u lin io w a , ró ż n ic o w a  fo rm a  e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o , 

fs - c z ę s to tl iw o ś ć  z a s ila n ia  s to ja n a  m aszy n y ,

F fc - s i ła  ś ro d o w is k o w a , p e rm e an c y jn a ,

g ( a )  - g ru b o ść  s z c z e lin y  p o w ie trz n e j m a sz y n y  e le k try c z n e j,

Ip(z ) - fu n k c ja  B e sse la  z m o d y f ik o w a n a  (D o d a te k  D 3 ),

K p(z ) - fu n k c ja  B e sse la  z m o d y f ik o w a n a  (D o d a te k  D 3 ),

1 - d łu g o ść  o b lic z e n io w a  m a sz y n y  e le k try c z n e j,

L  =  L uL vLw - ilo c z y n  w s p ó łc z y n n ik ó w  L am eg o  w  d a n y m  u k ła d z ie  w sp ó łrz ęd n y c h ,

L u, Ly, Lw - w s p ó łc z y n n ik i L am eg o  d la  d a n e g o  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h , 

p  - l ic z b a  p a r  b ie g u n ó w  m aszy n y ,

Pu - c iś n ie n ie  m a g n e ty c z n e ,

r0(oc), r ( a )  - fu n k c ja  o p isu ją c a  k sz ta ł t  p o w ie rz c h n i w irn ik a  m aszy n y  e le k try c z n e j,

Qe - s tra ty  m o c y  J o u le ’a,

T e - m o m e n t s ił c a łk o w ity , u ż y te cz n y ,

T e,Cu - m o m e n t s ił L o re n tz a , m o m e n t L o re n tz a  ( in d ek s  ‘C u ’ o d n o s i s ię  do  sił b ąd ź  

m o m e n tó w  d z ia ła ją c y c h  n a  ś ro d o w isk a  p rz ew o d z ą ce ) ,

T e,Fe - m o m e n t p e rm e a n c y jn y , m o m e n t ś ro d o w isk o w y  ( in d e k s  ‘F e ’ o d n o s i się  do  sił b ąd ź  

m o m e n tó w  d z ia ła ją c y c h  n a  ś ro d o w isk a  m ag n e ty cz n e ),

T e R - m om ent reluktancyjny,

T M - m om ent od prądów magnetyzacji,

V  - p o te n c ja ł  p o la  e le k try c z n eg o ,

W c - k o e n e rg ia  u k ład u , 

y - p rz e w o d n o ś ć  e le k try c z n a ,

8 ( z  -  z Q) - sy m b o l d e lty  D ira ca ,

5 UW - d e lta  K ro n e c k e ra ,

£Uw, v uw - w s p ó łc z y n n ik i m a te ria ło w e , 

cp - w s p ó łrz ę d n a  k ą to w a , k ą t,

$  - k ą t  o b ro tu  w irn ik a  m aszy n y ,

i
I

9

A.(a,9) - przew odność magnetyczna szczeliny powietrznej

p - gęstość objętościow a ładunku elektrycznego (rozdz.2, 3) lub gęstość masy (rozdz.8 ), 

CTa, csr - naprężenia działające w  kierunku stycznym i promieniowym, 

ctuv - tensor naprężeń M axwella,

A auv - różnicow y tensor naprężeń pola elektromagnetycznego,

3ik - tensor M inkow skiego,

A3jk - różnicow y tensor pola elektromagnetycznego,

© s( a ) ,  © r( a ,S )  - przepływ uzwojeń stojana i wirnika maszyny,

(Ds =  2 łifs - pulsacja prądu stojana.

W ielkości w ektorow e

wektory jednostkow e w  układzie współrzędnych prostokątnych: ix , iy , iz ,

walcowych: ir, ia , iz , ir x ia = iz ,

A  - potencjał wektorowy pola magnetycznego,

E, D - natężenie oraz indukcja pola elektrycznego, 

f  - gęstość sił całkowitych, użytecznych, 

f L - gęstość sił Lorentza,

H, B  - natężenie i indukcja pola magnetycznego,

I - wektor magnetyzacji pola magnetycznego,

j, Aj - gęstości prądów w ym uszonego (wraz z  prądami przewodzenia) i cząstek ośrodka, 

Ń  - gęstość sił środowiskowych, składnik niejednorodnościowy,

P - polaryzacja pola elektrycznego, 

v - prędkość punktu materialnego (cząstki).

Stosow anym  w  p ra c y  układem  jed n o s tek  je s t  układ  SI.



1. WSTĘP

1.1. C E L  I Z A K R E S  P R A C Y

P ra c a  d o ty cz y  z a g a d n ie ń  a n a lizy  s ił i m o m e n tó w  sił, a  w  sz c z e g ó ln o śc i ich  fizy k a ln ie  

in te rp re to w a ln y c h  sk ła d n ik ó w  w  p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro m e c h a n ic z n y c h , ja k im i s ą  w iru jące  

m a sz y n y  e le k try c z n e  o ra z  e le k tro m a g n esy .

P u n k te m  w y jśc ia  s ą  ró w n a n ia  M a x w e lla  p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o . P ra c a , o m aw ia jąc  

m e to d ę  o k re ś le n ia  g ę s to śc i sił, sk ła d n ik ó w  s ił i m ó m e n tó w  sił, b a z u je  n a  fu n d a m e n ta ln y ch  

z a le ż n o śc ia c h  o k re ś la ją c y c h  g ę s to ść  s iły  L o re n tz a  i s ił c a łk o w ity ch . W  p ra c y  zap re ze n to w an o  

a n a liz ę  s ił, m o m e n tó w  s ił o ra z  ich  sk ła d n ik ó w  z e  sz c ze g ó ln y m  n a c isk iem  n a  ich  fizy k a ln ą  

in te rp re ta c ję . R o z ró ż n ie n ia  sk ła d n ik ó w  sił i m o m e n tó w  s ił d o k o n u je  s ię  w  z a le ż n o śc i o d  teg o , 

c zy  w y n ik a ją  o n e  z  p rz e p ły w u  p rą d ó w  w y m u sz o n y c h  i p rz e w o d z e n ia , c zy  też  z  fak tu  

u m ie sz c z e n ia  o ś ro d k a  m a te ria ln e g o  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c zn y m .

P o k a z a n o  c e lo w o ść  s to so w a n ia  z ap ro p o n o w a n e g o  ro z k ła d u  sił w  o d n ie s ie n iu  do  

p rz e tw o rn ik ó w  e le k tro m e c h a n ic z n y c h . D o  a n a liz  sz c ze g ó ło w y ch  w  k o le jn y c h  ro z d z ia ła ch  

w y b ra n o :

m o d e lo w ą  m a sz y n ę  p rą d u  p rz em ie n n e g o , 

m a sz y n ę  sy n c h ro n ic z n ą  z  w y d a tn y m i b ieg u n a m i, 

m a sz y n ę  sy n c h ro n ic z n ą  c y lin d ry czn ą , 

e le k tro m a g n e s ,

m a sz y n ę  in d u k c y jn ą  z  p rz ew o d z ą cy m  i m ag n e ty cz n ie  a n iz o tro p o w y m  w irn ik ie m  o raz  

m a sz y n ę  in d u k c y jn ą  o  n ie sy m e try cz n y m  i e k sc en try cz n y m  w irn ik u .

W y ró ż n io n e  sk ła d n ik i s ił  b ą d ź  m o m e n tu  s ił p o z w a la ją  o c e n ić , ja k i  w p ły w  w y w arły  n a  

p o w s ta ją c ą  s iłę  (m o m e n t e le k tro m a g n e ty c zn y ) k sz ta łty  g e o m e try c z n e , p a ram etry  

ś ro d o w is k o w e  o ra z  p ły n ąc e  p rą d y  w  u k ład z ie  d an eg o  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e ch a n icz n eg o .

N a  g ru n c ie  z a p ro p o n o w a n e g o  ro z k ła d u  c a łk o w iteg o  m o m e n tu  s ił z ap o s tu lo w a n o  

o d m ie n n y  n iż  tra d y c y jn y  p o d z ia ł  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  m a sz y n y  sy n ch ro n iczn e j 

z  w y d a tn y m i b ie g u n a m i. W  m ie jsc e  p o d z ia łu  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  n a  m o m e n t 

sy n c h ro n ic z n y  i re lu k ta n c y jn y  w p ro w a d z a  s ię  p o d z ia ł n a  m o m e n t s ił L o re n tz a  i m o m e n t 

ś ro d o w isk o w y  (p e rm e an c y jn y ). P o k a z an o , iż  m o m e n t e le k tro m a g n e ty c z n y  w y w o ła n y  siłam i 

d z ia ła ją c y m i n a  ś ro d o w isk o  m a g n e ty cz n e , ja k im  je s t  fe rro m a g n e ty c z n y  w irn ik  m aszy n y  - 

m o m e n t ś ro d o w is k o w y  - n ie  j e s t  w  o g ó ln o śc i ró w n y  m o m e n to w i re lu k tan c y jn em u . M o m en t 

re lu k ta n c y jn y  n ie  p o s ia d a  ró w n ie ż  in te rp re ta c ji fizy k a ln e j o  c h a ra k te rz e  og ó ln y m . 

W  p rz e c iw ie ń s tw ie  d o  m o m e n tu  śro d o w isk o w e g o  n ie  o p isu je  o n  c a ło śc io w o  w k ład u , ja k i  

d a ją  s iły  d z ia ła ją c e  n a  o d p o w ie d n io  u k sz ta łto w a n y  w irn ik  d o  m o m e n tu  g lo b aln eg o .
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Z d e f in io w a n y  m o m e n t ś ro d o w is k o w y  m o ż e  być  w y k o rz y s ty w a n y  d o  o c e n y  s ta n u  n a p ręż eń  

w  iz o la c ji  m a sz y n y  sy n c h ro n icz n e j o  b ie g u n a c h  u ta jo n y  d r  b ą d ź  w y d a tn y ch . M o m e n t 

ś ro d o w is k o w y  m o ż e  b y ć  ró w n ie ż  w y k o rz y sty w a n y  d o  o p isu  n ie p o ż ą d a n e g o  sk ła d n ik a  

m o m e n tu  g lo b a ln e g o  w  m a szy n ie  in d u k cy jn e j o  e k sc e n try c z n y m  lu b  n ie sy m e try cz n y m  

w irn ik u . W y k o rz y s tu ją c  p o ję c ie  m o m e n tu  ś ro d o w isk o w e g o  m o ż n a  p o d a ć  e fek ty w n y  

n u m e ry c z n ie  a lg o ry tm  o b lic z a n ia  s tra t o d  p rą d ó w  w iro w y c h  w  lity m  n ie sy m e try cz n y m  

w irn ik u  m a szy n y .

W  p ra c y  z a p ro p o n o w a n o  ró w n ie ż  m o d y fik a c ję  m e to d y  p rą d ó w  m ag n e ty zac ji. 

M o d y f ik a c ja  p o le g a  n a  w y k o rz y s ta n iu  z d e f in io w a n e g o  ró ż n ic o w e g o  te n s o ra  en erg ii 

w  a n a liz ie  m o m e n tó w  sił. Z a p ro p o n o w a n a  m e to d y k a  w y z n a c z a n ia  m o m e n tu  s ił n ie  w y m ag a  

z a d a w a n ia  p o w ie rz c h n io w y c h  p rą d ó w  m ag n e ty za c ji n a  b rz eg u  ro z w a ż a n e g o  o b sz a ru .

A n a liz ę  s ił  i m o m e n tó w  sił w  p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro m a g n e ty c z n y c h  p ro w a d z o n o  

s to su ją c  a n a lity c z n e  i n u m e ry c z n e  te c h n ik i o b lic z en io w e . Z a g a d n ie n ia  a n a liz y  s ił sty czn y ch  

i ra d ia ln y c h  w  w iru ją c y c h  p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro m a g n e ty c z n y c h  s ą  c ią g le  a k tu a ln e  

i s z c z e g ó ln ie  w a ż n e , je ż e l i  ro z p a tru je  s ię  g ę s to ść  o b ję to śc io w ą  ty ch ż e  s ił, np . d la  p o trze b  

o c e n y  p o z io m u  d rg a ń  b ą d ź  n a p ręż eń . P o d a n ie  o g ó ln y ch  z a le ż n o śc i o p isu ją c y c h  g ę s to śc i sił 

j e s t  p rz y d a tn e  p rz y  o b lic z a n iu  s ił lo k a ln y c h , m o m e n tó w  s ił o ra z  n a p rę ż e ń . W  tej k las ie  

z a g a d n ie ń  p o sz u k iw a n ie  ro z w ią z a ń  o ra z  z a le ż n o śc i a n a lity c z n y c h  p o w in n o  stan o w ić  

p o d s ta w ę  d la  d a ls z y c h  a n a liz  n u m ery c zn y c h .

A u to r , w y c h o d z ą c  z  z a ło ż e n ia , ż e  p rz e p ro w a d z o n e  ro z u m o w a n ia  p rz y p o m in a ją  

m e to d y k ę  o p is u  w ie lk o ś c i p o lo w y c h , p rz e g lą d  lite ra tu ry  p rz e d s ta w ił w  p o d ro z d z ia le  4 .5 . 

W  p o d ro z d z ia le  4 .5  p rz e d s ta w io n e  z o s ta ło  b a rd z ie j sz c z e g ó ło w e  o d n ie s ie n ie  d o  p rz y k ła d ó w  

a n a liz  w  l ite ra tu rz e  k ra jo w e j i św ia to w e j z  je d n o c z e sn y m  w sk a z a n ie m  n a  n a jis to tn ie jsz e  

p o d o b ie ń s tw a  i ró ż n ic e  m e to d . M e to d y k a  o p isu  s ił i m o m e n tó w  s ił - u z u p e łn io n a  

o  p ro w a d z o n e  ro z w a ż a n ia  - p ro w a d z i w  k o n se k w e n c ji  d o  p re z e n to w a n y c h  w n io sk ó w . P raca , 

z  u w a g i n a  z a ło ż o n y  z a k re s , n ie  u w z g lę d n ia  sz e re g u  z ja w isk , k tó re  p rz y  m o d e lo w a n iu  i o p is ie  

p e w n y c h  sz c z e g ó ło w y c h  z a g a d n ie ń  m o g ą  s ię  o k a za ć  n ie p o m ija ln e . N ie  u w z g lę d n ia  się  

ro z k ła d u  te m p e ra tu ry  i je j  w p ły w u  n a  p a ram e try  m a te ria ło w e , z ło ż o n e g o  c h a ra k te ru  ruch u , 

h is te re z y  m a g n e ty c z n e j, z ja w isk a  m a g n e to s try k c ji, d y sp e rs ji c z ę s to tliw o śc io w e j i innych .
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1.2. T E Z Y  P R A C Y

P ra c a  o b e jm u je  sw o im  z a k re se m  k ilk a  zag a d n ie ń , k tó re  d o ty c z ą  a n a liz  s ił  i m o m e n tó w  

sił w  p rz e tw o rn ik a c h  e lek tro m e ch a n icz n y ch .

G łó w n e  te z y  p ra c y  m o ż n a  sfo rm u ło w a ć  n astęp u jąco :

1. W  p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro m e ch a n icz n y ch  o  d o m in u ją cy m  p o lu  m ag n e ty cz n y m  (w  sensie  

g ę s to śc i o b ję to śc io w e j e n e rg ii p o la )  w y d z ie lo n o  sk ła d n ik  ś ro d o w isk o w y  sił. G ęsto ść  sił 

d z ia ła ją c y c h  n a  ś ro d o w isk o  m ag n e ty cz n e  je s t  o p isa n a  p rz e z  tzw . sk ład n ik  

n ie je d n o ro d n o śc io w y  g ę sto śc i s ił  Ń . M o m e n t sił w y n ik a ją cy  z  d z ia ła n ia  s ił n a  o śro d ek  

m a g n e ty c z n y  o k re ś la  s ię  m ia n e m  m o m e n tu  p e rm e an c y jn eg o  b ą d ź  śro d o w isk o w eg o . 

M o m e n t p e rm e a n c y jn y  m o ż e  b y ć  w y k o rz y sty w a n y  do  a n a liz y  n a p rę ż e ń  w  izo la c ji u zw o jeń  

m aszy n y  sy n c h ro n icz n e j o  b ieg u n a ch  u ta jo n y c h  i w y d a tn y ch . M o m e n t p e rm ean cy jn y  

u m o ż liw ia  p o d a n ie  a lg o ry tm u  p o z w a la ją c eg o  n a  e fek ty w n e  w y z n ac z an ie  n iep o żąd an eg o  

m o m e n tu  sił w  m aszy n ie  in d u k cy jn e j o  e k sc en try cz n y m  w irn ik u .

2 . M o ż n a  z d e fin io w a ć  n ie sy m e try cz n y  ró ż n ic o w y  p se u d o te n so r  A a uw p o sta c i:

Actuw= - I uB w + E uPw + 5 uw{ ( B ! - E P ) ,  

k tó ry  w y s tę p u je  w  p o n iż sze j z a leż n o śc i o p isu jące j sk ła d n ik  n ie je d n o ro d n o śc io w y :

Ń  =  A f +  Tu d iv |u|( A a u) - A k .

D o w ó d  p o w y ż sz e j fo rm u ły  z o s ta ł p rz e p ro w a d z o n y  w  o p a rc iu  o:

- ró w n a n ia  M a x w e lla  p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o ,

- z a le ż n o ść  o k re ś la ją c ą  g ę s to ść  siły  L o ren tza :

? L = p E  +  j x B .

G ę s to ść  s ił ś ro d o w isk o w y c h  w y ra ż a  się  p o p rz e z  d y w e rg en c ję  ró ż n ic o w e g o  p se u d o ten so ra  

e n e rg ii o ra z  sk ła d n ik  A f o p isu jąc y  d z ia łan ie  p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  n a  ład u n k i i p rąd y  

ś ro d o w isk a  ( ła d u n k i p o la ry z ac ji i p rąd y  m ag n e ty za c ji) . Z a  p o m o c ą  ró żn ic o w e g o  

p se u d o te n s o ra  e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  m o ż n a  d o k o n a ć  m o d y fik a c ji m eto d y  

a n a liz y  s ił w  o p a rc iu  o  p rą d y  m ag n e ty zac ji.

3. Is tn ie je  m o ż liw o ść  p rz e d s ta w ie n ia  c a łk o w iteg o  m o m e n tu  s ił d z ia ła jąc y ch  w  o b sza rze  

a n iz o tro p o w y m  p o p rz e z  c a łk ę  fu n k c ji p o la  p o  b rz eg u  ro z w a ż a n e g o  o b sza ru . T ezę  

p o w y ż s z ą  u d o w o d n io n o  d la  o b sz a ru  a n iz o tro p o w e g o  o  sy m e try czn e j m ac ie rzy
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re lu k ty w n o ś c i.  Z w ró c o n o  u w a g ę  n a  fa k t, iż  w  p rz y p a d k u  a n iz o tro p ii  o p isan ej 

n ie s y m e try c z n ą  m a c ie rz ą  re lu k ty w n o śc i w ła śc iw o ść  ta  n ie  m us'i b y ć  sp e łn io n a .

1.3. O P IS  F IZ Y K A L N Y  I M A T E M A T Y C Z N Y  Z JA W IS K

a) W sp ó łrz ę d n e  o p isu ją c e  f izy c zn e  z ja w isk a  z a c h o d z ą c e  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c zn y m  

p o d le g a ją  tra n s fo rm a c ji  L o re n tz a  [ E . l ,  1.1, L .2 ]. W sp ó łrz ę d n e  p u n k tu  c z a so p rz e s trz e n i 

z g o d n ie  z e  s z c z e g ó ln ą  t e o r ią  w z g lę d n o śc i p o d le g a ją  re g u ło m  tra n s fo rm a c ji  L o re n tz a  [ E . l ,  L I ,  

L .2 ]:

x '=  b (x  -  v t) ,  y '= y ,  z '=  z , t ' = b ( t - ^ ) ,  ( 1 . 1)

g d z ie :

I V7b  =  1 / J 1  — - o d w ro tn o ść  w s p ó łc z y n n ik a  d y la ta c ji c z a su  [L .2 ].

Z  p u n k tu  w id z e n ia  sz c z e g ó ln e j te o r ii  w z g lę d n o śc i w sz y s tk ie  u k ład y  in e rc ja ln e  s ą  ró w n o w a ż n e  

[E . l ]  i w y b ó r  ta k i j e s t  d o w o ln y . Z  u w a g i n a  p ro w a d z o n ą  w  d a ls z y c h  ro z d z ia ła c h  a n a liz ę  p o la  

e le k tro m a g n e ty c z n e g o  p rz e tw o rn ik ó w  e le k tro m e c h a n ic z n y c h  w y ró ż n ia  s ię  u k ła d  w sp ó łrz ę d ­

n y c h  sp o c z y w a ją c y  w z g lę d e m  czę śc i p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e c h a n ic z n e g o  s tan o w iące j 

k o n s tru k c y jn y  fu n d a m e n t p rz e tw o rn ik a . N a jc z ę śc ie j  j e s t  o n  z w ią z a n y  z e  s to ja n e m  s iln ik a  lu b  

ja rz m e m  tra n s fo rm a to ra . Z a k ła d a  się , iż  e fek ty  re la ty w is ty c z n e  d e te rm in o w a n e  p rz e z  w arto ść  

v /c  s ą p o m ija ln e :

- « 1 . ( 1 .2 )
c

b ) P o le  g ra w ita c y jn e  Z ie m i w  ro z w a ż n y c h  p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro m e c h a n ic z n y c h  n ie  

w p ły w a  n a  z a k rz y w ie n ie  c z a so p rz e s trz e n i [ E . l ,  L .2 ], P o le  s ił b e z w ła d n o śc i b ęd ąc  

ró w n o w a ż n e  s ta c jo n a rn e m u  p o lu  s ił g ra w ita c ji [L .2 , s .2 8 8 ] ró w n ie ż  n ie  w p ły w a  n a  

z a k rz y w ie n ie  c z a so p rz e s trz e n i,  j a k o  ż e  ro z w a ż a n e  p rę d k o śc i o b ro to w e  Q m s ą  n iez n ac z n e  

w  se n s ie  w a ru n k o w a n ia  e fe k tó w  o g ó ln e j te o r ii  w z g lęd n o śc i:

D R  ,
— 25—  « 1 ,  (1 .3 )

c

g d z ie  R  je s t  p ro m ie n ie m  n a jb a rd z ie j o d d a lo n e g o  o d  o s i o b ro tu  w iru ją c e g o  e le m en tu  

p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e c h a n ic z n e g o .

c )  E fe k ty  z w ią z a n e  z  s iła m i o p isy w a n y m i p o p rz e z  p ę d  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  [J. 1, 

L .4 ] s ą  p o m ija ln e  w  ro z p a try w a n y c h  p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro m e c h a n ic z n y c h . P rz y k ład o w o , 

g ę s to ść  s ił o p isy w a n a  ty m  sk ła d n ik ie m  o sz a c o w a n a  z o s ta n ie  d la  s in u so id a ln y c h  w z a je m n ie  

p ro s to p a d ły c h  p ó l: m a g n e ty c z n e g o  o  a m p litu d z ie  in d u k c ji B =1 T  i e le k try c z n eg o
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o a m p litu d z ie  n a tę ż e n ia  E = 2 0 0 0  V /m . N ie c h  c z ę s to tliw o ść  z m ia n  o b u  p ó l w y n o s i 50  H z. 

A m p litu d a  ro z w a ż a n e g o  p rz y c z y n k u  d o  b ila n su  g ę s to śc i s ił  w y n o s i:

c  m

Ł a tw o  z a u w a ż y ć , iż  o b sz a r  10 m 3 p rz e s trz e n i p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o , w  k tó re j p a n u ją  

w y żej o p isa n e  p o la , d a  s iłę  o  w a rto śc i o k o ło  1 u N . P o w y ż sz e  o sz a c o w a n ie  p o z w a la  p o m ija ć  w  

d a ls z y c h  ro z w a ż a n ia c h  p o c h o d n e  c za so w e  w e k to ra  P o y n tin g a  o ra z  z ja w isk o  p ę d u  p o la  

e le k tro m a g n e ty c z n e g o .

d )  P rz y jm u je  s ię , iż  ro z k ła d  te m p e ra tu ry  i ro z p ły w  s tru m ie n i c ie p ln y c h  w  p rz e tw o rn ik u  

e le k tro m a g n e ty c z n y m  n ie  w p ły w a  n a  p a ram e try  m a te ria ło w e  o ra z  w y m ia ry  g eo m e try czn e  

e le m e n tó w  k o n s tru k c y jn y c h  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e ch a n icz n eg o .

e) P rz e p ły w  p rą d u  p o p rz e z  c zę śc i p rz e w o d z ą c e  p o w o d u je  d rg a n ia  m ag n e to - 

te rm o sp rę ż y s te  [aZ .5 ]. A m p litu d a  ty c h  d rg a ń  z a le ż y  o d  c z ę s to tliw o śc i p rą d u  o ra z  od  

p a ra m e tró w  g e o m e try c z n y c h  i m a te ria ło w y ch  czę śc i p rz e w o d z ą c e j, k tó ra  m o że  być  

w  p rz y b liż e n iu  tra k to w a n a  ja k o  p ły ta  b ą d ź  u k ład  p ły t p rz ew o d z ą cy c h . D e cy d u ją cy  w p ły w  na  

c h a ra k te r  ty c h  d rg a ń  w y w ie ra ją  - o p ró c z  w y m ia ró w  i k sz ta łtu  p ły ty  - w a rto śc i m o d u łu  Y o u n g a  

o ra z  w s p ó łc z y n n ik  P o is so n a  [H .2 ]. M a g n e to te rm o sp rę ż y s ty  s ta n  p ły ty , p rz y  za ło że n iu  

p rz e p ły w u  s in u so id a ln ie  z m ie n n e g o  p rą d u  w  c za s ie , o p isu je  u k ła d  ró w n a ń  ró ż n ic zk o w y ch  

c z ą s tk o w y c h  sz ó s te g o  rz ę d u  [aZ .5 ]. A n a liz a  te g o  u k ła d u  p o k a z u je , iż  fa le  

m a g n e to te rm o sp rę ż y s te  o  w sz y s tk ic h  d łu g o śc ia c h  s ą  t łu m io n e . D a lsz a  sz c z e g ó ło w a  an a liza  

p o k a z u je , iż  m o ż liw e  s ą  p rz y p ad k i p ę k a n ia  p ły t p rz y  p e w n y c h  p a ra m e tra c h  p ły ty .

W  n in ie jsz e j p ra c y  n ie  u w z g lę d n ia  s ię  d rg a ń  m a g n e to te rm o sp rę ż y s ty c h  w  p rz e tw o rn ik u

e le k tro m e c h a n ic z n y m .

f) W  p ra c y  z a k ła d a  się , iż  d łu g o śc i fa l sp rę ży s ty ch  s ą  z n a c z n ie  w ię k sz e  o d  w y m ia ró w  

g e o m e try c z n y c h  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e ch a n icz n eg o . P rę d k o ść  ro z c h o d z e n ia  się  fal 

sp rę ży s ty ch  z a leż y  o d  p a ra m e tró w  m a te ria ło w y c h  e le m e n tó w  p rz e tw o rn ik a  e le k tro ­

m e c h a n ic z n e g o , ta k ic h  j a k  m o d u ł sp rę ży s to śc i p o d łu żn e j Y o u n g a  E , w sp ó łc z y n n ik

P o is s o n a  v , g ę s to ść  o b ję to śc io w a  d  [L .3 , s. 117]. D la  ty p o w y c h  w a rto śc i m a te ria łó w  

w y k o rz y s ty w a n y c h  w  b u d o w ie  p rz e tw o rn ik ó w  e le k tro m e c h a n ic z n y c h : E = ( l- r2 ) -1 0 n  Pa, 

d = (5 -5-8 )-1 0 3 k g /m 3, v = (0 .2 5 + 0 .3 )  p rę d k o śc i ro z c h o d z e n ia  s ię  fa l sp rę ży s ty ch  w y n o szą : 

~ (1 0 0 0 + 2 0 0 0 )  m /s . O z n a c z a  to , iż  p rz y  c z ę s to tl iw o śc i 100 H z  (p o d w o jo n a  czę s to tliw o ść  

z a s ila n ia  d la  sze ro k ie j k la sy  p rz e tw o rn ik ó w  e le k tro m e c h a n ic z n y c h )  d łu g o śc i fa l m o g ą  być 

o sz a c o w a n e  p o p rz e z  w a rto śc i:

-(10-5-20) m . (1 .4 )

O sz a c o w a n ie  (1 .4 )  p o z w a la  p rz y ją ć , iż  d la  p o trz e b  d a lszy c h  ro z w a ż a ń  z ja w isk a  sp ręży s to śc i 

m o g ą  z o s ta ć  p o m in ię te . D la  w ię k sz y c h  c z ę s to tl iw o śc i d łu g o śc i fa l sp rę ży s ty ch  s ą  o d w ro tn ie  

p ro p o rc jo n a ln ie  m n ie jsz e  i p o ró w n y w a ln e  z  w y m ia ra m i p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e ch a n icz n eg o .
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D rg a n ia  o  ta k ic h  c z ę s to tliw o ś c ia c h  m o g ą  o d g ry w a ć  is to tn ą  ro lę  p rz y  p o w s ta w a n iu  h a ła su  

m a g n e ty c z n e g o  [K .7 ]. U p ro s z c z o n ą  o c e n ę  p o z io m u  h a ła su  m a g n e ty cz n eg o  p o w o d o w an e g o  

s iłam i p ro m ie n io w y m i p rz e d s ta w io n o  w  p o d ro z d z ia le  8 .2 .

P ro b le m a ty k a  a n a liz y  d rg a ń  sp rę ży s ty ch  w  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e ch a n icz n y ch  

w  o g ó ln o śc i  s ta n o w i z ło ż o n ą  g ru p ę  z ag a d n ie ń . N a  p rz y k ła d , w  m a sz y n a c h  w iru ją c y c h  z a s ila ­

n y c h  p o p rz e z  u k ła d y  p rz e k sz ta łtn ik o w e  - g d z ie  p o ja w ia ją  s ię  h a rm o n ic z n e  w y ż sz y c h  rz ęd ó w  - 

m o g ą  s ię  u w id a c z n ia ć  e fek ty  re zo n a n so w e . P rz y k ład o w o , d la  m a sz y n y  sy n c h ro n icz n e j m o cy  

315  k V A  c z ę s to tl iw o ś ć  d rg a ń  sk rę tn y ch  w y n o s i o k o ło  77  H z , a  d rg a ń  sw o b o d n y c h  ok o ło  

170 H z  [a B .9 ]. W  p rz y p a d k u  m o ż liw o śc i p o ja w ia n ia  s ię  d rg a ń  o  c z ę s to tliw o śc ia c h  

z b liż o n y c h  d o  c z ę s to tl iw o ś c i re z o n a n so w y c h  n a le ż y  d o k o n a ć  z m ia n y  u k ła d u  zas ila ją ce g o  

b ą d ź  k o n s tru k c ji  p rz e tw o rn ik a .

W ie lk o śc i f iz y c z n e  o p isu ją c e  p o le  e le k tro m a g n e ty c zn e , ta k ie  j a k  sk ła d o w e  w e k to ró w  

p o la  e le k try c z n e g o , m ag n e ty c z n e g o  i s z e re g u  in n y ch , s ą  p rz e d s ta w ia n e  w  lite ra tu rz e  czę sto  

w  n o ta c ji  te n so ro w e j [B .5 , aB .5 , E . l ,  1.1, K . l ,  K .4 , L .2 ], T a k a  fo rm a  o p isu  m a  n a  celu  

z a p e w n ie n ie  z w ię z ło ś c i n o ta c ji  o ra z  n ie z m ie n n ic z o śc i ró w n a ń . W  n in ie jsz e j p ra c y  - z  u w ag i 

n a  p ro w a d z e n ie  a n a l iz  n u m e ry c z n y c h  - s to so w a n a  je s t  n o ta c ja  w e k to ro w a  w  o rto g o n a ln y ch  

u k ła d a c h  w s p ó łrz ę d n y c h  d la  ró w n a ń  p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o .

T w ie rd z e n ie m  w y k o rz y s ty w a n y m  d la  c e ló w  o b lic z a n ia  s ił i m o m e n tó w  sił je s t  

tw ie rd z e n ie  G a u ssa . W  c e lu  s fo rm u ło w a n ia  tw ie rd z e n ia  G a u ssa  [1.1, K .3 , L .6 ] n a le ż y  o k re ś lić  

w ła śc iw o śc i  ro z w a ż a n e g o  o b sz a ru  o ra z  je g o  b rzeg u .

R o z w a ż m y  re g u la rn y  k -w y m ia ro w y  p ła t  p o w ie rz c h n io w y  p o ło ż o n y  n a  z b io rz e , k tó ry  

je s t  o p isa n y  p o p rz e z  w z a je m n ie  je d n o z n a c z n e  p rz e k sz ta łc e n ie  k la sy  C 1:

5Rk d D  3  ( t , , t 2 , . . . t k) —> x ( t , , t 2 , . . . tk) e  5R", (1 .5 )

ta k ie  iż  d la  w s z y s tk ic h  p a ra m e tró w  ( t , , t 2 , . . . tk) e  D  m a c ie rz  p o c h o d n y ch :

6X: . ,
L 1 =  1 n  j  =  l , . . . , k < n ,

S t J

j e s t  r z ę d u  k.

R e g u la rn y  p ła t  p o w ie rz c h n io w y  je s t  z o r ie n to w a n y , g d y  p rz y  p ew n e j w y b ran ej 

p a ra m e try z a c ji  d o p u sz c z a  s ię  ty lk o  ta k ie  je g o  p a ra m e try z a c je  k la sy  C 1:

Tj = x ( t i , t 2 , . . . t k) i =  l , . . . , k ,  

d la  k tó ry c h  w y z n a c z n ik  m ac ie rzy :

i =  1 k j =  l  k ,

j e s t  d o d a tn i.
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P rz y jm u je  s ię , iż  d la  k a żd e g o  w e w n ę trz n e g o  p u n k tu  p ła ta  p o w ie rz c h n io w e g o  m o ż n a  w y ró żn ić  

w e k to r  n o rm a ln y  sk ie ro w a n y  n a  z ew n ą trz  o b sza ru .

J e ż e li  j e s t  d a n y  k -w y m ia ro w y  o b sz a r  Q  sk ła d a jąc y  się  ze  sk o ń c z o n e j lic z b y  reg u la rn y ch  

p o d o b sz a ró w , k tó ry c h  b rz eg i s ą  u tw o rz o n e  ze  sk o ń c z o n e j lic z b y  (k - l) -w y m ia ro w y c h  

re g u la rn y ch  p ła tó w  p o w ie rzc h n io w y ch , a  ich  o r ie n ta c ja  in d u k u je  o rien tac ję  ca łeg o  b rz eg u  9 Q , 

to  d la  fo rm y  ró ż n ic z k o w e j F  k la sy  C 1 z ach o d zi:

Jf = JdF. (1.6)

P rz e z  fo rm ę  ró ż n ic z k o w ą  z e w n ę trz n ą  p -teg o  s to p n ia  F  ( ró ż n ic z k a  z e w n ę trz n a  s to p n ia  p -tego) 

ro z u m ie  s ię  w y ra że n ie :

F =  X a .U2 jpdXj, a  d x i2 a  ... a  d x ip , (1 .7 a )
il,i2,..ip

g d z ie :

i l ,  i2 ,..., ip  - o z n a c z a  p e rm u tac ję  lic zb  z e  z b io ru  { 1 , 2 ,... p} , 

aii,i2,...ip - w s p ó łc z y n n ik  fo rm y  ró ż n ic zk o w e j,

sy m b o l a  o z n a c z a  ilo c z y n  z ew n ę trzn y ; p rz e s ta w ie n ie  d w ó c h  ró ż n ic z e k  w  ilo czy n ie  

z m ie n ia  je g o  zn ak .

R ó ż n ic z k ą  d F  fo rm y  (1 .7 a ) p -teg o  s to p n ia  k la sy  C p n a zy w a  się  fo rm ę  ró ż n ic z k o w ą  sto p n ia  

(p + l) - s z e g o  p o stac i:

d F  =  Z
'  d  d

a il,i2 jpdx, + — ,  a il,i2 ipdx„ a  d x n d x j2 a  ... a  dx  . (1 .7 b )

Z  tw ie rd z e n ia  p o w y ż sz e g o  w y n ik a  tw ie rd z e n ie  G au ssa , k tó re  w  u k ła d z ie  w sp ó łrz ęd n y c h  

k rz y w o lin io w y c h  o rto g o n a ln y c h  m a  p o s ta ć  [1.1, K . l ] :

# B „ d f n =  J J J d iv (B )d Q , (1 .8 a )

lub

j B „ d f n =  jd iv ( B ) d Q ,  (1 .8 b )
an n

g d z ie  Q  - o z n a c z a  o b sz a r, a  9 0  je g o  b rzeg .

D la  p o trz e b  d a ls z y c h  a n a liz  n a le ży  z w ró c ić  u w ag ę , iż  z a ło ż e n ia  tw ie rd z e n ia  G a u ssa  są  

sp e łn io n e , o  ile  p o d o b sz a r  i je g o  b rz eg  c z y n ią  z ad o ść  w y żej o p isa n y m  w y m ag an io m , 

a  sk ła d o w e  p o te n c ja łu  p o la  m a g n e ty cz n eg o  s ą  k lasy  C 2 w  o b sz a rz e  i n a  je g o  b rzeg u .



2. RÓWNANIA MAXWELLA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

W  rozdzia le  drug im  przedstaw iono  notacją rów nań M axw ella  p o la  elektro­

m agnetycznego, w ykorzystyw aną w  dalszych rozdzia łach  pracy.

2 .1 . W P R O W A D Z E N IE

P o le  e le k tro m a g n e ty c z n e  o p isa n e  je s t  p o p rz ez  ró w n a n ia  M a x w e lla . P rz y jęc ie  z w iązk ó w  

śro d o w is k o w y c h  o ra z  z a d a n ie  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  p o z w a la ją  n a  o k re ś le n ie  ro z k ła d u  p o la  

e le k tro m a g n e ty c z n e g o  w  ro z w a ż a n y m  o b sz a rz e  [1.1, J . l ,  J .3 , K .4 , S .4 ], W  n in ie jsze j p racy  

w y k o rz y s ta n o  a n a lity c z n e  o ra z  n u m e ry c z n e  m eto d y  p ro w a d z ą c e  d o  w y z n a c z e n ia  ro z k ła d u  

p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o . Z  g ru p y  m e to d  a n a lity c z n y c h  w y b ra n o  m e to d ę  ro z d z ie le n ia  

z m ie n n y c h , a  z  g ru p y  m e to d  n u m e ry c z n y c h  m e to d ę  e le m e n tó w  sk o ń c z o n y ch . D la  p o trzeb  

a n a liz y  s ił o ra z  m o m e n tó w  sił w  p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro m e c h a n ic z n y c h  ró w n a n ia  M a x w e lla  

b ę d ą  z a p isy w a n e  w  o rto g o n a ln y c h  u k ład a ch  w sp ó łrz ęd n y c h : k a r te z ja ń sk im  o ra z  w a lco w y m .

2 .2 . P IE R W S Z A  P A R A  R Ó W N A Ń  M A X W E L L A

N a  n a ła d o w a n ą  c zą s tk ę  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m  d z ia ła  s iła  [L .2 , S .3 ] o  w arto śc i:

F  = - q A - q g r a d  V +  q [ v x  ro t A ] ,  (2 .1 )

g d z ie :

V , A  - p o te n c ja ł  sk a la m y  p o la  e le k try c z n eg o  o ra z  w e k to ro w y  p o la  m ag n e ty cz n eg o , 

q  - ła d u n e k  p o ru sz a ją c y  s ię  z  p rę d k o śc ią  v  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c zn y m .

W e k to ry  n a tę ż e n ia  p o la  e le k try c z n eg o  o ra z  in d u k c ji p o la  m ag n e ty c z n e g o  - ja k o  w ek to ry  

o k re ś la ją c e  w a r to ść  d z ia ła jąc e j s iły  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m  z g o d n ie  z  ( 2 . 1) - s ą  ró w n e  

o d p o w ie d n io :

E  =  —
q

A  B  =  ro t A  . (2.2)

P ie rw sz a  z  p o w y ż sz y c h  z a leż n o śc i o k re ś la  n a tę ż e n ie  p o la  e le k try c z n e g o  ja k o  w e k to r 

o p isu ją c y  s k ła d o w ą  s iły  n ie  z a le ż n ą ja w n ie  o d  p rę d k o śc i czą s tk i. D ru g a  z  z a le ż n o śc i d e fin iu je
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in d u k c ję  p o la  m a g n e ty c z n e g o  p o p rz e z  p o te n c ja ł  m a g n e ty cz n y . T a  sk ła d o w a  s iły  z a leż y  

ja w n ie  o d  p rę d k o śc i c z ą s tk i w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c zn y m .

Z a le ż n o śc i  (2 .1 ) , (2 .2 )  im p lik u ją  z w iąz k i:

E  =  - g r a d V - A  a  B =  ro t  A . (2 .3 )

P o te n c ja ł  s k a la m y  i m a g n e ty c z n y  p o te n c ja ł w e k to ro w y  w y s tę p u ją c e  w  z a le ż n o śc ia c h  (2 .3 ) s ą  

w ie lk o ś c ia m i, k tó re  n ie  s ą  o k re ś lo n e  je d n o z n a c z n ie . R o z k ła d  p o la  w e k to ró w  E , B  p o z o s ta je

z a c h o w a n y  d la  p e w n e j k la s y  p o te n c ja łó w  V , A .  M ia n o w ic ie , p o te n c ja ły  p o la  e le k tro ­

m a g n e ty c z n e g o  p o d le g a ją c e  tra n s fo rm a c ji  c e c h o w a n ia  n ie  p ro w a d z ą  do  z m ia n y  ro z k ła d u  

w e k to ró w  p o la  E , B . R o z k ła d  p o te n c ja łó w  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  sta je  się

je d n o z n a c z n y , je ż e l i  ż ą d a  s ię  sp e łn ie n ia  d o d a tk o w e g o  w a ru n k u , n p . w a ru n k u  L o re n tz a  [L  2 
S .4 ],

G ę s to ść  o b ję to śc io w a  siły  d z ia ła jąc e j n a  ła d u n e k  e le k try c z n y  ( ru c h o m y  b ą d ź  

n ie ru c h o m y ) , ro z ło ż o n y  w  sp o só b  c ią g ły  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m  (2 . 1 ), m o ż e  b y ć  za tem  
p rz e d s ta w io n a  w  p o s ta c i:

f o = P o E  + ] 0 x B ,  (2.4)

g d z ie :

P o '  g ę s to ść  o b ję to śc io w a  o g ó łu  ła d u n k ó w  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m , 

j 0" g ę s to ść  o g ó łu  p rą d ó w  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m .

Z w ią z k i d e f in ic y jn e  (2 .3 )  im p lik u ją  b e z p o ś re d n io  p ie rw s z ą  p a rę  ró w n a ń  M a x w e lla  

w  fo rm ie  [1.1, J .2 ,  S .4 ]:

ro t  E  =  - B  a  d iv  B =  0 .  (2 .5 )

2 .3 . D R U G A  P A R A  R Ó W N A Ń  M A X W E L L A

A n a liz a  c a łk i d z ia ła n ia  ła d u n k u  p u n k to w e g o  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m  [L .2 , S .4] 

p o z w a la  fo rm a ln ie  w p ro w a d z ić  d ru g ą  p a rę  ró w n a ń  M a x w e lla  d la  p ró ż n i w  p o s ta c i:

d iv (e 0E ) =  p 0 a  ro t ( v 0B ) =  ] 0 + e 0§ ,  (2 .6 )

g d z ie : v 0 - re lu k ty w n o ś ć  m a g n e ty c z n a  p ró ż n i,

e 0 - p rz e n ik a ln o ść  d ie le k try c z n a  p ró ż n i e 0 =  v 0c " 2 .

P o s ta ć  ró w n a ń  M a x w e lla  w  ś ro d o w isk a c h  m a te ria ln y c h  o k re ś la ją  z a le ż n o śc i p o d an e  

w  n a s tę p n y m  ro z d z ia le .

I

3. POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OŚRODKU 
MATERIALNYM

W rozdziale 3. przedstawiono przyjęte założenia odnośnie do właściwości ośrodków 
materialnych. Omówiono związki materiałowe opisujące właściwości środowisk materialnych 
rozważanych w pracy.

P o le  e le k tro m a g n e ty c z n e  w  p ró ż n i j e s t  o p isy w a n e  p rz e z  w e k to ry  n a tę że n ia  p o la  

e le k try c z n e g o  i in d u k c ji p o la  m ag n e ty cz n eg o . P ie rw sz a  p a ra  ró w n a ń  M a x w e lla  m a  p ostać:

r o tE  =  - B  a  d iv B  =  0 ,  (3 .1 )

D ru g a  p a ra  ró w n a ń  M a x w e lla  d la  p ró ż n i m a  p o s ta ć  n a s tęp u jąc ą :

d iv (e 0E ) =  p 0 a  r o t ( v 0B ) =  j 0 + e 0 i .  (3 .2 )

T ra k tu ją c  o ś ro d e k  m a te ria ln y  [1.1. J .2 ]  ja k o  u k ład  ła d u n k ó w  sp o c z y w a ją c y c h  b ą d ź  

ru c h o m y c h , z n a jd u ją c y c h  się  w  p ró ż n i, m o ż n a  p rz e d s ta w ić  o g ó ł ła d u n k ó w  i p rą d ó w  ja k o  

su m ę:

•  ład u n k ó w , p rą d ó w  w y m u sz o n y c h  (łąc zn ie  z  p rą d am i p rz ew o d z e n ia ) ,

•  ład u n k ó w , p rą d ó w  z w ią z a n y c h  z  ład u n k a m i e le m e n ta rn y m i c z ą s te k  d a n eg o  o śro d k a  

m a te ria ln e g o :

] „ = j  +  Aj a  p 0 = p  + Ap,  (3 .3 )

g dzie :

p , j - g ę s to ść  ła d u n k ó w  i p rą d ó w  w y m u sz o n y c h  (w ra z  z  p rą d am i p rz ew o d z e n ia ) ,

A p, Aj - g ę s to ść  ła d u n k ó w  i p rą d ó w  śro d o w isk a  m a te ria ln e g o .

G ę s to śc i p rą d ó w  o ra z  ła d u n k ó w  c z ą s te k  o ś ro d k a  m a te ria ln e g o  m o ż n a  p o w ią z a ć  z  w ek to rem  

p o la ry z a c ji  i m a g n e ty z a c ji  [1.1, J . l ,  J .2 ] n a s tęp u jąco :

ro t I +  P  =  Aj a  d iv P  =  - A p , (3 .4 )

g d z ie  o zn ac zo n o :

P , I - w e k to ry  p o la ry z a c ji  i m ag n e ty za c ji o śro d k a ; o p is u ją  o n e  w p ły w  śro d o w isk a  

m a te ria ln e g o , np . s ta n  p o la ry z a c ji  b ą d ź  n a m a g n e so w a n ia  m a te rii, h is te re z ę  d ie le k try ­

c z n ą  b ą d ź  m ag n e ty cz n ą ; o b a  w e k to ry  s ą  fu n k c ja m i w e k to ró w  p o la  e le k tro ­

m a g n e ty c z n e g o ,
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Aj - g ę s to ść  p rą d u  w a ru n k o w a n a  p rą d a m i p o la ry z a c ji  P  i m ag n e ty z a c ji  r o t ( I )  o ś ro d k a , 

A p - g ę s to ść  o b ję to śc io w a  ła d u n k u  p o la ry z a c ji  o śro d k a .

G ę s to śc i p rą d ó w  i ła d u n k ó w  s ą  o k re ś la n e  d la  o b sz a ru  z a w ie ra ją c e g o  fizy czn ie  

d o s ta te c z n ie  d u ż ą  l ic z b ę  c z ą s te k  o śro d k a . G ę sto śc i o b ję to śc io w e  (ró ż n ic z k o w e ) w  n in ie jsze j 

p ra c y  n a le ż y  u to ż s a m ia ć  z a te m  z  d o s ta te c z n ie  d u ż y m i o b ję to śc ia m i m a te rii  ś ro d o w isk a . T ak ie  

p rz e d s ta w ie n ie  p rą d ó w  i ła d u n k ó w  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m  je s t  o k re ś la n e  m ia n e m  

m a k ro s k o p o w e g o  o p isu  ła d u n k ó w  i p rą d ó w  e le m e n ta rn y c h  ś ro d o w isk a  c ią g łe g o  [ J . l ,  J .2 , 

T . l ] ,  a  j e s t  o n o  p o d s ta w ą  p rz e jś c ia  o d  ró w n a ń  M a x w e lla  w  p ró ż n i d o  ró w n a ń  M a x w e lla  

w  ś ro d o w is k u  m a te ria ln y m .

Z a le ż n o śc i  (3 .4 )  z o s ta n ą  w y k o rz y s ta n e  do  w p ro w a d z e n ia  to ż sa m o śc i p o m o cn ic zy c h , 

k tó re  b ę d ą  w y k o rz y s ty w a n e  p rz y  o p is ie  sk ła d o w y c h  g ę s to śc i s ił  d z ia ła ją c y c h  w  p o lu  

e le k tro m a g n e ty c z n y m .

D ru g ą  p a rę  ró w n a ń  M a x w e lla  m o ż n a  z a te m  z ap isa ć  w  p o s ta c i, w  k tó re j w y ró ż n io n e  s ą  

sk ła d n ik i ła d u n k u  o ra z  p rąd u :

r o t ( v 0B ) =  j  +  A] +  e 0g  a  d iv (e 0E ) =  p  +  A p ,  (3 .5 a )

a  s tąd  p o  w y k o rz y s ta n iu  (3 .3 ) , (3 .4 )  u z y sk u je  się:

r o t ( v 0B - I )  =  j + E 0l  +  P  a  d iv (e 0E  +  P )  =  p . (3 .5 b )

W p ro w a d z a ją c  w e k to ry  in d u k c ji p o la  e le k try c z n e g o  i n a tę ż e n ia  p o la  m a g n e ty c z n e g o  m o żn a  

z a p isa ć  d r u g ą  p a rę  ró w n a ń  M a x w e lla  w  ś ro d o w isk a c h  m a te ria ln y c h  w  p o s ta c i:

d iv  D  =  p  a  ro t H  =  j  +  D , ( 3 .6 a)

g d z ie :

D , H  - o z n a c z a ją  o d p o w ie d n io  w e k to r  in d u k c ji p o la  e le k try c z n e g o  i n a tę ż e n ia  p o la  

m a g n e ty c z n e g o :

D  =  e 0E  +  P  a  H  =  v 0B - I ,  ( 3 .6 b)

p  - g ę s to ść  o b ję to śc io w a  ła d u n k u  e le k try c z n eg o , 

j  - g ę s to ść  p rą d ó w  w  o b sz a rz e  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o .

S k ła d o w e  w e k to ró w  p o la  (3 .6 b ) m o ż n a  p o w ią z a ć  ze  sk ła d o w y m i w e k to ró w  

w y s tę p u ją c y m i w  (3 .1 )  p o p rz e z  z w ią z k i m a te ria ło w e  p o stac i:

D „ = e uwE w a  H „ = v uwB w . (3 .7 )

Z w ią z k i m a te r ia ło w e  w  p o s ta c i (3 .7 )  fo rm a ln ie  w ią ż ą  o d p o w ie d n ie  in d u k c je  o ra z  

n a tę ż e n ia  p ó l d la  ś ro d o w is k  w  o g ó ln o śc i a n iz o tro p o w y c h . W  p rz y p a d k u  p o ru sz a ją c e g o  się  

o ś ro d k a  p o m ija  s ię  e fe k ty  re la ty w is ty c z n e  p ro w a d z ą c e  d o  fo rm a ln e g o  sp rz ę ż e n ia  sk ła d o w y c h  

p ó l e le k try c z n e g o  i m a g n e ty c z n e g o  [ J . l ] ,  P o w ią z a n ie  o b u  p ó l u ja w n ia  s ię  ró w n ie ż  w  c ie k ły ch

, i-
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k ry sz ta łac h . S p rz ę ż e n ie  sk ła d o w y c h  p o la  e le k try c z n eg o  ze  sk ła d o w y m i p o la  m a g n e ty cz n eg o  

o p isu je  tzw . p o d a tn o ść  m a g n e to e le k try c z n a  [ G . l ,  s .1 9 ], W  p e w n y c h  m a g n e ty k a c h  u ja w n ia  się  

z a le ż n o ść  p o la ry z a c ji  e le k try c z n e j o d  n a m a g n e so w a n ia  [ G . l ,  s. 117]. Z ja w isk a  te  n ie  są  

w  p ra c y  u w z g lęd n ian e .

W sp ó łc z y n n ik i m a te ria ło w e  euw o ra z  v uw ( lu b  w sp ó łc z y n n ik i p uw o ra z  n uw b ęd ące  

e le m e n ta m i o d p o w ie d n ic h  m a c ie rz y  o d w ro tn y c h ) m o g ą  z a leż e ć  o d  sz e re g u  p a ram etró w :

1 . w a rto śc i w e k to ró w  p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o ,

2 . w sp ó łrz ę d n y c h  p rz e s trz e n n y c h  b ą d ź  czasu ,

3. s ta n u  o d k sz ta łc e n ia  o ś ro d k a ,

4 . g ę s to śc i o ś ro d k a ,

5. te m p e ra tu ry ,

6 . s ta n u  o d k sz ta łc e n ia  o ś ro d k a  n a  sk u te k  z ja w isk  e le k tro s try k c ji lu b  m a g n e to s try k c ji, o raz

in n y ch , np . c z ę s to tl iw o śc i, c iśn ien ia .

Z a le ż n o ść  w s p ó łc z y n n ik ó w  m a te ria ło w y c h  o d  w e k to ró w  p o la  o z n a c z a  n ie lin io w o ść  

ś ro d o w isk a  i w  p ra c y  u w z g lę d n io n a  je s t  w  p o d ro z d z ia le  5 .6  o ra z  ro z d z ia le  6 .

Z m ie n n o ść  p rz e n ik a ln o śc i m ag n e ty cz n e j o d  w sp ó łrz ęd n e j k ą to w e j p ro w a d z ą c a  do  

p o w s ta w a n ia  m o m e n tu  p e rm e a n c y jn e g o  je s t  p rz ed m io te m  a n a liz  w  ro z d z ia ła c h  4 , 5, 7 , 8 .

Z a le ż n o ść  w sp ó łc z y n n ik ó w  m a te ria ło w y c h  o d  c z y n n ik ó w  3 .+ 5 . m o ż n a  o p isać  

n a s tę p u ją c o  [L .4 ];

A euw =  a uwu „  + -
a d

Ad +
<5e„

5 T
A T , (3 .8 )

o ra z

g d z ie :

Av =  b v
dv„

3T
Ad +

dv„

ÖT
A T , (3 .9 )

auwvz, b uwvz - w s p ó łc z y n n ik i o d k sz ta łce n ia , n ie sy m e try c z n e  w z g lę d e m  p a r  w sk aź n ik ó w  

p rz e s trz e n n y c h  u -w  o ra z  v -z ; l ic z b a  n iez a le żn y c h  n ie z e ro w y c h  w sp ó łc z y n n ik ó w  

o d k sz ta łc e ń  z a le ż y  o d  tzw . k la sy  k ry s ta lo g ra fic z n e j [L .4 ], 

u vz - te n s o r  o d k sz ta łce ń , 

d  -  g ę s to ść  o ś ro d k a ,

T  - te m p e ra tu ra  b e z w z g lę d n a  o śro d k a .

Z ja w isk o  m a g n e to s try k c ji  o ra z  e le k tro s try k c ji m o ż n a  fo rm a ln ie  u w z g lęd n iać  

u z u p e łn ia ją c  z a le ż n o śc i (3 .8 )  o ra z  (3 .9 )  o  d o d a tk o w y  sk ła d n ik  o p isu ją c y  te  z jaw isk a . 

U w z g lę d n ie n iu  z ja w isk a  m ag n e to s try k c ji  w  m a sz y n a c h  e le k try c z n y c h  w iru ją c y c h  p o św ię c o n a  

j e s t  p ra c a  [ a W .l] .  E fek ty  w p ły w u  z m ia n  g ęs to śc i m a te ria łu  n a  w a rto ść  s il u w z g lęd n io n o  

w  [R .3 , str. 138]. C h a ra k te r  ty c h  z ja w isk  je s t  s iln ie  u z a le ż n io n y  o d  ro d z a ju  śro d o w isk a  

(s tru k tu ra  b e z p o s ta c io w a , k ry s ta lic zn a ).
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. . ;
Z ja w isk o m  fe rro h y d ro d y n a m ic z n y m  i s iło m  d z ia ła ją c y m  W ta k ic h  u k ła d a c h  p o św ię c o n a

je s t  p ra c a  [R .4 ], F e rro h y d ro d y n a m ik a  z a jm u je  s ię  m e c h a n ik ą  ru c h u  c ie c z y  m ag n e ty cz n y ch , 

k tó re  s ą  s p o w o d o w a n e  s iln y m i p o lam i p o la ry z a c ji  m a g n e ty cz n e j. C ie c z e  m a g n e ty c z n e  tw o rz ą  

m e d ia , w  k tó ry c h  p o ja w ia ją  s ię  d o b rz e  w y ró ż n io n e  c zą s tk i. W  n in ie jsz e j p ra c y  e fek ty  

f e r ro h y d ro d y n a m ic z n e  n ie  s ą  u w z g lęd n ian e .

W  n in ie jsz e j p ra c y  z a k ła d a  się , iż  w sp ó łc z y n n ik i m a te ria ło w e  e uw, v uw s ą  sy m e try c zn e  

ze  w z g lę d u  n a  o b a  w sk a ź n ik i p rz e s trz en n e . S y m e tr ia  w s p ó łc z y n n ik ó w  m a te ria ło w y c h  je s t  

z a c h o w a n a  w  o ś ro d k a c h  o  s tru k tu rz e  k ry s ta lic zn e j, g d z ie  d a ją  s ię  w y ró ż n ić  trz y  o s ie  g łó w n e  

w s p ó łc z y n n ik ó w  m a te ria ło w y c h . M a te m a ty c z n ie  o z n a c z a  to , iż  w sp ó łc z y n n ik i m a te ria ło w e  

tw o r z ą  m a c ie rz  sy m e try c z n ą . R ó w n ie ż  w  s tru k tu ra c h  w ie lo w a rs tw o w y c h , g d z ie  an iz o tro p ia  

g lo b a ln a  j e s t  w y n ik ie m  z m ie n n o śc i w ła sn o śc i ś ro d o w isk a  w  k o le jn y c h  w a rs tw a c h , z as tę p cz e  

w s p ó łc z y n n ik i  m a te r ia ło w e  tw o rz ą  m a c ie rz e  sy m e try c z n e  [aZ .6 ]. Z n an e  s ą  je d n a k  p rz y p ad k i, 

k ie d y  w ła śc iw o ść  sy m e tr ii  w y m ie n io n y c h  w sp ó łc z y n n ik ó w  m a te ria ło w y c h  n ie  je s t  sp e łn io n a , 

np . w  o ś ro d k a c h  ż y ro m a g n e ty c z n y c h  [S .2 ], W  ty c h  ś ro d o w isk a c h  z ja w isk o  p re ce s ji L arm o ra  

je s t  p rz y c z y n ą  n ie sy m e tr ii  re lu k ty w n o śc i m a g n e ty c z n y c h . N ie sy m e tr ia  m ac ie rzy  

p rz e n ik a ln o śc i p o ja w ia  s ię  w  p e w n y c h  m a g n e ty k a c h  [B .3 , G . 1]. R ó w n ie ż  w  siln ie  

z jo n iz o w a n y c h  g a z a c h  p rz e n ik a ln o śc i d ie le k try c z n e  o ra z  p rz e w o d n o śc i e le k try c z n e  tw o rz ą  

ró w n ie ż  m a c ie rz e  n ie sy m e try c z n e .

i

4. OPIS SIŁ DZIAŁAJĄCYCH W POLU ELEKTROMAGNETYCZNYM

W rozdziale czwartym przedstawiono definicje tensorów energii pola elektro­
magnetycznego oraz zależności, które umożliwiają określanie gęstości sił działających w polu 
elektromagnetycznym. Zależności te są podstawą dla dalszych analiz. Zaproponowano 
wydzielenie składnika gęstości sił działającego na środowisko oraz składnika działającego na 
płynące prądy. Postulowany rozdział sił jest przedmiotem szczegółowych rozważań 
w następnych rozdziałach.

J e d n ą  z p o w sz e c h n ie  w y k o rz y s ty w a n y ch  m e to d  w y z n a c z a n ia  sił o ra z  m o m e n tó w  sił 

d z ia ła ją c y c h  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m  je s t  m e to d a  b a z u ją c a  n a  w y k o rz y s ta n iu  re zu lta tó w  

o b lic z e ń  p o lo w y c h  (n u m ery c zn y c h )  o ra z  p o jęc ia  te n s o ra  e n e rg ii (e n e rg ii-p ę d u )  p o la  

e le k tro m a g n e ty c z n e g o . W  n in ie jsz y m  ro z d z ia le  p rz e d s ta w io n o  p o d s ta w o w e  w ła śc iw o śc i 

i z a le ż n o śc i o p isu ją c e  te n so r  en erg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o .

S k ła d o w e  p rz e s trz e n n e  te n so ra  e n e rg ii tw o rz ą  tzw . te n so r  n a p rę ż e ń  M a x w e lla . Z a  

p o m o c ą  sk ła d o w y c h  te g o  te n s o ra  m o ż n a  o k re ś lić , w  sz e re g u  p rz y p a d k a c h  (p rzy  

o g ra n ic z o n y c h  sz y b k o śc ia c h  z m ia n  c za so w y c h  pó l, b ra k u  z a le ż n o śc i p a ram e tró w  

ś ro d o w isk o w y c h  o d  te m p e ra tu ry  i g ę s to śc i) , s iły  o ra z  m o m e n ty  sił d z ia ła jąc e  w  u k ład z ie . 

W arto śc i sk ła d o w y c h  te n so ra  e n e rg ii s ą  w y ra żo n e  p o p rz e z  sk ła d o w e  w e k to ra  n a tę że n ia  p o la  

e le k try c z n e g o  i in d u k c ji p o la  m ag n e ty cz n eg o . T e n so r  en erg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  

o k re ś la  c a łk o w itą  s iłę  d z ia ła ją c ą  w  ro z w aż a n y m  o b sz a rz e  p o la . T e n so r  te n , o p ró c z  ten so ra  

e n e rg ii k in e ty c z n e j m a te rii, s tan o w i sk ła d n ik  b ila n su  e n e rg ii  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c zn y m  

[L .2 ],

R o z d z ia ł c a łk o w ite j siły  n a  sk ład n ik i s ta je  s ię  p rz y d a tn y , je ż e l i  - z  p e w n y ch  w z g lęd ó w  - 

k o rz y s tn ie  j e s t  w y d z ie lić  sk ła d n ik  ca łk o w ite j s iły  d z ia ła jąc y  na:

•  ła d u n k i i p rą d y  w y m u sz o n e  (o ra z  p rą d y  p rz ew o d z e n ia ) ,

•  o ś ro d e k  m a te ria ln y .

C e le m  o k re ś le n ia  w y ró ż n io n y c h  sk ła d n ik ó w  sił n a le ży  p o d a ć  p e w n e  z a le ż n o śc i p o zw ala jące  

n a  ich  p ra k ty c z n e  o b lic z an ie . W y ró ż n ie n ie  o b u  sk ła d n ik ó w  m o że  się  o k a z a ć  p o ż ąd a n e  d la  

p o trz e b  te o r ii  m a sz y n  e le k try c z n y ch . Z n a jo m o ść  w arto śc i o b u  sk ła d n ik ó w  m o m e n tu  sił je s t  

p o m o c n a  p rz y  p ro je k to w a n iu  m a sz y n y  e lek try czn e j i o p is ie  p ra c y  m a sz y n y  e lek try czn ej. 

W y ró ż n io n e  m o m e n ty  sił p o z w a la ją  n a  o c en ę  s tan u  p ra cy  m a szy n y , np . p rz y  n a sy cen iu  

o b w o d u  m a g n e ty c z n e g o  m aszy n y  sy n c h ro n iczn e j (ro z d z ia ł  5 ) o ra z  u jaw n ia n iu  się  

e k sc e n try c z n o śc i ru c h u  w irn ik a  m a sz y n y  (ro zd z ia ł 8 ).
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P o s ta ć  fu n k c ji  k o e n e rg ii (p o te n c ja łu  L a g ra n g e ’a) u k ła d u  e le k tro m e c h a n ic z n e g o  je s t  

p o d s ta w ą  w y p ro w a d z e n ia  z a le ż n o śc i n a  c a łk o w ity  m o m e n t sił e le k tro m a g n e ty c z n y c h  

w  p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro m e c h a n ic z n y c h  [aC .2 , D .2 , T . 1]. K o e n e rg ia  j e s t  ró ż n ic ą  p o m ię d z y  

p r a c ą  w y k o n a n ą  n a d  u k ła d e m  a  e n e rg ią  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  z m a g a z y n o w a n ą  

w  u k ła d z ie  [ a J . l ,  a K .7 , a Ł . l ] ,  Z n a jo m o ść  fu n k c ji k o e n e rg ii u k ła d u  e le k tro m e c h a n ic z n e g o  

p o z w a la  n a  o b lic z a n ie  w a rto śc i sił d z ia ła jąc y ch . W  p rz y p a d k u  g d y  p ę d  p o la  

e le k tro m a g n e ty c z n e g o  je s t  p o m ija ln y , k o e n e rg ia  d la  u k ła d u  e le k tro m e c h a n ic z n e g o  p rz y jm u je  
p o sta ć :

W c =  J ( j  A  -  p V ) d V  -  W p , ( 4 . la )
V

i u m o ż liw ia  w y z n a c z e n ie  g ę s to śc i c a łk o w ity c h  sił (s ił  u ż y tk o w y ch ).

W  z a le ż n o śc i ( 4 . l a )  o zn ac zo n o :

i

4.1. GĘSTOSC SIŁ W POLU ELEKTROM AGNETYCZNYM

\

W p =  J j H d B +  | E d D - e v d V ,  (4.Ib )
V ' o  o /

p rz y  c z y m  e v je s t  d w u lin io w ą  fo rm ą  e n e rg e ty c z n ą  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o :

e v = - [H B  +  { E D ,  (4 .1 c )

W  ró w n a n iu  ( 4 . Ib )  c a łk i lin io w e  o z n a c z a ją  c a łk i w z g lę d e m  sk ła d o w y c h  in d u k c ji p o la  

m a g n e ty c z n e g o  o ra z  sk ła d o w y c h  in d u k c ji p o la  e le k try c z n e g o  o d  s ta n u , w  k tó ry m  s ą  o n e  

z e ro w e , d o  d a n e g o  s ta n u  o b u  pó l.

P o s ta ć  sk ła d n ik a  p o lo w e g o  (n ie  z w ią z a n e g o  z  ła d u n k a m i i p rą d a m i u k ła d u )  w y n ik a  z 

b ila n su  g ę s to śc i m o c y  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c zn y m :

d iv (§ )  +  j E  +  H B  +  E D  =  0 .  ( 4 . Id )

D w a  o s ta tn ie  sk ła d n ik i lew ej s tro n y  z a le ż n o śc i (4 . I d )  o p is u ją  g ę s to ść  m o c y , k tó ra  u ja w n ia  się  

w  p o s ta c i m o c y  m e c h a n ic z n e j p rz e tw o rn ik a , o ra z  m o cy  o p isu jąc e j m a g a z y n o w a n ie  en erg ii 

w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m  o w arto śc i:

e v = | - { | H B  +  j E D } .  (4 . le )

P rz y ję c ie  fu n k c ji  k o e n e rg ii  - p e łn ią ce j ro lę  p o te n c ja łu  L a g ra n g e ’a  - w  p o s ta c i (4 .1 a ,b )  

o g ra n ic z a  a n a l iz ę  z ja w isk  d o  k la sy  p ro b le m ó w , w  k tó ry c h  n ie  w y s tę p u je  z ja w isk o  h is te re z y  

m a g n e ty c z n e j , sp rz ę ż e n ie  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  z  p o lem  te m p e ra tu ry  i p o le m  n a p rę ż e ń  

m e c h a n ic z n y c h .

K o rz y s ta ją c  ze  z w ią z k ó w  m a te ria ło w y c h  (3 .7 ) , m o ż n a  z a p isa ć  k o e n e rg ię  u k ład u  

(4 .1 a ,b )  w  n a s tę p u ją c e j  p o s ta c i:
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W c =  J L j A - L p V - | L v uwB wd B u -  | L P uwD wd D u + L e v d f l .  (4 .2 )
rA 0 0 '

W  z a le ż n o śc i (4 .2 ) c a łk ę  po  o b ję to śc i z as tą p io n o  c a łk ą  p o  o b sz a rz e  o ra z  p rz y ję to  re g u łę  

su m o w a n ia  w z g lę d e m  w sk a ź n ik ó w  p o w ta rza ją c y ch  się  d w u k ro tn ie , z g o d n ie  z  k o n w e n c ją  

su m a c y jn ą  E in s te in a .

P o s ta ć  fu n k c ji  k o e n e rg ii  (4 .2 )  m o że  b y ć  ró w n ie ż  z ap o s tu lo w a n a  ja k o  p o d s ta w o w a  d la  

d an e j g ru p y  z ja w isk .

P o c h o d n a  c z ą s tk o w a  g ęsto śc i k o e n e rg ii w z g lęd e m  p a ra m e tru  q  (n p . k ą ta  p o ło żen ia  

w irn ik a )  [S .3 ] w y z n a c z a  sk ła d o w ą  siły  u o g ó ln io n e j (n p . w  p rz y p a d k u  g d y  w sp ó łrz ęd n a  

u o g ó ln io n a  je s t  k ą te m , to  o d p o w ia d a ją c ą  s iłę  u o g ó ln io n ą  s ta n o w i m o m e n t sił). O b licza jąc  

p o c h o d n e  fu n k c ji  [L .6 ] p rzy  z a ło ż e n iu  n ie z a le ż n o śc i ła d u n k ó w  i p rą d ó w  o d  p a ram e tru  q  

o trz y m u je  się:

awc
3q

,  j f j  - L p ^ - L H  Ł - L E . Ł ^ Ł . '
'  W 5 q  0q  5q  d q  5q

d Q ,  (4 .3 )

p rz y  c z y m  w y k o rz y s ta n o  p o n iż s z ą  z a leż n o ść  d o ty c z ą c ą  p rą d ó w  e le m en ta rn y c h  

w  k rz y w o lin io w y m  u k ła d z ie  w sp ó łrz ęd n y c h :

j„  7 ^ d x vd x w =  j us |u|d x vd x w . (4 .4 a )

M

N ie c h  w ię z y  m e c h a n ic z n e  d o p u sz c z a ją  ru c h  u k ład u  o je d n y m  s to p n iu  sw o b o d y , k tó ry  o p isu je  

p a ra m e tr -w s p ó łrz ę d n a  q. N a d to , n iech  p a ra m e tr  q  b ę d z ie  p o w ią z a n y  z  j e d n ą  ze  w sp ó łrz ęd ­

n y c h  x u0 sp o c z y w a ją c e g o  o d p o w ie d n io  d o b ra n eg o  u k ład u  z a leż n o śc ią :

x u = x Uo + q  =  x uo + q u - (4 4 b )

W y k o rz y s tu ją c  sy m e tr ię  w sp ó łc z y n n ik ó w  ś ro d o w isk o w y c h  v uw= v wu i £Uw= Ewu (lu b  ró w n o ­

w a ż n ie  Huw=M-wu i Puw=Pwu) o ra z  z a leż n o śc i ś ro d o w isk o w e  (3 .7 ), m o ż n a  p o w y ż sz ą  ca łk ę  

zap isa ć  w  p o s ta c i:

/  UT * _ .  \
awc
3 q u

>f . 3L|v|Av av . . . .
°  J J , s i i - S  a T  H

d Q .  (4 .5 )

W p ro w a d z o n y  w  ró w n a n iu  (4 .5 )  sy m b o l N u o z n a c z a  s k ła d o w ą  g ę s to śc i o b ję to śc io w ej 

s iły  d z ia ła ją c e j w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m  z w iązan e j z  n ie je d n o ro d n o ś c ią  o b sz a ru  (g ran ica  

d w ó c h  o ś ro d k ó w , o b sz a r  u leg a jąc y  n a sy c en iu , n ie je d n o ro d n o ść  s tru k tu ra ln a ) . W  u k ład z ie  

w sp ó łrz ę d n y c h  o r to g o n a ln y c h  m a  o n a  p o stać  (d o d a te k  D 2):

Ń  =  j B uB w g ra d (v uw) - y E uE w g ra d (e uw) . (4 .6a)

S k ła d n ik  te n  m o ż n a  o k re ś lić  m ia n e m  n ie je d n o ro d n o śc io w e g o  b ą d ź  g ę s to ś c ią  o b ję to śc io w ą  sił 

ś ro d o w isk o w y c h . Je g o  sk ła d o w e  o k re ś la ją  ilo śc io w o  w p ły w  n ie je d n o ro d n o śc i o ś ro d k a
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(p o w o d o w a n e j n ie je d n o ro d n o ś c ią  s tru k tu ry  ś ro d o w isk a  b ą d ź  lo k a ln y m i je j  z m ia n am i 

z a c h o d z ą c y m i p o d  w p ły w e m  p o la , np . z ja w isk o  n a sy c en ia ) . N a le ż y  z w ró c ić  u w a g ę , iż  g d y b y  

w y s tę p o w a ło  sp rz ę ż e n ie  p ó l m a g n e ty c z n e g o  i e le k try c z n e g o  p rz e z  ś ro d o w isk o  m a te ria ln e  

(n p . w s k u te k  ru c h u  o ś ro d k a ) , to  w e  w z o rz e  (4 .6 a ) p o ja w iły b y  się  ró w n ie ż  i lo c z y n y  m ie sz an e  

sk ła d o w y c h  p o la  e le k try c z n e g o  i p o la  m ag n e ty cz n eg o .

W  p rz y p a d k u  g d y  o śro d e k  j e s t  izo tro p o w y  p o d  w z g lę d e m  w ła śc iw o śc i e le k try c z n y c h  

i m a g n e ty c z n y c h , to:

Ń  =  g ra d (v )  -  | E 2 g r a d ( e ) . (4 .6 b)

W y k o rz y s tu ją c  ró w n o ść  ( D l . 6 )  (d o d a te k  D l )  m o ż n a  z a le ż n o ść  (4 .5 )  z a p isa ć  n as tęp u jąc o :

g d z ie  g ę s to ść  s ił L o re n tz a  o z n a c z o n o  ja k o :

f L =  p E  +  j  x B . (4 .8 )

Z a k ła d a ją c  iż:

- p rą d y  n ie  w p ły w a ją  an i n ie  w y p ły w a ją  p rz e z  ż ad e n  z p u n k tó w  p o w ie rz c h n i o g ra n ic z a ją ­

cej ro z w a ż a n y  o b sz a r,

-  w  o b sz a rz e  p rz e tw o rn ik a  n ie  m a  ła d u n k ó w  sw o b o d n y ch ,

m o ż n a  s tw ie rd z ić , iż  c a łk a  o b ję to śc io w a  trz e c ie g o  i c z w a r te g o  sk ła d n ik a  p o d  c a łk ą  

w  z a le ż n o śc i  (4 .7 )  zan ik a .

N a le ż y  z w ró c ić  u w a g ę , iż  c zw a rty  sk ła d n ik  w y s tę p u ją c y  p o d  c a łk ą  (4 .7 )  z a n ik a  d la  

z a g a d n ie ń  e le k tro s ta ty c z n y c h . S k ła d n ik  trz e c i i c zw a rty  z a n ik a  ró w n ie ż  p o  p rz y ję c iu  

sk ła d o w e j p o te n c ja łu  w e k to ro w e g o  A u ró w n e j z e ru  (co  w o ln o  u c z y n ić  c ec h u ją c  o d p o w ie d n io  

o b a  p o te n c ja ły  [1.1, L .2 ]) . T ak ie  p o s tę p o w a n ie  j e s t  m o ż liw e , p o n ie w a ż  k o e n e rg ia  u k ład u  

(4 . l a )  n ie  j e s t  je d n o z n a c z n ie  z d e f in io w a n a  z  u w a g i n a  w y s tę p u ją c e  p o te n c ja ły  p o la .

R ó w n a n ie  (4 .7 )  p rz y jm u je  z a te m  p o stać :

K | ( f u + N u ) d v - (4 .9 a )
< * l u  V

K o rz y s ta ją c  z  to ż s a m o śc i  (D 2 .1 0 b )  o trz y m u je  s ię  z  k o le i z a leż n o ść :

^ = j ( - L H d iV|u| ( a u)  +  L H k u ) d v ) (4 .9 b )
T u  V

w  k tó re j p o m in ię to  sk ła d n ik  b ę d ą c y  p o c h o d n ą  c z a s o w ą  ilo c z y n u  in d u k c ji  p ó l  e le k try c z n eg o  

i m a g n e ty c z n e g o  ( ro z d z ia ł  3).

W y ra ż e n ie  p o d  z n a k ie m  ca łk i m o ż e  b y ć  tra k to w a n e  ja k o  sk ła d o w a  fu g ęs to śc i 

o b ję to śc io w e j s ił u ż y te c z n y c h  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e c h a n ic z n e g o :
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fu = - d i v H ( a u) +  k u . (4 .9c)

W  z a p is ie  w e k to ro w y m , w  ro z w a ż a n y m  o rto g o n a ln y m  u k ład z ie  w s p ó łrz ę d n y c h , za leż n o ść  

(4 .9 c ) p rz y jm u je  p o stać :

f  =  - ]«  d iv H (CT») +  k ,  (4 .9 d )

b ą d ź  z g o d n ie  z  (D 2 .1 0 b )

f  =  f L +  Ń . (4 .9 e )

G ę s to ść  o b ję to śc io w ą  sił g lo b a ln y c h  m o ż n a  p rz e d s ta w ia ć  w  p o s ta c i su m y  g ęsto śc i sił 

L o re n tz a  o ra z  ś ro d o w isk o w e j, k tó ra  o p isa n a  je s t  p o p rz e z  sk ła d n ik  n ie je d n o ro d n o śc io w y  

(4 .6 a ). S k ła d n ik  n ie je d n o ro d n o śc io w y  m o że  b y ć  z a tem  in te rp re to w a n y  ja k o  g ę s to ść  sił d a jąca  

w k ła d  d o  s ił o ra z  m o m e n tó w  sił u ż y tk o w y ch  w  z w ią z k u  z e  z m ia n am i p a ram e tró w  

ś ro d o w isk o w y c h  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c zn y m .

W y ra ż e n ie  (4 .9 d )  p o z w a la  e fek ty w n ie  w y z n ac z ać  s iły  b ą d ź  m o m e n ty  sił p o p rzez  

c a łk o w a n ie  p o  b rz e g u  o b sz a ru . Je ż e li w sp ó łc z y n n ik  L am eg o  je s t  ró w n y  je d n o ś c i, to  c a łk o w itą  

siłę  m o ż n a  w y z n a c z y ć  p o p rz e z  c a łk o w a n ie  p o  b rz e g u  o b sz a ru  (ro z d z ia ł 6 ). N a to m ia st, gdy 

w s p ó łc z y n n ik  L am eg o  s ta n o w i ram ię  d z ia ła jąc y ch  sił ( ro z d z ia ł  5, 7 , 8 ), to  m o m e n t sił 

w y z n a c z a  się  p o p rz e z  c a łk o w a n ie  p o  b rz eg u  o b sz a ru  i to  n ie z a le ż n ie  o d  te g o , czy  śro d o w isk o  

je s t  iz o tro p o w e , c zy  te ż  je s t  a n iz o tro p o w e  (p o d ro z d z ia ł  7 .3 ). N a  p rz y k ła d , w  u k ład z ie  

p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e c h a n ic z n e g o  o  sy m e trii c y lin d ry cz n e j, p rz y  z a ło ż e n iu  w y s tę p o w a n ia  

p rz e p ły w u  p rą d u  ty lk o  w  k ie ru n k u  o si z  i b ra k u  ła d u n k ó w  sw o b o d n y c h  (p = 0 ), p o c h o d n a  

k o e n e rg ii p o  k ą c ie  s ta n o w i m o m e n t d z ia ła jąc y ch  sił. W te d y  z a leż n o ść  (4 .9 a ) p ro w a d z i do  

re lac ji:

T£ =  J r ( f L a + N a ) d V ,  (4 .1 0 )
V

g d z ie  sy m b o l m o m e n tu  s ił u z u p e łn io n o  in d ek sem  ‘e ’, ab y  p o d k re ś lić , iż  je s t  to  m o m e n t sił 

p o w s ta ją c y  p rz y  u d z ia le  p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o .

W y ra ż e n ie  u ję te  w  n a w ia s ie  ró w n a n ia  (4 .1 0 ) s tan o w i sk ła d o w ą  s ty c z n ą  ( in d ek s  a )  

g ę s to śc i s ił d z ia ła ją c y c h  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c zn y m :

f  =  p E +  j x B  +  Ń  =  f L + Ń .  (4 .1 1 )

N a le ż y  ró w n ie ż  n a d m ie n ić  w  ty m  m ie jsc u , iż  z a leż n o śc i (4 .9 d ), (4 .1 1 ) n ie  o p isu ją  

z ja w isk  w a ru n k u ją c y c h  p o w s ta w a n ie  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o , ta k ic h  ja k  

m a g n e to s try k c ja , h is te re z a  m ag n e ty cz n a , m a g n e sy  trw a łe . S z e ro k i o p is  z jaw isk  

m a g n e to s try k c ji  p rz e d s ta w io n o  w  p ra cy  [aW .4 ]. N a to m ia s t p ró b ę  m a te m a ty c z n e g o  o p isu  

d w ó c h  o s ta tn ic h  z ja w isk  z ap re z e n to w a n o  w  [aS .1 5 , aS .2 2 ].
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4.2. TENSORY ENERGII POLA ELEKTROM AGNETYCZNEGO

W  c e lu  a n a liz y  sk ła d n ik ó w  sił b ą d ź  m o m e n tó w  sił p o w s ta ją c y c h  w  p rz e tw o rn ik u  

e le k tro m e c h a n ic z n y m  z o s ta n ą  ro z w a ż o n e  d w a  p se u d o te n so ry  e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z ­

n e g o  (w  o g ó ln o śc i  n ie sy m e try c z n e ) :

- M in k o w s k ie g o  3 ,k  (p o d ro z d z ia ł 4 .2 .1 ) ,

- r ó ż n ic o w y  A 3jk  ( p o d r o z d z ia ł4 .2 .2 ) .

J a k k o lw ie k  w ie lk o ś c i te  s ą  c zę s to  d e f in io w a n e  w  u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  p ro s to k ą tn y c h  

i tra n s fo rm o w a n e  d o  in n y c h  u k ła d ó w  z g o d n ie  z  z a sa d a m i tra n s fo rm o w a n ia  te n so ró w  [G .2], 

to  w  n in ie jsz e j p ra c y  ic h  w ła śc iw o śc i tra n s fo rm a c ji  n ie  s ą  ro z w a ż a n e . W  p ra c y  z a  is to tn e  

u z n a n o  ty lk o , iż  s ą  to  w ie lk o śc i d w u w sk a ź n ik o w e  w y ra ż a ją c e  s ię  p o p rz e z  ilo czy n y  

sk ła d o w y c h  w e k to ró w  w  w y b ra n y c h  o r to g o n a ln y c h  u k ła d a c h  w s p ó łrz ę d n y c h . S tąd  ich 

o d m ie n n a  n a z w a  „ p se u d o te n so ry ” s to so w a n a  z a m ie n n ie  z  n a z w ą  „ te n so ry ” . W łaśc iw o śc i 

t ra n s fo rm a c y jn e  p s e u d o te n s o ró w  n ie  s ą  p rz e d m io te m  d a ls z y c h  a n a liz . N a le ż y  z w ró c ić  u w ag ę , 

że  d e f in ic ja  p se u d o te n s o ra  (D o d a te k  2) p o k ry w a  się  w  o g ó ln o śc i z  d e f in ic ją  l ite ra tu ro w ą  

te n s o ra  w  u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  k a r te z ja ń sk ic h  [G .2].

4.2.1. Tensor energii pola elektromagnetycznego

T e n s o r  e n e rg ii  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  (w  o g ó ln o śc i n ie sy m e try c z n y )  je s t  

d e f in io w a n y  w  u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  k a r te z ja ń sk ic h  ja k o :

3 ik =

e v aS x aSy a S ^

c S Ix cjxx CTxy ^ xz

C S ,y  G y x  ° y y  ®  y z

VCSIz CT„ CT^ O zxj

(4 .1 2 a )

g d z ie :

d w u lin io w a  fo rm a  g ę s to śc i e n e rg ii p o la  e le k try c z n e g o  i m a g n e ty c z n e g o  (fu n k c ja  s tanu ; 

w  o ś ro d k a c h  l in io w y c h  s ta n o w i o n a  g ę s to ść  en erg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o ):

e v =  j B H  +  } D E , (4 .1 2 b )

w e k to r  P o y n tin g a :

S =  E  x H , (4.12c)

ilo c z y n  w e k to ro w y  in d u k c ji p ó l e le k try c z n e g o  i m a g n e ty c z n e g o :

31

sk ła d o w e  te n s o ra  n a p rę ż e ń  M a x w e lla  (u ,w  e  {x ,y ,z}): 

a uw= - E uD w - H UB W + S uwe v ,

W Ł A Ś C IW O Ś C I:

JL T e n s o r  n a p rę ż e ń  M a x w e lla  o uw je s t  sy m e try c zn y , gdy:

D  =  eE  o ra z  H  =  v B ,

c o  je s t  sp e łn io n e  w  ś ro d o w isk a c h  izo tro p o w y ch .

2. T e n s o r  e n e rg ii  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o , p rz y  d o m in u ją c y m  p o lu  m ag n e ty cz n y m  

w  se n s ie  g ę s to śc i e n e rg ii, z a n ik a  w  o b sz a rz e  id ea ln eg o  fe rro m a g n e ty k a  H  =  0 :

3 ^ = 0 .

3. O b lic z e n ie  z d e fin io w an e j (d o d a te k  D 2 ) d y w e rg en c ji p se u d o te n so ra  w  k rz y w o lin io w y m  

u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  o r to g o n a ln y c h  p o z w a la  o k re ś lić  je g o  w ła śc iw o śc i i u zasad n ić  

c e lo w o ść  w p ro w a d z o n e j d e f in ic ji (4 .1 2 a). Z g o d n ie  z  w y p ro w a d z e n ie m , p rz ed s ta w io n y m  

w  d o d a tk u  D 2 , z ac h o d z i:

-  \ d iv |u| (d u) + k = f L + Ń + J |-(D  x B) . (4.13a)

T o ż sa m o ść  (4 .1 3 a )  o k a z u je  s ię  k o rz y s tn a  d la  p o trz e b  a n a lizy  sił i m o m e n tó w  sił w  p o lu

e le k tro m a g n e ty c z n y m  z  u w ag i n a  m o ż liw o ść  z a n ie d b a n ia  p o ch o d n e j c za so w e j o ra z  z an ik an ie  

sk ła d o w y c h  w e k to ra  k  w  u k ład z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  p ro s to k ą tn y c h  i c y lin d ry c z n y c h  (d la  

u = a ,  z )  u k ła d z ie  w sp ó łrz ęd n y c h :

| - ( D x B ) u - k u = 0 .  (4 .1 3b)
di

Z a le ż n o ś c ią  ( 4 .13a) m o ż e  z a te m  o p isy w a ć  np . g ę s to ść  sił s ty c z n y c h  n as tęp u jąc o :

fa= fLa+Na = - i divH(5“ )' (413C)

Ś, = D x B ,

(4 .1 2 e)

(4.12d)



N ie c h  ró ż n ic o w y  te n s o r  e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  (n ie sy m e try c z n y  

w  o g ó ln o śc i)  w  k a r te z ja ń sk im  u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  z o s ta n ie  z d e f in io w a n y  n a s tęp u jąc o :
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4.2.2. Różnicowy tensor energii pola elektromagnetycznego

f  A ev aA S x aA S y a A S ^

cAQx A c t x x  A a xy Actxz

cA Qy A (Iyx A o n  A 0 yz

cAQ z A a ^  A

(4 .1 4 a )

g d z ie  o z n a c z o n o :

d w u lin io w ą , ró ż n ic o w ą  fo rm ę  g ę s to śc i e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  (fu n k c ja  stanu):

A e v = i B I - ^ P E ,  (4 .1 4 b )

ró ż n ic o w y  w e k to r  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o :

AŚ =  E x T ,  (4 .1 4 c)

d u a ln y  ró ż n ic o w y  w e k to r  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o :

A Q  =  —P x B , (4 .1 4 d )

o ra z  ten so r:

A a uw = - I uB w + E UPW + 5 uw( y B l - y P E ) ,  (4 .1 4 e )

k tó ry  m o ż n a  o k re ś lić  m ia n e m  ró ż n ic o w e g o  te n s o ra  n a p rę ż e ń  M a x w e lla  (u , w  e  {x, y , z}). 

W Ł A Ś C IW O Ś C I:

L  R ó ż n ic o w y  te n s o r  n a p rę ż e ń  M a x w e lla  A a uw je s t  sy m e try c z n y , gdy :

D  =  eE  o ra z  H  =  v B , 

co  j e s t  s p e łn io n e  w  o b sz a ra c h  iz o tro p o w y c h .

2 . R ó ż n ic o w y  te n s o r  e n e rg ii  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  z a n ik a  w  p ró żn i:

A 3 ik =  0 .

Z  b a rd z o  d o b ry m  p rz y b liż e n ie m  ró w n o ść  ta  j e s t  sp e łn io n a  w  p o w ie trz u .

3 . A n a lo g ic z n e  o b lic z e n ia , do  ty c h  ja k ie  p rz e p ro w a d z o n o  w  o d n ie s ie n iu  d o  p se u d o te n so ra  

e n e rg ii  M in k o w s k ie g o , p ro w a d z ą  d o  n a d a n ia  s e n su  f iz y k a ln e g o  z d e f in io w an e m u  

ró ż n ic o w e m u  p se u d o te n s o ro w i e n e rg ii  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o . Z g o d n ie  z  w y p ro w a d z e ­

n ie m  p rz e d s ta w io n y m  w  d o d a tk u  D 2  zac h o d z i:

A f  =  Ń  - 1  d iv |u| (A ctu )  +  Ak +  -^ -(P  x B ) . (4 .1 5a)
ot
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U w a g i p rz e d s ta w io n e  o d n o śn ie  do  w z o ru  (4 .1 3 a ) s to su ją  s ię  ró w n ie ż  do  p o w y ż sz e g o  w zoru . 

M ia n o w ic ie , je ż e l i

| - ( P x B ) u + A k u = 0 ,  (4 .1 5b)
ot

to  g ę s to ść  s i ł  ś ro d o w isk o w y c h  (o d  ła d u n k ó w  p o la ry z ac ji i p rą d ó w  m a g n e ty za c ji) :

A f =  A pE  +  A jx B  (4 .1 5 c)

m o ż e  b y ć  p rz e d s ta w io n a  ja k o :

A fa = N a - d i v |a |(A d a ) .  (4 .1 5 d )

R ó w n o ść  (4 .1 3 c )  i a n a lo g icz n e , np . d la  sk ład o w ej „ z ” , n a d a ją  se n s  fizy k a ln y  zd e fin io w an e m u  

ró ż n ic o w e m u  p se u d o te n so ro w i en erg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o . G ę s to śc i s ił (4 .1 5 c)

w y n ik a ją c e  z  z a ło ż e ń  m e to d y  ła d u n k ó w  p o la ry z ac ji i p rą d ó w  m a g n e ty z a c ji m o g ą  być

ró w n o w a ż n ie  o p isa n e  p o p rz e z  sk ła d n ik  n ie je d n o ro d n o śc io w y  i z d e f in io w a n ą  d y w e rg en c ję  

p se u d o te n so ra  ró ż n ic o w e g o . S iły  te  s ą  re zu lta tem  o d d z ia ły w a n ia  p o la  n a  ład u n k i ś ro d o w isk a  

(m a k ro sk o p o w y  o p is  p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  w  o śro d k u  m a te ria ln y m  [J.2 , L .4]). 

Z d e f in io w a n y  ró ż n ic o w y  p se u d o te n so r  e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  m o że  być  

w y k o rz y s ty w a n y  w  a n a liz ie  g ę s to śc i sił, s ił o ra z  m o m e n tó w  sił p o w s ta ją c y c h  w  p o lu  e le k tro ­

m a g n e ty c z n y m . W y k o rz y s ta n ie  teg o  p se u d o te n so ra  z o s ta n ie  p rz e d s ta w io n e  w  ro z d z ia le  7.

Z a le ż n o ść  (4 .1 5 d) p o z w a la  w y d z ie lić  z  o g ó łu  s ił sk ła d n ik  sił d z ia ła jąc y  n a  m ate rię  

z n a jd u ją c ą  s ię  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m  (np . fe rro m a g n e ty c z n y  w irn ik  m aszy n y  

e le k try c z n e j) . J e s t  o n  u w a ru n k o w a n y  w ła śc iw o śc ia m i ś ro d o w isk o w y m i o ra z  g e o m e try c z n y m  

u k sz ta łto w a n ie m  o śro d k a  m ate ria ln e g o . S iły  te  m o żn a  o k re ś lać  m ia n e m  śro d o w isk o w y ch . 

W  p rz e tw o rn ik u  e le k tro m e c h a n ic z n y m  o d o m in u ją cy m  p o lu  m a g n e ty c z n y m  (ro z d z ia ł 5, 6 , 7, 

8 ) s iły  ś ro d o w is k o w e  b ę d ą  n a z w a n e  ró w n ie ż  s iłam i p e rm e an c y jn y m i. A n a lo g iczn e  

n a z e w n ic tw o  z a s to so w a n e  zo s ta ło  w  o d n ie s ie n iu  do  m o m e n tó w  ty ch  sił. Z a  n a z w ą  ta k ą  

p rz e m a w ia  p o s ta ć  z a le ż n o śc i (4 .6 a ). G ęsto ść  sił ś ro d o w isk o w y c h  w y ra ż a  s ię  b o w ie m  p o p rzez  

g ra d ie n t re lu k ty w n o ś c i m ag n e ty c z n e j, k tó ra  d e cy d u je  o  p e rm e a n c ji  e lem en ta rn e j ru rk i 

ro z c ią g a ją c e j s ię  w o k ó ł lin ii p o la  m ag n e ty cz n eg o  (A  ~  v).



N ie sy m e try c z n e  te n s o ry  en erg ii ctuw , A a uw p o z w a la ją  n a  o k re ś la n ie  g ę s to śc i sił 

(m o m e n tó w  sił)  c a łk o w ity c h  i d z ia ła ją c y c h  n a  o ś ro d e k  m a te ria ln y  - p rz y  z a ło że n iu  

p o m ija ln o ś c i z ja w isk a  p ę d u  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  i z ja w isk  s try k c y jn y c h . G ę sto śc i sił 

p o z w a la ją  o b lic z a ć  s iły  w y p a d k o w e  p o p rz e z  c a łk o w a n ie  po  o b sz a rz e .

P se u d o te n so r:

1. M in k o w s k ie g o  o p isu je  g ę s to ść  s ił u ż y tk o w y c h  d z ia ła ją c y c h  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m , 

k tó re  s ą  p o w o d o w a n e  s iłam i L o re n tz a  i sk ła d n ik ie m  n ie je d n o ro d n o śc io w y m :

<*uw = - H uB w - E uD w + 8 uwi ( H B  +  E D ) =>

f  =  - l d iv |u|(& u ) +  k  =  f L + Ń .  (4 .1 6 )

2 . R ó ż n ic o w y  o p isu je  w ra z  ze  sk ła d n ik ie m  o d  p rą d ó w  ś ro d o w is k a  (p rą d y  m ag n e ty za c ji

i p o la ry z a c ji)  g ę s to ść  sił d z ia ła ją c y c h  n a  d a n y  o b sz a r  m a te rii w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m , 

k tó re  d a ją  w k ła d  d o  c a łk o w ity c h  sił u ż y tk o w y c h  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m a g n e ty c z n e g o . 

S k ła d n ik  te n  p ro w a d z i d o  s iły  środow iskow ej (m om entu  środow iskow ego). W  p rz y p a d k u  gdy  

w  p rz e tw o rn ik u  e le k tro m e c h a n ic z n y m  d o m in u ją c e  je s t  p o le  m a g n e ty c z n e , s i ła  lu b  m o m e n t sił 

o k re ś la n e  s ą  m ia n e m  p e rm e a n c y jn y c h .

A a uw = - I uB w + E uPw + 8 uwi ( B I - E P )  =*

Ń  =  A f +  iu d iv |u| (A ctu )  -  A k . (4 .1 7 )

D e f in ic je  i p o d s ta w o w e  z a le ż n o śc i, w  k tó ry c h  w y s tę p u ją  p se u d o te n s o ry  e n e rg ii p o la

e le k tro m a g n e ty c z n e g o , z o s ta ły  u ję te  w  tab e li 4 .1 .
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4.3. TENSORY ENERGII POLA ELEKTROM AGNETYCZNEGO -  ZESTAW IENIE

T ab e la  4.1

Z e s ta w ie n ie  d e f in ic ji  te n s o ró w  e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  i w a ż n ie js z y c h  ró w n a ń

PSEUDOTENSOR RÓWNANIE RÓWNANIE OPISUJE 
GĘSTOŚĆ

Maxwella
OUw = - H uB„ - E UDW +SUW y(HB + ED) (4.16)

ogółu  sił działających  

w  polu elektrom agnetycznym

różnicowy
= - I uB w + EUPW + 5 UW y(BI -  EP) (4.17)

sił działających na ośrodek  

materialny
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1. P o s ta c ie  w z o ró w  (4 .1 6 ) o ra z  (4 .1 7 ) m im o  sw oje j z ło żo n e j s tru k tu ry  z ap isu  s ą  p ro ste  

w  z a s to s o w a n iu  o ra z  p rz y d a tn e  p rz y  o k re ś la n iu  sił b ą d ź  m o m e n tó w  sił, j a k  i ich  sk ła d n ik ó w  

d la  p rz e tw o rn ik ó w  e le k tro m e c h a n ic z n y c h , tak ic h  ja k  m a sz y n a  w iru ją c a  (ro zd z ia ł 5, 7 , 8 ) 

i e le k tro m a g n e s  ( ro z d z ia ł  6 ). M o m e n t s ił o d  p rą d ó w  (m o m e n t sił L o ren tza ) o ra z  m o m e n t 

p e rm e a n c y jn y  (ś ro d o w isk o w y ) p o z w a la ją  n a  o c en ę  n a p rę ż e ń  w  izo la c ji u z w o je ń  (ro zd z ia ł 5). 

M o m e n t p e rm e a n c y jn y  s ta n o w i n ie p o ż ą d a n y  m o m e n t sił p o ja w ia ją c y  s ię  w  m aszy n ie  

in d u k cy jn e j o  n ie sy m e try c z n y m  w irn ik u  (ro z d z ia ł 8 ).

2. W y ra ż e n ia  (4 .1 1 ) , (4 .1 6 )  i (4 .1 7 ) s ą  o g ó ln y m i w y ra że n iam i, k tó re  p o z w a la ją  o b lic z ać  siły  

i m o m e n ty  s ił d z ia ła ją c e  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c zn y m . M o g ą  b y ć  o n e  s to so w an e  p rzy  

p ro w a d z e n iu  o b lic z e ń  m e to d a m i n u m ery c zn y m i b ą d ź  a n a lity c zn y m i. W y raż en ie  b ęd ące  

d y w e rg e n c ją  p se u d o te n so ra  p o la  - p o  z a s to so w a n iu  tw ie rd z e n ia  G a u ssa  - p o z w a la  n a  

sp ro w a d z e n ie  c a łk i o b ję to śc io w e j do  o d p o w ied n ie j c a łk i p o w ie rz c h n io w e j. W  szczeg ó ln o śc i 

u m o ż liw ia  o b lic z a n ie  m o m e n tu  sił p o w s ta jąc eg o  w  o b sz a rz e  a n iz o tro p o w y m  z a  p o m o c ą  całk i 

p o w ie rz c h n io w e j te n s o ra  e n e rg ii ( ro z d z ia ł 7).

3. F o rm u ły  o k re ś la ją c e  g ę s to śc i s ił p ro w a d z ą  do  w skazania  na  p u n k ty  obszaru po la  

elektrom agnetycznego , w  których dzia ła ją  s iły  - p o z w a la ją c  w y z n a c z a ć  lo k a ln e  s iły  u ży tk o w e. 

W  sz c z e g ó ln o śc i z a le ż n o śc i o k re ś la jąc e  g ęs to śc i o b ję to śc io w e  siły  L o re n tz a  i siły  

ś ro d o w isk o w e j p o zw a la ją  na w skazanie punktów , w których po ja w ia ją  się obie w yróżnione  

składow e s iły  ca łkow ite j  ( użytkow ej).

4. S u m a  o b u  p se u d o te n s o ró w  e n e rg ii je s t  sy m e try czn a :

3 fc+ A 3 Ł = 3 ki+ A 3kj, (4 .1 8 )

n ie z a le ż n ie  o d  te g o  c zy  o ś ro d e k  je s t  iz o tro p o w y , c zy  te ż  an iz o tro p o w y . P rz e d s ta w ia  o n a  - 

w  u k ła d z ie  k a r te z ja ń sk im  - k la sy cz n y , sy m e try c zn y  te n so r  en erg ii M a x w e lla  p o la  e le k tro ­

m a g n e ty c z n e g o  d la  p ró ż n i [L .2 , d o d a te k  D 2],

5. W  p rz y p a d k u  izo tro p o w e g o  ś ro d o w isk a  o  re lu k ty w n o śc i v§ w  p o lu  m ag n e ty cz n y m  

w a rto śc i o b u  te n s o ró w  e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  - sy m e try c z n y c h  je d n o c z e śn ie  - 

sp e łn ia j ą  p ro p o rc j ę :

3 fc:A3fc = v 8 :(v 0 - v 6).

6 . R e la c je  (4 .1 6 ) , (4 .1 7 )  s ą  sp e łn io n e  d la  z d e f in io w an y c h  p se u d o te n so ró w  en erg ii p o la  

e le k tro m a g n e ty c z n e g o  w  o rto g o n a ln y c h  u k ła d a c h  w sp ó łrz ęd n y c h , a le  ró w n ie ż  d la  p se u d o ­

te n s o ró w  b ę d ą c y c h  s u m ą  z d e fin io w an e g o  p se u d o te n so ra  e n e rg ii i d o w o ln e g o  p se u d o ten so ra , 

k tó re g o  d y w e rg e n c ja  z a n ik a  to ż sam o śc io w o .

S p o ś ró d  p rz e d s ta w io n y c h  u w a g  n a jw ię k sz e  p ra k ty c z n e  z n a c z e n ie  d la  p o trz e b  o b lic z eń  sił 

i m o m e n tó w  e le k tro m a g n e ty c z n y c h  m a ją  u w a g i 1 . o ra z  2 . -  z o s ta n ą  o n e  w y k o rz y s tan e

UWAGI:
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w  d a ls z y c h  ro z d z ia ła c h  n in ie jsz e j p racy . N a to m ia s t u w a g a  j .  a k c e n tu je , iż  m o ż liw e  je s t  

w s k a z y w a n ie  o b sz a ró w  (np . c zę śc i p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e c h a n ic z n e g o ) , w  k tó ry c h  d z ia ła ją  

s iły  i ich  sk ła d o w e . P o z w a la  to  n a  z a p ro p o n o w a n ie  z a s to s o w a n ia  p o s tu lo w a n e g o  p o d z ia łu  sił 

(m o m e n tó w  s ił)  n a  d w ie  sk ła d o w e  o ra z  p e łn ie js z ą  in te rp re ta c ję  f iz y k a ln ą  w y ró ż n io n y c h  

d w ó c h  sk ła d o w y c h .

4 .4 . P O S T A C IE  Z A L E Ż N O Ś C I O K R E Ś L A JĄ C Y C H  G Ę S T O Ś C I SIŁ

Z a le ż n o śc i  (4 .1 6 )  o ra z  (4 .1 7 )  p o z w a la ją  n a  o k re ś le n ie  sił o ra z  m o m e n tó w  sił p o p rz ez  

c a łk o w a n ie  p o  ro z w a ż a n y m  o b sz a rz e  o d p o w ie d n ic h  g ę s to śc i o b ję to śc io w y c h . S z c ze g ó ln ie  

k o rz y s tn e  - z  u w a g i n a  p rz e p ro w a d z a n ie  n u m e ry c z n y c h  o b lic z e ń  p o lo w y c h  - je s t  w y s tę p o w a ­

n ie  w  n ic h  sk ła d n ik a  b ę d ą c e g o  d y w e rg e n c ją  te n s o ra  e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o . 

C a łk o w a n ie  p o  o b ję to śc i d y w e rg e n c ji  te n so ra  en erg ii - z g o d n ie  z  tw ie rd z e n ie m  G a u ssa  [L .6 , 

K . l ,  K .5 ] - sp ro w a d z a  się  d o  c a łk o w a n ia  te g o ż  te n s o ra  w y łą cz n ie  p o  b rz e g u  o b sz a ru . Je s t  to  

n ie z m ie rn ie  k o rz y s tn e  z  p u n k tu  w id z e n ia  re a liz a c ji p ro c e su  o b lic z e ń  n u m e ry c z n y c h  ( id e a  ta  

j e s t  ró w n ie ż  p o d s ta w ą  w p ro w a d z e n ia  m e to d y  e le m e n tó w  b rz e g o w y c h  (B E M ) sto so w an e j do  

a n a liz y  p ó l e le k tro m a g n e ty c z n y c h , te m p e ra tu ry  itp .) . T a k  w ię c  d o g o d n a  z  p u n k tu  

o b lic z e n io w e g o  b y ła b y  m o ż liw o ść  w p ro w a d z e n ia  tak ie g o  te n s o ra  e n e rg ii. G d y b y  is tn ia ł 

p e w ie n  te n s o r , k tó re g o  d y w e rg e n c ja  o k re ś la ła b y  w  o g ó ln o śc i s iłę  ś ro d o w isk o w ą , to  w  

k a r te z ja ń sk im  u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  p o w in n a  w te d y  z a c h o d z ić  ró w n o ść :

Is tn ie n ie  te n s o ra  A uw o p o w y ż sz y c h  w ła śc iw o śc ia c h  d a w a ło b y  m o ż liw o ść  o b lic z a n ia  s iły  

ś ro d o w isk o w e j w  p e w n y m  o b sz a rz e  p o p rz e z  c a łk o w a n ie  ta k ie g o ż  te n s o ra  w y łą c z n ie  po  

b rz e g u  ro z p a try w a n e g o  o b sz a ru .

Z a łó ż m y , ż e  is tn ie je  p e w ie n  te n so r  e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o , k tó ry :

•  sp e łn ia  ró w n o ś ć  ( W l )  o ra z

•  je s t  w y łą c z n ie  fu n k c ją  sk ła d o w y c h  te n s o ra  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  o ra z  p a ra m e tró w  

ś ro d o w is k o w y c h  w  d a n y m  p u n k c ie  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o . (W 2 )

M o ż n a  s tw ie rd z ić , że:

Tensor o właściwościach (W l) oraz (W2) w ogólnym przypadku nie istnieje. (SI)

G d y b y  s tw ie rd z e n ie  ( S I )  n ie  b y ło  p ra w d z iw e , to  n a le ż a ło b y  p o sz u k iw a ć  p e w n y c h  w ie lk o śc i 

p o s ta c i A uw o w ła śc iw o śc ia c h  ( W l )  o ra z  (W 2 ). S tąd , z  fo rm a ln e g o  p u n k tu  w id z e n ia , n a le ży  

u z a s a d n ić  s tw ie rd z e n ie  ( S I ) .  P o w y ż sz e  s tw ie rd z e n ie  m o ż n a  u d o w o d n ić  p o k a z u ją c  p rz y p ad e k , 

d la  k tó re g o  w p ro w a d z e n ie  te n s o ra  o  w ła śc iw o śc ia c h  ( W l)  i (W 2 ) n ie  je s t  m o ż liw e .

R o z w a ż m y  n a s tę p u ją c y  p rz y k ła d . N ie c h  b ę d z ie  d a n e  je d n o w y m ia ro w e  p o le  

m a g n e ty c z n e  w  o ś ro d k u  m a g n e ty c z n y m  o z m ie n n e j re lu k ty w n o śc i m a g n e ty c z n e j i z ero w e j 

p rz e w o d n o ś c i  e le k try c z n e j.  P o le  m a g n e ty c z n e  j e s t  w y m u sz o n e  p rz e z  p rą d y  z ew n ę trzn e
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w o ln o z m ie n n e , ta k  iż  m o ż n a  p o m in ą ć  p rą d y  p rz e su n ię c ia . O ś ro d e k  c h a ra k te ry zu je  się  

b ra k ie m  p o la ry z a c ji  d ie le k try c zn e j o ra z  p ę tli h is te re zy , je s t  l in io w y , izo tro p o w y , lecz  

n ie je d n o ro d n y . R e lu k ty w n o ść  m a g n e ty c z n a  o ś ro d k a  n ie c h  b ę d z ie  o p isa n a  za leż n o śc ią :

v (y )  =  v 0

0

ey
1 -  exp(-

y  ~ a
1

gdy  y  >  a 

) g d y  a  >  y  >  0 . 

gdy  y  <  0

(4 .1 9a)

T ak  z d e f in io w a n a  fu n k c ja  je s t  fu n k c ją  k la sy  C°° [ M .l ,  M .4 ], S ta łe  a  (sz e ro k o ść  ro zw ażan eg o  

o b sz a ru  p o la  m a g n e ty c z n e g o )  o ra z  e  (p a ra m e tr  d e cy d u jąc y  o  c h a ra k te rz e  p rzeb ieg u  

z m ie n n o śc i re lu k ty w n o śc i w  ro z w aż a n y m  o b sz a rz e  n ie  m a ją c y  w p ły w u  n a  w arto śc i 

re lu k ty w n o śc i n a  g ra n ic a c h  o b sz a ru  i p o z a  o b sz a re m ) s ą  d o d a tn im i d a n y m i lic zb am i - ry s.4 .1 . 

W  o b sz a rz e  m ię d z y  p rz ek ro jam i A -A  o ra z  B -B  je s t  z aw a rty  w  c a ło śc i o b sz a r  o zm iennej 

re lu k ty w n o śc i m a g n e ty cz n e j. N a  g ra n ic y  A -A  re lu k ty w n o ść  o ś ro d k a  w y n o s i v D (p ró żn ia ) , zaś 

n a  g ra n ic y  B -B  je s t  ró w n a  z e ro  ( id ea ln y  fe rro m a g n e ty k )  - ry s .4 .2 .

Rys.4.1. Przebieg względnej reluktywności magnetycznej dla różnych wartości parametru e 
Fig.4.1. Relative magnetic reluctivity for the different constants e
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Rys.4.2. Pole magnetyczne w rozważanym niejednorodnym ośrodku 
Fig.4.2. Magnetic field in the considered nonhomogeneous region

N ie c h  o ś  O X  b ę d z ie  sk ie ro w a n a  ró w n o le g le  d o  lin ii in d u k c ji  p o la  m ag n e ty cz n eg o . 

Z a łó ż m y , iż  w a r to ść  in d u k c ji  p o la  m a g n e ty c z n e g o  z m ie n ia  s ię  w  p rz e d z ia le  [0 ,a] z g o d n ie  z  

z a le ż n o śc ią :

B x (y )  =  b A/y  +  c T , (4 .1 9 b )

g d z ie  b  o ra z  c  s ą  d a n y m i d o d a tn im i s ta ły m i. P rz e b ie g  lin ii p o la  m a g n e ty c z n e g o  o ra z  u k ład  osi 

u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h  p rz e d s ta w ia  ry su n e k  4 .2 .

R o z w a ż a n e  p o le  m a g n e ty c z n e  je s t  w y w o ła n e  p rz e z  p rą d y  o  g ę s to śc i o k re ś lo n e j p rz ez  

ró w n a n ie  M a x w e lla :

ro t  H  =  r o t [ v ( y ) B x ( y ) I x ] =  j ,

stąd :

Jx  = 0 . j y  =
d H .
dz J z  =  —

S H ,

dy
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Z  u w a g i n a  sy m e tr ię  u k ła d u  i z e ro w a n ie  s ię  p o c h o d n y c h  c z ą s tk o w y c h  w  k ie ru n k u  osi O Z  

z ac h o d z i:

№ ( y ) - v < y ) M
dy dy

j ,  = 0 ,  j y =  0, j i = — 4 ^ I B , ( y ) - v ( y )  1 (4 .1 9 c)

S iła  ś ro d o w isk o w a  d z ia ła ją c a  w  k ie ru n k u  o si O Y  n a  p ła sk o -ró w n o le g ły  o b sz a r  o śro d k a  

z a w a rte g o  m ię d z y  p ła sz c z y z n a m i p ro s to p a d ły m i d o  o si O Y  (w y z n a c z o n y m i p rz e z  p rz ek ro je  

A -A  o ra z  B -B ) w y n o s i z g o d n ie  z  (4 .6 b ):

N y =  j-j B 2g ra d [v (y ) ]S d y ,

g d z ie  p o le  p o w ie rz c h n i p ro s to p a d łe j d o  o si O Y  o k re ś la jące j ro z w a ż a n y  o b sz a r  o z n aczo n o  

p rz e z  S.

D o k o n u ją c  c a łk o w a n ia  p rz e z  c zę śc i o trzy m u je  się:

N y =  y S B 2v(y)|*  - y S  j v ( y ) ^ —d y ,
0 W

i o s ta te cz n ie :

a

N y =  - y S b c  -  y S b 2 Jv(y)dy. (4 .1 9 d )
0

P o w y ż s z a  z a le ż n o ść  p o k a z u je , iż  w a rto ść  s iły  ś ro d o w isk o w e j z a leż y  o d  z m ien n o śc i 

re lu k ty w n o śc i m ag n e ty cz n e j w e w n ą trz  ro z p a try w a n e g o  o b sz a ru . R e lu k ty w n o ść  v  za leży  

b o w ie m  o d  p a ra m e tru  e  m im o  z a ło żo n y c h  n ie z m ie n n y c h  w a rto śc i re lu k ty w n o śc i n a  b rz eg u  

o b sz a ru . W a rto ść  c a łk i w  (4 .1 9 d )  je s t  z a le ż n a  w ięc  o d  c h a ra k te ru  z m ie n n o śc i re lu k ty w n o śc i w  

o b sz a rz e  o p isan e j z a le ż n o śc ią  (4 .1 9 a ). O z n a c z a  to , iż  n ie  m o ż n a  w  ro z w a ż a n y m  p rz y p ad k u  

w y ra z ić  sk ła d n ik a  ś ro d o w isk o w e g o  s ił d z ia ła ją c y c h  w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m  ty lk o  

p o p rz e z  w a rto śc i sk ła d o w y c h  te n s o ra  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  i p a ram e try  ś ro d o w isk o w e  

n a  b rz e g u  o b sz a ru . N ie  m o ż e  z a tem  is tn ieć  te n so r  e n e rg ii sp e łn ia jąc y  w a ru n k i ( W l)  o raz  

(W 2 ).

P rz e p ro w a d z o n e  ro z w a ż a n ia  p o tw ie rd z a ją  p ra w d z iw o ść  s tw ie rd z e n ia  (S I ) .

W N IO S E K :

N ie m o ż liw e  je s t  p rz e d s ta w ie n ie  g ę s to śc i o b ję to śc io w y c h  s ił ś ro d o w isk o w y c h  w  p o stac i 

d y w e rg e n c ji  p e w n e g o  te n s o ra  o  w ła śc iw o śc ia c h  ( W l)  i (W 2 ).

U W A G I:

1. P rz e d s ta w ie n ie  sk ła d n ik a  n ie je d n o ro d n o śc io w e g o  w  p o s ta c i d y w e rg en c ji ten so ra  

sp e łn ia ją c e g o  w a ru n k i ( W l)  o ra z  (W 2 ) je s t  m o ż liw e  w  p rz y p a d k a c h  sz c ze g ó ln y c h , gdy:
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•  in d u k c ja  p o la  m a g n e ty c z n e g o  o ra z  n a tę ż e n ie  p o la  e le k try c z n e g o  s ą  n ie z a le ż n e  od  

w s p ó łrz ę d n y c h  p rz e s trz e n n y c h ,

•  z a n ik a ją  w  o b sz a rz e  ła d u n k i, p rą d y  z e w n ę trz n e  - z a n ik a  w te d y  ró w n ie ż  sk ła d n ik  sił 

o d  p rą d ó w .

2 . S p e łn ie n ie  w a ru n k ó w  ty p u  ( W l )  i (W 2 ) w  p rz y p a d k u  ru c h u  z  p rę d k o śc ią  u (t)  u k ład u  

o  m a s ie  m  z a leż n e j o d  c z a su  je s t  ró w n ie ż  n ie m o ż liw e  - co  s ta n o w i p e w n ą  a n a lo g ię  

w  d z ie d z in ie  c z a su  d o  ro z p a try w a n e g o  p ro b lem u . M ia n o w ic ie , m o c  p  d o s ta rc z a n a  do  

p o ru sz a ją c e g o  się  p u n k tu  m a te ria ln e g o  w y n o s i:

-  d ( m u ) _  d ( } m u 2) . d m  d E k , d m  ,
p  =  F u  =  — -— u  =    -  +  ■£-— u  = — -  +  ł — u

d t d t 2 d t d t 2 d t  ’

i

z a c h o d z i  z a tem :

d

P =  *

V,dm , d , V, du2
Ek +  f T i r u  d t =  d t Ek + y m u  L  ■  r d t

t .  /  \  1.

c o  o z n a c z a , iż  m o c  d o s ta rc z o n a  d o  u k ła d u  p o ru sz a ją c e g o  się  ru c h e m  p o s tę p o w y m  ze 

z m ie n n ą  m a s ą  n ie  d a je  s ię  w  o g ó ln y m  p rz y p a d k u  p rz e d s ta w ić  ja k o  p o c h o d n a  w zg lęd em  

c z a su  p e w n e j fu n k c ji  b ę d ąc e j ty lk o  fu n k c ją  c h w ili p o c z ą tk o w e j to i k o ń c o w e j t  (np . p rzy  

l in io w o  z m ie n n y m  k w a d ra c ie  p rę d k o śc i u 2(t)  w z g lę d e m  c z a su  trz e c i sk ła d n ik  w  w y ra że n iu  

p o d  z n a k ie m  p o c h o d n e j z a le ż y  o d  c h w ilo w y c h  w a rto śc i m a sy  c ia ła  w  c h w ila c h  c za so w y c h  

o d  to d o  t).

A n a lo g ic z n ie , d la  s ta łe j re z y s ta n c ji  R , p rz e z  k tó rą  p rz e p ły w a  z m ie n n y  p rą d  i( t) , n ie  m o żn a  

w p ro w a d z ić  fu n k c ji  s ta n u  Z [i( t) ,R ] , k tó ra  o k re ś la łab y  m o c  c ie p ln ą  i2R . M ia n o w ic ie , d la  

fu n k c ji  Z [ .,.]  m u s ia ła b y  b y ć  sp e łn io n a  za leżn o ść :
t

j R i 2 ( t ) d t  =  Z [ R , i ( t ) ] - Z [ R , i ( t 0) ] .
t 0

Z a le ż n o ść  p o w y ż s z a  p ro w a d z i  je d n a k  do  sp rz e c z n o śc i. W a rto ść  c a łk i p rz e d s ta w ia  ilo ść  

w y d z ie la n e g o  c ie p ła  i z a leż y  o d  całe j „ h is to r ii” p rą d ó w  w  p rz e d z ia le  c z a su  (to,t). N a to m ia s t 

ró ż n ic a  fu n k c ji  s ta n u  - w y s tę p u ją c a  po  p ra w e j s tro n ie  p o w y ż sz e j z a le ż n o śc i - z a leż y  ty lk o  

o d  w a r to śc i  p rą d ó w  w  c h w ila c h  to o ra z  t.
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O b lic z e n ie  sił, m o m e n tó w  L o ren tza  o ra z  ś ro d o w isk o w e g o  d z ia ła ją c y c h  w  p rz e tw o rn ik u  

e le k tro m e c h a n ic z n y m  je s t  is to tn e  n ie  ty lk o  ze  w z g lęd u  n a  w g lą d  w  s tru k tu rę  i d z ia łan ie  

p rz e tw o rn ik a , a le  ró w n ie ż  d la  w z b o g a c e n ia  p ro c e su  je g o  p ro jek to w a n ia . Je s t  to  is to tn e , je ż e li  

n a le ży  o k re ś lić  w p ły w , ja k i  w y w ie ra ją  c e c h y  k o n s tru k c y jn e  p rz e tw o rn ik a  (w aru n k i 

g e o m e try c z n o -ś ro d o w isk o w e )  o ra z  p rą d y , n a  w a rto śc i d z ia ła ją c y c h  sił i m o m e n tó w  

w  p o sz c z e g ó ln y c h  c z ę śc ia c h  p rz e tw o rn ik a . A n a liz a  ro z k ła d u  sił i m o m e n tó w  p o z w a la  n a  

o c en ę  w a rto śc i p o ja w ia ją c y c h  się  n a p ręż eń  p rz en o sz o n y c h  p rz e z  p o sz c z e g ó ln e  e lem en ty  

k o n s tru k c y jn e  p rz e tw o rn ik a . R o z w a ż a n ia  teo re ty c z n e , o b lic z e n ia  n u m e ry c z n e  o ra z  b ad an ia  

e k sp e ry m e n ta ln e  s ą  p o d s ta w ą  o c en y  p o w s ta ją c y c h  sił i m o m e n tó w .

•  T e o re ty c z n e  a sp e k ty  a n a liz  s ił  p o w s ta jąc y ch  p rzy  u d z ia le  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  są  

sz c z e g ó ło w o  ro z w a ż a n e  w  p ra c a c h  [aB .5 , B . 3 , 1.2, J . l ,  L .2 , L .4 , K .4 , R .4 , T . 1]. P o d s taw o w e  

ró w n a n ia  o k re ś la ją c e  g ę s to ść  d z ia ła ją c y c h  sił s ą  w y p ro w ad z an e  w  o p a rc iu  o  a n a lizę  całk i 

d z ia ła n ia  [ J . l ,  L .2 ] , b ą d ź  fu n k c ji e n e rg e ty czn e j [1.2, D .2 , aW .3 ] d la  w y b ra n e g o  sk o ń czo n eg o  

o b sz a ru  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o . R ó w n ie ż  n a  p o d sta w ie  ró w n a n ia  b ila n su  en erg ii (m ocy) 

w y p ro w a d z a  s ię  z a le ż n o śc i, k tó re  o p isu ją  c a łk o w ite  (u ż y te cz n e )  s iły  b ą d ź  m o m e n ty  sił w  

p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro m e c h a n ic z n y c h  [K .6 , M .5 , P . l ] .

N a  p o d s ta w ie  z a le ż n o śc i c a łk o w y c h  - o d n o sz ą c y c h  się  do  sk o ń c z o n e g o  o b sz a ru  p o la  

e le k tro m a g n e ty c z n e g o  - w y p ro w a d z a  się  ró w n a n ia  o k re ś la ją c e  g ę s to ść  o b ję to śc io w ą  sił 

w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m . P rz y ję ta  p o s ta ć  ca łk i d z ia łan ia , fu n k c ji en e rg e ty czn e j 

(k o e n e rg ii, p o te n c ja łu  L a g ra n g e ’a) d la  u k ła d u  im p lik u je  z a le ż n o ść  o p is u ją c ą  d z ia ła jące  

w  u k ła d z ie  s iły . T a k ie  p o d e jśc ie  m o ż e  p ro w a d z ić  d o  n ie u w z g lę d n ie n ia  sił o g ę s to śc i różnej od  

ze ra , le c z  g lo b a ln ie  ró w n o w a ż ą c y c h  się  w  o b sz a rz e  o  sk o ń c z o n e j o b ję to śc i [L .2 , T. 1]. 

S fo rm u ło w a n a  p o s ta ć  ca łk i d z ia ła n ia  lu b  fu n k c ji e n e rg e ty c z n e j m a  z a sa d n ic z y  w p ły w  n a  

o trz y m y w a n ą  p o s ta ć  z a le ż n o śc i o k re ś la jące j g ę s to ść  o b ję to śc io w ą  d z ia ła ją c y c h  s ił w  p o lu  

e le k tro m a g n e ty c z n y m . Im  w ięce j z ja w isk  c a łk a  d z ia ła n ia  o p isu je , ty m  o g ó ln ie jsz a  za leż n o ść  

je s t  o trz y m y w a n a  p rz y  je j  w y k o rz y s ta n iu  [L .4 , R .4 ], J e s t  z a te m  is to tn e , j a k  d a le ce  n a le ży  

ro z b u d o w y w a ć  ta k ą  c a łk ę  d z ia ła n ia  ( fu n k c ję  e n e rg e ty c z n ą ), a b y  u z y sk a ć  w  p e łn i o g ó ln e  

za le ż n o śc i, c h o ć b y  ty lk o  z  p u n k tu  w id z e n ia  s ił p o w s ta jąc y ch  w y łą c z n ie  p rz y  u d z ia le  p o la  

e le k tro m a g n e ty c z n e g o . P rz e d s ta w io n e  w  p ra c y  w y p ro w a d z e n ie  p o w o łu je  się  n a  o g ó ln ie  

p rz y jm o w a n e  z a le ż n o śc i w  lite ra tu rz e  w y w o d zą ce  się  z  p o d e jś c ia  e n e rg e ty c z n eg o  [D .2 , 1.2]. 

P o d e jśc ie  e n e rg e ty c z n e  p ro w a d z i do  z n a n y c h  ró w n a ń  p o d s ta w o w y c h  w y k o rz y s ty w a n y c h  w  

d a ls z y c h  ro z d z ia ła c h  n in ie jsz e j p racy .

R ó w n ie ż  n a  p o d s ta w ie  ró w n a n ia  b ila n su  en erg ii (m o cy ) o trzy m u je  s ię  p o s ta ć  ró w n a n ia  

o p isu ją c e g o  s iły  i m o m e n ty  d z ia ła ją c e  w  p rz e tw o rn ik u  e le k tro m e c h a n ic z n y m  [K .6 , P . l ,  M .5]. 

Z a p is  ró w n a n ia  b ila n su  m o c y  o trzy m u je  się  n a  p o d s ta w ie  ró w n a ń  p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  

M a x w e lla  [K .4 , L .2 , S . l ,  T . l ]  lu b  p ra w  K irc h h o ffa  [K .6 , P . l ] ,  A n a liz a  p o sz c ze g ó ln y c h  

sk ła d n ik ó w  w y s tę p u ją c y c h  w  ró w n a n iu  b ila n su  m o cy  p ro w a d z i do  z a le ż n o śc i o p isu jące j siły  

b ą d ź  m o m e n ty  d z ia ła ją c e  w  p rz e tw o rn ik u  e le k tro m e ch a n icz n y m . T a k a  a n a liz a  p ro w ad z i

4.5. KONFRONTACJA LITERATUROW A
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je d n a k  ty lk o  d o  o p isu  s ił c a łk o w ity c h  (u ż y te cz n y c h )  p o w s ta ją c y c h  w  p rz e tw o rn ik u  

e le k tro m e c h a n ic z n y m .

Is tn ie ją  je d n a k  z ja w isk a  np . e fek t p ę d u  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  [L .4 ] o raz  

p o w s ta w a n ie  s ił  p rz y  w s p ó łd z ia ła n iu  p ó l e le k try c z n e g o  i m a g n e ty c z n e g o  [aB .3 , a B .4 , a N .l ,  

a N .2 ] , k tó ry c h  a n a liz a  te o re ty c z n a  w y m a g a  p ro w a d z e n ia  z ło ż o n y c h  ro zw ażań . 

O  te o re ty c z n y c h  tru d n o śc ia c h  a n a liz y  sił w  p o lu  e le k tro m a g n e ty c z n y m  św ia d c z y  też  d y sk u s ja  

p rz e d s ta w io n a  w  [ J . l ,  s .2 4 5 ]. A u to r  p ra c y  [J. 1 ] k o m e n tu je  p ro b le m  p o ja w ia n ia  się  

n ie s y m e try c z n e g o  te n s o ra  e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  p rz y  o p is ie  g ę s to śc i sił. 

A u to rz y  p ra c y  [1.1] p ro p o n u ją  b e z p o ś re d n ie  w p ro w a d z e n ie  p o s ta c i d z ia ła ją c y c h  sił. 

M ia n o w ic ie , z a k ła d a  s ię  [1.1, s .1 0 4 ] , iż  c a łk o w ita  g ę s to ść  s ił d z ia ła ją c y c h  w  p o lu  

e le k tro m a g n e ty c z n y m  w y n ik a ć  p o w in n a  - b a z u ją c  n a  m ak ro sk o p o w e j te o r ii  p o la  e le k tro ­

m a g n e ty c z n e g o  - z  p o s ta c i lo ren tzo w sk ie j re la c ji n a  g ę s to ść  s iły  d z ia ła jąc e j n a  o g ó ł 

ła d u n k ó w  i p rą d ó w .

W  lite ra tu rz e  p o ja w ia ją  s ię  ró w n ie ż  p ró b y  m o d y fik a c ji  p o s ta c i te n s o ra  n a p ręż eń  

M a x w e lla  [ a V .l ] ,  P ro w a d z ą  o n e  d o  p e w n y c h  fo rm  p o s ta c i te n s o ra  M a x w e lla  s to so w a n y c h  d la  

a n a liz y  w y b ra n y c h  p ro b le m ó w  i w y m a g a ją  p rz y ję c ia  p e w n y c h  u p ra sz c z a ją c y c h  za ło że ń  

[aK .5 ],

•  N u m e ry c z n y m  a sp e k to m  a n a liz  sił i m o m e n tó w  s ił p o św ię c o n y  je s t  sz e re g  p ra c  [ a C .l ,  aC .2 , 

a H . l ,  a H .2 , a H .3 , a J . l ,  a M .l ,  a M .2 , a R . l ,  aR .2 , aR .3 , a R .4 , aR .5 , a S . l ,  a S t . l ] ,

W  a n a liz ie  s ił i m o m e n tó w  w y k o rz y s ty w a n a  j e s t  s z e ro k o  m e to d a  te n s o ra  M a x w e lla . 

T e n so r  M a x w e lla  p o z w a la  n a  w y z n a c z e n ie  c a łk o w ite g o  (u ż y te c z n e g o )  m o m e n tu  sił p rz y  

o b lic z e n ia c h  n u m e ry c z n y c h  [aA .2 , a K .5 , a H .l ,  a H .3 , a S . l ,  a S t.2 , a T . l ,  a W .2 , a W .3 , a V .l ]  

o ra z  a n a lity c z n y c h  [ a E .l ] .  N a jc z ę śc ie j s to so w an y  je s t  sy m e try c z n y  te n s o r  M a x w e lla . Je s t  to 

k o n s e k w e n c ją  fa k tu , iż  ro z w a ż a n a  c zę ść  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e c h a n ic z n e g o  (n p . w irn ik  

m a s z y n y  e le k try c z n e j)  j e s t  u m ie sz c z o n a  w  p ró ż n i (p o w ie trz u ). J e ż e li  ru c h o m a  część  

p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e c h a n ic z n e g o  u m ie sz c z o n a  je s t  w  o ś ro d k u  m a g n e ty c z n y m  a n iz o tro p o ­

w y m , to  te n s o r  M a x w e lla  je s t  n ie sy m e try c z n y . P rz y k ła d  a n a liz y  w  ta k im  p rz y p a d k u  zo sta ł 

p rz e d s ta w io n y  w  ro z d z ia le  7. P ro b le m  d o k ła d n o śc i o b lic z e ń  sił o ra z  m o m e n tó w  stan o w i 

c z ę s to  ro z w a ż a n y  p ro b le m , k tó ry  w ią że  się  n ie o d łą c z n ie  z  p ro w a d z e n ie m  a n a liz  

n u m e ry c z n y c h . O k a z u je  s ię , iż  w a rto ść  o b lic z a n e g o  m o m e n tu  sił z a le ż y  o d  z as to so w an e j 

m e to d y  o b lic z e n io w e j [aA .2 , a C . l ,  aC 2 , a H . l ,  aR .4 ], W  p rz y p a d k u  m e to d y  M a x w e lla  w arto ść  

o trz y m y w a n e g o  re z u lta tu  z a le ż y  o d  k sz ta łtu  k o n tu ru , p o  k tó ry m  o d b y w a  się  c a łk o w a n ie  

[a M .3 , a T . l ] .  S to su je  s ię  ró ż n e  a lg o ry tm y  p ro w a d z ą c e  do  e fe k ty w n e g o  z n iw e lo w a n ia  tej 

w a d y  m e to d y  M a x w e lla . M o ż n a  p ro w a d z ić  k o n tu r  c a łk o w a n ia  p rz e z  w n ę trz e  e le m e n tó w  

sz c z e lin y  b ą d ź  d e f in io w a ć  k o n tu r  w  o b sz a rz e  sz c z e lin y  p o w ie trz n e j. C z ę s to  ró w n ie ż  

s to so w a n a  je s t  m e to d a  A rk k io  [aA .2 ], P o s tu lu je  o n a  u ś re d n ia n ie  w a r to śc i te n s o ra  M a x w e lla . 

D o  in n eg o  sp o so b u  o m in ię c ia  tej w a d y  m e to d y  M a x w e lla  p ro w a d z i a lg o ry tm  b a z u ją c y  na  

w y k o rz y s ta n iu  e le m e n tó w  B e rs te in a -B e z ie ra  [ a H .l ] ,  A lg o ry tm  te n  re a liz u je  in te rp o lac ję  

o b lic z a n y c h  w a r to śc i  p o te n c ja łu  m a g n e ty c z n e g o  p rz y  w y k o rz y s ta n iu  e le m e n tó w  

p o w ie rz c h n io w y c h  B e rs te in a -B e z ie ra . S to so w a n e  s ą  ró w n ie ż  a lg o ry tm y  łą c z ą c e  m eto d y

i
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n u m e ry c z n e  i a n a lity c z n e  [ a A .l ,  a L . l ] .  P ro w a d z ą  o n e  do  u z y sk iw a n ia  w a rto śc i m o m e n tu  

e le k tro m a g n e ty c z n e g o  n iez a le żn e j o d  d o b o ru  p o w ie rzc h n i c a łk o w a n ia . A n a lity c z n y  o p is  p o la  

m a g n e ty c z n e g o  w  sz c z e lin ie  p o w ie trzn e j p ro w a d z i do  n iez a le ż n o śc i o trzy m y w a n eg o  re zu lta tu  

o d  w y b ra n e g o  p o ło ż e n ia  i k sz ta łtu  p o w ie rzc h n i c a łk o w a n ia  [ a E . l ,  a L . l ,  a .S 1 4 ]. W  p e w n y ch  

p rz y p a d k a c h  - d la  p rz e tw o rn ik ó w  e le k tro m e ch a n icz n y ch  o  sy m e try c zn y m  o b w o d z ie  

m a g n e ty c z n y m  i p rz e p ły w ie  p rą d ó w  - m o ż n a  p o d ać  a n a li ty c z n ą  p o s ta ć  ro z w ią z a n ia  ró w n ań  

p o la  o ra z  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  ro z w ija n eg o  p rz e z  p rz e tw o rn ik  e le k tro ­

m e c h a n ic z n y  [ a E . l ,  a B .7 a , a B .8 , a P . l ,  aS .1 7 ], Z n a jo m o ść  ro z w ią z a n ia  a n a lity c zn e g o  m o że  - 

w  s z c z e g ó ln y c h  p rz y p a d k a c h  - p o z w o lić  n a  o c en ę  o trz y m y w a n y c h  re z u lta tó w  o b liczeń  

n u m e ry c z n y c h  [aR .3 ].

M e to d a  k o e n e rg ii  m ag n e ty cz n e j s to so w a n a  je s t  sze ro k o  p rz y  b u d o w ie  a lg o ry tm ó w  

o b lic z e n io w y c h  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  [ a C .l ,  a C .3 , a S . l ,  a T . l ,  a Y .l ] ,  M e to d a  ta  

p o z w a la  n a  o k re ś le n ie  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e ch a n icz n eg o  

p o p rz e z  ró ż n ic z k o w a n ie  fu n k c ji k o en erg ii m ag n e ty czn e j u k ład u , p rz y  s ta ły c h  p rą d ac h  [a S .l]  

b ą d ź  p rz y  s ta ły m  p o te n c ja le  w e k to ro w y m  [aC .3 ]. W  n ie licz n y ch  p ra c a c h  w y k o rz y sty w a n a  

je s t  ró w n ie ż  m e to d a  k o e n e rg ii m ag n e ty cz n e j w  o b lic z e n ia c h  a n a lity c z n y c h  m o m en tu  

e le k tro m a g n e ty c z n e g o  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e ch a n icz n eg o  [aM .4].

M e to d a  w a r ia c y jn a  p o le g a ją c a  n a  o p ty m a liz ac ji fu n k c jo n a łu  e n erg e ty c z n eg o  je s t  

p o d s ta w ą  d la  tw o rz e n ia  a lg o ry tm ó w  o b lic z eń  s ił i m o m e n tó w  sił [aC .2 , a R .3 , aR .5 ]. W y m ag a  

o n a  ró ż n ic z k o w a n ia  fu n k c jo n a łu , p rz y  z a d a n iu  p rz e su n ię c ia  w ę z łó w  s ia tk i d y sk re ty zu jące j 

d a n y  o b sza r.

D la  p o trz e b  o b lic z a n ia  sił o ra z  m o m e n tó w  w y k o rz y s tu je  s ię  ró w n ie ż  m e to d ę  p rą d ó w  

m ag n e ty z a c ji  [ a F .l ,  aT .2 ] o ra z  m e to d ę  ład u n k u  m a g n e ty cz n eg o  [aG .2 ], M e to d a  p rąd ó w  

m a g n e ty z a c ji  w y m a g a  z a d a n ia  s to so w n eg o  w a ru n k u  b rz eg o w e g o  n a  g ę s to ść  p o w ie rz c h n io w ą  

p rą d ó w  m a g n e ty z a c ji  [ a F .l ] .  N ie d o g o d n o ść  tę  m o ż n a  u su n ą ć  w y k o rz y s tu ją c  p o jęc ie  

ró ż n ic o w e g o  te n s o ra  en erg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  [aS .1 0 , a S .2 6 ], W  n in ie jsze j p racy  

z a p re z e n to w a n o  z m o d y fik o w a n y  a lg o ry tm  o b lic z a n ia  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  p rzy  

w y k o rz y s ta n iu  z d e fin io w a n e g o  (ro zd z ia ł 7 ) ró ż n ic o w e g o  te n s o ra  en erg ii p o la  e le k tro ­

m a g n e ty c z n e g o .

P o ró w n a n ie  d o k ła d n o śc i o b lic z e ń  w y b ra n y c h  m e to d  s ta n o w i w a ż n y  a sp e k t a n a liz  sił 

i m o m e n tó w  sił. P o św ię c o n e  te m u  z ag a d n ie n iu  p ra ce  p o ró w n u ją  w y n ik i an a liz  

n u m e ry c z n y c h  m ię d z y  s o b ą  o ra z  w  o d n ie s ie n iu  do  w a rto śc i o k re ś lo n y c h  a n a lity c zn ie  [aM .3 , 

a R .4 ],

W  lite ra tu rz e  [aD .2 , aD .3 , a H .3 , a S t . l ,  aT .4 ] ro z w ią z y w a n e  s ą  ró w n ie ż  zag a d n ie n ia  

d o ty c z ą c e  s ił i m o m e n tó w  d la  p rz e tw o rn ik ó w  e le k tro m e c h a n ic z n y c h  z  u w z g lę d n ie n ie m  ru ch u  

je g o  c z ę śc i. U w z g lę d n ie n ie  ru c h u  częśc i p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e c h a n ic z n e g o  p ro w a d z i do 

p e łn ie js z e g o  p o z n a n ia  z ja w isk  z ac h o d zą cy c h  w  n im .

Z e  w z g lę d ó w  m ec h a n ic z n y c h  i ek o lo g ic zn y c h  w a żn e  je s t  ró w n ie ż  p rz ep ro w a d z en ie  

a n a liz y  h a ła su  i d rg a ń  u ja w n ia ją c y c h  s ię  p o d c za s  p ra c y  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e ch a n icz n eg o
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[K .7 , aB .9 , a W .4 , aZ .5 ]. A n a liz a  ty c h  z a g a d n ie ń  je s t  w a ż n a  ż  u w a g i n a  p ra w id ło w ą  p ra cę  

p rz e tw o rn ik a  o ra z  je g o  w p ły w  n a  o to cz en ie .

C z ę s to  a n a l iz a  p o la  m a g n e ty c z n e g o  - z m ie rz a ją c a  d o  w y z n a c z e n ia  m o m e n tu  s ił - 

p ro w a d z o n a  j e s t  n a  p rz e k ro ju  p o p rz e c z n y m  m aszy n y . Je ż e li  o g ra n ic z y ć  s ię  d o  u k ład ó w

0  sy m e tr ii  c y lin d ry c z n e j, to  d la  d o s ta te c z n ie  d łu g ic h  m a sz y n  (d e c y d u je  i lo ra z  śred n icy

1 d łu g o śc i)  m o ż n a  p o p rz e s ta w a ć  n a  a n a liz ie  d w u w y m ia ro w e j p o la  m a sz y n y  [ a L .l] ,  

W  u k ła d a c h  o  sy m e tr ii  s fe ry cz n e j n a le ży  a n a lizo w a ć  p o le  m a g n e ty c z n e  tró jw y m ia ro w o  

[a K .4 , a P . l ] ,

•  J e d n ą  z  b a rd z ie j  o b sz e rn y c h  p o z y c ji tra k tu ją c y c h  o  z a g a d n ie n ia c h  sił z a ró w n o  p o d  

w z g lę d e m  te o re ty c z n y m , ja k  i e k sp e ry m e n ta ln y m  w  o d n ie s ie n iu  d o  p rz e tw o rn ik ó w  e le k tro ­

m e c h a n ic z n y c h , ja k im i  s ą  w iru ją c e  m a sz y n y  e le k try c z n e , je s t  p o z y c ja  [1.2]. A u to r  tej p racy  

d o w o d z i i sp ra w d z a  d o św ia d c z a ln ie  w y p ro w a d z o n e  z a le ż n o śc i n a  sk ła d n ik i s iły  ca łk o w ite j:

- s ił  L o re n tz a  o ra z

- o d  u k sz ta ł to w a n e g o  o ś ro d k a  fe rro m a g n e ty c z n e g o .

W  p ra c a c h  [a B .3 , aB .4 , J . l ,  L .4 ] z w ra c a  s ię  u w a g ę  n a  fak t, iż  w y n ik i e k sp e ry m e n tó w  

d o ty c z ą c y c h  w y z n a c z e n ia  w a rto śc i s ił  p o ja w ia ją c y c h  s ię  ja k o  e fe k t p ę d u  p o la  e le k tro ­

m a g n e ty c z n e g o  w y m a g a ją  d a ls z y c h  p o tw ie rd z eń .

1i

W  nin ie jszym  rozdzia le  przedstaw iono  za leżności w ykorzystyw ane d la  p o trzeb  analizy  

s i ł  o raz m om en tów  w  środow iskach  p rzew odzących  i m agnetycznych. Są  one po d sta w ą  dla  

p ro w a d zen ia  ob liczeń  num erycznych. W yróżniono s iły  L oren tza  oraz s iły  środow iskow e. 

Pokazano, iż  s i ły  dzia ła jące  na  środow iska  m agnetyczne nie m ogą  być przedstaw ione  

w p o s ta c i dyw ergenc ji pew n eg o  tensora. D alsza  analiza  zagadn ień  p o zw a la  na zin terpreto­

w anie i za s to sow an ie  o b u  w yróżn ionych  składn ików  w  teorii p rze tw o rn ikó w  elek tro­
m echanicznych.

5. ANALIZA MOMENTÓW SIŁ W PRZETWORNIKACH 
ELEKTROMECHANICZNYCH

W  rozdzia le p ią tym  przedstaw iono  p rzyk ła d y  analizy  m om entów  s ił w  m aszynie  

asynchronicznej oraz synchron icznej w  oparciu o proponow any  p o d zia ł sił. D okonano  

analitycznej, uproszczonej oceny  w artości składow ych m om entu  elektrom agnetycznego dla  

m aszyny p rą d u  przem iennego. W artości składow ych  m om entu  obliczono rów nież num erycznie  

dla  siln ika  synchronicznego  o w ydatnych biegunach (o lin iow ym  obw odzie m agnetycznym ) 

oraz genera tora  synchronicznego  (o n ielin iow ym  obw odzie m agnetycznym ).

W y p ro w a d z o n e  z a le ż n o śc i n a  g ęs to śc i sk ła d o w y c h  s ił (4 .1 6 ), (4 .1 7 ) s ta n o w ią  zw iązk i 

o d n o sz ą c e  s ię  d o  s ta n ó w  n ie u s ta lo n y c h  i u s ta lo n y c h , ś ro d o w is k  izo tro p o w y c h  

i a n iz o tro p o w y c h  p rz e tw o rn ik ó w  e le k tro m e ch a n icz n y ch . R ó w n a n ia  te  z o s ta n ą  p rz ek sz ta łc o n e  

d o  p o s ta c i p o z w a la ją c e j n a  ich  s to so w an ie  d la  c e ló w  o b lic z e ń  sił i m o m e n tó w  sił 

p o w s ta ją c y c h  w  p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro m e ch a n icz n y ch , tak ic h  j a k  w iru ją c e  m aszy n y  

e le k try c z n e  o ra z  e le k tro m a g n esy .

W  k o le jn y c h  p o d ro z d z ia ła c h  p rz e d s ta w io n o  p rz y k ła d y  a n a liz y  m o m e n tó w  sił 

w  m a sz y n ie  sy n c h ro n icz n e j o  n ie ró w n o m ie rn e j sz c ze lin ie  p o w ie trz n e j. O k re ś lo n o  m o m e n t 

w y w o ła n y  siłam i d z ia ła ją c y m i n a  p rą d y  w irn ik a  m aszy n y  o ra z  m o m e n t z w ią z a n y  z  siłam i 

d z ia ła ją c y m i n a  fe rro m a g n e ty c z n y  w irn ik  o  o d p o w ie d n io  z ap ro jek to w a n e j p o w ie rzch n i 

z e w n ę trz n e j. T e n  d ru g i - m o m e n t p e rm e a n c y jn y  - o k a zu je  s ię  n ie  b y ć  to ż sa m y  z  m o m e n tem  

re lu k tan c y jn y m .

5.1 . S K Ł A D O W E  M O M E N T U  M A S Z Y N Y  E L E K T R Y C Z N E J

P rz e d m io te m  d a ls z y c h  a n a liz  b ę d ą  s iły  i m o m e n ty  s ił d z ia ła jąc e  w  w y b ra n y ch  

p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro m e c h a n ic z n y c h . P rz e d s ta w io n e  o ra z  e fe k ty w n ie  w y k o rz y s ta n e  z o s ta n ą  

z a le ż n o śc i p o z w a la ją c e  w y zn aczać :

- m o m e n t p erm ea n cy jn y  -  m o m e n t środow iskow y  T CFe,

- m o m e n t s ił L oren tza  -  m o m e n t L orentza  (m o m e n t o d  p rą d ó w ) T e,cu>

o ra z  c a łk o w ity  m o m e n t ro z w ija n y  p rz e z  p rz e tw o rn ik  e le k tro m e c h a n ic z n y  T e. C a łk o w ity  

m o m e n t e le k tro m a g n e ty c z n y  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e c h a n ic z n e g o  j e s t  su m ą  o b u  

w y ró ż n io n y c h  m o m e n tó w  sk ła d o w y c h . S k ład o w e  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  s ą
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n a z y w a n e  m om en tam i m aszyny. W y ró ż n io n e  m o m e n ty  są ' p o w o d o w a n e  d z ia łan iem  sił 

o d p o w ie d n io  ś ro d o w is k o w y c h  b ą d ź  s ił L o ren tza . Z d e fin io w a n e  m o m e n ty  z o s ta n ą  p o ró w n a n e  

z  tra d y c y jn ie  w y ró ż n ia n y m i m o m e n ta m i synchronicznym  o ra z  reluktancyjnym  w  m aszy n ie  

sy n c h ro n ic z n e j o  w y d a tn y c h  b ieg u n a ch .

M o m e n t re lu k ta n c y jn y  m a sz y n y  m o ż e  b y ć  z d e fin io w a n y  (d y sk u s ja  te j d e f in ic ji  zo s tan ie  

p rz e p ro w a d z o n a  w  p o d ro z d z ia le  5 .4 ) ja k o  m o m e n t ro z w ija n y  p rz e z  m a sz y n ę  n a  sk u tek  

w y p ro f i lo w a n ia  p o w ie rz c h n i z ew n ę trzn e j w irn ik a . W  p ra c a c h  [K .6 , P . l ,  P .2 ] m o m e n t 

re lu k ta n c y jn y  w y z n a c z o n o  d la  m a sz y n y  sy n c h ro n icz n e j o  lin io w y m  o b w o d z ie  m a g n e ty c z ­

n y m , p rz y  u w z g lę d n ie n iu  g łó w n e j h a rm o n icz n e j p rz ep ły w ó w . M o m e n t re lu k tan c y jn y  

o k re ś lo n o  ja k o  c z ę ść  c a łk o w ite g o  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  m a szy n y , p o w s ta ją c ą  p rzy  

b ra k u  w z b u d z e n ia . M a te m a ty c z n ie  p ro w a d z i to  p o n iż sz e g o  zap isu :

df
T,,r = t . L 0 . (5 .1 )

P o d z ia ł  s ił  n a  s k ła d o w ą  L o re n tz a  i ś ro d o w is k o w ą  (p e rm e a n c y jn ą )  p ro w a d z i  d o  ro z d z ia łu  

m o m e n tu  c a łk o w ite g o  n a  m o m e n t L o re n tz a  i m o m e n t p e rm e a n c y jn y . P rz y  ta k im  p o d z ia le  

m o m e n t re lu k ta n c y jn y  - p o ja w ia ją c y  s ię  w  m a sz y n ie  n iew z b u d z o n e j l r = 0  - j e s t  ró w n y  w p ro s t 

m o m e n to w i p e rm e a n c y jn e m u :

T  = T  I +  T  I = T  I 
e .R  « .C li l i , , o  ' • F« l l r - 0  ,F e  I l r = 0  *

g d z ie  w a ru n e k  l r = 0  o z n a c z a  sy m b o lic z n ie , iż  p rą d y  n ie  p ły n ą  w  w irn ik u  m aszy n y .

A n a l iz a  w y m ie n io n y c h  m o m e n tó w  s ił  w  m a sz y n ie  sy n c h ro n ic z n e j o ra z  ic h  f izy k a ln a  

in te rp re ta c ja  s ą  p rz e d m io te m  ro z w a ż a ń  w  n in ie jsz y m  ro z d z ia le .

5.1.1. Moment permeancyjny maszyny elektrycznej

R o z w a ż m y  m a s z y n ę  s y n c h ro n ic z n ą  z  w y d a tn y m i b ie g u n a m i ja k o  p rz y k ła d  p rz e tw o rn ik a  

e le k tro m e c h a n ic z n e g o  o  n ie ró w n o m ie rn e j s z c z e lin ie  p o w ie trz n e j. M o m e n t p e rm e an c y jn y  

m a s z y n y  w z g lę d e m  o s i o b ro tu  O Z  z o s ta n ie  w y z n a c z o n y  p rz y  w y k o rz y s ta n iu  z a leżn o śc i 

(4 .1 7 ) . P rz e k ró j p o p rz e c z n y  m a s z y n y  sy n c h ro n icz n e j p rz e d s ta w io n o  n a  ry s .5 .1 a .

W  u k ła d z ie  w s p ó łrz ę d n y c h  c y lin d ry c z n y c h  sk ła d o w a  s ty c z n a  g ę s to śc i s iły  w y n o s i:

fFt.a = N a. (5.2a)

M o m e n t ś ro d o w isk o w y  m a sz y n y  e le k try c z n e j (n ie  z aw ie ra ją ce j e le m en tó w  

w y k a z u ją c y c h  w ła śc iw o śc i  h is te re z o w e ) , sp o w o d o w a n y  s iła m i d z ia ła ją c y m i n a  o ś ro d e k  

m a te ria ln y , ja k im  je s t  fe rro m a g n e ty c z n y  w irn ik  m a sz y n y , m a  w a r to ść  ró w n ą  c a łc e  po  

o b ję to śc i  z  g ę s to śc i  sk ła d o w e j s ty c zn e j s iły  fa , z a tem :

i
I

T , Fc = J r N 0dV
V

(5 .2 b )
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a)

p o w ie rz c h n ia  w e w n ę trz n a  s to jan a

b) nieskończony walec 
czoło

R ys.5.1. a) Przekrój poprzeczny m aszyny elektrycznej, b) przekrój osiowy 
Fig.5.1. a) The cross-section o f  the electric m achine, b) the axial-cross

P rz y jm u je  s ię , ż e  ro z w a ż a n y  o b sz a r  V  je s t  n ie sk o ń c z o n y m  w a lc e m  ( ry s .5 . Ib )  o  p o b o c zn icy  

u m ie sz c z o n e j w  sz c z e lin ie  p o w ie trz n e j m aszy n y . W  p rz y p a d k u  d w u w y m ia ro w e j an a lizy  

m aszy n y  c a łk o w a n ie  w z g lę d e m  zm ien n e j z  sp ro w ad z a  się  do  m n o ż e n ia  p rz e z  d łu g o ść  

m a sz y n y  1. W  p rz y p a d k u  tró jw y m ia ro w e j a n a liz y  p o la  m ag n e ty c z n e g o  c a łk ę  p o  d w ó ch  

n ie sk o ń c z o n y c h  p ó łc y lin d ra c h  o b e jm u ją c y c h  o b a  c z o ła  m a sz y n y  (o b sz a ry  p o d d a n e  

tró jw y m ia ro w e j a n a liz ie )  m o ż n a  zas tą p ić  d w o m a  o d p o w ie d n im i c a łk am i p o  o b sz a rz e  czó ł 

m a sz y n y  - ry s .5 .1 b .

W  d a ls z y m  c ią g u  z a k ła d a  się , iż  p o le  m ag n e ty cz n e  je s t  d o m in u ją c e  w o b ec  p o la  

e le k try c z n e g o  w  se n sie  g ę s to śc i o b ję to śc io w ej e n erg ii, m ia n o w ic ie :

K E 2 «  } v 0B 2 .

W  ty m  m ie jsc u  n a le ż y  n a d m ie n ić , iż  p rz e z  d o m in a c ję  p o la  m ag n e ty c z n e g o  n a leży  

ro z u m ie ć  s ta n  p ra c y  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e ch a n icz n eg o , w  k tó ry m  te n so r  en erg ii i ten so r 

n a p rę ż e ń  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  w y ra ż a ją  s ię  ty lk o  p o p rz e z  sk ła d o w e  in d u k cji 

i n a tę ż e n ia  p o la  m a g n e ty c z n e g o . N a le ż y  z w ró c ić  u w a g ę , iż  i s tn ie ją  p rze tw o rn ik i 

e le k tro m e c h a n ic z n e  - w iru ją c e  m ik ro m a sz y n y  e le k tro s ta ty c z n e  [a D .3 , a W . l ] ,  w  k tó ry ch  

w s k u te k  d o m in a c ji  p o la  e le k try c z n eg o  te n s o r  en erg ii w y ra ż a  s ię  ty lk o  p o p rz e z  sk ład o w e
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in d u k c ji i n a tę ż e n ia  p o la  e le k try c z n eg o . W  p rz y p a d k u  ta k ic h  p rz e tw o rn ik ó w  a n a liz a  sił 

i m o m e n tó w  s ił p rz e b ie g a  a n a lo g ic z n ie  j a k  o p isa n a  w  k o le jn y c h  ro z d z ia ła c h  a n a liz a  m aszy n  

e le k try c z n y c h , w  k tó ry c h  d o m in u je  p o le  m ag n e ty cz n e .

W  u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  c y lin d ry c z n y c h  sk ła d o w a  N a o k re ś lo n a  j e s t  p rz e z  p o c h o d n ą  

re lu k ty w n o ś c i m a g n e ty c z n e j p o  k ą c ie  a  p o n iż s z ą  z a leż n o śc ią :

N a = j B u % B w .
roa

R e la c ja  (5 .2 b )  p rz y jm u je  z a te m  n a s tę p u ją c ą  p o stać :

r
T e.Fe =  J i B u - ^ B wd V .  (5 .2 c )

R o z d z ie le n ie  ro z w a ż a n e g o  n -w y m ia ro w e g o  (n = 2 ,3 )  o b sz a ru  m a sz y n y  n a  d w a  ro z łą cz n e  

o b sz a ry  w z a je m n ie  s ię  u z u p e łn ia ją c e :

V  =  V s ©  V c 

p o z w a la  n a  p rz e d s ta w ie n ie  c a łk i (5 .2 c ) w  p o stac i:

T e,F e =  j r N a d V +  J r N a d V .  (5 .2 d)

W  z a le ż n o śc i (5 .2 d )  o z n a c z o n o  p rz e z  V c  p o d o b sz a r  (n -w y  m ia ro  w y ), w  k tó ry m  re lu k ty w n o ść  

m a g n e ty c z n a  o ś ro d k a  z m ie n ia  się  w  sp o só b  c ią g ły , a  p rz e z  V s p o d o b sz a r  o tacza jący  

p o w ie rz c h n ię  S n a  k tó re j re lu k ty w n o ść  m a g n e ty c z n a  o ś ro d k a  z m ie n ia  s ię  w  sp o só b  n iec iąg ły  

(p o d o b sz a r  n -w y m ia ro w y  b ę d ą c y  o to c z e n ie m  o b sz a ru  (n - l) -w y m ia ro w e g o ) .

P ie rw sz a  c a łk a  w y n ik a  z  u ja w n ie n ia  s ię  w e w n ę trz n e j n ie je d n o ro d n o śc i o b sz a ru , c zy  to  

s tru k tu ra ln e j,  c z y  te ż  w y w o ła n e j lo k a ln y m  n a sy c a n ie m  s ię  fe rro m a g n e ty k a . D ru g a  c a łk a  j e s t  

z w ią z a n a  z  n a p rę ż e n ia m i n a  g ra n ic y  o śro d k ó w , np . fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e . R o z b ic ie  

m o m e n tu  p e rm e a n c y jn e g o  n a  d w ie  sk ła d o w e  m a  c h a ra k te r  fo rm a ln y . D w ie  w y ró ż n io n e  całk i 

w y n ik a ją  z  d w ó c h  p rz y c z y n  w a ru n k u ją c y c h  p o w s ta n ie  m o m e n tu  p e rm e a n c y jn e g o . N a leż y  

n a d m ie n ić , iż  o b ie  p rz y c z y n y  w a ru n k u ją c  ro z k ła d  p o la  m a g n e ty c z n e g o  w  p rz e tw o rn ik u , 

w sp ó ln ie  w p ły w a ją  n a  w a rto śc i o b u  w y d z ie lo n y c h  m o m e n tó w .

Je ż e li  o ś ro d e k  ( fe rro m a g n e ty k )  je s t  je d n o ro d n y  s tru k tu ra ln ie  o ra z  n ie  u le g a  n a sy c en iu , 

to  m o m e n t p e rm e a n c y jn y  w y ra ż a  się  p o p rz e z  ca łk ę :

T , fc =  f rN „ d V  . (5 .2 e )
Vs

N a to m ia s t  w  o g ó ln y m  p rz y p a d k u  m o m e n t p e rm e a n c y jn y  o k re ś la  p o n iż s z a  ca łka:

c 3v
T c,Fe =  J ł B u — ^ B wd V .  (5 .2 f)

J  d a

•  P rz y  n -w y  m ia ro w e j (n = 2  lu b  n = 3 )  a n a liz ie  m a sz y n y  e le k try c z n e j,  k tó re j o b w ó d  

m a g n e ty c z n y  j e s t  lin io w y , c e le m  o b lic z e n ia  m o m e n tu  p e rm e a n c y jn e g o  trz e b a  d o k o n a ć
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c a łk o w a n ia  ty lk o  p o  o b sz a rz e  (n - l) -w y m ia ro w e g o  b rz e g u  w irn ik a  m aszy n y . 

R e lu k ty w n o ść  m a g n e ty c z n a  u le g a  sk o k o w ej z m ia n ie  ty lk o  n a  g ra n ic y  fe rro m a g n e ty k - 

p o w ie trz e  (5 .2 e )  - p o d ro z d z ia ł  5 .3 , 5 .5.

•  P rz y  n -w y m ia ro w e j a n a liz ie  m aszy n y  e le k try c z n e j, k tó re j o b w ó d  m a g n e ty c z n y  u leg a  

n a sy c e n iu , n a le ż y  c e le m  o b lic z e n ia  m o m e n tu  p e rm e a n c y jn e g o  d o k o n a ć  c a łk o w a n ia  po  

o b sz a ra c h : (n - l ) -w y m ia ro w y m  o ra z  n -w y m ia ro w y m . R e lu k ty w n o ść  m a g n e ty c z n a  u leg a  

sk o k o w e j z m ia n ie  n a  g ra n ic y  fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e  (o b sz a r  V s) o ra z  c iąg łe j w e w n ą trz  

o b sz a ru  fe rro m a g n e ty c z n e g o  w sk u te k  n a sy c e n ia  (o b sz a r  V c ) - p o d ro z d z ia ł  5.6.

5.1.2. Skokowa zmiana reluktywności magnetycznej

D o k o n a m y  p rz e k sz ta łc e n ia  d ru g ieg o  sk ła d n ik a  po  p raw ej s tro n ie  z a le ż n o śc i (5 .2d ):

ATcFe =  J r N a d V , (5 .2g)
V s

g d z ie  p rz e z  ATe,Fe o z n a c z o n o  c zę ść  m o m e n tu  p e rm e a n c y jn e g o  p o w s ta ją c e g o  w  w y n ik u  

d z ia ła n ia  s ił n a  g ra n ic y  śro d o w isk .

R o z w a ż a  się  o b sz a r  V s  o tac za jąc y  p o w ie rzc h n ię  b rz e g u  fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e . 

R o z k ła d  re lu k ty w n o śc i m ag n e ty cz n e j o b sz a ru  o b e jm u ją c e g o  fe rro m a g n e ty c z n y  w irn ik  

o  w z g lęd n e j re lu k ty w n o śc i v r i sz c ze lin ę  p o w ie trz n ą  (v ro= l )  z  w y k o rz y s ta n ie m  fu n k c ji sk o k u  

je d n o s tk o w e g o  H e a v is id e ’a j e s t  n a s tęp u jący :

v r ( r ,  a ,  z ) =  v r +  (1 -  v r ) • l{ sg n -  ( r  -  r0 ( a ) ) } , (5 .2h )

gdzie :

r0 ( a )  - fu n k c ja  o p isu ją c a  ( lo k a ln ie )  k sz ta łt b rz eg u  w irn ik a  m a sz y n y  e le k try c z n e j,

v r( r ,a ,z )  - fu n k c ja  w zg lęd n e j re lu k ty w n o śc i o b sza ru ,

sg n  - w a r to ść  fu n k c ji z n ak u , k tó ra  p rz y jm u je  w arto śc i: + 1  , -1  lu b  0 .

C e le m  u p ro sz c z e n ia  z a p isu  n ie  w y p isu je  się  a rg u m e n tu  fu n k c ji sgn . W arto ść  d o d a tn ią  

p rz y jm u je  fu n k c ja  sg n , g d y  p ro m ie ń  r o p isu je  lin ię  b rz e g o w ą  fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e  

r0 ( a )  p a trz ą c  z e  ś ro d k a  u k ła d u  w sp ó łrz ę d n y c h  (r= 0 ). W arto ść  u je m n ą , g d y  p ro m ie ń  o p isu je  

l in ię  g ra n ic y  ś ro d o w isk  p o w ie trz e -fe rro m a g n e ty k  p a trz ąc  z e  ś ro d k a  u k ła d u  w sp ó łrz ęd n y c h  

(r= 0 ). W  p o z o s ta ły c h  p rz y p a d k a c h  fu n k c ja  p rz y jm u je  w a rto ść  z e ro  (ry s .5 .2 ).
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Rys.5.2. Wartości funkcji sgn 
Fig.5.2. The function sgn values

W  m a s z y n a c h  e le k try c z n y c h , w  k tó ry c h  d o m in u ją c e  je s t  p o le  m a g n e ty c z n e , sk ład o w e  

p rz e s trz e n n e  te n s o ra  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  m o ż n a  w y ra z ić  z a  p o m o c ą  ilo c z y n ó w  

s k ła d o w y c h  in d u k c ji  p o la  m ag n e ty c z n e g o  d o m in u ją c y c h  n a d  ilo c z y n a m i sk ła d o w y m i 

n a tę ż e n ia  p o la  e le k try c z n e g o  E x, E y, E z, za tem :

r dv
ATc,F e = !  j(BuBw— ^ ) d V .  (5 .2 i)

v, da.

Rys.5.3. Składowe pola magnetycznego zachowujące się na granicy dwóch ośrodków 
Fig.5.3. Magnetic field constant at the boundary o f two regions
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D la  m a s z y n y  e le k try c z n e j o  iz o tro p o w y m  w irn ik u  m o ż n a  zap isać :

AT.,f. =  f K B j + ^ H f ) ^ ,  (5 .2k )
v. da

g d z ie  w p ro w a d z o n o  sk ła d o w ą  n o rm a ln ą  i s ty c z n ą  o d p o w ie d n ic h  w e k to ró w  p o la  

m a g n e ty c z n e g o  w z g lę d e m  p o w ie rzc h n i g ran iczn e j fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e . N a  rys. 5.3 

zo b ra z o w a n o  z a c h o w u ją c e  s ię  sk ład o w e : s ty c z n ą  n a tę ż e n ia  p o la  m ag n e ty c z n e g o  i n o rm a ln ą  

in d u k c ji p o la  m a g n e ty c z n e g o  n a  g ran icy  d w ó c h  śro d o w isk .

P o c h o d n a  re lu k ty w n o ś c i m a g n e ty cz n e j (5 .2 h ) p o  k ąc ie  w y ra ż a  się  p o p rz e z  d e ltę  D ira c a  [M .l] ,  

d la  k tó re j z ac h o d z i:
00 00

| 5 { r - r 0 ( a ) } d r =  J5 { ...} d r =  l { r - r 0 ( a ) } . (5.21)
o o

C a łk o w a n ie  po  o b ję to śc i o b sz a ru , w  k tó ry m  w y s tę p u je  sk o k o w a  z m ia n a  re lu k ty w n o śc i 

m a g n e ty c z n e j,  m o ż n a  sp ro w ad z ić  d o  c a łk o w a n ia  po  p o w ie rzc h n i S , n a  k tó rej re lu k ty w n o ść  

je s t  s ta ła  o ra z  d o  c a łk o w a n ia  w z d łu ż  k ie ru n k u  ra d ia ln e g o  R  [L .3 , L .5 , S .4 ]. Z a leż n o ść  (5 .2k ) 

p rz y jm u je  p o s ta ć :

ATe,Fe = - ł f K  + ^ H . 2 ) ^ T L d r d S .  (5 .2 m )
sr Sr da

P o n ie w a ż  n a  g ra n ic y  o ś ro d k ó w  sk ła d o w a  n o rm a ln a  in d u k c ji o ra z  sk ła d o w a  s ty c z n a  n a tę że n ia  

p o la  m a g n e ty c z n e g o  n ie  u le g a ją  z m ia n ie  (b rak  p rą d ó w  p o w ie rz c h n io w y c h ) , to:

ATe,Fe = - i { B ^  | A v 5 { . . . } s g n ^ d S d r - |  JH ?  J 5 { . . V ( — y ) A ^  s g n - ^ d S d r , (5 .2 n )
S R  C' 0t S R  f1 d(X

g d z ie  p rz e z  Av o z n a c z o n o  z m ia n ę  re lu k ty w n o śc i n a  g ra n ic y  fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e . 

Z m ia n a  t a  je s t  l ic z o n a  ja k o  p rz y ro s t re lu k ty w n o śc i od  fe rro m a g n e ty k a  do  o b sz a ru  p o w ie trz a  

( s g n = + l)  i w y n o s i: A v =  v 0 ( l - v r ) .

O s ta te c z n ie  o trz y m u je  s ię  za leżn o ść :

A T F = - \  fB 2„ A v s g n ^ d S  +  i  f H ^ A n s g n ^ - d S  =  - i  f A v ( B ^ + B f v r ) s g n ^ d S ,  (5 .3a) 
'  d a  • d a  ■ d a

w  k tó re j sk ła d o w e  in d u k c ji p o la  m ag n e ty cz n eg o  s ą  w a rto śc ia m i n a  g ra n ic y  fe rro m a g n e ty k - 

p o w ie trz e  p o  s tro n ie  fe rro m a g n e ty k a , b ą d ź  za leżn o ść :

ATc,Fc =  - i  fA v (B ’ 0 +  B l  - ) s g n ^ d S , (5 .3 b )
d a

w  k tó re j sk ła d o w e  in d u k c ji s ą  w a rto śc ia m i n a  g ra n ic y  fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e  po  stro n ie  

p o w ie trz a . D la  o d ró ż n ie n ia  o b u  z a leż n o śc i w p ro w ad z o n o  in d ek s  „ o ” d la  sk ła d o w y c h  p o la  

m a g n e ty c z n e g o  w  p o w ie trz u . F o rm u łę  (5 .3 a ) lu b  (5 .3 b ) s to su je m y  z a le ż n ie  o d  teg o , czy  znane  

s ą  w a r to śc i sk ła d o w y c h  p o la  n a  b rz e g u  śro d o w isk  po  s tro n ie  fe rro m a g n e ty k a  c zy  p o w ie trza .
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M o m e n t p e rm e a n c y jn y  m o ż n a  w y ra z ić  ró w n ie ż  p o p rż e z  sk ła d o w e  w e k to ró w  p o la  

m a g n e ty c z n e g o , k tó re  z a c h o w u ją  sw e  w a rto śc i n a  g ra n ic y  d w ó c h  śro d o w isk :

ATc.f. = ~ ł  f(A v B „2 +  A n H t2 ) s g n ^ m S ,  (5 .4 a )
s d a

gd z ie :

B n - sk ła d o w a  n o rm a ln a  in d u k c ji p o la  m a g n e ty cz n eg o ,

H t - s k ła d o w a  s ty c z n a  n a tę ż e n ia  p o la  m a g n e ty cz n eg o .

N a  p rz e k ro ju  p ro s to p a d ły m  do  o s i o b ro tu  O Z  w irn ik a  m a s z y n y  g ra n ic a  ś ro d o w isk

fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e  je s t  k rz y w ą  p ła s k ą  T. Z a te m  n a  p o d s ta w ie  (5 .3 a )  m o ż n a  zap isać :

ATe,Fe =  -  j A v  J ( B 2 +  B ? v r ) ^ - d r d z . (5 .4 b )

Je ż e li n a  k a ż d y m  p rz e k ro ju  p o p rz e c z n y m  m a sz y n y  w z d łu ż  o si O Z  ro z k ła d  p o la

m a g n e ty c z n e g o  i w s p ó łc z y n n ik ó w  ś ro d o w isk o w y c h  je s t  je d n a k o w y , to :

ATc.F e= - i l A v f B 2 ^ d r ,  ( 5 .4 c)
f  d a

g dzie :

1 - d łu g o ść  o b lic z e n io w a  m a s z y n y  w  k ie ru n k u  o si O Z ,

T  - k rz y w a  (p ła sk a )  o p is u ją c ą  k sz ta łt  p o w ie rz c h n i w irn ik a  m a szy n y , 

d r  =  s g n r 0( a ) d a ,

B 2 -  k w a d ra t  in d u k c ji  „ b rz e g o w e g o ” p o la  m ag n e ty c z n e g o  w y ra ż o n y  p o p rz e z  w arto śc i 

s k ła d o w y c h  in d u k c ji  p o la  m a g n e ty c z n e g o  n a  g ra n ic y  ś ro d o w is k  o d  s tro n y  o śro d k a  

f e r ro m a g n e ty c z n e g o :

§ 2 = B 2 + B 2v r , (5 .4 d )

lu b  p o p rz e z  w a r to śc i sk ła d o w y c h  in d u k c ji  p o  s tro n ie  p o w ie trz a :

B 2 = B 2 + B f  — . (5 .4 e )
Vr

D la  g ra n ic y  id e a ln y  fe rro m a g n e ty k  - p ró ż n ia  p ra w e  s tro n y  z a le ż n o śc i (5 .4 d ,e )  s ą  ró w n e  

k w a d ra to w i sk ła d o w e j n o rm a ln e j in d u k c ji  p o la  m a g n e ty cz n eg o .

N a  p o d s ta w ie  m a te m a ty c z n e j p o s ta c i z a le ż n o śc i (5 .4 a ,b ,c )  m o ż n a  w n io sk o w a ć :

1. C zęść  m om entu  perm ea n cy jn eg o  w ynika jąca  z  dzia łan ia  s ił na g ran icy  środow isk  ATejFe 

za n ika  w ted y  i ty lko  w tedy, g d y  kw adra t indukcji „ b rzeg o w eg o ” p o la  m agnetycznego  B 2 

oraz p o ch o d n a  p ro m ien ia  op isu jącego  kszta łt p o w ierzch n i w irn ika  p o  kącie  d ro /d a  są  

w zajem nie  o rtogona lne  na  zorien tow anym  brzegu  w irn ika  T
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D la  m aszyny  o lin iow ym  i m agnetycznie izo tropow ym  w irniku  ATe,Fe je s t  rów ny  

m om entow i perm eancyjnem u.

2. M om en t perm ea n cy jn y  zanika, je ż e li  izo tropow y i lin iow y m agnetycznie w irn ik  m aszyny  

je s t  cylindryczny  (prom ień pow ierzchn i zew nętrznej w irnika  je s t  stały).

3. W  p rzyp a d ku  g d y  p rą d y  w irn ika  zanikają, to fo rm u ły  (5.4a,b,c) określa ją  m om ent 

reluktancyjny  m aszyny.

4. Z a leżności (5 .4a,b,c) uw idaczniają  za leżność m om entu  perm eancyjnego  od  kształtu  

pow ierzchn i w irn ika  maszyny.

5. F orm u ły  (5.4a,b,c) p o zw a la ją  w yznaczać m om ent perm eancy jny  m aszyny o liniow ym  

obw odzie  m agnetycznym  poprzez całkow anie p o  obszarze (n -l)-w ym iarow ym , p rzy  

sto sow an iu  n-w ym iarow ej ana lizy  p o la  m aszyny elektrycznej (n = 2  lub  n = 3 ).

M o m e n t m a sz y n y  w y w o ła n y  d z ia ła jąc y m i s iłam i s ty c zn y m i n a  u k sz ta łto w a n y  w irn ik  

m a sz y n y  - m o m e n t p e rm e a n c y jn y  - m o że  b y ć  p rz ed s ta w io n y  z g o d n ie  z  (5 .2 d ) n a stęp u jąco :

T e,Fe = - ^ A v r f (B 2 + B X  A s g n d S +  f rN n d V . (5 .4 f)
2  s d a  V«

Z a le ż n o ść  (5 .4 f)  w y d z ie la  w  m o m e n c ie  p e rm e an c y jn y m  c zę ść  u w a ru n k o w a n ą :

- sk o k o w ą  z m ia n ą  re lu k ty w n o śc i m ag n e ty cz n e j n a  g ra n ic y  fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e  o raz  

k sz ta łte m  p o w ie rz c h n i w irn ik a  m a sz y n y  (p o c h o d n a  d ro /d a ),

- c ią g łą  z m ie n n o śc ią  re lu k ty w n o śc i w  o b sz a rz e  s p o w o d o w a n ą  n a sy c a n ie m  się  fe rro - 

m a g n e ty k a  b ą d ź  s tru k tu ra ln ą  n ie je d n o ro d n o ś c ią  o b sz a ru  w irn ik a  m aszy n y .

5 .2 . M O M E N T  C A Ł K O W IT Y  M A S Z Y N Y  E L E K T R Y C Z N E J

W  o rto g o n a ln y m  u k ła d z ie  w sp ó łrz ęd n y c h  c y lin d ry c z n y c h  ( r ,a ,z )  sk ła d o w a  s ty czn a  

g ę s to śc i s i ły  fa  p o w s ta jąc e j w  p rz e tw o rn ik u  e le k tro m e c h a n ic z n y m  p o z w a la  o k re ś lić  m o m e n t 

s ił d z ia ła ją c y c h  w  p ła sz c z y ź n ie  p ro s to p a d łe j d o  o s i O Z . Z g o d n ie  z  p rz ed sta w io n y m i 

w y p ro w a d z e n ia m i m o ż n a  z ap isać :

rf„  = - d i v ( r C T j .

C a łk o w ity  m o m e n t e le k tro m a g n e ty c z n y  ro z w ija n y  p rz ez  m aszy n ę  e le k try c z n ą  w y n o s i zatem :

Tc =  j r f a d V  =  -  Jdiv(rCT0 ) d V .
V V

T w ie rd z e n ie  G a u ssa  d la  o b sz a ru  n ie sk o ń c z o n e g o  w a lc a  o  o si p o k ry w a jąc e j s ię  z  o s ią  o b ro tu  

w irn ik a  m a sz y n y  O Z  i z a w ie ra ją c e g o  w  ca ło śc i w irn ik  m a sz y n y  (d V  - b rz eg  w a lca  V
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p o ło ż o n y  w  sz c z e lin ie  p o w ie trz n e j m asz y n y )  p o z w a la  p rz e k sz ta łc ić  c a łk ę  o b ję to śc io w ą  

n a s tę p u ją c o :

T . =  -  J r a a d Ś , . (5 .5 a)
av

Z g o d n ie  z  ( 4 . Id )  o ra z  (4 .1 e ) z a c h o d z i za tem :

Tc =  j r 2H a B rdzdcx. (5 .5 b )
dV

Z  u w a g i n a  d o m in a c ję  z ja w isk  m a g n e ty c z n y c h  w  ro z w a ż a n y c h  p rz e tw o rn ik a c h  

e le k tro m a g n e ty c z n y c h  w  z a le ż n o śc ia c h  (5 .5 a ,b )  p o m in ię to  i lo c z y n y  sk ła d o w y c h  n a tę że n ia  

p o la  e le k try c z n e g o  w y s tę p u ją c e  w  o g ó ln e j z a le ż n o śc i d e fin iu jąc e j te n s o r  n a p ręż eń .

Z a le ż n o śc i  (5 .5 a ,b )  s ą  p o d s ta w ą  d o  re a liz a c ji  o b lic z e ń  m e to d a m i n u m ery c zn y m i 

o ra z  a n a lity c z n y m i c a łk o w ite g o  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  p rz e tw o rn ik a  e le k tro ­

m e c h a n ic z n e g o .

5 .3 . P R Z Y K Ł A D  A N A L IT Y C Z N E G O  O B L IC Z E N IA  M O M E N T Ó W  M A S Z Y N Y

C e le m  p rz y b liż e n ia  m e to d y k i o k re ś la n ia  w a rto śc i m o m e n tó w , p rz e p ro w a d z e n ia  

d y sk u s ji  o ra z  in te rp re ta c ji  f izy k a ln e j sk ła d o w y c h  m o m e n tu  ro z w a ż o n o  p rz y k ła d  p ro s te j - 

m o d e lo w e j m a s z y n y  e le k try c z n e j. P o z w o li o n  n a  a n a lity c z n e  o k re ś le n ie , a  w  k o n se k w e n c ji na  

p rz e jrz y s te  z in te rp re to w a n ie  m o m e n tó w  e le k tro m a g n e ty c z n y c h  p rz e tw o rn ik a  e le k tro ­

m e c h a n ic z n e g o :

- L o re n tz a  - T e>Cu,

- p e rm e a n c y jn e g o  (ś ro d o w is k o w e g o )  - T eiFe,

- re lu k ta n c y jn e g o  - Т ед .

P rz e p ro w a d z o n a  a n a liz a  p rz y b liż o n a  m a  n a  c e lu  u w id o c z n ić  i z in te rp re to w a ć  ró ż n ic e  

p o m ię d z y  w y s z c z e g ó ln io n y m i m o m e n ta m i b a rd z ie j w y ra z iśc ie  n iż  w  p rz y p a d k u  an a lizy  

n u m e ry c z n e j p o la  m a s z y n y  (b ra k  u z y sk a n ia  z a le ż n o śc i a n a lity c z n y c h  c z y n i u z y sk a n e  

re z u lta ty  lo k a ln y m i - o d n o sz ą c y m i s ię  do  ro z w a ż a n e g o  s ta n u  p ra c y ) . J e d n a k  ró w n ie ż  zo stan ie  

p rz e p ro w a d z o n e  o b lic z e n ie  m o m e n tó w  s ił p rz y  w y k o rz y s ta n iu  a n a liz y  n u m ery c zn e j p o la  

m a g n e ty c z n e g o  w  m a sz y n ie  e le k try c z n e j (p o d ro z d z ia ł  5 .5 ).

R o z w a ż m y  m o d e lo w ą  m a sz y n ę  p rą d u  p rz e m ie n n e g o , b ą d ź  to  sy n c h ro n ic z n ą  

o  w y d a tn y c h  b ie g u n a c h , b ą d ź  a sy n c h ro n ic z n ą  o  zm ie n n e j sz e ro k o śc i sz c ze lin y . Z a ło ż e n ie  to  

o z n a c z a , w  p rz y p a d k u  m a s z y n y  sy n c h ro n ic z n e j,  iż  w irn ik  m a  b ie g u n y  w y d a tn e . N a to m ia s t d la  

m a s z y n y  a sy n c h ro n ic z n e j to  z a ło ż e n ie  o z n a c z a , iż  w irn ik  j e s t  n a  p rz y k ła d  z d e fo rm o w a n y . 

N ie ró w n o m ie m o ś ć  sz c z e lin y  m a sz y n y  a sy n c h ro n ic z n e j m o ż e  b y ć  sp o w o d o w a n a  

d o p u s z c z a ln ą  to le ra n c ją  o b ró b k i fe rro m a g n e ty k a  s to ja n a  i w irn ik a  lu b  e k sc e n try c z n o śc ią
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w iro w a n ia  w irn ik a  (p o r. ry s. 8 .1 , 8 .2 ). P rzek ró j p o p rz e c z n y  tak ie j m a sz y n y  p o k a za n o  

p rz y k ła d o w o  n a  ry s .5 .4 .

R ys.5.4. M odelow a m aszyna prądu przem iennego 
Fig.5.4. The sim plified A C  m achinę

O b w ó d  m a g n e ty c z n y  je s t  w  k a żd y m  p u n k c ie  izo tro p o w y , a  n ie je d n o ro d n o ść  w łasn o śc i 

m a g n e ty c z n y c h  w y s tę p u je  ty lk o  n a  g ra n ic y  ś ro d o w isk  fe rro m a g n e ty k -sz c z e lin a  p o w ie trzn a . 

S k o k o w a  z m ia n a  re lu k ty w n o śc i m ag n e ty cz n e j n a  p o w ie rzc h n i w irn ik a  m a sz y n y  w a ru n k u je  

p o w s ta n ie  m o m e n tu  śro d o w isk o w e g o . P rz e p ły w y  u z w o je ń  m a sz y n y  o d w z o ro w u je  s ię  za  

p o m o c ą  m o d e lu  łu sk i p rą d o w ej. W  sta n ie  u s ta lo n y m  p ra cy  m a sz y n y , p rz y  z a ło ż e n iu  an a lizy  

m o n o h a rm o n ic z n e j,  p rz e p ły w y  u z w o jeń  o p isa n e  s ą  p o n iż szy m i z a le ż n o śc ia m i [K .4 , K .5 , P . l ,  

P .4 ]:

© s( a , 9 )  =  0 s( a )  =  0 s c o s (P s), 0 > , S )  =  © r c o s ( p r ) , (5 .6 a )

P s = c o st - p a + Y s, P r = c o rt - p ( c t - 3 )  +  y r ,

g d z ie :

a  - z m ie n n a  k ą to w a  o p isu ją c a  p o ło że n ie  ro z w a ż a n e g o  p u n k tu  n a  o b w o d z ie  m aszy n y , 

p  - l ic z b a  p a r  b ie g u n ó w  m aszy n y ,

S  - k ą t  o b ro tu  w irn ik a  m aszy n y ,

co5 =  2 n f s - p u lsa c ja  p rą d u  sto jan a ,

cor - p u ls a c ja  p rą d u  w  u z w o je n iu  w irn ik a :

(Br =  cos - p £2 *  0  - d la  m a sz y n y  a sy n c h ro n ic zn e j,

<x>r = (os - p Q  =  0  - d la  m a sz y n y  sy n c h ro n icz n e j,

Q  =  27tn  - p rę d k o ść  m e c h a n ic z n a  w irn ik a  m aszy n y , n  - p rę d k o ść  o b ro to w a  w irn ik a , 

ys - k ą t e le k try c z n y  o k re ś la ją c y  p o ło że n ie  a m p litu d y  p rz e p ły w u  u z w o je n ia  s to jan a  

w  c h w ili  t= 0  n a  o b w o d z ie  m aszy n y , m ia n o w ic ie : p a = y s ,



yr - k ą t  e le k try c z n y  o k re ś la ją c y  p o ło ż e n ie  a m p litu d y  p rz e p ły w u  u z w o je n ia  w irn ik a  

w  c h w ili  t= 0  n a  o b w o d z ie  m a sz y n y , m ia n o w ic ie : poc=yr,

y  - k ą t  e le k try c z n y  o k re ś la ją c y  p o ło ż e n ie  a m p litu d y  p rz e w o d n o śc i m ag n e ty czn e j 

s z c z e lin y  p o w ie trz n e j n a  o b w o d z ie  p rz y  k ą c ie  o b ro tu  w irn ik a  & =  0 ( t= 0 ): p a = y .

J e d n o s tk o w a  p rz e w o d n o ś ć  m a g n e ty c z n a  je s t  d a n a  w  p o s ta c i su m y  d w ó c h  p ie rw szy c h , 

p a rz y s ty c h  h a rm o n ic z n y c h  p rz e s trz e n n y c h  sz e re g u  F o u rie ra :

X =  X 0 + X 2 c o s 2 p , p  =  - p ( a  -  9 )  +  y ,  (5 .6 b )

p rz y  c z y m  sk ła d o w a  s ta ła  d o m in u je  n a d  a m p li tu d ą  d ru g ie j h a rm o n ic z n e j, tak  iż  k w ad ra t 

sk ła d o w e j n o rm a ln e j in d u k c ji  n a  p o w ie rz c h n i w irn ik a  je s t  ró w n y  w  p rz y b liż e n iu  k w ad ra to w i 

sk ła d o w e j ra d ia ln e j in d u k c ji  B 2 =  B 2 . R ó w n o ść  o b u  w ie lk o śc i je s t  sp e łn io n a  ty m  śc iś le j, im  

m n ie js z y  j e s t  u d z ia ł  sk ła d o w e j s ty c zn e j p o la . R o z w a ż o n y  p o n iże j p rz y k ła d  o d n o s i s ię  do  

m a s z y n y  e le k try c z n e j ,  k tó re j w irn ik  m a  p rz ek ró j p o p rz e c z n y  z b liż o n y  d o  k o ło w e g o , tak  iż 

z a c h o d z i  A.2 «  X0. J e ż e li  z a c h o d z i g ( a ,9 )  «  R s ( ry s .5 .4 ), to  m o ż n a  p rz y ją ć  iż  sk ła d o w a  

ra d ia ln a  in d u k c ji  j e s t  n ie z a le ż n a  o d  w sp ó łrz ęd n e j p ro m ie n io w e j w  o b sz a rz e  szcze lin y .

N a le ż y  z w ró c ić  u w a g ę , iż  z a ło ż o n e  p rz e p ły w y  w  p o s ta c i (5 .6 a )  s ta n o w ią  p rz y b liże n ia  

p rz e p ły w ó w  u z w o je ń  o ra z  że  s ą  tra k to w a n e  ja k o  a u to n o m icz n e . W  m a sz y n ie  sy n c h ro n icz n e j, 

g d z ie  o b a  p rz e p ły w y  s ą  p rz e p ły w a m i w y m u sz a n y m i, p rz y b liż e n ia  (5 .6 a ), s ą  sp e łn io n e  

s to su n k o w o  d o k ła d n ie . W  m n ie jsz y m  s to p n iu  m o ż n a  o  tak ie j sy tu a c ji m ó w ić  w  p rz y p ad k u  

m a sz y n y  a sy n c h ro n ic z n e j d w u s tro n n ie  z as ilan e j. W  w irn ik u  m a sz y n y  a sy n c h ro n ic zn e j 

d w u s tro n n ie  z a s ilan e j p rz e p ły w  w irn ik a  je s t  p o w o d o w a n y  p o p rz e z  d o d a tk o w e  ź ró d ło  

z a s ila ją c e  w irn ik  i in d u k o w a n e  w  n im  p rą d y . N a to m ia s t  d la  m a sz y n y  in d u k cy jn e j 

( je d n o s tro n n ie  z a s ila n e j)  n ie  m o ż n a  p rz y jm o w a ć , iż  o b a  p rz e p ły w y  u z w o je ń  s ą  o p isa n e  

z a le ż n o śc ia m i (5 .6 a ) , w  sy tu a c ji  g d y  A.2* 0 . N a d to  w te d y  re la c ja  (5 .6 b )  n ie  u w z g lęd n ia  

h a rm o n ic z n y c h  ż ło b k o w y c h . D latego  też w yciągnięte w nioski z  po n iższych  analiz i rozw ażań  

do tyczą  w yłączn ie  m aszyny  synchronicznej.

In d u k c ja  p o la  m a g n e ty c z n e g o  w  k ie ru n k u  ra d ia ln y m  B r (z w ro t  d o d a tn i sk ła d o w y c h  

ra d ia ln y c h  o d p o w ia d a  z w ro to w i p ro m ie n ia  w o d z ą c e g o , a  p rz e p ły w  n a lic z a n y  je s t  od  osi 

n e u tra ln e j m a g n e ty c z n ie  B r= 0 ) , p rz y  z a ło ż e n iu  o rto g o n a ln o śc i fu n k c ji  ro z k ła d u  p rz ew o d n o śc i 

m a g n e ty c z n e j X(a ,  9 )  i p rz e p ły w u  su m a ry c z n e g o  u z w o je ń  © ( a ,  9 ) :

2%
j \ ( a , 9 ) © ( a , 9 ) d a  =  0 ,  (5 .6c)
o

o ra z  n ie s k o ń c z o n e j p rz e n ik a ln o śc i m ag n e ty cz n e j w irn ik a  o ra z  s to jan a , w y n o s i:

B r ( a , 9 )  =  - © - ( X 0 + X 2 c o s ( 2 p ) ) ,

I

lu b  ró w n o w a ż n ie :
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In d u k c ja  p o la  m a g n e ty c z n e g o  w  k ie ru n k u  sty c zn y m  B a m o że  b y ć  w y z n a c z o n a  n a  p o d staw ie  

p ra w a  A m p e ra  d la  k o n tu ru  C  (ry s .5 .4 .)  d o d a tk o w o  p rz ed s ta w io n eg o  n a  ry s .5 .5 :

A® , =  v 0 v rB a ( d ) R sA a - v 0B r ( a  + A a ) A g - v 0B 0 ( a ) R , A a  +  v 0B r ( a ) A g  =

=  - v 0A B rAg +  v 0B a ( a ) R sA a ,

Ag o z n a c z a  p ro m ie n io w ą  sz e ro k o ść  k o n tu ru  C , z a ś  a ,  a  s ą  p e w n y m i k ą ta m i z  p rz ed z ia łu  

( a ,a + A a ) .  P rz e c h o d z ą c  do  g ra n ic y  A a -> 0 , u z y sk u je m y  z a leż n o ść  r ó ż n ic z k o w ą  w y n ik a ją c ą  

ró w n ie ż  z  p ra w a  A m p e ra , w  p o s ta c i ró ż n ic zk o w ej:

B a (<*,&) = ----------------------------------------------------------------- (5 .6 e )
v „ R ,  da

g d z ie :
R s - p ro m ie ń  w e w n ę trz n e j p o w ie rzc h n i s to jan a , 

g ( a , 9 ) - lo k a ln a  sz e ro k o ść  sz c ze lin y  p o w ie trz n e j,

© s - p rz e p ły w  u z w o je ń  sto jan a ,

© r - p rz e p ły w  u z w o je ń  w irn ik a ,

0  - p rz e p ły w  su m a ry cz n y : ©  =  © , + © , .

Rys.5.5. Określenie składowej stycznej B0 pola magnetycznego w szczelinie powietrznej 
Fig.5.5. Tangential component B„ in the air-gap - the evaluation



A) Obliczenie momentu permeancyjnego i reluktancyjnego maszyny

M o m e n t p e rm e a n c y jn y  z g o d n ie  z  (5 .4 c )  (v r= 0 , H ,= 0 , s g n = + l)  w y n o s i:
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i

P ro m ie ń  o p isu ją c y  p o w ie rz c h n ię  w irn ik a  m a s z y n y  w y n o s i:

r „ ( a , 9 )  =  R s - g ( a , 9 ) .

S tą d  o trz y m u je  s ię :

r 2 ( a ,  9 )  =  R 2 -  2 R sg ( a ,  9 )  +  g 2 ( a ,  9 )  s  R s2 -  2 R S /{ v 0X ( a ,9 ) } .

P o m in ię c ie  g 2 w o b e c  R 2 w  o s ta tn ie j z a le ż n o śc i p o c ią g a  z a  s o b ą  je d n o c z e ś n ie  p o m in ię c ie

k w a d ra tu  in d u k c ji  p o la  s ty c z n e g o  B 2 w o b e c  k w a d ra tu  in d u k c ji p o la  ra d ia ln e g o  B 2 , z a tem  

z g o d n ie  z  (5 .4 d )  z a c h o d z i:

B 2 = B 2 + v rB ? = B 2 = B 2 .

N a s tę p n ie :

T , F e = V j © 2^ 2 R s £ - U a ,
0J d a  X

stąd :

T , Fc = - | A 2 2f © 2 c ° s 2 p < l a ,
o

g d z ie  o z n a c z o n o :

A 2 = 7 t R slpX2 > 0 ,  2 p = 2 p - f .

P o d s ta w ia ją c  d o  p o w y ż sz e j z a le ż n o śc i k w a d ra t p rz e p ły w u  m a s z y n y  i w y k o n u ją c  
z a z n a c z o n e  c a łk o w a n ie  u z y sk u je  się:

T e,Fe =  -  i  A 2© 2 c o s (2 P s -  2 P )  -  A 2© s© r c o s ( p s +  P r - 2 p ) .

W p ro w a d z a ją c  k ą t  m o c y  ja k o :

S =  P s - P r =  ra st - c o [t - p 9  +  y s - y r ,

(Ay=yr-y ) je s t :

T eFe =  aA  © 2 s in (2 5  +  2cort +  2 A y ) +  2aA  •© ,.© , s in (6  +  2cort  +  2 A y ) ,  (5 .7 )

p rz y  czy m :

aA =  | A 2 =  A d - A 0 =  A 0 -  A  je s t  ró ż n ic ą  p e rm e a n c ji  w  o s ia c h  w  o d n ie s ie n iu  do  

p e rm e a n c ji  ś re d n ie j: A 0 =  2-(A d +  A  ) ,
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A d =  7t R slp (X 0 +  X 2 12)  =  A 0 +  aA - p e rm e a n c ja  w  o si "d" m aszy n y ,

A q =  7i R slp (X 0 -  X 2 / 2 )  =  A 0 -  aA - p e rm e a n c ja  w  osi "q" m aszy n y .

M o m e n t re lu k ta n c y jn y  - z g o d n ie  z  d e f in ic ją  (5 .1 )  - j e s t  m o m e n tem , ja k i  ro z w ija

m a s z y n a  p rz y  b ra k u  p rz e p ły w u  p rą d ó w  w  u z w o je n ia c h  w irn ik a  (sy m b o lic z n ie  lr= 0 ). Je s t  on

z a ra z e m  m o m e n te m  p e rm e a n c y jn y m  m aszy n y , p o n iew aż  m o m e n t L o re n tz a  zan ik a :

T  =  T  I =  T  IVR e|lr=0 =-Fe I Ir-0 ’

stąd:

TeR = A A - 0 2 sin (2 8  +  2cort  +  2 A y ) .  (5 .8)

•  Jeże li w irn ik  m aszyny synchronicznej je s t  cylindryczny: &A = 0 , to m om ent perm eancyjny  

(oraz reluktancyjny) w  m aszynie nie pow staje.

•  Jeże li w irn ik  m aszyny synchronicznej nie je s t  cylindryczny: a A * 0 ,  to m om ent

perm ea n cy jn y  p r z y  danych p rą d a ch  w irnika  nie je s t  rów ny m om entow i reluktancyjnem u:

Te,Fe ^  T e,R

i je s t  w iększy  o d  reluktancyjnego, g d y  aA > 0 :

T e ,F e  >  T e R

B) Obliczenie momentu Lorentza

M o m e n t L o re n tz a  (d z ia ła ją c y  n a  o b sz a ry  p rz ew o d z ą ce  p rą d  -  ry s .5 .6 ) w y n o s i:

Te.Cu =  { r » j r,zB rd V .  (5 .9 a )
V

G ę s to ść  p rą d ó w  w irn ik a  w y ra ż a  się  p o p rz ez  p rz e p ły w  u z w o je ń  w irn ik a  © r n astęp u jąco :

. 1 5 0 ,

Jr z h  r05 a  ’

g d z ie :

h  =  h ( a )  - lo k a ln a  g ru b o ść  u z w o je n ia  w irn ik a , 

d V  =  lh ( a ) d b  - ró ż n ic z k a  o b ję to śc i, 

d b  - ró ż n ic z k a  d łu g o śc i łu k u  d b  =  r0( a ) d a ,  

z a tem :
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I

T=,cu = - / r 0( a ) X ( a , S ) ^ i ^ ^ | 1v .  
v h ( a )  db

Cu I e,Cu

Rys.5.6. Składniki momentu elektromagnetycznego 
Fig.5.6. The components o f the electromagnetic torque

Z  p o w y ż sz e j re la c ji  w y n ik a  ró w n o ść :

2*

Te.cu = - p l R ,  |{ X ( c t ,& ) - - ^ - } 0 r s in (P r ) 0 ( a , 9 ) d a ,  

gd y ż : r 0 ( a ) A , ( a ,9 )  =  R sM < x ,9 ) -  n 0 .

N a s tę p n ie  p o m ija ją c  i lo ra z  n 0 / R s j a k o  z n a c z n ie  m n ie jsz y  o d  p rz e w o d n o ś c i X(a ,  9 )  - 

z g o d n ie  z  u w a g ą  d o ty c z ą c ą  z a k re su  s to so w a ln o śc i w z o ru  (5 .6 a ) - o trz y m u je  się:
2n

Tc,cu =  - P 1RS j M a .& )© r s in ( p r ) 0 ( a , 9 ) d a  ,
0

stąd :

2k

Te.cu = “ P1R S J{ X 0 + X 2 c o s (P )} { © r s in (P r )} { © s c o s (P s) +  © r c o s (P r ) } d a ,  
o

i o s ta te c z n ie  p o  sc a łk o w a n iu :

TeCll =  A o0 s0 r s i n ( 8 ) - ń A 0 s0 r s in ( 8  +  2 a )r t  +  2 A y )  (5 .9 b )

(p o m in ię to  w y ra ż e n ie  n ie  b ę d ą c e  fu n k c ją  k ą ta  m o cy : - aA©J s in (2 co rt +  2 A y ) z e ro w e  d la

m a sz y n y  s y n c h ro n ic z n e j, a  d la  m a sz y n y  a sy n c h ro n ic zn e j p o s ia d a ją c e  z e ro w ą  w a rto ść
śre d n ią ) .

D la  m a s z y n y  sy n c h ro n ic z n e j ( r o r =  0 , Ay =  0 , 7t )  m o m e n t L o re n tz a  w y n o s i z a tem :

Tc.cu =  A „ ® sQ r s in ( 5 ) . (5 .9 c )
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C e le m  p o tw ie rd z e n ia  p o p ra w n o śc i re z u lta tó w  o b lic z eń  p rz e p ro w a d z o n y c h  w  p o d p u n k ta c h  A ) 

o ra z  B ) d o k o n u je  s ię  o b lic z e n ia  m o m e n tu  ca łk o w iteg o . M o m e n t te n  j e s t  ró w n y  su m ie  

m o m e n tu  p e rm e a n c y jn e g o  o ra z  m o m e n tu  L o ren tza .

C )  O b l ic z e n ie  m o m e n tu  c a łk o w ite g o

N a  p o d s ta w ie  w z o ru  (5 .5 c ) m o ż n a  zap isać :

T e =  v  IR 2 [ b  B  d a  =  1RS2 f d 0 * .̂ Q d a  ->
J J d a  R0 0 s

2n
Te =  P R S1 j { 0 s c« s P s + © r c o s P r }{X0 +  X 2 c o s ( 2 P ) } { 0 s s i n p j  d a ,

0

a  p o  w y k o n a n iu  c a łk o w a n ia  ( i lo c z y n y  fu n k c ji t ry g o n o m e try c z n y c h , d la  k tó ry c h  sum y 

a lg e b ra ic z n e  a rg u m e n tó w  n ie  z a le ż ą  o d  p a ,  d a ją  n iez e ro w e  ca łk i):

Te =  A o0 s0 r s in (8 ) -  A A 050 r s in (5  +  2cort  +  2A y) +

Te.Cu

______________   (5 .1 0 a)

+  2 & A 0 J0 , s in (8  +  2cort  +  2A y) +  aA © 2 s in (2 8  +  2cort +  2A y) 

g d z ie  m o m e n t re lu k tan c y jn y :

T e R =  iA  • © 2 s in (2 S  +  2cort  +  2 A y ) . (5.1 Ob)

W  z a le ż n o śc i (5 .1 0 a )  w y ró ż n io n o  m o m e n ty  sk ła d o w e  L o re n tz a  i p e rm e a n c y jn y  k lam ram i 

s to so w n ie  d o  o b lic z e ń  p rz e p ro w a d z o n y c h  w  p o d p u n k ta c h  A ) o ra z  B ).

D la  m a sz y n y  sy n c h ro n icz n e j (c o r =  0, Ay =  0 , 7t ) m o m e n t re lu k tan c y jn y :

Te,R = T eFe|ir_o = A A - 0 2 s in (2 8 ) ,  (5 .1 0 c)

a  ca łk o w ity :

Tc =  A d © s0 r s in (8 ) +  aA ■ © 2 s i n ( 2 8 ) , (5.1 Od)

z g o d n ie  z  te o r ią  sy n c h ro n icz n e j m aszy n y  p rą d u  p rz e m ie n n e g o  [K .5 , P. 1, P .2 ].

Z a le ż n o ść  (5 .1 0 a )  p o tw ie rd z a  z u p e łn o ść  ro z k ła d u  c a łk o w ite g o  m o m e n tu  m aszy n y  

z  n ie ró w n o m ie rn ą  s z c z e lin ą  n a  m o m e n t p e rm e an c y jn y  T e,Fe (5 .7 )  o ra z  m o m e n t L o re n tz a  T e,cu 

(5 .9 c ). M o m e n ty  L o re n tz a  i p e rm e an c y jn y  w z a je m n ie  się  u z u p e łn ia ją  tw o rz ąc  m o m e n t 

c a łk o w ity .



D ) Obliczenie momentu maszyny na podstawie funkcji koenergii magnetycznej układu

C e le m  p o tw ie rd z e n ia  p o p ra w n o śc i z a le ż n o śc i (5.1 Od) m o m e n t c a łk o w ity  m aszy n y  

z o s ta n ie  p o n o w n ie  o b lic z o n y , ty m  ra z e m  n a  p o d s ta w ie  fu n k c ji  k o e n e rg ii. P o c h o d n a  

c z ą s tk o w a  k o e n e rg ii  m a g n e ty c z n e j w z g lę d e m  w sp ó łrz ęd n e j p rz e s trz e n n e j p rz y  u s ta lo n y c h  

p rą d a c h  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e c h a n ic z n e g o  stan o w i c a łk o w ity  m o m e n t e le k tro m a g n e ty c zn y . 

Z a k ła d a  s ię  z a le ż n o ść  in d u k c ji p o la  m ag n e ty c z n e g o  o d  je d n e j  w sp ó łrz ęd n e j p rzes trzen n e j 

o ra z  b ra k  z ja w isk  h is te re z o w y c h . K o e n e rg ia  m a g n e ty c z n a  W c lin io w e g o  u k ła d u  sk o ń czo n ej 

lic z b y  u z w o je ń  j e s t  e n e rg ią  m a g n e ty c z n ą  u k ła d u  u z w o je ń  s to ja n a  i w irn ik a  z a w a rtą  

w  o b sz a rz e  V  [M .5 , S .2 ]:

W c =  | v B 2d V . (5.1 la )
V

P o m ija ją c  k w a d ra t sk ła d o w e j s ty czn e j in d u k c ji p o la  m a g n e ty c z n e g o  w o b e c  k w a d ra tu  

sk ła d o w e j ra d ia ln e j o ra z  u w z g lę d n ia ją c , iż  p rz e w o d n o ść  m a g n e ty c z n a  sz c z e lin y  w y n o si 
(p o d p u n k t A ):

X ( a ,9 )  =  X.0 +A .2 cos2(3 = ------ , ( 5 .1  lb )
v 0g ( a , 9 )

gd z ie :

g ( a ,S )  =  g  - lo k a ln a  g ru b o ść  sz c z e lin y  p o w ie trz n e j,

P =  - p ( c c - S )  +  y , 

o trz y m u je  się :

W c =  |  v„ J § 2d V  =  i v 0 lR s JgB2da =  { I R ,  } r ' B 2d a .
V 0 0

N a  p o d s ta w ie  (5 .6 d )  m o ż n a  z ap isać :

2 7t

w c = T 1R S J {*-0 +  C0 S(2 P )} { © s cos((5s ) + 0 r c o s (P r ) } 2d a  .
0

O b lic z e n ie  p o w y ż sz e j ca łk i p ro w a d z i do  re lac ji:

w c = 7 a „ { t © 2 +  0 s© t c o s (5 )  +  y © 2 } +

+  |  A 2 ( i ® 2 c o s (2 8  +  2cor t  +  2 A y ) +  © s0 r c o s ( 8  +  2cor t  +  2 A y ) +  J- © 2 c o s(2 co rt  +  2 A y )} .

Z  u w a g i n a  d e f in ic ję  k ą ta  m o cy :

8  =  p s - p r = f f l st - c o rt - p 9  +  y s - y r ,

m o ż n a  z ap isa ć :

dW„ 5 W C
=  " P  - = r -  (5.1 lc )
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P o c h o d n a  c z ą s tk o w a  fu n k c ji  k o e n e rg ii  w z g lę d e m  k ą ta  o b ro tu  w irn ik a  (w ie lk o śc i 0 S, 0 r, cos, cor, 

ys, yr p o z o s ta ją  u s ta lo n e )  o k re ś la  m o m e n t c a łk o w ity  d z ia ła ją c y  n a  w irn ik  m aszy n y :
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CJ W  -»
   =  A 0@s© r sin (S ) +  { A 2© s© r s in ( 8  +  2co(t  +  2A y) +  ^ A 20 s s in (2 8  +  2(ort  +  2 A y ) . (5.11 d)

a s

Z a le ż n o ść  p o w y ż sz a  je s t  z g o d n a  z  u p rz ed n io  u z y sk a n ą  n a  innej d ro d z e  z a le ż n o śc ią  (5 . lOa).

5 .4 . M O M E N T  P E R M E A N C Y JN Y I  R E L U K T A N C Y JN Y

C a łk o w ity  m o m e n t e le k tro m a g n e ty c z n y  ro z w ija n y  p rz e z  m a sz y n ę  sy n c h ro n ic z n ą  m o żn a  

ro z ło ż y ć  d w o ja k o :

T
e,R

I )  Te =  A q0 s© r s in 8  +  2 A A 0 s0 r sin (S ) +  A A © 2 s in (2 8 ) ,  (5 .1 2 a)

T
e ,C u  e ,F e

b ąd ź:

I I )  Te =  ( A q +  2 A A ) 0 s© r s in 8  +  AA© 2 s in (2 8 )  (5 .1 2 b )

^ e ,S y n c h r  ^ e ,R

P o ró w n u ją c  o b a  p o w y ż sz e  ro z k ła d y  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  m aszy n y

sy n c h ro n icz n e j m o ż n a  s tw ie rd z ić , iż  ro zk ład :

- 1) - w y o d rę b n ia  sk ła d n ik i p o s ia d a ją c e  p ro s tą  in te rp re ta c ję  f izy k a ln ą : m o m e n t L o ren tza  o ra z  

p e rm e a n c y jn y  (ś ro d o w isk o w y ). M o m e n t p e rm e an c y jn y  je s t  w y n ik ie m  d z ia łan ia  sił 

s ty c zn y c h  n a  w irn ik  m a sz y n y  (w irn ik  s ta n o w i o ś ro d e k  m a te ria ln y  - fe rro m a g n e ty k  o 

o d p o w ie d n io  u k sz ta łto w an e j p o w ie rzc h n i zew n ę trzn e j). M o m e n t L o re n tz a  (m o m en t sił 

L o ren tza )  j e s t  w y n ik ie m  d z ia ła n ia  sił n a  p rą d y  p ły n ąc e  w  w irn ik u  m aszy n y .

- I I )  - tra d y c y jn ie  p rz y jm o w a n y  o p ie ra  s ię  n a  w y o d rę b n ie n iu  sk ła d n ik ó w  z a leż n y c h  od  

ró ż n y c h  fu n k c ji try g o n o m e try c z n y c h  k ą ta  m o cy . Je d e n  z e  sk ła d n ik ó w  - m o m en t 

re lu k ta n c y jn y  n ie  z a le ż y  o d  n a p ię c ia  w z b u d ze n ia . W  p rz y p a d k u  p o lih a rm o n iczn e j 

a n a liz y  m a sz y n y  n ie  d a je  p rz e jrz y s te g o  o p isu  sk ła d n ik ó w  m o m e n tu , a  w  p rz y p ad k u  

u w id a c z n ia n ia  się  z ja w isk  n a sy c e n ia  w  o g ó le  n ie  je s t  m o ż liw e  je g o  w  p e łn i p o p raw n e  

z in te rp re to w a n ie  i o d n ie s ie n ie  do  ró ż n y ch  s ta n ó w  p ra cy  (po r. p o n iż sz e  uw ag i).

P rz y k ła d o w o , d la  m a sz y n y  sy n c h ro n icz n e j o  d a n y c h  z n am io n o w y ch : Sn= 1 5 0 M V A , 

U n= 1 3 .6  k V , In= 6 2 7 6  A , f„=50 H z , X dr= 1 .8 6 , X qr= 0 .9 8 , coscpn= 0 .9 , 2 p = 1 0  o b lic z o n o  (a n a liz a  

m o n o h a rm o n ic z n a )  m o m e n ty  w  p ro c en tac h  m o m e n tu  c a łk o w iteg o  d la  z n am io n o w eg o  stan u  

p racy :
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i
f

R o zk ła d  I )
M o m e n t L o re n tz a

2 7 %

M o m e n t o e rm e a n c v in v

7 3 %

R o zk ła d  I I )
M o m e n t sy n c h ro n icz n y  

7 6 %

M o m e n t re lu k ta n c v in v  

2 4 %

moment
synchroniczny

7 6 %

<     1 0 0 %

M o m e n t L o re n tz a M o m e n t p e rm e a n c y jn y  (ś ro d o w isk o w y )
'  •

M o m e n t sy n c h ro n ic z n y M o m e n t re lu k ta n c y jn y

M   1 0 0 %  - ........................ — .......... ...-...................►

Rys.5.7. Rozkład momentu całkowitego maszyny synchronicznej -  graficzna prezentacja 
Fig.5.7. Synchronous machine total torque decomposition -  chart presentation

R o z k ła d  c a łk o w ite g o  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  n a  m o m e n t ś ro d o w isk o w y  

(p e rm e a n c y jn y )  o ra z  m o m e n t L o re n tz a  p o k a zu je , iż  ro la  w y p ro filo w a n e g o  w irn ik a  m aszy n y  

sy n c h ro n ic z n e j - je ż e l i  c h o d z i o  w a rto ść  w y tw a rz a n e g o  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  - je s t  

d u ż o  w ię k sz a , n iż  w y n ik a ło b y  to  z  w a rto śc i m o m e n tu  re lu k ta n c y jn e g o . P rz e p ły w  w irn ik a  

(p o le  m a g n e ty c z n e  p o c h o d z ą c e  o d  w irn ik a )  w a ru n k u je , w ra z  z  p o le m  o d  u z w o je ń  sto jan a , 

w a rto ść  m o m e n tu  d z ia ła ją c e g o  n a  fe rro m a g n e ty c z n y  w irn ik . W a rto ść  m o m e n tu  d z ia ła jąc eg o  

n a  fe rro m a g n e ty c z n y  w irn ik  o k a zu je  się  b y ć  w ię k sz a  n iż  w a rto ść  m o m e n tu  re lu k tan c y jn eg o . 

M o m e n t re lu k ta n c y jn y  n ie  s ta n o w i z a te m  w ie lk o śc i, k tó ra  o p isu je  c a ło śc io w o  d z ia łan ie  sił na  

w y p ro f i lo w a n y  m a g n e ty c z n y  w irn ik .

M o m e n t re lu k ta n c y jn y  w y z n a c z a n y  w  [K .5 , P . l ,  P .2 , aD .4 ] - ja k  się  o k azu je  

w  k o n te k ś c ie  z a p ro p o n o w a n e g o  ro z d z ia łu  - n ie  je s t  d e f in io w a n y  w  sp o só b  w y s ta rcz a ją co  

śc is ły  i o g ó ln y . M ia n o w ic ie , m o m e n t re lu k ta n c y jn y  ro z u m ia n y  je s t  ja k o  c z ę ść  c a łk o w iteg o  

m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  m a szy n y , k tó ry  p o w s ta je  w  sy n c h ro n ic z n e j m aszy n ie  

n ie w z b u d z o n e j (m o m e n t sy n c h ro n ic z n y  z an ik a ) . W a ru n k o w a n y  je s t  o n  ró ż n ic ą  w ła śc iw o śc i

moment
reluktancyjny

2 4 %
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m a g n e ty c z n y c h  m a s z y n y  w  d w ó c h  o siach . T ak i sp o só b  d e f in io w a n ia  m o m e n tu  

re lu k ta n c y jn e g o  n ie  m a  c h a ra k te ru  o g ó ln eg o  i n ie  p o z w a la  n a  p o p ra w n e  s to so w an ie  teg o  ty p u  

d e f in ic ji w  ró ż n y c h  s ta n a c h  p ra c y  m aszy n y .

N a  p rz y k ła d , d la  m a sz y n y  o  n a sy c a ją c y m  się  o b w o d z ie  m a g n e ty c z n y m  u jaw n ia  się  

z a le ż n o ść  re a k ta n c ji  w  o si w z d łu żn e j i p o p rz ec zn e j m aszy n y  o d  p rą d ó w  u z w o je ń  m aszy n y . 

N a su w a  się  z a te m  n a tu ra ln e  p y tan ie : ja k ie  p a ram e try  n a sy c o n e j c z y  te ż  n ien a sy c o n e j m aszy n y  

u w z g lę d n ia ć  - c h o ć b y  n a w e t p rz y  m o n o h a rm o n icz n e j a n a liz ie  - c e le m  o k re ś le n ia  m o m e n tu  

re lu k ta n c y jn e g o  i ja k i  m ia łb y  o n  w te d y  se n s?  U w zg lęd n ie n ie  p a ra m e tró w  w  s ta n ie  n a sy c en ia  

(o d p o w ie d n io  sk o ry g o w a n y c h  w  s to su n k u  d o  p a ra m e tró w  w  s ta n ie  n ie n a sy c o n y m ) p rzeczy  

o k re ś le n iu  m o m e n tu  re lu k ta n c y jn e g o  ja k o  m o m e n tu  m aszy n y  p o w s ta ją c e g o  b e z  u d z ia łu  

p rą d ó w  w irn ik a  m a szy n y . T a k  z d e f in io w a n y  m o m e n t re lu k ta n c y jn y  z a le ż y  o d  p a ram etró w  

b ę d ą c y c h  fu n k c ją  w  o g ó ln o śc i n ie z e ro w y c h  p rą d ó w  w irn ik a . N ie u w z g lę d n ie n ie  z a ś  zm ian y  

p a ra m e tró w  p o w o d u je  u z a le ż n ie n ie  m o m e n tu  re lu k ta n c y jn e g o  o d  p a ram e tró w , k tó re  nie 

o d n o s z ą  s ię  d o  a k tu a ln e g o  s ta n u  p ra c y  m aszy n y . D e fin io w a n ie  m o m e n tu  re lu k ta n c y jn e g o  ja k o  

c zę śc i m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  m aszy n y  (5 .1 2 a ) p rz y  z e ro w y c h  p rą d a c h  w irn ik a:

df
Te.R = T eL  (5 .1 3a)

je s t  p o p ra w n e  i c e lo w e  z a te m  ty lk o  d la  m aszy n  o s ta ły c h  p a ra m e tra c h  (n ie n a sy c a ją c y c h  się  

w  o g ó le  lu b  s iln ie  n a sy c o n y c h ) . T a k ą  d e f in ic ję  - m im o  iż  n ie ś c is łą  - m o ż n a  je d n a k  u w a ża ć  za  

m a ją c ą  p e w ie n  se n s  z  u w a g i n a  te c h n ic z n ą  (p rzy b liżo n ą )  k o n ie c z n o ść  o c e n y  w p ły w u  

u k sz ta ł to w a n ia  w irn ik a  n a  w ła sn o śc i e k sp lo a tac y jn e  m a sz y n y  sy n c h ro n icz n e j z  w y d a tn y m i 

b ieg u n a m i.

A u to rz y  [ P . l ,  P .2 , aD .4 ] - m ó w iąc  o  m o m e n c ie  re lu k ta n c y jn y m  - z a z n a c z a ją  ró w n ież , iż 

je s t  to  m om en t w yw ołany w ydatną  b iegunow ością  m aszyny  - asym etrią  m agnetyczną  w irnika  

m aszyny. S tw ie rd z e n ie  ta k ie  - c h o ć  n ie  b e zp o ś re d n io  - su g e ru je , ż e  w y d a tn a  b ieg u n o w o ść  je s t  

j e d y n ą  p rz y c z y n ą  w y tw o rz e n ia  ty lk o  m o m e n tu  re lu k tan c y jn eg o . N ie  je s t  k o m en to w a n y  

b o w ie m  w  o g ó le  w p ły w  w y d a tn e j b ieg u n o w o śc i n a  w a rto śc i d ru g ie g o  sk ła d n ik a  ca łk o w iteg o  

m o m e n tu  - m o m e n tu  sy n c h ro n icz n eg o . W y d a tn a  b ieg u n o w o ść , ro z u m ia n a  ja k o  rezu lta t 

o d p o w ie d n ie g o  z a p ro je k to w a n ia  p o w ie rzc h n i w irn ik a , p ro w a d z i do  p o w s ta w a n ia  m o m e n tu  

p e rm e a n c y jn e g o , k tó ry  je s t  w ię k sz y  lu b  ró w n y  m o m e n to w i re lu k ta n c y jn e m u . D la  m aszy n  

sy n c h ro n ic z n y c h  o  w y d a tn y c h  b ieg u n a c h  X q/X d~ 0 .6 + 0 .8 , p rz y  n ie z n a c z n y c h  n a sy c en iac h  

o b w o d u  m a g n e ty c z n e g o , s to su n e k  m o m e n tu  re lu k ta n c y jn e g o  d o  p e rm e a n c y jn e g o  w a h a  się 

w  g ra n ic ac h :

- ^ -  =  0 .4 +  0 .6 .  (5 .1 3 b )
T e .Fe

Z d e f in io w a n y  m o m e n t p e rm e a n c y jn y  m o ż n a  w y k o rz y s ta ć  p rz y  p ro je k to w a n iu  m aszy n y  

sy n c h ro n ic z n e j z  w y d a tn y m i b ieg u n am i. W arto ść  m o m e n tu  p e rm e a n c y jn e g o  m o że  być
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p o d s ta w ą  d o  o k re ś le n ia  n a p rę ż e ń  p a n u ją c y c h  w  w a rs tw a c h  iz o la c j i  u z w o je ń  w z b u d z e n ia  

m a s z y n y  sy n c h ro n ic z n e j z  w y d a tn y m i b ieg u n a m i.

N ie c h  m o m e n t p e rm e a n c y jn y , d z ia ła ją c y  n a  je d e n  fe rro m a g n e ty c z n y  p ie n ie k  b ie g u n a  

w irn ik a  m a s z y n y  sy n c h ro n ic z n e j o  2 p  b ieg u n a ch , w y n o s i te,Fe- M o m e n ty  sil d z ia ła ją c e  na  

p rą d y  p o  o b u  s tro n a c h  b ie g u n a  o z n a c z a  s ię  o d p o w ie d n io  ja k o  te.cui o ra z  te,cu2 (n a  ry s .5 .8  

m o m e n ty  s ił sy m b o lic z n ie  z a z n a c z o n o  w  p o s ta c i s trz a łek ) . C a łk o w ity  m o m e n t m a sz y n y  

sy n c h ro n ic z n e j p rz y  ta k  w p ro w a d z o n y c h  o z n a c z e n ia c h  w y n o s i:

T e =  2p(t«,Fe +  te,Cul +  te,Cu2)>

T
g d z ie : t eFe =  - ~ - e - m o m e n t p e rm e a n c y jn y  d z ia ła ją c y  n a  je d e n  b ieg u n ,

2 p

T
tecu im  =  c'Cul(2) - m o m e n t L o re n tz a  d z ia ła ją c y  p o  o d p o w ie d n ie j s tro n ie  b ieg u n a .

2 p

Ś c isk a n a  w a rs tw a  iz o la c ji  u z w o je n ia  w z b u d z e n ia  p rz en o s i n a  w a ł m a sz y n y  m o m e n t sił 

o k re ś lo n y  p o p rz e z  w a r to ść  m o m e n tu  L o re n tz a  te.cu =  te.cui +  te,cu2 - M o m e n t te n  m o że  b y ć  

w y ra ż o n y  p o p rz e z  m o m e n t p e rm e a n c y jn y  n as tęp u jąc o :

te.cu = t ~ ( T c - T eFe) .  (5 .1 3c)
2 p

N a le ż y  p o d k re ś l ić , iż  o b a  w y s tę p u ją c e  m o m e n ty  s ił w  z a le ż n o śc i (5 .1 3 c )  s ą  o b lic z a n e  ja k o  

s to so w n e  c a łk i p o w ie rz c h n io w e .

1

szczelina
pow ietrzna

Rys.5.8. Składowe momentu elektromagnetycznego dla przykładowej maszyny synchronicznej 
Fig.5.8. The components o f the electromagnetic torque for exemplary synchronous machine
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D ia  h y d ro g e n e ra to ra  A D V - 556  a n a lizo w a n e g o  n u m e ry c z n ie  w  z n am io n o w y m  stan ie  

p ra c y  (p o d ro z d z ia ł  5 .4 )  o trzy m an o : te,cu =  0 .0 7 5 5 5  M N m  (2 p = 1 0 ), te,Fe =  0 .1 5 5 5  M N m . 

M o m e n t sił p rz e n o sz o n y  p rz e z  śc isk a n ą  w ars tw ę  izo lacji w y n o si:

t«,cu ~  76  kN m .

Ś re d n ie  n a p rę ż e n ie  śc isk a ją c e  <js ro z w a ż a n ą  w a rs tw ę  iz o la c ji  (p rz y  z a ło ż e n iu  iż  c a ła  

p o w ie rz c h n ia  sk ra jn e j w a rs tw y  izo la c ji p o d le g a  śc isk a n iu ) w y n o s i:

T . - T ,
CT. = e ~ VFt , (5 .1 3d)

'  2 p lh R ,v

g dzie :

R av - ś re d n i p ro m ie ń  cew k i u z w o je n ia  w z b u d ze n ia , 

h  - w y s o k o ść  c ew k i,

1 - d łu g o ść  m aszy n y .

D la  ro z w a ż a n e g o  h y d ro g e n e ra to ra : R av =  1.815 m , h  =  0 .2 1 5  m , 1 =  1.621 m , z a tem  śred n ie  

n a p rę ż e n ie  ś c isk a ją c e  w y n o s i:

crs =  119.5 kPa.

W a rto ść  ta  w  o d n ie s ie n iu  d o  g ra n ic y  sp rę ży s to śc i d la  izo la c ji p o lw in ito w e j [H .2 ] w y n o si:

1 1 9  5 № a  *  0 .0 2 4  =  2 .4  % ,
5 M P a

n ie  s ta n o w ią c  b e z p o ś re d n ie g o  z ag ro ż e n ia  n a ru sze n ia  g ra n ic y  sp rę ży s to śc i izo lac ji.

M o m e n t p e rm e a n c y jn y  (ś ro d o w isk o w y ) m o że  b y ć  w y k o rz y s ty w a n y  p rz y  sp ra w d z an iu  

k ry te r ió w  w y trz y m a ło ś c io w y c h  izo la c ji w irn ik a  m aszy n y  sy n c h ro n icz n e j, c e le m  o c en y  stanu  

n a p rę ż e ń  w  iz o la c ji. M o m e n t ś ro d o w isk o w y  m o ż e  z o s tać  w łą c z o n y  d o  c a ło k sz ta łtu  zag a d n ie ń  

ro z w a ż a n y c h  p rz y  p ro je k to w a n ia  m aszy n  sy n c h ro n icz n y ch  [ D . l ]  o ra z  p ro w a d z e n iu  o b liczeń  

e le k tro m a g n e ty c z n y c h  m a sz y n  [T .5 ],

5 .5 . N U M E R Y C Z N A  A N A L IZ A  M O M E N T Ó W  SIŁ  M A S Z Y N Y  S Y N C H R O N IC Z ­

N E J  Z  B IE G U N A M I W Y D A T N Y M I

N u m e ry c z n a  a n a liz a  p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  p o z w a la  - p o p rz e z  o k re ś len ie  w arto śc i 

w e k to ró w  p o la  m a g n e ty c z n e g o  w  z a ło żo n e j, w y s ta rcz a ją co  d u że j l ic z b ie  p u n k tó w  o b sz a ru  - 

n a  o b lic z e n ie  m o m e n tu  p e rm e an c y jn eg o , L o re n tz a  o ra z  c a łk o w ite g o  m o m en tu  

e le k tro m a g n e ty c z n e g o . Z a leż n o śc iam i w y k o rz y s ty w a n y m i d la  p o trz e b  o b liczeń  

n u m e ry c z n y c h  s ą  z a le ż n o śc i (4 .1 6 ) i (4 .1 7 ), a  w  k o n se k w e n c ji (5 .4 c )  i (5 .5 b ).
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P o le  m a g n e ty c z n e  a n a liz u je  s ię  w  n in ie jsz e j p ra c y  m e fo d ą  e le m e n tó w  sk o ń c z o n y ch . 

A n a liz o w a n o  p o le  m a g n e ty c z n e  w  z n a m io n o w y m  s ta n ie  p ra c y  h y d ro g e n e ra to ra  o ra z  p o  je g o  

o d w z b u d z e n iu . D o  o p isu  p o la  m a g n e ty cz n eg o  z a s to so w a n o  p o te n c ja ł  w e k to ro w y  p o la  

m a g n e ty c z n e g o . Z a d a n y m  w a ru n k ie m  b rz e g o w y m  n a  z e w n ę trzn e j p o w ie rz c h n i s to ja n a  i 

w e w n ę trz n e j p o w ie rz c h n i  w irn ik a  b y ł  z e ro w y  w a ru n e k  b rz e g o w y  D ir ic h le ta  (ry s .5 .1 0 ) . N a  

p ro m ie n io w y c h  g ra n ic a c h  p o d z ia łk i b ieg u n o w e j z a d a n o  w a ru n e k  sy m e tr ii  (p e rio d y c z n o śc i)  

p o te n c ja łu  m a g n e ty c z n e g o . L ic z b a  e le m e n tó w  w y n o s iła  o k o ło  7 0 0 0 . A n a liz ę  p o la  

m a g n e ty c z n e g o  - z  u w a g i n a  n a tu ra ln ą  sy m e tr ię  m a s z y n y  w iru ją c e j - p rz e p ro w a d z a  się  

w  u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  c y lin d ry c z n y c h , w  k tó ry m  in d u k c ja  p o la  m a g n e ty c z n e g o  m a  

sk ła d o w e  (B r, B a ). O b lic z a n ie  sk ła d o w y c h  n o rm a ln y c h  i s ty c z n y c h  (B n, B t) in d u k c ji  p o la  na  

p o d s ta w ie  sk ła d o w y c h  in d u k c ji  w  u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  c y lin d ry c z n y c h  j e s t  d o k o n a n e  je s t  

n a  p o d s ta w ie  z a le ż n o śc i:

/ v ,  s fB  = B  c o s e - B „  s in e
( r ,a )  —> (n ,t): . “ , (5 .1 4 a )

[ B t =  B r s in e  +  B a c o s e

o ra z  n a  o d w ró t:

. . ,  fB  = B „  c o s s  +  B , s in e
(n ,t)  —> ( r ,a ) :  '  " . *

[B 0 = - B n s in  б +  B t c o s e
(5 .1 4 b )

gd z ie :

e  - k ą t  n a c h y le n ia  s ty c zn e j w  d a n y m  p u n k c ie  lin ii b rz eg o w e j p rz e k ro ju  p o w ie rzc h n i

w irn ik a  d o  o s i  a = 0  p rz y ję te g o  u k ła d u  w sp ó łrz ę d n y c h  ( ry s .5 .9 ):

d r
tg£  =  — ( 5. 14с)  

r0dct

D o k o n a n o  o b lic z e n ia  w a r to śc i m o m e n tó w : p e rm e a n c y jn e g o  T e Fe, re lu k ta n c y jn e g o  T e R, 

L o re n tz a  T e cu i c a łk o w ite g o  T e d la  p ro d u k o w a n e j se ry jn ie  m a sz y n y  sy n c h ro n ic z n e j,  j a k ą  je s t  

h y d ro g e n e ra to r  A D V -5 6 6  o  n a s tę p u ją c y c h  d a n y c h  z n a m io n o w y c h : S „ = 1 5 0 M V A , 

P„ = 1 3 5  M W , U „ = 1 3 ,8  k V , In = 6 2 7 6  A , X d r= 1 .8 6 , X q r= 0 .9 8 , co sq > = 0 .9 , 2 p = 1 0 ,

T en = 2 ,1 5  M N m , fn = 5 0  H z , n„ = 6 0 0  o b r/m in , Iwn= 1 3 2 8 A ,  IW0= 6 4 3  A , g  = 0 .0 2  m ,

1 = 1 .6 2 1  m .

P rz e k ró j h y d ro g e n e ra to ra  p o k a z a n o  n a  ry su n k a c h  5 . l a ,  5 .1 0  o ra z  5 .11 . P o d z ia łk a  

b ie g u n o w a  s to ja n a  w y n o s i 18, p o sk o k  u z w o je n ia  s to ja n a  o d p o w ia d a  15 p o d z ia łk o m  

ż ło b k o w y m , lic z b a  ż ło b k ó w  n a  b ie g u n  n a  fazę  s to ja n a  w y n o s i 6 , z a ś  lic z b a  g a łęz i 

ró w n o le g ły c h  w y n o s i 5 . L ic z b a  z w o jó w  n a  b ie g u n ie  w irn ik a  3 9 .5 , u z w o je n ie  w z b u d z e n ia  n ie  

m a  g a łę z i ró w n o le g ły c h . Ś re d n ic a  z e w n ę trz n a  s to ja n a  w y n o s i 5 6 6 0  m m , ś re d n ica  

w e w n ę trz n a  s to ja n a  w y n o s i 4 2 8 0  m m . P ro m ie ń  ja rz m a  w irn ik a  8 8 2  m m , a  p o w ie rzc h n i 

b ie g u n a  1703 m m .
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A normalna
\\

Rys.5.9. Składowa styczna oraz normalna wektora indukcji pola magnetycznego 
Fig.5.9. Tangential and normal magnetic flux density components

M o m e n t p e rm e a n c y jn y  d la  w z b u d zo n e j z n am io n o w o  o ra z  o d w z b u d zo n e j m aszy n y  p rzy  

z n a m io n o w y m  p rą d z ie  s to ja n a  z o s ta ł o k re ś lo n y  z a  p o m o cą :

- sy m e try c z n e g o  te n s o ra  n a p rę ż e ń  M a x w e lla ,

- sk ła d n ik a  n ie je d n o ro d n o śc io w e g o .

C e le m  z a p e w n ie n ia  m o ż liw o śc i o d n ie s ie n ia  o b liczo n e j w a rto śc i m o m e n tu  re lu k tan c y jn eg o  

m a sz y n y  n ie w z b u d z o n e j do  m o m e n tu  w  z n am io n o w y m  s ta n ie  p ra c y  z a ło ż o n o  lin io w o ść  

o b w o d u  m a g n e ty c z n e g o  h y d ro g e n e ra to ra .

R o z k ła d  p o la  m ag n e ty c z n e g o  o k re ś lo n o  p rz y  w y k o rz y s ta n iu  p ro g ra m u  F E M A G  

[F E M A G  -  o p is  p ro g ram u ]. L in ie  p rz e d s ta w io n e  n a  ry su n k a c h  5 .1 0  o ra z  5.11 s ą  izo lin iam i - 

k rz y w y m i s ta łe g o  p o te n c ja łu  m a g n e ty cz n eg o  (A A = 0 .1 2 1 0 ' 3 V s /m m ). S k ła d o w ą  p ro m ie n io w ą  

i s ty c z n ą  in d u k c ji  p o la  m ag n e ty c z n e g o  o d c zy tan o  w  1400 p u n k ta c h  w  sz c ze lin ie  p o d  je d n ą  

p a rą  b ie g u n ó w  o ra z  w  1729 p u n k ta c h  n a  o b w o d z ie  b ie g u n ó w  w irn ik a  (ry s .5 .1 2 , 5 .13). 

N u m e ry c z n ą  im p le m e n ta c ję  w y k o rz y s ty w a n y c h  ró w n a ń  (5 .4 c ) o ra z  (5 .5 b )  p rz ed s ta w io n o  na  

ry s .5 .1 2  (m a s z y n a  n ie w z b u d z o n a )  o ra z  ry s .5 .1 3  (m a sz y n a  w z b u d zo n a ). D o  b e zp o ś re d n ich  

o b lic z e ń  w a rto śc i m o m e n tó w  w y k o rz y s ta n o  n a p isan e  p ro g ra m y  p o z w a la ją c e  n a  p ro s ty  zap is 

re a liz o w a n y c h  o b lic z eń . R y su n k i 5 .1 2 -5 .1 4  p rz e d s ta w ia ją  f ra g m e n ty  k o d u  p ro g ram ó w  

n a p is a n y c h  p rz y  w y k o rz y s ta n iu  p ro g ra m u  M a th cad .
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R ys.5.10. Przekrój poprzeczny hydrogeneratora i rozkład pola przy w zbudzeniu znam ionow ym  
Fig .5.10. C ross-section  o f  salient-pole synchronous generator and the m agnetic field distribution for 

excited  m achine
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R ys.5.11. Przekrój poprzeczny hydrogeneratora i rozkład pola m agnetycznego przy braku w zbudzenia 
F ig .5 .1 1. C ross-section  o f  salient-pole synchronous generator and the  m agnetic  field distribution for 

non-excited m achine
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OBLICZENIE MOMENTÓW MASZYNY SYNCHRONICZNEJ 0  WYDATNYCH 
BIEGUNACH PRZY BRAKU WZBUDZENIA

Parametry generatora: lo  :=  1.621 p  :=  5 v F e  :=  0.005

Obliczenie momentu permeancyjnego poprzez składnik niejednorodnościowy:

Br, + Br^, , s Baj + Ba;_, . , , 
Bin : =    co s(e jj   sii^Ej)

^  Br, + Br,., . i x Baj + B a;., , x
Btj : =   ̂ sir^E \J + --------------- cos^EjJ

e , := atan
^  r i -  r i-l 1 N

T eF e  :=

2
1728

s :=  - i

1 =  2

lo-p v o  s -( l -  v F e )

T eF e  =  4.771 x io5 N m

Obliczenie momentu permeancyjnego (reluktancyjnego) za pomocą tensora naprężeń Maxwella 

Przeliczenie składowych pola magnetycznego

B rSj :=  B iv c o s ( e j )  +  v F e -B t;s in (E j)  B a 5 j  := —Br^-sir^Ej) +  v F e -B V c o s (s j)

1728 r  /

T eF e2  := Z  2 ' [ ( B r5 i)2 -  (S “ 8  i)2] ' ( ri ~  T i-,) I  ~

r: +  tl

T e F e l

i =  2
1728

i =  2

B r 5 i - B a 8 j - ( f j -  Ą _,)
r; + ru

•vo-lo-p

v o -lo -p  T eF e2  =  -2.647X io5 N m

T e F e l  =  7 .3 4 4 x io5 N m

T e F e o  := T e F e l  +  T eF e2  T eF eo  =  4.698x io5 N m

Zgodność obliczeń: T eF eo

T eF e
•100 =  98.45 %

Rys.5.12. Obliczenie momentu reluktancyjnego generatora ADV-566 
Fig.5.12. Reluctantive torque o f  ADV-566 generator - the calculation
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OBLICZENIE MOMENTÓW MASZYNY SYNCHRONICZNEJ Z WYDATNYMI 
BIEGUNAMI PRZY WZBUDZENIU ZNAMIONOWYM

Parametry generatora: 10  := 1.621 p :=  5 vFe :=  0.005

Obliczenie momentu permeancyjnego poprzez składnik niejednorodnościowy:

Bn + Br,_, , B aj + Ba;_, , v
Bn; : =    cos^EiJ   sin^Eij

Br,+ BrH  j  x Baj + Ba,-, , ^
Btj :=    Sir^Eij + ——    'COSyE [J

Ej := atan ri ~  fi-i J _  

Ą - Ą - i  ri_i

TeFe :=

2
1728

s := -1

Z  ^  ~4( r i -  [ ( B ^ ) 2 +  (B ti) 2-v F e ] •lo p  vo  ( l  -  v F e)

T eF e =  l.555x l tf  N m

Obliczenie momentu permeancyjnego (reluktancyjnego) za pomocą tensora naprężeń Maxwella

B r5j := B nj-cos(ej) +  vFe-B tj-sir^E j) B a S j := -B n | sir(E i) +  v F e B tjC o s (£ j)

2"1728

T e F e l := ^  

i =  2 

1728

B r5 j-B a8  j-(f< -  fi_ ,)
ri +  rj_j

v o s l O ' P  T e F e l =  l.079x N m

T eF e2  := £  [ ^  [ (B rS j ) 2 -  ( f ia S  i)2] - ( ri -  ri_ ,) 

i = 2

T eF eo  := T e F e l +  T eF e2

T eF eo  =  1.525x 10  ̂ N m

rj +  rj_
• v o s l o p

T eF e2  =  4.468x 10s N m

Zgodność obliczeń:
T eF eo

T eFe
•100 =  98.068 %

1400

i = 2

Br, +  B r,., B a j  + B a j . ,
( a i  -  a j - , ) -

r; + r;_,

Udział momentu permeancyjnego: T eFe

Te
•100 =  67.167 %

• v o s lo - p

T e =  2 .316X  i c f  N m

Rys.5.13. Obliczenie momentu permeancyjnego i całkowitego generatora ADV-566 

Fig.5.13. Total and permeantive torque o f ADV-566 generator - the calculation
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M o m e n t p e rm e a n c y jn y  m a sz y n y  w  z n a m io n o w y m  s ta n ie  p ra c y  (6 =  3 2 ° )  w y n o s i:

Te,Fe =  1 .555 M N m  

co  s ta n o w i 6 7 .2  %  m o m e n tu  c a łk o w ite g o  T e.

M o m e n t L o re n tz a  je s t  ró ż n ic ą  p o m ię d z y  m o m e n tem  c a łk o w ity m  a m o m e n te m  p e rm e an - 

c y jn y m  m a s z y n y  e le k try c z n e j. R ó ż n ic a  ta  w y n o s i:

T e,cu =  T e - T e,Fe =  2 .3 1 6  M N m  - 1 .555 M N m  =  0 .761  M N m  

c o  s ta n o w i 3 2 .8  %  m o m e n tu  c a łk o w ite g o  T e.

D la  s p ra w d z e n ia  p o p ra w n o śc i re a liz o w a n y c h  o b lic z eń  d o d a tk o w o  w y z n a c z o n o  m o m e n t 

L o re n tz a , c a łk u ją c  p o  o b sz a rz e  c ew e k  u z w o je n ia  w z b u d z e n ia  g ę s to ść  s ił L o ren tza . M o m e n t 

L o re n tz a  h y d ro g e n e ra to ra  w y n o s i:

Te,Cu=  0 .7 5 6  M N m  

co  s ta n o w i 3 2 .6  %  m o m e n tu  c a łk o w ite g o  T e.

O trz y m a n a  w a r to ść  je s t  z g o d n a  z  w a r to śc ią  te g o ż  m o m e n tu  w y z n a c z o n ą  ja k o  ró ż n ic a  

m o m e n tó w : T e - T e,Fe (ry s. 5 .14 ).

i

OBLICZENIE MOMENTU LORENTZA DLA HYDROGENERATORA PRZY 
ZACHOWANYM POŁOŻENIU WIRNIKA ORAZ ZNAMIONOWYM WZBUDZENIU 

MASZYNY NA PODSTAWIE GĘSTOŚCI SIŁY LORENTZA

Parametry generatora: lo  := 1.621 p :=  5 v F e  := 0.005 Iw  := 1328-39.5

Momenty Lorentza działające po dwóch stronach bieguna (wybrano po trzy serie danych dia obu przekrojów):

Iw
T e C u l := 2  p l o

3 K
L \ i =  33 

f  88

Z B2ł
A k  =  41 

T e C u  := T e C u l +  T eC u 2

o ,  r l i ' 0  r l j - 0  ^  (Z Blnir  + Z Blr'ir  +Z lBlr"r l j l
48

Iw
T eC u 2  := - 2 — p  lo 

3 v
r2 k -1

48

VJ = 105 

f  164

Z B 2 * -
= 113

/  i =  141

(  216

+
r2 k<

52
/

Z  B 2 rk-
r2 k l

52
\k =  165

Moment całkowity: Moment permeancyjny:

T e  :=  2.316-106 N m  T eF e  := 1.555-10  ̂ N ra

Zgodność rezultatów:
T e F e +  T eC u

T e
•100 = 99.76 %

Moment Lorentza:

T eC u  =  7.555X io5 N m  

T eC u

T e
■100 = 32.62 %

Rys.5.14. Obliczenie momentu Lorentza 
Fig.5.14. Lorentz’s torque - the calculation
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M o m e n t re lu k ta n c y jn y  p rz y  u s ta lo n y m  p o ło ż e n iu  w irn ik a  m a sz y n y  w z g lęd e m  sto jan a  

(k ą t m o c y  5 =  3 2 ° )  p rz y  b ra k u  w z b u d z e n ia  h y d ro g e n e ra to ra  w y n o s i:

Te,R =  0 .4771  M N m , 

s ta n o w ią c  2 0 .6  %  w a rto śc i c a łk o w ite g o  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  T e.

W y n ik i o b lic z e ń  p o tw ie rd z a ją  p o p ra w n o ść  o b lic z e n ia  m o m e n tu  p e rm e an c y jn eg o  

i m o m e n tu  L o ren tza . Z  p rz e p ro w a d z o n y c h  o b lic z eń  w y n ik a , iż  m o m e n t p e rm e an c y jn y  

i L o re n tz a  w s p ó łd z ia ła ją  tw o rz ą c  c a łk o w ity  m o m e n t e le k tro m a g n e ty c zn y . O b licz en ia  

n u m e ry c z n e  p o tw ie rd z a ją  fak t, iż  w e  w z b u d zo n e j m aszy n ie  sy n c h ro n icz n e j z  b ieg u n am i 

w y d a tn y m i m o m e n t p e rm e a n c y jn y  je s t  w ię k sz y  o d  m o m e n tu  re lu k ta n c y jn e g o . A n a lo g iczn e  

re z u lta ty  o trz y m a n o  w  p o d ro z d z ia le  5 .4  n a  d ro d z e  ro z w aż a ń  an a lity c zn y c h .

P o d su m o w u ją c  w y n ik i o b lic z eń  m o ż n a  s tw ie rd z ić :

1. W  m a sz y n ie  sy n c h ro n icz n e j z  w y d a tn y m i b ieg u n a m i o  n ie n a sy c o n y m  o b w o d z ie  

m a g n e ty c z n y m  o b lic z e n ie  m o m e n tó w  sił n a  p o d s ta w ie  sk ła d n ik a  n ie je d n o ro d n o śc io w e g o  

w y m a g a  c a łk o w a n ia  p o  (n - l) -w y m ia ro w y m  o b sz a rz e  (p o d o b n ie  ja k  p rzy  c a łk o w a n iu  

te n s o ra  n a p rę ż e ń  M ax w e lla ) . O k re ś len ie  m o m e n tu  p e rm e a n c y jn e g o  p o z w a la  na  

w y z n a c z a n ie  m o m e n tu  L o re n tz a  T e,cu ja k o  ró ż n ic y  m o m e n tu  c a łk o w iteg o  

i p e rm e a n c y jn e g o . F a k t ten  p o z w a la  n a  p o ró w n a n ie  w a rto śc i m o m e n tu  L o re n tz a  T e,cu 

o k re ś lo n e g o  p o p rz e z  ró ż n ic ę  T e - T e,Fe, z  w a r to śc ią  o trz y m y w a n ą  w  w y n ik u  c a łk o w a n ia  

g ę s to śc i s ił  L o ren tza .

2. M o m e n t re luktancyjny  m a sz y n y  w zb u d zo n e j o  n ien a sy c o n y m  o b w o d z ie  m ag n e ty cz n y m  

j e s t  m n ie jszy  o d  m o m e n tu  perm eancyjnego , k tó ry  w y w o ła n y  je s t  d z ia ła n ie m  sił n a  

fe rro m a g n e ty c z n y  w irn ik  m aszy n y .

5 .6 . N U M E R Y C Z N A  A N A L IZ A  M O M E N T Ó W  SIŁ  C Y L IN D R Y C Z N E J  M A S Z Y N Y  

S Y N C H R O N IC Z N E J

A n a liz a  sk ła d o w y c h  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  p rz e tw o rn ik a  e le k tro ­

m e c h a n ic z n e g o , ja k im  je s t  m a sz y n a  sy n c h ro n ic z n a  o  b ie g u n a c h  w y d a tn y c h , p o k a zu je , iż  

m o m e n t L o re n tz a  n ie  je s t  p o m ija ln y  (p o d ro z d z ia ł  5 .5 ). W y n ik a  to  ze  s tru k tu ry  b u d o w y  

m a sz y n y , w  k tó re j w y p ro f ilo w a n y  w irn ik  s iln ie  k sz ta łtu je  ro z k ła d  p o la  m ag n e ty czn eg o . 

W  p rz y p a d k u  lin io w o śc i o b w o d u  m ag n e ty cz n eg o  o k re ś la n ie  sk ła d o w y c h  m o m e n tu  je s t  

e fe k ty w n e  n u m e ry c z n ie  p rz y  w y k o rz y s ty w a n iu  p o ję c ia  m o m e n tu  p e rm e a n c y jn e g o . M o m en t 

p e rm e a n c y jn y  w y z n a c z a n y  j e s t  n u m ery c zn ie  m n ie jsz y m  n a k ła d e m  o b lic z e ń  n iż  m o m e n t 

L o ren tza . F a k t ten  m o ż e  b y ć  w y k o rz y s tan y  p o d c za s  o b lic z a n ia  sk ła d o w y c h  m o m e n tu  

c a łk o w ite g o . N a to m ia s t,  p rz y  u w z g lę d n ie n iu  n ie lin io w o śc i o b w o d u  m a g n e ty c z n e g o , n ak ład y  

o b lic z e n io w e  d la  m o m e n tu  L o re n tz a  i m o m e n tu  śro d o w isk o w e g o  s ą  p o ró w n y w a ln e .
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P rz y k ła d o w o , z o s ta n ie  p o d d a n y  a n a liz ie  g e n e ra to r  sy n c h ro n ic z n y  ty p u  T W W  2 0 0  - 2a, 

ja k i  w y k o rz y s ty w a n y  je s t  w  k ra jo w y m  sy s te m ie  e n e rg e ty c z n y m . P rz e k ró j p o p rz ec zn y  

g e n e ra to ra  p rz e d s ta w io n o  n a  ry s .5 .1 5 . T u rb o g e n e ra to r  sy n c h ro n ic z n y  c h a ra k te ry z u je  się  

n a s tę p u ją c y m i d a n y m i z n a m io n o w y m i: S „ = 2 7 0 M V A , P n = 2 3 5  M W , U „ = 1 5 .7 5 k V ,

In = 8 6 2 5  A , X(jr = 2 .4 8 , X q r= 2 .4 8 , co scp = 0 .8 5 , 2 p = 2 ,  T en= 7 4 5 k N m , f „ = 5 0 H z ,

n„ = 3 0 0 0  o b r/m in , Iwn= 2 5 4 0 A ,  IW0= 7 6 6 A ,  IWZ= 1 9 0 0 A ,  g = 7 0 m m ,  1 = 4 .2  m . L iczb a

ż ło b k ó w  s to ja n a  w y n o s i 6 0 , p o sk o k  u z w o je n ia  s to ja n a  o d p o w ia d a  25 p o d z ia łk o m  

ż ło b k o w y m . L ic z b a  g a łę z i ró w n o le g ły c h  w y n o s i 2 , a  lic z b a  z w o jó w  sz e re g o w y c h  w  u z w o je ­

n iu  fa z o w y m  w y n o s i 1 0 . Ś re d n ic e  z e w n ę trz n a  i w e w n ę trz n a  fe rro m a g n e ty k a  s to ja n a  s ą  ró w n e  

o d p o w ie d n io : 2 5 0 0  m m  o ra z  1215 m m . Ś re d n ic a  z e w n ę trz n a  w irn ik a  w y n o s i 1075 m m . 

L ic z b a  ż ło b k ó w  w irn ik a  w y n o s i 36  p rz y  52  p o d z ia łk a c h  ż ło b k o w y c h  o b w o d u  w irn ik a . L ic zb a  

g a łę z i ró w n o le g ły c h  w y n o s i 1. O b w o d y  m a g n e ty c z n e  s to ja n a  i w irn ik a  u le g a ją  n a sy c e n iu  - 

ry su n k i 5 .1 6  o ra z  5 .1 7 . G ę s to śc i n o m in a ln e  p rą d ó w  s to ja n a  i w irn ik a  w y n o s z ą  w  z ao k rą g le n iu  

o d p o w ie d n io : 5 M A /m 2 o ra z  8 M A /m 2.

Rys.5.15. Przekrój poprzeczny turbogeneratora synchronicznego o biegunach utajonych 
Fig.5.15. Cross-section o f  cylindrical synchronous turbogenerator
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O b lic z e ń  m o m e n tu  i je g o  sk ła d o w y c h  w  tu rb o g e n e ra to rz e  d o k o n a n o  d la  s tan u  

w z b u d z e n ia  z n a m io n o w e g o  o ra z  w  s ta n ac h  je g o  p rz e w z b u d z e n ia . D o p u sz c z a ln e  je s t  

fo rso w an ie  p rą d u  w z b u d z e n ia  do  k ro tn o śc i k = 2  w  o k re s ie  2 0  sek u n d . N a to m ia s t w  stan ach  

z w a rc io w y c h  d o c h o d z i d o  ch w ilo w eg o  k ilk u k ro tn e g o , z ag ra ża jąc eg o  w z ro s tu  p rą d ó w  w irn ik a  

o ra z  s to ja n a  [K .5 , L . l ,  aS .2 9 , a S .3 1 ].
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Rys.5.16. Charakterystyka ferromagnetyka stojana generatora synchronicznego 
Fig.5.16. B-H curve for stator synchronous generator
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Rys.5.17. Charakterystyka ferromagnetyka wirnika generatora synchronicznego 
Fig.5.17. B-H curve for rotor synchronous generator
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P rz y k ła d o w o , w z ro s t p rą d ó w  w  s ta n ie  z w a rc ia  g e n e ra to ra  o k re ś lo n o  w y k o rz y stu jąc  

p ro g ra m  n a p is a n y  w  ję z y k u  D e lp h i. O trz y m a n e  w y n ik i p rz e d s ta w io n o  n a  ry s. 5 .18  i rys. 5 .19.

i

czas [s]

Rys.5.18. Wartość prądu stojana w jednostkach względnych przy zwarciu bliskim w chwili t„=2s 
Fig.5.18. Relative stator current rise at near-shortcut (to=2s) versus time

Rys.5.19. Wartość prądu wirnika w jednostkach względnych przy zwarciu bliskim w chwili t„=2s 
Fig.5.19. Relative rotor current rise at near-shortcut (to=2s) versus time
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O b lic z e n ie  ro z k ła d u  p o la  m ag n e ty cz n eg o  o ra z  w a rto śc i m o m e n tó w  p rz e p ro w a d z o n o  

w  p rz y p a d k u  z w ię k sz e n ia  p rą d u  w irn ik a  i s to jan a  do  trzy k ro tn e j ich  w a rto śc i z n am io n o w ej. 

Z a c h o w a n o  s ta ły  s to su n e k  g ę s to śc i p rą d ó w  s to jan a  i w irn ik a . Je s t  to  u z asa d n io n e  z  u w ag i na  

c ią g ło ść  s tru m ie n ia  m ag n e ty c z n e g o  o ra z  zac h o w a n ie  s ię  p rą d ó w  w  s ta n ac h  zw arc io w y ch . 

R o z k ła d  p o la  m a g n e ty c z n e g o  ( - 7 0 .0 0 0  w ę z łó w , -  1 5 0 .0 0 0  e le m e n tó w ) o k re ś lo n o  p rzy  

w y k o rz y s ta n iu  p ro g ra m u  F E M M  [F E M M  — o p is  p ro g ram u ]. L in ie  s ił p o la  ( ry s .5 .20 ) s ą  

izo lin ia m i w e k to ro w e g o  p o te n c ja łu  m ag n e ty cz n eg o .

P rz y  fo rso w a n iu  w z b u d z e n ia  c zę ść  o b w o d u  m ag n e ty c z n e g o  w irn ik a  u le g a  s iln em u  

n a sy c e n iu , co  p ro w a d z i do  siln eg o  z m n ie js z e n ia  p rz e n ik a ln o śc i m ag n e ty cz n e j w irn ik a  

w  p o b liż u  sz e ro k ie g o  z ę b a  w irn ik a . W  ta k ic h  s ta n ac h  p ra c y  g e n e ra to ra  w z ra s ta  u d z ia ł 

m o m e n tu  L o re n tz a  w  c a łk o w ity m  m o m e n c ie  e le k tro m a g n e ty c zn y m .

Rys.5.20. Rozkład pola magnetycznego w generatorze synchronicznym 
Fig.5.20. Magnetic field distribution in synchronous generator
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N a  ry su n k a c h  5.21 o ra z  5 .22  p rz e d s ta w io n o  z m ie n n o ść  Składow ej ra d ia ln e j i stycznej 

in d u k c ji  p o la  m a g n e ty c z n e g o  w z d łu ż  lin ii sy m e trii w y b ra n e g o  ż ło b k a  w irn ik a . W y b ran y  

ż ło b e k  je s t  p o ło ż o n y  w  p o b liż u  z ę b a  sz e ro k ie g o  m a sz y n y  c y lin d ry c z n e j.

odległość od dna żłobka [mm]

Rys.5.21. Rozkład składowej radialnej indukcji pola magnetycznego w żłobku wirnika 
Fig.5.21. Magnetic flux density radial component versus rotor slot height

Rys.5.22. Rozkład składowej stycznej indukcji pola magnetycznego w żłobku wirnika 
Fig.5.22. Magnetic flux density tangential component versus rotor slot height
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O b lic z e n ia  m o m e n tu  p e rm e an c y jn eg o  T e>Fe d la  m a sz y n y  sy n c h ro n icz n e j z  b ieg u n am i 

u ta jo n y m i p rz y  n ie z n a c z n y m  n a sy c en iu  o b w o d u  m ag n e ty cz n eg o  p o k a z u ją , iż  s tan o w i o n  

o k o ło  90  %  ro z w ija n e g o  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  g e n e ra to ra  - ry s .5 .2 4 . W  tak im  

s ta n ie  p ra c y  g e n e ra to ra  s iły  s ty c zn e  o  n iew ie lk ie j w a rto śc i s ą  p rz e n o sz o n e  p rz e z  izo lac ję  

u z w o je n ia  w irn ik a . Je d n a k  w  s ta n ac h  p ra cy  g e n e ra to ra  p rz y  s iln y m  n a sy c e n iu  o b w o d u  

m a g n e ty c z n e g o  w irn ik a  u w z g lęd n ien ie  s ił L o ren tza  je s t  is to tn e . M o m e n t sił L o ren tza  T e c u 

s ta n o w i z n a c z ą c y  p ro c e n t  ca łk o w ite j w a rto śc i m o m e n tu  sił tu rb o g e n e ra to ra  - ry s .5 .23 .

Krotność prądu stojana

Rys.5.23. Względny udział momentu przenoszonego przez uzwojenie wirnika generatora 

Fig.5.23. Rotor currents torque ratio for synchronous generator

U d z ia ł m o m e n tu  p e rm e an c y jn eg o  m a le je  ze  w z ro s te m  n a sy c e n ia  o b w o d u  

m a g n e ty c z n e g o  w irn ik a  g e n e ra to ra  - ry s .5 .2 4 . W arto ść  m o m e n tu  L o re n tz a  m o ż e  s tan o w ić , 

w  s ta n a c h  a w a ry jn y c h , o k o ło  4 0  %  c a łk o w iteg o  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o . M o m e n t 

L o re n tz a  p rz e n o sz o n y  je s t  p rz e z  izo lac ję  ż ło b k ó w  w irn ik a  w  k ie ru n k u  sty c zn y m . N a p rę ż e n ia  

d z ia ła ją c e  w  k ie ru n k u  s ty c zn y m  (n a zy w a n e  n a p ręż en ia m i s ty c zn y m i) , ja k  i n ap ręż en ia  

w  k ie ru n k u  p ro m ie n io w y m  (n a p rę ż e n ia  p ro m ie n io w e) m o g ą  z a g ra ż a ć  p o d  w zg lęd em  

m e c h a n ic z n y m  izo la c ji w irn ik a  [T .5].
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Krotność prądu stojana

Rys.5.24. Względny udział momentu permeancyjnego dla generatora synchronicznego 
Fig.5.24. Permeantive torque ratio for synchronous generator

P rz y k ła d o w o , d la  tu rb o g e n e ra to ra  T W W  2 0 0  - 2 a  p rz y  n a sy c e n iu  o b w o d u  m a g n e ty c z ­

n e g o  w irn ik a  p rą d e m  s to ja n a  o  g ę s to śc i 1 0  M A /m 2 o ra z  p rą d e m  w irn ik a  o  g ę s to śc i 2 0  M A /m 2 

o trz y m a n o : Te,cu =  5 6 5  k N m , T e= l  531 k N m . M o m e n t s ił p rz e n o sz o n y  p rz e z  ś c is k a n ą  w a rs tw ę  

iz o la c ji  o  n a jw ię k sz e j w a r to śc i w y n o s i z a tem :

t«>Cu =  25  k N m . (5 .1 5 a )

S iła  s ty c z n a  p rz e n o sz o n a  p rz e z  izo la c ję  m a  w arto ść :

f Cu,t =  62  k N . (5 .1 5b)

Ś re d n ie  n a p rę ż e n ie  śc isk a ją c e  o a  ro z w a ż a n ą  w a rs tw ę  iz o la c ji  (p rz y  z a ło ż e n iu  że  c a ła

p o w ie rz c h n ia  w a rs tw y  iz o la c ji  p o d le g a  śc isk a n iu )  w y n o s i:

t f
_  _  e.Cu Cu,t , ,  ,  ,  .

“ lh R av ~  lh  ’ ( }

g d z ie :

R av - ś re d n i p ro m ie ń  z w o jó w  u z w o je n ia  w z b u d z e n ia , 

h  - w y s o k o ść  z w o jó w  w irn ik a ,

1 - d łu g o ść  u z w o je ń  w irn ik a .

D la  ro z w a ż a n e g o  g e n e ra to ra : R av =  0 .4  m , h  =  0 .1 1 3  m , 1 =  4 .2  m  ś re d n ie  n a p rę ż e n ie  

ś c isk a ją c e  iz o la c ję  w y n o s i:
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W a rto ść  ta  w  o d n ie s ie n iu  d o  g ra n ic y  sp rę ży s to śc i d la  izo la c ji p o lw in ito w e j [H .2 , P I str. 228  

to m  I] w y n o s i:

1 3 0 k P » . » ( 3 * 4 ) % .  (5 .16 )

a a «  130 kPa.

(1 — 0 / 0 .3 ) . 5  M P a

N a p rę ż e n ie  ta k ie  n ie  s ta n o w i je d n o ra z o w o  b e z p o ś re d n ieg o  z a g ro ż e n ia  d la  izo la c ji w irn ik a . 

N a le ż y  je d n a k  z w ró c ić  u w a g ę , iż  p rz y sp ie sz a  o n o  m e c h a n ic z n ą  e ro z ję  izo lac ji. D o d a tk o w o , 

n ie k o rz y s tn e  te rm ic z n e  w a ru n k i p ra c y  u z w o je ń  m o g ą  z m n ie jszy ć  g ra n ic ę  sp rę ży s to śc i izo lac ji 

o  o k o ło  3 0  % .

S iła  p ro m ie n io w a  -  o b lic z o n a  n u m e ry c z n ie  -  m a  w arto ść :

f Cu,r = 1 7 2 k N ,  (5 .17 )

k tó ra  p ro w a d z i d o  n a p rę ż e ń  n a  d n ie  ż ło b k a  o  w a rto śc i:

a r «  1030 kPa.

P ro c e n to w o  w a rto ść  ta  s tan o w i:

1030 k P a

(1 - 0 / 0 . 3 ) •  5 M P a
« ( 2 0 - s - 3 0 ) % ,  (5 .1 8 )

w  o d n ie s ie n iu  do  g ra n ic y  sp rę ż y s to śc i d la  izo lac ji. O z n a c z a  to , że  n a p rę ż e n ia  p ro m ie n io w e  s ą  

g ro ź n ie js z e  p o d  w z g lę d e m  m ec h a n ic z n y m  n iż  n a p rę ż e n ia  s ty c zn e  d la  izo la c ji u z w o jen ia  

g e n e ra to ra .

S to su n e k  sk ła d o w e j p ro m ie n io w e j i styczn e j w y n o s i:

^ - . 3 ,  (5 .1 9 )
C u.t

i j e s t  k i lk a  ra z y  w ię k sz y  n iż  w  z n a m io n o w y m  stan ie  p ra c y  tu rb o g en e ra to ra .

W  rozdzia le  p ią tym  dokonano analitycznego oszacow ania  oraz num erycznego  

obliczen ia  w artośc i m om entu: perm eancyjnego  i L oren tza  d la  m aszyny synchronicznej 

z  w yda tnym i b iegunam i. W yznaczony m om ent perm eancy jny  okazuje się być w iększy od  

m om entu  reluktancyjnego. S tanow i on dopełnienie m om entu  s ił L oren tza  do całkow itego  

m om entu  elek trom agnetycznego. M om ent perm eancyjny  m aszyny o lin iow ym  obw odzie  

m agnetycznym  w yznacza  się określa jąc w artość stosow nej ca łki pow ierzchniow ej. Pokazano, 

że  d la  m aszyny  synchron icznej cylindrycznej o nasycającym  się obw odzie m agnetycznym  

udzia ł m om en tu  perm eancyjnego  w całkow itym  m om encie s ił m aleje w  m iarę nasycania  się 

obw odu m agnetycznego. D okonano oceny naprężeń m echanicznych  w  izolacji w irnika  

genera to ra  synchronicznego.



6. ANALIZA SIŁ W PRZETWORNIKACH 
ELEKTROMECHANICZNYCH

W  rozdzia le  szó stym  rozw ażono  p rze tw o rn ik  e lektrom echaniczny, ja k im  je s t  e lek tro ­

m agnes p rą d u  stałego. W artość s iły  perm eancyjnej obliczono num eryczn ie  d la  elek tro­

m agnesu  o n ie lin iow ym  obw odzie  ferrom agnetycznym . W yróżniono dw ie przyczyny  

w arunkujące po w sta n ie  s i ł perm eancyjnych .

C e le m  p rz e p ro w a d z e n ia  a n a liz y  s ił p o w s ta ją c y c h  w  p rz e tw o rn ik a c h  e le k tro ­

m e c h a n ic z n y c h  z o s ta ł  ro z w a ż o n y  e le k tro m a g n e s  p rą d u  s ta łe g o  z  ru c h o m ą  z w o r ą  

W y z n a c z o n a  z o s ta n ie  s iła  i n e a n c y jn a  o ra z  je j  d w a  sk ła d n ik i w y w o ła n e  s k o k o w ą  i c ią g łą  

z m ia n ą  re lu k ty w n o ś c i w  o b sz a rz e  e le k tro m a g n e su  z  ru c h o m ą  z w o rą  ( ry s .6 . 1). 

W  e le k tro m a g n e s ie  o  n a sy c a ją c y m  s ię  o b w o d z ie  m a g n e ty c z n y m  p o ja w ia ją  s ię  siły  

z m n ie js z a ją c e  p o ż ą d a n ą  s iłę  p rz y c ią g a n ia  w y w o ła n ą  n a p rę ż e n ia m i n a  g ra n ic y  o ś ro d k ó w  

fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e .

W  z w ią z k u  z e  z ja w isk ie m  n a sy c a n ia  s ię  z w o ry  e le k tro m a g n e s u  n a s tęp u je  

z ró ż n ic o w a n ie  re lu k ty w n o ś c i m ag n e ty cz n e j w  o b sz a rz e  fe rro m a g n e ty c z n e j zw o ry . Je s t  to 

b e z p o ś re d n ią  p rz y c z y n ą  u ja w n ie n ia  s ię  n iez e ro w e j w a rto śc i sk ła d n ik a  n ie je d n o ro d n o śc io w e g o  

w  o b sz a rz e  ś ro d o w is k a  m a g n e ty c z n e g o , k tó ry  d a je  w k ła d  d o  s ił p e rm e a n c y jn y c h .

C a łk o w ita  s i ła  p o w s ta ją c a  w  o p isa n y m  p rz e tw o rn ik u  e le k tro m e c h a n ic z n y m , w  k tó ry m  

d o m in u je  p o le  m a g n e ty c z n e , j e s t  su m ą:

F  =  FVe +  ^Cu > (6-1)

- s iły  p e rm e a n c y jn e j F Fe (ś ro d o w isk o w e j)  o ra z

- s i ły  L o re n tz a  F c u.

O b ie  w y ró ż n io n e  sk ła d o w e  p o s ia d a ją  p rz e jrz y s tą  in te rp re ta c ję  f iz y k a ln ą  ( ro z d z ia ł  4). 

C a łk o w itą  s iłę  o ra z  je j  sk ła d n ik i m o ż n a  w y z n a c z a ć  ze  w z o ró w  (4 .6 b ) , (4 .1 6 )  i (4 .1 7 ). 

W  e le k tro m a g n e s ie  p rą d u  s ta łe g o  c a łk o w ita  s iła  d z ia ła ją c a  n a  ru c h o m ą  z w o rę  (p rz y  b ra k u  

p rz e p ły w u  p rą d ó w  w  o b sz a rz e  z w o ry  - z w o ra  n ie p rz e w o d z ą c a )  j e s t  s i łą  p e rm e a n c y jn ą  

(ś ro d o w isk o w ą ) . S iła  ta  p o w o d o w a n a  je s t  - z g o d n ie  z  z a le ż n o ś c ią  (4 .6 b )  - n ie je d n o ro d n o ś c ią  

o ś ro d k a . P rz y ję to , iż  z w o ra  o ra z  ja rz m o  e le k tro m a g n e su  s ą  m a g n e ty c z n ie  izo tro p o w e .

W  u k ła d z ie  w s p ó łrz ę d n y c h  w a lc o w y c h  sk ła d o w a  o s io w a  s iły  p rz e d s ta w ia  s iłę  d z ia ła ją c ą  

w  k ie ru n k u  o s i O Z . S k ła d o w e  s iły  w  k ie ru n k u  p ro s to p a d ły m  o d  o si O Z  s ą  z e ro w e  z  u w a g i n a
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sy m e tr ię  e le k tro m a g n e su . K ie ru n e k  d z ia łan ia  s iły  c a łk o w ite j, L o re n tz a  i p e rm ean cy jn e j 

p o k ry w a  s ię  z  o s ią  O Z .

P rz y  p o w y ż sz y c h  z a ło ż e n ia c h  siłę  p e rm e a n c y jn ą  p o w s ta ją c ą  w  p rz e tw o rn ik ac h  

e le k tro m e c h a n ic z n y c h  d z ia ła ją c ą  w  k ie ru n k u  o s io w y m  O Z  m o ż n a  w y ra z ić  z a te m  ja k o  całkę  

o b ję to śc io w ą  s k ła d n ik a  n ie je d n o ro d n o śc io w e g o  N z:

Ffc =  j N zd V . (6 .2 )
V

R o z d z ie la ją c  ro z w a ż a n y  n -w y m ia ro w y  o b sz a r  V  n a  d w a  ro z łą c z n e  o b sz a ry  w z a je m n ie  

s ię  u z u p e łn ia jąc e :

V  =  V c  ©  V s ,

g d z ie :

V c  - p o d o b sz a r  n -w y m ia ro w y  w  k tó ry m  re lu k ty w n o ść  m a g n e ty c z n a  o śro d k a  zm ien ia  

s ię  w  sp o só b  c iąg ły ,

V s  - p o d o b sz a r  o ta c z a ją c y  o b sz a r  (n - l) -w y m ia ro w y  S , w  k tó ry m  re lu k ty w n o ść  

m a g n e ty c z n a  o ś ro d k a  z m ie n ia  się  sk o k o w o , 

m o ż n a  c a łk ę  (6 .2 ) p rz e d s ta w ić  w  p o stac i:

FFc =  J N 2d V +  j N 2d V .  (6 .3 a )
V c V s

P o w ie rz c h n ia  S s ta n o w i p ła sk i p ie rśc ień , ja k i  w y z n a c z a  g ra n ic a  ś ro d o w isk  fe rro m a g n e ty k - 

p o w ie trz e . W  o b sz a rz e  S - n a  g ra n ic y  śro d o w isk  w y s tę p u je  z m ie n n o ść  re lu k ty w n o śc i 

m a g n e ty c z n e j w z g lęd n e j o  sk o k o w y m  c h a ra k te rze  (sk o k  w z g lęd n e j re lu k ty w n o śc i m a g n e ­

ty czn e j n a  g ra n ic y  fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e  w y n o s i l - v r). W  o b sz a rz e  V c  m o ż e  w y s tąp ić  

z m ie n n o ść  re lu k ty w n o śc i m a g n e ty cz n e j o ś ro d k a  w y n ik a ją c a  b ą d ź  to  z e  s tru k tu ra ln e j

n ie je d n o ro d n o śc i o b sz a ru  (np . ru ch o m ej z w o ry ), b ą d ź  z  fa k tu  n a sy c a n ia  s ię  o b w o d u

m a g n e ty c z n e g o  (z a le ż n ie  o d  a k tu a ln eg o  s ta n u  p ra cy  p rz e tw o rn ik a ) . O b a  w y ró ż n io n e  sk ład n ik i 

siły  ( 6 .3 a ) o k re ś la ją  o d p o w ie d n io  c zę ść  s iły  p o w s ta ją c ą  w sk u te k  d z ia ła n ia  n a p rę ż e ń  n a  b rz eg u  

z w o ry  fe rro m a g n e ty c z n e j:

FFe , s = { N zd V ,  (6 .3 b )
V s

o ra z  n a sy c a n ia  s ię  o b w o d u  m a g n e ty cz n eg o  - n a p rę ż e ń  w e w n ą trz  zw o ry :

FFc . N = j N , d V .  (6 .3c)
V c

C a łk o w ita  s iła  je s t  s u m ą  d z ia ła n ia  sił w  o b sz a rz e  fe rro m a g n e ty k a  o ra z  n a  g ran icy  

fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e :

FF e = F Fe,N + F FeS. (6 .3 d )

W y stę p u ją c e  s iły  w  z a le ż n o śc i (6 .3 d ) s ą  w y p a d k o w y m i sił d z ia ła ją c y c h  o d p o w ied n io  

w e w n ą trz  i n a  b rz e g u  zw o ry .



W y d z ie lo n ą  c z ę ść  s iły  p e rm e a n c y jn e j z w ią z a n ą  z e  z ja w isk ie m  n a sy c a n ia  o b w o d u  

m a g n e ty c z n e g o  w y z n a c z o n o  d la  e le k tro m a g n e s u  p rą d u  s ta łe g o , k tó re g o  o b w ó d  m a g n e ty c z n y  

p rz e d s ta w io n o  n a  ry s .6 . 1 .
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Rys.6.1. Przekrój i linie indukcji pola magnetycznego elektromagnesu
Fig.6.1. The cross-section and magnetic field distribution for the direct current actuator

P rz y  n u m e ry c z n e j a n a liz ie  p o la  m a g n e ty c z n e g o  w y k o rz y s ta n o  o s io w ą  sy m e tr ię  e le k tro ­

m a g n e su  d o b ie ra ją c  s to so w n ie  u k ła d  w s p ó łrz ę d n y c h  b ie g u n o w y c h  (r,<p). Z w o ra  je s t  

w y k o n a n a  z e  s ta li E 41 o  d an e j p rz e n ik a ln o śc i m a g n e ty c z n e j w  fu n k c ji  in d u k c ji p o la  

m a g n e ty c z n e g o  [T .5 ] -  c h a ra k te ry s ty k ę  m a g n e so w a n ia  z w o ry  p rz e d s ta w io n o  n a  rys. 6 .2 . 

U z w o je n ie  e le k tro m a g n e s u  j e s t  z a s ila n e  ze  ź ró d ła  p rą d u  s ta łe g o  ( l ic z b a  z w o jó w  z = 2 5 0 , p rą d  

u z w o je n ia  I= 5 A ). R o z k ła d  p o la  m a g n e ty c z n e g o  z o s ta ł  o k re ś lo n y  p rz y  w y k o rz y s ta n iu  

p ro g ra m u  F E M A G  - l ic z b a  w ę z łó w  3 3 4 5 , lic z b a  e le m e n tó w  6 7 4 7  [F E M A G  - o p is  p ro g ram u ].

Warunek brzegowy A = 0
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Natężenie pola magnetycznego H [ A/m ]

Rys.6.2. Aproksymowana krzywa magnesowania zwory elektromagnesu 
Fig.6.2. The approximated magnetisation curve o f the electromagnet keeper

O b lic z e n ia  c a łk o w ite j s iły  d z ia ła jąc e j n a  ru c h o m ą  z w o rę  m o ż n a  d o k o n a ć  k o rz y sta jąc  

z  z a le ż n o śc i (4 .1 6 ):

f  =  -T u d iv |u|( 5 u) ,  (6 .4 a )

z a u w a ż a ją c , iż  w  c y lin d ry c z n y m  u k ła d z ie  w sp ó łrz ęd n y c h :

L z= l  o ra z  k z =  0 .  (6 .4 b )

Z  u w a g i n a  d o b ó r  o s i i sy m e tr ię  e le k tro m a g n e su  (ry s .6 .1 )  zac h o d z i:

F  =  F fc = ' zFfc =  >,F2 .

W  u s ta lo n y m  s ta n ie  p ra c y  c a łk o w ita  s iła  d z ia ła ją c a  n a  z w o rę  w y n o s i:

F* =  Jv0 ( B ZB Z -  }  B 2 ) r d a d r , (6 .4 c )
s

p rz y  c z y m  p o m in ię to  u d z ia ł  p o la  m a g n e ty cz n eg o  ro z p ro s z e n ia  p o z a  p o w ie rz c h n ią  S. 

W  ro z w a ż a n y m  p rz y p a d k u  j e s t  to  d o p u sz c z a ln e  z  u w a g i n a  w y ra ź n e  z ag ę sz cz en ie  p o la  

m a g n e ty c z n e g o  w  o b sz a rz e  m ię d z y  z w o rą  a  ja rz m e m  e le k tro m a g n esu .

S iła  p e rm e a n c y jn a  d z ia ła ją c a  n a  zw o rę  Fz - w  z w ią z k u  ze  sk a la rn ą  za leż n o śc ią :



5 v  *
- ^  = ( l - v r)-5 (z-z0) + £ . [ l ( z ) - l ( l - z 0)], (6.5)

m o ż e  b y ć  p rz e d s ta w io n a  w  p o s ta c i su m y  d w ó c h  sk ła d n ik ó w :
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g d z ie :

Zo - w s p ó łrz ę d n a  p u n k tó w  p o w ie rz c h n i z ew n ę trzn e j z w o ry ,

S - p o w ie rz c h n ia  z e w n ę trz n a  z w o ry  (g ra n ic a  fe rro m a g n e ty k a  i sz c z e lin y  p o w ie trz n e j) .

O B L IC Z E N IE  S IŁ Y  P E R M E A N C Y JN E J I JE J  SK Ł A D O W Y C H  

G ru b o ść  zw ory : g ;=  0 .004  A a  := 2-n  

C ałk o w ita  siła  p e rm ean cy jn a  w yzn aczo n a  w  o p arc iu  o ten so r nap rężeń  M axw ella

960

- z
i =  482

(Bzj)2 + (BZi- 1) 2-(B r ,)2 -(B r,_ i)2
2-2

(i-i -  r j_ ,)
^ i +  n-1

,  2
■Aa

F z =  183.7 [N]

S k ład o w a  siły  p e rm ean cy jn e j zw iązan a  z  nap rężen iam i na g ran icy  p o w ie trze-fe rro m ag n e ty k

960

i =  482

(Bi)2 + (BM ) 2

2 l 2 J■Aa ( r , -  r,_ i) v o

F z S =  375.1 [N]

S k ład o w a  siły  p e rm ean cy jn e j zw iązan a  ze  z jaw isk iem  nasy cen ia  fe rrom agnetycznej zw ory

r l 860 — r21860

FzN  := ^

i =  2

(Bi) + (B m )2 
2

H +  rj-i

2  /

H  Hi_,>i Ar :=
A a - A r - I —  -■  , .a

Bi Bi_, I 21

FzN  =  - 1 8 8 .5  [N]

Z g o d n o ść  o b liczeń : F z S +  FzN

Fz
100 =  101.5 %

R ys.6.3. O b liczen ie  składow ych sił w  elektrom agnesie prądu stałego 
F ig.6.3. T he forces calculation for the  DC electrom agnet
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N a  ry su n k u  6 .3  in d e k s  i =  4 8 2 ...9 6 0  o z n a c z a  n u m e ry  p u n k tó w , w  k tó ry c h  o d czy tan o  

w a rto śc i in d u k c ji  p o la  m a g n e ty c z n e g o  n a  g ra n ic y  fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e  (p ie rw sz y c h  481 

p u n k tó w  z n a jd u je  s ię  p o m ię d z y  o s ią  O Z  a  l in ią  ja rz m a ). In d e k s  i =  2 .. 1860 o p isu je  p u n k ty  

p o ło ż o n e  w e w n ą trz  ja r z m a  e le k tro m a g n e su  n a  22  lin ia ch  ró w n o le g ły c h  d o  o si O Z .

A n a liz a  p o la  m ag n e ty c z n e g o  o ra z  o b lic z e n ia  n u m e ry c z n e  c a łe k  ( ry s .6 .3 )  p o z w o liły  

o k re ś lić  s iłę  c a łk o w itą  i je j  sk ła d n ik i d z ia ła jąc e  n a  ru c h o m ą  z w o rę . S iła  c a łk o w ita  (ró w n a  sile 

p e rm e a n c y jn e j)  w y n o s i:

F z =  183 ,7  N .

C z ę ść  s iły  p e rm e a n c y jn e j z w ią z a n a  z  n a p ręż en ia m i n a  g ra n ic y  fe rro m a g n e ty k -p o w ie trz e  

w y n o s i:

FZjS=  375 ,1  N ,

n a to m ia s t  c z ę ść  z w ią z a n a  z  n a sy c an iem  się  z w o ry  m a  w arto ść :

AFZ,N= -1 8 8 ,5  N .

N a  ry s .6 .3 . p rz e d s ta w io n o  fra g m e n t p ro g ram o w e j re a liz a c ji  p ro c e su  o b lic z an ia  sił 

d z ia ła ją c y c h  n a  r u c h o m ą  n a sy c a ją c ą  s ię  z w o rę  e le k tro m a g n esu .

O k re ś le n ie  c zę śc i s iły  ś ro d o w isk o w e j (p e rm e an c y jn e j)  z w iąz an e j z  n a sy c an iem  się 

o b w o d u  m a g n e ty c z n e g o  p o z w a la  n a  o c en ę  w p ły w u  z ja w isk a  n a sy c a n ia  się  o b w o d u  

m a g n e ty c z n e g o  n a  p o w s ta ją c e  s iły . W  p rz e d s ta w io n y m  p rz y k ła d z ie  c z ę ść  s iły  p o w o d o w an a  

n a sy c a n ie m  się  fe rro m a g n e ty c z n e j z w o ry  w y d a tn ie  o b n iż a  w a rto ść  ca łk o w ite j siły . S k ład n ik  

ten  m a  b o w ie m  p rz e c iw n y  z w ro t do  p o ż ąd a n eg o  sk ła d n ik a  w y w o ła n e g o  n a p ręż en ia m i na 

g ra n ic y  z w o ra -p o w ie trz e .

W  rozdzia le  szóstym  przeana lizow ano  p rzyczyny  w arunkujące pow staw anie  siły  

p erm ea n cy jn e j na  przyk ładzie  e lek trom agnesu p rą d u  sta łego  o n ielin iow ym  obw odzie  

m agnetycznym . Z aprezen tow ano interpretacją składow ej p erm eancy jne j siły. Siła  

p erm ea n cy jn a  w yn ika  tu  z  n ielin iow ości ferrom agnetyka  oraz skokow ej zm iany  reluktyw ności 

na  g ra n icy  ferrom agnetyk-pow ietrze . S iła  pow sta jąca  w ew nątrz obszaru  ferrom agnetyka  

p rzec iw d zia ła  sile  p o w sta ją ce j na granicy ferrom agnetyk-pow ietrze.



7. RÓŻNICOWY TENSOR ENERGII POLA 
ELEKTROMAGNETYCZNEGO

W  rozdzia le  siódm ym  p o d d a n o  analizie  m ożliw ość w ykorzystan ia  różn icow ego  tensora  

energ ii d la  p o tr zeb  ob liczeń  m om entu  s i ł  m etodą  p rą d ó w  m agnetyzacji. P rzedyskutow ano  

aspek ty  w yznaczan ia  m om entu  s ił w  obszarach u jaw niających anizotropią  w łaściw ości 

m agnetycznych. R ozw ażan ia  przeprow adzono  na przykładzie  m aszyny indukcy jnej o litym, 
an izo tropow ym  i cy lindrycznym  wirniku.

G ę s to ść  s ił ś ro d o w is k o w y c h  N 0  w y ra ż a  s ię  p o p rz e z  su m ę  d y w e rg e n c ji  ró ż n ic o w e g o

p se u d o te n s o ra  e n e rg ii  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  i s k ła d n ik a  p o c h o d z ą c e g o  o d  p rą d ó w

m a g n e ty z a c ji  (4 .1 7 ). W  s z e ,„ .u e j  k la s ie  p rz e tw o rn ik ó w  e le k tro m e c h a n ic z n y c h , k tó ry c h  część

ru c h o m a  z n a jd u je  s ię  w  p ró ż n i (p o w ie trz u ) , w p ły w  sk ła d n ik a  o p isa n e g o  ró ż n ic o w y m

te n s o re m  je s t  z e ro w y . R ó ż n ic o w y  te n s o r  e n e rg ii  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  z a n ik a  b o w ie m

w  p ró ż n i  (v r =  1 .0 ), a  z  b a rd z o  d o b ry m  p rz y b liż e n ie m  w  p o w ie trz u  ( v r =  0 .9 9 9 9 9 9 6 4 ).

W  o b sz a rz e  sz e re g u  in n y c h  m a te ria łó w  p o ja w ia ją c y c h  się  w  u k ła d a c h  p rz e tw o rn ik ó w

e le k tro m e c h a n ic z n y c h  p rz e n ik a ln o ść  m a g n e ty c z n a  n ie w ie le  s ię  ró ż n i o d  je d n o śc i,

a  m ia n o w ic ie : v r Ai =  0 .9 9 9 9 7 9 , v r c u =  0 .9 9 9 9 6 9 , v riHg =  1 .0 0 0 0 3 2 , v rH2o= l  .0 0 0 0 9 . O z n a c z a

to ,  iż  u d z ia ł  ró ż n ic o w e g o  te n s o ra  e n e rg ii  p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o  n ie  p rz e k ra c z a  
s z a c u n k o w o :

| v r -1  1 -1 0 0 %  < 0 .0 1  %

w a rto śc i  s i ły  b ą d ź  m o m e n tu  p e rm e a n c y jn e g o  (ś ro d o w isk o w e g o ) p rz e tw o rn ik a  e le k tro ­
m e c h a n ic z n e g o .

R o z w a ż m y  p rz e tw o rn ik  e le k tro m e c h a n ic z n y , ja k im  je s t  w iru ją c a  m a s z y n a  in d u k cy jn a . 

N ie c h  s z c z e lin a  p o w ie trz n a  m a sz y n y  z o s ta n ie  c e lo w o  w y p e łn io n a  ś ro d o w is k ie m  o  p rz en ik a l-  

n o śc i m a g n e ty c z n e j w z g lę d n e j ró ż n e j o d  je d n o ś c i . Ś ro d o w isk ie m  ta k im  m o ż e  b y ć  c ie c z  

m a g n e ty c z n a  [K .2 , R .4 ]. W y p e łn ie n ie  sz c z e lin y  m a g n e ty c z n y m  m e d iu m  d a je  d w a  p o ż ąd a n e  

e fek ty . P o  p ie rw s z e  z w ię k s z e n ie  p rz e n ik a ln o śc i m a g n e ty c z n e j sz c z e lin y  p ro w a d z i do  

z w ię k s z e n ia  je j  p rz e w o d n o ś c i  m a g n e ty c z n e j,  a  w  k o n se k w e n c ji  d o  zm nie jszen ia  p rą d u  

m agnesu jącego  m a s z y n y  in d u k cy jn e j. P o  d ru g ie  m e d iu m  w  sz c z e lin ie  m o ż e  p ro w a d z ić  do  

le p s z e g o  o d p row adzen ia  c iep ła  z  w irn ika  p o p rz e z  sz c z e lin ę  d o  o b u d o w y  m a szy n y . Je s t  to  

s z c z e g ó ln ie  w a ż n e  w  p rz y p a d k u  m ik ro m a sz y n . Ja k k o lw ie k  a k tu a ln ie  n ie  sp o tk a  się  

w  sz e ro k ie j e k sp lo a ta c ji  p rz e tw o rn ik ó w  e le k tro m a sz y n o w y c h  o  tak ie j s z c z e lin ie  m a g n e ty c z ­

n e j, to  n ie  m o ż n a  w y k lu c z a ć  ic h  b u d o w y  d la  p o trz e b  s p e c y fic z n y c h  z ad a ń . T a k a  m o d y f ik a c ja  

w ła śc iw o śc i  o b w o d u  m a g n e ty c z n e g o  m a sz y n y  in d u k c y jn e j w y m a g a ła b y  u s z c z e ln ie n ia
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b u d o w y  m a szy n y . N ie z a le ż n ie  o d  a sp e k tó w  p ra k ty c zn y c h , te o re ty c z n e  ro z w a ż e n ie  o p isan eg o  

p rz y p a d k u  o k a z u je  s ię  ce lo w e . M ia n o w ic ie , p rzy  o b lic z a n iu  m o m e n tu  m e to d ą  p rąd ó w  

m a g n e ty z a c ji  m o g ą  się  p o ja w ia ć  b łę d y  o b lic z en io w e  w  p rz y p ad k u , g d y  sz c ze lin ę  w y p e łn ia  

m e d iu m  m a g n e ty c z n e .

R o z w a ż a ją c  k o n k re tn y  p rz y k ła d  p rz e tw o rn ik a  e le k tro m e c h a n ic z n e g o  m o żn a  w sk azać  

c z ę ść  m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c z n e g o , k tó ry  o p isu je  ró ż n ic o w y  te n s o r  e n erg ii. D la  m aszy n y  

in d u k cy jn e j o  c y lin d ry c z n y m , p rz ew o d z ą cy m  w irn ik u  m o ż n a  a n a lity c zn ie  o k re ś lić  w arto ść  

m o m e n tu  w y ra ż o n e g o  p rz e z  ró ż n ic o w y  ten so r  en erg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c zn e g o . P o n ad to , 

ró ż n ic o w y  te n s o r  e n e rg ii  p o z w a la  n a  o trzy m an ie  m e to d ą  p rą d ó w  m a g n e ty z a c ji p o p raw n y ch  

re z u lta tó w , b e z  s to so w a n ia  d o d a tk o w y ch  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  d la  w e k to ra  m ag n e ty zac ji. 

O k re ś le n ie  m o m e n tu  sił m e to d ą  p rą d ó w  m ag n e ty za c ji p rz e p ro w a d z a  s ię  z w y k le  z ad a jąc  n a  

p o w ie rz c h n i b rz eg o w e j p rą d y  p o w ie rz c h n io w e  o  śc iś le  o k re ślo n e j g ę s to śc i [ a F .l ,  a K .l ] ,  T ę 

n ie d o g o d n o ść  m o ż n a  o m in ą ć  s to su jąc  f izy k a ln ie  s łu sz n e  w a ru n k i b rz eg o w e  o ra z  p o słu g u jąc  

s ię  w y p ro w a d z o n ą  to ż s a m o ś c ią  (4 .1 7 ), w  k tó rej p o ja w ia  s ię  z d e f in io w a n y  ró ż n ic o w y  ten so r 

e n e rg ii p o la  e le k tro m a g n e ty c z n e g o .

P rz e d m io te m  ro z w a ż a ń  b ę d z ie  m aszy n a  e le k try c z n a  z a w ie ra ją c a  c zę śc i k o n stru k c y jn e  

m a g n e ty c z n ie  a n iz o tro p o w e . O k re ś len ie  w a rto śc i m o m e n tu  e le k tro m a g n e ty c zn e g o  

p rz y k ła d o w e j m a s z y n y  z o s ta n ie  p rz ep ro w a d z o n e  a n a lity czn ie .

7 .1 . O B L IC Z A N IE  M O M E N T U  E L E K T R O M A G N E T Y C Z N E G O  M E T O D Ą  

P R Ą D Ó W  M A G N E T Y Z A C JI

R o z w a ż m y  m a sz y n ę  in d u k c y jn ą  o  p rz ek ro ju  p o p rz e c z n y m  p o k a z a n y m  n a  ry s.7 .1 . 

S to jan  m a s z y n y  je s t  u z w o jo n y , je g o  u z w o jen ie  w y tw a rz a  w iru jąc e , k o ło w e  p o le  m ag n e ty cz n e  

(o ś  o b ro tu  p o la  m a g n e ty c z n e g o  i w irn ik a  je s t  p ro s to p a d ła  do  p ła sz c z y z n y  p rz e k ro ju  m aszy n y  

p o k a za n e j n a  ry s .7 .1 ) . W irn ik  m a sz y n y  n ie  j e s t  u zw o jo n y , s ta n o w iąc  l ity  p rz e w o d z ą c y  o b sza r 

m a g n e ty c z n ie  a n iz o tro p o w y . O b sz a r  z aw a rty  p o m ię d z y  id e a ln y m  fe rro m a g n e ty c zn y m  

s to ja n e m  o ra z  rd z e n ie m  w irn ik a  (b e z  h is te rez , o  zero w ej re lu k ty w n o śc i m ag n e ty cz n e j v r= 0 ) 

s ta n o w ią  d w ie  c y lin d ry c z n e , w sp ó ło s io w e  w arstw y :

- a n iz o tro p o w a  v oaS =  v a 6 , v n6 = v [S, v ra5 =  v ar6 =  0 , n ie p rz e w o d z ą c a  y =  0  sz c ze lin a  

( in d e k s  8 ), o  s ta łe j g ru b o śc i g, o ra z

- a n iz o tro p o w a  v aaa =  v aa, v m =  v ra, v raa =  v cira =  0 , p rz e w o d z ą c a  y *  0  w a rs tw a  o  stałej 

g ru b o śc i a, k tó ra  je s t  b e z p o ś re d n io  u m ie sz c z o n a  n a  rd z e n iu  w irn ik a  m aszy n y  (in d ek s  a).

S ta łe  m a te ria ło w e  n ie  s ą  fu n k c ja m i c z a su  i w sp ó łrz ęd n y c h . A n iz o tro p o w a , p rz e w o d z ą c a  część  

w irn ik a  m o ż e  b y ć  w y k o n a n a  n a  p rz y k ła d  ze  s ta li k rz em o w e j w a lco w a n e j n a  z im no . 

Z ró ż n ic o w a n ie  re lu k ty w n o śc i m a g n e ty c z n y c h  w  k ie ru n k u  ró w n o le g ły m  i p ro s to p a d ły m  do 

k ie ru n k u  w a lc o w a n ia  n a  z im n o  d la  s ta li k rzem o w ej w y n o s i o k o ło : - 3 0 %  d o  -2 0 %  [R . l ,  T .4]. 

P ro m ie n ie  w o d z ą c e  p u n k tó w  w a rs tw y  p rzew o d zące j z a w ie ra ją  s ię  w  p rz e d z ia le  (R -a ,R ), gdz ie
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R jest promieniem zewnętrznym wirnika. W przypadku gdję a=R, przewodzący wirnik 
stanowi pełny, anizotropowy blok lity. Jeżeli grubość warstwy przewodzącej jest niewielka 
(a « R ) , to może być ona traktowana jako model uzwojenia wirnika maszyny 
asynchronicznej. Parametry środowiskowe, jak i geometryczne rozważanej maszyny 
asynchronicznej nie zależą od współrzędnej kątowej a  (pozostają w kierunku stycznym do 
obwodu wirnika niezmienne). Uzwojenie stojana zasilane prądem wolnozmiennym o pulsacji 

coi (takiej iż można zaniedbać prądy przesunięcia) wytwarza pole magnetyczne zamykające 
się przez ferromagnetyczny stojan, szczelinę i warstwę przewodzącą umieszczoną na wirniku, 
stanowiącą obszar, w którym indukują się prądy wirnika.

«

Rys.7.1. Maszyna asynchroniczna o anizotropowej strukturze wewnętrznej - model 
Fig.7.1. Asynchronous machinę with anisotropic inner structure -  the model

Maszyna asynchroniczna analizowana jest dwuwymiarowo w cylindrycznym układzie 

współrzędnych (r,a,z). Pomija się zjawiska czołowe; rozważa się maszynę o długości 
osiowej 1, która teoretycznie stanowi część nieskończenie długiej maszyny. W przypadku 
dwuwymiarowej analizy całkowanie względem zmiennej z - zgodnie z poczynionymi 
założeniami - sprowadza się do mnożenia przez długość maszyny 1.

W układzie współrzędnych cylindrycznych składowa styczna gęstości siły 
permeancyjnej warunkuje gęstość momentu sił o wartości:

rN 0 = rAf0 + div(rAóa ) . (7.la)

Moment środowiskowy (permeancyjny) maszyny elektrycznej spowodowany siłami 
działającymi na ośrodek materialny, jakim jest wirnik maszyny, ma wartość równą całce 
objętościowej iloczynu promienia wodzącego od osi obrotu r oraz gęstości objętościowej 
składowej stycznej siły:
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Te.Fe = }r2N adrdzda .
V

Po wykorzystaniu twierdzenia Gaussa i zależności (7.la) otrzymuje się:

Te.Fe = J r 2A a„dS r + JrAjzB (dV, (7.1b)
av v  (

m om .od prądów magnetyzacji T u

gdzie: = JrAjzB rdV oznacza moment od prądów magnetyzacji.
v

Druga z wypisanych całek w zależności (7.Ib) odpowiada momentowi sił obliczanemu 

metodą prądów magnetyzacji TM. Moment permeancyjny TCjFe wynosi:

t . , f.  = J r 2Aoardadz + TM, (7.1c)
av

gdzie:

Aj = rot(AvrBr + AvaBa) - gęstość prądów magnetyzacji (3.4),

Ava=v0-va, Avr=v0-vr,
Ia = Av0 Ba - składowa wektora magnetyzacji.

Jak wynika z zależności (7.1c), moment obliczany metodą prądów magnetyzacji nie jest
tożsamościowo równy momentowi działającemu na środowisko magnetyczne wirnika TejFe- 

W układzie współrzędnych cylindrycznych składowa Aoar różnicowego tensora 
naprężeń wyraża się przez składowe wektorów pola magnetycznego następująco:

Ado, = - B rIa = -A v aB aB r .

Zależność (7.1c) można zapisać w postaci:

T , ,F c = A T e.F e + T ; , (7-Id)

gdzie:

A T e,Fe = J r 2Aoardadz (7.1e)
3V

oznacza część momentu permeancyjnego wynikającą z wartości różnicowego tensora energii 

pola elektromagnetycznego.
Obszar, po którym realizuje się całkowanie, stanowi walec, którego oś pokrywa się z 

osią obrotu wirnika. Zawiera on w całości ferromagnetyczny rdzeń wirnika oraz warstwę 

przewodzącą. Pobocznica 9V walca V o promieniu re(R , R+g) usytuowana jest w szczelinie 
maszyny obejmując w całości wirnik maszyny.

Gęstość sił działających na prądy magnetyzacji wynosi:

Aj x B = rot(AvrBr + AvaBa )x  B ,
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szatem gęstość momentu od prądów magnetyzacji jest równa:

r x[Aj x B] = rot(AvaBa)rBr + rot(AvrBr )rBr . (7.2a)

• Pierwszy składnik po prawej stronie (7.2a) - po pomnożeniu przez r - można przekształcić 
do następującej postaci:

M w , - i ( 7 . 2 b )

r ar Sr da

Przekształcając wyrażenie (7.2b) wykorzystano właściwość bezżródłowości pola
magnetycznego. Składnik opisany zależnością (7.2b), jako jeden z dwóch składników
w zależności (7.2a), daje wkład do obliczanego momentu sił.

•  Drugi składnik po prawej stronie (7.2a) po scałkowaniu po objętości obszaru zanika, gdyż:

rrot(TrAvrBr)rBr = - r ł ^ a(A V rB JBr = - i a(rAv-B-2) iz . (7.3)
r da da

Całkując po objętości (7.2a) otrzymuje się - wobec (7.2b) i (7.3) - następującą równość:

T|i = _ J r2BtIadadz = -ATe Fe. (7 .4 )
av

Równość powyższa oznacza, iż w rozważanym przypadku

Te,Fe= T |ł +ATeFe= 0 . (7.5)

Otrzymany rezultat należy w tym miejscu skomentować. Jeżeli różnica Ava=v0-va nie jest 

zerowa, to wektor magnetyzacji nie zanika na powierzchni brzegowej 9V+. Oznacza to, iż 

ATc>Fe oraz są niezerowe. Gdyby we wzorze (4.17) nie występowało wyrażenie będące 
dywergencją różnicowego tensora energii, to moment środowiskowy okazałby się niezerowy. 
Jednak moment sił środowiskowych jest w rozważanej maszynie zerowy, gdyż składnik 
niejednorodnościowy zanika (zanika pochodna reluktywności magnetycznej po kącie). Celem 
otrzymania poprawnego rezultatu zadać można - niezgodnie z faktycznymi właściwościami
środowiska - zerowy warunek na wektor magnetyzacji (całka 7 .1e zanika), bądź wprowadzić
fikcyjne prądy powierzchniowe [aF.l], Należy zauważyć, iż obliczanie całki różnicowego 
tensora energii (zależność (7.1 e)) nie nastręcza większych trudności.

Jakkolwiek zanikania momentu permeancyjnego można dowieść prościej (Na=0), to 
przedstawioną drogę wybrano celowo. Jak pokazano powyżej, metoda prądów magnetyzacji 
nie prowadzi do poprawnej wartości momentów działających sił w środowisku 

magnetycznym, gdy obszar nie jest otoczony próżnią. Część momentu sił ATC [.e opisana 
matematycznie przez różnicowy tensor energii pola elektromagnetycznego nie jest 
uwzględniana przy posługiwaniu się metodą prądów magnetyzacji. Może być ona formalnie 
uwzględniona poprzez zadanie odpowiednio zmodyfikowanych warunków brzegowych. 
W przypadku gdy ruch wirnika odbywa się w  środowisku o właściwościach magnetycznych

95

(np. medium magnetyczne lub pojawienie się substancji obcych w szczelinie powietrznej), 

należy uwzględnić omówioną poprawkę A T Cifc. Opisana sytuacja w przetwornikach 
elektromechanicznych o typowych konstrukcjach nie występuje. Jednak z uwagi na postęp 
technologii materiałowych nie jest wykluczone celowe wprowadzanie środowisk 

magnetycznych do obszaru szczeliny.

Powyższe rozważania pozwalają stwierdzić, iż:

Dla potrzeb obliczania momentów sił metodą prądów magnetyzacji można 
stosować naturalne dla danej granicy środowisk warunki brzegowe przy wykorzystaniu 

zależności (4.17), w której pojawia się zdefiniowany różnicowy tensor energii pola
elektromagnetycznego.

Stosowanie zmodyfikowanej metody prądów magnetyzacji ma następujące zalety:
- zachowana jest spójność właściwości i parametrów środowiska z warunkami brzegowymi,
- przedstawiona metodyka uogólnia metodę prądów magnetyzacji,
- wyrażenie będące dywergencją różnicowego tensora energii pola elektromagnetycznego 

w zależności (4.17) prowadzi do obliczania odpowiedniej całki powierzchniowej (7.1e).

Warto zwrócić uwagę, iż nieuwzględnienie w metodzie prądów magnetyzacji udziału 
różnicowego tensora energii pola elektromagnetycznego może prowadzić do niezgodności 
bilansu momentów. Różnica odniesiona do całkowitego momentu maszyny wynosi:

~ ATe Fe = - °  ~ Vgł , (7.6)
Te v o5

i jest niezerowa dla środowisk w szczelinie o reluktywności względnej różnej od jedności. 
Obliczenie momentów sił na przykładzie maszyny indukcyjnej o litym wirniku zostanie 
zaprezentowane w podrozdziale 7.2. Rozkład pola magnetycznego zostanie wyznaczony 
analitycznie zarówno celem uniezależnienia rezultatów od ewentualnych błędów numerycz­

nych, jak i dla potrzeb ogólniejszej dyskusji wyników.

7.2. DWUWYMIAROWA ANALIZA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO 
MASZYNY ELEKTRYCZNEJ O LITYM ANIZOTROPOWYM WIRNIKU

Rozważmy maszynę o budowie opisanej w pkt.7.1, przy następujących założeniach:
- zanikają pochodne cząstkowe względem zmiennej z (OZ jest osią obrotu wirnika maszyny):

^{■} = 0 , (7.7)
oz

- prąd przesunięcia jest pomijalny:



- rozkład przestrzenny przepływu uzwojeń stojana jest sinusoidalny:

0S (a) = 0S cos(27rfst-pa+7s)= Qs Re{exp[i(27tfst-pa+ys)]}, (7.8b)

co oznacza, iż uzwojenia stojana wywołują wirujące, kołowe pole magnetyczne,
- występuje normalna anizotropia własności magnetycznych w wirniku maszyny - różne są 
reluktywności magnetyczne w kierunku promieniowym i stycznym:

V ra ~ V aa * 0 -

Dla szczeliny zachodzi: v r5 -  v o6 * 0 .

Zgodnie z równaniem Maxwella można zapisać:

rot H = yE . (7.9a)

Wyrażając natężenie pola magnetycznego przez indukcję pola magnetycznego w obszarze
anizotropowym (szczelina, warstwa przewodząca) otrzymuje się:

H = va Ba + v rBr = v0B -A v aB0 -  AvrBr . (7.9b)

Równanie Maxwella (7.9a) przyjmuje wtedy postać:

-  9A
v0 rotB = - y  ygradV + A j.

9t

Nałożenie warunku potencjałów postaci:

divA + v~'yV = 0

prowadzi do następującego równania określającego magnetyczny potencjał wektorowy:

dA  4-
v 0A(A) = y —  + A j, (7.9c)

ot

w którym:

Aj = rot(AvaB0 + AvrBr) . (7.9d)

Zgodnie z drugą z zależności (3.6b) można zapisać:

rot(I) = ro t(-H  + v 0B) = ro t(-v rBr -  v 0 Ba + v 0B) = rot(AvaB a + AvrBr) . (7.9e)

W układzie współrzędnych cylindrycznych, rzutując na kierunek osi OZ, uzyskuje się:
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gdzie z uwagi na założoną symetrię maszyny, jedyną zmienną przestrzennie składową 
potencjału wektorowego jest Az określająca indukcję pola magnetycznego:

-  -  -  -  1 SAZ -  9A Z N
a * )

Oznaczając przez A wielkość będącą obrazem składowej Az potencjału wektorowego pola 
magnetycznego w wybranym poniżej opisie dziedziny czasowej, zaś przez s operator 
odpowiadający operacji obliczania pochodnej cząstkowej po czasie, dla których można 
dokonać przejścia do zapisu formalnego:

d \  
dl

Parę (A,s) mogą stanowić:

sA .

A, s = id)
(A,s) = • A z(sL), sL 

A z, s =  - 1 / t

gdzie:
co - pulsacja przebiegu sinusoidalnie zmiennego w czasie (i - jednostka urojona), 

sl - operator Laplace’a,
Az(sl) - transformacja Laplace’a funkcji o zerowej wartości początkowej: Az(0+)=0, 
t  - stała czasowa ( t  > 0  dla przebiegów zanikających wykładniczo z czasem).

Zależności obrazu A potencjału Az od czasu t przy analizie zespolonych wielkości nie 
wypisuje się jawnie w równaniach. Rozważmy stan pracy maszyny elektrycznej przy 
ustalonej prędkości obrotowej oraz sinusoidalnie zmiennych w czasie przebiegach prądów.
W obszarze warstwy przewodzącej (7.9f) przedstawia równanie Helmholtza:

1 9 .  9A 1 92A . ,
(v ar ^ - )  + v r— - r - r  = sr A ' (7-9h)

r 9r 9r r da

W obszarze szczeliny (y=0, va=va5) równanie (7.9f) przechodzi w równanie Laplace’a:

9 . 9A. 1 92A
- ( v a5r — ) + v r5- - T  = 0. (7.9k)
9r 9r r da

Równanie Helmholtza (7.9h) ma jednoznaczne rozwiązanie ( sy = iy© *  0 ) przy zadaniu 

warunku brzegowego pierwszego, drugiego lub trzeciego rodzaju na brzegu rozpatrywanego 
obszaru. Natomiast równanie Laplace’a (7.9k) ma jednoznaczne rozwiązanie przy zadaniu 
warunku brzegowego pierwszego lub trzeciego rodzaju (nie redukującego się do warunku 
brzegowego drugiego rodzaju). Jeżeli poszukując rozwiązania w postaci iloczynu funkcji 

zmiennej R(r) oraz funkcji S(a) uzyska się rozwiązanie równania (7.9h) lub (7.9k) spełniające 
odpowiednie warunki brzegowe, to jest to jedyne rozwiązanie. Separacja zmiennych dla
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równania Laplace’a bądź Helmholtza jest możliwa w cylindrycznym układzie współrzędnych, 
ponieważ są spełnione warunki Stackela [R.2],

Poszukiwane są zatem rozwiązania postaci:

A(r,a) = R(r)S(ot).

Po separacji zmiennych na podstawie (7.9h) uzyskuje się w obszarze warstwy przewodzącej:

d (r dR(r) ) syr2 _  v

R(r)d; V i i : ? ;;p o » . . « . ,
S (a) d a 2 ^

gdzie po prawych stronach obu równań użyto kwadratu liczby par biegunów maszyny p, dla 

oznaczenia stałej niezależnej od zmiennych a  oraz r. Uzyskano w  ten sposób rozkład 
przestrzenny pola magnetycznego w maszynie elektrycznej o p parach biegunów.

Równanie różniczkowe (7.10a) przy p 0 przedstawia równanie różniczkowe Bessela:

d^ l ) + ł ^ £ ) _ (p ^ + PŁ .)R (r) = 0 . (7.1 la)
d r  r d r  r

gdzie:

Pb - jest rzędem funkcji walcowych:

Pb = P  J — . (7.1 lb)
VVoi

różnym - w przypadku wystąpienia anizotropii własności magnetycznych ( v ra - v aa * 0 ) - od 
liczby par biegunów p,

P - parametr zmodyfikowanego równania Bessela: p = ^ sy /v aa .

Rozwiązanie (7.1 lb ) wyraża się poprzez zmodyfikowane funkcje Bessela [G.3]:

R(r) = a I pB(Pr) + b K pB(Pr), (7.1 lc)

rzędu pa o wartościach rzeczywistych dla argumentu rzeczywistego. Jeżeli Pb jest liczbą 
niecałkowitą, to zamiast funkcji KpB( ) dla uzyskania rozwiązania ogólnego można 

wykorzystać funkcję I.pb( ) (dodatek D3). Stałe a, b są stałymi zespolonymi.

Równanie harmoniczne (7.1 Ob) ma rozwiązanie ogólne:

S(a) = S. exp(-ipa + i<p) + S+ exp(ipa -  icp),

a z uwagi na wywołane poprzez uzwojenia stojana wirujące, kołowe pole magnetyczne tylko 
jedna ze składowych nie zanika, np. S+ = 0, stąd:

S(a) = S_ exp(-ipa + i<p). (7.l id )
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W obszarze warstwy przewodzącej przy prędkości obrotowej różnej od prędkości wirującego 
poła magnetycznego stojana składowe indukcji pola wynoszą:

J b * = “ {aa IpB(Pr) + ba K pB(pr)}exp(-ipa + i(pa - i f )  (7.12a,b)

1 = —{aaP I'PB (Pr) + baPK'pB(pr)}exp(-ipa + itpa),

przy czym: a a = aS_, b a = bS_.

Natomiast w obszarze szczeliny obowiązują równania:

3 . ( r dR W ) = ^ - p ^
R(r) dr d r  v

1 d S(ot) 2 
= P

S ( o )  d a 2

W obszarze szczeliny po separacji zmiennych składowe indukcji pola magnetycznego (indeks 

8  odnosi się do stałych opisujących rozwiązania w obszarze szczeliny) wyrażają się 
zależnościami:

B sr =  ^ { a 6rP5 +  b s r '" 8} e x p ( - ip a  +  icp5 - i f )  

Bta = - P 5{a6rpS' '  - b 5r p5 l } e x p ( - ip a  +  i(p5),
(7.14a,b)

gdzie:

Ps = P .
v„

Rozkład pola magnetycznego w rozważanej maszynie modelowej wymuszają wirujące, 
kołowe przepływy stojana i wirnika. Określenie rozkładu pola magnetycznego - z uwagi na 
założoną liniowość obwodu magnetycznego maszyny - zostanie przeprowadzone w oparciu 
o zasadę superpozycji. Pole magnetyczne pochodzi od wymuszonych prądów w uzwojeniach 
stojana oraz w wirniku. Wyznaczenie stałych występujących w rozwiązaniach równań pola 
pozwoli na wyznaczenie momentu elektromagnetycznego rozpatrywanej maszyny asynchro­
nicznej .

Pole od przepływu uzwojeń stojana (amplituda przepływu wynosi 0 S) opisują warunki 
brzegowe na granicach odpowiednich środowisk:

•  Idealny ferromagnetyk - łuska prądowa (uzwojenie stojana) - szczelina (r = R +g):

i a e ,( q )
018 8“ R + g d a  ’

czyli:

a ^ R  + g)”8*' _ b j(R  + g) “p5”1 = p 0 ,{ (R  + g)p5v aS}"1, (7.15a)

oraz <p8 = Ys- n/2 (715b)
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(łuska prądowa przylega do powierzchni wewnętrznej idealnego ferromagnetycznego 
stojana).

• Szczelina - warstwa przewodząca (r = R):

B 8r =  ® a r  '

czyli:

a5R p + b6R“p = aap IpB(pR) + bap K pB(pR ), (7.15c)

= v j „ ,

czyli:

vo5P8 W * - '  ~ b6R~p5~'} = vaap{aa i ;B(pR) + ba K ;B(pR )}, (7.15d)

oraz <Pa = <P6- (7.15e)

• Warstwa przewodząca - idealny ferromagnetyk (r = R -  a = Ra >0):

VaaBaa = 0 ,

czyli:

a a IpB (PR„) + ba K'pB (PRa) = 0  . (7.15f)

Na podstawie równań (7.15a+f) określa się stałe występujące w zależnościach (7.12a,b) oraz 
(7.14a,b). Stałe te wynoszą odpowiednio:

a a = - Ê { U ( R  + g)pS -  W(R + g ) ^ } - , ; (7.16a)
PsVa8

b -  a S S -  n  , n  s
M S ) '  <716b'c)

a s = a aU > b6 = a aW , (7.16d,e)

przy pomocniczych oznaczeniach:

U = I ( R - p8łlP +  R ” *Q), W = - ( - R 1,5+1 P + R<*Q) ,
^  2

P = (PR) -  S K'PB (PR )} , Q = IpB (PR) -  s  K pB (P R ).
r  6  o 5

Dla uproszczenia zapisu rozwiązań pola pochodzących od prądów stojana oznacza się: 

D(r) = a 6r p5 + b6r _p5, Z(pr) = a a IpB (pr) + b a K pB(P r),
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przy czym stałe a oraz b z indeksem 8 dotyczą rozwiązań w obszarze szczeliny powietrznej, 
zaś stałe z indeksem a odnoszą się do obszaru warstwy anizotropowej.

Pole magnetyczne może być dodatkowo wywoływane przez wymuszony przepływ 
w wirniku maszyny (maszyna dwustronnie zasilana). Amplituda przepływu wymuszonego 
zostanie oznaczona jako A 0r, zaś kąt przesunięcia tego wymuszonego przepływu względem 

przepływu prądów indukowanych poprzez k. Wartość wymuszonego przepływu i warunki 
brzegowe dla granic odpowiednich środowisk prowadzą do wyznaczenia nieznanych stałych. 
Kolejne stałe otrzymuje się zapisując:

• Przepływ wirnika pod jednym biegunem:
n
2p R

A0r exp{i(cost + <pa -K )}  = -sy J  |Zr(pr)exp{i(cost - p a  + <pra)}rdrda =>
R -a

2p

AG, =|A0r| = - ^ - { C aa ar + 0 ^ } ,  (pra=cpa -K ,
P

R R

gdzie: Ca = J lpB(Pr)rdr, Cb = |K pB(p r)rd r, (7.17a)
R - a  R -a

oraz warunki brzegowe dla granic:

•  szczelina - warstwa przewodząca (r = R):

B r8r =  B r „ ,

czyli:

a ^ + b ^ R - ”5 = a arIpB(pR) + b a[K pB(PR ), (7.17b)

Va8B r8c, =  VaaB rao ,

czyli:

va6p8 K rR ”8-1 -  bsrR"’’8"1} = vaaP{aar I'pB (PR) + b  ̂K'pB(PR)}, (7.17c)

oraz cpr5 = (pra, (7.17d)

• warstwa przewodząca - idealny ferromagnetyk (r = R -  a = Ra >0):

vc,aB«-aa = 0 ,

czyli:

a ar I'pB(PR a) + b„ K ;B (pRa) = 0 . (7.17e)
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(łuska prądowa przylega do powierzchni wewnętrznej idealnego ferromagnetycznego
*

stojana).

•  Szczelina - warstwa przewodząca (r = R):

czyli:

asR p + b6R -p = a.p  IpB((iR) + bap K pB(PR ), (7.15c)

Va6B5a = ,

czyli:

va6P6 -  b6R -p6- '} = vaap{aa I;B(PR) + ba K;B(PR)}, (7.15d)

oraz <pa = cps. (7.15e)

• Warstwa przewodząca - idealny ferromagnetyk (r = R -  a = Ra >0):

VaaBaa = 0 ,

czyli:

a a IpB (PRa) + ba KpB (PRa) = 0 . (7.15f)

Na podstawie równań (7.15an-f) określa się stałe występujące w zależnościach (7.12a,b) oraz
(7.14a,b). Stałe te wynoszą odpowiednio:

a . = - Ê M U ( R  + g)pS -  W(R + g)-p5}-1, (7 . l 6 a)
P6Va 8

b- - a -s - s w '  (716b-c)

a 5 = a aU , b6 = a aW , (7.16d,e)

przy pomocniczych oznaczeniach:

U = ^ ( R _pSłlP + R ^ O ) , W = ^ ( - R pS+lP + R ^ O ) ,

P = (P R )" SK'pB (PR )}, Q = IpB (PR) -  S K pB (PR ).
Pfi o5

Dla uproszczenia zapisu rozwiązań pola pochodzących od prądów stojana oznacza się:

D(r) = a 6r p8 + b6r - * , Z(Pr) = a a IpB (pr) + b a K pB(pr) ,
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przy czym stałe a oraz b z indeksem 5 dotyczą rozwiązań w obszarze szczeliny powietrznej, 
zaś stałe z indeksem a odnoszą się do obszaru warstwy anizotropowej.

Pole magnetyczne może być dodatkowo wywoływane przez wymuszony przepływ 
w wirniku maszyny (maszyna dwustronnie zasilana). Amplituda przepływu wymuszonego 

zostanie oznaczona jako A 0r, zaś kąt przesunięcia tego wymuszonego przepływu względem 

przepływu prądów indukowanych poprzez k. Wartość wymuszonego przepływu i warunki 
brzegowe dla granic odpowiednich środowisk prowadzą do wyznaczenia nieznanych stałych. 
Kolejne stałe otrzymuje się zapisując:

• Przepływ wirnika pod jednym biegunem:
71

2 p  R

A0r exp{i((ost + <pa - k)} = -sy J jZr(Pr)exp{i(cost - p a  + <pra)}rdrda =>
R -a

2p

A0r =|A0r| = - ^ { C aa ar + C bb .} ,  (pra=cpa -K ,
P

R R

gdzie: Ca = JlpB (Pr)rdr, Cb = jK pB(Pr)rdr, (7.17a)
R - a  R -a

oraz warunki brzegowe dla granic:

• szczelina - warstwa przewodząca (r = R):

Br. = Br ,8r a r 5

czyli:

a ^ + b ^ R - ”5 = a arIpB(pR) + barK pB(pR ), (7.17b)

v a5BrSci = vaaBraa,

czyli:

v 05Ps{aSrR pS' 1 - b 5rR -p5-1} = v oaP{aarI'pB(pR) + barK'pB(PR)}, (7.17c)

oraz (pr8 = (pra, (7.17d)

• warstwa przewodząca - idealny ferromagnetyk (r = R -  a = Ra >0):

v Br = 0 ,aa aa ’

czyli:

a ari ;B(PRa) + b arK'pB(pR a) = 0 . (7.17e)
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Stale występujące w rozwiązaniach równań Laplace’a i Helmholtza pochodzących od 

wymuszonego prądu w wirniku są dodatkowo opatrzone literą r. Równania (7.17an-e) 
określają wartości stałych występujące w zależnościach (7.12a,b) oraz (7.14a,b). Stałe te 
wynoszą odpowiednio:

a ar = P^ M s c b - c , r \  b „ = - aarS , (7.18a)

a 5r= ^ r {Wl + W2}, b5r = {W1 -  W 2}, (7.18b)

przy pomocniczych oznaczeniach:

W1 = a a, IpB(PR) + ba, K pB(pR ), W2 = ^ - { a ^  I'pB(PR) + b„ K ;b(PR)} .
PsVo8

Dla uproszczenia zapisu rozwiązań (7.12a,b) oraz (7.14a,b) pochodzących od prądów wirnika 
wprowadza się funkcje:

D r (r) = a 5rr pS + b6rr_p*, Zr(pr) = a arIpB(pr) + barK pB(pr) .  (7.19)

Dodatkowe oznaczenia bądź indeks dolny r odnoszą się do rozwiązań pola wywołanych przez 
wymuszone prądy wirnika.

Dla uzwojonej maszyny asynchronicznej dwustronnie zasilanej uzwojenie wirnika może 
być modelowane poprzez warstwę przewodzącą wirnika o niewielkiej grubości w porównaniu 
z promieniem zewnętrznym wirnika a « R .

Jeżeli a = R, to warstwa anizotropowa rozciąga się od osi obrotu wirnika r = 0 do 
zewnętrznej powierzchni wirnika o promieniu r = R tworząc pełny blok lity. Wtedy stałe ba, 
S, Cb muszą zanikać z uwagi na ograniczoność wektorowego potencjału pola magnetycznego.

W przypadku maszyny jednostronnie zasilanej A0r=O (zasilanie stojana), bądź 0S=O 
(przypadek zasilania od strony wirnika).

Znajomość stałych występujących w równaniach (7.12a,b) i (7.14a,b) pozwala na 
określenie momentu całkowitego i Lorentza maszyny. Moment całkowity maszyny wynosi:

J r2v a6BrBadzda . (7.20)
3V

Przy analizie zespolonej pola magnetycznego (dodatek D4) można wyrazić wartości 
chwilowe poprzez odpowiednie wartości zespolone:

BrBa = R e{B r}Re{Ba } = iR e { B rB a} + iR e { B rBa}.

Iloczyn wielkości zespolonych pod pierwszym symbolem wartości rzeczywistej zawiera 

wyrażenie exp(2 icost - 2 ipa  + const), które po scałkowaniu po pełnym kącie a e ( 0 ,27i) daje 

wartość zerową. Składnik ten bywa nazywany składnikiem o pulsacji 2ra, [aM.2], a jego 

wartość średnia jest zerowa. Drugie wyrażenie nie zależy od kąta a  i od czasu. Wartość całki
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(7.20) iloczynu wartości chwilowych nie zależy od czasu. Po podstawieniu do powyższej 
zależności sumy rozwiązań odpowiednich składowych pola magnetycznego (7.12a,b) oraz 
(7.14a,b) uzyskuje się (D4):

Te = - v a5CrpIm[DD> + D rD; +D D ;e“t + D r D V iK]. (7.21)

Nadkreślenie oznacza tu wartość sprzężoną, ‘prim’ oznacza pochodną względem promienia,

a C=7tpl. Moment całkowity nie zależy od promienia re(R , R+g) wybranej powierzchni 
cylindrycznej umieszczonej w szczelinie maszyny, po której oblicza się całkę 
powierzchniową tensora naprężeń.

Analogicznie wyznacza się moment Lorentza:

Tc,Cu = -y siC  fRe{|Z(Pr) |2 + |Z r(pr) |2 +2Z(Pr)Zr(pr)eiK}rdr. (7.22)
R - i

Moment sił Lorentza został określony na podstawie wyrażenia na gęstość objętościową sił 
Lorentza, aby potwierdzić zgodność relacji (4.15d), (4.16) i (4.17). Wartości momentów 
maszyny opisane zależnościami (7.21), (7.22) i moment środowiskowy (permeancyjny) 
spełniają równość:

Te=Te,Cu+Te,Fe.

Równość ta została potwierdzona również przykładami obliczeń zamieszczonych na 
rysunkach 7.2+7.6 dla różnych parametrów geometrycznych i środowiskowych maszyny 
asynchronicznej. Na rysunkach przedstawiono przykłady obliczeń momentów maszyny 
z anizotropową magnetycznie szczeliną oraz przewodzącą warstwą umieszczoną na wirniku 
maszyny. Zaprezentowano również obliczenia mocy i sprawdzono dokładność rozwiązania 
równań różniczkowych opisujących potencjał magnetyczny. Obliczenia zrealizowano przy 
wykorzystaniu programu Mathcad pozwalającego na łatwy wgląd w strukturę obliczanych 
wyrażeń. Wartości wielkości podano w jednostkach układu SI. Na rys.7.2 i 7.3 przed­

stawiono wyniki obliczeń momentów sił dla maszyny o szczelinie powietrznej (vas=vr5= l) 
przy wirniku odpowiednio izotropowym i anizotropowym. Na rys. 7.4 i 7.5 przedstawiono 
wyniki obliczeń momentów sił dla maszyny o szczelinie magnetycznej i wirniku izotropo­
wym oraz anizotropowym. Na rys. 7.6 przedstawiono wyniki obliczeń momentów sił dla 
maszyny dwustronnie zasilanej o szczelinie magnetycznej i wirniku anizotropowym. Na 
rysunkach 7.7 oraz 7.8 przedstawiono przebiegi: zmienności składowej radialnej, stycznej 
gęstości sił oraz ich stosunku w anizotropowej, przewodzącej warstwie wirnika maszyny 
indukcyjnej. Wykresy te pozwalają na ocenę ich wzajemnej proporcji (dla maszyny 
synchronicznej przedstawiono ich proporcje w rozdziale 5).

Celem sprawdzenia poprawności analiz:
- Potwierdzono spełnienie warunków brzegowych dla rozwiązań potencjału pola 
magnetycznego wymuszonego przez prądy stojana i wirnika:
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v a5dD(R + g) i v a5p 5dD(R0

^cPPs^R + g) ' 1 ’ vapdZ((3R) ’

Z(pR) ,
= dZ(P(R -  a)) = 0.

- Dokonano oceny dokładności uzyskiwanych rozwiązań równania Helmholtza oraz 
Laplace’a:

LZ = A {pdZ(pr)} + i  A {Z(pr)} _ RZ = {p2 + 4 } Z ( p r ) ,
dr r dr r

.  _  d dD(r) 1 dD(r) „  p I
LD = T-{—7̂ }  +  RD = i f D ( r ) ,

dr dr r dr r

obliczając ilorazy lewej i prawej strony równania:

- - i ,  H . i .
RZ RD

- Sprawdzono zupełność rozkładu całkowitego momentu maszyny:

Fę.Cu + Fe _ j

- Obliczono moc strat cieplnych w wirniku maszyny dwukrotnie: 
całkując po objętości gęstość objętościową mocy strat Joula - Qe,

R ________
Q e = 7ry|sj21 j[|Z(Pr) |2 + |Z r(Pr) |2 +2Re{Z(Pr)Zr(p r)e ilc}]rdr,

R -a

oraz całkując po odpowiedniej powierzchni wektor Poyntinga - Se:

Se = isrclrp5v a5 Im{DdD + DrdDr + D(r)dDr e'K + D rdDe"'lt} ,

sprawdzono: Se= Qe.

Pochodna energii magnetycznej po czasie oraz moc mechaniczna widziana przez obserwatora 
związanego z wirnikiem wynoszą zero.

Przykłady obliczeniowe potwierdzają analizę teoretyczną i zaprezentowane wnioski, 
w szczególności zupełność dekompozycji momentu całkowitego na moment środowiskowy 
i Lorentza. Różnicowy tensor energii pola elektromagnetycznego pozwala na uzupełnienie 
gęstości siły od prądów magnetyzacji do gęstości sił środowiskowych. Tensor ten ma zatem 
fizykalną interpretację, która pozwala na wprowadzenie go do teorii pola elektro­
magnetycznego i teorii przetworników elektromechanicznych.
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Maszyna indukcyjna z izotropowym, przewodzącym wirnikiem i szczelina powietrzną

1 := 1.0 R := 0.2 a := 0 .1  p := 1 

g :=  0.001 s:=2-Tt-3.0i 0s := 570 

|p |  = 54 .4 1 4  |p |- R  = 10.883

v a  := 0.2-vo vr := 0.2-vo

vct8 := vo vr6 := vo

y := 2510° 

pB := p P := * —
v a

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów, różniczkowych:

v a 8 R g d D (R  + g) = 1
vaSp5-dD (R ) = 1

z(p-R)

0s p - p 8.- i  v a p -  d z (p  R) " D(R)

Momenty maszyny:

Moment całkowity: Te := -va5-C-r-pf>In^D(r)-dD(r))

Moment Lorentza:

= l dZ[|3 (R  -  a)] = 0

TeCu := -C-s-i-y- I ( |z(p-r)|)2-rdr
R —aMoment permeancyjny:

Moment pr.magnetyzacii Ten := - (v o  -  v a 6) C r p6-Iir(D(r) dD(r)) 

Poprawka do wyznaczenia momentu metoda prądów magnetyzacji:

C :=  n i p  r :=  R  + g 

Te = 0.442 

TeCu = 0.442 

T e F e := 0 

Tê i = 0

l E E - o
vo -  v(x6

Te va8

Udziały procentowe momentów:

TeCu
100 =  100 %

TeFe

Te Te

Bilans mocy - wektor Poyntinga. moc cieplna

1 0 0 = 0  %
TeCu + TeFe

Te
■100=  100 %

Q e := Tt ( | s |)2 ly- f  ( |z ( p - r ) | ) 2-rdr S e := Tt l s  i r  v a5  p5-In^D(r) dD (r)) 
-*R-a

Qe = 8.338 Se = 8.338

Sprawdzenie poprawności rozwiązań dla rów. Helmholtza i Laplace'a:

r:=  R  + g-0.5

Oe—  = 1.000 
Se

a
r :=  R —  . „

2 LZ :=
d_ i(K (p B ,P - r ) ) + -  i ( K ( p B ,P r ) ) RZ :=

(  2 

P2+ ^ -
dr dr r dr J l  r

■ K (pB ,pr)

r := R + — LD:= 
2

- ( -D { r )  ] + — D(r) 
d rl dr )  r dr

pS2
R D := — D(r)

LD 17
---- = 1.00000 = 1.00000
RD RZ

Rys.7.2. Obliczenie momentów dla maszyny z izotropowym wirnikiem i szczeliną powietrzną
Fig.7.2. The torques calculations for machine with isotropic rotor and air-gap
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Maszyna indukcyina z anizotropowym, przewodzącym wirnikiem i s z c z e l in y  powietrzna

1:= 1.0 R  := 0.2 a := 0 .1  p := 1 v a  := 0.3-vo vr := 0.2-vo

g := 0.001 s := 2-n-3.0i 0s := 570 v a 8 := vo o>II.
ë>

y := 25-10°

|p |  = 44 .4 2 9 |p | R = 8.886
PB := p- —  p := s - ^  

■J va  \ va

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów, różniczkowych:
v a 6-Rg-dD(R + g)

= 1 v a 6-p8-dD(R)

B s p p S
= 1 z(p-R)

D(R)v a - p d z ( p -R )

Momenty maszyny:

Moment całkowity: Te := - v a 8-C r-p & Iirfo r)-d D (ó )

Moment Lorentza: fR
T eC u := -C -s-iy -  ( |z ( p - r ) | )  rd r

Moment permeancvinv: R" 8

= 1 d Z [p  (R  -  a )] = 0

C := 7 tl-p  r := R  +  g  

Te = 0.368 

TeCu = 0.368

.   TeFe := 0
Moment pr.magnetyzacii Ten := -(vo -  va8)-Cr-pS-Iir(D(r)-dD(r))

Ten -  0
Poprawka do wyznaczenia momentu metoda prądów magnetyzacji:

oII

h
| vo -  v a 8 

-----------------0
Te v a 8

Udziały procentowe momentów:

TeCu
1 0 0 =  100 % TeFe

Te Te

Bilans mocy - wektor Povntinga. moc cieplna

1 0 0 = 0  % TeCu +  TeFe

Te
• 100 =  100 %

/■R ____
Qe := 7t - ( |s |  )2-l-y- ( |z ( p - r )|)2 rd r  Se := 7t l s i r v a 8 p8Irr^D(r) dD (r))

• 'R - a

Qe = 6.928 Se = 6.928

u
Sprawdzenie poprawności rozwiązań dla rów. Helmholtza i Laplace'a:

r := R + g-0.5

■ QeI—  = 1.000
Se

r : = R ~ ^  LZ := d_
i ( K ( p B ,p - r ) ) + - - - ( K ( p B ,p - r ) ) R Z:=

(

P 2 + —  1Ldr r dr
I r2 J

•K (p B ,P r)

r :=  R + — LD :=  
2 d”( d”D<r) ) + " T D(r) drVdr I r dr

pS2
R D : = £ - D ( r )

r

LD I 7
-----= 1.00000 = 1.00000
RD RZ

Rys.7.3. Obliczenie momentów dla maszyny z anizotropowym wirnikiem i szczeliną powietrzną
Fig.7.3. The torques calculations for machine with anisotropic rotor and air-gap
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Maszyna indukcyjna z izotropowym, przewodzącym wirnikiem i szczeliną magnetyczną

I := 1.0 R := 0.2 a : = 0.1 p := 1

g := 0.001 s := 2-7i-3.0i 6s := 570 

|p |  = 54 .4 1 4  |P |R =  10.883

v a  := 0.2-vo v r :=  0.2-vo

v a 8 := 0.8-vo vr8:= 0.8-vo

y := 25-10 

pB := p-
vr

v a
P :=  / . - - i -

v a

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów, różniczkowych:

v a 8-R gdD (R  + g) = 1
v a 8-p8dD(R)

0s-p-p8

z(p-r)
D{R)

= 1
v a -p -d z (p  R)

Momenty maszyny:

Moment całkowity: Te := -va8 C r p8 In /D (r) dD(r))

Moment Lorentza: fR / . mm .
-------------------------------- TeCu := -C  s iy- ( |Z (P  r ) |)  rd r

Moment permeancvinv: R‘ii

Moment pr.magnetyzacii Ten := -(vo -  v a8) C r  p8 Iirj(D(r) dD (r))

dz[p-(R -  a)] = 0

Poprawka do wyznaczenia momentu metoda prądów magnetyzacii:

C :=  n i p  r :=  R + g 

Te = 0.443 

TeCu = 0.443 

T e F e := 0  

T en = 0.111

^  = 0.25
vo -  vaS  
------------- = 0.25

Te vaS

Udziały procentowe momentów: 

TeCu
• 100 =  100 %

TeFe

Te Te

Bilans mocy - wektor Povntinga. moc cieplna

1 0 0 = 0  %
TeCu + TeFe

Te
1 00 =  100 %

r :=  R + g-0.5
fR ___

Qe := 7i-(|s|)2-l-y- (|z(p-r)| )2-rd r Se := n-l-s-i r-va8 p8Im(D(r) dD(r))
R - a

Qe = 8.343 Se = 8.343

Sprawdzenie poprawności rozwiązań dla rów. Helmholtza i Laplace'a:

I—  = 1.000 
Se

a
r := R -----, v ,

2 LZ :=
£ i(K .(p B ,P -r)) + i i - ( K ( p B ,p - r ) ) RZ :=

(

p2+£rdr r dr k r >

■K.(pB,p r)

r := R  + — LD := 
2

—( — D(r) ] + - ~ D ( r )  
drVdr y r dr

R D := - ^ -D ( r )
r

LD I 7
-----= 1.00000 = 1.00000
RD RZ

Rys.7.4. Obliczenie momentów dla maszyny z izotropowym wirnikiem i magnetyczną szczeliną 
Fig.7.4. The torques calculations for machine with isotropic rotor and magnetic-gap
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Maszyna indukcyjna z anizotropowym, przewodzącym wirnikiem i szczelina magnetyczna

1 := 1.0 R := 0.2 a := 0.1 p := 1

|p |  = 38.476

v a  := 0.4-vo vr := 0.2-vo

vaS  := 0.8-vo vr8:= 0.8-vo

y := 25-10°

pB := p- —
■J v a

|p |- R  = 7.695

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów, różniczkowych:
v a 8-Rg-dD(R + g) vqS-p8dD(R) = I

0s-p-p6

z(p-R)
D(R)

d Z [ p ( R - a ) ]  = 0
v a p d z ( p - R )

Momenty maszvnv: C:=7t ip  r := R  + g

Moment całkowity: Te := -v a 8 C rp 5 T r r /D (r )d D (r ) )  Te = 0.321

Moment Lorentza: fR ,, .
TeCu := -C-s-i-y- ( |z ( p - r ) | )  -rdr TeCu = 0.321

R - a

T e F e := 0

Moment permeancvinv:

Moment pr.magnetyzacji T en := - (v o  -  v a 8) c r  P8 ld (D (r) dD (ó)

Poprawka do wyznaczenia momentu metoda prądów magnetyzacji:
T en = 0.08

T en

Te
= 0.25

vo -  v a 8

v a 8
= 0.25

Udziały procentowe momentów: 

TeCu
- 1 0 0 =  100 % TeFe

Te Te

Bilans mocy - wektor Povntinga. moc cieplna

1 0 0 = 0  %
TeCu + TeFe

Te
• 1 0 0 =  100 %

(R ___
Qe := n  ( | s |)2 l y- ( |z (p - r ) | )2-r dr Se := 7t-l-s i-r-vaS-p8 Irri(D(r)-dD(r))

- 'R - a

Qe = 6.055 Se = 6.055

Sprawdzenie poprawności rozwiązań dla rów. Helmholtza i Laplace’a?

r := R  + g-0.5

Qe—  = 1.000 
Se

r :  R  2 LZ:

r := R + — LD :=  
2

i ( K ( p B ,P r ) )
dr

+ - i ( K ( PB ,p r ) )  
r dr

R Z:=
(

P2 + ^

I n
■K (pB ,Pr)

l i i
dry dr

\  I d ' PO LD I 7+ 1 i1 X ■i R D :=-^— -D(r) -----= 1.00000
)  r dr 2r RD RZ

= 1.00000

Rys.7.5. Obliczenie momentów dla maszyny z anizotropowym wirnikiem i szczeliną magnetyczną
Fig.7.5. The torques calculations for machine with anisotropic rotor and magnetic-gap
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Maszyna dwustronnie zasilana z anizotropowym wirnikiem i szczelina magnetyczna 

s:=2-7i-3.0i p := 2

Moment całkowity: Te : = - v a 8-r-C-p8Im(D(r)-dD(r) + Dr(r) dDr(r) + D(r) dDr<r) e' K + Dr(r)-dD(r)-e , K) 

Moment Lorentza: TeCu := -C  s i y- f [ ( |z ( p - r )|)2 + ( |Z r(p -r)|)2 + 2-Re(z(p-r)-Zr{p-r) e " t ) ]-rd r
‘'Pa

Moment permeancyjny: TeFe := 0 Te = 2.034

Udziały procentowe momentów:

g := 0.001 A0r := 50 

|p |  = 44.429

v a  := 0.3-vo vr := 0.4-vo

v a 8 := 0.^ v o | vr8:= 0.8-vo

6 w
y := 25-10 p B := p - —  

\| v a

I := 1.0 R := 0.2 a := 0 .1

K := 0.7 |P - r |  = 8.886 0s := 500

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów, różn. od prądów stojana:

v a 8- Rg- dD (R  + g)
1

vaS-p8dD(R)

va-p-dz(p-R)
Z^ —  = 1 d z [p -(R  -  a )]  = 0
D(R)0s-p-p8

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów, różn. - od prądów wirnika:

-2 -s-y (C a-aar + Cb-bar) 

A0r-p

= ] v a 8-p8-dDr(R) _   ̂ Z r ( M  = j | d Z [[p .(R a)] | = „

va-P -dZ r(p-R ) Dr<R)

C := it-p -l r := R

TeCu = 2.034

TeFe
— ^ — 100= 100 % -------- 100=0 %

Te Te

TeCu + TeFe

Te
1 0 0 =  100 %

Bilans mocy pola od pr. stoiana - wektor Povntinga. moc cieplna, energia

rRf R

(
z(P -r)-£

r
j  -rdr E a : = — [

2 J p
E r:=  — -I- 

2
jRa   pR

S c := v a 8-s l-R-D(R)-p8dD(R) P := ( | s | ) 2-y-l- ( |z (p  r ) |) 2-rdr
Ra

Sc = 6.543+ 6.488i P = 6.543 Q = 6.488

Bilans mocy obu pól - wektor Poyntinga. moc cieplna

P +  iQ

Sc
= i .00000

AP := 7i - ( | s | ) 2-l-y- [  [ ( |z ( p - r )|)2 + ( |Z r(P -r)|)2 + 2-Re(z(p-r) Zr(p-r) ei K)]-rd r
Ra

S:=n-l s-i r-va8-pS-Irr(D(r)-dD(r) + Dt<r) dDr(r) + D(r)-dDr(r) e " ‘ + D i(r)-dD (r)-e '‘ K)

r := R + g

AP—  = 1.000 
S

Rys.7.6. Obliczenie momentów dla maszyny asynchronicznej dwustronnie zasilanej 
Fig.7.6. The calculation for torques of doubly-fed asynchronous machine
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Dla rozważanej maszyny asynchronicznej - korzystając z wyznaczonego rozkładu pola 
elektromagnetycznego - można oprócz sił stycznych określić* gęstość objętościową sił 
promieniowych działających w obszarze przewodzącej warstwy magnetycznej. Zgodnie 
z zależnością (D2.10b) (dodatek D2, Lr= l)  składowa promieniowa gęstości całkowitej siły 
działającej w wybranym dowolnie punkcie przewodzącej warstwy wirnika jest równa:

f r = - d ivM(CTr ) + k łir, (7.23a)

gdzie pominięto pochodną czasową gęstości pędu pola, a indeks „r” oznacza składową 
promieniową.

Składowa promieniowa gęstości siły Lorentza wynosi:

fCu,  = -jzB a> (7.23b)

która jest obliczana celem potwierdzenia poprawności analiz. Przeprowadzone obliczenia 
potwierdzają dodatkowo poprawność wykorzystywanych zależności wektorowych.

Składowa promieniowa gęstości sił permeancyjnych, z uwagi na stałość reluktywności 
magnetycznych w obszarze wirnika maszyny, jest równa zero:

fFe,r = N r = 0 .  (7.23c)

Dla składowych promieniowych sił w przewodzącej warstwie wirnika zachodzi następująca 
równość:

f r = f c u ,+ f F « ,= f c ,-  (7.23d)

Wykorzystując zależności (7.23a,b,c) obliczono gęstości sił promieniowych dla maszyny

z przewodzącą warstwą na wirniku z następujących relacji (dodatek D2; x=cot-pa+a0):

f , , łR e { i^ _ p f i ^ ) + ą ,
dr r  dx r

fCu.r = y Re{ys(Z(Pr) exp(ix) + Zr(Pr)exp(ix -  iK))Ba }, 

przy oznaczeniach zespolonych składowych pól postaci:

B r = [Z(Pr)exp(ix) + Zr(Pr)exp(ix -  itc)], 
r

B a = —— [Z(Pr) exp(ix) + Zr(Pr) exp(ix -  iK)]. 
dr

oraz oznaczeniach pomocniczych:

G r a  =  H , B 0 , G = H rB , - H a B a .
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Rys.7.7. Rozkład gęstości sił promieniowych i stycznych w litym wirniku maszyny indukcyjnej 
Fig.7.7. Distribution of radial and tangential forces density versus radius in solid rotor

Na rysunku 7.7 przedstawiono zmienność składowej promieniowej i stycznej gęstości 
sił w przewodzącej warstwie wirnika w funkcji promienia. Na rysunku 7.8 przedstawiono 
przebieg ilorazu sił promieniowych do stycznych k(r,x) w funkcji promienia w obszarze litej 

warstwy wirnika. Iloraz k(r,x) nie ulega zmianie przy zamianach kąta a  na obwodzie wirnika. 
Celem dodatkowego potwierdzenia poprawności obliczeń sprawdzono wartość ilorazu:
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Rys.7.8 . Iloraz sił promieniowych do stycznych w funkcji promienia w litej warstwie maszyny 
indukcyjnej

Fig.7.8. The radial and tangential forces ratio versus radius in solid rotor of induction machine

Z przeprowadzonych obliczeń wynikają wnioski.

Na przykładzie maszyny indukcyjnej o litym wirniku pokazano, iż prowadzenie obliczeń 
momentów sił metodą prądów magnetyzacji przy wykorzystaniu różnicowego tensora 
energii prowadzi do poprawnych rezultatów. Zaproponowana metodyka nie wymaga 
definiowania prądów powierzchniowych o określonych gęstościach powierzchniowych.

W maszynie o litym - przewodzącym i anizotropowym wirniku występują siły styczne 
i promieniowe o wartościach tego samego rzędu (rys.7.8). Jest to konsekwencją 
właściwości magnetycznych przewodzącej warstwy wirnika. Rozważane przenikalności 
magnetyczne względne mają wartości do kilku do kilkudziesięciu. Takie właściwości 
odpowiadają stanowi silnego nasycenia obwodu wirnika (podrozdział 5 .6 ).
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7.3. OBLICZANIE MOMENTU ELEKTROMAGNETYCZNEGO 
W ŚRODOWISKACH ANIZOTROPOWYCH MAGNETYCZNIE

W środowiskach anizotropowych obliczanie momentu elektromagnetycznego jest 
problemem, który wymaga oprócz analiz numerycznych, prowadzenia analiz teoretycznych 
[aS.21, aS.27, T .l]. W szeregu układach elektromechanicznych, pojawiających się 
w zastosowaniach szeroko rozumianej elektrotechniki, wykorzystywane są środowiska 
magnetyczne, których macierz przenikalności magnetycznych jest niesymetryczna.

Przykładowo, tak jest w przypadku ujawniania się tzw. anizotropii wymuszonej [B.3 
ss.305-306, G .l, aS.21], Dla magnetyków, takich jak: samar-kobalt, neodym-żelazo-bor, 
macierz przenikalności magnetycznych jest niesymetryczna:

Hx c 
0  \l

Ix

1 X 1 r O i _

(7.24)

X ' Vx a c ' h ;

= a (i, b

A . c b iiz _HZ

gdzie w ogólności c=c(Hx,Hy)*0.
Z kolei środowiska anizotropowe absorbujące (tzw. perfectly matched layer PML 

[aK.3]) charakteryzują się macierzą przenikalności symetryczną niediagonalną:

(7.25)

Obliczanie momentu sił w środowiskach magnetycznych anizotropowych o różnych 
właściwościach jest tematem rozważań w niniejszym podrozdziale.

W środowiskach anizotropowych, w których nie ma magnesów trwałych, nie ujawnia 
się zjawisko magnetostrykcji oraz niejednorodność przenikalności magnetycznej, moment 
Lorentza powinien być równy momentowi obliczonemu za pomocą tensora naprężeń 
Maxwella. W pracy [T.l] została przedstawiona zależność określająca moment 
elektromagnetyczny (str.132 wzór (33.9); oznaczenia osi zostały cyklicznie zmienione oraz 
został zmieniony znak tensora naprężeń stosownie do definicji (4.12a)) postaci:

Tc = J(xfy - yfx )dV = - j ( x a yn - y a xn)d S - J(crxy - a yx)d V , (7.26)

gdzie:
Te - moment elektromagnetyczny sił względem osi OZ, 
fx, fy - składowe gęstości sił w kierunku osi OX oraz OY,
V - objętość rozpatrywanego obszaru,
S - powierzchnia zewnętrzna.

Zgodnie z (7.26) całkowity moment sił pola elektromagnetycznego w obszarze 
anizotropowym powinien być równy momentowi określonemu poprzez tensor naprężeń
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Maxwella, gdy środowisko jest izotropowe. Zanika wtedy? bowiem druga z całek 
występujących po prawej stronie zależności (7.26). W przypadku gdy środowisko nie jest 
anizotropowe - zgodnie z (7.26) - to równość obu momentów nie zachodzi.

Można pokazać jednak, iż istnieje taka możliwość również wtedy, gdy dane środowisko 
jest anizotropowe, o diagonalnej macierzy przenikalności magnetycznych. W przypadku 
takiego ośrodka anizotropowego macierz reluktywności magnetycznych ma postać:

vuu 0 0 '
• 0  v w 0  . (7.27)

. 0  0  Vww.
Przykładowo, dla maszyny indukcyjnej opisanej w podrozdziale 7.2 macierz reluktywności 
jest diagonalna w układzie współrzędnych (r,a,z).

Jeżeli vra=v0, to całkowity moment elektromagnetyczny (7.20) jest równy:

Te = Jv0rBaBrdS. (7.28a)
av

Gęstość objętościowa siły Lorentza winna prowadzić do tej samej wartości momentu 
elektromagnetycznego:

TeCu = frjIBrdV . (7.29a)
v

Druga całka po prawej stronie równania (7.26) ma wymiar momentu sił i zostanie oznaczona 
jako:

ATe = ( v , - v a ) jB 0 BrdV . (7.30a)
V

Szczegółowe przekształcenie wyrażenia podcałkowego przedstawiono w dodatku D3.
Przy powyższych oznaczeniach zależność (7.26) przyjmuje następującą postać:

Tecu =Te +ATe . (7.3!)

Zależność (7.26) dla środowisk anizotropowych pozostaje w sprzeczności z poniższą 
zależnością (wirnik maszyny jest jednorodny magnetycznie - brak sił środowiskowych):

= 1*0, • (7.32)

Zgodnie z zależnością (4.16) można bowiem przedstawić całkowity moment
działających sił, w obszarze zarówno izotropowym, jak i anizotropowym, poprzez całkę
powierzchniową tensora energii pola elektromagnetycznego w cylindrycznym układzie 
współrzędnych. Celem potwierdzenia równości obu momentów sił: Tc oraz Te_cu zostaną 
one obliczone niezależnie. Pozwoli to na rozstrzygnięcie, która z zależności (7.31) czy też 
(7.32) jest słuszna. Zależność (7.32) okaże się być słuszna. Dodatkowo zostanie obliczona 

wartość wyrażenia ATe - okaże się ono być niezerowe. Zależność (7.31) jest więc

115

nieprawdziwa. Warto zauważyć, iż dla środowisk izotropowych obie zależności pozostają 

zgodne, ponieważ ATC zanika tożsamościowo. Różnica powinna się pojawiać w przypadku 
analizy maszyny indukcyjnej o anizotropowym litym wirniku.

Przedmiotem szczegółowych rozważań jest model maszyny indukcyjnej o litym wirniku 
przedstawiony w podrozdziale 7.2. Podstawiając za składowe indukcji pola magnetycznego 
otrzymane uprzednio (podrozdział 7.1, 7.2) rozwiązania otrzymuje się w elementarny sposób 
wartości momentów sił.

Moment elektromagnetyczny zgodnie z (7.28a) wynosi:

Te = - v0CrpIm[D(r) D ^r) + Dr(r)D ;(r) + D(r) D ;(r)eiK + D r(r) U '(r )e "k ] , (7.28b)

gdzie re(R , R+g).
Moment sił Lorentza - zgodnie z zależnością(7.22) - wynosi:

R
Te,cu = -y siC  J{|Z(pr)|2 + |Zr(Pr)|2 +2R e[Z(pr)Zr(pr )e iK]}rdr. (7.29b)

0

Natomiast całka (7.30a) ma wartość:
R

ATC = AvC Jlm [ZZ' + Zr Zr' + ZZr' eiK + Zr"Z' e '"  ]d r , (7.30b)
0

gdzie nadkreśłenie oznacza wartość sprzężoną do danej; znak ‘ oznacza pochodną względem 

promienia r, C=7tpl - stała, 1 - długość maszyny, p - liczba par biegunów, Av = v r -  va .

Rachunkowego potwierdzenia analiz dokonano przeprowadzając obliczenia analityczne 
dla maszyny indukcyjnej o przewodzącym i anizotropowym wirniku - rys.7.9, 7.10. 
Obliczenia i uprzednie analizy potwierdzają słuszność następującej tezy:

Istnieje możliwość przedstawienia momentu sił Lorentza działających w obszarze 
magnetycznym anizotropowym (bez histerez, magnetostrykcji oraz niejednorodności) 

poprzez całkę powierzchniową tensora naprężeń Maxwełla, 
gdy przenikalności magnetyczne tworzą macierz symetryczną.

Należy zwrócić uwagę, iż takie przedstawienie nie jest możliwe w obszarach, w których 
macierz przenikalności magnetycznych nie jest symetryczna [aS.21, aS.27].
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Maszyna dwustronnie zasilana z anizotropowym wirnikiem i szczelina powietrzna

s := 2-7t-5.0i p := 2 v a  := 0 .2 5 vo vr := 0.5-vo y := lM O 5 PB := p- ß := f
v a

g := 0.002 A0r := 50 v a ô  := vo |vr8 := vo 1 := 1.0 R := 0.3 a := 0.2

|ß |  = 13.18 K := 0.7 |ß  R | = 3 .9 5 4  0s := 250 Av :=

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów, różn. od prądów stoiana:
v a 5 R g d D (R  + g)

= 1
vaôpS-dD (R ) Z(ß-R)

d z [p  (R  -  a)] = 0
e s p p S " 1 v a -p -d z (p -R )  D(R)

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów, różn. - od prądów wirnika:

- 2 s y ( C a a a r  + C b b a r)  

A 0 rp

Moment całkowity:

= l vaSp5-dD r(R )

v a ß d Z r ( ß - R )
zKp-R)
Di(R )

1 |dZ i£ß -(R a)]| = 0

C := T tp l r := R

T e := - v a 5  r C pS-Iir(D(r)-dD(r) + Drfr) dDr(r) + D(r) dDr(r) e ''1'  + Di<r) dD(r) e“ ' '*)

Moment Lorentza:

Bład^Te:
TeCu := - C s i y  f [ ( |z (ß  r)|)2 +  ( | Z r(ß-r)| )2 + 2 Re(z(ß r) Zr{ß r) ei K)] rd r

•'B.

ATe := Av C  f I n f  ß (z(ß  r) d z (ß  r) + Zi{ß r) dZr(ß-r) + z ( ß r ) d Z r ( ß r ) e 'K + Z r(ß -r)-dz(ß  r) e_ " c) ]  dr
■'Ra

Udziały procentowe momentów:

Te
--------- 100= 100 %
TeCu

ATe

TeCu
•1 00= -12 .705 % Te + ATe

TeCu
■100= 87.295 %

Bilans mocy pola od pr. stoiana - wektor Poyntinga. moc cieplna, energia
r  R

Er:=  — 1- 2 z (ß r )  —

Sc = 5.159+ 8.628i Q := 2- |s |  -(Ecc + Er) Q = 8.628 

P = 5.159

va (-R ____
■rdr E a := ~ ~ 1 -  ( | ß d z ( ß r ) | ) 2-rd r Sc := v a ô s l-R D (R )p & d D (R )

2 Ra

P : = ( | s |)2 y l f  ( I z ( ß ■ r ) I)2• rd r
•'Ra

P +  iQ

Sc
1.00000

Rys.7.9. Obliczenie momentu sił w przypadku va < vr 
Fig.7.9. Electromagnetic torque calculation in the case v0 < vr

117

Maszyna dwustronnie zasilana z anizotropowym wirnikiem i szczeliną powietrzna

s := 2 n -5 .0 i  p := 2 v a  := 0.5-vo vr := 0.25 vo

g = 0 .002  A0r := 50 v a5  := vo vr8 := vo

y := 11-105 p B := p -  —  ß := S-—  
v a  ^  v a

1 := 1.0 R := 0.3 a := 0.2

■ v a|p |  = 9 .3 1 9  k := 0.7 |p -R | = 2 .796  0s:= 2 5 O  Av := vr -

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów, różn. od prądów stojana:

vaS  Rg dD (R  + g) vaSpô-dD (R )

va-Pdz(pR)
z (p -r )
D(R)

= 1 dZ [p  (R  -  a)] = 0

- 2 s y ( C a a a r  + C bbar) 

A0r-p

Moment całkowity :

Moment Lorentza:

0s p p 6

Spełnienie warunków brzegowych przez rozwiązania rów, różn. - od prądów wirnika:

vaópS-dD r(R)

vaPdZr(p-R)
^ ^  = 1 |d Z r[p -(R a )] | = 0

Dr(R)

C := n-p-l r := R

T e := - v a 5  r C p& In^D (r) dD(r) + Dr<r) dDr(r) + D(r) dDr(r) e " c + Dr<r) dD(r) e " )

1 TeCu := -C  s i y - J  [ ( |z ( ß - r )|)2 + ( |Z r(p -r)|)2 + 2 R e (z(p  r)-Zr{p r) ei 'c) ]  rd r 

Bład/vTe: Ra

ATe := Av C- f  In{p  (z(ß r) dz(ß r) + Zr(ß r) dZr(ß r) + z(ß r) dZr(ß r) e' K + Zi{ß-r) dz(ß r) e ' " <) ]  dr
• 'R a

Udziały procentowe momentów:

Te
---------100= 100 %
TeCu

ATe

TeCu
■100= 10.941 % Te + ATe

TeCu
•100= 110.941 %

Bilans mocy pola od pr. stoiana - wektor Poyntinga. moc cieplna, energia

Er:=  — ■ 
2

Z ( ß r ) £
! rR _____
■rdr Ea := — 1- ( |ß  dz(ß r ) | ) 2-rdr Sc := v a5  s l-R D(R) p&dD(R)

2 Jp,

Sc = 5.513+ 5.97i Q : = 2 - | s | ( E a + Er) Q = 5.97

P = 5.513

P : = ( | s | ) 2-y-l- ( |z (ß  r)|)2 rd r
•'Ra

P +  iQ
Sc

= 1.00000

Rys.7.10. Obliczenie momentu sił w przypadku va > vr 
Fig.7.10. Electromagnetic torque calculation in the case va > vr
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W  rozdzia le  siódm ym  przeana lizow ano  m ożliw ość w ykorzystan ia  różn icow ego tensora  

energ ii d la  p o tr ze b  ob liczeń  m om entu  s i ł m etodą  p rą d ó w  m agnetyzacji. P rzedstaw iono  

stosow ne p rzyk ła d y  obliczeniow e.

P o ddano  ana lizie  rezu lta ty  ob liczeń  m om entu  s ił o trzym yw ane p r z y  w ykorzystaniu  

m etody  ten sora  M axw ella  i s i ł L oren tza  w  p rzypadku  w ystępow ania  w ybranych  anizotropii 

środow iska . W  środow iskach  izo tropow ych  oraz an izo tropow ych  o d iagona lnej m acierzy  

re luk tyw nośc i m o m en t ca łkow ity  j e s t  rów ny m om entow i s i ł Lorentza. Z w rócono  uwagę, iż 

w  środow iskach  an izo tropow ych  o n iesym etrycznej m acierzy re luktyw ności w łaściw ość ta  nie 
m usi być spełniona.

Szczegó łow e ob liczen ia  przeprow adzono  d la  m aszyny indukcy jnej o  litym, p rzew odzą ­
cym  i an izo tropow ym  m agnetyczn ie  wirniku.

i

8. MASZYNA INDUKCYJNA O NIESYMETRYCZNYM 
I EKSCENTRYCZNIE WIRUJĄCYM WIRNIKU

W  rozdzia le  ósm ym  po d d a n o  analizie m aszynę indukcyjną o litym, przew odzącym  

i ekscen tryczn ie  w iru jącym  w irniku. W  m aszynie indukcyjnej z  w irnikiem  kubkow ym  pow sta je  

m om ent L oren tza  oraz m om ent perm eancyjny. O ba m om enty - odm iennie  n iż w  m aszynie 

synchron icznej - p rzec iw dzia ła ją  sobie. M om ent środow iskow y p o zw a la  na  po d a n ie  efektyw ­

nego num eryczn ie  a lgorytm u określan ia  stra t m ocy czynnej w  w irn iku  m aszyny. D odatkowo, 

dokonano rów nież oceny  p o zio m u  hałasu m agnetycznego pow sta jącego  w w yniku działania  

s ił p rom ien iow ych .

Moment środowiskowy, jako uzależniony od pochodnej cząstkowej reluktywności 
magnetycznej po kącie - powstaje w przypadku, gdy wirnik nie jest cylindryczny oraz 
również wtedy, gdy wiruje on ekscentrycznie. Ekscentryczność położenia wirnika może się 
pojawić jako efekt szeregu przyczyn. Może to być niedoskonałość wykonania maszyny 
wirującej. Wynikać może ona z dopuszczalnej tolerancji wykonania mechanicznego. 
Niekorzystne dodanie się odpowiednich odchyłek wymiarów mieszczących się w granicach 
tolerancji może prowadzić do ujawniania się niesymetrii. Również stopniowe zużycie łożysk 
oraz efekty termiczne w litym wirniku [aS.20] mogą prowadzić do niecentrycznego ułożenia 
osi wirowania wirnika maszyny elektrycznej. Te, jak i inne przyczyny mogą prowadzić do 
niesymetrii maszyny, która w założeniach była projektowana jako symetryczna geometrycz­
nie, o wirniku wirującym wokół własnej osi symetrii.

Wpływ opisanych wyżej przyczyn na wartość rozwijanego momentu elektro­
magnetycznego zostanie przeanalizowany przy następujących założeniach upraszczających:

- wewnętrzna powierzchnia stojana jest cylindryczna; umieszczone są na niej cienkie 
uzwojenia stojana tworzące przepływ postaci (8 .2 ),

- wirnik maszyny jest cylindryczny, eliptyczny bądź ukształtowany wg „drugiej 
harmonicznej” przewodności magnetycznej szczeliny powietrznej (tabela 8 .1, rys.8 .2 ),

- oś symetrii stojana Cs może się nie pokrywać z osią symetrii wirnika Cr (np. może się 
pokrywać z jednym z ognisk eliptycznego przekroju wirnika Fr),

- oś symetrii stojana Cs pokrywa się z osią wirowania wirnika,
- przyjmuje się dwuwymiarowy rozkład pola elektromagnetycznego.
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Analitycznie rozważone przykłady niesymetrii i ekscentryćzności maszyny indukcyjnej 
zostały ujęte w tabeli 8.1. Dopuszcza się deformację powierzchni zewnętrznej wirnika, jak 
i jego obrót wokół osi nie pokrywającej się z jego osią symetrii (osie te pozostają jednak 
równoległe). Należy zwrócić uwagę, iż prezentowane rozważania mogą się również odnosić 
do maszyny synchronicznej przy pracy asynchronicznej.

Wartości momentów: całkowitego, Lorentza oraz permeancyjnego zostały obliczone dla 
wyróżnionych w tabeli 8.1 przypadków. Dla porównania pewne wymiary i parametry maszyn 
zostały wybrane jako jednakowe. Są nimi następujące wielkości charakteryzujące stan pracy 
oraz budowę maszyny indukcyjnej:

- amplituda przepływu uzwojeń stojana Gs,
- wewnętrzny promień obudowy stojana Rg = R+g,
- zewnętrzny promień ferromagnetycznej części wirnika Ra = R-a,

- reluktywności anizotropowej warstwy wirnika vr, va, oraz jej przewodność y,
- najmniejsza grubość szczeliny powietrznej wynosi g, co oznacza, iż największy promień 

opisujący powierzchnię zewnętrzną wirnika r0=r(a) wynosi:
r max — R ,

- największa grubość szczeliny powietrznej wynosi 3 g, co prowadzi z kolei do najmniejsze­
go promienia r(a) opisującego powierzchnię zewnętrzną wirnika:

rmin= Rg - 3g = R - 2g,
- współczynniki d, e0, e, a2 (tabela 8.1) zostały tak dobrane, aby funkcja r(a) opisująca 

powierzchnię zewnętrzną wirnika zawierała się w przedziale [R, R-2g] dla a e [0 , 27t].
Dla porównania założono, iż w maszynie o cylindrycznym wirniku promień wirnika wynosi:

r(a) = 0.5-( rmin+ rmax) = R - g-

iI

Rys.8.1. Maszyna indukcyjna o ekscentrycznie wirującym i niesymetrycznym wirniku 
Fig.8.1. Induction machine with eccentrically rotating and asymmetrical rotor

121

d) e)

Rys.8.2. Przykładowe kształty i ułożenie wirnika wewnątrz obudowy stojan (linia przerywana):
a) wirnik cylindryczny - przypadek lc, b) ekscentrycznie ułożony cylindryczny wirnik - 
przypadek 2c, c) wirnik eliptyczny - przypadek le , d) ekscentrycznie położony eliptyczny 
wirnik - przypadek 2e, e) wirnik wyprofilowany, tak aby szczelina powietrzna miała 
przewodność magnetyczną o składowej stałej i drugiej harmonicznej przestrzennej - 
przypadek lh

Fig.8.2. The exemplary rotors inside stator frame (the dashed circle): a) circular rotor - the case lc,
b) eccentrically displaced circular rotor - the case 2c, c) elliptical rotor - the case le, 
d) eccentrically displaced elliptical rotor - the case 2e, e) ‘second harmonic permeance - 
shaped’ rotor - the case lh
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Tabela 8.1
t

Przykłady niesymetrii i ekscentryczności położenia wirnika
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1. pokrywające się osie symetrii 
stojana i wirnika

2 . przemieszczone osie symetrii 
stojana i wirnika

wirnik
cylindryczny

przypadek lc: Cs=Cr, 

r (a )  = R = const,

przypadek 2c: Cs^Cr, 

r(a )  = R '^/l -  d 2 sin2 <p -  

-  R'dcoscp, 

w przybliżeniu (d4=0 ): 

r(a )  = R '( l - d c o s ( p - |d 2 sin2 cp), 

R ' = R(1 + d ) ' 1

wirnik eliptyczny
przypadek le: Cs=Cr,

R j \  -  e2 
r(<x) = T = = - - - 2 = ,  

y]\ -  e0 cos cp

w przybliżeniu (eo4=0 ): 

r(a) = R ( l-{ e ^  +{e^cos2<p).

przypadek 2e: Cs*Cr, Cs=Fr,

. , R ( l - e )  r(a) =
1 + ecoscp 

w przybliżeniu (e2=0 ): 
r(a) = R(1 -  e -  ecos(cp)).

wirnik 
wyprofilowany 

wg drugiej 
harmonicznej 
przewodności 

szczeliny 

= (v 0g)"‘ 

g = g(a) 
g = R6 -r(a)

przypadek lh: Cs=Cr,

r(a) = R -  ------- 8 ^1 + a2’>------- ,
1 + a 2 cos(2pa + Ay)

Rg = R  + g,

w przybliżeniu (a22=0 ):
r(a )  = R '(l + bcos(2pct + A a )) ,

R ' = R(l + b )- ', 

b = R (l + ga2( R - g a 2) _l) ' 1.

W tabeli 8.1 oznaczono: cp = Q mt -  k a  + Ay , k - liczba całkowita, Aa - kąt przesunięcia 

amplitudy przepływu stojana względem ustalonego punktu wirnika.

8.1. OBLICZANIE MOMENTU ELEKTROMAGNETYCZNEGO MASZYNY 
O NIESYMETRYCZNYM WIRNIKU

Analiza dwuwymiarowa rozkładu pola elektromagnetycznego jest prowadzona przy 
wykorzystaniu metody uzmienniania stałych. Mianowicie, w przypadku lc  amplitudy 

składowych indukcji magnetycznej nie zależą od kąta a . Wynika to z założenia cylindrycz­
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nego ukształtowania powierzchni wirnika i jego symetrycznego mocowania. W innych 
wyróżnionych przypadkach, na skutek niesymetrii wirnika, pole magnetyczne w maszynie nie 
posiada symetrii kołowej. Tę deformację pola magnetycznego - przy niedużej niesymetrii 
wirnika - można uwzględnić dopuszczając zmienność amplitud składowych pola magnetycz­
nego.

Dokładność otrzymywanych obliczeń jest potwierdzana poprzez:
- podstawienie otrzymanych rozwiązań do równań wyjściowych,
- sprawdzenie spełnienia warunków brzegowych oraz
- ocenę zupełności rozkładu momentu elektromagnetycznego na dwa wyróżnione momenty:

T r + T F
ST = —  T - ' -- (8 .1)

Teoretycznie, wartość powyżej zdefiniowanego wskaźnika 5t jest równa jedności.
Dane analizowanej maszyny elektrycznej przedstawiono bezpośrednio przed 

prezentacją rezultatów analiz (tabele 8.2 - 8.4).
Wartości momentów sił określa się na podstawie znajomości rozkładu pola 

magnetycznego. Zakładając wymuszenie przepływu stojana o rozkładzie przestrzennym (h = 
6 c+ l, c=0 ,±l,...):

0 (t,cc)=  2 j 0|> sin(27tft -  pha + A ah) (8.2)
c=0,±1 ,±2 ,...

oraz uwzględniając założoną uprzednio strukturę maszyny indukcyjnej można natężenie pola
magnetycznego w obszarze wirnika i szczeliny powietrznej maszyny wyrazić następująco:

-  v r d A , -  9A 7
H = v rBr +v„B „ = i — —- Ł - i „ v „ — Ł . (8.3a)

r r “ ° r r da  “ “ di K J
Pomijając prąd przesunięcia - z uwagi na dostatecznie niską częstotliwość prądów stojana -
można zapisać:

rot(H) = yEz = -y A j. (8.3b)

Równania (8.3a) oraz (8.3b) prowadzą analogicznie jak pokazano w rozdziale 7, do równania 
różniczkowego dla magnetycznego potencjału wektorowego o postaci:

—  ̂ ( r ^ )  + ^ ^  = iyhmhA h, (8.4)

gdzie:
f

(Dh = 2n(—  -  n) jest pulsacją prądów wirnika, 
ph

Równanie (8.4), po dokonaniu separacji zmiennych i analogicznych przekształceniach jak 
w rozdziale 7 prowadzi do poniższego rozwiązania w obszarze wirnika:

A (r ,a )=  £ R k(r)St ( a ) .  (g-5)
c-0.±l,±2,...



i
S

Funkcje separowane są postaci:

R h ( r )  = a hIpB(phr) + b hK pB(Phr ) , (8 .6 a)

S h (a )  = ch exp(-jhpa), (8 .6 b)
gdzie ah, bh oraz Ch są  stałymi.

Wartości stałych pojawiających się w rozwiązaniach określa się formułując warunki 
brzegowe na odpowiednich granicach środowisk.

• Uzwojenie stojana ułożone na ferromagnetycznym stojanie - szczelina powietrzna 
(r = R +g=Rg):

1 5 0  (m)
v oB« a = X &  -> a shR gh - b ShR 'ph = — . (8.7)

8 Vo
• Szczelina powietrzna - warstwa przewodząca wirnika (r = R):

®6n = ® u  = ® n  >

B„ = B5r cos(8 ) -  B 6o sin(8 ) = cos(8 ) -  B „  sin(5) (8 .8)

Hst = Hal = H,, ->

H . = v 0B 6r sin(8 ) + v 0B ta cos(8 ) = sin(8 ) + vaB aa cos(8 ) . (8.9)

• Warstwa przewodząca wirnika - ferromagnetyczny rdzeń wirnika:
(r = R-a=Ra< r(a) dla ae[0,27t])

v«a®.« = 0 -> a„hi ;B(PhR a) + b ahK'pB(PhR J  = 0 . (8.10)

Powyższe równania (8.7) - (8.10) określają stałe pojawiające się w rozwiązaniach (8 .5) oraz 
(8 .6 a,b):

a ah( a ) = 0 hv ; , { U (a )R f - W ( a ) R S h
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8  = 8 (a )  = arctan a sh = a ahU h( a ) ,  b5h = aahWh( a ) ,  b ah= - a ahSh,

U ( a ) _  B MhD dh(8 ,r0) - H ahBbh(8 ,r0)
A h (8 , r0 )D dh (8 , r0) - B b h (8 , r0 )C h (8 , rD) ’

W (q )~  H uhA K(8 »r0) - B MhC h(8 ,r0)
A h (6 , r0 )D dh(8 ,r0) -  Bbh (8 , r0 )Ch (8 , r0) ’

A h(8 ,r )  = - ip h rph~' cos(5) + phrph' '  sin(8 ),

Bbh (8 ,r) = —iphr“ph~l cos(8 ) -  phr~ph~1 sin(8 ) ,

c h (8>r) = -ip h v r5r ph*' sin(8 ) -  phva5r ph"1 cos(8 ) ,

D dh (8 , r) = -ip h v r8r "pl” 1 sin(8 ) + phva5r _ph_1 cos(8 ) ,
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B n>h (a )  = -  P ^ F (r)co s(8 ) + p„dF(r)sin(8 ) , H tjh (a ) = - ^ F ( r ) s i n ( S )  -  v aPhdF(r)cos(8 ) , 
r„ r0

gdzie dla uproszczenia oznaczono:

F(r) = IpB (P„r) -  SKpB (Phr ) , dF(r) = I'pB (p„r) -  SKpB (Phr ) ,

D (a ,r)  = a 6h (a ) rph + b 6h (a ) r -ph, Z (a,Pr) = 3 ^ (a ) IpB(Phr) + b ń (a )K pB(Phr ) ,

dD (a ,r) = a 6h (a ) r ph*1 -  b 6h ( a ) r 'ph' \  dZ (a,pr) = a ah(a)I'pB(Phr) + b ^  (a)K 'pB(Phr ) ,

B nah =  B njj a ̂ ,  H tah= H lha ah.

Znajomość rozkładu pola elektromagnetycznego w obszarze szczeliny i wirnika 
maszyny pozwala na określenie momentu elektromagnetycznego oraz jego dwóch momentów 
składowych; i tak całkowity moment elektromagnetyczny wynosi:

Tc = v 0R g fB a BrdS , (8.11)
av

gdzie Rg jest promieniem powierzchni usytuowanej w szczelinie powietrznej maszyny. 
Moment Lorentza opisuje całka:

TtC l- J r j łBrdV , (8.12)
V

zaś moment permeancyjny:

T- = ^ (B' l r +B" ^ dv- (813)
Przestrzenny rozkład reluktywności magnetycznej w pobliżu granicy środowisk szczelina 
powietrzna - wirnik jest opisany poprzez funkcję skoku jednostkowego Heaviside’a:

v r( r .a )  = v r + (v r5 - v r)l{Ar}, (8.14)

gdzie r(a) opisuje kształt zewnętrznej powierzchni wirnika, Ar = r -  r ( a ) , Vr(r,a) jest funkcją

reluktywności magnetycznej (indeks ‘r* oznacza składową promieniową), vr5 jest
reluktywnością w kierunku radialnym szczeliny powietrznej (rozdział 7).

Analogiczna zależność odnosi się do reluktywności magnetycznej w kierunku stycznym 

(zamiast indeksu ‘r’ pojawia się indeks la ‘). Pochodna cząstkowa reluktywności magnetycz­

nej po kącie a  wynosi:
dvf _ dv , d { r - r 0(a)} _ dv, dr0(a )
da  3Ar da  3Ar da

W podobny sposób można przedstawić pochodną reluktywności w kierunku stycznym.
Całka objętościowa w równaniu (8.13) może być przedstawiona jako iloczyn całki po

powierzchni zewnętrznej wirnika J( )dS oraz całki w kierunku radialnym J()dr, a zatem:

(816>



i;;
Moment środowiskowy - po wykonaniu całkowania w kierunku radialnym - można wyrazić 
następująco:
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{(vr5,vaS)

J(B2d v ,+ B 2dv0 ) l ^ d S .  (8.17)

(vr.va) I

d rn

Wyrażenie pod całką liniow ą ujęte w nawias zwykły, stanowi różniczkę zupełną dwóch 
zmiennych, którymi sąreluktywności magnetyczne w odpowiednich osiach:

dF(vr ,v a ) = B2dvr + B2dva . (8.18)

Wartość powyższej całki zostanie określona przy wykorzystaniu faktu zupełności
różniczki (8.18). Mianowicie, różniczka jest zupełna wtedy i tylko wtedy, gdy spełniony jest 
następujący warunek [L.6 , L.7] :

3B2 SB’

* 7 " s r -  <8I9)
Warunek ten jest spełniony. Mianowicie, składowe indukcji pola magnetycznego (dla

wybranej harmonicznej) jako opisane zależnościami:

B - cBny + sH , B c H ,- s B „ x
' A(x,y) ’ “ A(x,y) ’

(8.20)

pozwalają zapisać warunek (8.19) następująco:

d cB y + sH t d ,cH . - s B nx^
— r 4  = B* T ;{ — 77— (8 .2 1 )dy A(x,y) dx A(x,y)

Dla uproszczenia oznaczono: c=cos(8 ), s=sin(8), x=vr, y=va, A=A(x,y)=s2x+c2y. Obliczenie 
pochodnych cząstkowych prowadzi do równości:

(cB„va + sH t ){cBn A -  (cBn v tt + sH, )c2} =

= (cH, - s B nv r ){ -sB „A -(cH , - s B „ v r )s2}, (8 .2 2 )

która jest spełniona dla dowolnych wartości Ht, Bn, vr, va, co uzasadnia (8 .1 9 ).

Spełnienie warunku (8 .1 9 )  pozwala stwierdzić, iż całka (8 .1 7 )  nie zależy od kształtu 

drogi, która łączy punkt początkowy (vr, va) i końcowy (vr8, Vos) drogi całkowania w całce:

(vr8,va5) (vr8,va8)

1= J (B jd v ,+ B 2d v J  = jd F (v r , v a ) . (8.23)
(vr.va) (vr,va)

Wartości całek:

wynoszą [G.3]:

(vr5,va) (vr8,va8)

I ,=  } B > r , I2 = {B 2dva . (8.24)
(vr.va) (vr8,va)
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I ,=
(cBny + sH ,)‘ 
s2(s2x + c 2y)

(vr8,va)

I ,=
(vr,va)

(cH, -s B „ x ) : 
c2 (s2x + c 2y)

(vr8,va8)

(8.25)
(vr8,va)

Rys.8.3. Drogi na płaszczyźnie (va, vr) wykorzystywane do obliczenia momentu permeancyjnego 
Fig.8.3. The paths in the (va, vr) co-ordinate system the for the permeantive torque calculation

Wybierając drogę 1 (rys.8.3) przy parametryzacji te [0 ,l]:

v«(t) = (v 0 - v , ) t  + v „  Vr(t) = (v r - v o)t + v 0,

można moment permeancyjny (dla harmonicznej o indeksie h) obliczyć na podstawie 

zależności:

- _ ± i a  2?'fKAvtxt + v o)cos(5)Bn (a >+ sin(5)H , (cx) ) |2 dr„
'■Fe 1  V roJ ]  (v o _ v r)tcos2(8 ) + (Avrt + v 0) 2 d a 0

ma 2fVlH ,(a)cos(8 ) - ( A v rt + v J B n(a)sin (8 ) ) |2 d t^ 0 r da 
2 oo ( v . - v r)tcos2(8 ) + (Avrt + v 0) 2 d a  0

która z uwagi na występowanie całek podwójnych nie jest numerycznie korzystna.
Droga 2, która z punktu widzenia obliczeń jest korzystniejsza od drogi 1 (rys.8.3), 

pozwala określić całkę (8.23) (dla harmonicznej o indeksie h) następująco:

Ib(a )  = I lh(a )  + I 2h( a ) ,  (8.26)

gdzie:
1 1

I,„ (a )  = { t t TtH  5777-------- ^ 7 7 7 ^ ----------{v“ ct^ 8)B ^  + H u. (“ )}' >v r sin (8 ) + v a cos (8 ) v r6 sin (8 ) + v a cos (8 )

(8

12h (a )  = { . 2 -  -  .. {H* (“ ) -  v r5 tg(5)Bnh (a)}2.

(8.27)

v r8 sin (8) + v a cos (8) v r5 sin (8) + v a6cos (8)

(8.28)
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W szczególnym przypadku, gdy maszyna jest izotropowa magnetycznie: vr=va=v, vr5=va8=v0, 
to równości (8.27), (8.28) przyjmują postać:

<a) = ( v ’  ,VC,B(8,B- ( a ) + H * <“ » ’ • <8 M >

(a ) “ |H * (a )  “ v- ,8(5)B« <a))‘ - (8  30)
a zatem:

I„ (a )  = I lh(a )  + I2h(a ) = - £— -H ,, ( a )2 + (v0 -  v)B nh ( a ) 2 . (8.31)
V o V

Jeżeli wirnik maszyny asynchronicznej stanowi idealny ferromagnetyk vr=va=v—>0, to:

I„ (a ) = v 0Bnh( a ) 2. (8.32)

Moment środowiskowy można przedstawić jako całkę:

t .,f. = " T 1E  /(I1 ib(°0| + 11 2h(a ) | ) r ( a ) d a , (8.33)
h o

w której funkcje podcałkowe Iih(a), l 2h(a) zawierają zespolone wartości składowych indukcji 
magnetycznych zgodnie z zależnościami (8.27), (8.28).

Całkowity moment elektromagnetyczny wynosi (rozdział 7 ):
2jc

Tt = - T v olReP I >  Jlm[Dh( a ,R g) ą ' ( a , R g)]da . (8.34)
h 0

Natomiast moment sił Lorentza jest równy:
2 it r ( a )

T e,C u = ł 1P Y Z (0h J  ||Z (a ,P hr)|2rd ida. (8.35)
h 0 Ra

Powyższe zależności pozwalają na określenie wartości momentów sił dla dowolnego kształtu 
wirnika maszyny przy uwzględnieniu jego niesymetrii oraz ekscentryczności.

Określono również straty mocy w wirniku wirującej maszyny wynikające z przepływu 
prądów indukowanych na podstawie zależności:

Pcu = {Re{ii>Eh}dV = J Ini{jhAh}dV , (8.36)
h v  h v

która po porównaniu z relacją:

Te.c„ = fq B rdV = i j R e { j |^ } d V = i p £ h f l m { j hA h}dV (8.37)
V  V  OCL h V

prowadzi do efektywnej obliczeniowo zależności:

PCU = s  PCu,„ = I > h  = Z  -T-h- \ Te’Fch , (8.38)
h h pn h ph

w której występują wielkości wyrażone poprzez całki powierzchniowe.
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Do szczegółowych analiz przyjęto silnik o następujących parametrach geometrycznych 

i materiałowych: p = 1, 1 = 0.2 m, R = 0.1 m, a = 0.05 m, y = 7 1 05 S/m, g = 0.002 m, va=

0.05 vo, vr= 0.067 vo. Amplitudy harmonicznych przepływu stojana wynoszą: 0si = 3-500 A 

(h=l, c=0), 0s5 = 3-100 A (h=5, c=-l), 0S, = 3-71,5 A (h=7, c=l).

W tabelach 8.2, 8.3 oraz 8.4 przedstawiono rezultaty obliczeń momentów sił dla 
wybranych niesymetrii wirnika ujętych w tabeli 8.1. Zupełność rozkładu momentu 
elektromagnetycznego dla przedstawionych przypadków niesymetrii - zdefiniowana zależno­

ścią (8.1) - wynosi 5t = 110.005.

Na wykresach słupkowych (rys. 8.4, 8.5, 8 .6 ) porównano wartości momentów, 
momentów permeancyjnych oraz strat mocy czynnej w wirniku dla różnych niesymetrii 
wirnika maszyny indukcyjnej. Procentowy udział momentu permeancyjnego w całkowitym 

momencie sił zawiera się w przedziale ~(-15-r+15)%.

Wyniki obliczeń momentu elektromagnetycznego przedstawione w tabeli 8.2 graficznie 
zobrazowano na rysunku 8.4. Wyniki obliczeń udziału momentu permeancyjnego 
w całkowitym momencie maszyny przedstawiono w tabeli 8.3 i graficznie zobrazowano na 
rysunku 8.5. Natomiast wyniki obliczeń strat mocy przedstawione w tabeli 8.4 graficznie 
zobrazowano na rysunku 8 .6 .

Na rysunku 8.7 przedstawiono zmienność składowych indukcji pola magnetycznego 
w przypadku maszyny indukcyjnej le  względem kąta położenia na obwodzie wirnika. Należy 

zwrócić uwagę, iż składowe te pozostają stałe względem kąta a  w przypadku, gdy wirnik 
maszyny jest cylindryczny.

Na rysunku 8 .8  przedstawiono zmienność składowej stycznej tensora a a, wzdłuż 

obwodu maszyny.

Dla maszyny o niesymetrycznym wirniku wyznaczono również charakterystyki 
mechaniczne (rys.8.9 - 8.12) oraz charakterystykę strat mocy czynnej (rys.8.13).
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Tabela 8.2
i
i

Całkowity moment maszyny indukcyjnej

T4 e

[Nm ]

I) wimik 
anizotropowy 

vr < v a

T1 e

II) wimik 
izotropowy 

vr = va

T1 e

III) wimik 
anizotropowy

vr > va

T1 e

lc
r(a ) = R-g

10.62 8.91 8 .68

2 c
d = 0.0204

10.55 8.88 8 .6 6

le
e„ = 0.28

9.29 9.29 7.61

2 e
e = 0.0204

10.53 8 .86 8.65

lh
a2 = 0.3334

12.79 10.73 10.53

Te [Nm]

1 4  T

Rys.8.4. Wartości momentu całkowitego - porównanie 
Fig.8 .4. The total electromagnetic torque - the comparison
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Moment permeancyjny (w procentach momentu całkowitego)
Tabela 8.3

T e,Fe

Te

[%]

I) wimik 
anizotropowy 

vr < v „

T e,Fe/Te

II) wimik 
izotropowy 

vr = Va

Te,Fe/Te

III) wimik 
anizotropowy 

vr > va

Te,Fe/Te

lc 0 ,0 0 ,0 0 ,0

2 c -4 ,6 -3,8 -3 ,9

le -18,8 -18,8 -15,9

2 e -4 ,6 -3,8 -4 ,0

lh -5 ,2 -4 ,4 -4,5

TeFe/Te [%]

o

-2 

-4 

-6 - -  

-8  - •

-10 ••
-12 -■
-14 -- 

-16 -- 

-18 

-20  - -

B T e F e l t  

■  T e F e  Hl

Rys.8 .5. Porównanie wartości momentu permeancyjnego 
Fig.8.5. The permeantive torque - the comparison
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i
s

Straty mocy czynnej w wirniku maszyny
|  Tabela 8.4

Pcu [ W ]
I) wimik 

anizotropowy 
vr < va

II) wimik 
izotropowy 

vf = va

III) wimik 
anizotropowy 

vr > va

lc 2 0 0 .2 167.9 163.6

2 c 208.1 173.7 169.6

le 208.0 208.0 166.3

2 e 207.6 173.4 169.6

lh 253.6 2 1 1 .2 207.4

Pcu [W]

300 T

1c 2c 1e 2e 1h

Rys.8 .6 . Porównanie wartości strat mocy 
Fig.8 .6 . The eddy-current losses - the comparison
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a) b)

Rys.8 .7. Amplitudy a) składowej normalnej indukcji [T], b) składowej stycznej natężenia pola 
magnetycznego [kA/m] do powierzchni wirnika w funkcji kąta a  [rad]

Fig.8.7. The magnitude of a) the normal magnetic flux density [T], b) the tangential magnetic field 
strength [kA/m] versus position angle a  [rad]

Rys.8 .8 . Zmienność tensora naprężeń [Nm] w szczelinie powietrznej maszyny o ekscentrycznym 
wirniku w funkcji kąta a  [rad]

Fig.8 .8 . The quasitensor radial component am [Nm] versus position angle a  [rad] in the air-gap
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Te

TeCu

Tel

F ig . 8 .9 . M o m e n t e le k tro m a g n e ty c z n y  i m o m e n t L o re n tz a  (T e= T e,cu) o ra z  m o m e n t s ił  w y w o łan y  
p ie rw s z ą  h a rm o n ic z n ą  S M M  s to ja n a  T ei [N m ] w  fu n k c ji p rę d k o śc i n  [o b r/s] d la  w irn ik a  
sy m e try c z n e g o  (p rz y p a d e k  lc )

F ig . 8 .9 . T h e  to ta l e le c tro m a g n e tic  to rq u e , th e  cu rre n ts  to rq u e  co m p o n e n ts  (T e= T e,Cu) and  to rq u e  
c o m p o n e n t o f  s ta to r  m m f  f irs t h a m o n ic  T ei [N m ] v e rsu s  sp e ed  n  [rps] fo r  th e  sy m m etrica l 
ro to r  ( th e  case  1 c)

Te

TeCu

TeFe

R ys. 8 .1 0 . M o m e n t e le k tro m a g n e ty c z n y  i je g o  sk ła d n ik i: m o m e n t L o re n tz a  i m o m e n t p erm ean cy jn y  
[N m ] w  fu n k c ji p rę d k o śc i o b ro to w e j n  [o b r/s] w  p rzy p ad k u  2c  

F ig . 8 .10 . T h e  to ta l e le c tro m a g n e tic  to rq u e  and  its co m p o n en ts : th e  c u rre n ts  to rq u e  an d  p e rm ean tiv e  
to rq u e  [N m ] v e rsu s  sp e ed  n  [rps] fo r  th e  c a se  2c
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R ys. 8 .1 1 . M o m e n t e lek tro m ag n e ty czn y  i je g o  sk ład n ik i: m o m en t L o re n tz a  i m o m en t perm ean cy jn y  
[N m ] w  fu n k c ji p ręd k o śc i o b ro to w ej n [ob r/s] w  p rzy p ad k u  le  

F ig . 8 .11 . T h e  to ta l e le c tro m a g n e tic  to rq u e  and  its co m p o n en ts : th e  cu rre n ts  to rq u e  and  p erm ean tive  
to rq u e  [N m ] v e rsu s  speed  n [rps] fo r th e  ca se  le

Te

TeCu

TeFe

R ys. 8 .1 2 . M o m e n t e lek tro m ag n e ty czn y  i je g o  sk ład n ik i: m o m en t L o ren tza  i m o m en t perm ean cy jn y  
[N m ] w  fu n k c ji p ręd k o śc i o b ro to w ej n [obr/s] w  p rzy p ad k u  2e  

F ig . 8 .12 . T h e  to ta l e lec tro m a g n e tic  to rq u e  an d  its co m p o n en ts : th e  cu rre n ts  to rq u e  and  p erm ean tive  
to rq u e  [N m ] v e rsu s  speed  n [rps] fo r th e  case  2e
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I

iI

R y s. 8 .1 3 . S tra ty  m o cy  C2y n n e j  [W ] w  fu n k c ji p ręd k o śc i o b ro to w e j n [o b r/s] d la  e lip ty czn eg o  
i c e n tra ln ie  u ło ż y sk o w a n e g o  w irn ik a  -  p rz y p a d e k  l e  ( lin ia  p rz e ry w a n a  o d n o si się  do  
h a rm o n ic z n e j g łó w n e j)

Fig. 8.13. The eddy current losses [W] versus speed n [rps] for the elliptical and centrally positioned 
rotor -  the case le (the dashed line for the main mmf harmonic, only)

Przeprowadzone obliczenia analityczne pozwalają na ocenę wartości niepożądanego 
momentu permeancyjnego maszyny indukcyjnej powstającego wskutek niecylindrycznego 
ukształtowania wirnika bądź jego ekscentryczności. Porównanie otrzymanych rezultatów - dla 
różnych przypadków niesymetrii (przypadki le, 2 e, lc , 2 c, lh) - pozwala na wyciągnięcie 
następujących wniosków:
1) Moment permeancyjny maszyny indukcyjnej o litym wirniku przeciwdziała momentowi 

Lorentza. Jakkolwiek fakt ten nie musi prowadzić do zmniejszenia całkowitego momentu 
maszyny (przypadek lh), to zawsze prowadzi do wzrostu strat mocy w wirniku maszyny 
(tabela 8.4, rys.8 .6 ).
Należy podkreślić, iż w maszynie synchronicznej (rozdział 5) moment środowiskowy 
(permeancyjny) współdziała z momentem Lorentza.

2) Wyznaczenie wartości momentu permeancyjnego wymaga przeprowadzania całkowania 
tylko po brzegu obszaru obejmującego jednorodny wimik dla maszyny. Obliczana wartość 
momentu środowiskowego pozwala na określenie momentu Lorentza Te,cu = Te - Tc fc, 
który tylko celem potwierdzenia poprawności obliczeń był wyznaczany również przy 
wykorzystaniu całki objętościowej (8.35).
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3) Bazując na otrzymanych wynikach można stwierdzić, iż największy moment permeancyjny 
pojawia się w przypadku, gdy wimik jest eliptyczny i centralnie ułożony (przypadek le).

4) Anizotropia właściwości magnetycznych - przy danej niesymetrii wirnika - prowadzi do 
wzrostu momentu permeancyjnego, gdy vr < va.

5) Przedstawiona metoda analizy może zostać dołączona do listy metod prowadzących do 
określania niepożądanego składnika momentu sił maszyny indukcyjnej.

6 ) Wyróżniony moment sił (moment permeancyjny) pozwala na wyznaczenie strat mocy 
czynnej w litym wirniku maszyny indukcyjnej zgodnie z (8.38). Obliczenia prowadzone 
zgodnie z zależnością (8.38) wymagają obliczenia dwóch całek powierzchniowych, 
zamiast jednej całki objętościowej (8.36). Taki sposób wyznaczenia strat jest alternatywny 
w stosunku do metody Joule’a.
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Wirnik cylindryczny n(a) := R -  g 

Wirnik cylindryczny przesunięty

1 := 0.2
Maszyna indukcyjna o litym, niesymetrycznym wirniku

R := 0.1 a := 0.05 Os := 3-5-100 p := 1 k := l  y := 7 1 05

g := 0.002 cor := 2-71-3.0 v r : = ^  va  : = ^  vr5:=vo va5 := vo

Ra := R -  a Rg := R + g A y := 1 .5 n  „  f v T
pB:=p- —  p8:=p- vrS I

  p := y  s -y-va -1 Avr := vr -  vo 

Ava := v a  -  vo

dri(a) := 0

d := 0.0204 Ro := R (1 + d ) '

K o ) := Ro -̂ 1 -  d cos ( -k -a  + Ay) -  -y -s in (-k -a  + Ay)2

r (a )  .— K o \ y j ] - d s in (-k -a  + Ay) -  d-cos(—k-a + Ay))

d r(a ) := -k-Ro- d-sin(-k-a + Ay) -  — -sin(-2-k-a + 2-Ay)
2

Wirnik eliptyczny

n{a) := - R-VT^

\j 1 -  (eo-cos ( -k -a  + Ay))2 

Wirnik cylindryczny przesunięty

dr(a ) := Ro k-

eo := 0.28

e := 0.0204

d2-sin(-2-k-a + 2-Ay) , . i  , \
—  --------- d-sin(-k a  + Ay)

v 2 \J 1 -  d2-sin(-k-a + Ay)2 ,

j  _ - R  -J1 -  eo2 eo2 k sin(-2-k a  + 2-Ay) 

2-[ 1 -  (eo-cos ( -k -a  + Ay))2]

n ( a )  : R(1 -e )
1 + e-cos(-k-a + Ay) 

[Wirnik 'drugiej harmonicznej'

dn{a) := -R -(l -  e )-e -k -sin (-ka  + Ay) 

(l + e-cos ( -k -a  + Ay))2

a2 := 0.3334

n (a )  := Rg - g(l + a2)
1 + a2-cos(-2-k-a + Ay) 

Moment całkowity:

drr(a) — 2'*ca2g'(1 + a2 ) s'n ( - 2 k q  + Ay) 

( l  +  a2-cos (-2 -k-a + Ay))2

Moment sił Lorentza: f  := 2 C := —-0.51 
f

f t "  /  > f f -*  rK a)
Te :=-vo-Rg-C-p p5  Im lD (a>R g)-d D (a ,R g )jd a  TeCu := C -p -a ry  ( |z ( a ,p - x )|)2 xdxda

Jr> o Jr*
Moment permeancvinv:

Straty mocy czynnej:

f f'”
T eF e:= -C - ( | l a l ( a ) |  + |la 2 ( a ) |) - ( |a a (a ) [ )2-dr(a) i ( a )  da 

■'o

TeCu

Te
1.046

r f m r<ia)
T  [ ( | z ( a , P - ^ | ) 2] .

J 0 J Ra

TeFe

Te
= -0.046 Te = 10.6 Peu := cor -C- xdxda

TeCu + TeFe 

Te
= 1.00004 Pcu 

TeCu-p '-cor
: 1.00000 Peu = 208.1

Rys.8.14. Obliczenie momentu elektromagnetycznego i jego składników - fragment programu 
Fig.8.14. The calculation o f  the electromagnetic torque and its components - program extract
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8.2. SIŁY PROMIENIOWE -  ŹRÓDŁO HAŁASU MAGNETYCZNEGO

Analiza sił promieniowych - jako uzupełnienie analizy rozkładów sił stycznych oraz 
momentów sił - pozwala na ocenę poziomu hałasu magnetycznego. Z zagadnieniami 
eksploatacji przetworników elektromechanicznych, jakimi są maszyny elektryczne, wiąże się 
problematyka obliczania naciągów magnetycznych [aSt.2, aV.l] powodowanych 
ekscentrycznością wirnika. Deformacja rozkładu pola magnetycznego powodowana 
niesymetrią położenia wirnika maszyny prowadzi do zmiany poziomu hałasu magnetycznego 
[K.7, aB .l, aB.2], Ocena poziomu hałasu jest istotna z uwagi na ciągle rosnące wymagania, 
jakie stawia się przed przetwornikami elektromechanicznymi ze względu na ich eksploatację 
w miejscu pracy. Niniejszy podrozdział stanowi krótkie uzupełnienie analiz sił stycznych 
o analizę sił promieniowych.

Drgania układu, jaki stanowi stojan i wirnik maszyny wraz z łożyskami, są analizowane 
bądź przy wykorzystaniu modeli uproszczonych [K.7, S.3, T.3, a.V l], bądź rozbudowanych 
polowych [aB.l, S.3]. Pierwsza grupa prac bazuje na opisie stanu mechanicznego 
przetwornika elektromechanicznego za pomocą równań różniczkowych zwyczajnych, druga 
zaś za pomocą równań różniczkowych cząstkowych. O częstotliwości drgań stojana oraz 
hałasu magnetycznego decyduje częstotliwość wymuszających sił oraz częstotliwości drgań 
własnych mechanicznych maszyny. Analizy numeryczne oraz pomiary potwierdzają fakt, iż 
często znaczący udział w powstawaniu drgań daje ciśnienie magnetyczne o częstotliwości 
równej podwojonej częstotliwości zasilania stojana 2fs [aSt.l]. O częstotliwościach 
ujawniających się w widmie fali akustycznej maszyny decyduje wartość częstotliwości drgań 
własnych układu. Złożony układ konfiguracji geometrycznej prowadzi do pojawienia się 
w widmie drgań akustycznych częstotliwości wyraźnie różniących się od częstotliwości 
drgań własnych i częstotliwości wymuszającej.

Pole magnetyczne na powierzchni stojana prowadzi do powstania ciśnienia 
magnetycznego działającego na granicy powietrze-ferromagnetyk. Na podstawie równania:

=-i„div(-HnB + Tn0.5HB), (8.39a)
przy oznaczeniach z rys.8.15, otrzymuje się:

P , 4 j f BdV = (H „B .-0 .5 H B )|S . (8.39b)
v

Ostatecznie po prostych przekształceniach wartość ciśnienia magnetycznego równa jest:

P , = - ł ( v - v 0)B2 + j ( n - l O H ? .  (8.40)

Wobec czasowej zmienności pola magnetycznego na obwodzie maszyny ciśnienie 
magnetyczne jest również zmienne w czasie. Przy występowaniu tylko jednej harmonicznej 
(np. podstawowej) rozkładu pola magnetycznego ciśnienie magnetyczne prowadzi do 
wymuszania drgań mechanicznych o podwojonej częstotliwości.
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Rys.8.15. Obliczenie ciśnienia magnetycznego 
Fig.8.15. The calculation of the magnetic pressure

Drgania wymuszone opisuje równanie różniczkowe [K.7, H.2, S.3, T.3] postaci:

m kw + rk w + K kw = p k mix sin(cokt ) , (8.41a)

w którym współczynniki są równe:

mk = y hp(l + ,
k

_ R K
h  S ’

87tEJ 
Sd3

K k = ^ ( l - k 2)>,

(8.41b)

(8.41c)

(8.41d)

Dla wielkości występujących w definicjach współczynników (8.41.b^8.41.d) przyjęto 
następujące oznaczenia:

d - średnica linii środkowej pierścienia odkształcanego,

1 - długość obliczeniowa, S=7tdl,
J - moment bezwładności powierzchni, np. dla prostokątnego przekroju pierścienia przy 

zginaniu wynosi J=lh3/12, h - wysokość przekroju jarzma,

E - moduł sprężystości podłużnej, np. dla blachy elektrotechnicznej (1.2-2)-10nN/m2, 

Rm - współczynnik tłumienia (rezystancja mechaniczna) (1 h-6 )- 106 Ns/m, 
k - rząd drgań swobodnych k = l,2 ,... równy liczbie strzałek odkształceń na obwodzie, 

Pk,max - amplituda ciśnienia magnetycznego o pulsacji <D|< zbliżonej bądź równej pulsacji 
drgań własnych, 

w  - przemieszczenie, odkształcenie powierzchni stojana (~ jj.m).
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Równanie (8.41a) pozwala na podanie amplitudy odkształceń w stanie ustalonym (bez 
składowej przejściowej) w postaci:

w k,max =  - 7 P , ■ (8.42)
V(Kk - m k©k) - r kcok

Amplituda prędkości drgań wynosi:

Vk =rakw kmłX, (8.43)

i pozwala na wyznaczenie natężenia dźwięku zgodnie z zależnością:

Ik = i z 0Vk\  (8.44)

w której Z0 oznacza impedancję akustyczną powietrza będącą iloczynem gęstości i prędkości 
rozchodzenia się fali akustycznej; dla powietrza w temperaturze 20°C wynosi ona 415 Ns/m3.

Częstotliwości drgań własnych [K.7, R.5, T.3] wynoszą: 
dla rzędu k= 0

fo = - U — . (8.45a)
7td \  pFe

przy k=l

271 y m r( m - m r) ’

oraz przy k > 1

f l - J L L = *  (8.45b)

- f  (2  k (k 2 - 1)
W o  JT- r —  > (8-45c)

gdzie K - sztywność wału z łożyskami, m - masa całkowita silnika, mr - masa wirnika.
Dla określenia poziomu hałasu wprowadza się decybelową skalę wyrażania natężeń 

dźwięku zdefiniowaną jako:

L k =101og(Ik / I odn), (8.46)

gdzie natężenie odniesienia IOdn= 10' 12 W/m2 jest progiem słyszalności.
W uproszczonym modelu opisu hałasu zakłada się - pomijając interferencję fal 

akustycznych - możliwość sumowania natężeń hałasów, a zatem poszukiwane natężenie 
dźwięku można określić z poniższej zależności:

L = 101og(X lk /IodJ- (8.47)
k

Dla oceny poziomu hałasu w odległości Ar = 1 [m] od maszyny elektrycznej należy 
uwzględnić zmniejszenie natężenia dźwięku. Dla małych maszyn można założyć, iż źródło 
dźwięku jest kuliste (I ~ 1/r2), a zatem:

/  .2 \
L = 10 log

lub równoważnie

h  V i  /T
/  . A \  2 '  J  k odn(rz + Ar) T

(8.48a)
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L = lOlogf 2 ] - ^ - ]  + 201°gf— -Ł— 1, (8.48b)
U  U ,  )  U  + A rJ

gdzie rz - jest zewnętrznym promieniem źródła.

Zależności (8.48a,b) pozwalają na ocenę hałasu magnetycznego dla maszyn 
elektrycznych. Wykorzystując model analityczny maszyny indukcyjnej o litym, anizotropo­
wym wirniku - przedstawionym w rozdziale 7 i podrozdziale 8.1 - można podjąć próbę 
oszacowania poziomu hałasu magnetycznego dla maszyny indukcyjnej o wirniku kubkowym 
niesymetrycznym. Zaproponowany model okazuje się obliczeniowo korzystny. Zaletą 
prezentowanego algorytmu obliczeniowego jest możliwość prowadzenia jakościowej analizy 
wpływu wartości parametrów oraz ekscentryczności na otrzymywane wyniki.
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Rys.8.16. Obliczenie poziomu hałasu magnetycznego dla drgań rzędu k = -1,0,...4  
Fig.8.16. The calculation o f the magnetic noise for order o f k = -1,0,...4

Na wykresie 8.16 przedstawiono przybliżone wartości poziomu hałasu magnetycznego 
dla drgań rzędu k=-l,0,...4 dla wybranych ekscentryczności wirnika przetwornika 
elektromechanicznego. Umownie oznaczone na wykresie 8.16 drgania rzędu k= -1 odnoszą 
się do drgań wymuszonych siłami radialnymi o częstotliwości równej podwojonej 
częstotliwości zasilania stojana [T.3], Na wykresie poziomy hałasu odnoszą się do maszyny 
o wirniku odpowiednio: cylindrycznym (lc) - przebieg L0(k), cylindrycznym przesuniętym 
(2c) - L l(k), eliptycznym (le ) - L3(k), oraz eliptycznym przesuniętym (2e) - L4(k) (rys.8.2, 
tabela 8.1). Poziomy drgań dla poszczególnych przypadków ekscentryczności wirnika różnią 
się o kilka procent. Najwyższy poziom hałasu magnetycznego występuje dla maszyny 
o wirniku eliptycznym wirującym wokół osi symetrii geometrycznej - przypadek le.
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W rozdziale ósmym rozważono maszyną indukcyjną o wirniku litym. Uwzględniono 
możliwość wystąpienia ekscentryczności wirowania i niesymetrii geometrii wirnika, 
np. na skutek tolerancji wykonania bądź deformacji. Przedstawiono analityczne rozwiązanie 
zagadnienia wyznaczenia rozkładu pola magnetycznego, sił stycznych, momentu elektro­
magnetycznego oraz jego składowych dla wybranych przypadków ekscentryczności. 
Zaproponowano efektywny numerycznie algorytm określania strat mocy czynnej w litym 
wirniku maszyny. Dodatkowo, wykorzystując wyniki analiz pola, dokonano oceny poziomu 
hałasu magnetycznego powodowanego siłami promieniowymi.



9. PODSUMOWANIE

W pracy rozważono możliwość opisu działających sił, a co za tym idzie - momentów sił 
powstających przy udziale poła elektromagnetycznego, poprzez wykorzystanie tensorów 
energii pola elektromagnetycznego zdefiniowanych w ortogonalnych układach 
współrzędnych. Dokonano rozdziału działających sił na dwa wzajemnie uzupełniające się 
składniki:

- siły Lorentza - działające w środowiskach przewodzących,
- siły permeancyjne - działające w środowiskach magnetycznych.

Uzasadniono różniczkowe zależności określające gęstości objętościowe sił: całkowitej 
i permeancyjnej (środowiskowej). Przedstawione zależności pozwalają na wskazanie 
podobszarów układu przetwornika elektromechanicznego, w których powstają wyróżnione 
siły. Powyższy rozkład zastosowano dla potrzeb analizy momentów sił i sił w przetwornikach 
elektromechanicznych o dominującym polu magnetycznym. Omawiany rozkład sił 
charakteryzuje się naturalną i prostą interpretacją fizykalną. Siły Lorentza działają w 
obszarach, w których płyną prądy. Siły środowiskowe pojawiają się w obszarach 
niejednorodnych, w szczególności na granicy środowisk. Momenty elektromagnetyczne obu 
składowych sił mogą pozostawać w różnej proporcji wzajemnej, w różnych stanach pracy 
przetwornika. Również pokazano, iż mogą działać zgodnie bądź przeciwdziałać sobie 
wzajemnie.

W pracy zwrócono uwagę na zagadnienie możliwości przedstawienia sił i momentów 
sił poprzez dywergencję pewnego tensora (pseudotensora). Zagadnienie to jest istotne, 
ponieważ prowadzi do uproszczenia algorytmów numerycznego obliczania momentów sił. 
Twierdzenie Gaussa sprowadza całkowanie po obszarze do całkowania po brzegu obszaru. 
Nie jest możliwe przedstawienie składnika niejednorodnościowego w postaci dywergencji 
pewnego tensora (rozdział 4). W rozdziale 7 pokazano, iż możliwe jest przedstawienie 
całkowitego momentu sił poprzez całkę powierzchniową w obszarach magnetycznie 
anizotropowych (o symetrycznej macierzy reluktywności). Szczegółowo rozważono to 
zagadnienie na przykładzie maszyny o anizotropowym wirniku. Zwrócono również uwagę, iż 
nie zawsze takie przedstawienie jest możliwe.

Przedstawione w pracy przykłady potwierdzają użyteczność zaproponowanego 
rozdziału momentów sił zarówno w obliczeniach jak i w ich interpretacji fizykalnej. 
Dokonano opisu oraz zinterpretowania momentów sił w modelowej maszynie prądu 
przemiennego, hydrogeneratorze synchronicznym, turbogeneratorze synchronicznym,
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maszynie asynchronicznej o anizotropowej strukturze i maszynie indukcyjnej 
o ekscentrycznym i niesymetrycznym wirniku.

Zdefiniowany moment permeancyjny umożliwia wzbogacenie procesu projektowania 
maszyny synchronicznej o utajonych i wydatnych biegunach dla potrzeb oceny naprężeń 
w izolacji uzwojeń wirnika. Moment środowiskowy pozwala również określić niekorzystny 
składnik momentu sił oraz straty mocy czynnej w wirniku maszyny indukcyjnej 
o ekscentrycznym i niesymetrycznym wirniku.

Celowość definiowania różnicowego tensora energii pola elektromagnetycznego 
pokazano na przykładzie analitycznego opisu momentów sił powstających w maszynie 
asynchronicznej ujawniającej anizotropię właściwości magnetycznych. Wykorzystując 
definicję różnicowego tensora energii przedstawiono zmodyfikowany algorytm obliczania 
momentu sił metodą prądów magnetyzacji.

Jakkolwiek, z punktu widzenia napędu elektrycznego często nie są istotne wartości 
składników całkowitego momentu, to przedstawiony podział pozwala na opis rozkładu sił 
w poszczególnych częściach przetwornika elektromagnetycznego. Opis ten jest istotny dla 
oceny działania podzespołów przetwornika elektromechanicznego (rozdział 5, 6 , 7, 8).

Zaproponowana koncepcja rozdziału działających sił na dwa składniki z pewnością nie 
wyczerpuje wszystkich możliwości dekompozycji siły całkowitej, które byłyby istotne 
z punktu widzenia opisu takich zjawisk, jak na przykład, rozkład naprężeń powodowany 
polem temperatury oraz innych. Prezentowana idea rozkładu pozwala jednak na przejrzystą 
interpretację fizykalną oraz posiada pewne zalety umożliwiające jej wykorzystanie w teorii 
przetworników elektromechanicznych.

WNIOSKI

a) Przedstawione zależności (rozdział 4) pozwalają na obliczenie składników sił bądź 
momentu sił w dowolnym stanie pracy przetwornika elektromechanicznego przy 
zastosowaniu opisu pola elektromagnetycznego w ortogonalnych układach współrzędnych. 
Równania te pozwalają na prostą interpretację składników sił oraz momentów sił 
powstających w przetwornikach elektromechanicznych. Analiza składowych sił prowadzi 
do wskazania miejsc powstawania sił Lorentza i środowiskowych (rozdziały 5, 6 , 7, 8 ).

b) Moment permeancyjny (środowiskowy) maszyny powodowany działaniem sił stycznych 
działających w obszarach magnetycznych (wyprofilowany wirnik maszyny) nie jest 
tożsamy z momentem reluktancyjnym.
Moment permeancyjny pozwala na ocenę naprężeń mechanicznych w izolacji uzwojeń 
maszyny synchronicznej oraz na określenie strat mocy w wirniku maszyny indukcyjnej 
o ekscentrycznym bądź niecylindrycznym wirniku (rozdziały 5, 6 ).
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c) Istnieje pewna klasa przetworników elektromechanicznych, których różnicowy tensor 
energii pola elektromagnetycznego daje wkład do bilansu momentów sił. Przykładowo, 
rozważono przetwornik elektromechaniczny w postaci maszyny asynchronicznej z magne­

tyczną szczeliną, w którym składowe różnicowego tensora Actuw opisują niezerowy 
moment sił stycznych. Wykorzystanie definicji różnicowego pseudotensora energii pola 
elektromagnetycznego pozwala na podanie algorytmu wyznaczania momentu maszyny 
metodą prądów magnetyzacji (rozdział 7).

DODATEK D l 
TOŻSAMOŚĆ POMOCNICZA

Iloczyn składowej siły Lorentza i współczynnika Lamego można przedstawić 
następująco:

5V 5A„
Llu|fu  = L |u|(pE + j * B)u = L |u|( - p ^  - p — + ( jx r o tA ) u) ,  (Dl-1)

W krzywoliniowym układzie współrzędnych ortogonalnych (xu,xv,xw) współczynniki Lamego 
oznacza się jako Lu, Lv, Lw, a wynoszą one w układzie współrzędnych

- kartezjańskich (x,y,z): LU=LV-L W= 1,
- cylindrycznych (walcowych) (r,a,z): Lu= Lr= l, Lv=La=r, LW=LZ=1.

Dla składowej siły Lorentza f̂ Mu opisanej iloczynem wektorowym gęstości prądu i indukcji 
magnetycznej otrzymuje się:

L  f  j | y| [ a ( L H A v )  a ( L |u|A u ) |  j |w| [ a ( L |u|A u )  g ( L H A ' » ) |  ( D 1 2 )

>1 LMu L H [ 5xu axv j  Lw 1 3x„ 5x„

stąd:

_  j|u| a ( L |u|A |u |)  j|v| a ( L lv|A v )  j |w| g ( L |w|A w )

w LMu “  L |u| 3xu LH 3xu Lw 5xu

J | . |  g ( L | u| A |u | )  j |v| g ( L | u,A J  j | w| ^ ( L | u| A u )

L|U, 3x„ L|v| 3xv L|w| 3xw

Stosując zapis sumacyjny można zapisać:

(D1.3a)

L f  = j v . 5 (L yA v) _  j ^ d(L NAu) , (D1.3b)
H LMu L v 5xu L v 5xv

Gęstość siły Lorentza (D l.l)  opisuje zatem następująca relacja:

L f  = _ p j Y .  _  pL + jv_ 3 (L vA v_)_ _  k _  a(L l lAu2 , (D 1 .4 a)
l“l Lu P ax„ H dt L v 5xu L v 5xv

Równość (D1.4a) w notacji sumacyjnej czterowskażnikowej (ie{0 ,1,2,3}, Lo=l) przyjmuje 

formę:
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ji 5(A iLj) j, 3(L|u|A J
lul Lu - J  ~ ------------ -------------- -- -------Li 5xu Li dxi (D1.4b)

gdzie wprowadzano oznaczenia czteropotencjału Aj = (-V/c, Au, Av, Aw) i czterogęstości 

prądu ji = (cp , j u, j v, j w) [L.2 , L.4 ], Wykorzystując zasadę ciągłości prądu w postaci:

1

Z' \
L .

L'  1*1
L d x .

_ 1 4sMj0
L dx

= 0, (D l.5)

można - dodając składnik zerowy (D1.5) - zależność (D1.4b) przekształcić do postaci: 

LL|„|fu  = S|j|Ji

lub ostatecznie:

,  *A nL ,>  _ e _ ,  , >
ax. a x .«  h J ') ’

• 5 ( A h |L i )  d l  \
S|i|Ji dx ~  L L I“If Lu +  L d l v ( L iuiA u J )  +  L — ( l |u|A up) . (D l.6 )

DODATEK D2 
GĘSTOŚCI SIŁ - RÓWNANIA POMOCNICZE

Pierwsza para równań Maxwella ma postać:

ro tE  = -B  a  div B = 0 , (D2.1a)
przy czym operatory różniczkowe są postaci:

, 1 f « L ME .)  № , . |E , ) t

*  d*. J ' <D2‘b)

lul |v| |w| l dxw J

Drugą parę równań Maxwella dla trzech wyróżnionych niżej przypadków zapisano 
w jednolitej formie:

rot H = j + D a  div D = p , (D2.2)

gdzie:

H =
v0B w przypadku a)

H w przypadku b) (D2.3a)
- 1 w przypadku c),
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D =

P =

jo W przypadku a)

j W przypadku b)
-A j w przypadku c),

e„E w przypadku a)
D w przypadku b)
P w przypadku c),

Po w przypadku a)

p w przypadku b)
-A p  w przypadku c).

(D2.3b)

(D2.3c)

(D2.3d)

Powyższa forma zapisu pozwala na wyprowadzenie zależności (4.16) - przypadek b), (4.17) - 
przypadek c) przy jednym, formalnym rachunku wektorowym. W każdym z poniższych 
wzorów rozważana zależność dla przypadku b) jest również wynikiem dodania stronami 
zależności dotyczących przypadków a) oraz c).

Gęstość objętościowa siły wynosi:

f  =
PoE + jo xB  = fo w przypadku a) 
pE + jx B  = f  w przypadku b)

■ ApE -  Aj x B = -A f w przypadku c).
(D2.4)

Związki materiałowe są postaci:

H = vB D = eE. (D2.5a)

Nadkreślenie oznacza tu macierzowy charakter powyższych związków materiałowych 
w obszarach ujawniających anizotropowe własności magnetyczne bądź dielektryczne. 
Mianowicie, współczynniki środowiskowe w przypadku anizotropowego środowiska tworzą 
odpowiednio następujące symetryczne macierze:

ę;v  =

diag(e0 ;v 0) w przypadku a)

[eu„ ;v uw] w przypadku b)
.[euw;v uJ - d i a g ( e 0;v 0) w przypadku c).

(D2.5b)

Współczynniki środowiskowe dla izotropowego ośrodka są równe odpowiednio (mnożenie 
macierzowe w tym przypadku sprowadza się do mnożenia przez liczbę):

e;v =
e0; v 0 w przypadku a)

e = e0er; v = v 0v r w przypadku b)
£0(er —1); v 0(v r —1) w przypadku c).

(D2.5c)
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Zapis postaci (D2.5a) oznacza sumę iloczynów odpowiednich składowych wektora pola 
oraz współczynnika środowiskowego, np.:

H - = v uwB w  H = vB = Tuv uwBw.

Gęstość objętościowa siły wynosi:

f  = pE + j x §  = EdivD  + ( ro tH -D )  x B,

co prowadzi do zależności:

£ = — x B) + H div B + rot(vB) x B + E div D + rot(E) x D , (D2.6a)

gdzie dodano do prawej strony zerowe wyrażenie: H div B = vBdiv B .

Drugi i trzeci składnik przekształca się do postaci:

rot(H) x B + Hdiv B = Tu div|u| (H uB) -  grad(jH B) -  N M, (D2.6b,)

(rot(H) x B + H div B)u = -* -d iv (L w H uB ) - ^ ® - ( N M) ll, (D2.6b2)
I-I LW5xu

divu(*) = -^-div{L |u, •(*)} , (D2.6b3)

= y B uBw grad(yuw) , (D2.6b4)

K  = ^ ~ LB L~“Wgrad(L'“'L '" ') ’ (D2-6bs)|u| |w|

gdzie wykorzystano fakt symetrii współczynników reluktywności magnetycznych.
Należy zwrócić uwagę na fakt, iż operacja dywergencji oraz inne operacje różniczkowe 

w układzie współrzędnych ortogonalnych nie oznaczają w ogólności tych samych działań co 
analogiczne operacje różniczkowe dla tensorów w układach współrzędnych krzywoliniowych. 
Czwarty i piąty składnik po prawej stronie (D2.6a) przekształca się analogicznie:

rot(E) x D + E divD  = Tu div|u|(E uD) -  g ra d (y E D )-N 6, (D2.6b6)

= - y E uE №grad(8 uw) .  (D2.6b7)

= - y E uE we uwL|u|L|w| grad(- - ) .  (D2.6bg)
I l l l H w I

Po podstawieniu do zależności (D2.6a) otrzymuje się:
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f  = - f ( D  x B) -  Iu div|u| ( 9 U) + M -  Ń , (D2.7)

gdzie zdefiniowano składnik niejednorodnościowy w ortogonalnym układzie współrzędnych 

jako:

M = n m+ n £,

równy:

0  w przypadku a)
N = Ń w przypadku b)

Ń w przypadku c),

gradient gęstości energii pola elektromagnetycznego:

M = grad(yyBB + j e EE) = grad(yHB + yED ) = grad(eu + e E) = grad(ev ),

oraz pseudowektor:

9 iL = - H 11B - E „ D .  (D2.8a)

Zależność (D2.7) można zapisać w układzie współrzędnych ortogonalnych w postaci:

f  = - ^ ( D x B ) - i ł  div|u|( S J  + k - Ń ,  (D2.8b)
di '

przy czym:

k =

E = K  + + e v grad{ln(L)}, (D2.8c)

k 0E + k 0(1 + eoV grad{ln(L)} w przypadku a) 
k E + k M + e v grad{ln(L)} w przypadku b)

AkE + Ak^ + Aev grad{ln(L)} w przypadku c).

Wektor k zanika w kartezjańskim układzie współrzędnych, gdzie Lx=Ly=Lz=l. Zanika też 

składowa styczna tego wektora w cylindrycznym układzie współrzędnych.
Przez analogię do postaci tensora energii pola elektromagnetycznego w kartezjańskim 

układzie współrzędnych definiuje się pseudotensor naprężeń Maxwella. W układzie 
współrzędnych krzywoliniowych ortogonalnych z jego składowych buduje się pseudowektor 

postaci:

c JL = - H uB - E uD + Tuę v . (D2.8d)

Należy podkreślić, iż własności transformacyjne pseudotensorów i pseudowektorów nie są 
przedmiotem dalszych analiz. Stąd nazwa pseudotensor bądź pseudowektor. Pseudotensor 
traktuje się tylko jako wielkość indeksowaną dwoma wskaźnikami, a pseudowektor jednym.
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Dany pseudowektor stosuje się tylko w jednym układzie współrzędnych i to tylko w tym, 
w którym go zdefiniowano.

Zwraca się uwagę, iż pseudotensor symetryczny oo jest sumą obu pseudotensorów 
niesymetrycznych.

( ® u ) w  =

CT° Uw = - v 0BuBw - e 0E uE w + 5 Uw ł(v 0B2 + e 0E 2) - a )  

° uw = - H uB w - E uD w + 6 uw|(H B + E D ) - b )
- A a uw = I uBw - E uPw - 5 uw|( B l - E P )  -  c),

(D2.8d)

eov = ł ( v 0B2 + e 0E 2) -  a) 
e v = y(HB + ED) - b )

- A e v = - i ( B l - E P )  - c ) ,

gdzie 5UW jest deltą Kroneckera; L=LULVLW - iloczyn współczynników Lamego. 
Na podstawie (D2.8c) zachodzi:

ctou = ctu + A ctu>... .

Równanie (D2.8b) w przypadku a) implikuje tożsamość:

d_
a

f o = - £o | : ( E x B ) - i u div|u|(dou) + k0,

w przypadku b):

zaś w przypadku c):

Af = + Jj-(P  x B) -  iu div|u|(ACTu) + Ak + Ń .

(D2.8e)

(D2.9)

(D2.10a)

(D2.10b)

(D2.10c)

Otrzymane zależności (D2.10b,c) są wykorzystywane przy wprowadzaniu zależności (4.16), 
(4.17) w rozdziale 4.

DODATEK D3
OPERACJE W UKŁADZIE WSPÓŁRZĘDNYCH CYLINDRYCZNYCH

W układzie współrzędnych cylindrycznych (ortogonalnych) dla składowych wektorów 
trójwymiarowych następujące operacje różniczkowe oznaczają:

-  1 SrB, 1 dBa 3B
dywergencja: divB = — —L + -------  + —

r dr r da dz
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rotacja: rot B =
dr da dz
B, rB„ B,

laplasjan (skalamy): 

Równanie Bessela:

1 d , 9A, 1 d2A  a2A
AA = ( r— ) +

r d rv" d r ' r2 d a 2 dz'

y " + - y ' + (p2 - ^ f ) y  = 0 ^  y(r) = C ,JpB(Pr) + C2YpB(Pr),

(~1) (0-5z) 2 k+ p B

^ r ( k  + l ) r (p B+ k  + l) 

Równanie Bessela zmodyfikowane (pa - liczba całkowita):

y " + - y ' - (P2 + ^ f ) y = 0 =* y(r) = C,I B(Pr) + C2KpB(Pr),

IpB (z) = i_pB J pB (iz), V|/(k) =
m = l

K pB(z) = ( - l ) - ( C E + łn (-))IpB(z) + ł g ( - l )  r ( k  + I) . 20

K -D pBZ j
i

-0 2kłpB{v(k) + M/(pB +k)}.
uo T(pB + k + l) r (k  + 1) 2 

Równanie Bessela zmodyfikowane (pe - liczba rzeczywista, niecałkowita):

y " + - y ' - ( P 2 + ^ f ) y  = 0 => y(r) = C ,IpB(Pr) + C 2I_pB(Pr).

PRZEDSTAWIENIE GĘSTOŚCI MOMENTU SIŁ W UKŁADZIE WSPÓŁRZĘDNYCH
CYLINDRYCZNYCH

Gęstość momentu sił w płaszczyźnie prostopadłej do osi OZ wynosi: 

rfa = xfy -  yfx = x(-div<jy) -  y (-d iv a x) , (D3.1)



+  i * 0 « .  u >w  e  { x - y . z } •

Składowe radialna Wr, styczna Wa, osiowa Wz wektora w ortogonalnym układzie 

współrzędnych cylindrycznych wyrażają się poprzez składowe wektora W w kartezjańskim 
układzie współrzędnych prostokątnych następująco:

Wr = Wx cosa  + Wy sina  

• Wa = -  W, sina  + Wy c o s a , (D3.2a)
W, = W,
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i
gdzie [T. 1 ]:

z " z

wersory obu układów współrzędnych wiążą się następująco:

ix = ir cosa  -  ia s in a  

iy = ir s in a  + ia c o s a . (D3.2b,c)

i, = ix cosa  + iy sina  

ia = - i x s in a  + i cosa ,

Oznaczając przez a a ‘wektor styczny’ zbudowany ze składowych tensora naprężeń 
Maxwella:

° a = ixa ax + \ ° ay = U O y x c o s a -a xx s ina) + ̂ ( 0 ^  cosa  - a xy s in a ) , (D3.3a) 

można zależność (D3.1) przedstawić następująco:

rfa = -d iv (rc a) + CTyx -  crxy, (D3.3b)

gdyż:

d iv (ra tt) = div(xoy -  y o x) = xdivay + a ygrad(x) -  ydiv(ax) -  a xgrad(y) =

= xdiv5y -y d iv (5 x) + 0 yx-CTxy.

‘Wektor styczny’ a a w układzie współrzędnych cylindrycznych zgodnie z (D3.2c) ma 
postać:

a a = ir( a yxcos2 a - c r xxs in a c o sa  + CTyycosasina-C T xysin2 a )  +

+ î  (-(Jy, cosa  s in a  + a xx sin2 a  + cos2 a  -  crxy s in a  cosa) (D3.4a)

= l CTar + L <Tna- 

zaś ‘wektor promieniowy’ a , :

d < = *x r̂x *ŷ ry = ix(CTxxco sa  + a yxs in a ) + iy(CTxyco sa  + a yys in a ) ,
a stąd:

a  = cosa s in a  + crxx cos2 a  + cryyc o sa s in a  - a xy cosa  s ina) +

+ iaC-ciy, sin2 a  -  a xx s in a  cosa + c yy sina  cosa -  a xy cos2 a )  (D3.4b)

= W + l CTao-
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Na podstawie (D3.4a) oraz (D3.4b) jest:

-  a r0L = (o yx cos2 a  -  a xx s in a  cosa + csn  cosa s in a  -  crxy sin2 a )  -

( - a  sin2 a  -  o xx s in aco sa  + cryy sin aco sa  -  crxy cos2 a )  = -  a xy. (D3.5)

Zależność (D3.3b) przyjmuje zatem postać:

rfa = -d iv (ra a ) + a ar-CTra. (D3.6a)

DODATEK D4 
CAŁKI POMOCNICZE

Jeżeli poprzez fizykalną wielkość, opisywaną odpowiadającą jej wielkością zespoloną 

jest rozumiana jej wartość rzeczywista:
a = Re{A}, b = Re{B}, (D4.1)

to zachodzi:
ab = Re{A} Re{B} = jR e{  AB} + |R e { A B } .

Jeżeli wielkości zespolone A, B zawierają operator: exp{i(cot-pa + const)}, to całka po 

kącie pełnym wynosi:
2 n  2 n  2n  2tc

ł=  jabda = |  |Re{AB}da + y |Re{AB}da = j  jRe{A B}da,
0 0  o o

z uwagi na zależność od kąta a  (p*0 ).
Jeżeli wielkości zespolone są wyrażone poprzez sumę dwóch wielkości zespolonych:

A = C, e'Tl + C 2 eiTl, B = D, ei6‘ + D 2 ei6’ , (D4.2)

to zachodzi:
2n

1= j  jRe{AB}da = TtRe{AB}.
0

Jeżeli argumenty składowych (indeksowane przez ‘1’ bądź ‘2’) są przesunięte o ten sam kąt 

c7t/2 (np. c= 0;1):
y , — 5, =  C7t / 2 ,  y 2 - 8 2 = c 7 t/2 ,

a dodatkowo dany jest kąt: y , -  y 2 = k (stąd wynika: 8 , -  8 2 = k  ), to zachodzi:

I = 7iRe{C, D > ic05” + C, D^e,Keic05” + C 2 D ^ e “ -5" + C 2 D^eic05”}.

Jeżeli c=l - kąt przesunięcia wynosi ni2, to zachodzi:

I = - n Im{C, D^ + Cj D^ + C, D^eil! + C 2 D > “ },
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Przypadek przesunięcia składowych o n/2 zachodzi dla pary' zmiennych zespolonych 

Br=-Api/r oraz Ba=-A’(r) przy określaniu momentu elektromagnetycznego (rozdział 7). 
Jeżeli c=0 - kąt przesunięcia wynosi 0, to zachodzi:

I = n Re{C, + C 2 + C, D7eiK + C 2 D^e-iK},

Przypadek zerowego przesunięcia składowych zachodzi dla następujących par zmiennych 
zespolonych (rozdział 7):

Ez=-sA oraz Ha=vasBa=-vasA’ (r) - obliczanie całki wektora Poyntinga; 

j=-syA oraz B,=-Api/r - przy określaniu momentu sił Lorentza, 
j oraz j - przy obliczaniu strat mocy.
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MOMENTY SIŁ 
W ŚRODOWISKACH PRZEWODZĄCYCH I MAGNETYCZNYCH 

PRZETWORNIKÓW ELEKTROMECHANICZNYCH

STRESZCZENIE

W pracy zaprezentowano fizykalnie uzasadnioną ideę rozdziału całkowitej siły, a co za 
tym idzie, również momentu sił na dwa składniki działające: na ośrodek materialny (składnik 
środowiskowy, permeancyjny) i na prądy wymuszone (składnik Lorentza). Rozdział na dwa 
wyróżnione składniki jest zupełny - oba składniki uzupełniają się wzajemnie, opisując 
całkowitą siłę bądź moment sił powstający w przetworniku elektromechanicznym. 
Zaproponowana idea dekompozycji - przy założeniu pomijalności zjawiska histerezy, 
magnetostrykcji oraz efektów związanych ze zjawiskiem pędu pola elektromagnetycznego - 
odnosi się do stanów nieustalonych i ustalonych, przetworników izotropowych bądź 
anizotropowych.

Został zdefiniowany moment permeancyjny (środowiskowy) dla wirującej maszyny 
elektrycznej. Określono jego wartość dla maszyny synchronicznej oraz asynchronicznej. 
Proponowany rozkład momentów sił, w odniesieniu do maszyny synchronicznej, pozwala na 
wprowadzenie odmiennego od tradycyjnie stosowanego rozkładu momentu całkowitego. 
Dekompozycja momentu elektromagnetycznego na moment permeancyjny i moment 
Lorentza, w odróżnieniu od stosowanego podziału na moment synchroniczny i reluktancyjny, 
ma ogólniejszą interpretację. Moment reluktancyjny nie opisuje w całości wpływu, jaki 
wywierają cechy geometryczno-środowiskowe wirnika maszyny synchronicznej na wartość 
momentu sił działającego na wirnik maszyny. Moment środowiskowy - działający na 
ferromagnetyczny wirnik maszyny - stanowi około (60-70) % całkowitego momentu 
elektromagnetycznego maszyny synchronicznej z wydatnymi biegunami w znamionowym 
stanie pracy, przewyższając około dwukrotnie wartość momentu reluktancyjnego. W stanach 
awaryjnych pracy turbogeneratora również tego samego rzędu wartości może osiągać moment 
permeancyjny. Wydzielone składowe momentu sił pozwalają na określanie naprężeń 
mechanicznych w izolacji wirnika.

Idea rozkładu może być również z powodzeniem stosowana w odniesieniu do maszyny 
indukcyjnej o niesymetrycznym wirniku. Moment permeancyjny opisuje tu wartość 
niepożądanego składnika momentu sił, jak i pozwala na podanie prostego algorytmu 
prowadzącego do wyznaczenia wartości strat mocy w wirniku maszyny.
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Zdefiniowano różnicowy tensor energii pola elektromagnetycznego, który pozwala na 
wprowadzenie zmodyfikowanego algorytmu obliczania momentu metodą prądów 

magnetyzacji.
W pracy rozważono również możliwość przedstawienia całkowitego momentu sił 

działających w środowiskach anizotropowych magnetycznie poprzez stosowną całkę 
powierzchniową.

W pracy, w oparciu o analizę numeryczną określono wartości sił i momentów sił 
w elektromagnesie prądu stałego oraz w maszynie synchronicznej z biegunami utajonymi, 
jak i wydatnymi. Zaś w oparciu o otrzymane rozwiązania analityczne dokonano obliczeń 
momentów sił w modelowej maszynie synchronicznej (analiza monoharmoniczna), 
w maszynie indukcyjnej o litym, anizotropowym symetrycznym oraz ekscentrycznie 
wirującym wirniku (dwuwymiarowa analiza połowa). Określono również rozkład gęstości sił 
radialnych w maszynie asynchronicznej o przewodzącym i anizotropowym magnetycznie 
wirniku.



TORQUES 
IN CONDUCTING AND MAGNETIC MATERIALS 

OF ELECTROMECHANICAL CONVERTERS

ABSTRACT

In this work the decomposition idea of the force for two components for 
electromechanical converter has been presented. One component acts upon the material 
region the second upon the currents. The decomposition for these two components is 
complete, and these components describe together the total either force or torque. The 
mathematical correctness o f the idea with the help of the coenergy function has been proved. 
The idea proposed o f the decomposition - if  omitted the electromagnetic field momentum 
phenomena - for transient and steady-state, for isotropic and anisotropic electromechanical 
converter could be applied.

There is defined the permeantive torque. The permeantive torque for the synchronous 
and asynchronous machines has been evaluated. The permeantive torque enables one to 
calculate the stresses in insulation of the coils in synchronous salient-pole machine. The 
defined torque leads to the decomposition method that is different than the traditionally used 
in the electrical machine theory. Particularly, the idea of the decomposition and it 
completeness enables one to criticise the reluctantive torque. The separation for the 
permeantive and the currents torque, on the contrary to the decomposition for the synchronous 
and the reluctantive torque, has got the simple and the general interpretation. The reluctantive 
torque does not describe entirely the influence o f the geometrical and region features for the 
torque value. The permeantive torque, which acts upon the ferromagnetic rotor core - is about 
(60-70)% for salient-pole synchronous machine with nominal state of the work. The value is 
about twice times higher than the value of the reluctantive torque. Moreover, that fact is 
important for designing process of the salient-pole synchronous machine. For chosen loci of 
cylindrical generator the permeantive torque keeps the analogous ratio. The tension in some 
parts o f rotor isolation could be easy calculated with the help o f the permeantive torque value.

The permeantive torque for induction machines with eccentric and asymmetrical rotor 
constitutes the simple way for calculating of the unwilling torque component and eddy- 
current losses in machine rotor.

The residual tensor defined gives the insight to the magnetic currents method. It enables 
to formulate the modified algorithm for electromagnetic torque calculation.
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There is also considered the way for surface representation of total electromagnetic 
torque for anisotropic magnetic regions.

In this work the numerical analysis for the direct current actuator and for the both 
salient-pole and cylindrical synchronous machine has been carried. Moreover, the 
considerable attention for analytical solutions of magnetic field distribution for the simplified 
synchronous machine (monoharmonic analysis) and the eccentric rotating induction machine 
with anisotropic and conducting rotor (two dimensional field analysis) has been paid. The 
radial force density for the asynchronous machine with the conducting and anisotropic rotor 
has been evaluated.

The main thesis of the work state:

1. The material force component has been detached for electromechanical converters with 
magnetic field being predominant (with respect to its volume density). This component is 
described mathematically with the help of nonhomogeneous component. The material 
component is called the either permeantive or material force/torque. The permeantive 
torque could be used for tension calculation for salient-pole and cylindrical synchronous 
machine. The permeantive torque leads to formulate the algorithm that enables us to 
calculate the undesirable torque component for machine with eccentric rotor.

2. The residual energy tensor of electromagnetic field Aauw has been defined as follows

A a uw = - I uB w + E uPw + 8uwi ( B l - E P ) ,  

that appears in given below relation for nonhomogeneous component:

N = A f+ i„  diV|u|(A ou) -  Ak.

The written above equation has been proved basing on:
- Maxwells equation of electromagnetic field,
- the Lorentzs relation for force density:

fL = p E + j x B .

The modification of magnetising current method with the help of the residual energy tensor 
of electromagnetic field has been proposed. The force density is given by the divergence of 
the residual energy tensor o f electromagnetic field and the nonhomogeneous component.

3. The total torque acting in anisotropic region can be presented in the form of surface 
integral. This theorem has been proved for anisotropic region that reluctivity matrix is 
symmetrical. There is pointed out, this theorem is not satisfied in the case the reluctivity 
matrix is non-symmetrical.




