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WAZNIEJSZE OZNACZENIA

Indeksy

Sumacyjne wskazniki (mate litery tacinskie): i,j, k, 1,... 6 {1,2,3},
odpowiadajgwsp6trzednym x, y, z, (w uktadzie wspdtrzednych prostokatnych)
r,a, z (wuktadzie wspétrzednych walcowych),
wskazniki czasoprzestrzenne: i, j, k,... podlegajag konwencji sumacyjnej Einsteina,
wskazniki: u, v, w,... opisujg sktadowe przestrzenne podlegajagce konwencji sumacyjnej.
W skazniki: x,y, z,r,a, z-nie podlegajgkonwencji sumacyjnej Einsteina.
W skazniki n oraz t oznaczajg odpowiednio sktadowg normalng i styczng wektora.
Niewykonywanie sumowania zaznacza sie ujmujgc wskaznik w znak modutu, np.: 3,];|.
Indeksy ,r” oraz ,s” odnoszg sie do wirnika lub stojana maszyny;
indeks ,,r” oznacza takze wielkos$ci wzgledne - np. wzgledngprzenikalno$¢é magnetycznag.
W skazniki bedace duzymi tacinskimi literami odnoszg sie bezpo$rednio do symbolu
podstawowego, ktdry indeksuja, nie stanowigc wskaznika sumacyjnego, np.
S, - wektor Poyntinga indukcji p6l elektrycznego i magnetycznego.
Indeks dolny ,,v” oznacza gesto$¢ objetoSciowg wielko$ci indeksowanej.
Indeks dolny ,,e” odnosi sie wytacznie do oznaczenia elektromagnetycznego momentu
catkowitego badz jego sktadowych.
Sktadowe pola magnetycznego pisane grubym drukiem oznaczajg wartosci zespolone.

9ij
Pochodng czastkowg po czasie — -znaczy sie rowniez za pomocg kropki: X .
dt

State uniwersalne

e0 - przenikalno$¢ dielektryczna prézni,
lio - przenikalno$¢ magnetyczna prézni,
vo0 - reluktywno$¢ magnetyczna prézni: vo= l/(io,

c - predkos$¢ Swiatta w prézni.



Wielkosci skalarne i tensorowe A.(a,9) - przewodno$¢ magnetyczna szczeliny powietrznej

- gestos$¢ objetosciowa tadunku elektrycznego (rozdz.2, 3) lub gesto$é masy (rozdz.s),
[(z) - funkcja skoku jednostkowego Heviside’a, P-o¢ Ie y go ( ) 9¢ v )

Cla, CF - naprezenia dziatajagce w kierunku stycznym i promieniowym,
a-grubos$é warstwy przewodzgcej wirnika maszyny elektrycznej,

ctw - tensor naprezen Maxwella,
ev=|BH +yDE -dwuliniowa forma energii pola elektromagnetycznego,

Aauw - réznicowy tensor naprezen pola elektromagnetycznego,

Aev = 7Bl - }PE -dwuliniowa, r6znicowa forma energii pola elektromagnetycznego, . . .
3ik - tensor Minkowskiego,

fs- czestotliwo$¢ zasilania stojana maszyny,
A3jk - réznicowy tensor pola elektromagnetycznego,

Ffc - sita Srodowiskowa, permeancyjna, . . o

©s(a), ©r(a,S) - przeptyw uzwojen stojana i wirnika maszyny,
g(a) - grubos¢ szczeliny powietrznej maszyny elektrycznej,

(Ds = 2tifs - pulsacja pradu stojana.
Ip(z) - funkcja Bessela zmodyfikowana (Dodatek D3),

Kp(z) - funkcja Bessela zmodyfikowana (Dodatek D3),

Wielko$ci wektorowe
1-dtugos¢ obliczeniowa maszyny elektrycznej,

wektory jednostkowe w uktadzie wspétrzednych prostokatnych: ix, iy, iz,
L = LuLvLw - iloczyn wspo6tczynnikéw Lamego w danym uktadzie wspétrzednych, vl P gdnych p atny y

Lu, Ly, Lw - wspo6tczynniki Lamego dla danego uktadu wspétrzednych, walcowych: ir,ia,iz, irx ia = iz,

p - liczba par biegundw maszyny, A - potencjat wektorowy pola magnetycznego,

Pu - ci$nieni t L . .
u-cisniente magnetyczne, E, D - natezenie oraz indukcja pola elektrycznego,

ro(oc), r(a) - funkcja opisujgca ksztatt powierzchni wirnika maszyny elektrycznej,
f - gesto$¢ sit catkowitych, uzytecznych,
Qe - straty mocy Joule’a,

fL - gestos¢ sit Lorentza,
Te- moment sit catkowity, uzyteczny,

TeCu - moment sit Lorentza, moment Lorentza (indeks ‘Cu’ odnosi sie do sit badz H. B - natezenie i indukcja pola magnetycznego,
momentéw dziatajacych na Srodowiska przewodzace), | - wektor magnetyzacji pola magnetycznego,
TeFe - moment permeancyjny, moment srodowiskowy (indeks ‘Fe’ odnosi sig¢ do sit badz j, Aj - gestosci pradéw wymuszonego (wraz z pradami przewodzenia) i czastek osrodka,

momentéw dziatajacych na srodowiska magnetyczne),

)

- gestos¢ sit srodowiskowych, sktadnik niejednorodnosciowy,
TeR- moment reluktancyjny,

P - polaryzacja pola elektrycznego,
TM- moment od pradéw magnetyzacji,

<

- predkos$¢ punktu materialnego (czastki).
V - potencjat pola elektrycznego,

Wc- koenergia uktadu, . .
Stosowanym w pracy uktadem jednostekjest uktad SI.

y - przewodnos¢ elektryczna,

8(z- zQ) - symbol delty Diraca,

5UN- delta Kroneckera,

EWv, vuw - wspdtczynniki materiatowe,

cp-wspoOtrzedna katowa, kat,

$ - kat obrotu wirnika maszyny,



1. WSTEP

1.1. CELIZAKRES PRACY

Praca dotyczy zagadnien analizy sit i momentow sit, a w szczegdlnos$ci ich fizykalnie
interpretowalnych sktadnikéw w przetwornikach elektromechanicznych, jakimi sa wirujace
maszyny elektryczne oraz elektromagnesy.

Punktem wyjscia sag rGwnania Maxwella pola elektromagnetycznego. Praca, omawiajac
metode okres$lenia gesto$ci sit, sktadnikéw sit i mémentow sit, bazuje na fundamentalnych
zaleznoS$ciach okreélajagcych gesto$é sity Lorentza i sit catkowitych. W pracy zaprezentowano
analize sit, momentéw sit oraz ich sktadnikéw ze szczegdélnym naciskiem na ich fizykalng
interpretacje. Rozréznienia sktadnikéw sit i momentéw sit dokonuje sie w zaleznoéci od tego,
czy wynikajg one z przeptywu pragdéw wymuszonych i przewodzenia, czy tez z faktu
umieszczenia oSrodka materialnego w polu elektromagnetycznym.

Pokazano celowo$¢ stosowania zaproponowanego rozktadu sit w odniesieniu do
przetwornikow elektromechanicznych. Do analiz szczegétowych w kolejnych rozdziatach
wybrano:

modelowag maszyne pradu przemiennego,

maszyne synchroniczng z wydatnymi biegunami,

maszyne synchroniczng cylindryczng,

elektromagnes,

maszyne indukcyjng z przewodzacym i magnetycznie anizotropowym wirnikiem oraz

maszyne indukcyjng o niesymetrycznym i ekscentrycznym wirniku.

Wyréznione sktadniki sit bgdz momentu sit pozwalajg ocenié¢, jaki wptyw wywarty na
powstajagcg site (moment elektromagnetyczny) ksztalty geometryczne, parametry
Srodowiskowe oraz ptyngce prady w uktadzie danego przetwornika elektromechanicznego.

Na gruncie zaproponowanego rozktadu catkowitego momentu sit zapostulowano
odmienny niz tradycyjny podzialt momentu elektromagnetycznego maszyny synchronicznej
z wydatnymi biegunami. W miejsce podziatu momentu elektromagnetycznego na moment
synchroniczny i reluktancyjny wprowadza si¢ podzial na moment sit Lorentza i moment
srodowiskowy (permeancyjny). Pokazano, iz moment elektromagnetyczny wywotany sitami
dziatajacymi na $rodowisko magnetyczne, jakim jest ferromagnetyczny wirnik maszyny -
moment srodowiskowy - nie jest w og6lnosci rowny momentowi reluktancyjnemu. Moment
reluktancyjny nie posiada rowniez interpretacji fizykalnej o charakterze ogdlnym.
W przeciwienstwie do momentu $rodowiskowego nie opisuje on catosciowo wktadu, jaki

dajg sity dziatajace na odpowiednio uksztattowany wirnik do momentu globalnego.
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Zdefiniowany moment Srodowiskowy moze by¢ wykorzystywany do oceny stanu naprezen
w izolacji maszyny synchronicznej o biegunach utajonydr badz wydatnych. Moment
Srodowiskowy moze by¢ réwniez wykorzystywany do opisu niepozadanego skiadnika
momentu globalnego w maszynie indukcyjnej o ekscentrycznym lub niesymetrycznym
wirniku. Wykorzystujac pojecie momentu S$rodowiskowego mozna podac¢ efektywny
numerycznie algorytm obliczania strat od pradéw wirowych w litym niesymetrycznym
wirniku maszyny.

W pracy zaproponowano rowniez modyfikacje metody pragdéw magnetyzacji.
Modyfikacja polega na wykorzystaniu zdefiniowanego rdznicowego tensora energii
w analizie momentéw sit. Zaproponowana metodyka wyznaczania momentu sit nie wymaga
zadawania powierzchniowych pragdow magnetyzacji na brzegu rozwazanego obszaru.

Analize sit i momentéw sit w przetwornikach elektromagnetycznych prowadzono
stosujac analityczne i numeryczne techniki obliczeniowe. Zagadnienia analizy sit stycznych
i radialnych w wirujacych przetwornikach elektromagnetycznych sa ciggle aktualne
i szczegdlnie wazne, jezeli rozpatruje sie gesto$¢ objetoSciowga tychze sit, np. dla potrzeb
oceny poziomu drgan badz naprezen. Podanie og6inych zalezno$ci opisujagcych gestosci sit
jest przydatne przy obliczaniu sit lokalnych, momentéw sit oraz naprezeA. W tej klasie
zagadnien poszukiwanie rozwigzan oraz zalezno$ci analitycznych powinno stanowi¢
podstawe dla dalszych analiz numerycznych.

Autor, wychodzac z =zatozenia, ze przeprowadzone rozumowania przypominajg
metodyke opisu wielkos$ci polowych, przeglad literatury przedstawit w podrozdziale 4.5.
W podrozdziale 4.5 przedstawione zostato bardziej szczegétowe odniesienie do przyktadow
analiz w literaturze krajowej i Swiatowej z jednoczesnym wskazaniem na najistotniejsze
podobieAstwa i r6znice metod. Metodyka opisu sit i momentéw sit - uzupeiniona
0 prowadzone rozwazania - prowadzi w konsekwencji do prezentowanych wnioskéw. Praca,
z uwagi na zatozony zakres, nie uwzglednia szeregu zjawisk, ktére przy modelowaniu i opisie
pewnych szczeg6towych zagadnieA moga sie okaza¢ niepomijalne. Nie uwzglednia sie
rozktadu temperatury ijej wptywu na parametry materiatowe, ztozonego charakteru ruchu,

histerezy magnetycznej, zjawiska magnetostrykcji, dyspersji czestotliwo$ciowej i innych.

1.2. TEZY PRACY

Praca obejmuje swoim zakresem kilka zagadnien, ktére dotycza analiz sit i momentéw

sit w przetwornikach elektromechanicznych.

Gtéwne tezy pracy mozna sformutowac nastepujaco:

1. W przetwornikach elektromechanicznych o dominujagcym polu magnetycznym (w sensie
gestosci objetoSciowej energii pola) wydzielono skitadnik $rodowiskowy sit. Gesto$¢ sit
dziatajacych na $érodowisko magnetyczne jest opisana przez tzw. skiadnik
niejednorodnosciowy gestosci sit N . Moment sit wynikajacy z dziatania sit na osrodek
magnetyczny okre$la sie mianem momentu permeancyjnego badz S$rodowiskowego.
Moment permeancyjny moze by¢ wykorzystywany do analizy naprezenn w izolacji uzwojen
maszyny synchronicznej o biegunach utajonych i wydatnych. Moment permeancyjny
umozliwia podanie algorytmu pozwalajgcego na efektywne wyznaczanie niepozgdanego

momentu sit w maszynie indukcyjnej o ekscentrycznym wirniku.

2. Mozna zdefiniowac niesymetryczny réznicowy pseudotensor Aauwpostaci:

Actuw=-luBw+ EuPw+5uw{(B!-EP),

ktéry wystepuje w ponizszej zaleznoéci opisujgcej sktadnik niejednorodno$ciowy:

N = Af + Tudiv|u[(Aau)-A k.

Dowdéd powyzszej formuty zostat przeprowadzony w oparciu o:
-rownania Maxwella pola elektromagnetycznego,

- zalezno$¢ okredlajaca gestosé sity Lorentza:
?L=pE + jxB .

Gestos¢ sit srodowiskowych wyraza si¢ poprzez dywergencje réznicowego pseudotensora
energii oraz sktadnik Af opisujacy dziatanie pola elektromagnetycznego na tadunki i prady
Srodowiska (tadunki polaryzacji i prady magnetyzacji). Za pomocag réznicowego
pseudotensora energii pola elektromagnetycznego mozna dokona¢ modyfikacji metody

analizy sit w oparciu o prady magnetyzacji.

3. Istnieje mozliwo$¢ przedstawienia catkowitego momentu sit dziatajgcych w obszarze
anizotropowym poprzez catke funkcji pola po brzegu rozwazanego obszaru. Teze

powyzszg udowodniono dla obszaru anizotropowego o0 symetrycznej macierzy
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]
reluktywnosci. Zwrécono wuwage na fakt, iz w przypadku anizotropii opisanej

niesymetryczng macierzg reluktywnos$ci wtasciwos¢ ta nie mus'i by¢ spetniona.

1.3. OPIS FIZYKALNY IMATEMATYCZNY ZJAWISK

a) Wspotrzedne opisujgce fizyczne zjawiska zachodzace w polu elektromagnetycznym
podlegajg transformacji Lorentza [E.l, 1.1, L.2]. Wspo6trzedne punktu czasoprzestrzeni

zgodnie ze szczeg6lngteorig wzglednosci podlegajg regutom transformacji Lorentza [E.I, LI,
L.2]:

x'=s b(x - vt), y'=sy, z'=z, t'=b(t-"), (1.1)

gdzie:

b = 1/J|1 VI odwrotno$¢ wspoétczynnika dylatacji czasu [L.2].
Z punktu widzenia szczeg6lnej teorii wzglednos$ci wszystkie uktady inercjalne sg rownowazne
[E.I] i wybdr taki jest dowolny. Z uwagi na prowadzong w dalszych rozdziatach analize pola
elektromagnetycznego przetwornikéw elektromechanicznych wyréznia sie¢ uktad wspétrzed-
nych spoczywajacy wzgledem cze$ci przetwornika elektromechanicznego stanowigcej
konstrukcyjny fundament przetwornika. Najcze$ciej jest on zwigzany ze stojanem silnika lub
jarzmem transformatora. Zaktada sie, iz efekty relatywistyczne determinowane przez warto$¢

v/c sagpomijalne:

- o« 1. (1.2)

b) Pole grawitacyjne Ziemi w rozwaznych przetwornikach elektromechanicznych nie
wptywa na zakrzywienie czasoprzestrzeni [E.l, L.2], Pole sit bezwtadnoséci bedac
rownowazne stacjonarnemu polu sit grawitacji [L.2, s.288] réwniez nie wpltywa na
zakrzywienie czasoprzestrzeni, jako ze rozwazane predkos$ci obrotowe Qm sa nieznaczne
w sensie warunkowania efektow ogd6linej teorii wzglednosci:

D R ,
—5— « 1, (1.3)
c
gdzie R jest promieniem najbardziej oddalonego od osi obrotu wirujagcego elementu

przetwornika elektromechanicznego.

c) Efekty zwigzane z sitami opisywanymi poprzez ped pola elektromagnetycznego [J.1,
L.4] sg pomijalne w rozpatrywanych przetwornikach elektromechanicznych. Przyktadowo,
gesto$¢ sit opisywana tym sktadnikiem oszacowana zostanie dla sinusoidalnych wzajemnie

prostopadtych pél: magnetycznego o amplitudzie indukcji B=1 T i elektrycznego

i9)

0o amplitudzie natezenia E=2000 V/m. Niech czestotliwo$¢ zmian obu p6l wynosi 50 Hz.

Amplituda rozwazanego przyczynku do bilansu gestoéci sit wynosi:

c m

tatwo zauwazyé, iz obszar 10 m3 przestrzeni pola elektromagnetycznego, w ktoérej panuja
wyzej opisane pola, da site o warto$ci okoto 1 uN. Powyzsze oszacowanie pozwala pomijaé¢ w
dalszych rozwazaniach pochodne czasowe wektora Poyntinga oraz zjawisko pedu pola

elektromagnetycznego.

d) Przyjmuje sie, iz rozktad temperatury i rozptyw strumieni cieplnych w przetworniku
elektromagnetycznym nie wptywa na parametry materiatlowe oraz wymiary geometryczne

elementdw konstrukcyjnych przetwornika elektromechanicznego.

e) Przeptyw pradu poprzez cze$ci przewodzace powoduje drgania magneto-
termosprezyste [aZ.5]. Amplituda tych drgan zalezy od czestotliwo$ci pragdu oraz od
parametrow geometrycznych i materiatlowych cze$ci przewodzacej, ktdra moze by¢
w przyblizeniu traktowana jako ptyta badZz uktad ptyt przewodzacych. Decydujacy wptyw na
charakter tych drgan wywieraja - oprécz wymiar6w i ksztattu ptyty - warto$ci modutu Younga
oraz wspoétczynnik Poissona [H.2]. Magnetotermosprezysty stan plyty, przy zatozeniu
przeptywu sinusoidalnie zmiennego pradu w czasie, opisuje uktad réwnan rézniczkowych
czgstkowych széstego rzedu [aZz.5]. Analiza tego uktadu pokazuje, iz fale
magnetotermosprezyste o wszystkich diugosciach sg ttumione. Dalsza szczeg6towa analiza
pokazuje, iz mozliwe sg przypadki pekania ptyt przy pewnych parametrach plyty.
W niniejszej pracy nie uwzglednia si¢ drgan magnetotermosprezystych w przetworniku

elektromechanicznym.

f) W pracy zaktada sie, iz dtugos$ci fal sprezystych sg znacznie wieksze od wymiaréw
geometrycznych przetwornika elektromechanicznego. Predko$¢ rozchodzenia sige fal
sprezystych zalezy od parametrow materiatowych elementéw przetwornika elektro-
mechanicznego, takich jak modut sprezysto$ci podiuznej Younga E, wspéiczynnik
Poissona v, gesto$¢ objetosciowa d [L.3, s.117]. Dla typowych warto$ci materiatow
wykorzystywanych w budowie przetwornikéw elektromechanicznych: E=(l-r2)-10n Pa,
d=(558)-103 kg/m3, v=(0.25+0.3) predkosci rozchodzenia sie fal sprezystych wynoszg:
~(1000+2000) m/s. Oznacza to, iz przy czestotliwo$ci 100 Hz (podwojona czestotliwos$¢
zasilania dla szerokiej klasy przetwornikéw elektromechanicznych) dtugosci fal moga by¢

0szacowane poprzez wartosci:
-(10-5-20) m. (1.4)

Oszacowanie (1.4) pozwala przyjaé, iz dla potrzeb dalszych rozwazan zjawiska sprezystosci
moga zosta¢ pominiete. Dla wiekszych czestotliwos$ci dtugosci fal sprezystych sg odwrotnie

proporcjonalnie mniejsze i porownywalne z wymiarami przetwornika elektromechanicznego.
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Drgania o takich czestotliwo$ciach moga odgrywac istotng role przy powstawaniu hatasu
magnetycznego [K.7]. Uproszczong ocene poziomu hatasu magnetycznego powodowanego
sitami promieniowymi przedstawiono w podrozdziale 8.2.

Problematyka analizy drgan sprezystych w przetwornika elektromechanicznych
w og6lnosci stanowi ztozong grupe zagadniefn. Na przyktad, w maszynach wirujacych zasila-
nych poprzez uktady przeksztattnikowe - gdzie pojawiajg sie harmoniczne wyzszych rzedéw -
moga sie uwidacznia¢ efekty rezonansowe. Przyktadowo, dla maszyny synchronicznej mocy
315 kV A czestotliwo$¢ drgan skretnych wynosi okoto 77 Hz, a drgan swobodnych okoto
170 Hz [aB.9]. W przypadku mozliwo$ci pojawiania sie drgan o czestotliwo$ciach
zblizonych do czestotliwo$ci rezonansowych nalezy dokona¢ zmiany uktadu zasilajacego

badz konstrukcji przetwornika.

W ielkosci fizyczne opisujace pole elektromagnetyczne, takie jak sktadowe wektorow
pola elektrycznego, magnetycznego i szeregu innych, sa przedstawiane w literaturze czesto
w notacji tensorowej [B.5, aB.5, E.l, 1.1, K.l, K.4, L.2], Taka forma opisu ma na celu
zapewnienie zwiezto$ci notacji oraz niezmienniczos$ci rownan. W niniejszej pracy - z uwagi
na prowadzenie analiz numerycznych - stosowana jest notacja wektorowa w ortogonalnych

uktadach wspétrzednych dla rownan pola elektromagnetycznego.

Twierdzeniem wykorzystywanym dla celéw obliczania sit i momentéw sit jest
twierdzenie Gaussa. W celu sformutowania twierdzenia Gaussa [1.1, K.3, L.6] nalezy okresli¢
witasciwosdci rozwazanego obszaru oraz jego brzegu.

Rozwazmy regularny k-wymiarowy ptat powierzchniowy potozony na zbiorze, ktory

jest opisany poprzez wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie klasy C L:
5Rkd D 3 (t,,t2,...tk) —=x(t,,t2,...tk) e 5R", (1.5)

takie iz dla wszystkich parametrow (t,,t2,...tk) e D macierz pochodnych:

jestrzedu k.
Regularny ptat powierzchniowy jest zorientowany, gdy przy pewnej wybranej

parametryzacji dopuszcza sie tylko takie jego parametryzacje klasy C 1
Tj =x(ti,t2,...tk) i=1,....k,

dla ktérych wyznacznik macierzy:

jest dodatni.
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Przyjmuje sie, iz dla kazdego wewnetrznego punktu ptata powierzchniowego mozna wyréznié
wektor normalny skierowany na zewngatrz obszaru.

Jezeli jest dany k-wymiarowy obszar Q sktadajacy sie ze skoficzonej liczby regularnych
podobszardw, ktérych brzegi sa utworzone ze skornczonej liczby (k-l1)-wymiarowych
regularnych ptatéw powierzchniowych, a ich orientacja indukuje orientacje catego brzegu 9Q,

to dla formy ré6zniczkowej F klasy C 1zachodzi:

JF=JoF. (16)

Przez forme rézniczkowga zewnetrzng p-tego stopnia F (rézniczka zewnetrzna stopnia p-tego)

rozumie sie wyrazenie:

F= X a.Uz jpdXj, a dxi2a ...a dxip, (1.7a)
ili2.ip
gdzie:
il, i2,..., ip - oznacza permutacje liczb ze zbioru {1, 2,... p},

aii,i2,..ip - wspoétczynnik formy rézniczkowej,
symbol a oznacza iloczyn zewnetrzny; przestawienie dwéch rézniczek w iloczynie
zmieniajego znak.

Ro6zniczkg dF formy (1.7a) p-tego stopnia klasy Cp nazywa sie forme rézniczkowg stopnia

(p+1)-szego postaci:
d d .
dF = Z ailiz jpdx, + —, ailiz ipdx, @ dxn dxjza ..adx . (1.7b)

Z twierdzenia powyzszego wynika twierdzenie Gaussa, ktére w uktadzie wspo6trzednych

krzywoliniowych ortogonalnych ma postaé¢ [1.1, K.I]:

#B ,dfn= JJJdiv(B)dQ, (1.8a)
lub

jB,dfn= jdiv(B)dQ, (1.8b)

an n

gdzie Q - oznacza obszar, a 90 jego brzeg.
Dla potrzeb dalszych analiz nalezy zwr6ci¢ uwage, iz zatozenia twierdzenia Gaussa sg
spetnione, o ile podobszar i jego brzeg czynig zado$¢ wyzej opisanym wymaganiom,

a sktadowe potencjatu pola magnetycznego sa klasy C2w obszarze i najego brzegu.



2. ROWNANIA MAXWELLA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

W rozdziale drugim przedstawiono notacja réwnan Maxwella pola elektro-

magnetycznego, wykorzystywang w dalszych rozdziatach pracy.

2.1. WPROWADZENIE

Pole elektromagnetyczne opisane jest poprzez rownania Maxwella. Przyjecie zwigzkow
srodowiskowych oraz zadanie warunk6w brzegowych pozwalajg na okre$lenie rozktadu pola
elektromagnetycznego w rozwazanym obszarze [1.1, J.l, J.3, K.4, S.4], W niniejszej pracy
wykorzystano analityczne oraz numeryczne metody prowadzace do wyznaczenia rozktadu
pola elektromagnetycznego. Z grupy metod analitycznych wybrano metode rozdzielenia
zmiennych, a z grupy metod numerycznych metode elementéw skonczonych. Dla potrzeb
analizy sit oraz momentéw sit w przetwornikach elektromechanicznych ré6wnania Maxwella

beda zapisywane w ortogonalnych uktadach wspétrzednych: kartezjaniskim oraz walcowym.

2.2. PIERWSZA PARA ROWNAN MAXWELLA

Na natadowang czgstke w polu elektromagnetycznym dziata sita [L.2, S.3] o wartos$ci:

F=-gA-gqgrad V+ q[vx rotA], (2.1)
gdzie:
V, A -potencjat skalamy pola elektrycznego oraz wektorowy pola magnetycznego,
g - tadunek poruszajacy sie z predkos$cig v w polu elektromagnetycznym.
W ektory natezenia pola elektrycznego oraz indukcji pola magnetycznego - jako wektory
okre$lajagce warto$¢ dziatajgcej sity w polu elektromagnetycznym zgodnie z (2.1) - sg réwne
odpowiednio:

E = A B = rotA . (2.2)

Pierwsza z powyzszych =zaleznoséci okres$la natezenie pola elektrycznego jako wektor

opisujacy sktadow g sity nie zalezngjawnie od predkos$ci czgstki. Druga z zalezno$ci definiuje
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indukcje pola magnetycznego poprzez potencjat magnetyczny. Ta skitadowa sity zalezy
jawnie od predkos$ci czgstki w polu elektromagnetycznym.

Zaleznosci (2.1), (2.2) implikuja zwigzki:
E=-gradV -A a B =rotA . (2.3)
Potencjat skalamy i magnetyczny potencjat wektorowy wystepujagce w zaleznos$ciach (2.3) sg

wielko$ciami, ktoére nie sg okre$lone jednoznacznie. Rozktad pola wektorow E, B pozostaje

zachowany dla pewnej klasy potencjatlbw V ,A. Mianowicie, potencjaty pola elektro-
magnetycznego podlegajace transformacji cechowania nie prowadza do zmiany rozktadu

wektorow pola E,B. Rozklad potencjatéw pola elektromagnetycznego staje sig

jednoznaczny, jezeli zgda sie¢ spetnienia dodatkowego warunku, np. warunku Lorentza [L 2
S.4],

Gesto$¢ objetosciowa sity dziatajacej na tadunek elektryczny (ruchomy badz

nieruchomy), roztozony w sposdéb ciaggty w polu elektromagnetycznym (2.1), moze by¢ zatem
przedstawiona w postaci:

fo=PoE +]0xB, (2.4)
gdzie:
Po' gesto$¢ objetoSciowa ogo6tu tadunkéw w polu elektromagnetycznym,
jO0" gestos¢ og6tu pradéw w polu elektromagnetycznym.

Zwiagzki definicyjne (2.3) implikuja bezposrednio pierwszg pare réownan Maxwella
w formie [1.1,J.2, S.4]:

rotE = -B a divB =0. (2.5)

2.3. DRUGA PARA ROWNAN MAXWELLA

Analiza catki dziatania tadunku punktowego w polu elektromagnetycznym [L.2, S.4]

pozwala formalnie wprowadzi¢ drugg pare rownan Maxwella dla prézni w postaci:
div(eoE) = po a rot(voB)=17]0+e0§, (2.6)
gdzie: vo - reluktywno$¢ magnetyczna prozni,
e0 - przenikalno$¢ dielektryczna prézni eo = voc"2.

Posta¢ réwnan Maxwella w S$rodowiskach materialnych okres$lajg zaleznoéci podane

w nastepnym rozdziale.

3. POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKU
MATERIALNYM

W rozdziale 3. przedstawiono przyjete zatozenia odnosnie do wiasciwosci osrodkow
materialnych. Omaéwiono zwigzki materiatowe opisujace wtasciwosci Srodowisk materialnych
rozwazanych w pracy.

Pole elektromagnetyczne w prozni jest opisywane przez wektory natezenia pola

elektrycznego i indukcji pola magnetycznego. Pierwsza pararéwnan Maxwella ma postac:
rote =-B a divB =0, (3.1)

Druga pararéwnan Maxwella dla prézni ma posta¢ nastepujaca:
div(e0OE) = po a rot(voB) = jo +e0i. (3.2)

Traktujagc o$rodek materialny [1.1. J.2] jako wuktad #tadunkéw spoczywajgcych badz
ruchomych, znajdujacych sie w prézni, mozna przedstawi¢ ogot tadunkéw i pradoéw jako
sume:

¢ tadunkéw, pradéow wymuszonych (tgcznie z pradami przewodzenia),

e tadunkdéw, pradéw zwiagzanych z ftadunkami elementarnymi czastek danego osrodka

materialnego:
1.=j+Aj a pO0=p +Ap, (3.3)

gdzie:
p, j - gestos¢ tadunko6éw i pradow wymuszonych (wraz z pradami przewodzenia),
Ap, Aj - gesto$¢ tadunkow ipradow Srodowiska materialnego.

Gestosci pradow oraz tadunkéw czagstek oSrodka materialnego mozna powigzaé¢ z wektorem

polaryzacji i magnetyzacji [1.1, J.I, J.2] nastepujaco:
rotl+P=Aj a divP =-Ap, (3.4)

gdzie oznaczono:
P, 1 - wektory polaryzacji i magnetyzacji os$rodka; opisujg one wptyw Srodowiska
materialnego, np. stan polaryzacji bgdZz namagnesowania materii, histereze dielektry-
czng badz magnetyczng; oba wektory sa funkcjami wektorow pola elektro-

magnetycznego,
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y  F
Aj - gesto$¢ pradu warunkowana pragdami polaryzacji P i magnetyzacji rot(l) osrodka,

Ap - gesto$¢ objetosciowa tadunku polaryzacji o$rodka.

Gestosci pradéw i tadunkéw sg okresSlane dla obszaru zawierajagcego fizycznie
dostatecznie duza liczbe czastek o$rodka. Gestos$ci objetoSciowe (rézniczkowe) w niniejszej
pracy nalezy utozsamia¢ zatem z dostatecznie duzymi objetoSciami materii Srodowiska. Takie
przedstawienie pradéw i tadunkéw w polu elektromagnetycznym jest okre$lane mianem
makroskopowego opisu tadunkéw i pragdéw elementarnych $rodowiska ciggtego [J.I, J.2,
T.l], a jest ono podstawg przejScia od ro6wnan Maxwella w prézni do rownan Maxwella

w $rodowisku materialnym.

Zaleznoséci (3.4) zostang wykorzystane do wprowadzenia tozsamos$ci pomocniczych,
ktore beda wykorzystywane przy opisie sktadowych gestos$ci sit dziatajacych w polu
elektromagnetycznym.

Drugg pare réwnan Maxwella mozna zatem zapisa¢ w postaci, w ktérej wyr6znione sg
sktadniki tadunku oraz pradu:

rot(voB) = j + A]+e0g a div(e0oE) =p+ Ap, (3.5a)
a stad po wykorzystaniu (3.3), (3.4) uzyskuje sie:
rot(voB -1) = j+EOl +P a div(eOE+ P)=p. (3.5b)
W prowadzajac wektory indukcji pola elektrycznego i natezenia pola magnetycznego mozna
zapisa¢ drugg pare rownan Maxwella w srodowiskach materialnych w postaci:
divD=p a rotH=j+D, (3.6a)
gdzie:
D, H - oznaczajgodpowiednio wektor indukcji pola elektrycznego i natezenia pola
magnetycznego:
D=e0E+P a H=vo0B -1, (3.6b)

p - gesto$¢ objetosciowa tadunku elektrycznego,

j - gestos¢ pradéw w obszarze pola elektromagnetycznego.

Sktadowe wektoré6w pola (3.6b) mozna powigzaé ze sktadowymi wektoréow

wystepujagcymi w (3.1) poprzez zwigzki materiatowe postaci:
D,=ewmEw a H,=vuwmBw. (3.7)

Zwigzki materialowe w postaci (3.7) formalnie wigza odpowiednie indukcje oraz
natezenia pdl dla Srodowisk w ogdlnosci anizotropowych. W przypadku poruszajacego sig
osrodka pomija sie efekty relatywistyczne prowadzace do formalnego sprzezenia sktadowych

po6l elektrycznego i magnetycznego [J.I], Powigzanie obu pdl ujawnia sie r6wniez w ciektych
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krysztatach. Sprzezenie sktadowych pola elektrycznego ze sktadowymi pola magnetycznego
opisuje tzw. podatno$¢ magnetoelektryczna [G.l, 5s.19], W pewnych magnetykach ujawnia sie
zalezno$¢ polaryzacji elektrycznej od namagnesowania [G.l, s.117]. Zjawiska te nie sa
w pracy uwzgledniane.

W spétczynniki materiatowe euw oraz vuw (lub wspéiczynniki puw oraz nuw bedace
elementami odpowiednich macierzy odwrotnych) moga zaleze¢ od szeregu parametrow:

1.warto$ci wektoréw pola elektromagnetycznego,

N

.wspbtrzednych przestrzennych badz czasu,
. stanu odksztatcenia osrodka,
. gestosci oérodka,

.temperatury,

o 0 A w

. stanu odksztatcenia oSrodka na skutek zjawisk elektrostrykcji lub magnetostrykcji, oraz
innych, np. czestotliwosci, ci$nienia.
Zalezno$¢ wspdtczynnikéw materialowych od wektoré6w pola oznacza nieliniowos$¢
Srodowiska i w pracy uwzglednionajest w podrozdziale 5.6 oraz rozdziale 6.
Zmienno$¢ przenikalno$ci magnetycznej od wspotrzednej katowej prowadzaca do
powstawania momentu permeancyjnego jest przedmiotem analiz w rozdziatach 4, 5,7, 8.
Zalezno$¢ wspoétczynnikéw materiatowych od czynnikéw 3.+5. mozna opisac

nastepujaco [L.4];

<,
Aew = auw ,, +- Ad + AT, (3.8)
ad 5T
oraz
dv, dv,
Av  =bv Ad+ AT, (3.9)
3T oT
gdzie:

auwvz, buwz - wspétczynniki odksztatcenia, niesymetryczne wzgledem par wskaznikéw
przestrzennych u-w oraz v-z; liczba niezaleznych niezerowych wspétczynnikéow
odksztatcen zalezy od tzw. klasy krystalograficznej [L.4],

uvz - tensor odksztatcen,

d - gesto$¢ osrodka,

T -temperatura bezwzgledna o$rodka.

Zjawisko magnetostrykcji oraz elektrostrykcji mozna formalnie uwzgledniaé
uzupetniajagc zaleznos$ci (3.8) oraz (3.9) o dodatkowy sktadnik opisujgcy te zjawiska.
Uwzglednieniu zjawiska magnetostrykcji w maszynach elektrycznych wirujgcych poswiecona
jest praca [aW .l]. Efekty wptywu zmian gesto$ci materialu na warto$¢ sil uwzgledniono
w [R.3, str.138]. Charakter tych zjawisk jest silnie uzalezniony od rodzaju $rodowiska

(struktura bezpostaciowa, krystaliczna).
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i

Zj.awi.skom ferrohydrodynamicznym i sitom dziatajagcym \;Vtakich uktadach poSwiecona
jest praca [R.4], Ferrohydrodynamika zajmuje sie¢ mechanika ruchu cieczy magnetycznych,
ktore sg spowodowane silnymi polami polaryzacji magnetycznej. Ciecze magnetyczne tworza
media, w ktorych pojawiajg sie dobrze wyro6znione czgstki. W niniejszej pracy efekty
ferrohydrodynamiczne nie sag uwzgledniane.

W niniejszej pracy zaktada sie, iz wspoétczynniki materiatowe euw, vuw sg symetryczne
ze wzgledu na oba wskazniki przestrzenne. Symetria wspo6tczynnikéw materiatowych jest
zachowana w oérodkach o strukturze krystalicznej, gdzie daja sie wyr6znic¢ trzy osie gtéwne
wspotczynnikow materiatowych. Matematycznie oznacza to, iz wspotczynniki materiatowe
tworzg macierz symetryczng. Réwniez w strukturach wielowarstwowych, gdzie anizotropia
globalna jest wynikiem zmiennoéci wtasnos$ci $rodowiska w kolejnych warstwach, zastepcze
wspotczynniki materiatowe tworzg macierze symetryczne [aZ.6]. Znane sg jednak przypadki,
kiedy wtasciwos$é symetrii wymienionych wspdtczynniké6w materiatowych nie jest spetniona,
np. w o$rodkach zyromagnetycznych [S.2], W tych $Srodowiskach zjawisko precesji Larmora
jest przyczynag niesymetrii  reluktywno$ci magnetycznych. Niesymetria macierzy
przenikalnos$ci pojawia sie w pewnych magnetykach [B.3, G.1l]. Roéwniez w silnie
zjonizowanych gazach przenikalnos$ci dielektryczne oraz przewodnosci elektryczne tworza

robwniez macierze niesymetryczne.

4. OPIS SIt DZIALAJACYCH W POLU ELEKTROMAGNETYCZNYM

W rozdziale czwartym przedstawiono definicje tensordéw energii pola elektro-
magnetycznego oraz zaleznosci, ktore umozliwiajg okreslanie gestosci sit dziatajgcych wpolu
elektromagnetycznym. Zaleznosci te sg podstawg dla dalszych analiz. Zaproponowano
wydzielenie sktadnika gestosci sit dziatajgcego na srodowisko oraz sktadnika dziatajacego na
ptyngce prady. Postulowany rozdziat sit jest przedmiotem szczegtowych rozwazan
w nastepnych rozdziatach.

Jedng z powszechnie wykorzystywanych metod wyznaczania sit oraz momentéw sit
dziatajacych w polu elektromagnetycznym jest metoda bazujaca na wykorzystaniu rezultatow
obliczen polowych (numerycznych) oraz pojecia tensora energii (energii-pedu) pola
elektromagnetycznego. W niniejszym rozdziale przedstawiono podstawowe wtasciwosci
i zaleznoS$ci opisujace tensor energii pola elektromagnetycznego.

Sktadowe przestrzenne tensora energii tworzg tzw. tensor naprezen Maxwella. Za
pomocg sktadowych tego tensora mozna okres$li¢c, w szeregu przypadkach (przy
ograniczonych szybko$ciach zmian czasowych pél, braku zalezno$ci parametréw
Srodowiskowych od temperatury i gesto$ci), sity oraz momenty sit dziatajagce w uktadzie.
W artosci sktadowych tensora energii sa wyrazone poprzez sktadowe wektora natezenia pola
elektrycznego i indukcji pola magnetycznego. Tensor energii pola elektromagnetycznego
okre$la catkowitg site dziatajacg w rozwazanym obszarze pola. Tensor ten, opr6cz tensora
energii kinetycznej materii, stanowi skitadnik bilansu energii w polu elektromagnetycznym
[L.2],

Rozdziat catkowitej sity na sktadniki staje sie przydatny, jezeli - z pewnych wzgledow -
korzystnie jest wydzieli¢ sktadnik catkowitej sity dziatajgcy na:

e tadunki i prady wymuszone (oraz pragdy przewodzenia),

e oérodek materialny.
Celem okres$lenia wyréznionych sktadnikéw sit nalezy poda¢ pewne zalezno$ci pozwalajace
na ich praktyczne obliczanie. Wyréznienie obu sktadnikdéw moze sie okazaé pozgdane dla
potrzeb teorii maszyn elektrycznych. Znajomo$¢ warto$ci obu sktadnikéw momentu sit jest
pomocna przy projektowaniu maszyny elektrycznej i opisie pracy maszyny elektrycznej.
Wyrédznione momenty sit pozwalajag na ocene stanu pracy maszyny, np. przy nasyceniu
obwodu magnetycznego maszyny synchronicznej (rozdzial 5) oraz ujawnianiu sie

ekscentrycznos$ci ruchu wirnika maszyny (rozdziat 8).
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4.1. GESTOSC SIt W POLU ELEKTROMAGNETYCZNYM

Posta¢ funkcji koenergii (potencjatu Lagrange’a) ukladu elektromechanicznego jest
podstawg wyprowadzenia zaleznos$ci na catkowity moment sit elektromagnetycznych
w przetwornikach elektromechanicznych [aC.2, D.2, T.1]. Koenergia jest r6znica pomiedzy
pracg wykonang nad ukitadem a energig pola elektromagnetycznego zmagazynowang
w uktadzie [aJ.l, aK.7, at.l], Znajomo$¢ funkcji koenergii uktadu elektromechanicznego
pozwala na obliczanie wartosci sit dziatajacych. W przypadku gdy ped pola

elektromagnetycznego jest pomijalny, koenergia dla uktadu elektromechanicznego przyjmuje
postaé:

We=J(GA-pV)dV - Wp, (4.1a)
\%
iumozliwia wyznaczenie gestosci catkowitych sit (sit uzytkowych).

W zalezno$ci (4.la) oznaczono:

\

Wp:JdeB+|EdD-ev dv, @b)

V'o o !
przy czym evjest dwuliniowg formg energetycznag pola elektromagnetycznego:
ev=-[HB + {ED, (4.1c)

W réwnaniu (4.1b) catki liniowe oznaczajag catki wzgledem sktadowych indukcji pola
magnetycznego oraz sktadowych indukcji pola elektrycznego od stanu, w ktérym sa one
zerowe, do danego stanu obu pdl.

Posta¢ sktadnika polowego (nie zwigzanego z tadunkami i prgdami uktadu) wynika z

bilansu gesto$ci mocy w polu elektromagnetycznym:

div(8) + JE + HB + ED = 0. (4.1d)

Dwa ostatnie sktadniki lewej strony zaleznos$ci (4.1d) opisujg gesto$¢ mocy, ktéra ujawnia sie
w postaci mocy mechanicznej przetwornika, oraz mocy opisujagcej magazynowanie energii

w polu elektromagnetycznym o wartosci:
ev=|-{|HB +jED}. (4.1¢)

Przyjecie funkcji koenergii - peinigcej role potencjatu Lagrange’a - w postaci (4.1a,b)
ogranicza analize zjawisk do klasy probleméw, w ktérych nie wystepuje zjawisko histerezy
magnetycznej, sprzezenie pola elektromagnetycznego z polem temperatury i polem naprezen

mechanicznych.

Korzystajagc ze zwigzkéw materiatowych (3.7), mozna zapisa¢ koenergie ukitadu

(4.1a,b) w nastepujacej postaci:
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Wc = jA-LpV -|L vuwBwdBuU - PuwDwdDu+Lev dfl. (4.2)
f

W zaleznos$ci (4.2) catke po objeto$ci zastgpiono catka po obszarze oraz przyjeto regute
sumowania wzgledem wskaznikéw powtarzajagcych sie dwukrotnie, zgodnie z konwencjg
sumacyjng Einsteina.

Posta¢ funkcji koenergii (4.2) moze by¢ rowniez zapostulowana jako podstawowa dla
danej grupy zjawisk.

Pochodna czgstkowa gestosci koenergii wzgledem parametru q (np. kata potozenia
wirnika) [S.3] wyznacza sktadowg sity uogdlnionej (np. w przypadku gdy wspdtrzedna
uog6lniona jest katem, to odpowiadajaca site uogdlniong stanowi moment sit). Obliczajac
pochodne funkcji [L.6] przy zatozeniu niezaleznos$ci tadunkéw i pradéw od parametru q
otrzymuje sie:

aWC, ifi -Lp~r-LH & -L E .£ ~¢t .'dQ, (4.3)
3q ' W 5q 0q 59 dq 5q
przy czym wykorzystano ponizszag zalezno$¢ dotyczacg pradéw elementarnych

w krzywoliniowym uktadzie wspétrzednych:

J» 770 d x vdxw = jusjuldxvdxw. (4.43)

M
Niech wiezy mechaniczne dopuszczajg ruch uktadu o jednym stopniu swobody, ktéry opisuje
parametr-wspdtrzedna gq. Nadto, niech parametr q bedzie powigzany z jedng ze wspoétrzed-

nych xu0 spoczywajagcego odpowiednio dobranego uktadu zaleznoscig:

Xxu=xWb+q =xw+qu- (44Db)

W ykorzystujagc symetrie wspétczynnikéw Srodowiskowych vuw=vwu i £w=Ewu (lub réwno-
waznie Huw=Mwu i Puw=Pwu) oraz zalezno$ci Srodowiskowe (3.7), mozna powyzszg catke
zapisa¢ w postaci:
* . \

awc . §[|V|AV -av ...
dQ. (4.5)

3qu ° J,sii-S aT H
W prowadzony w réwnaniu (4.5) symbol Nu oznacza sktadowa gestosci objetoSciowej
sity dziatajgcej w polu elektromagnetycznym zwiazanej z niejednorodnos$cig obszaru (granica
dwéch osrodkéw, obszar ulegajgcy nasyceniu, niejednorodnos$¢ strukturalna). W uktadzie

wspo6trzednych ortogonalnych ma ona posta¢ (dodatek D2):
N =jB uBwgrad(vuw) -y E uE wgrad(euw) . (4.6a)

Sktadnik ten mozna okresli¢ mianem niejednorodno$ciowego badz gesto$cig objetoSciowq sit

Srodowiskowych. Jego sktadowe okreé$lajg iloSciowo wptyw niejednorodnosci osrodka
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(powodowanej niejednorodnos$cig struktury $rodowiska badz lokalnymi jej zmianami
zachodzacymi pod wptywem pola, np. zjawisko nasycenia). Nalezy zwréci¢ uwage, iz gdyby
wystepowato sprzezenie pél magnetycznego i elektrycznego przez Srodowisko materialne
(np. wskutek ruchu os$rodka), to we wzorze (4.6a) pojawityby sie rowniez iloczyny mieszane
sktadowych pola elektrycznego i pola magnetycznego.

W przypadku gdy osrodek jest izotropowy pod wzgledem wtasciwosci elektrycznych
i magnetycznych, to:

N = grad(v) - |E 2grad(e). (4.6b)

W ykorzystujagc réwnos$¢ (D 1.6) (dodatek D1) mozna zalezno$¢ (4.5) zapisaé nastepujaco:

gdzie gesto$¢ sit Lorentza oznaczono jako:

fL=pE +jxB. (4.8)
Zaktadajac iz:
- prady nie wptywajg ani nie wyptywajg przez zaden z punktéw powierzchni ograniczaja-
cej rozwazany obszar,
- w obszarze przetwornika nie ma fadunkéw swobodnych,
mozna stwierdzié, iz catka objetosciowa trzeciego i czwartego sktadnika pod catka
w zaleznosci (4.7) zanika.

Nalezy zwréci¢ uwage, iz czwarty skladnik wystepujacy pod catkg (4.7) zanika dla
zagadnien elektrostatycznych. Sktadnik trzeci i czwarty zanika réwniez po przyjeciu
sktadowej potencjatu wektorowego Aurdwnej zeru (co wolno uczyni¢ cechujagc odpowiednio
oba potencjaty [1.1, L.2]). Takie postepowanie jest mozliwe, poniewaz koenergia uktadu
(4.1a) nie jestjednoznacznie zdefiniowana z uwagi na wystepujace potencjaty pola.

Rownanie (4.7) przyjmuje zatem postac:

K |[(fu+ Nu)dv - (4.9a)

<*lu \%

Korzystajac z tozsamos$ci (D2.10b) otrzymuje sie z kolei zalezno$¢:

A= j(-LHdiVu(au)+ LHKku)dv ) (4.9b)

Tu \

w ktérej pominieto sktadnik bedacy pochodng czasowg iloczynu indukcji p6l elektrycznego
i magnetycznego (rozdziat 3).
Wyrazenie pod znakiem catki moze by¢ traktowane jako skiadowa fu gestosci

objetosciowej sit uzytecznych przetwornika elektromechanicznego:
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fu =-divH(au)+ ku. (4.9¢)

W zapisie wektorowym, w rozwazanym ortogonalnym uktadzie wspétrzednych, zaleznos$¢

(4.9¢) przyjmuje postaé:
f = -]« divH (CT») + k, (4.9d)

badz zgodnie z (D2.10b)
f=fL+N . (4.9¢)

Gesto$¢ objetosciowgq sit globalnych mozna przedstawia¢ w postaci sumy gestosci sit
Lorentza oraz $rodowiskowej, ktéra opisana jest poprzez skitadnik niejednorodnos$ciowy
(4.6a). Sktadnik niejednorodnos$ciowy moze byé zatem interpretowany jako gesto$¢ sit dajgca
wktad do sit oraz momentéw sit uzytkowych w zwigzku ze zmianami parametréow
Srodowiskowych w polu elektromagnetycznym.

W yrazenie (4.9d) pozwala efektywnie wyznacza¢ sity badz momenty sit poprzez
catkowanie po brzegu obszaru. Jezeli wspétczynnik Lamego jest rowny jedno$ci, to catkowita
site mozna wyznaczyé poprzez catkowanie po brzegu obszaru (rozdziat 6). Natomiast, gdy
wspétczynnik Lamego stanowi ramie dziatajacych sit (rozdziat 5, 7, 8), to moment sit
wyznacza sie poprzez catkowanie po brzegu obszaru i to niezaleznie od tego, czy $rodowisko
jest izotropowe, czy tez jest anizotropowe (podrozdziat 7.3). Na przyktad, w uktadzie
przetwornika elektromechanicznego o symetrii cylindrycznej, przy zatozeniu wystepowania
przeptywu pradu tylko w kierunku osi z i braku tadunkéw swobodnych (p=0), pochodna
koenergii po kacie stanowi moment dziatajgcych sit. Wtedy zalezno$¢ (4.9a) prowadzi do

relacji:

TE= Jr(fLa+ N a)dV, (4.10)
\%
gdzie symbol momentu sit uzupetniono indeksem ‘e’, aby podkres$li¢, iz jest to moment sit
powstajacy przy udziale pola elektromagnetycznego.
Wyrazenie ujete w nawiasie réwnania (4.10) stanowi sktadowg styczng (indeks a)

gestos$ci sit dziatajacych w polu elektromagnetycznym:
f=pE+ jxB +N =fL+N. (4.11)

Nalezy réwniez nadmieni¢ w tym miejscu, iz zaleznosci (4.9d), (4.11) nie opisuja
zjawisk warunkujgcych powstawanie momentu elektromagnetycznego, takich jak
magnetostrykcja, histereza magnetyczna, magnesy trwate. Szeroki opis zjawisk
magnetostrykcji przedstawiono w pracy [aW.4]. Natomiast pr6be matematycznego opisu

dwdéch ostatnich zjawisk zaprezentowano w [aS.15, aS.22].
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4.2. TENSORY ENERGII POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

W celu analizy sktadnikéw sit badz momentéw sit powstajacych w przetworniku
elektromechanicznym zostang rozwazone dwa pseudotensory energii pola elektromagnetycz-
nego (w ogdlnosci niesymetryczne):

- Minkowskiego 3,k (podrozdziat 4.2.1),

-réznicowy A3jk (podrozdziat4.2.2).
Jakkolwiek wielkos$ci te sg czesto definiowane w uktadzie wspdtrzednych prostokatnych
i transformowane do innych uktadéw zgodnie z zasadami transformowania tensoréw [G.2],
to w niniejszej pracy ich wtasciwosci transformacji nie sa rozwazane. W pracy za istotne
uznano tylko, iz sa to wielko$ci dwuwskaznikowe wyrazajace sie poprzez iloczyny
sktadowych wektoré6w w wybranych ortogonalnych uktadach wspo6trzednych. Stad ich
odmienna nazwa ,pseudotensory” stosowana zamiennie z nazwa ,tensory”. Wiasciwosci
transformacyjne pseudotensoréw nie sg przedmiotem dalszych analiz. Nalezy zwréci¢ uwage,
ze definicja pseudotensora (Dodatek 2) pokrywa sie w og6lnoséci z definicjg literaturowa

tensora w uktadzie wspdétrzednych kartezjanskich [G.2].

4.2.1. Tensor energii pola elektromagnetycznego

Tensor energii pola elektromagnetycznego (w og6lnosci niesymetryczny) jest

definiowany w uktadzie wspo6trzednych kartezjanskich jako:

ev aSx aSy aS”

cSIx cjxx Chxy " xz
3ik= (4.12a)

CsSyy Gyx cyy ® yz

VCSIlz CT, CT" Oz

gdzie:
dwuliniowa forma gesto$ci energii pola elektrycznego i magnetycznego (funkcja stanu;

w oérodkach liniowych stanowi ona gesto$¢ energii pola elektromagnetycznego):
ev=jBH +}DE, (4.12h)
wektor Poyntinga:

S=ExXxH, (4.12c)

iloczyn wektorowy indukcji p6l elektrycznego i magnetycznego:

31
S, =DxB, (4.12d)

sktadowe tensora naprezen Maxwella (u,w e {x,y,z}):
auw=-EuDw-H WBW+Suwev, (4.12e)

WEASCIWOSCI:

JL Tensor naprezen Maxwella o uwjest symetryczny, gdy:
D =eE oraz H=vVvB,

co jest spetnione w $rodowiskach izotropowych.

2. Tensor energii pola elektromagnetycznego, przy dominujacym polu magnetycznym
w sensie gestosci energii, zanika w obszarze idealnego ferromagnetyka H = 0:

N=0.

3. Obliczenie zdefiniowanej (dodatek D2) dywergencji pseudotensora w krzywoliniowym
uktadzie wspoOtrzednych ortogonalnych pozwala okre$li¢ jego wtasciwoséci i uzasadnié
celowos¢ wprowadzonej definicji (4.12a). Zgodnie z wyprowadzeniem, przedstawionym

w dodatku D2, zachodzi:
- \divM(d u)+k=fL+N+J|-(DXB) . (4.13a)

Tozsamo$é (4.13a) okazuje sie korzystna dla potrzeb analizy sit imomentéw sit w polu

elektromagnetycznym z uwagi na mozliwo$¢ zaniedbania pochodnej czasowej oraz zanikanie
sktadowych wektora k w uktadzie wspdétrzednych prostokatnych i cylindrycznych (dla

u=a, z) uktadzie wspdtrzednych:
|-(DxB)u-ku=0. (4.13b)
di

Zalezno$cig (4.13a) moze zatem opisywac np. gesto$¢ sit stycznych nastepujaco:

fa=fLa+Na = - i divH(5")" (413C)
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4.2.2. Réznicowy tensor energii pola elektromagnetycznego

Niech réznicowy tensor energii pola elektromagnetycznego (niesymetryczny

w ogo6lnosci) w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych zostanie zdefiniowany nastepujaco:

f Aev aASx aASy aAS”

cAQXx A o txx Aaxy Acte

(4.14a)
cAQy A(lyx Aon Aoy

cAQz Aan A

gdzie oznaczono:
dwuliniowa, r6znicowg forme gestosci energii pola elektromagnetycznego (funkcja stanu):
Aev =iB I-"PE, (4.14b)
roznicowy wektor pola elektromagnetycznego:
AS = EXT, (4.14c)

dualny réznicowy wektor pola elektromagnetycznego:

AQ = —PxB, (4.14d)

oraz tensor:

Aaw=-luBw+E WPW+5uw(yBIl-yPE), (4.14e)

ktéry mozna okre$li¢ mianem réznicowego tensora naprezen Maxwella (u, w e {x, y, z}).

WELASCIWOSCI:

L Roéznicowy tensor naprezen Maxwella Aauw jest symetryczny, gdy:
D =eE oraz H=vB,

co jest spetnione w obszarach izotropowych.

2. Roznicowy tensor energii pola elektromagnetycznego zanika w prézni:
A3ik=0.
Z bardzo dobrym przyblizeniem réwnos$¢ tajest spetniona w powietrzu.
3. Analogiczne obliczenia, do tych jakie przeprowadzono w odniesieniu do pseudotensora
energii  Minkowskiego, prowadzg do nadania sensu fizykalnego zdefiniowanemu

roznicowemu pseudotensorowi energii pola elektromagnetycznego. Zgodnie z wyprowadze-

niem przedstawionym w dodatku D2 zachodzi:

Af=N - 1 div|uy(Actu) + Ak + -*-(P xB). (4.15a)
ot
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Uwagi przedstawione odnos$nie do wzoru (4.13a) stosuja sie rowniez do powyzszego wzoru.

Mianowicie, jezeli
|-(PxB)u+Aku=0, (4.15b)
ot

to gesto$¢ sit Srodowiskowych (od tadunkéw polaryzacji i pradéw magnetyzacji):

Af= ApE + AjxB (4.15¢)
moze by¢ przedstawiona jako:

Afa =Na-divlal(Ada). (4.15d)

Réwnos¢ (4.13c) i analogiczne, np. dla sktadowej ,,z”, nadajg sens fizykalny zdefiniowanemu
roznicowemu pseudotensorowi energii pola elektromagnetycznego. Gestosci sit (4.15c)
wynikajace zzalozen metody tadunkéw polaryzacji i pradéwmagnetyzacji moga by¢
rGbwnowaznie opisane poprzez sktadnik niejednorodnos$ciowy i zdefiniowang dywergencje
pseudotensora réznicowego. Sity te sg rezultatem oddziatywania pola na tadunki $rodowiska
(makroskopowy opis pola elektromagnetycznego w oérodku materialnym [J.2, L.4]).
Zdefiniowany réznicowy pseudotensor energii pola elektromagnetycznego moze by¢
wykorzystywany w analizie gestos$ci sit, sit oraz momentéw sit powstajgcych w polu elektro-

magnetycznym. Wykorzystanie tego pseudotensora zostanie przedstawione w rozdziale 7.

Zalezno$¢ (4.15d) pozwala wydzieli¢ z ogétu sit sktadnik sit dziatajgcy na materie
znajdujgcg sie w polu elektromagnetycznym (np. ferromagnetyczny wirnik maszyny
elektrycznej). Jest on uwarunkowany wtasciwos$ciami Srodowiskowymi oraz geometrycznym
uksztattowaniem o$rodka materialnego. Sity te mozna okre$la¢ mianem $rodowiskowych.
W przetworniku elektromechanicznym o dominujagcym polu magnetycznym (rozdziat 5, 6, 7,
8) sity S$rodowiskowe bedg nazwane réwniez sitami permeancyjnymi. Analogiczne
nazewnictwo zastosowane zostato w odniesieniu do momentéw tych sit. Za nazwg taka
przemaw ia posta¢ zaleznosci (4.6a). Gestos$¢ sit Srodowiskowych wyraza sie bowiem poprzez
gradient reluktywnos$ci magnetycznej, ktéra decyduje o permeancji elementarnej rurki

rozciagajacej sie wokot linii pola magnetycznego (A ~ v).
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4.3. TENSORY ENERGII POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO - ZESTAWIENIE

Niesymetryczne tensory energii ctuw, Aaw pozwalajag na okre$lanie gestosci sit

(momentéw sit) catkowitych i dziatajagcych na o$rodek materialny - przy zatozeniu
pomijalnos$ci zjawiska pedu pola elektromagnetycznego i zjawisk strykcyjnych. Gesto$ci sit

pozwalajg obliczaé¢ sity wypadkowe poprzez catkowanie po obszarze.

Pseudotensor:

1. Minkowskiego opisuje gesto$¢ sit uzytkowych dziatajagcych w polu elektromagnetycznym,

ktére sa powodowane sitami Lorentza i sktadnikiem niejednorodno$ciowym:

<fw =-H uBw-E uDw+8uwi(HB + ED) =>

f=-1diviu&u)+k=FfL+N. (4.16)

2. Réznicowy opisujewraz ze sktadnikiem od pradéw S$rodowiska (prady magnetyzacji
ipolaryzacji) gestos$¢ sit dziatajgcych na dany obszar materii w polu elektromagnetycznym,
ktore dajag wktad do catkowitych sit uzytkowych przetwornika elektromagnetycznego.
Sktadnik ten prowadzi do sity srodowiskowej (momentu $rodowiskowego). W przypadku gdy
w przetworniku elektromechanicznym dominujace jest pole magnetyczne, sita lub moment sit

okre$lane sg mianem permeancyjnych.

Aauw= -luBw+E uPw+ 8uwi(B I-EP) =*
N = Af + iudiv|y (Actu) - AK. (4.17)
Definicje ipodstawowezalezno$ci, w ktorych wystepujg pseudotensory energii pola

elektromagnetycznego, zostaty ujete w tabeli 4.1.

Tabela 4.1
Zestawienie definicji tensoréw energii pola elektromagnetycznego i wazniejszych réwnan

PSEUDOTENSOR ROWNANIE ~ ROWNANIE OPISUJE
GESTOSC
Maxwella og6tu sit dziatajgcych
Ow =-HuB,, - E IDWASW\W(HB + ED) (4'16) w polu elektromagnetycznym
roznicowy sit dziatajacych na osrodek
4.17)

=-luBw+ EWPW+ 50\(BI - EP) materialny
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UWAGI:

1. Postacie wzoréw (4.16) oraz (4.17) mimo swojej ztozonej struktury zapisu sg proste
w zastosowaniu oraz przydatne przy okre$laniu sit bgdz momentédw sit, jak i ich sktadnikéw
dla przetwornikéw elektromechanicznych, takich jak maszyna wirujgca (rozdziat 5, 7, 8)
i elektromagnes (rozdziat 6). Moment sit od pradow (moment sit Lorentza) oraz moment
permeancyjny (Srodowiskowy) pozwalajg na ocene naprezen w izolacji uzwojen (rozdziat 5).
Moment permeancyjny stanowi niepozgdany moment sit pojawiajagcy sie w maszynie

indukcyjnej o niesymetrycznym wirniku (rozdziat 8).

2. Wyrazenia (4.11), (4.16) i (4.17) sa og6élnymi wyrazeniami, ktére pozwalajg oblicza¢ sity
i momenty sit dziatajagce w polu elektromagnetycznym. Moga by¢é one stosowane przy
prowadzeniu obliczen metodami numerycznymi badz analitycznymi. Wyrazenie bedace
dywergencjag pseudotensora pola - po zastosowaniu twierdzenia Gaussa - pozwala na
sprowadzenie catki objetosciowej do odpowiedniej catki powierzchniowej. W szczeg6lnosci
umozliwia obliczanie momentu sit powstajagcego w obszarze anizotropowym za pomoca catki

powierzchniowej tensora energii (rozdziat 7).

3. Formuty okres$lajace gestosci sit prowadza do wskazania na punkty obszaru pola
elektromagnetycznego, w ktérych dziatajg sity - pozwalajac wyznaczac lokalne sity uzytkowe.
W szczeg6lnos$ci zalezno$ci okres$lajace gestoSci objetoSciowe sity Lorentza i sity
Srodowiskowej pozwalajg na wskazanie punktow, w ktérych pojawiajg sie obie wyrdznione

sktadowe sity catkowitej (uzytkowej).

4. Suma obu pseudotensoréw energiijest symetryczna:

3 fc+ A3k = 3 ki+A3Kkj, (4.18)

niezaleznie od tego czy o$rodek jest izotropowy, czy tez anizotropowy. Przedstawia ona -
w uktadzie kartezjanskim - klasyczny, symetryczny tensor energii Maxwella pola elektro-

magnetycznego dla prézni [L.2, dodatek D2],

5. W przypadku izotropowego S$rodowiska o reluktywnos$ci v8 w polu magnetycznym
warto$ci obu tensoréw energii pola elektromagnetycznego - symetrycznych jednocze$nie -

speiniajg proporcje:

3fc:A3ft=v8:(v0-v 6).

6. Relacje (4.16), (4.17) sa spetnione dla zdefiniowanych pseudotensoréw energii pola
elektromagnetycznego w ortogonalnych uktadach wspoétrzednych, ale réwniez dla pseudo-
tensoréw bedacych sumga zdefiniowanego pseudotensora energii i dowolnego pseudotensora,

ktérego dywergencja zanika tozsamos$ciowo.

Sposérod przedstawionych uwag najwieksze praktyczne znaczenie dla potrzeb obliczen sit

i momentow elektromagnetycznych majg uwagi 1. oraz 2. - zostang one wykorzystane
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w dalszych rozdziatach niniejszej pracy. Natomiast uwaga j. akcentuje, iz mozliwe jest

wskazywanie obszaréw (np. czesci przetwornika elektromechanicznego), w ktérych dziataja

sity i ich sktadowe. Pozwala to na zaproponowanie zastosowania postulowanego podziatu sit
(momentéow sit) na dwie skiadowe oraz peiniejsza interpretacje fizykalng wyr6znionych

dwoch sktadowych.

4.4, POSTACIE ZALEZNOSCI OKRESLAJACYCH GESTOSCI SIt

Zalezno$ci (4.16) oraz (4.17) pozwalajg na okres$lenie sit oraz momentéw sit poprzez
catkowanie po rozwazanym obszarze odpowiednich gesto$ci objetoSciowych. Szczegdlnie
korzystne - z uwagi na przeprowadzanie numerycznych obliczen polowych -jest wystepowa-
nie w nich sktadnika bedacego dywergencjg tensora energii pola elektromagnetycznego.
Catkowanie po objetosci dywergencji tensora energii - zgodnie z twierdzeniem Gaussa [L.6,
K.l, K.5] - sprowadza sie¢ do catkowania tegoz tensora wytacznie po brzegu obszaru. Jest to
niezmiernie korzystne z punktu widzenia realizacji procesu obliczen numerycznych (idea ta
jest rowniez podstawg wprowadzenia metody elementéw brzegowych (BEM) stosowanej do
analizy po6l elektromagnetycznych, temperatury itp.). Tak wiec dogodna z punktu
obliczeniowego bytaby mozliwo$¢ wprowadzenia takiego tensora energii. Gdyby istniat
pewien tensor, ktérego dywergencja okres$lataby w ogdélnosci site Srodowiskowg, to w

kartezjanskim uktadzie wspétrzednych powinna wtedy zachodzi¢ rownos¢:

Istnienie tensora Auw o powyzszych wtasciwos$ciach dawatoby mozliwo$¢ obliczania sity
Srodowiskowej w pewnym obszarze poprzez catkowanie takiegoz tensora wytgcznie po
brzegu rozpatrywanego obszaru.
Zatézmy, ze istnieje pewien tensor energii pola elektromagnetycznego, ktéry:
e spetniaréwnos$¢ (W 1) oraz
e jest wytagcznie funkcja sktadowych tensora pola elektromagnetycznego oraz parametréw
Srodowiskowych w danym punkcie pola elektromagnetycznego. (W2)

Mozna stwierdzi¢, ze:
Tensor o wtasciwosciach (WI) oraz (W2) w ogdélnym przypadku nie istnieje. (Sh)

Gdyby stwierdzenie (S1) nie byto prawdziwe, to nalezatoby poszukiwaé pewnych wielkosci
postaci Auw o wtasciwosciach (W 1) oraz (W2). Stad, z formalnego punktu widzenia, nalezy
uzasadni¢ stwierdzenie (SI1). Powyzsze stwierdzenie mozna udowodni¢ pokazujac przypadek,
dla ktérego wprowadzenie tensora o wtasciwos$ciach (W 1) i (W2) nie jest mozliwe.
Rozwazmy nastepujacy przyktad. Niech bedzie dane jednowymiarowe pole
magnetyczne w o$rodku magnetycznym o zmiennej reluktywnos$ci magnetycznej i zerowej

przewodnos$ci elektrycznej. Pole magnetyczne jest wymuszone przez prady zewnetrzne
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wolnozmienne, tak iz mozna poming¢ prady przesuniecia. OS$rodek charakteryzuje sie
brakiem polaryzacji dielektrycznej oraz petli histerezy, jest liniowy, izotropowy, lecz

niejednorodny. Reluktywno$¢ magnetyczna osrodka niech bedzie opisana zalezno$cig:

0 gdy y>a
ey
V(y) =Vv0 1- exp(- ) gdy a>y>o0. (4.193)
y ~a
1 gdy y<o

Tak zdefiniowana funkcja jest funkcjg klasy C°° [M.l, M .4], State a (szeroko$¢ rozwazanego
obszaru pola magnetycznego) oraz e (parametr decydujacy o charakterze przebiegu
zmienno$ci reluktywnos$ci w rozwazanym obszarze nie majacy wptywu na wartosci
reluktywnos$ci na granicach obszaru i poza obszarem) sg dodatnimi danymi liczbami - rys.4.1.
W obszarze miedzy przekrojami A-A oraz B-B jest zawarty w catos$ci obszar o zmiennej
reluktywnos$ci magnetycznej. Na granicy A-A reluktywno$¢ oSrodka wynosi vD(préznia), za$

na granicy B-B jestrowna zero (idealny ferromagnetyk) - rys.4.2.

Rys.4.1. Przebieg wzglednej reluktywnosci magnetycznej dla réznych wartosci parametru e
Fig.4.1 Relative magnetic reluctivity for the different constants e



Rys.4.2. Pole magnetyczne w rozwazanym niejednorodnym osrodku
Fig.4.2. Magnetic field in the considered nonhomogeneous region

Niech 0§ OX bedzie skierowana rownolegle do linii indukcji pola magnetycznego.

Zatézmy, iz warto$¢ indukcji pola magnetycznego zmienia sie w przedziale [0,a] zgodnie z
zalezno$cia:

Bx(y) =bAy +cT, (4.19b)
gdzie b oraz ¢ sg danymi dodatnimi statymi. Przebieg linii pola magnetycznego oraz uktad osi

uktadu wspo6trzednych przedstawia rysunek 4.2.

Rozwazane pole magnetyczne jest wywotane przez prady o gesto$ci okre$lonej przez
rownanie Maxwella:

rotH = rot[v(y)Bx(y)Ix]=j,

stad:

K2

Z uwagi na symetrie uktadu i zerowanie sie¢ pochodnych czastkowych w kierunku osi OZ
zachodzi:

i,»=0, jy=0, ji= _deQ PR (Y)-Wy) yl)dg\/fI (4.19¢)

Sita $Srodowiskowa dziatajagca w kierunku osi OY na ptasko-rdwnolegty obszar osrodka
zawartego miedzy ptaszczyznami prostopadtymi do osi OY (wyznaczonymi przez przekroje

A-A oraz B-B) wynosi zgodnie z (4.6b):
Ny= jjBagrad[v(y)]Sdy,

gdzie pole powierzchni prostopadtej do osi OY okre$lajagcej rozwazany obszar oznaczono

przez S.

Dokonujac catkowania przez cze$ci otrzymuje sie:

Ny=ySBav(y)* -yS jv(y)r—dy,
0 w

i ostatecznie:
a
Ny=-ySbhc - ysb2 v(y)dy. (4.19d)
0

Powyzsza zalezno$¢ pokazuje, iz warto$¢ sity Srodowiskowej zalezy od zmiennosci
reluktywnos$ci magnetycznej wewngatrz rozpatrywanego obszaru. Reluktywnos$¢ v zalezy
bowiem od parametru e mimo zatozonych niezmiennych warto$ci reluktywnos$ci na brzegu
obszaru. Warto$¢ catki w (4.19d) jest zalezna wiec od charakteru zmiennos$ci reluktywnos$ci w
obszarze opisanej zalezno$cig (4.19a). Oznacza to, iz nie mozna w rozwazanym przypadku
wyrazi¢ sktadnika $rodowiskowego sit dziatajgcych w polu elektromagnetycznym tylko
poprzez warto$ci sktadowych tensora pola elektromagnetycznego i parametry $srodowiskowe
na brzegu obszaru. Nie moze zatem istnie¢ tensor energii spetniajacy warunki (W 1) oraz
(W2).

Przeprowadzone rozwazania potwierdzajg prawdziwo$¢ stwierdzenia (S1).

WNIOSEK:

Niemozliwe jest przedstawienie gesto$ci objetosciowych sit Srodowiskowych w postaci
dywergencji pewnego tensora o wtasciwosciach (W 1) i (W2).
UWAGI:

1. Przedstawienie sktadnika niejednorodno$ciowego w postaci dywergencji tensora

spetniajacego warunki (W ) oraz (W2)jest mozliwe w przypadkach szczeg6lnych, gdy:
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¢ indukcja pola magnetycznego oraz natezenie pola elektrycznego sg niezalezne od
wspo6trzednych przestrzennych,
e zanikajg w obszarze tadunki, prady zewnetrzne - zanika wtedy réwniez sktadnik sit
od pragdow.

2. Spetnienie warunkéw typu (W1) i (W2) w przypadku ruchu z predkoscig u(t) uktadu

o masie m zaleznej od czasu jest rdwniez niemozliwe - co stanowi pewnga analogie

w dziedzinie czasu do rozpatrywanego problemu. Mianowicie, moc p dostarczana do

poruszajacego sie punktu materialnego wynosi:

- d(mu)_ d(}mu2) .dm dEk ,dm
p=Fu=—— u= -+mE—u = — -+t — u
dt dt 2dt dt 2 dt ’
zachodzi zatem:
d V,dm d \ vV, du2
P=x* Ek+ fTirudt =dt EK +ymu L m rodt

co oznacza, iz moc dostarczona do uktadu poruszajacego sie ruchem postepowym ze
zmienng masg nie daje sie w ogdlnym przypadku przedstawi¢ jako pochodna wzgledem
czasu pewnej funkcji bedacej tylko funkcjg chwili poczatkowej to i koncowej t (np. przy
liniowo zmiennym kwadracie predkosci u2(t) wzgledem czasu trzeci sktadnik w wyrazeniu
pod znakiem pochodnej zalezy od chwilowych warto$ci masy ciata w chwilach czasowych
od to do t).
Analogicznie, dla statej rezystancji R, przez ktérg przeptywa zmienny prad i(t), nie mozna
wprowadzi¢ funkcji stanu Z[i(t),R], ktora okreslataby moc cieplng i2R. Mianowicie, dla
funkcji Z[.,.] musiataby by¢ spetniona zalezno$¢:

t

jRiI2(t)dt = Z[R,i(t)]-Z [R,i(t0)].

t0
Zalezno$¢ powyzsza prowadzi jednak do sprzeczno$ci. Warto$s¢ catki przedstawia ilos¢
wydzielanego ciepta i zalezy od catej ,historii” prgdéw w przedziale czasu (to,t). Natomiast
ré6znica funkcji stanu - wystepujaca po prawej stronie powyzszej zaleznos$ci - zalezy tylko

od warto$ci pradéw w chwilach to oraz t.
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4.5. KONFRONTACIJA LITERATUROWA

Obliczenie sit, momentéw Lorentza oraz $rodowiskowego dziatajacych w przetworniku

elektromechanicznym jest istotne nie tylko ze wzgledu na wglad w strukture i dziatanie
przetwornika, ale r6wniez dla wzbogacenia procesu jego projektowania. Jest to istotne, jezeli
nalezy okresli¢c wptyw, jaki wywierajg cechy konstrukcyjne przetwornika (warunki
geometryczno-$rodowiskowe) oraz prady, na warto$ci dziatajagcych sit i momentow
w poszczeg6lnych cze$ciach przetwornika. Analiza rozktadu sit i momentow pozwala na
ocene wartoéci pojawiajgcych sie naprezen przenoszonych przez poszczeg6lne elementy
konstrukcyjne przetwornika. Rozwazania teoretyczne, obliczenia numeryczne oraz badania
eksperymentalne sg podstawg oceny powstajagcych sit i momentow.
e Teoretyczne aspekty analiz sit powstajgcych przy udziale pola elektromagnetycznego sg
szczeg6towo rozwazane w pracach [aB.5, B.3,1.2,J.1, L.2, L.4, K.4, R.4, T.1]. Podstawowe
rownania okre$lajagce gesto$¢ dziatajagcych sit sa wyprowadzane w oparciu o analize catki
dziatania [J.I, L.2], badZ funkcji energetycznej [1.2, D.2, aW .3] dla wybranego skonczonego
obszaru pola elektromagnetycznego. R6wniez na podstawie rdwnania bilansu energii (mocy)
wyprowadza sie zalezno$ci, ktére opisujg catkowite (uzyteczne) sity bagdZz momenty sit w
przetwornikach elektromechanicznych [K.6, M.5, P.I].

Na podstawie zaleznos$ci catkowych - odnoszacych sie do skoficzonego obszaru pola
elektromagnetycznego - wyprowadza sie réwnania okre$lajagce gesto$¢ objetosciowa sit
w polu elektromagnetycznym. Przyjeta posta¢ catki dziatania, funkcji energetycznej
(koenergii, potencjatu Lagrange’a) dla uktadu implikuje zalezno$¢ opisujaca dziatajace
w uktadzie sity. Takie podejscie moze prowadzi¢ do nieuwzglednienia sit o gestosci réznej od
zera, lecz globalnie réwnowazacych sie w obszarze o skonczonej objetosci [L.2, T.1].
Sformutowana posta¢ catki dziatania lub funkcji energetycznej ma zasadniczy wptyw na
otrzymywang posta¢ zaleznos$ci okres$lajacej gesto$¢ objetoSciowga dziatajagcych sit w polu
elektromagnetycznym. Im wiecej zjawisk catka dziatania opisuje, tym ogdlniejsza zaleznos¢
jest otrzymywana przy jej wykorzystaniu [L.4, R.4], Jest zatem istotne, jak dalece nalezy
rozbudowywaé¢ taka catke dziatania (funkcje energetyczng), aby uzyska¢ w petni ogélne
zaleznos$ci, choc¢by tylko z punktu widzenia sit powstajagcych wytacznie przy udziale pola
elektromagnetycznego. Przedstawione w pracy wyprowadzenie powotuje sie na og6lnie
przyjmowane zalezno$ci w literaturze wywodzace si¢ z podejscia energetycznego [D.2, 1.2].
Podejscie energetyczne prowadzi do znanych réwnan podstawowych wykorzystywanych w
dalszych rozdziatach niniejszej pracy.

Réwniez na podstawie rdwnania bilansu energii (mocy) otrzymuje sie posta¢ réwnania
opisujgcego sity i momenty dziatajace w przetworniku elektromechanicznym [K.6, P.lI, M.5].
Zapis rownania bilansu mocy otrzymuje sie na podstawie rownan pola elektromagnetycznego
Maxwella [K.4, L.2, S.I, T.I] lub praw Kirchhoffa [K.6, P.I], Analiza poszczegélnych
sktadnikéw wystepujagcych w rownaniu bilansu mocy prowadzi do zaleznosci opisujgcej sity

badZz momenty dziatajagce w przetworniku elektromechanicznym. Taka analiza prowadzi
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i
jednak tylko do opisu sit catkowitych (uzytecznych) powstajacych w przetworniku
elektromechanicznym.

Istniejg jednak zjawiska np. efekt pedu pola elektromagnetycznego [L.4] oraz
powstawanie sit przy wspo6tdziataniu pél elektrycznego i magnetycznego [aB.3, aB.4, aN.l,
aN.2], ktérych analiza teoretyczna wymaga prowadzenia ztozonych rozwazan.
O teoretycznych trudnoéciach analizy sit w polu elektromagnetycznym $wiadczy tez dyskusja
przedstawiona w [J.l, s.245]. Autor pracy [J.1]] komentuje problem pojawiania sie
niesymetrycznego tensora energii pola elektromagnetycznego przy opisie gestosci sit
Autorzy pracy [1.1] proponujg bezposSrednie wprowadzenie postaci dziatajgcych sit.
Mianowicie, zaktada sie [1.1, s.104], iz catkowita gesto$¢ sit dziatajacych w polu
elektromagnetycznym wynika¢ powinna - bazujagc na makroskopowej teorii pola elektro-
magnetycznego - z postaci lorentzowskiej relacji na gesto$¢ sity dziatajagcej na ogoét
tadunkow ipradow.

W literaturze pojawiajg sie rowniez proby modyfikacji postaci tensora naprezen
Maxwella [aV.lI], Prowadzg one do pewnych form postaci tensora Maxwella stosowanych dla
analizy wybranych problemdéw i wymagajg przyjecia pewnych upraszczajgcych zatozen
[aK.5],

« Numerycznym aspektom analiz sit i momentéw sit poSwiecony jest szereg prac [aC.l, aC.2,
aH.l, aH.2, aH .3, aJ.l, aM .l, aM .2, aR.l, aR.2, aR .3, aR .4, aR.5, aS.l, aSt.I],

W analizie sit i momentéw wykorzystywana jest szeroko metoda tensora Maxwella.
Tensor Maxwella pozwala na wyznaczenie catkowitego (uzytecznego) momentu sit przy
obliczeniach numerycznych [aA.2, aK.5, aH.l, aH.3, aS.l, aSt.2, aT.l, aw.2, aw.3, aV.l]
oraz analitycznych [aE.l]. NajczeSciej stosowany jest symetryczny tensor Maxwella. Jest to
konsekwencjg faktu, iz rozwazana cze$¢ przetwornika elektromechanicznego (np. wirnik
maszyny elektrycznej) jest umieszczona w prézni (powietrzu). Jezeli ruchoma cze$¢
przetwornika elektromechanicznego umieszczona jest w oSrodku magnetycznym anizotropo-
wym, to tensor Maxwella jest niesymetryczny. Przyktad analizy w takim przypadku zostat
przedstawiony w rozdziale 7. Problem doktadnos$ci obliczen sit oraz momentéw stanowi
czesto rozwazany problem, Kktéry wigze sie nieodtgcznie z prowadzeniem analiz
numerycznych. Okazuje sie, iz warto$§¢ obliczanego momentu sit zalezy od zastosowanej
metody obliczeniowej [aA.2, aC.l, aC2, aH .l, aR.4], W przypadku metody Maxwella wartos¢
otrzymywanego rezultatu zalezy od ksztattu konturu, po ktérym odbywa sie catkowanie
[aM .3, aT.lI]. Stosuje sie r6zne algorytmy prowadzace do efektywnego zniwelowania tej
wady metody Maxwella. Mozna prowadzi¢ kontur catkowania przez wnetrze elementéw
szczeliny badz definiowaé kontur w obszarze szczeliny powietrznej. Czesto réwniez
stosowana jest metoda Arkkio [aA.2], Postuluje ona u$rednianie warto$ci tensora Maxwella.
Do innego sposobu ominiecia tej wady metody Maxwella prowadzi algorytm bazujacy na
wykorzystaniu elementéw Bersteina-Beziera [aH.I], Algorytm ten realizuje interpolacje
obliczanych  warto$ci potencjatu magnetycznego przy wykorzystaniu elementoéw

powierzchniowych Bersteina-Beziera. Stosowane s3a réwniez algorytmy taczace metody
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numeryczne i analityczne [aA.l, aL.l]. Prowadza one do uzyskiwania warto$ci momentu
elektromagnetycznego niezaleznej od doboru powierzchni catkowania. Analityczny opis pola
magnetycznego w szczelinie powietrznej prowadzi do niezalezno$ci otrzymywanego rezultatu
od wybranego potozenia i ksztattu powierzchni catkowania [aE.l, aL.l, a.S14]. W pewnych
przypadkach - dla przetwornikéw elektromechanicznych o symetrycznym obwodzie
magnetycznym i przeptywie pragdéw - mozna podaé¢ analityczng posta¢ rozwigzania roéwnan
pola oraz momentu elektromagnetycznego rozwijanego przez przetwornik elektro-
mechaniczny [aE.l, aB.7a, aB.8, aP.l, aS.17], Znajomo$¢ rozwigzania analitycznego moze -
w szczeg6lnych przypadkach - pozwoli¢ na ocene otrzymywanych rezultatow obliczen
numerycznych [aR.3].

Metoda koenergii magnetycznej stosowana jest szeroko przy budowie algorytmoéw
obliczeniowych momentu elektromagnetycznego [aC.l, aC.3, aS.l, aT.l, aY.l], Metoda ta
pozwala na okre$lenie momentu elektromagnetycznego przetwornika elektromechanicznego
poprzez rézniczkowanie funkcji koenergii magnetycznej uktadu, przy statych pradach [aS.I]
badz przy statym potencjale wektorowym [aC.3]. W nielicznych pracach wykorzystywana
jest réwniez metoda koenergii magnetycznej w obliczeniach analitycznych momentu
elektromagnetycznego przetwornika elektromechanicznego [aM .4].

Metoda wariacyjna polegajaca na optymalizacji funkcjonatu energetycznego jest
podstawg dla tworzenia algorytméw obliczen sit i momentéw sit [aC.2, aR.3, aR.5]. Wymaga
ona rézniczkowania funkcjonatu, przy zadaniu przesuniecia weztow siatki dyskretyzujacej
dany obszar.

Dla potrzeb obliczania sit oraz momentéw wykorzystuje sie rowniez metode pradéw
magnetyzacji [aF.l, aT.2] oraz metode tadunku magnetycznego [aG.2], Metoda pradéw
magnetyzacji wymaga zadania stosownego warunku brzegowego na gesto$¢ powierzchniowga
pradéw magnetyzacji [aF.l]]. Niedogodno$¢ te mozna usungt¢ wykorzystujac pojecie
r6znicowego tensora energii pola elektromagnetycznego [aS.10, aS.26], W niniejszej pracy
zaprezentowano zmodyfikowany algorytm obliczania momentu elektromagnetycznego przy
wykorzystaniu zdefiniowanego (rozdziat 7) réznicowego tensora energii pola elektro-
magnetycznego.

Poréwnanie doktadnosci obliczen wybranych metod stanowi wazny aspekt analiz sit
i momentéw sit. PosSwiecone temu zagadnieniu prace poréwnujg wyniki analiz
numerycznych miedzy sobg oraz w odniesieniu do warto$ci okreslonych analitycznie [aM.3,
aR.4],

W literaturze [aD.2, aD.3, aH.3, aSt.l, aT.4] rozwigzywane sg rowniez zagadnienia
dotyczace sit i momentow dla przetwornikéw elektromechanicznych z uwzglednieniem ruchu
jego czesci. Uwzglednienie ruchu cze$ci przetwornika elektromechanicznego prowadzi do
petniejszego poznania zjawisk zachodzacych w nim.

Ze wzgledéw mechanicznych i ekologicznych wazne jest réwniez przeprowadzenie

analizy hatasu i drgan ujawniajacych sie podczas pracy przetwornika elektromechanicznego
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[K.7, aB.9, aW .4, aZ.5]. Analiza tych zagadnien jest waznaiI uwagi na prawidtowg prace
przetwornika oraz jego wptyw na otoczenie.

Czesto analiza pola magnetycznego - zmierzajagca do wyznaczenia momentu sit -
prowadzona jest na przekroju poprzecznym maszyny. Jezeli ograniczy¢ sie do uktadow
0 symetrii cylindrycznej, to dla dostatecznie diugich maszyn (decyduje iloraz S$rednicy
1 dtugosci) mozna poprzestawa¢ na analizie dwuwymiarowej pola maszyny [aL.l],
W uktadach o symetrii sferycznej nalezy analizowaé¢ pole magnetyczne tréjwymiarowo
[aK .4, aP.I],

e Jedng z bardziej obszernych pozycji traktujagcych o zagadnieniach sit zar6wno pod
wzgledem teoretycznym, jak i eksperymentalnym w odniesieniu do przetwornikéw elektro-
mechanicznych, jakimi sa wirujace maszyny elektryczne, jest pozycja [1.2]. Autor tej pracy
dowodzi i sprawdza doSwiadczalnie wyprowadzone zalezno$ci na sktadniki sity catkowitej:

- sit Lorentza oraz

-od uksztattowanego o$rodka ferromagnetycznego.
W pracach [aB.3, aB.4, J.lI, L.4] zwraca sie uwage na fakt, iz wyniki eksperymentoéw
dotyczacych wyznaczenia warto$ci sit pojawiajacych sie jako efekt pedu pola elektro-

magnetycznego wymagajg dalszych potwierdzen.

W niniejszym rozdziale przedstawiono zalezno$ci wykorzystywane dla potrzeb analizy
sit oraz momentéw w $rodowiskach przewodzgcych i magnetycznych. Sg one podstawg dla
prowadzenia obliczen numerycznych. Wyrézniono sity Lorentza oraz sity $rodowiskowe.
Pokazano, iz sity dziatajace na S$rodowiska magnetyczne nie moga by¢ przedstawione
w postaci dywergencji pewnego tensora. Dalsza analiza zagadnien pozwala na zinterpreto-

wanie i zastosowanie obu wyré6znionych skiadnikéw w teorii przetwornikéw elektro-
mechanicznych.

5. ANALIZA MOMENTOW SIt. W PRZETWORNIKACH
ELEKTROMECHANICZNYCH

W rozdziale pigtym przedstawiono przyktady analizy momentéw sit w maszynie
asynchronicznej oraz synchronicznej w oparciu o proponowany podziat sit. Dokonano
analitycznej, uproszczonej oceny wartosci sktadowych momentu elektromagnetycznego dla
maszyny pradu przemiennego. Warto$ci sktadowych momentu obliczono réwniez numerycznie
dla silnika synchronicznego o wydatnych biegunach (o liniowym obwodzie magnetycznym)

oraz generatora synchronicznego (o nieliniowym obwodzie magnetycznym).

Wyprowadzone zaleznoéci na gestos$ci sktadowych sit (4.16), (4.17) stanowig zwigzKki
odnoszace sie do stanéw nieustalonych i ustalonych, $rodowisk izotropowych
i anizotropowych przetwornikéw elektromechanicznych. Réwnania te zostang przeksztatcone
do postaci pozwalajagcej na ich stosowanie dla celéw obliczen sit i momentow sit
powstajagcych w przetwornikach elektromechanicznych, takich jak wirujagce maszyny
elektryczne oraz elektromagnesy.

W kolejnych podrozdziatach przedstawiono przyktady analizy momentéow sit
w maszynie synchronicznej o nier6wnomiernej szczelinie powietrznej. Okreslono moment
wywotany sitami dziatajacymi na prady wirnika maszyny oraz moment zwigzany z sitami
dziatajacymi na ferromagnetyczny wirnik o odpowiednio zaprojektowanej powierzchni
zewnetrznej. Ten drugi - moment permeancyjny - okazuje sie nie by¢ tozsamy z momentem

reluktancyjnym.

51. SKEADOWE MOMENTU MASZYNY ELEKTRYCZNEJ

Przedmiotem dalszych analiz bedg sity i momenty sit dziatajagce w wybranych
przetwornikach elektromechanicznych. Przedstawione oraz efektywnie wykorzystane zostang
zaleznosci pozwalajgce wyznaczac:

-momentpermeancyjny - moment srodowiskowy T CFe,

-moment sit Lorentza - moment Lorentza (moment od pradéw) Tecw
oraz catkowity moment rozwijany przez przetwornik elektromechaniczny Te. Catkowity
moment elektromagnetyczny przetwornika elektromechanicznego jest sumg obu

wyréznionych momentéw sktadowych. Skladowe momentu elektromagnetycznego sg
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nazywane momentami maszyny. Wyrdznione momenty sg' powodowane dziataniem sit
odpowiednio Srodowiskowych badz sit Lorentza. Zdefiniowane momenty zostang poréwnane
z tradycyjnie wyréznianymi momentami synchronicznym oraz reluktancyjnym w maszynie
synchronicznej o wydatnych biegunach.

Moment reluktancyjny maszyny moze by¢ zdefiniowany (dyskusja tej definicji zostanie
przeprowadzona w podrozdziale 5.4) jako moment rozwijany przez maszyne na skutek
wyprofilowania powierzchni zewnetrznej wirnika. W pracach [K.6, P.I, P.2] moment
reluktancyjny wyznaczono dla maszyny synchronicznej o liniowym obwodzie magnetycz-
nym, przy uwzglednieniu gtéwnej harmonicznej przeptywow. Moment reluktancyjny
okres$lono jako cze$¢ catkowitego momentu elektromagnetycznego maszyny, powstajacg przy
braku wzbudzenia. Matematycznie prowadzi to ponizszego zapisu:

df
T.r=t.L 0. (5.1)

Podziat sit na sktadowg Lorentza i Srodowiskowg (permeancyjng) prowadzi do rozdziatu
momentu catkowitego na moment Lorentza i moment permeancyjny. Przy takim podziale

moment reluktancyjny - pojawiajgcy sie w maszynie niewzbudzonej Ir=0 -jest rGbwny wprost
momentowi permeancyjnemu:

T =T | +T | =T |

e.R «Clili,,0 ‘e Fallr-0 JFe llr=0 *

gdzie warunek Ir=0 oznacza symbolicznie, iz prady nie ptyng w wirniku maszyny.
Analiza wymienionych momentéw sit w maszynie synchronicznej oraz ich fizykalna

interpretacja sg przedmiotem rozwazan w niniejszym rozdziale.

5.1.1. Moment permeancyjny maszyny elektrycznej

Rozwazmy maszyne synchroniczng z wydatnymi biegunamijako przyktad przetwornika
elektromechanicznego o nier6wnomiernej szczelinie powietrznej. Moment permeancyjny
maszyny wzgledem osi obrotu OZ zostanie wyznaczony przy wykorzystaniu zaleznosci
(4.17). Przekr6j poprzeczny maszyny synchronicznej przedstawiono narys.5.1a.

W uktadzie wspotrzednych cylindrycznych sktadowa styczna gesto$ci sity wynosi:
fRa=Na. (5.2a)

Moment $rodowiskowy maszyny elektrycznej (nie zawierajgcej elementéw
wykazujacych wtasciwosci histerezowe), spowodowany sitami dziatajagcymi na os$rodek
materialny, jakim jest ferromagnetyczny wirnik maszyny, ma warto$¢ réwng calce po

objetosci z gestosci sktadowej stycznej sity fa, zatem:

T R = JrNO0dV (5.2b)

\%
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a) b)  nieskonczony walec
czoto

powierzchnia wewnetrzna stojana

Rys.5.1. a) Przekroj poprzeczny maszyny elektrycznej, b) przekréj osiowy
Fig.5.1. a) The cross-section ofthe electric machine, b) the axial-cross

Przyjmuje sie, ze rozwazany obszar V jest nieskonczonym walcem (rys.5.1b) o pobocznicy
umieszczonej w szczelinie powietrznej maszyny. W przypadku dwuwymiarowej analizy
maszyny catkowanie wzgledem zmiennej z sprowadza sie¢ do mnozenia przez diugosc
maszyny 1 W przypadku trojwymiarowej analizy pola magnetycznego catke po dwoch
nieskonczonych potcylindrach obejmujacych oba czota maszyny (obszary poddane
tréjwymiarowej analizie) mozna zastagpi¢ dwoma odpowiednimi catkami po obszarze cz6t
maszyny - rys.5.1b.

W dalszym ciggu zaktada sie, iz pole magnetyczne jest dominujagce wobec pola
elektrycznego w sensie gesto$ci objetosciowej energii, mianowicie:

K E 2« }voB2.

W tym miejscu nalezy nadmieni¢, iz przez dominacje pola magnetycznego nalezy
rozumie¢ stan pracy przetwornika elektromechanicznego, w ktérym tensor energii i tensor
naprezen pola elektromagnetycznego wyrazajg sie tylko poprzez sktadowe indukcji
i natezenia pola magnetycznego. Nalezy zwréci¢ uwage, iz istniejg przetworniki
elektromechaniczne - wirujgce mikromaszyny elektrostatyczne [aD.3, aW .l], w ktérych

wskutek dominacji pola elektrycznego tensor energii wyraza sie tylko poprzez sktadowe
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indukcji i natezenia pola elektrycznego. W przypadku takic% przetwornikéw analiza sit
i momentéw sit przebiega analogicznie jak opisana w kolejnych rozdziatach analiza maszyn
elektrycznych, w ktérych dominuje pole magnetyczne.

W uktadzie wspotrzednych cylindrycznych sktadowa Na okre$lona jest przez pochodng
reluktywnos$ci magnetycznej po kacie a ponizszg zaleznoscia:

Na=jBu% B w.
roa

Relacja (5.2b) przyjmuje zatem nastepujacag postac:

r
TeFe= JiBu-~ B wdV. (5.2¢)

Rozdzielenie rozwazanego n-wymiarowego (n=2,3) obszaru maszyny na dwa roztgczne
obszary wzajemnie sie uzupetniajace:
V =Vs© Vc

pozwala na przedstawienie catki (5.2c) w postaci:

TeFe= jrNadV+ JrNadV. (5.2d)

W zalezno$ci (5.2d) oznaczono przez Vc podobszar (n-wymiarowy), w ktérym reluktywnos$¢
magnetyczna o$rodka zmienia sie w sposéb ciagty, a przez Vs podobszar otaczajgcy
powierzchnie S na ktérej reluktywno$¢ magnetyczna osrodka zmienia sie w sposdb nieciggty
(podobszar n-wymiarowy bedacy otoczeniem obszaru (n-1)-wymiarowego).

Pierwsza catka wynika z ujawnienia sie wewnetrznej niejednorodno$ci obszaru, czy to
strukturalnej, czy tez wywotanej lokalnym nasycaniem sie ferromagnetyka. Druga catka jest
zwigzana z naprezeniami na granicy os$rodkéw, np. ferromagnetyk-powietrze. Rozbicie
momentu permeancyjnego na dwie sktadowe ma charakter formalny. Dwie wyr6znione catki
wynikajg z dwoch przyczyn warunkujgcych powstanie momentu permeancyjnego. Nalezy
nadmieni¢, iz obie przyczyny warunkujgc rozktad pola magnetycznego w przetworniku,
wspélnie wptywajg na warto$ci obu wydzielonych momentéw.

Jezeli oérodek (ferromagnetyk) jest jednorodny strukturalnie oraz nie ulega nasyceniu,

to moment permeancyjny wyraza sie poprzez catke:

T,c= frN,dV . (5.2¢)

Vs

Natomiast w ogélnym przypadku moment permeancyjny okre$la ponizsza catka:

c 3v
TcRe=JiBu— "B wdV. (5.2f)
J da

¢ Przy n-wymiarowej (n=2 lub n=3) analizie maszyny elektrycznej, ktorej obwod

magnetyczny jest liniowy, celem obliczenia momentu permeancyjnego trzeba dokonac

D

catkowania tylko po obszarze (n-l)-wymiarowego brzegu wirnika maszyny.
Reluktywno$¢ magnetyczna ulega skokowej zmianie tylko na granicy ferromagnetyk-

powietrze (5.2e) - podrozdziat 5.3, 5.5.

* Przy n-wymiarowej analizie maszyny elektrycznej, ktérej obwdéd magnetyczny ulega

nasyceniu, nalezy celem obliczenia momentu permeancyjnego dokona¢ catkowania po
obszarach: (n-l)-wymiarowym oraz n-wymiarowym. Reluktywno$¢ magnetyczna ulega
skokowej zmianie na granicy ferromagnetyk-powietrze (obszar Vs) oraz ciggtej wewnatrz

obszaru ferromagnetycznego wskutek nasycenia (obszar Vc) - podrozdziat 5.6.

5.1.2. Skokowa zmiana reluktywnosci magnetycznej

Dokonamy przeksztatcenia drugiego sktadnika po prawej stronie zaleznosci (5.2d):

ATcFe = JrNadV, (5.29)

Vs
gdzie przez ATeFe oznaczono czge$¢ momentu permeancyjnego powstajagcego w wyniku
dziatania sit na granicy $rodowisk.

Rozwaza si¢ obszar Vs otaczajacy powierzchnie brzegu ferromagnetyk-powietrze.
Rozktad reluktywnos$ci magnetycznej obszaru obejmujacego ferromagnetyczny wirnik
o wzglednej reluktywnos$ci vri szczeling powietrzng (vro=1) z wykorzystaniem funkcji skoku

jednostkowego Heaviside’ajest nastepujacy:

vr(r,a,z)=vr+ (1- vr)el{sgn-(r- ro(a))}, (5.2h)

gdzie:
ro(a) - funkcja opisujaca (lokalnie) ksztatt brzegu wirnika maszyny elektrycznej,
vr(r,a,z) - funkcja wzglednej reluktywnos$ci obszaru,
sgn - warto$¢ funkcji znaku, ktéra przyjmuje wartosci: +1 , -1 lub 0.
Celem wuproszczenia zapisu nie wypisuje sie argumentu funkcji sgn. Warto$¢ dodatnig
przyjmuje funkcja sgn, gdy promieA r opisuje linie brzegowga ferromagnetyk-powietrze
ro(a) patrzac ze Srodka uktadu wspo6trzednych (r=0). Warto$¢ ujemng, gdy promien opisuje
linie granicy $rodowisk powietrze-ferromagnetyk patrzagc ze $rodka uktadu wspotrzednych

(r=0). W pozostatych przypadkach funkcja przyjmuje warto$¢ zero (rys.5.2).
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Rys.5.2. Wartosci funkcji sgn
Fig.5.2. The function sgn values

W maszynach elektrycznych, w ktérych dominujgce jest pole magnetyczne, sktadowe
przestrzenne tensora pola elektromagnetycznego mozna wyrazi¢ za pomocag iloczynéw

sktadowych indukcji pola magnetycznego dominujacych nad iloczynami skladowymi
natezenia pola elektrycznego Ex, Ey, Ez zatem:

r v
ATcFe=1 jJ(BuBW—~")dV . (5.2i)
v, da.

Rys.5.3. Sktadowe pola magnetycznego zachowujace sie na granicy dwoch osrodkéw
Fig.5.3. Magnetic field constant at the boundary of two regions
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Dla maszyny elektrycznej o izotropowym wirniku mozna zapisac:

AT.f.= fK B j+ ~"H )", (5.2k)
V. da
gdzie wprowadzono sktadowg normalng i styczng odpowiednich wektoré6w pola

magnetycznego wzgledem powierzchni granicznej ferromagnetyk-powietrze. Na rys. 5.3
zobrazowano zachowujace sie sktadowe: styczng natezenia pola magnetycznego i normalng
indukcji pola magnetycznego na granicy dwdéch $rodowisk.

Pochodna reluktywno$ci magnetycznej (5.2h) po kacie wyraza sie poprzez delte Diraca [M .I],

dla ktérej zachodzi:

|5{r-ro(a)}dr= J5{..3dr=1{r-ro(a)}. (5.21)
0 0

Catkowanie po objetosci obszaru, w ktéorym wystepuje skokowa zmiana reluktywnos$ci
magnetycznej, mozna sprowadzi¢ do catkowania po powierzchni S, na ktérej reluktywnos$¢

jest stata oraz do catkowania wzdtuz kierunku radialnego R [L.3, L.5, S.4]. Zalezno$¢ (5.2k)

przyjmuje postac:

ATee= -+fK +7H .2)AT LdrdS. (5.2m)
sr Sr da
Poniewaz na granicy oSrodkéw sktadowa normalna indukcji oraz sktadowa styczna natezenia

pola magnetycznego nie ulegajg zmianie (brak pradéw powierzchniowych), to:

ATere =-i{B " |[Av5{...}sgn”dSdr-|JH?J5{..V (— y)A~sgn-~dSdr, (5.2n)
S R Cot S R fi dex
gdzie przez Av oznaczono zmiane reluktywnos$ci na granicy ferromagnetyk-powietrze.
Zmiana ta jest liczona jako przyrost reluktywnos$ci od ferromagnetyka do obszaru powietrza
(sgn=+1) i wynosi: Av=vo(l-vr).

Ostatecznie otrzymuje sie zalezno$¢:

AT F = -\ fB2Avsgn~dS +i fH*Ansgn”?-dS =-i fAv(B*+Bfvr)sgn~dS, (5.3a)
' da . da ] da

w ktérej sktadowe indukcji pola magnetycznego sa warto$ciami na granicy ferromagnetyk-

powietrze po stronie ferromagnetyka, badz zaleznos$¢:

ATc,Fc=-ifAv(B‘0+BI-)sgn(’j‘dS, (5.3b)
a

w ktorej sktadowe indukcji sg wartoSciami na granicy ferromagnetyk-powietrze po stronie
powietrza. Dla odréznienia obu zaleznos$ci wprowadzono indeks ,0” dla sktadowych pola
magnetycznego w powietrzu. Formute (5.3a) lub (5.3b) stosujemy zaleznie od tego, czy znane

sg wartos$ci sktadowych pola na brzegu $rodowisk po stronie ferromagnetyka czy powietrza.
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Moment permeancyjny mozna wyrazi¢ rowniez poprzez sktadowe wektoréw pola

magnetycznego, ktére zachowujg swe wartoéci na granicy dwéch $rodowisk:

ATcf. = ~+t f(AvB2+ AnHR)sgn”m S, (5.4a)
s da
gdzie:
Bn- sktadowa normalna indukcji pola magnetycznego,
Ht- sktadowa styczna natezenia pola magnetycznego.
Naprzekrojuprostopadtym do osi obrotu OZ wirnika maszyny granica $rodowisk

ferromagnetyk-powietrze jest krzywa ptaskg T. Zatem na podstawie (5.3a) mozna zapisaé:

ATeRe = - jAv J(B2+ B2vr)~-drdz. (5.4b)

Jezeli nakazdym przekroju poprzecznym maszyny wzdtuz osi OZrozktad pola

magnetycznego i wspétczynnikéw Srodowiskowych jestjednakowy, to:

ATcFe=-ilAvfiB2~d r, (5.4¢)
f da
gdzie:
1- dtugos$¢ obliczeniowa maszyny w kierunku osi OZ,
T - krzywa (ptaska) opisujacg ksztatt powierzchni wirnika maszyny,
dr = sgnro(a)da,
B2 - kwadrat indukcji ,brzegowego” pola magnetycznego wyrazony poprzez wartosci

sktadowych indukcji pola magnetycznego na granicy $srodowisk od strony oSrodka

ferromagnetycznego:
§2=B2+B2vr, (5.4d)

lub poprzez warto$ci sktadowych indukcji po stronie powietrza:
B2=B2 +Bf — . (5.4e)
Vr

Dla granicy idealny ferromagnetyk - pr6znia prawe strony zalezno$ci (5.4d,e) sa réwne

kwadratowi sktadowej normalnej indukcji pola magnetycznego.
Na podstawie matematycznej postaci zaleznos$ci (5.4a,b,c) mozna wnioskowac:

1. Cze$¢ momentu permeancyjnego wynikajgca z dziatania sit na granicy srodowisk ATejFe
zanika wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat indukcji ,,brzegowego” pola magnetycznego B2
oraz pochodna promienia opisujacego ksztatt powierzchni wirnika po kacie dro/da sa

wzajemnie ortogonalne na zorientowanym brzegu wirnika T
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Dla maszyny o liniowym i magnetycznie izotropowym wirniku ATeFe jest réwny

momentowipermeancyjnemu.

2. Moment permeancyjny zanika, jezeli izotropowy i liniowy magnetycznie wirnik maszyny

jest cylindryczny (promief powierzchni zewnetrznej wirnikajest staty).

3. W przypadku gdy prady wirnika zanikaja, to formuty (5.4a,b,c) okre$lajg moment
reluktancyjny maszyny.

4. Zaleznosci (5.4a,b,c) uwidaczniajg zalezno$¢ momentu permeancyjnego od ksztattu

powierzchni wirnika maszyny.

5. Formuty (5.4a,b,c) pozwalajg wyznaczaé moment permeancyjny maszyny o liniowym
obwodzie magnetycznym poprzez calkowanie po obszarze (n-l)-wymiarowym, przy

stosowaniu n-wymiarowej analizy pola maszyny elektrycznej (n=2 lub n=3).

Moment maszyny wywotany dziatajgcymi sitami stycznymi na uksztattowany wirnik

maszyny - moment permeancyjny - moze by¢ przedstawiony zgodnie z (5.2d) nastepujaco:

TeFe=-"A vrf(B2+B X AsgndS+ frNndV. (5.41)
2 S da V«

Zalezno$¢ (5.4f) wydzielaw momencie permeancyjnym cze$¢ uwarunkowang:
- skokowg zmiang reluktywno$ci magnetycznej na granicy ferromagnetyk-powietrze oraz
ksztattem powierzchni wirnika maszyny (pochodna dro/da),
- ciaggtg zmiennodcig reluktywnos$ci w obszarze spowodowang nasycaniem sie ferro-

magnetyka bgdz strukturalng niejednorodno$ciag obszaru wirnika maszyny.

52. MOMENT CALKOWITY MASZYNY ELEKTRYCZNEJ

W ortogonalnym uktadzie wspdtrzednych cylindrycznych (r,a,z) skiadowa styczna
gestosci sity fa powstajgcej w przetworniku elektromechanicznym pozwala okre$li¢c moment
sit dziatajagcych w plaszczyznie prostopadiej do osi OZ. Zgodnie z przedstawionymi

wyprowadzeniami mozna zapisac:
rf,, =-div(rCTj.
Catkowity moment elektromagnetyczny rozwijany przez maszyne elektryczng wynosi zatem:

Tc = jrfadVv = - Jdiv(rCTO)dV .

\% \%

Twierdzenie Gaussa dla obszaru nieskoficzonego walca o osi pokrywajgcej sie z osig obrotu

wirnika maszyny OZ i zawierajgcego w cato$ci wirnik maszyny (dV - brzeg walca V
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potozony w szczelinie powietrznej maszyny) pozwala przeksztatci¢ catke objetoSciowgq

nastepujaco:

T. =- Jraads, . (5.5a)
a

Zgodnie z (4.1d) oraz (4.1e) zachodzi zatem:

Tc= jr2HaBrdzdcx. (5.5b)
dv
Z uwagi na dominacje zjawisk magnetycznych w rozwazanych przetwornikach
elektromagnetycznych w zaleznos$ciach (5.5a,b) pominieto iloczyny sktadowych natezenia
pola elektrycznego wystepujagce w ogdlnej zaleznos$ci definiujgcej tensor naprezen.
Zaleznosci (5.5a,b) sg podstawg do realizacji obliczen metodami numerycznymi
oraz analitycznymi catkowitego momentu elektromagnetycznego przetwornika elektro-

mechanicznego.

5.3. PRZYKLAD ANALITYCZNEGO OBLICZENIA MOMENTOW MASZYNY

Celem przyblizenia metodyki okre$lania wartosci momentéw, przeprowadzenia
dyskusji oraz interpretacji fizykalnej sktadowych momentu rozwazono przyktad prostej -
modelowej maszyny elektrycznej. Pozwoli on na analityczne okreélenie, a w konsekwencji na
przejrzyste zinterpretowanie momentéw elektromagnetycznych przetwornika elektro-
mechanicznego:

- Lorentza - TeQy,
-permeancyjnego ($rodowiskowego) - TeiFe,

- reluktancyjnego - Teg.

Przeprowadzona analiza przyblizona ma na celu uwidoczni¢ i zinterpretowaé¢ roznice
pomiedzy wyszczegbélnionymi momentami bardziej wyraziscie niz w przypadku analizy
numerycznej pola maszyny (brak uzyskania zalezno$ci analitycznych czyni uzyskane
rezultaty lokalnymi - odnoszacymi sie do rozwazanego stanu pracy). Jednak réwniez zostanie
przeprowadzone obliczenie momentéw sit przy wykorzystaniu analizy numerycznej pola
magnetycznego w maszynie elektrycznej (podrozdziat 5.5).

Rozwazmy modelowa maszyne pradu przemiennego, badZz to synchroniczng
o wydatnych biegunach, badz asynchroniczng o zmiennej szerokosci szczeliny. Zalozenie to
oznacza, w przypadku maszyny synchronicznej, iz wirnik ma bieguny wydatne. Natomiast dla
maszyny asynchronicznej to zatozenie oznacza, iz wirnik jest na przyktad zdeformowany.
Nierbwnomiemos$¢ szczeliny maszyny asynchronicznej moze by¢ spowodowana

dopuszczalng tolerancjg obrébki ferromagnetyka stojana i wirnika lub ekscentrycznoscig
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wirowania wirnika (por. rys. 8.1, 8.2). Przekr6j poprzeczny takiej maszyny pokazano

przyktadowo na rys.5.4.

Rys.5.4. Modelowa maszyna pragdu przemiennego
Fig.5.4. The simplified AC machine

Obwo6d magnetyczny jest w kazdym punkcie izotropowy, a niejednorodno$¢ wtasnosci
magnetycznych wystepuje tylko na granicy $rodowisk ferromagnetyk-szczelina powietrzna.
Skokowa zmiana reluktywnos$ci magnetycznej na powierzchni wirnika maszyny warunkuje
powstanie momentu $rodowiskowego. Przeptywy uzwojed maszyny odwzorowuje sie za
pomocag modelu tuski pragdowej. W stanie ustalonym pracy maszyny, przy zatozeniu analizy
monoharmonicznej, przeptywy uzwojen opisane sa ponizszymi zalezno$ciami [K.4, K.5, P.I,

P.4]:

©s(a,9) =0 s(a) =0 scos(Ps), 0>,S) =0Orcos(pr), (5.6a)
Ps =cost-pa+ Y s, Pr=cort-p(ct-3) +yr,
gdzie:
a -zmienna kagtowa opisujgca potozenie rozwazanego punktu na obwodzie maszyny,
p - liczba par biegunéw maszyny,
S - kgt obrotu wirnika maszyny,
co5= 2nfs- pulsacja pradu stojana,
cor - pulsacja pragdu w uzwojeniu wirnika:
(Br=cos- p£2* 0 - dlamaszyny asynchronicznej,
<f=(0s-pQ =0 - dlamaszyny synchronicznej,
Q = 27tn - predko$¢ mechaniczna wirnika maszyny, n - predko$¢ obrotowa wirnika,
ys - kat elektryczny okre$lajacy potozenie amplitudy przeptywu uzwojenia stojana

w chwili t=0 na obwodzie maszyny, mianowicie: pa=ys,
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yr - kat elektryczny okre$lajacy potozenie amplitudy przeptywu uzwojenia wirnika

w chwili t=0 na obwodzie maszyny, mianowicie: poc=yr,
y - kat elektryczny okre$lajacy potozenie amplitudy przewodno$ci magnetycznej

szczeliny powietrznej na obwodzie przy kacie obrotu wirnika &= 0 (t=0): pa=y.

Jednostkowa przewodno$é magnetyczna jest dana w postaci sumy dwdéch pierwszych,

parzystych harmonicznych przestrzennych szeregu Fouriera:
X = X0+X2cos2p, p=-p(a-9)+y, (5.6b)

przy czym sktadowa stata dominuje nad amplitudg drugiej harmonicznej, tak iz kwadrat
sktadowej normalnej indukcji na powierzchni wirnika jest rowny w przyblizeniu kwadratowi
sktadowej radialnej indukcji B2 = B2. Réwnos$¢ obu wielkos$ci jest spetniona tym $cislej, im
mniejszy jest udziat sktadowej stycznej pola. Rozwazony ponizej przyktad odnosi sie do
maszyny elektrycznej, ktédrej wirnik ma przekr6j poprzeczny zblizony do kotowego, tak iz
zachodzi A2 « XO0. Jezeli zachodzi g(a,9) « Rs (rys.5.4), to mozna przyja¢ iz sktadowa
radialna indukcji jest niezalezna od wspétrzednej promieniowej w obszarze szczeliny.

Nalezy zwréci¢ uwage, iz zatozone przeptywy w postaci (5.6a) stanowia przyblizenia
przeptywoéw uzwojen oraz ze sg traktowane jako autonomiczne. W maszynie synchronicznej,
gdzie oba przeptywy sg przeptywami wymuszanymi, przyblizenia (5.6a), sg spetnione
stosunkowo doktadnie. W mniejszym stopniu mozna o takiej sytuacji méwié¢ w przypadku
maszyny asynchronicznej dwustronnie zasilanej. W wirniku maszyny asynchronicznej
dwustronnie zasilanej przeptyw wirnika jest powodowany poprzez dodatkowe Zrodto
zasilajgce wirnik i indukowane w nim prady. Natomiast dla maszyny indukcyjnej
(jednostronnie zasilanej) nie mozna przyjmowac, iz oba przeptywy uzwojen sa opisane
zalezno$ciami (5.6a), w sytuacji gdy A2*0. Nadto wtedy relacja (5.6b) nie uwzglednia
harmonicznych ztobkowych. Dlatego tez wyciggniete wnioski z ponizszych analiz i rozwazan

dotyczg wytgcznie maszyny synchronicznej.

Indukcja pola magnetycznego w kierunku radialnym Br (zwrot dodatni sktadowych
radialnych odpowiada zwrotowi promienia wodzgcego, a przeptyw naliczany jest od osi
neutralnej magnetycznie Br=0), przy zatozeniu ortogonalnoséci funkcji rozktadu przewodnosci
magnetycznej X(a,9) iprzeptywu sumarycznego uzwojen © (a,9):

)

j\(2a,9)© (a,9)da =0, (5.6¢)
0

oraz nieskonczonej przenikalnos$ci magnetycznej wirnika oraz stojana, wynosi:
Br(a,9) =-© -(X0+X2cos(2p)),

lub réwnowaznie:
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Indukcja pola magnetycznego w kierunku stycznym Ba moze by¢ wyznaczona na podstawie

prawa Ampera dla konturu C (rys.5.4.) dodatkowo przedstawionego na rys.5.5:

A®, = vovrBa(d)RsA a-voBr(a+Aa)Ag-voBo(a)R,Aa +voBr(a)Ag =
= -v0ABrAg + voBa(a)R sAa,

Ag oznacza promieniowga szeroko$¢ konturu C, za$§ a,a sa pewnymi katami z przedziatu
(a,a+Aa). Przechodzac do granicy Aa->0, uzyskujemy zalezno$¢ r6zniczkowga wynikajaca

rowniez z prawa Ampera, w postaci rézniczkowej:

Ba(<*&) = (5.6e)
v, R, da

gdzie:
Rs - promien wewnetrznej powierzchni stojana,
g(a,9) - lokalna szeroko$¢ szczeliny powietrznej,
©s - przeptyw uzwojen stojana,
©r- przeptyw uzwojen wirnika,

0 -przeptyw sumaryczny: © = © ,+ O ,.

Rys.5.5. Okreslenie sktadowej stycznej BO pola magnetycznego w szczelinie powietrznej
Fig.5.5. Tangential component B,, in the air-gap - the evaluation
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A) Obliczenie momentu permeancyjnego i reluktancyjnego maszyny

Moment permeancyjny zgodnie z (5.4c) (vr=0, H,=0, sgn=+1) wynosi:

Promien opisujgcy powierzchnie wirnika maszyny wynosi:
r,(a,9) =Rs-g(a,9).
Stad otrzymuje sie:

r2(a,9) =R2- 2Rsg(a,9)+g2(a,9)s R2- 2RS/{voX(a,9)}.

Pominiecie g2 wobec R 2 w ostatniej zalezno$ci pocigga za sobg jednoczed$nie pominiecie

kwadratu indukcji pola stycznego B2 wobec kwadratu indukcji pola radialnego B2, zatem

zgodnie z (5.4d) zachodzi:

B2=B2+vrB?=B2=B2.

Nastepnie:
T,Fe= V j© 2" 2Rsf -U a,
0 da X
stad:
T,Fc=-]A 20©2c°s2p<la,
0

gdzie oznaczono:
A2 =7tRslpX2>0, 2p=2p-f.

Podstawiajagc do powyzszej zalezno$ci kwadrat przeptywu maszyny i wykonujac

zaznaczone catkowanie uzyskuje sie:
TeFe = - i A20 2c0s(2Ps- 2P)- A20s©rcos(ps+Pr-2p).
W prowadzajac kat mocy jako:
S=Ps- Pr=rast-co[t-p9 +ys-yr,
(Ay=yr-y)jest:
TeFe = aA ©2sin(25 + 2cort+ 2Ay) + 2aA «©,.©, sin(6 + 2cort + 2AYy), (5.7)

przy czym:

aA=|A 2=Ad-A 0=A0- A jest roznicag permeancji w osiach w odniesieniu do

permeancji sredniej: A0 = 2-(Ad+ A ),

Ad = nRslp(X0+ X212) = Ao + aA - permeancja w osi "d" maszyny,

Aq=TiRslp(X0- X2/2) = A0- aA -permeancjaw osi "q" maszyny.

Moment reluktancyjny - zgodnie z definicjg (5.1) - jest momentem,jaki rozwija
maszyna przy braku przeptywu pradéw w uzwojeniach wirnika (symbolicznie Ir=0).Jest on

zarazem momentem permeancyjnym maszyny, poniewaz moment Lorentza zanika:
=T =T
LR e||Ir=0 =Fe||r—0’

stad:

TeR =A A-02sin(28 + 2cort + 2AYy). (5.8)

e Jezeli wirnik maszyny synchronicznejjest cylindryczny: &A =0, to moment permeancyjny

(oraz reluktancyjny) w maszynie nie powstaje.

e Jezeli wirnik maszyny synchronicznej nie jest cylindryczny: aA*0, to moment

permeancyjnyprzy danychpradach wirnika niejest rowny momentowi reluktancyjnemu:
TeFe® TeR

ijest wiekszy od reluktancyjnego, gdy aA > 0:

Te,Fe > TeR

B) Obliczenie momentu Lorentza

Moment Lorentza (dziatajacy na obszary przewodzace prad - rys.5.6) wynosi:

TeQu= { r» jrzBrdV. (5.9a)
\Y

Gesto$¢ pragdéw wirnika wyraza sie poprzez przeptyw uzwojen wirnika ©rnastepujgco:
1 50,
Jz hrosa’
gdzie:
h = h(a) - lokalna grubo$¢ uzwojenia wirnika,
dV = lh(a)db -r6zniczka objetosci,
db -rézniczka dtugosci tuku db = ro(a)da,

zatem:
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Celem potwierdzenia poprawnos$ci rezultatéw obliczen przeprowadzonych w podpunktach A)

= = _ AN AN
T=au /VrO(a)X (a ’“?]() ! db | oraz B) dokonuje sie obliczenia momentu catkowitego. Moment ten jest réwny sumie

momentu permeancyjnego oraz momentu Lorentza.

C) Obliczenie momentu catkowitego

Cu I

e,Cu
Na podstawie wzoru (5.5¢) mozna zapisac:
Te=v IR2 [b B da = 1Rg fd0*~Qda ->
t]da s
n
Te=PRSLj{0 sc«sPs+©rcosPr}{Xo+ X2cos(2P)}{0ssinpjda,
0
Rys.5.6. Sktadniki momentu elektromagnetycznego a po wykonaniu catkowania (iloczyny funkcji trygonometrycznych, dla ktérych sumy
Fig.5.6. The components of the electromagnetic torque algebraiczne argumentéw nie zaleza od pa, daja niezerowe catki):
Te = A00 sO rsin(8) - AAO050 rsin(5 + 2cort + 2Ay) +
Z powyzszej relacji wynika rownos$¢: @
(5.10a)

o + 2&A0J0, sin(8 + 2cort + 2Ay) + aA© 2sin(28 + 2cort + 2Ay)
Tecu =-pIR, |[{X (ct,&)--*-}0 rsin(Pr)0(a,9)da,
. gdzie moment reluktancyjny:
gdyz: ro(a)A,(a,9) = RsM<x,9)- no0.

Nastepnie pomijajac iloraz n0/R s jako znacznie mniejszy od przewodnosci X(a, 9) - TeR = iA +© 25sin(2S + 2cort + 2AY). (5.10b)
zgodnie z uwaga dotyczaca zakresu stosowalnosci wzoru (5.6a) - otrzymuje sig: W zaleznosci (5.10a) wyrézniono momenty sktadowe Lorentza i permeancyjny klamrami
n
stosownie do obliczen przeprowadzonych w podpunktach A) oraz B).
Tceu = -P1RSjM a .&)Orsin(pr)0(a,9)da , . . .
0 Dla maszyny synchronicznej (cor = 0, Ay = 0,7 ) moment reluktancyjny:
stad:
H TeR=TeFeliro=AA-02sin(28), (5.10¢c)
Tecu = “PIR SJ{X0 +X2cos(P)}{O©rsin(Pr)}{©scos(Ps) + ©rcos(Pr)}da,
0 a catkowity:
i ostatecznie po scatkowaniu:
Tc=Ad ©s0 rsin(8) + aA m 2sin(28), (5.1 0d)

TeCll = A0o0 sO rsin(8)-AA0s0 rsin(8 + 2a)rt + 2Ay) (5.9b)
zgodnie z teorig synchronicznej maszyny pradu przemiennego [K.5, P.1, P.2].

(pominieto wyrazenie nie bedace funkcja kata mocy: - aA©J sin(2cort+ 2Ay)zerowe dla Zalezno$¢ (5.10a) potwierdza zupetno$¢ rozktadu catkowitego momentu maszyny

maszynysynchronicznej, a dla maszyny asynchronicznejposiadajace zerowa wartosé z nierbwnomierng szczelingna moment permeancyjny TeFe (5.7) oraz moment Lorentza Te,cu

Srednig). (5.9c). Momenty Lorentza i permeancyjny wzajemnie si¢ uzupetniajg tworzagc moment

. . . catkowity.
Dla maszyny synchronicznej (ror = 0, Ay = 0,n7) moment Lorentza wynosi zatem: y

Tceu = A,,®sQrsin(5). (5.9¢)
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D) Obliczenie momentu maszyny na podstawie funkcji koenérgii magnetycznej uktadu

Celem potwierdzenia poprawnos$ci zaleznos$ci (5.10d) moment catkowity maszyny
zostanie ponownie obliczony, tym razem na podstawie funkcji koenergii. Pochodna
czastkowa koenergii magnetycznej wzgledem wspo6trzednej przestrzennej przy ustalonych
pradach przetwornika elektromechanicznego stanowi catkowity moment elektromagnetyczny.
Zaktada sie zalezno$¢ indukcji pola magnetycznego od jednej wspo6trzednej przestrzennej
oraz brak zjawisk histerezowych. Koenergia magnetyczna Wc liniowego uktadu skofczonej
liczby uzwojeA jest energiag magnetyczng uktadu uzwojen stojana i wirnika zawartg
w obszarze V [M.5, S.2]:

Wc= |vBa2dV. (5.1 la)
\

Pomijajac kwadrat sktadowej stycznej indukcji pola magnetycznego wobec kwadratu

sktadowej radialnej oraz uwzgledniajac, iz przewodno$¢ magnetyczna szczeliny wynosi
(podpunkt A):

X (a,9) = X0 +A.2c052(3 = - (5.1 Ib)

gdzie:
g(a,S) =g -lokalna grubos$¢ szczeliny powietrznej,
P=-p(cc-S) +y,

otrzymuje sie:

Wec=]v,J§2dV = ivolRsJgB2da = {IR, }r'B 2da.

\% 0 0
Na podstawie (5.6d) mozna zapisac:
27

we=T 1RS(J){*-0 + CoS(2P)}{©scos((5s) + O rcos(Pr)}2da .
Obliczenie powyzszej catki prowadzi do relacji:
wc=7a,{to2+0 s©tcos(5)+y©2}+
+] A2(i®2co0s(28 + 2cort + 2Ay) + ©s0 rcos(8 + 2cort + 2Ay) + J-© 2cos(2cort + 2Ay)}.
Z uwagi na definicje kata mocy:
8 =ps-pr=fflst-cort-p9 +ys-yr,
mozna zapisac:

dw,, 5WC
g =P 5d- (5.1 Ic)

Pochodna czastkowa funkcji koenergii wzgledem kata obrotu wirnika (wielko$ci 0S Or, cos, cor,

ys, yrpozostajg ustalone) okresla moment catkowity dziatajacy na wirnik maszyny:
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cIw »
= A0@s©rsin(S)+ {A20sOrsin(8 + 2co(t + 2Ay) + "A 20 ssin(28 + 2(ort + 2Ay). (5.11d)
as

Zalezno$¢ powyzszajest zgodna z uprzednio uzyskang na innej drodze zaleznos$cia (5. 10a).

54. MOMENT PERMEANCYINYI RELUKTANCYIJNY

Catkowity moment elektromagnetyczny rozwijany przez maszyne synchroniczng mozna

roztozy¢ dwojako:

T
e,R
1) Te= Aq0 s©rsin8 + 2AA0s0 rsin(S) + AA©2sin(28), (5.12a)
T
e,Cu e,Fe
badz:
1) Te= (Agq+2AA)0s©rsing + AA©® 2sin(28) (5.12b)
~e,Synchr ~e,R

Poréwnujagc oba powyzsze rozktady momentu elektromagnetycznego maszyny

synchronicznej mozna stwierdzic¢, iz rozktad:

- 1) - wyodrebnia sktadniki posiadajgce prostg interpretacje fizykalng: moment Lorentza oraz
permeancyjny (Srodowiskowy). Moment permeancyjny jest wynikiem dziatania sit
stycznych na wirnik maszyny (wirnik stanowi oSrodek materialny - ferromagnetyk o
odpowiednio uksztattowanej powierzchni zewnetrznej). Moment Lorentza (moment sit
Lorentza) jest wynikiem dziatania sit na prady ptynace w wirniku maszyny.

- Il) - tradycyjnie przyjmowany opiera sie na wyodrebnieniu sktadnikéw zaleznych od
r6znych funkcji trygonometrycznych kata mocy. Jeden ze skitadnikéw - moment
reluktancyjny nie zalezy od napiecia wzbudzenia. W przypadku poliharmonicznej
analizy maszyny nie daje przejrzystego opisu sktadnik6w momentu, a w przypadku
uwidaczniania sie zjawisk nasycenia w ogé6le nie jest mozliwe jego w peini poprawne

zinterpretowanie i odniesienie do r6znych stanéw pracy (por. ponizsze uwagi).

Przyktadowo, dla maszyny synchronicznej o danych znamionowych: Sn=150M VA,
Un=13.6 kV, In=6276 A, f,=50 Hz, Xd=1.86, Xqr=0.98, coscpn=0.9, 2p=10 obliczono (analiza

monoharmoniczna) momenty w procentach momentu catkowitego dla znamionowego stanu

pracy:
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f
Moment Lorentza Moment oermeancvinv
Rozktad 1)
27% 73%
Moment synchroniczn Moment reluktancvinv
Rozktad 11) y y
76% 24%
moment
moment reluktancyjny
. 0,
synchroniczny 24%
76%
< 100%
Moment Lorentza Moment permeancyjny ($rodowiskowy)
Moment synchroniczny Moment reluktancyjny
M 100% LT — e s >

Rys.5.7. Rozktad momentu catkowitego maszyny synchronicznej - graficzna prezentacja
Fig.5.7. Synchronous machine total torque decomposition - chart presentation

Rozktad catkowitego momentu elektromagnetycznego na moment $rodowiskowy
(permeancyjny) oraz moment Lorentza pokazuje, iz rola wyprofilowanego wirnika maszyny
synchronicznej -jezeli chodzi o warto$¢ wytwarzanego momentu elektromagnetycznego -jest
duzo wieksza, niz wynikatoby to z warto$ci momentu reluktancyjnego. Przeptyw wirnika
(pole magnetyczne pochodzace od wirnika) warunkuje, wraz z polem od uzwojen stojana,
warto$¢ momentu dziatajagcego na ferromagnetyczny wirnik. Wartoé¢ momentu dziatajacego
na ferromagnetyczny wirnik okazuje si¢ by¢ wieksza niz warto§¢ momentu reluktancyjnego.
Moment reluktancyjny nie stanowi zatem wielkoS$ci, ktéra opisuje catloéciowo dziatanie sit na
wyprofilowany magnetyczny wirnik.

Moment reluktancyjny wyznaczany w [K.5, P.I, P.2, aD.4] - jak sie okazuje
w kontek$cie zaproponowanego rozdziatu - nie jest definiowany w sposéb wystarczajgco
§cisty i og6lny. Mianowicie, moment reluktancyjny rozumiany jest jako cze$¢ catkowitego
momentu elektromagnetycznego maszyny, ktoéry powstaje w synchronicznej maszynie

niewzbudzonej (moment synchroniczny zanika). Warunkowany jest on r6znica wtasciwosci
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magnetycznych maszyny w dwoéch osiach. Taki sposéb definiowania momentu
reluktancyjnego nie ma charakteru og6lnego i nie pozwala na poprawne stosowanie tego typu
definicji w réznych stanach pracy maszyny.

Na przyktad, dla maszyny o nasycajacym si¢ obwodzie magnetycznym ujawnia sie
zalezno$¢ reaktancji w osi wzdtuznej i poprzecznej maszyny od pragdéw uzwojen maszyny.
Nasuwa sie zatem naturalne pytanie: jakie parametry nasyconej czy tez nienasyconej maszyny
uwzgledniaé¢ - cho¢by nawet przy monoharmonicznej analizie - celem okre$lenia momentu
reluktancyjnego ijaki miatby on wtedy sens? Uwzglednienie parametréw w stanie nasycenia
(odpowiednio skorygowanych w stosunku do parametréw w stanie nienasyconym) przeczy
okre$leniu momentu reluktancyjnego jako momentu maszyny powstajagcego bez udziatu
pragdéw wirnika maszyny. Tak zdefiniowany moment reluktancyjny zalezy od parametréw
bedacych funkcjg w ogo6lnosci niezerowych pradéw wirnika. Nieuwzglednienie za$ zmiany
parametrow powoduje uzaleznienie momentu reluktancyjnego od parametréow, ktére nie
odnoszg sie do aktualnego stanu pracy maszyny. Definiowanie momentu reluktancyjnego jako

cze$ci momentu elektromagnetycznego maszyny (5.12a) przy zerowych pragdach wirnika:

df
TeR=TelL (5.13a)

jest poprawne i celowe zatem tylko dla maszyn o statych parametrach (nienasycajacych sie
w ogdle lub silnie nasyconych). Takg definicje - mimo iz nie$cistg - moznajednak uwazac za
majaca pewien sens z uwagi na techniczng (przyblizong) konieczno$é oceny wplywu
uksztattowania wirnika na wtasnos$ci eksploatacyjne maszyny synchronicznej z wydatnymi

biegunami.

Autorzy [P.l, P.2, aD.4] - médwigc o momencie reluktancyjnym - zaznaczajg réwniez, iz
jest to moment wywotany wydatna biegunowos$cig maszyny - asymetrig magnetyczng wirnika
maszyny. Stwierdzenie takie - cho¢ nie bezpos$rednio - sugeruje, ze wydatna biegunowos$¢ jest
jedyna przyczyng wytworzenia tylko momentu reluktancyjnego. Nie jest komentowany
bowiem w og6le wptyw wydatnej biegunowos$ci na wartoéci drugiego sktadnika catkowitego
momentu - momentu synchronicznego. Wydatna biegunowo$¢, rozumiana jako rezultat
odpowiedniego zaprojektowania powierzchni wirnika, prowadzi do powstawania momentu
permeancyjnego, ktéry jest wiekszy lub rowny momentowi reluktancyjnemu. Dla maszyn
synchronicznych o wydatnych biegunach Xg¢/Xd-0.6+0.8, przy nieznacznych nasyceniach
obwodu magnetycznego, stosunek momentu reluktancyjnego do permeancyjnego waha sie

w granicach:
-N-=0.4+0.6. (5.13b)
T e.Fe

Zdefiniowany moment permeancyjny mozna wykorzysta¢ przy projektowaniu maszyny

synchronicznej z wydatnymi biegunami. Warto§¢ momentu permeancyjnego moze by¢



®

1
podstawg do okre$lenia naprezen panujacych w warstwach izolacji uzwojen wzbudzenia
maszyny synchronicznej z wydatnymi biegunami.

Niech moment permeancyjny, dziatajacy na jeden ferromagnetyczny pieniek bieguna
wirnika maszyny synchronicznej o 2p biegunach, wynosi teFe- Momenty sil dziatajagce na
prady po obu stronach bieguna oznacza sie odpowiednio jako te.cui oraz te,cu2 (na rys.5.8
momenty sit symbolicznie zaznaczono w postaci strzatek). Catkowity moment maszyny

synchronicznej przy tak wprowadzonych oznaczeniach wynosi:

Te= 2p(t«,Fe + te,Cul + teCu2)>

T
gdzie: teFe = -~-e -momentpermeancyjny dziatajagcy najeden biegun,
2p

T
tecuim = cCul(2 -moment Lorentza dziatajacy po odpowiedniej stronie bieguna.

2p
Sciskana warstwa izolacji uzwojenia wzbudzenia przenosi na wal maszyny moment sit

okre$lony poprzez warto$§¢é momentu Lorentza te.cu = te.cui + te,cu2- Moment ten moze by¢
wyrazony poprzez moment permeancyjny nastepujaco:

tecu = t~(Tc- TeFe). (5.13c)
2p

Nalezy podkres$li¢, iz oba wystepujace momenty sit w zalezno$ci (5.13c) sa obliczane jako
stosowne catki powierzchniowe.

szczelina
powietrzna

Rys.5.8. Sktadowe momentu elektromagnetycznego dla przykfadowej maszyny synchronicznej
Fig.5.8. The components of the electromagnetic torque for exemplary synchronous machine
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Dia hydrogeneratora ADV- 556 analizowanego numerycznie w znamionowym stanie
pracy (podrozdziat 5.4) otrzymano: tecu = 0.07555 MNm (2p=10), teFe = 0.1555 MNm.

Moment sit przenoszony przez $ciskang warstwe izolacji wynosi:
t«cu~ 76 kNm.

Srednie naprezenie $ciskajace <js rozwazang warstwe izolacji (przy zatozeniu iz cala

powierzchnia skrajnej warstwy izolacji podlega $ciskaniu) wynosi:

T.-T,
Cr.= e~VFt, (5.13d)
2plhR,v
gdzie:
Rav - $§redni promien cewki uzwojenia wzbudzenia,
h -wysoko$é cewki,
1-dtugos$¢ maszyny.
Dla rozwazanego hydrogeneratora: Rav= 1.815 m, h = 0.215 m, 1= 1.621 m, zatem S$rednie

naprezenie $ciskajgce wynosi:
crs= 119.5 kPa.

W arto$¢ ta w odniesieniu do granicy sprezysto$ci dla izolacji polwinitowej [H.2] wynosi:

119 5 Nea *0.024 =2.4%,
5 MPa

nie stanowigc bezposredniego zagrozenia naruszenia granicy sprezysto$ci izolacji.

Moment permeancyjny ($rodowiskowy) moze by¢ wykorzystywany przy sprawdzaniu
kryteriow wytrzymatosciowych izolacji wirnika maszyny synchronicznej, celem oceny stanu
naprezed w izolacji. Moment Srodowiskowy moze zosta¢ wiaczony do catoksztattu zagadnien
rozwazanych przy projektowania maszyn synchronicznych [D.l] oraz prowadzeniu obliczen

elektromagnetycznych maszyn [T.5],

55. NUMERYCZNA ANALIZA MOMENTOW SIt MASZYNY SYNCHRONICZ-
NEJZ BIEGUNAMI WYDATNYMI

Numeryczna analiza pola elektromagnetycznego pozwala - poprzez okreélenie wartosci
wektoréw pola magnetycznego w zatozonej, wystarczajagco duzej liczbie punktéw obszaru -
na obliczenie momentu permeancyjnego, Lorentza oraz catkowitego momentu
elektromagnetycznego. ZaleznoS$ciami wykorzystywanymi dla potrzeb obliczen

numerycznych sg zaleznoé$ci (4.16) i (4.17), a w konsekwencji (5.4c) i (5.5b).



Pole magnetyczne analizuje sie w niniejszej pracy mefoda elementéw skonczonych.
Analizowano pole magnetyczne w znamionowym stanie pracy hydrogeneratora oraz po jego
odwzbudzeniu. Do opisu pola magnetycznego zastosowano potencjat wektorowy pola
magnetycznego. Zadanym warunkiem brzegowym na zewnetrznej powierzchni stojana i
wewnetrznej powierzchni wirnika byt zerowy warunek brzegowy Dirichleta (rys.5.10). Na
promieniowych granicach podziatki biegunowej zadano warunek symetrii (periodycznosci)
potencjatu magnetycznego. Liczba elementéw wynosita okoto 7000. Analize pola
magnetycznego - z uwagi na naturalng symetrie maszyny wirujacej - przeprowadza sig
w uktadzie wspotrzednych cylindrycznych, w ktérym indukcja pola magnetycznego ma
sktadowe (Br, Ba). Obliczanie sktadowych normalnych i stycznych (Bn, Bt) indukcji pola na

podstawie sktadowych indukcji w uktadzie wspdtrzednych cylindrycznych jest dokonane jest

na podstawie zaleznosci:

/ v , S fB =B cose-B, sine
(r,a) = (n,t): . " (5.14a)
[Bt=Brsine + Bacose
oraz na odwrét:
.. , fBI=B,='coss+B,sine
(n,t) —(r.a): * (5.14b)

[Bo=-B nsin 6+ Btcose

gdzie:
e - kat nachylenia stycznej w danym punkcie linii brzegowej przekroju powierzchni
wirnika do osi a=0 przyjetego uktadu wspo6trzednych (rys.5.9):
dr

= — 5. 14c
r0dct ( )

Dokonano obliczenia warto$ci momentéw: permeancyjnego TeFe, reluktancyjnego TeR,
Lorentza Tecu i catkowitego Te dla produkowanej seryjnie maszyny synchronicznej, jaka jest
hydrogenerator ADV-566 o nastepujacych danych znamionowych: S,=150MVA,
P,=135 MW, U, =13,8 kV, In=6276 A, Xdr=1.86, Xqr=0.98, co0sq>=0.9, 2p=10,
Ten=2,15 MNm, fn=50 Hz, n, =600 obr/min, lwn=1328A, IW0=643 A, g =0.02 m,
1=1.621 m.

Przekr6j hydrogeneratora pokazano na rysunkach 5.la, 5.10 oraz 5.11. Podziatka
biegunowa stojana wynosi 18, poskok uzwojenia stojana odpowiada 15 podziatkom
ztobkowym, liczba ztobk6éw na biegun na faze stojana wynosi 6, za$ liczba gatezi
rownolegtych wynosi 5. Liczba zwojow na biegunie wirnika 39.5, uzwojenie wzbudzenia nie
ma gatezi réwnolegtych. Srednica zewnetrzna stojana wynosi 5660 mm, $rednica
wewnetrzna stojana wynosi 4280 mm. Promier jarzma wirnika 882 mm, a powierzchni
bieguna 1703 mm.
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A normalna

\

Rys.5.9. Sktadowa styczna oraz normalna wektora indukcji pola magnetycznego
Fig.5.9. Tangential and normal magnetic flux density components

Moment permeancyjny dla wzbudzonej znamionowo oraz odwzbudzonej maszyny przy
znamionowym pradzie stojana zostat okreslony za pomoca:
- symetrycznego tensora naprezen Maxwella,
- sktadnika niejednorodnos$ciowego.
Celem zapewnienia mozliwoéci odniesienia obliczonej warto$ci momentu reluktancyjnego
maszyny niewzbudzonej do momentu w znamionowym stanie pracy zatozono liniowos$¢

obwodu magnetycznego hydrogeneratora.

Rozktad pola magnetycznego okre$lono przy wykorzystaniu programu FEMAG
[FEMAG - opis programu]. Linie przedstawione na rysunkach 5.10 oraz 5.11 sg izoliniami -
krzywymi statego potencjatu magnetycznego (AA=0.1210'3Vs/mm). Sktadowa promieniowa
i styczng indukcji pola magnetycznego odczytano w 1400 punktach w szczelinie pod jedna
parg biegunéw oraz w 1729 punktach na obwodzie biegunéw wirnika (rys.5.12, 5.13).
Numeryczng implementacje wykorzystywanych réwnan (5.4c) oraz (5.5b) przedstawiono na
rys.5.12 (maszyna niewzbudzona) oraz rys.5.13 (maszyna wzbudzona). Do bezpos$rednich
obliczen wartosci momentéw wykorzystano napisane programy pozwalajgce na prosty zapis
realizowanych obliczen. Rysunki 5.12-5.14 przedstawiajg fragmenty kodu programoéw

napisanych przy wykorzystaniu programu Mathcad.
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Rys.5.10. Przekr6j poprzeczny hydrogeneratora i rozktad pola przy wzbudzeniu znamionowym

Fig.5.10. Cross-section of salient-pole synchronous generator and the magnetic field distribution for
excited machine

Rys.5.11. Przekréj poprzeczny hydrogeneratora i rozktad pola magnetycznego przy braku wzbudzenia
Fig.5.11. Cross-section of salient-pole synchronous generator and the magnetic field distribution for
non-excited machine



73

72

OBLICZENIE MOMENTOW MASZYNY SYNCHRONICZNEJ Z WYDATNYMI

OBLICZENIE MOMENTOW MASZYNY SYNCHRONICZNEJ 0 WYDATNYCH
BIEGUNAMI PRZY WZBUDZENIU ZNAMIONOWYM

BIEGUNACH PRZY BRAKU WZBUDZENIA
P t tora: lo := 1.621 =5 vFe := 0.005

arametry generatora ° P Parametry generatora: 0:=1621 p:=5 vFe := 0.005
Obliczenie momentu permeancyjnego poprzez skiadnik niejednorodnosciowy: Obliczenie momentu permeancyjnego poprzez skfadnik niejednorodnosciowy:

Br, + Br”?, s Baj+ Ba;_, . _ Ari-ri-l 1N Bn + Br,_, ~ Baj+Ba_, ,.v = atan ri~ fi-i J_
Bin := coslejj ~ siifEj) e, := atan Bn; := cosAEiJ Sin~Eij 8 A-A-i T
g_ Br, + Br,., :’iEG( Baj + Ba;., ’QE'X Brepd | x Baj + Ba - , N
1= ir [ P a— ! i R

Y s COs"E}J =i Btj = ,  SMElr— COSyED s =1

1728 1728
TeFe := lo-p vo s-(I - vFe) TeFe:= Z ~4(ri- [(B~)2+ (Bti)2-vFe] clop vo (I - vFe)

1=2

TeFe = 1.555x Itf  Nm

TeFe = 4771x io5 Nm
Obliczenie momentu permeancyjnego (reluktancyjnego) za pomoca tensora naprezern Maxwella

Obliczenie momentu permeancyjnego (reluktancyjnego) za pomoca tensora naprezen Maxwella
Przeli ie sktad h pol t . . . Lo . . AP . .
rzeliczenie skiafowych pola maghetycznego Br5j := Bnj-cos(ej) + vFe-Btj-sir*Ej) BaSj := -Bn| sir(Ei) + vFeBtjCos(£j)

BrSj := Bivcos(ej) + vFe-Bt;sin(Ej) Ba5j := —Br"-sir*Ej) + vFe-BV cos(sj) 1728 o+
TeFel= 1" Br5j-Ba8 j-(f< - fi_) voslO'P  TeFel = 1.079x Nm
1728 I /
r+ €l i=2
TeFe2 := Z 2'[(Br5i)2- (S“81)2 " (ri~ Ti-) I ~ *vo-lo-p -
-2 R R
1728 TeFe2 = £ [~ [(BrSj)2- (fiaS i)2]-(ri- ri_,) evoslop
r+r .
TeFel Br5i-Bas8j-(fj- A_,) vo-lo-p  TeFe2 = -2.647X io5 Nm i=2 TeFe2 = 4.468x 105 Nm
i=2 TeFeo := TeFel + TeFe2
TeFel = 7.344x io5 Nm TeF
) TeFeo = 1.525x 10" Nm cé oblicrer- ereo
TeFeo := TeFel + TeFe2 TeFeo = 4.698x i05 Nm Zgodno$c¢ obliczer: Tor <100 = 98.068 %
eFe
P4 2 TeFeo
Zgodnos¢ obliczen: 4100 = 9
g Tere 100 = 98.45 % “0 B Br. Baj+ Baj., e
(ai - aj-,)- evoslo-p
i=2
Udziat momentu permeancyjnego: TeFe Te = 2.316x ict Nm
«100 = 67.167 %

Te

Rys.5.12. Obliczenie momentu reluktancyjnego generatora ADV-566
Fig.5.12. Reluctantive torque of ADV-566 generator - the calculation

Rys.5.13. Obliczenie momentu permeancyjnego i catkowitego generatora ADV-566
Fig.5.13. Total and permeantive torque of ADV-566 generator - the calculation
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Moment permeancyjny maszyny w znamionowym stanie pracy (6= 32°) wynosi:
Te,Fe= 1.555 MNm

co stanowi 67.2 % momentu catkowitego Te.

Moment Lorentzajest r6znicg pomiedzy momentem catkowitym a momentem permean-
cyjnym maszyny elektrycznej. R6znica ta wynosi:

Tecu= Te-TeFe=2.316 MNm - 1.555 MNm = 0.761 MNm

co stanowi 32.8 % momentu catkowitego Te.

Dla sprawdzenia poprawnos$ci realizowanych obliczen dodatkowo wyznaczono moment
Lorentza, catkujac po obszarze cewek uzwojenia wzbudzenia gesto$¢ sit Lorentza. Moment
Lorentza hydrogeneratora wynosi:

Te,Cu= 0.756 MNm
co stanowi 32.6 % momentu catkowitego Te.

Otrzymana warto$¢ jest zgodna z warto$cig tegoz momentu wyznaczong jako réznica
momentow: Te- TeFe (rys. 5.14).

OBLICZENIE MOMENTU LORENTZA DLA HYDROGENERATORA PRZY
ZACHOWANYM POLOZENIU WIRNIKA ORAZ ZNAMIONOWYM WZBUDZENIU
MASZYNY NA PODSTAWIE GESTOSCI SItY LORENTZA

Parametry generatora: lo := 1.621 p:=5 vFe := 0.005 lw = 1328-39.5

Momenty Lorentza dziatajace po dwoch stronach bieguna  (wybrano po trzy serie danych dia obu  przekrojow):

e siipe Z BT +Z BYY 4Z 18

L\i=33 VJ = 105 / i= 14
f 88 f
Iw r2k = ke (28 1ok |
TeCuz:=-2— plo Z E Z 4
3 48 B2*- 52 B2k 5
Ak =41 = 13 / \k = 165

TeCu := TeCul + TeCu2

Moment catkowity: Moment permeancyjny: Moment Lorentza:
Te := 2316-106 Nm TeFe := 155510 Nra TeCu = 7.555X io5 Nm
+
Zgodnosé rezultatow: TeFe+ TeCu 100 = 9976 % TeCu ml00 = 32.62 %
Te Te

Rys.5.14. Obliczenie momentu Lorentza
Fig.5.14. Lorentz’s torque - the calculation
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Moment reluktancyjny przy ustalonym potozeniu wirnika maszyny wzgledem stojana

(kat mocy 5 = 32°) przy braku wzbudzenia hydrogeneratora wynosi:
Te,R= 0.4771 MNm,
stanowigc 20.6 % warto$ci catkowitego momentu elektromagnetycznego Te.

Wyniki obliczen potwierdzaja poprawno$¢ obliczenia momentu permeancyjnego
i momentu Lorentza. Z przeprowadzonych obliczeA wynika, iz moment permeancyjny
i Lorentza wspoOtdziatajg tworzac catkowity moment elektromagnetyczny. Obliczenia
numeryczne potwierdzajg fakt, iz we wzbudzonej maszynie synchronicznej z biegunami
wydatnymi moment permeancyjny jest wiekszy od momentu reluktancyjnego. Analogiczne

rezultaty otrzymano w podrozdziale 5.4 na drodze rozwazan analitycznych.

Podsumowujgc wyniki obliczen mozna stwierdzi¢:

1. W maszynie synchronicznej z wydatnymi biegunami o nienasyconym obwodzie
magnetycznym obliczenie momentéw sit na podstawie sktadnika niejednorodno$ciowego
wymaga catkowania po (n-l)-wymiarowym obszarze (podobnie jak przy catkowaniu
tensora naprezen Maxwella). OkresSlenie momentu permeancyjnego pozwala na
wyznaczanie momentu Lorentza Tecu jako réznicy momentu catkowitego
i permeancyjnego. Fakt ten pozwala na poréwnanie wartoSci momentu Lorentza Tecu
okre$lonego poprzez roznice Te - TeFe, z warto$cig otrzymywang w wyniku catkowania

gestosci sit Lorentza.

2. Moment reluktancyjny maszyny wzbudzonej o nienasyconym obwodzie magnetycznym
jest mniejszy od momentu permeancyjnego, ktéry wywotany jest dziataniem sit na

ferromagnetyczny wirnik maszyny.

56. NUMERYCZNA ANALIZA MOMENTOW SIt CYLINDRYCZNEJ MASZYNY
SYNCHRONICZNEJ

Analiza sktadowych momentu  elektromagnetycznego przetwornika elektro-
mechanicznego, jakim jest maszyna synchroniczna o biegunach wydatnych, pokazuje, iz
moment Lorentza nie jest pomijalny (podrozdziat 5.5). Wynika to ze struktury budowy
maszyny, w ktérej wyprofilowany wirnik silnie ksztattuje rozktad pola magnetycznego.
W przypadku liniowos$ci obwodu magnetycznego okres$lanie sktadowych momentu jest
efektywne numerycznie przy wykorzystywaniu pojecia momentu permeancyjnego. Moment
permeancyjny wyznaczany jest numerycznie mniejszym naktadem obliczen niz moment
Lorentza. Fakt ten moze by¢ wykorzystany podczas obliczania sktadowych momentu
catkowitego. Natomiast, przy uwzglednieniu nieliniowoéci obwodu magnetycznego, naktady

obliczeniowe dla momentu Lorentza i momentu Srodowiskowego sg poréwnywalne.
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Przyktadowo, zostanie poddany analizie generator synchroniczny typu TWW 200 - 2a,
jaki wykorzystywany jest w krajowym systemie energetycznym. Przekrdj poprzeczny
generatora przedstawiono na rys.5.15. Turbogenerator synchroniczny charakteryzuje sie
nastepujagcymi danymi znamionowymi: S,=270MVA, Pn=235 MW, U,=15.75kV,
In=8625 A, X(jr=2.48, Xqr=2.48, coscp=0.85, 2p=2, Ten=745kNm, f,,=50H 7z,
n, =3000 obr/min, Iwn=2540A, IW0=766A, IWZ=1900A, g=70mm, 1=4.2m. Liczba
ztobkéw stojana wynosi 60, poskok uzwojenia stojana odpowiada 25 podziatkom
ztobkowym. Liczba gatezi réwnolegtych wynosi 2, a liczba zwojéw szeregowych w uzwoje-
niu fazowym wynosi 10. Srednice zewnetrzna i wewnetrzna ferromagnetyka stojana sg réwne
odpowiednio: 2500 mm oraz 1215 mm. Srednica zewnetrzna wirnika wynosi 1075 mm.
Liczba ztobkédw wirnika wynosi 36 przy 52 podziatkach ztobkowych obwodu wirnika. Liczba
gatezi rownolegtych wynosi 1. Obwody magnetyczne stojana i wirnika ulegajg nasyceniu -

rysunki 5.16 oraz 5.17. Gesto$ci nominalne pragdéw stojana i wirnika wynosza w zaokragleniu
odpowiednio: 5 MA/m2oraz 8 MA/m2.

Rys.5.15. Przekr6j poprzeczny turbogeneratora synchronicznego o biegunach utajonych
Fig.5.15. Cross-section of cylindrical synchronous turbogenerator

7

Obliczen momentu i jego skiadowych w turbogeneratorze dokonano dla stanu
wzbudzenia znamionowego oraz w stanach jego przewzbudzenia. Dopuszczalne jest
forsowanie pragdu wzbudzenia do krotnos$ci k=2 w okresie 20 sekund. Natomiast w stanach
zwarciowych dochodzi do chwilowego kilkukrotnego, zagrazajagcego wzrostu pragdéw wirnika
oraz stojana [K.5, L.l, aS.29, aS.31].
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Rys.5.16. Charakterystyka ferromagnetyka stojana generatora synchronicznego
Fig.5.16. B-H curve for stator synchronous generator
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Rys.5.17. Charakterystyka ferromagnetyka wirnika generatora synchronicznego
Fig.5.17. B-H curve for rotor synchronous generator
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Przyktadowo, wzrost pragdow w stanie zwarcia generatora okre$lono wykorzystujac Obliczenie rozktadu pola magnetycznego oraz warto$ci momentéw przeprowadzono
program napisany w jezyku Delphi. Otrzymane wyniki przedstawiono na rys. 5.18 i rys. 5.19. w przypadku zwigkszenia pradu wirnika i stojana do trzykrotnej ich warto$ci znamionowej.
Zachowano staty stosunek gestos$ci pradéw stojana i wirnika. Jest to uzasadnione z uwagi na
ciggtos¢ strumienia magnetycznego oraz zachowanie sie pragdéw w stanach zwarciowych.
Rozktad pola magnetycznego (-70.000 weztéw, - 150.000 elementéw) okreslono przy
wykorzystaniu programu FEMM [FEMM — opis programu]. Linie sit pola (rys.5.20) sg
izoliniami wektorowego potencjatu magnetycznego.

Przy forsowaniu wzbudzenia cze$¢ obwodu magnetycznego wirnika ulega silnemu
nasyceniu, co prowadzi do silnego zmniejszenia przenikalnosci magnetycznej wirnika
w poblizu szerokiego zeba wirnika. W takich stanach pracy generatora wzrasta udziat

momentu Lorentza w catkowitym momencie elektromagnetycznym.

czas [s]

Rys.5.18. Warto$¢ pradu stojana w jednostkach wzglednych przy zwarciu bliskim w chwili t,,=2s
Fig.5.18. Relative stator current rise at near-shortcut (to=2s) versus time

Rys.5.20. Rozkiad pola magnetycznego w generatorze synchronicznym
Fig.5.20. Magnetic field distribution in synchronous generator
Rys.5.19. Warto$¢ pradu wirnika w jednostkach wzglednych przy zwarciu bliskim w chwili t,,=2s
Fig.5.19. Relative rotor current rise at near-shortcut (to=2s) versus time



80

Na rysunkach 5.21 oraz 5.22 przedstawiono zmienno$¢ Sktadowej radialnej i stycznej

indukcji pola magnetycznego wzdtuz linii symetrii wybranego ztobka wirnika.

ztobek jest potozony w poblizu zeba szerokiego maszyny cylindrycznej.

odlegtos¢ od dna ztobka [mm]

Rys.5.21. Rozkiad sktadowej radialnej indukcji pola magnetycznego w ztobku wirnika
Fig.5.21. Magnetic flux density radial component versus rotor slot height

Rys.5.22. Rozktad sktadowej stycznej indukcji pola magnetycznego w ztobku wirnika
Fig.5.22. Magnetic flux density tangential component versus rotor slot height

W ybrany
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Obliczenia momentu permeancyjnego Tefe dla maszyny synchronicznej z biegunami
utajonymi przy nieznacznym nasyceniu obwodu magnetycznego pokazuja, iz stanowi on
okoto 90 % rozwijanego momentu elektromagnetycznego generatora - rys.5.24. W takim
stanie pracy generatora sity styczne o niewielkiej warto$ci sg przenoszone przez izolacje
uzwojenia wirnika. Jednak w stanach pracy generatora przy silnym nasyceniu obwodu
magnetycznego wirnika uwzglednienie sit Lorentza jest istotne. Moment sit Lorentza Tecu

stanowi znaczacy procent catkowitej wartosci momentu sit turbogeneratora - rys.5.23.

Krotnos¢ pradu stojana

Rys.5.23. Wzgledny udziat momentu przenoszonego przez uzwojenie wirnika generatora
Fig.5.23. Rotor currents torque ratio for synchronous generator

Udziat momentu permeancyjnego maleje ze wzrostem nasycenia obwodu
magnetycznego wirnika generatora - rys.5.24. Warto$¢ momentu Lorentza moze stanowic,
w stanach awaryjnych, okoto 40 % catkowitego momentu elektromagnetycznego. Moment
Lorentza przenoszony jest przez izolacje ztobkéw wirnika w kierunku stycznym. Naprezenia
dziatajagce w kierunku stycznym (nazywane naprezeniami stycznymi), jak i naprezenia
w kierunku promieniowym (naprezenia promieniowe) moga zagraza¢ pod wzgledem

mechanicznym izolacji wirnika [T.5].
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Krotno$¢ pradu stojana

Rys.5.24. Wzgledny udziat momentu permeancyjnego dla generatora synchronicznego
Fig.5.24. Permeantive torque ratio for synchronous generator

Przyktadowo, dla turbogeneratora TWW 200 - 2a przy nasyceniu obwodu magnetycz-
nego wirnika pragdem stojana o gesto$ci 10 MA/m2oraz pragdem wirnika o gesto$ci 20 MA/m2
otrzymano: Tecu= 565 kNm, Te=1531 kNm. Moment sit przenoszony przez $ciskang warstwe
izolacji o najwiekszej warto$ci wynosi zatem:

te>@ = 25 KNm. (5.15a)

Sita styczna przenoszona przez izolacje ma warto$¢:
fCut = 62 kN . (5.15b)

Srednie naprezenie $ciskajaceoa rozwazang warstwe izolacji (przy zalozeniu ze cata

powierzchnia warstwy izolacji podlega $ciskaniu) wynosi:

t

e.Cu Cu,t T
“ IhRav ~ 1h ~ ( }
gdzie:
Rav - $redni promien zwojéw uzwojenia wzbudzenia,
h -wysoko$¢ zwojow wirnika,
1-dtugos¢ uzwojen wirnika.

Dla rozwazanego generatora: Rav= 0.4 m, h = 0.113 m, 1= 4.2 m $rednie naprezenie
Sciskajace izolacje wynosi:
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aa« 130 kPa.

W arto$¢ ta w odniesieniu do granicy sprezysto$ci dla izolacji polwinitowej [H.2, PI str. 228

tom 1] wynosi:

130kP» »(3*%4)% . (5.16)
(1—0/0.3).5 MPa
Naprezenie takie nie stanowi jednorazowo bezposredniego zagrozenia dla izolacji wirnika.
Nalezy jednak zwréci¢ uwage, iz przyspiesza ono mechaniczng erozje izolacji. Dodatkowo,
niekorzystne termiczne warunki pracy uzwojefh mogg zmniejszy¢ granice sprezystosci izolacji
o0 okoto 30 %.

Sita promieniowa - obliczona numerycznie - ma warto$¢:
fCur =172kN, (5.17)
ktora prowadzi do naprezen na dnie ztobka o wartosci:

ar« 1030 kPa.

Procentowo warto$¢ ta stanowi:

1030 kPa
«(20-5-30)%, (5.18)
(1-0/0.3)¢« 5 MPa
w odniesieniu do granicy sprezystosci dla izolacji. Oznacza to, ze naprezenia promieniowe sg
grozniejsze pod wzgledem mechanicznym niz naprezenia styczne dla izolacji uzwojenia
generatora.

Stosunek sktadowej promieniowej i stycznej wynosi:
N3, (5.19)

ijest kilka razy wiekszy niz w znamionowym stanie pracy turbogeneratora.

W rozdziale pigtym dokonano analitycznego oszacowania oraz numerycznego
obliczenia warto$ci momentu: permeancyjnego i Lorentza dla maszyny synchronicznej
z wydatnymi biegunami. Wyznaczony moment permeancyjny okazuje sie by¢ wiekszy od
momentu reluktancyjnego. Stanowi on dopetnienie momentu sit Lorentza do catkowitego
momentu elektromagnetycznego. Moment permeancyjny maszyny o liniowym obwodzie
magnetycznym wyznacza sie okreslajac warto$¢ stosownej catki powierzchniowej. Pokazano,
ze dla maszyny synchronicznej cylindrycznej o nasycajgcym sie obwodzie magnetycznym
udziat momentu permeancyjnego w catkowitym momencie sit maleje w miare nasycania sie
obwodu magnetycznego. Dokonano oceny naprezen mechanicznych w izolacji wirnika
generatora synchronicznego.



6. ANALIZA SIt W PRZETWORNIKACH
ELEKTROMECHANICZNYCH

W rozdziale széstym rozwazono przetwornik elektromechaniczny, jakim jest elektro-
magnes pradu statego. Warto$¢ sity permeancyjnej obliczono numerycznie dla elektro-
magnesu o0 nieliniowym obwodzie ferromagnetycznym. Wyré6zniono dwie przyczyny
warunkujgce powstanie sitpermeancyjnych.

Celem przeprowadzenia analizy sit powstajagcych w przetwornikach elektro-
mechanicznych zostat rozwazony elektromagnes pradu statego z ruchomg zworg
W yznaczona zostanie sita i neancyjna oraz jej dwa sktadniki wywotane skokowg i ciagta
zmiang reluktywnos$ci w obszarze elektromagnesu z ruchoma zworg (rys.6.1).
W elektromagnesie o0 nasycajacym sie obwodzie magnetycznym pojawiajg sie sity
zmniejszajace pozadana site przyciggania wywotang naprezeniami na granicy o$rodkéw
ferromagnetyk-powietrze.

W zwigzku ze zjawiskiem nasycania sie zwory elektromagnesu nastepuje
zréznicowanie reluktywnos$ci magnetycznej w obszarze ferromagnetycznej zwory. Jest to
bezposrednig przyczyna ujawnienia sig¢ niezerowej warto$ci sktadnika niejednorodno$ciowego
w obszarze Srodowiska magnetycznego, ktéry daje wktad do sit permeancyjnych.

Catkowita sita powstajgca w opisanym przetworniku elektromechanicznym, w ktérym
dominuje pole magnetyczne, jest suma:

F= P+ "Cu> (6-1)

- sity permeancyjnej FFe (Srodowiskowej) oraz

- sity Lorentza Fcu.
Obie wyréznione skiadowe posiadajg przejrzysta interpretacje fizykalng (rozdziat 4).
Catkowitg site oraz jej sktadniki mozna wyznacza¢ ze wzorow (4.6b), (4.16) i (4.17).
W elektromagnesie pradu statego catkowita sita dziatajgca na ruchomag zwore (przy braku
przeptywu pradéw w obszarze zwory - zwora nieprzewodzaca) jest sitag permeancyjna
(Srodowiskowg). Sita ta powodowana jest - zgodnie z zaleznos$cig (4.6b) - niejednorodnosdcia
osrodka. Przyjeto, iz zwora oraz jarzmo elektromagnesu sg magnetycznie izotropowe.

W uktadzie wspotrzednych walcowych sktadowa osiowa sity przedstawia site dziatajaca

w kierunku osi OZ. Sktadowe sity w kierunku prostopadtym od osi OZ s3a zerowe z uwagi na
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symetrie elektromagnesu. Kierunek dziatania sity catkowitej, Lorentza i permeancyjnej
pokrywa sige z 0osig OZ.

Przy powyzszych =zatozeniach site permeancyjng powstajaca w przetwornikach
elektromechanicznych dziatajaca w kierunku osiowym OZ mozna wyrazi¢ zatem jako catke

objetosciowgq sktadnika niejednorodnos$ciowego N z:

Ffc = jN zdV. (6.2)
v
Rozdzielajagc rozwazany n-wymiarowy obszar V na dwa roztagczne obszary wzajemnie
sie uzupetniajace:
V =Vc®© Vs,
gdzie:
Vc - podobszar n-wymiarowy w ktérym reluktywno$¢ magnetyczna osrodka zmienia
sie w sposob ciagty,
Vs - podobszar otaczajacy obszar (n-l)-wymiarowy S, w ktérym reluktywnos$¢
magnetyczna o$rodka zmienia sie skokowo,

mozna catke (6.2) przedstawi¢ w postaci:

Fre= JN2dV+ jN 2dV. (6.3a)
ve Vs

Powierzchnia S stanowi ptaski pierscien, jaki wyznacza granica Srodowisk ferromagnetyk-
powietrze. W obszarze S - na granicy S$rodowisk wystepuje zmienno$¢ reluktywnos$ci
magnetycznej wzglednej o skokowym charakterze (skok wzglednej reluktywnos$ci magne-
tycznej na granicy ferromagnetyk-powietrze wynosi I-vr. W obszarze Vc moze wystapic
zmiennos$céreluktywnosci magnetycznej os$rodka wynikajgcabadz to ze strukturalnej
niejednorodnos$ci obszaru (np. ruchomej zwory), badZz zfaktunasycania sie  obwodu
magnetycznego (zaleznie od aktualnego stanu pracy przetwornika). Oba wyr6znione sktadniki
sity (6.3a) okres$lajg odpowiednio cze$¢ sity powstajacg wskutek dziatania naprezen na brzegu

zwory ferromagnetycznej:

FRe,s={NzdV, (6.3b)

Vs

oraz nasycania sie obwodu magnetycznego - naprezen wewnatrz zwory:

FRe.N =jN ,dV. (6.3¢)

Ve

Catkowita sita jest sumg dziatania sit w obszarze ferromagnetyka oraz na granicy

ferromagnetyk-powietrze:

FFe=F FeN + F FeS. (6.3d)

W ystepujace sity w zalezno$ci (6.3d) sa wypadkowymi sit dziatajagcych odpowiednio

wewnatrz i na brzegu zwory.



Wydzielong cze$¢ sity permeancyjnej zwigzang ze zjawiskiem nasycania obwodu

magnetycznego wyznaczono dla elektromagnesu pradu statego, ktérego obwo6d magnetyczny
przedstawiono na rys.6.1.

Warunek brzegowy A =0

Rys.6.1. Przekrgj i linie indukcji pola magnetycznego elektromagnesu
Fig.6.1. The cross-section and magnetic field distribution for the direct current actuator

Przy numerycznej analizie pola magnetycznego wykorzystano osiowg symetrie elektro-
magnesu dobierajac stosownie ukitad wspdtrzednych biegunowych (r,<p). Zwora jest
wykonana ze stali E41 o danej przenikalnosci magnetycznej w funkcji indukcji pola
magnetycznego [T.5] - charakterystyke magnesowania zwory przedstawiono na rys. 6.2.
Uzwojenie elektromagnesu jest zasilane ze zr6dta pradu statego (liczba zwojow z=250, prad
uzwojenia 1=5A). Rozktad pola magnetycznego =zostat okre$lony przy wykorzystaniu

programu FEMAG - liczba weztéw 3345, liczba elementéw 6747 [FEMAG - opis programu].

Natezenie pola magnetycznego H [ A/m ]

Rys.6.2. Aproksymowana krzywa magnesowania zwory elektromagnesu
Fig.6.2. The approximated magnetisation curve of the electromagnet keeper

Obliczenia catkowitej sity dziatajacej na ruchoma zwore mozna dokona¢ korzystajac

z zaleznosci (4.16):
f=-Tudiv|u|(5u), (6.4a)
zauwazajac, iz w cylindrycznym uktadzie wspo6trzednych:
Lz=1 oraz kz=0. (6.4b)
Z uwagi na dobor osi i symetrie elektromagnesu (rys.6.1) zachodzi:
F=Ffc= 'zFfc = >F2.
W ustalonym stanie pracy catkowita sita dziatajaca na zwore wynosi:

F*= JvO(BZBZ- }B2)rdadr, (6.4¢)
s
przy czym pominieto udziat pola magnetycznego rozproszenia poza powierzchnig S.
W rozwazanym przypadku jest to dopuszczalne z uwagi na wyrazne zageszczenie pola
magnetycznego w obszarze miedzy zworgajarzmem elektromagnesu.

Sita permeancyjna dziatajagca na zwore Fz- w zwigzku ze skalarng zaleznos$cia:



5v

moze by¢ przedstawiona w postaci sumy dwéch sktadnikéw:

gdzie:

Zo- wspétrzedna punktéw powierzchni zewnetrznej zwory,

S - powierzchnia zewnetrzna zwory (granica ferromagnetyka i szczeliny powietrznej).
OBLICZENIE SItY PERMEANCYJNEJ | JEJ SKEADOWYCH

Grubos$¢ zwory: g ;= 0.004 Aa = 2-n
Catkowita sita permeancyjna wyznaczona w oparciu o tensor naprezen Maxwella
960 ) ]
(Bzj)2+ (B4 H2-(Br,)2-(Br,_i)2 Ai+ n-1
- 27 (i-i- i) mAa
. 2-2 2
i= 482 )

Fz= 183.7 [N]
Sktadowa sity permeancyjnej zwigzana z naprezeniami na granicy powietrze-ferromagnetyk

960 .
(Bi)2+ (BM)2

2 I 2 \}Aa (r,-r,_i) vo

FzS= 375.1 [N]

i = 482

Sktadowa sity permeancyjnej zwigzana ze zjawiskiem nasycenia ferromagnetycznej zwory

1860 Bi B ) He risi H Hi i Ar r1860 —r2
W i) +(Bm j-i i_>i =
FzN =" B +( ) Aa-Ar-1— -m a 21
- 2 2 B Bi, |
FzN = -188.5 [N]
Zgodno$¢ obliczen: FzS+ FzN 100 = 1015 %
Fz

Rys.6.3. Obliczenie sktadowych sit w elektromagnesie pradu statego
Fig.6.3. The forces calculation for the DC electromagnet

PN =(1-vn)-5(z-20)+£ .[1(2)-1(1-20)] (6.5)
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Na rysunku 6.3 indeks i = 482...960 oznacza numery punktéw, w ktérych odczytano
wartoséci indukcji pola magnetycznego na granicy ferromagnetyk-powietrze (pierwszych 481
punktéw znajduje sie pomiedzy osig OZ a linigjarzma). Indeks i = 2..1860 opisuje punkty

potozone wewnatrz jarzma elektromagnesu na 22 liniach réwnolegtych do osi OZ.

Analiza pola magnetycznego oraz obliczenia numeryczne catek (rys.6.3) pozwolity
okresli¢ site catkowitg i jej sktadniki dziatajace na ruchoma zwore. Sita catkowita (rowna sile

permeancyjnej) wynosi:
Fz= 183,7 N.

Cze$¢ sity permeancyjnej zwigzana z naprezeniami na granicy ferromagnetyk-powietrze
wynosi:

FZzjS= 375,1 N,
natomiast cze$¢ zwigzana z nasycaniem sie zwory ma warto$¢:
AFZN= -188,5 N.

Na rys.6.3. przedstawiono fragment programowej realizacji procesu obliczania sit

dziatajacych naruchoma nasycajaca sie zwore elektromagnesu.

OkresSlenie cze$ci sity Srodowiskowej (permeancyjnej) zwigzanej z nasycaniem sie
obwodu magnetycznego pozwala na ocene wptywu zjawiska nasycania sie obwodu
magnetycznego na powstajace sity. W przedstawionym przyktadzie cze$¢ sity powodowana
nasycaniem sie ferromagnetycznej zwory wydatnie obniza warto$¢ catkowitej sity. Sktadnik
ten ma bowiem przeciwny zwrot do pozadanego sktadnika wywotanego naprezeniami na

granicy zwora-powietrze.

W rozdziale széstym przeanalizowano przyczyny warunkujgce powstawanie sity
permeancyjnej na przyktadzie elektromagnesu pradu statego o nieliniowym obwodzie
magnetycznym. Zaprezentowano interpretacjag sktadowej permeancyjnej sity. Sita
permeancyjna wynika tu z nieliniowos$ciferromagnetyka oraz skokowej zmiany reluktywnosci
na granicy ferromagnetyk-powietrze. Sita powstajgca wewnatrz obszaru ferromagnetyka

przeciwdziata sile powstajacej na granicyferromagnetyk-powietrze.



7. ROZNICOWY TENSOR ENERGII POLA
ELEKTROMAGNETYCZNEGO

W rozdziale si6dmym poddano analizie mozliwo$¢é wykorzystania réznicowego tensora
energii dla potrzeb obliczen momentu sit metodg pradéw magnetyzacji. Przedyskutowano
aspekty wyznaczania momentu sit w obszarach ujawniajgcych anizotropig wtasciwosci

magnetycznych. Rozwazania przeprowadzono na przykitadzie maszyny indukcyjnej o litym,
anizotropowym i cylindrycznym wirniku.

Gesto$¢ sit Srodowiskowych NO wyraza sie poprzez sume dywergencji ré6znicowego
pseudotensora energii pola elektromagnetycznego i skladnika pochodzgcego od pradéw
magnetyzacji (4.17). W sze,,,.uej klasie przetwornikéw elektromechanicznych, ktérych czesé
ruchoma znajduje sie w proézni (powietrzu), wptyw skiadnika opisanego ro6znicowym
tensorem jest zerowy. Réznicowy tensor energii pola elektromagnetycznego zanika bowiem
w prézni (vr = 1.0), a z bardzo dobrym przyblizeniem w powietrzu (vr = 0.99999964).
W obszarze szeregu innych materiatbw pojawiajacych sie w uktadach przetwornikéw
elektromechanicznych przenikalno§¢ magnetyczna niewiele sie ro6zni od jednoSsci,
a mianowicie: vrAi = 0.999979, vrcu = 0.999969, vriHg= 1.000032, vrH20=1.00009. Oznacza
to, iz udziat réznicowego tensora energii pola elektromagnetycznego nie przekracza
szacunkowo:

[vr-11-100% < 0.01 %
wartosci sity badz momentu permeancyjnego (Srodowiskowego) przetwornika elektro-
mechanicznego.

Rozwazmy przetwornik elektromechaniczny, jakim jest wirujgca maszyna indukcyjna.
Niech szczelina powietrzna maszyny zostanie celowo wypetniona srodowiskiem o przenikal-
nosci magnetycznej wzglednej réznej od jednosci. Srodowiskiem takim moze byé ciecz
magnetyczna [K.2, R.4]. Wypetnienie szczeliny magnetycznym medium daje dwa pozadane
efekty. Po pierwsze zwiekszenie przenikalno$ci magnetycznej szczeliny prowadzi do
zwiekszenia jej przewodnos$ci magnetycznej, a w konsekwencji do zmniejszenia pradu
magnesujagcego maszyny indukcyjnej. Po drugie medium w szczelinie moze prowadzi¢ do
lepszego odprowadzenia ciepta z wirnika poprzez szczeling do obudowy maszyny. Jest to
szczegOlnie wazne w przypadku mikromaszyn. Jakkolwiek aktualnie nie spotka sie
w szerokiej eksploatacji przetwornikéw elektromaszynowych o takiej szczelinie magnetycz-
nej, to nie mozna wykluczaé¢ ich budowy dla potrzeb specyficznych zadan. Taka modyfikacja

wiasciwoséci obwodu magnetycznego maszyny indukcyjnej wymagataby uszczelnienia

a

budowy maszyny. Niezaleznie od aspektéw praktycznych, teoretyczne rozwazenie opisanego
przypadku okazuje sie celowe. Mianowicie, przy obliczaniu momentu metodg pradéw
magnetyzacji mogga sie pojawia¢ btedy obliczeniowe w przypadku, gdy szczeling wypeinia
medium magnetyczne.

Rozwazajgc konkretny przyktad przetwornika elektromechanicznego mozna wskaza¢é
cze$¢ momentu elektromagnetycznego, ktory opisuje r6znicowy tensor energii. Dla maszyny
indukcyjnej o cylindrycznym, przewodzacym wirniku mozna analitycznie okre$li¢ wartos¢
momentu wyrazonego przez réznicowy tensor energii pola elektromagnetycznego. Ponadto,
réznicowy tensor energii pozwala na otrzymanie metodg pragdéw magnetyzacji poprawnych
rezultatéw, bez stosowania dodatkowych warunkéw brzegowych dla wektora magnetyzacji.
Okredlenie momentu sit metoda pradéw magnetyzacji przeprowadza si¢ zwykle zadajac na
powierzchni brzegowej prady powierzchniowe o $ci$le okreSlonej gestosci [aF.l, aK.I], Te
niedogodno$¢ mozna oming¢ stosujac fizykalnie stuszne warunki brzegowe oraz postugujac
sie wyprowadzong tozsamoscia (4.17), w ktoérej pojawia sie zdefiniowany réznicowy tensor
energii pola elektromagnetycznego.

Przedmiotem rozwazan bedzie maszyna elektryczna zawierajgca cze$ci konstrukcyjne
magnetycznie anizotropowe. Okre$lenie wartoSci momentu elektromagnetycznego

przyktadowej maszyny zostanie przeprowadzone analitycznie.

7.1. OBLICZANIE MOMENTU ELEKTROMAGNETYCZNEGO METODA
PRADOW MAGNETYZACIJI

Rozwazmy maszyne indukcyjng o przekroju poprzecznym pokazanym na rys.7.1.
Stojan maszyny jest uzwojony, jego uzwojenie wytwarza wirujace, kotowe pole magnetyczne
(0o$ obrotu pola magnetycznego i wirnika jest prostopadta do ptaszczyzny przekroju maszyny
pokazanej na rys.7.1). Wirnik maszyny nie jest uzwojony, stanowigc lity przewodzacy obszar
magnetycznie anizotropowy. Obszar zawarty pomiedzy idealnym ferromagnetycznym
stojanem oraz rdzeniem wirnika (bez histerez, o zerowej reluktywnos$ci magnetycznej vr=0)
stanowig dwie cylindryczne, wspo6tosiowe warstwy:

- anizotropowa voaS = va6,vn6 =vVv[S,vra5 = var6 = 0, nieprzewodzaca y = 0 szczelina

(indeks 8), o statej grubosci g, oraz

- anizotropowa vaaa = vaa,vm = vra,vra = vdm = 0, przewodzgcay * 0 warstwa o statej

grubosdci a, ktéra jest bezposSrednio umieszczona na rdzeniu wirnika maszyny (indeks a).
State materiatowe nie sg funkcjami czasu i wspétrzednych. Anizotropowa, przewodzaca czes$é
wirnika moze by¢é wykonana na przykitad ze stali krzemowej walcowanej na zimno.
Zréznicowanie reluktywnoséci magnetycznych w kierunku réwnolegtym i prostopadtym do
kierunku walcowania na zimno dla stali krzemowej wynosi okoto: - 30% do -20% [R.l, T.4].

Promienie wodzace punktow warstwy przewodzacej zawierajg sie¢ w przedziale (R-a,R), gdzie
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R jest promieniem zewnetrznym wirnika. W przypadku gdjé a=R, przewodzacy wirnik
stanowi petny, anizotropowy blok lity. Jezeli grubos$¢ warstwy przewodzacej jest niewielka
(a«R), to moze by¢ ona traktowana jako model uzwojenia wirnika maszyny
asynchronicznej. Parametry S$rodowiskowe, jak i geometryczne rozwazanej maszyny
asynchronicznej nie zalezg od wspdtrzednej katowej a (pozostajg w kierunku stycznym do
obwodu wirnika niezmienne). Uzwojenie stojana zasilane prgdem wolnozmiennym o pulsacji
coi (takiej iz mozna zaniedba¢ prady przesuniecia) wytwarza pole magnetyczne zamykajace
sie przez ferromagnetyczny stojan, szczeline i warstwe przewodzgcg umieszczong na wirniku,
stanowigcg obszar, w ktorym indukuja sie prady wirnika.

Rys.7.1. Maszyna asynchroniczna o anizotropowej strukturze wewnetrznej - model
Fig.7.1. Asynchronous machine with anisotropic inner structure - the model

Maszyna asynchroniczna analizowana jest dwuwymiarowo w cylindrycznym ukladzie
wspoétrzednych (r,a,z). Pomija sie zjawiska czolowe; rozwaza sie maszyne o diugosci
osiowej 1, ktéra teoretycznie stanowi cze$¢ nieskonczenie diugiej maszyny. W przypadku
dwuwymiarowej analizy calkowanie wzgledem zmiennej z - zgodnie z poczynionymi
zatlozeniami - sprowadza sie¢ do mnozenia przez dtugo$¢ maszyny 1.

W ukfadzie wspotrzednych cylindrycznych sktadowa styczna gestosci sity
permeancyjnej warunkuje gesto$¢ momentu sit o wartosci:

rNo = rAfo + div(rAda) . (7.1a)

Moment $rodowiskowy (permeancyjny) maszyny elektrycznej spowodowany sitami
dziatajgcymi na osrodek materialny, jakim jest wirnik maszyny, ma warto$¢ réwng catce
objetosciowej iloczynu promienia wodzacego od osi obrotu r oraz gestosci objetoSciowej
sktadowej stycznej sity:
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TeFe= }r2Nadrdzda.
\%

Po wykorzystaniu twierdzenia Gaussa i zaleznosci (7.1a) otrzymuje sie:

Teke = Jr2Aa,dSr + JrAjzB@dV, (7.1b)
av \Y (

mom.od pradéw magnetyzacji Tu

gdzie: = JrAjzBrdV oznacza moment od pradéw magnetyzacji.
\Y

Druga z wypisanych catek w zaleznosci (7.1b) odpowiada momentowi sit obliczanemu

metoda pragdéw magnetyzacji TMMoment permeancyjny TGre wynosi:

t.£. = Jr2Aoardadz + TM (7.1¢)
a

gdzie:

Aj =rot(AvrBr + AvaBa) - gesto$¢ pradow magnetyzacji (3.4),

Ava=Vvo0-va, AVr=V0-Vr,

la = AvoBa - sktadowa wektora magnetyzacji.
Jak wynika z zaleznosci (7.1c), moment obliczany metoda praddwmagnetyzacji nie jest
tozsamos$ciowo réwny momentowi dziatajgcemu na Srodowisko magnetyczne wirnika TgFe

W uktadzie wspoétrzednych cylindrycznych skladowa Aoar réznicowego tensora
naprezen wyraza sie przez sktadowe wektoréw pola magnetycznego nastepujaco:

Ado, =-Brla=-AvaBaBr.
Zalezno$¢ (7.1¢) mozna zapisa¢ w postaci:

T, Fc=ATeFe+T;, (7-1d)

gdzie:

ATeFe = Jr2Aoardadz (7.1e)
3V

oznacza cze$¢ momentu permeancyjnego wynikajaca z wartosci réznicowego tensora energii
pola elektromagnetycznego.

Obszar, po ktorym realizuje sie catkowanie, stanowi walec, ktérego o$ pokrywa sie z
osig obrotu wirnika. Zawiera on w cato$ci ferromagnetyczny rdzen wirnika oraz warstwe
przewodzaca. Pobocznica 9V walca V o promieniu re(R, R+g) usytuowana jest w szczelinie
maszyny obejmujac w catosci wirnik maszyny.

Gestos¢ sit dziatajacych na prady magnetyzacji wynosi:

Aj xB =rot(AvrBr + AvaBa)x B,
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zatem gesto$¢ momentu od pragdéw magnetyzacji jest réwna:
r x[Aj x B] = rot(AvaBa)rBr + rot(AvrBr)rBr. (7.23a)

e Pierwszy skfadnik po prawej stronie (7.2a) - po pomnozeniu przez r - mozna przeksztatci¢
do nastepujacej postaci:

M w s - i (7 .2b)
r ar Sr da

Przeksztatcajgc wyrazenie (7.2b) wykorzystano wilasciwosébezzrédtowosci pola
magnetycznego. Sktadnik opisany zalezno$cig (7.2b), jako jeden z dwdchskiadnikéw
w zaleznosci (7.2a), daje wkiad do obliczanego momentu sit.

¢ Drugi sktadnik po prawej stronie (7.2a) po scatkowaniu po objetosci obszaru zanika, gdyz:
rrot(TrAvrBr)rBr = -ri~ a(AdVrBJBr = - a(rAdv-BQ) iz. (7.3)
r a a

Catkujac po objetosci (7.2a) otrzymuje sie - wobec (7.2b) i (7.3) - nastepujaca réwnosc:

Tli = _ Jr2Btladadz = -ATeFe. (74)

av

Rownos$¢ powyzsza oznacza, iz w rozwazanym przypadku

TeFe=T|t+ATeFe=0. (7.5)

Otrzymany rezultat nalezy w tym miejscu skomentowa¢. Jezeli r6znica Ava=vo-va nie jest
zerowa, to wektor magnetyzacji nie zanika na powierzchni brzegowej 9V+. Oznacza to, iz
ATcke oraz sg niezerowe. Gdyby we wzorze (4.17) nie wystepowato wyrazenie bedace
dywergencja réznicowego tensora energii, to moment srodowiskowy okazatby sie niezerowy.
Jednak moment sit $rodowiskowych jest w rozwazanej maszynie zerowy, gdyz skiadnik
niejednorodnos$ciowy zanika (zanika pochodna reluktywnosci magnetycznej po kacie). Celem
otrzymania poprawnegorezultatu zada¢ mozna - niezgodnie zfaktycznymi  wiasciwosciami

srodowiska - zerowy warunek na wektor magnetyzacji (catka 7.1ezanika),bagdz wprowadzié¢

fikcyjne prady powierzchniowe [aF.l], Nalezy zauwazy¢, iz obliczanie catki r6znicowego
tensora energii (zalezno$¢ (7.1e)) nie nastrecza wigkszych trudnosci.

Jakkolwiek zanikania momentu permeancyjnego mozna dowie$¢ prosciej (Na=0), to
przedstawiong droge wybrano celowo. Jak pokazano powyzej, metoda pragddw magnetyzacji
nie prowadzi do poprawnej wartosci momentéw dziatajagcych sit w $rodowisku
magnetycznym, gdy obszar nie jest otoczony préznig. Cze$¢ momentu sit ATCle opisana
matematycznie przez roznicowy tensor energii pola elektromagnetycznego nie jest
uwzgledniana przy postugiwaniu sie metodg pradéw magnetyzacji. Moze byé ona formalnie
uwzgledniona poprzez zadanie odpowiednio zmodyfikowanych warunkéw brzegowych.
W przypadku gdy ruch wirnika odbywa sie w $rodowisku o witasciwosciach magnetycznych
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(np. medium magnetyczne lub pojawienie sie substancji obcych w szczelinie powietrznej),
nalezy uwzgledni¢ omodwiong poprawke ATGrc. Opisana sytuacja w przetwornikach
elektromechanicznych o typowych konstrukcjach nie wystepuje. Jednak z uwagi na postep
technologii materiatowych nie jest wykluczone celowe wprowadzanie $rodowisk

magnetycznych do obszaru szczeliny.

Powyzsze rozwazania pozwalajg stwierdzi¢, iz:

Dla potrzeb obliczania momentéw sit metodg pragdéw magnetyzacji mozna
stosowaé naturalne dla danej granicy srodowisk warunki brzegowe przy wykorzystaniu
zaleznosci (4.17), w ktorej pojawia sie zdefiniowany réznicowy tensor energii pola
elektromagnetycznego.

Stosowanie zmodyfikowanej metody pradéw magnetyzacji ma nastepujace zalety:
- zachowana jest spojnos¢ wiasciwosci i parametrow srodowiska z warunkami brzegowymi,

- przedstawiona metodyka uog6lnia metode pragdéw magnetyzacji,
- wyrazenie bedace dywergencjg roznicowego tensora energii pola elektromagnetycznego
w zaleznos$ci (4.17) prowadzi do obliczania odpowiedniej catki powierzchniowej (7.1e).

Warto zwréci¢ uwage, iz nieuwzglednienie w metodzie pragdéw magnetyzacji udziatu
réznicowego tensora energii pola elektromagnetycznego moze prowadzi¢ do niezgodnosci
bilansu momentéw. Réznica odniesiona do catkowitego momentu maszyny wynosi:

~ATeke = -° ~ Vgt , (7.6)

Te Vo5
i jest niezerowa dla $rodowisk w szczelinie o reluktywnos$ci wzglednej réznej od jednosci.
Obliczenie momentéw sit na przyktadzie maszyny indukcyjnej o litym wirniku zostanie
zaprezentowane w podrozdziale 7.2. Rozkiad pola magnetycznego zostanie wyznaczony
analitycznie zarowno celem uniezaleznienia rezultatow od ewentualnych btedéw numerycz-

nych, jak i dla potrzeb og6lniejszej dyskusji wynikow.

7.2. DWUWYMIAROWA ANALIZA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO
MASZYNY ELEKTRYCZNEJ O LITYM ANIZOTROPOWYM WIRNIKU

Rozwazmy maszyne o budowie opisanej w pkt.7.1, przy nastepujacych zatozeniach:
- zanikajg pochodne czgstkowe wzgledem zmiennej z (OZ jest osig obrotu wirnika maszyny):

gg-} =0, (7.7)

- prad przesunieciajest pomijalny:



- rozktad przestrzenny przeptywu uzwojen stojana jest sinusoidalny:
0S(a) = 0Ros(27rft-pa+7s)= G Re{exp[i(27tfst-pa+y9)]}, (7.8b)

€0 0znacza, iz uzwojenia stojana wywotujg wirujace, kotowe pole magnetyczne,
- wystepuje normalna anizotropia wasnosci magnetycznych w wirniku maszyny - rézne sg
reluktywnos$ci magnetyczne w kierunku promieniowym i stycznym:

Vra~ Vaa *0 -
Dla szczeliny zachodzi: vi5- vos * 0.

Zgodnie z rbwnaniem Maxwella mozna zapisa¢:

rotH = yE. (7.9a)

Wyrazajac natezenie polamagnetycznego przez indukcje pola magnetycznego w obszarze
anizotropowym (szczelina, warstwa przewodzaca) otrzymuje sie:

H =vaBa+vrBr=voB-AvaBo - AvrBr. (7.9b)
Rownanie Maxwella (7.9a) przyjmuje wtedy postac:
VOrotB = -y EZ? ygradV +Aj.
Natozenie warunku potencjatéw postaci:
divA +v~'yV =0
prowadzi do nastepujacego rownania okreslajgcego magnetyczny potencjat wektorowy:
VOA(A) = yd—o'? + ,gfj, (7.9¢)
w ktorym:
Aj = rot(AvaBo + AvrBr) . (7.9d)

Zgodnie z druga z zaleznosci (3.6b) mozna zapisac:

rot(l) = rot(-H +voB) = rot(-vrBr- voBa +voB) = rot(AvaBa + AvrBr). (7.9¢)

W uktadzie wspétrzednych cylindrycznych, rzutujac na kierunek osi OZ, uzyskuje sie:

97

gdzie z uwagi na zalozong symetrie maszyny, jedyng zmienng przestrzennie skfadowg
potencjatu wektorowego jest Azokreslajgca indukcje pola magnetycznego:
- - - - 1SAZ - 9AZ N
a*)
Oznaczajac przez A wielko$¢ bedaca obrazem sktadowej Az potencjatu wektorowego pola
magnetycznego w wybranym ponizej opisie dziedziny czasowej, za$ przez s operator
odpowiadajagcy operacji obliczania pochodnej czastkowej po czasie, dla ktérych mozna
dokona¢ przejécia do zapisu formalnego:

d\
dl

SA.

Pare (A,s) moga stanowic:
A, s=id)
(A,s) =« Az(sL), sL
Az, s=-11/t
gdzie:
o - pulsacja przebiegu sinusoidalnie zmiennego w czasie (i - jednostka urojona),
sl - operator Laplace’a,
Az(sl) - transformacja Laplace’a funkcji o zerowej wartosci poczatkowej: Az0+)=0,
t - stala czasowa (+ > o dla przebiegéw zanikajacych wyktadniczo z czasem).

Zaleznos$ci obrazu A potencjatu Az od czasu t przy analizie zespolonych wielkosci nie
wypisuje sie jawnie w rownaniach. Rozwazmy stan pracy maszyny elektrycznej przy
ustalonej predkos$ci obrotowej oraz sinusoidalnie zmiennych w czasie przebiegach pradéw.

W obszarze warstwy przewodzacej (7.9f) przedstawia réwnanie Helmholtza:

19. IQA 1 92A A 79hj
var®-) +vr—-y-r =srA' -
r9r( 9r) r da (

W obszarze szczeliny (y=0, va=vas) réwnanie (7.9f) przechodzi w réwnanie Laplace’a:
-9( v asr%') +vr51- Q-ZAI‘ =0. (7.9Kk)
or or r da

Rownanie Helmholtza (7.9h) ma jednoznaczne rozwigzanie (sy = iy©* 0) przy zadaniu

warunku brzegowego pierwszego, drugiego lub trzeciego rodzaju na brzegu rozpatrywanego
obszaru. Natomiast réwnanie Laplace’a (7.9k) ma jednoznaczne rozwigzanie przy zadaniu
warunku brzegowego pierwszego lub trzeciego rodzaju (nie redukujgcego sie do warunku
brzegowego drugiego rodzaju). Jezeli poszukujac rozwigzania w postaci iloczynu funkcji
zmiennej R(r) oraz funkcji S(a) uzyska sie rozwigzanie rownania (7.9h) lub (7.9k) spetniajace
odpowiednie warunki brzegowe, to jest to jedyne rozwigzanie. Separacja zmiennych dla
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réwnania Laplace’a bgdZz Helmholtza jest mozliwa w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych,
poniewaz sg spetnione warunki Stackela [R.2],

Poszukiwane sg zatem rozwigzania postaci:
A(r,a) = R(r)S(ot).
Po separacji zmiennych na podstawie (7.9h) uzyskuje sie w obszarze warstwy przewodzgce;j:
d (rdR(r)) syr2_ v
RNd V i1:7? ;p 0»..«.,
S(a) da2 A

gdzie po prawych stronach obu réwnan uzyto kwadratu liczby par biegunéw maszyny p, dla
oznaczenia statej niezaleznej od zmiennych a oraz r. Uzyskano w ten sposob rozkiad
przestrzenny pola magnetycznego w maszynie elektrycznej o p parach biegunéw.

Rownanie rozniczkowe (7.10a) przy p 0 przedstawia rownanie rézniczkowe Bessela:

dar 1) +in £ A+ PEL)R(r) =0. 7.11a
) AR E ) (pre PLIR(T) (7.11a)
gdzie:
Pb -jest rzedem funkcji walcowych:
Pb=PJ— . (7.1 1b)
VVoi

réznym - w przypadku wystgpienia anizotropii wtasnosci magnetycznych (vm-va*0) - od
liczby par biegunoéw p,

P - parametr zmodyfikowanego réwnania Bessela: p="sy/vaa .

Rozwigzanie (7.1 Ib) wyraza sie poprzez zmodyfikowane funkcje Bessela [G.3]:
R(r) = alpB(Pr) + bK pB(Pr), (7.11c)

rzedu pa o wartosciach rzeczywistych dla argumentu rzeczywistego. Jezeli Pb jest liczbg
niecatkowitg, to zamiast funkcji KpB ) dla uzyskania rozwigzania og6lnego mozna

wykorzystac funkcje Lpb( ) (dodatek D3). State a, b sag statymi zespolonymi.

Rownanie harmoniczne (7.1 0b) ma rozwigzanie ogoélne:
S(a) =S. exp(-ipa + i)+ S+exp(ipa - icp),

a z uwagi na wywotane poprzez uzwojenia stojana wirujgce, kotowe pole magnetyczne tylko
jedna ze sktadowych nie zanika, np. S+ =0, stad:

S(a) =S_exp(-ipa +i<p). (7.1id)
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W obszarze warstwy przewodzacej przy predkosci obrotowej réznej od predkosci wirujacego
pota magnetycznego stojana sktadowe indukcji pola wynosza:

Jb* =* {aalpB(Pr) + baKpB(pr)}exp(-ipa +i(pa-if) (7.12a,b)
1 = —{aaP IMB(Pr) + baPK'pB(pr)}exp(-ipa + itpa),

przy czym: aa=aS_, ba=bS_.

Natomiast w obszarze szczeliny obowiazuja réwnania:

3.(rdRwW)="-p»
R(r) dr dr Y

L dsey _ 2
S(o) da2

W obszarze szczeliny po separacji zmiennych sktadowe indukcji pola magnetycznego (indeks
8 odnosi sie do stalych opisujacych rozwigzania w obszarze szczeliny) wyrazajg sie
zalezno$ciami:

Bsr="~{a6rP5+ bsr'"8}exp(-ipa + icp5- if) (7.14a,b)
Bta =-P5{a6rpS8' -b 5r 5 1}exp(-ipa + i(p5),

gdzie:

Ps =P.
Vs,

Rozktad pola magnetycznego w rozwazanej maszynie modelowej wymuszajg wirujace,
kotowe przeptywy stojana i wirnika. Okre$lenie rozktadu pola magnetycznego - z uwagi na
zatozong liniowo$¢ obwodu magnetycznego maszyny - zostanie przeprowadzone w oparciu
0 zasade superpozycji. Pole magnetyczne pochodzi od wymuszonych pradéw w uzwojeniach
stojana oraz w wirniku. Wyznaczenie statych wystepujacych w rozwigzaniach réwnan pola
pozwoli na wyznaczenie momentu elektromagnetycznego rozpatrywanej maszyny asynchro-
nicznej.

Pole od przeptywu uzwojen stojana (amplituda przeptywu wynosi 0 § opisuja warunki
brzegowe na granicach odpowiednich Srodowisk:

« ldealny ferromagnetyk - tuska pragdowa (uzwojenie stojana) - szczelina (r = R +g):

i ae,(q)
a 8 R+g da

czyli:

a"R +@)"8" _bj(R +g)“p'1=p0,{(R +g)psvaS}1, (7.15a)

oraz 9B =Ys N2 (715h)
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(tuska pradowa przylega do powierzchni wewnetrznej idealnego ferromagnetycznego przy czym state a oraz b z indeksem 8 dotycza rozwiazar w obszarze szczeliny powietrznej,

stojana). zas$ state z indeksem a odnoszg sie do obszaru warstwy anizotropowe;j.

e Szczelina - warstwa przewodzaca (r = R):
P aca ( ) Pole magnetyczne moze by¢ dodatkowo wywolywane przez wymuszony przeptyw

w wirniku maszyny (maszyna dwustronnie zasilana). Amplituda przeptywu wymuszonego

B 8r = ®ar '

zostanie oznaczona jako AOr, za$ kat przesuniecia tego wymuszonego przeptywu wzgledem

czyli:
przeptywu pradéw indukowanych poprzez k. Warto$¢ wymuszonego przeptywu i warunki
asRp+beR“p=aap IpB(pR) + bap KpE(pR), (7.15c) brzegowe dla granic odpowiednich $rodowisk prowadza do wyznaczenia nieznanych statych.
Kolejne state otrzymuje sie zapisujac:
Ve « Przeptyw wirnika pod jednym biegunem:
czyli Zr: "
AOrexp{i(cost + qa-K)} =-sy J |Zr(pr)exp{i(cost-pa + rdrda =
vosP8W * -' ~ beR~p~} = vaap{aai;B(pR) + baK;B(pR)}, (7.15d) atl KO} Y R_la (prjexp{i( P )}
2p
oraz Fa= FB- (7.15e)
AG, =|A0r|=-~-{C +07}, -K,
* Warstwa przewodzaca - idealny ferromagnetyk (r = R - a = Ra>0): AT p{ ad ¥ (pra=cpa
VaaBaa = 0, R R
gdzie: Ca= JlpB(Pr)rdr, Cb= |K pB(pr)rdr, (7.17a)
czyli: R-a R-a
aalpB(PR,,) + baK'B(PRa) =0 . (7.15f) oraz warunki brzegowe dla granic:
Na podstawie réwnan (7.15a+f) okre$la sie state wystepujace w zaleznos$ciach (7.12a,b) oraz » szczelina - warstwa przewodzaca (r = R):
(7.14a,b). State te wynoszg odpowiednio:
Br& =Br,,,
aa=-BE"{U (R +g)B8- WR +g)"}-,; (7.16a) czyli:
Psvad
a”+ b~"R -5 =aarlpBpR) +ba[KpB(PR), (7.17b)
b - as$ S - n,n s
M S )" <716b'c) Va8Br&, = VaaBrao,
czyli:
as=aaU > b6 =aaW, (7.16d,e)
1 " - " A
przy pomocniczych oznaczeniach: vabp8K rR’8-1- bsrR'"8'1} = vaaP{aar I'B(PR) + b KpB(PR)}, (7.17¢)
U=I(R-p8lIP+R”*Q), W =-(-R 154P + R<*Q), oraz cprs = (pra, (7.17d)
A 2
» warstwa przewodzgca - idealny ferromagnetyk (r = R - a = Ra>0):
P= (PR) - SK'B(PR)}, Q = IB(PR) - s KB(PR). veaB@a =0,
r 6 o5
czyli:

Dla uproszczenia zapisu rozwigzan pola pochodzacych od pragddw stojana oznacza sie:
aa I'pB(PRa) + b,, K;B(pRa) =0 . (7.17¢)
D(r) = aérpp + ber_p5, Z(pr) =aalmd(pr) + baKpB(Pr),
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(tuska pradowa przylega do powierzchni wewnetrznej idgalnego ferromagnetycznego
stojana).

e Szczelina - warstwa przewodzgca (r = R):

czyli:
asRp+béR-p=a.p IpB((iR) + bap KpB(PR), (7.15c)
VabB5a = ,
czyli:
vabP6 - b6R-6-'} = vaap{aal;B(PR) + baK;B(PR)}, (7.15d)
oraz = gs. (7.15e)

* Warstwa przewodzgca - idealny ferromagnetyk (r = R - a = Ra>0):
VaaBaa =0,
czyli:
aalB(PRa) + baKpB(PRa) =0 . (7.15f)

Na podstawie réwnan (7.15an-f) okresla sie state wystepujagce wzaleznosciach (7.12a,b) oraz
(7.14a,b). State te wynoszg odpowiednio:

a. =-BE*M U(R +g)B- W(R +g)-p5}-1, (7.168)
P6va3
b- - a-s- S W ' (716b-)
a5=aaU, b6 =aaW, (7.16d,e)

przy pomocniczych oznaczeniach:

U="(R pSHP +R"0), W =~ (-R [SHP + R10),

P= (PR)" SK'B(PR)}, Q= IB(PR) - SKB(PR).
Pii &

Dla uproszczenia zapisu rozwigzan pola pochodzacych od pragdéw stojana oznacza sie:

D(r) = a6rp + bér-*, Z(Pr) = aal®B(pr) + baKpB(pr),
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przy czym state a oraz b z indeksem 5 dotycza rozwigzan w obszarze szczeliny powietrznej,

zas$ state z indeksem a odnoszg sie do obszaru warstwy anizotropowe;j.

Pole magnetyczne moze by¢ dodatkowo wywolywane przez wymuszony przeptyw

w wirniku maszyny (maszyna dwustronnie zasilana). Amplituda przeptywu wymuszonego

zostanie oznaczona jako AOr, za$ kat przesuniecia tego wymuszonego przeptywu wzgledem

przeptywu pradoéw indukowanych poprzez k. Warto$¢ wymuszonego przeptywu i warunki

brzegowe dla granic odpowiednich $srodowisk prowadzg do wyznaczenia nieznanych statych.

Kolejne state otrzymuje sie zapisujac:

Przeptyw wirnika pod jednym biegunem:
27:) R

AOrexp{i((ost + qm- k)} =-sy J jZr(Pr)exp{i(cost-p a + <pa)}rdrda

R-a
2p

AOr =|AO0r|=-~{ C aaa+Chb.}, (pra=cpa-K,
P
R R
gdzie: Ca= JIB(Pr)rdr, Cb= jKpBPr)rdr,
R-a R-a

oraz warunki brzegowe dla granic:

.

szczelina - warstwa przewodzgca (r = R):

BrSr = Brar5
czyli:
a™+b~"R -5 =aarlpBpR) + barKpB(pR),
vabBrSi = vaaBraa,
czyli:

vosPs{aSR B 1- b R -b-1} = voaP{aarI'pB(pR) + barK'pB(PR)},

oraz (prg = (pra,
warstwa przewodzgaca - idealny ferromagnetyk (r = R - a = Ra>0):

VBl =0,

aa
czyli:

aari;B(PRa) + barK'pB(pRa) = 0.

(7.17a)

(7.17b)

(7.17¢)

(7.17d)

(7.17¢)
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Stale wystepujagce w rozwigzaniach réwnan Laplace’a i Helmholtza pochodzgcych od
wymuszonego pragdu w wirniku sg dodatkowo opatrzone literg r. RdAwnania (7.17an-e)
okreslajg wartosci statych wystepujace w zaleznos$ciach (7.12a,b) oraz (7.14a,b). State te
wynoszg odpowiednio:

aa=P"M scb-c,r\ b, = -aarS, (7.18a)

asr= A 1 {Wl+ W2}, bs = {WL- W2}, (7.18b)

przy pomocniczych oznaczeniach:

W1 =aa IpB(PR) + ba, KpB(pR), w2=n-{a” I'pBPR)+b, K;:b(PR)}.
PsVa3

Dla uproszczenia zapisu rozwigzan (7.12a,b) oraz (7.14a,b) pochodzacych od pragdéw wirnika
wprowadza sie funkcje:

Dr(r) =asr@+ bar_p*, Zr(pr) =aarlpB(pr) + barK pB(pr). (7.19)

Dodatkowe oznaczenia badz indeks dolny r odnoszg sie do rozwigzan pola wywotanych przez
wymuszone prady wirnika.

Dla uzwojonej maszyny asynchronicznej dwustronnie zasilanej uzwojenie wirnika moze
by¢ modelowane poprzez warstwe przewodzgcg wirnika o niewielkiej grubosci w poréwnaniu
z promieniem zewnetrznym wirnika a«R .

Jezeli a = R, to warstwa anizotropowa rozcigga sie od osi obrotu wirnika r = 0 do
zewnetrznej powierzchni wirnika o promieniu r = R tworzac petny blok lity. Wtedy state ba,
S, Cb musza zanika¢ z uwagi na ograniczono$¢ wektorowego potencjatu pola magnetycznego.

W przypadku maszyny jednostronnie zasilanej AOr=O (zasilanie stojana), badz 0SO
(przypadek zasilania od strony wirnika).

Znajomos$¢ statych wystepujacych w réwnaniach (7.12a,b) i (7.14a,b) pozwala na
okre$lenie momentu catkowitego i Lorentza maszyny. Moment catkowity maszyny wynosi:

JravasBrBadzda. (7.20)
3v

Przy analizie zespolonej pola magnetycznego (dodatek D4) mozna wyrazi¢ wartosci
chwilowe poprzez odpowiednie wartosci zespolone:

BrBa =Re{Br}Re{Ba}=iRe{BrBa}+iRe{B rBa}.
lloczyn wielko$ci zespolonych pod pierwszym symbolem wartosci rzeczywistej zawiera
wyrazenie exp(2icost - 2ipa + const), ktére po scatkowaniu po petnym kacie ae (0,27i) daje

warto$¢ zerowg. Skiadnik ten bywa nazywany skiadnikiem o pulsacji 2ra, [aM.2], a jego

warto$¢ Srednia jest zerowa. Drugie wyrazenie nie zalezy od kata a i od czasu. Warto$¢ catki
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(7.20) iloczynu wartosci chwilowych nie zalezy od czasu. Po podstawieniu do powyzszej
zalezno$ci sumy rozwigzan odpowiednich sktadowych pola magnetycznego (7.12a,b) oraz
(7.14a,b) uzyskuje sie (D4):

Te=-vasCrplm[DD>+DrD; +DD;et +DrD V iK]. (7.21)

Nadkreslenie oznacza tu warto$¢ sprzezong, ‘prim’ oznacza pochodng wzgledem promienia,
a C=7pl. Moment catkowity nie zalezy od promienia re(R, R+g) wybranej powierzchni
cylindrycznej umieszczonej w szczelinie maszyny, po ktérej oblicza sie catke
powierzchniowag tensora naprezen.

Analogicznie wyznacza si¢ moment Lorentza:

TcQi = -ysiC fRe{|Z(Pr)2+|Zr(pr)|2+2Z(Pr)Zr(pr)eik}rdr. (7.22)
R -i
Moment sit Lorentza zostat okreslony na podstawie wyrazenia na gesto$¢ objetoSciows sit
Lorentza, aby potwierdzi¢ zgodno$¢ relacji (4.15d), (4.16) i (4.17). Warto$ci momentow
maszyny opisane zalezno$ciami (7.21), (7.22) i moment $rodowiskowy (permeancyjny)
spetniajg rownosé:

Te=TeCutTefe

Rownos$¢ ta zostata potwierdzona réwniez przyktadami obliczeA zamieszczonych na
rysunkach 7.2+7.6 dla réznych parametréw geometrycznych i Srodowiskowych maszyny
asynchronicznej. Na rysunkach przedstawiono przyktady obliczen momentéw maszyny
Z anizotropowg magnetycznie szczeling oraz przewodzacg warstwg umieszczong na wirniku
maszyny. Zaprezentowano réwniez obliczenia mocy i sprawdzono doktadno$¢ rozwigzania
réwnan rézniczkowych opisujagcych potencjat magnetyczny. Obliczenia zrealizowano przy
wykorzystaniu programu Mathcad pozwalajgcego na fatwy wglad w strukture obliczanych
wyrazen. Wartosci wielkosci podano w jednostkach uktadu SI. Na rys.7.2 i 7.3 przed-
stawiono wyniki obliczen momentéw sit dla maszyny o szczelinie powietrznej (vas=vrs=1)
przy wirniku odpowiednio izotropowym i anizotropowym. Na rys. 7.4 i 7.5 przedstawiono
wyniki obliczeA momentéw sit dla maszyny o szczelinie magnetycznej i wirniku izotropo-
wym oraz anizotropowym. Na rys. 7.6 przedstawiono wyniki obliczen momentéw sit dla
maszyny dwustronnie zasilanej o szczelinie magnetycznej i wirniku anizotropowym. Na
rysunkach 7.7 oraz 7.8 przedstawiono przebiegi: zmiennosci sktadowej radialnej, stycznej
gestosci sit oraz ich stosunku w anizotropowej, przewodzacej warstwie wirnika maszyny
indukcyjnej. Wykresy te pozwalajg na ocene ich wzajemnej proporcji (dla maszyny
synchronicznej przedstawiono ich proporcje w rozdziale 5).

Celem sprawdzenia poprawnosci analiz:

- Potwierdzono spetnienie warunkéw brzegowych dla rozwigzan potencjatu pola

magnetycznego wymuszonego przez prady stojana i wirnika:
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vasdD(R + Q) i vasp5dD(RO
ACPPS"R +g)'1 vapdZ((3R) ’
Z(pR) _,

dZ(P(R - a)) = 0.

- Dokonano oceny doktadnosci uzyskiwanych rozwigzan rownania Helmholtza oraz

Laplace’a:
LZ=A {pdZ(pn}+i A {Z(p1)}_ RZ={p2+4}Z(pr),
dr rdr r
iD= d dD r} 1dD(r) W pfl
D= RD =1fD (1),
obliczajac ilorazy lewej i prawej strony réwnania:
- -, H .i.
RZ RD

- Sprawdzono zupetnos$¢ rozkiadu catkowitego momentu maszyny:

FeQu+ F_j

- Obliczono moc strat cieplnych w wirniku maszyny dwukrotnie:
catkujac po objetosci gestos¢ objetoSciowg mocy strat Joula - Qe,
R -
Qe =mylsji2l j[1Z(Pr)2 +|Zr(Pr)|2+2Re{Z(Pr)Zr(pr)eilc}]rdr,

R-a
oraz catkujac po odpowiedniej powierzchni wektor Poyntinga - Se:

Se =isrclrpsvas Im{DdD + DrdDr + D(r)dDre'k+ DrdDe"'It},

sprawdzono: Se= Qe.

Pochodna energii magnetycznej po czasie oraz moc mechaniczna widziana przez obserwatora
zwigzanego z wirnikiem wynoszg zero.

Przyktady obliczeniowe potwierdzajg analize teoretyczng i zaprezentowane wnioski,
w szczegdblnosci zupetno$é dekompozycji momentu catkowitego na moment Srodowiskowy
i Lorentza. Rdznicowy tensor energii pola elektromagnetycznego pozwala na uzupetnienie
gestosci sity od pradow magnetyzacji do gestosci sit srodowiskowych. Tensor ten ma zatem
fizykalng interpretacje, ktéra pozwala na wprowadzenie go do teorii pola elektro-
magnetycznego i teorii przetwornikow elektromechanicznych.
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Maszyna indukcyjna z izotropowym, przewodzacym wirnikiem i szczelina powietrzng
1:=1.0 R:=02 a:=0.1 p:=1 va:=02vo vr:=0.2vo y :=2510°
= :=2-Tt-3.0i = = vr6:= vo
g:= 0.001 $:=2-Tt-3.0i 0s:=570 vct8:=vo B = p p= *__
lp| =54.414 [p|-R = 10.883

Spetnienie warunkéw brzegowych przez rozwigzania réw, rézniczkowych:

vaBRgID(R +g) _ vasps-dD(R) _ 2(p-R) — dZ[3 (R - a)] =0
Osp—p8" vap-dz(p R) " D(R)
Momenty maszyny: C=nip  r=R+g
Moment catkowity: Te := -va5-C-r-pf>In~D(r)-dD(r)) Te = 0.442
Moment Lorentza: TeCu = -Csicy- 1 (|z(p-r)])2-rdr TeCu = 0.442
Moment permeancyjny: e
TeFe:=0
Moment pr.magnetyzacii Ten :=-(vo - va6) C r p6lir(D(r) dD(r))
TN =0
Poprawka do wyznaczenia momentu metoda pradéw magnetyzacji:
VO - V(X6
IEE-o0
Te va8
Udziaty procentowe momentow:
TeF TeCu + TeFe
TeCU 100- 100 % ¢ 100=0 % =00= 100 %
Te Te Te
Bilans mocy - wektor Poyntinga. moc cieplna F= R+ g05

Qe:=T(|s|2ly- f (|z(p-r)|)2-rdr Se:=Ttls ir va5 p5-In"D(r) dD(r))
“Ra Oe

Qe = 8.338 Se = 8.338 ; = 1.000

Sprawdzenie poprawnos$ci rozwiazan dla row. Helmholtza i Laplace'a:

a ( 2
FER—5 2= CikB.,Pr)) *- i(K(PB.PN) RZ:= P2+/ - =K(pB.pr)
dr dr rdr J | r
S2 LD 17 _
f=R+_ LD= -(-D{N]+— DM  RD:=2 D@ === 100000 oy = 100000
2 dridr ) rdr RD

Rys.7.2. Obliczenie momentéw dla maszyny z izotropowym wirnikiem i szczeling powietrzng
Fig.7.2. The torques calculations for machine with isotropic rotor and air-gap
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Maszyna indukcyina z anizotropowym, przewodzacym wirnikiem i szczeliny powietrzna
1:=10 R:=02 a:=0.1 p:=1 wva :=0.3-vo vr = 0.2-vo y = 25-10°

g :=0.001 s:=2-n-3.0i 0s:=570 va8:=vo VP = vo
PB :=p- — p::\s—"
lp| =44.429 lp| R = 8886 wva e

Speinienie warunkéw brzegowych przez rozwigzania réw, rézniczkowych:

va6-Rg-dD(R + g) _ va6-p8dD(R) _ 2(p-R)
=1 =1 =1 dZ[p (R-a)] =0
BsppS va-pdz(p-R) D(R)
Momenty maszyny: C:=7tl-p =R+
Moment catkowity: Te := -va8-Cr-p&Ilirfor)-dD (6) Te = 0.368
Moment Lorentza: fR
TeCu:=-C-s-iy- (Iz(p-r)l) rdr TeCu = 0.368
Moment permeancvinv: R'8
eFe =0

Moment pr.magnetyzacii Ten:=-(vo - vas)-Cr-pS-lir(D(r)-dD(r))

Poprawka do wyznaczenia momentu metoda pradéw magnetyzacji:

Udzialy procentowe momentow:

TeCu TeFe
100= 100 % 100=0 % TeCu TeFe.loo: 100 %
Te Te Te
Bilans mocy - wektor Povntinga. moc cieplna
r:=R + g-05
mR
Qe := &-(|s] ) 2I-y- (Jz(p-r))2rdr Se:=%Isirva8p8Irr*D(r) dD(r))
*'R-a
Qe =6.928 Se = 6.928 E = 1.000
e
Sprawdzenie poprawnosci rozwigzan dla row. Helmholtza i Laplace'a:
R~ Lz= T ik (pB,p-)) (
rr=R-~n" = T i(K(pB,p-r + ---(K(pB,p-r RZ:= .
L ; ér (pB.,p-r)) po+ — rK(pB,PI)
I 7]
- — 2 LD 17
rER+— LD= L, L " RD:=ED() o = 100000 =
2 g (grDI)) + 't T D) . O %5 Rz T

Rys.7.3. Obliczenie momentéw dla maszyny z anizotropowym wirnikiem i szczeling powietrzna
Fig.7.3. The torques calculations for machine with anisotropic rotor and air-gap
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Maszyna indukcyjna z izotropowym, przewodzacym wirnikiem i szczeling magnetyczng
1:=10 R:=02 a:=01 p:=1 va:=02vo vr:= 0.2vo y :=25-10

g:=0001 s:=27-30i 6S:=570 va8:=08vo  vr8:=08vo 0B = p- Pi= /.--i-
va va

lp| =54.414 |P|R = 10.883

Spetnienie warunkéw brzegowych przez rozwigzania réw, rézniczkowych:

va8RGIDR + ) _, va8p8dD(R) z(pr) -4 dz[p-(R - a)] =0

Os-p-p8 va-p-dz(p R) D{R)
Momenty maszyny: C:=nip r=R+g

Moment catkowity: Te :=-vas Cr p8In/D(r) dD(r)) Te = 0.443
Moment Lorentza: TeCu:=-Cs iy- fR (|Z{P S TeCu = 0.443
Moment permeancvinv: Rii

TeFe:=0

Moment pr.magnetyzacii Ten :=-(VO - va8 Cr p8lirj(D(r) dD(r))

Ten =0.111
Poprawka do wyznaczenia momentu metoda pragdéw magnetyzacii:
vo - va$S
A =025 = eee———— =0.25
Te vaS
Udziaty procentowe momentow:
TeFe TeCu + TeFe
TeCU 100- 100 % 100=0 % 100= 100 %
Te Te Te
Bilans mocy - wektor Povntinga. moc cieplna =R+ g-05
fR
Qe := A-(|s]) 2y (Iz(p-r)|)2-rdr  Se :=n-l-s-i r-va8p8Im(D(r) dD(r))
R-a
Qe = 8.343 Se = 8.343 I; = 1.000

Sprawdzenie poprawnosci rozwigzan dla row. Helmholtza i Laplace'a:
(

ri=R - v, £ . = K.(pB,p 1)
> V7= i(K.(pB,P-r)) +ii-(K(pB,p-r)) RZ: mK.(pB.p
d(r ® ) rodr kp2+£rr
Lo ' - 100000
r=R+— LD:i= —(—D(r)]+-~D(r) RD:=-A-D(r) --—-—- = 1.00000 =
2 drvdr 'y rdr r RD Rz

Rys.7.4. Obliczenie momentéw dla maszyny z izotropowym wirnikiem i magnetyczng szczeling
Fig.7.4. The torques calculations for machine with isotropic rotor and magnetic-gap
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Maszyna indukcyjna z anizotropowym, przewodzacym wirnikiem i szczelina magnetyczna
1:=10 R:=02 a:=01 p:=1 va:=04-vo vr:= 02vo y = 25-10°

va$S := 0.8-vo vr8:= 0.8vo .
pB:=p —
wWva
Ip| = 38.476 lp|-R = 7.695

Spetnienie warunkéw brzegowych przez rozwigzania réw, rézniczkowych:

va8Rg-dD(R + g) vqS-p8dD(R) _ z(p-R)
=1 dZ[p(R-a)] =0
Os-p-p6 vapdz(p-R) D(R)
Momenty maszvnv: C:=tip ri=R +g
Moment catkowity: Te :=-va8Crp5Trr/D (r)dD(r)) Te = 0.321
Moment Lorentza: fR ,, .
TeCu :=-C-s-i-y- (lz(p-r)]) -rdr TeCu = 0.321
Moment permeancvinv: Roa
TeFe:=0

Moment pr.magnetyzacji Ten:=-(vo - va8 cr P8Id(D(r) dD(6)

. i .. Ten=0.08
Poprawka do wyznaczenia momentu metoda prgdéw magnetyzacji:
Ten -
=025 vo - va8 - 025
Te va8
Udzialy procentowe momentow:
TeCu TeFe TeCu + TeFe
- 100- 100 % 100=0 % .100= 100 %
Te Te Te
Bilans mocy - wektor Povntinga. moc cieplna
rr=R + g-05
R _
Qe:=n (|sP2ly- (1z(p-r)|)2-rdr Se := T-I-s i-r-vaS-p8Irri(D(r)-dD(r))
-'R-a
Qe = 6.055 Se = 6.055 Qe _ 1.000
e

Sprawdzenie poprawnosci rozwiazan dla row. Helmholtza i Laplace’a?

(

rr R 2 LZ: i(K(pB,Pr)) +-i(K (PB,pr)) RZ:= P2+ ~ mK(pB,Pr)
dr r dr |
g : LD
r=R+— LD:= | ii T RD:=A2 D) o = 100000 "7 = 100000
2 drydr ) rdr 2 RD RZ

Rys.7.5. Obliczenie momentéw dla maszyny z anizotropowym wirnikiem i szczeling magnetyczng
Fig.7.5. The torques calculations for machine with anisotropic rotor and magnetic-gap
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Maszyna dwustronnie zasilana z anizotropowym wirnikiem i szczelina magnetyczna

6 w
§:=2-7i-3.0i p:=2 va :=0.3-vo vr := 0.4-vo y = 25-10 pB::p-\l—
va

g:=0.001 AOr:=50 va8:=0"vo| vr8:=08vo 1'=10 R:=02 a:=0.1
|p| = 44.429 K:=10.7 |P-r| = 8886 0s := 500
Spetnienie warunkéw brzegowych przez rozwigzania row, rézn. od pragdéw stojana:
va8Rg-dD(R + @) 1 vaS-p8dD(R) =1 dz[p-(R - a)] =0
Os-p-p8 va-p-dz(p-R) D(R
Spetnienie warunkoéw brzegowych przez rozwigzania réw, rézn. - od pragdéw wirnika:

-2-s-y(Ca-aar + Cb-bar) =] va8p8dDr(R) _ * Zr(M =j [dZ[[p.(Ra)]] = .
AOr-p va-P-dZr(p-R) Dr<R)
C:=it-p-I r:-=R

Moment catkowity: Te :=-va8r-C-p8Im(D(r)-dD(r) + Dr(r) dDr(r) + D(r) dDr<r) ' K+ Dr(r)-dD(r)-e ,K)

Moment Lorentza: TeCu:=-C s iy- f [(z(p-r)D2+ (1Zr(p-r)])2+ 2-Re(z(p-r)-Zr{p-r) e"t)]-rdr
“Pa

Moment permeancyjny: TeFe =0 Te =2.034 TeCu = 2.034

Udziaty procentowe momentow:
TeCu + TeFe
TeFe %

— ~—100= 100 % 0 100=0 % 100= 100
Te Te Te

Bilans mocy pola od pr. stoiana - wektor Povntinga. moc cieplna, energia

fR R
Eri= — - z(P-r)-£ j -rdr Ea:=— [
2 r 2 Jp
JRa m
Sc:=va8s I-R-D(R)-p8dD(R) P:=(|s]) 2y-I- (lz(p r)|)2-rdr
Ra
Sc = 6.543+ 6.488i P = 6.543 Q = 6.488
P+ iQ _ .
= i.00000
Bilans mocy obu pdl - wektor Poyntinga. moc cieplna Sc
r=R+g

AP :=T-(Is)2ly- [ [(z(p-r)D2+ (1Zr(P-N1)2+ 2-Re(z(p-r) Zr(p-r) ei K)]-rdr

Ra

AP
S:=n-l s-i r-va8-pS-1rr(D(r)-dD(r) + Dt<r) dDr(r) + D(r)-dDr(r) e"* + Di(r)-dD(r)-e"* K) > = 1.000

Rys.7.6. Obliczenie momentéw dla maszyny asynchronicznej dwustronnie zasilanej
Fig.7.6. The calculation for torques of doubly-fed asynchronous machine
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Dla rozwazanej maszyny asynchronicznej - korzystajagc z wyznaczonego rozktadu pola
elektromagnetycznego - mozna oprocz sit stycznych okresli¢* gesto$¢ objetosciowq sit
promieniowych dziatajacych w obszarze przewodzacej warstwy magnetycznej. Zgodnie
z zaleznos$cig (D2.10b) (dodatek D2, Lr=1I) sktadowa promieniowa gestosci catkowitej sity
dziatajagcej w wybranym dowolnie punkcie przewodzacej warstwy wirnikajest réwna:

fr=-d ivM(CIr) + k#tir, (7.23a)

gdzie pominieto pochodng czasowa gestosci pedu pola, a indeks ,,r” oznacza skladowg
promieniowa.
Sktadowa promieniowa gestosci sity Lorentza wynosi:

fQ =-jzBa (7.23b)

ktora jest obliczana celem potwierdzenia poprawnosci analiz. Przeprowadzone obliczenia
potwierdzajg dodatkowo poprawnos$¢ wykorzystywanych zaleznos$ci wektorowych.

Sktadowa promieniowa gestosci sit permeancyjnych, z uwagi na stato$¢ reluktywnosci
magnetycznych w obszarze wirnika maszyny, jest rbwna zero:

frer=Nr=0. (7.23c)

Dla sktadowych promieniowych sit w przewodzacej warstwie wirnika zachodzi nastepujaca
réwnos¢:

fr=fcu,+fF«,=fc,- (7.23d)

Wykorzystujagc zaleznosci(7.23a,b,c) obliczono gestoscisit promieniowych dla maszyny
z przewodzacg warstwg na wirniku z nastepujacych relacji (dodatek D2; x=cot-pa+a0):

f, ,tRe{i® _p fi~) +3q,
dr r dx r

faur = y Re{ys(Z(Pr)exp(ix) + Zr(Pr)exp(ix - iK))Ba},

przy oznaczeniach zespolonych sktadowych pél postaci:

Br= ; [Z(Pr)exp(ix) + Zr(Pr)exp(ix - itc)],

Ba= T[Z(Pr)exp(ix) + Zr(Pr)exp(ix - iK)].

oraz oznaczeniach pomocniczych:

Gra=H,BO, G=HrB,-H aBa.
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Rys.7.7. Rozklad gestosci sit promieniowych i stycznych w litym wirniku maszyny indukcyjnej
Fig.7.7. Distribution of radial and tangential forces density versus radius in solid rotor

Na rysunku 7.7 przedstawiono zmienno$¢ sktadowej promieniowej i stycznej gestosci
sit w przewodzacej warstwie wirnika w funkcji promienia. Na rysunku 7.8 przedstawiono
przebieg ilorazu sit promieniowych do stycznych k(r,x) w funkcji promienia w obszarze litej
warstwy wirnika. lloraz k(r,x) nie ulega zmianie przy zamianach kata a na obwodzie wirnika.
Celem dodatkowego potwierdzenia poprawnosci obliczen sprawdzono warto$¢ ilorazu:
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Rys.7.8. lloraz sit promieniowych do stycznych w funkcji promienia w litej warstwie maszyny
indukcyjnej

Fig.7.8. The radial and tangential forces ratio versus radius in solid rotor of induction machine

Z przeprowadzonych obliczehA wynikaja wnioski.

Na przyktadzie maszyny indukcyjnej o litym wirniku pokazano, iz prowadzenie obliczen
momentow sit metodg pragdéw magnetyzacji przy wykorzystaniu réznicowego tensora
energii prowadzi do poprawnych rezultatbw. Zaproponowana metodyka nie wymaga
definiowania pragdéw powierzchniowych o okreslonych gestosciach powierzchniowych.

W maszynie o litym - przewodzacym i anizotropowym wirniku wystepujg sity styczne
i promieniowe o wartosciach tego samego rzedu (rys.7.8). Jest to konsekwencjg
wiasciwosci magnetycznych przewodzacej warstwy wirnika. Rozwazane przenikalnosci
magnetyczne wzgledne majg wartoéci do kilku do kilkudziesieciu. Takie wiasciwosci
odpowiadajg stanowi silnego nasycenia obwodu wirnika (podrozdziat 5.6).
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7.3. OBLICZANIE MOMENTU ELEKTROMAGNETYCZNEGO
W SRODOWISKACH ANIZOTROPOWYCH MAGNETYCZNIE

W S$rodowiskach anizotropowych obliczanie momentu elektromagnetycznego jest
problemem, ktéry wymaga oprécz analiz numerycznych, prowadzenia analiz teoretycznych
[aS.21, aS.27, T.I]. W szeregu ukladach elektromechanicznych, pojawiajagcych sie
w zastosowaniach szeroko rozumianej elektrotechniki, wykorzystywane sg S$rodowiska
magnetyczne, ktdrych macierz przenikalnosci magnetycznych jest niesymetryczna.

Przyktadowo, tak jest w przypadku ujawniania sie tzw. anizotropii wymuszonej [B.3
ss.305-306, G.I, aS.21], Dla magnetykéw, takich jak: samar-kobalt, neodym-zelazo-bor,
macierz przenikalno$ci magnetycznych jest niesymetryczna:

Hx ¢ Ix
0o\ x o_|

— - =

(7.24)

gdzie w ogolnosci c=c(Hx,Hy)*0.
Z kolei $rodowiska anizotropowe absorbujace (tzw. perfectly matched layer PML
[aK.3]) charakteryzuja sie¢ macierza przenikalnosci symetryczng niediagonalna:

X' Vx a c¢' h;
= a (|’ b (725)
A c b iz Hz

Obliczanie momentu sit w S$rodowiskach magnetycznych anizotropowych o roznych
wiasciwosciach jest tematem rozwazan w niniejszym podrozdziale.

W $rodowiskach anizotropowych, w ktérych nie ma magnesow trwatych, nie ujawnia
sie zjawisko magnetostrykcji oraz niejednorodnos$¢ przenikalno$ci magnetycznej, moment
Lorentza powinien by¢ réwny momentowi obliczonemu za pomocg tensora naprezen
Maxwella. W pracy [T.lI] zostata przedstawiona zalezno$¢ okreSlajgca moment
elektromagnetyczny (str.132 wz6r (33.9); oznaczenia osi zostaty cyklicznie zmienione oraz
zostat zmieniony znak tensora naprezen stosownie do definicji (4.12a)) postaci:

Tc= J(xfy- yfx)dV = -j(xay-y ax)dS- Jcny-a y)dV, (7.26)

gdzie:
Te- moment elektromagnetyczny sit wzgledem osi OZ,
fx, fy - sktadowe gestosci sit w kierunku osi OX oraz OY,
V - objeto$¢ rozpatrywanego obszaru,
S - powierzchnia zewnetrzna.

Zgodnie z (7.26) catkowity moment sit pola elektromagnetycznego w obszarze
anizotropowym powinien by¢ réwny momentowi okreslonemu poprzez tensor naprezen
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Maxwella, gdy $rodowisko jest izotropowe. Zanika wtedy? bowiem druga z catek
wystepujacych po prawej stronie zaleznosci (7.26). W przypadku gdy $rodowisko nie jest
anizotropowe - zgodnie z (7.26) - to rowno$¢ obu momentéw nie zachodzi.

Mozna pokazac jednak, iz istnieje taka mozliwo$¢ rowniez wtedy, gdy dane Srodowisko
jest anizotropowe, o diagonalnej macierzy przenikalnosci magnetycznych. W przypadku
takiego osrodka anizotropowego macierz reluktywno$ci magnetycznych ma postac:

vw O (O
0 VvVw 0 . (7.27)
.0 0 Vww
Przyktadowo, dla maszyny indukcyjnej opisanej w podrozdziale 7.2 macierz reluktywnosci
jest diagonalna w uktadzie wspétrzednych (r,a,z).
Jezeli vra=v0, to catkowity moment elektromagnetyczny (7.20) jest réwny:

Te= JvorBaBrdS. (7.28a)
av

Gesto$¢ objetosciowa sity Lorentza winna prowadzi¢ do tej samej wartosci momentu
elektromagnetycznego:

TeQu= frjIBrdV. (7.29a)
\Y

Druga catka po prawej stronie rdwnania (7.26) ma wymiar momentu sit i zostanie oznaczona
jako:

ATe=(v,-va)jBoBrdV. (7.30a)
\Y%
Szczegdtowe przeksztatcenie wyrazenia podcatkowego przedstawiono w dodatku D3.
Przy powyzszych oznaczeniach zalezno$¢ (7.26) przyjmuje nastepujaca postac:

Tecu=Te+ATe. (7.31)

Zalezno$¢ (7.26) dla Srodowisk anizotropowych pozostaje w sprzecznosci z ponizsza
zaleznoscig (wirnik maszyny jest jednorodny magnetycznie - brak sit srodowiskowych):

=1%0, » (7.32)

Zgodnie zzaleznoscig  (4.16) mozna bowiem przedstawiccatkowity moment
dziatajacych sit, w obszarzezaréwno izotropowym, jak i anizotropowym,poprzez catke
powierzchniowg tensora energii pola elektromagnetycznego w cylindrycznym ukfadzie
wspdtrzednych. Celem potwierdzenia réwnosci obu momentéw sit: Tc oraz Teou zostang
one obliczone niezaleznie. Pozwoli to na rozstrzygniecie, ktéra z zaleznosci (7.31) czy tez
(7.32) jest stuszna. Zalezno$¢ (7.32) okaze sie by¢ stuszna. Dodatkowo zostanie obliczona

warto$¢ wyrazenia ATe - okaze sie ono by¢ niezerowe. Zalezno$¢ (7.31) jest wiec
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nieprawdziwa. Warto zauwazy¢, iz dla $rodowisk izotropowych obie zaleznosci pozostajg
zgodne, poniewaz ATCzanika tozsamos$ciowo. Réznica powinna sie pojawiaé w przypadku
analizy maszyny indukcyjnej o anizotropowym litym wirniku.

Przedmiotem szczeg6towych rozwazar jest model maszyny indukcyjnej o litym wirniku
przedstawiony w podrozdziale 7.2. Podstawiajgc za sktadowe indukcji pola magnetycznego
otrzymane uprzednio (podrozdziat 7.1, 7.2) rozwigzania otrzymuje sie¢ w elementarny sposéb
wartosci momentow sit.

Moment elektromagnetyczny zgodnie z (7.28a) wynosi:

Te= - voCrpIm[D(r) D”r) + Dr(r)D;(r) + D(r) D;(r)eik+ Dr(r)U'(r)e" k], (7.28b)

gdzie re(R, R+g).
Moment sit Lorentza - zgodnie z zaleznoscig(7.22) - wynosi:

R
Teou = -ysiC J{|Z(pn)2+|Zr(Pn)j2+2Re[Z(pr)Zr(pr)eik}rdr. (7.29b)
0

Natomiast catka (7.30a) ma wartos¢:
R

ATC= AVCIIM[ZZ'+ ZrZt + ZZteik+ Zr"'Z e ]dr, (7.30Db)
0

gdzie nadkrestenie oznacza warto$¢ sprzezong do danej; znak ‘ oznacza pochodng wzgledem
promienia r, C=#pl - stata, 1- dtugo$¢ maszyny, p - liczba par biegunéw, Av=vr- va.

Rachunkowego potwierdzenia analiz dokonano przeprowadzajgc obliczenia analityczne
dla maszyny indukcyjnej o przewodzacym i anizotropowym wirniku - rys.7.9, 7.10.
Obliczenia i uprzednie analizy potwierdzaja stusznos$¢ nastepujacej tezy:

Istnieje mozliwo$¢ przedstawienia momentu sit Lorentza dziatajgcych w obszarze
magnetycznym anizotropowym (bez histerez, magnetostrykcji oraz niejednorodnosci)
poprzez catke powierzchniowg tensora naprezen Maxwetla,
gdy przenikalno$ci magnetyczne tworza macierz symetryczna.

Nalezy zwrécié uwage, iz takie przedstawienie niejest mozliwe w obszarach, w ktérych
macierz przenikalno$ci magnetycznych niejest symetryczna [aS.21, aS.27].
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Maszyna dwustronnie zasilana z anizotropowym wirnikiem i szczelina powietrzna

s:=2%500 p:=2 va:=0.25v0 vr:=05-vo y:=IMO5 PB:=p- g = f
va
g :=0.002 AOr:=50 vab :=vo [vr8:=vo 1:=10 R:=03 a: =02
8] = 13.18 K:=0.7 |8 R| =3.954 0s := 250 Av =

Spetnienie warunkéw brzegowych przez rozwigzania réw, rézn. od pradéw stoiana:
va5RgdD (R +g) _ 1 vadpS-dD(R) Z(R-R)

d - =0
esppS™1 va-p-dz(p-R) D(R) z[p (R - a)]

Spetnienie warunkéw brzegowych przez rozwigzania réw, rézn. - od pragdéw wirnika:

-2sy(Caaar + Cbbar) _ vaSp5-dDr(R) -
=1 ZKp-R) |dZi£R-(Ra)]| =0
AOrp vaBdZr(R-R) Di(R)
Moment catkowity: C:=Ttpl r=R

Te:=-vab r C pS-lir(D(r)-dD(r) + Drfr) dDr(r) + D(r) dDr(r) e"1 + Di<r) dD(r) e*'")

Moment Lorentza:
TeCu:=-Csiy .'I; [(1z(B P2+ (|Zr(R-r)| )2+ 2 Re(z(B r) zr{B r) ei K] rdr

Btad"Te:

ATe:=Av C I:alnfB (z(B ry dz(R r) + Zi{B r) dZr(R-r) + z(Rr)dZr(Br)e'K+ Zr(B-r)-dz(R r) e_"¢c)] dr

Udzialy procentowe momentow:

Te ATe Te + ATe
--------- 100= 100 % +100=-12.705 % m100= 87.295 %
TeCu TeCu TeCu

Bilans mocy pola od pr. stoiana - wektor Poyntinga. moc cieplna, energia

rR
va (R
Efi:—z r z(Br) — wrdr Ea:=~~1- (|Rdz(Br)|)2-rdr Sc:=vadsl-RD(R)p&dD (R)
2 R
Sc = 5.159+ 8.628i Q :=2-|s| -(Exc+ Er) Q = 8.628 P:=(lsD2y I TFG(IZ(B.)I)Z'rdr
.
P =5.159
P+ i
Q100000
Sc

Rys.7.9. Obliczenie momentu sit w przypadku va < vr
Fig.7.9. Electromagnetic torque calculation in the case vo < vr
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Maszyna dwustronnie zasilana z anizotropowym wirnikiem i szczeling powietrzna

s:=2n-5.0i p:=2 va :=0.5-vo vr:=0.25vo Yy :=11-105 pB:=p- — R:= S—
va Ava
g =0.002 AOr:=50 vab:=vo vr8:=vo 1:=10 R:=03 a:=0.2
p|] =9.319 k=07 |p-R| =2.796 0s:=250 Av :=vr -Wa

Spetnienie warunkéw brzegowych przez rozwigzania réw, rézn. od pradow stojana:
vaS Rg dD(R + g) vasSpo6-dD(R) z(p-r) _ 1 dz[p (R - a)] =0
Ospp6 va-Pdz(pR) D(R)
Spetnienie warunkéw brzegowych przez rozwigzania réw, rézn. - od pradéw wirnika:

-2sy(Caaar + Chbar) vaopS-dDr(R) A A
AOr-p vaPdZr(p-R) Dr(R)

=1 |dZr[p-(Ra)]| =0
Moment catkowity : C:=n-p-l r=R

Te:=-vab5 r Cp&In~"D(r) dD(r) + Dr<r) dDr(r) + D(r) dDr(r) e"c + Dr<r) dD(r) e ")
Moment Lorentzai TeCu:=-C s iy-J [(|z(B-r)])2+ (1Zr(p-r)])2+ 2 Re(z(p r)-Zr{p 1) ei'c)] rdr
Bfad/vTe: R

ATe:=Av C-f In{p (z(B r)dz(B r) + Zr(R r) dZr(R r) + z(B r) dZr(R r) e' K+ Zi{BR-r) dz(B r) e'" 9] dr
“Ra
Udziaty procentowe momentow:
Te A Te + ATe

Te
--------- 100= 100 % =100= 10.941 % +100= 110.941 %
TeCu TeCu TeCu

Bilans mocy pola od pr. stoiana - wektor Poyntinga. moc cieplna, energia

! R
Er=—m Z(Rr)E mrdr  Ea:=— L+ (|8 dz(B r)|)2-rdr Sc:=va5 s I-R D(R) p&dD(R)
2 2 Jp,
Sc = 5.513+ 5.97i Q:=2-|s|(Ea+E) Q=597 P:=(Is])2y-- m(lz(f3 np2rdr

P = 5513

Y
P+1Q - 1 60000
Sc

Rys.7.10. Obliczenie momentu sit w przypadku va > vr
Fig.7.10. Electromagnetic torque calculation in the case va > vr
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W rozdziale si6dmym przeanalizowano mozliwo$¢ wykorzystania r6znicowego tensora
energii dla potrzeb obliczen momentu sit metoda pradéw magnetyzacji. Przedstawiono
stosowne przyktady obliczeniowe.

Poddano analizie rezultaty obliczen momentu sit otrzymywane przy wykorzystaniu
metody tensora Maxwella i sit Lorentza w przypadku wystepowania wybranych anizotropii
$§rodowiska. W $rodowiskach izotropowych oraz anizotropowych o diagonalnej macierzy
reluktywnos$ci moment catkowity jest rGwny momentowi sit Lorentza. Zwrdcono uwage, iz
w $§rodowiskach anizotropowych o niesymetrycznej macierzy reluktywnos$ci wtasciwos$¢ ta nie
musi by¢ spetniona.

Szczegb6towe obliczenia przeprowadzono dla maszyny indukcyjnej o litym, przewodzg-
cym ianizotropowym magnetycznie wirniku.

8. MASZYNA INDUKCYJNA O NIESYMETRYCZNYM
| EKSCENTRYCZNIE WIRUJACYM WIRNIKU

W rozdziale 6smym poddano analizie maszyne indukcyjng o litym, przewodzacym
i ekscentrycznie wirujgcym wirniku. W maszynie indukcyjnej z wirnikiem kubkowym powstaje
moment Lorentza oraz moment permeancyjny. Oba momenty - odmiennie niz w maszynie
synchronicznej - przeciwdziatajg sobie. Moment srodowiskowy pozwala na podanie efektyw-
nego numerycznie algorytmu okre$lania strat mocy czynnej w wirniku maszyny. Dodatkowo,
dokonano réwniez oceny poziomu hatasu magnetycznego powstajgcego w wyniku dziatania

sitpromieniowych.

Moment $rodowiskowy, jako uzalezniony od pochodnej czastkowej reluktywnosSci
magnetycznej po kacie - powstaje w przypadku, gdy wirnik nie jest cylindryczny oraz
réwniez wtedy, gdy wiruje on ekscentrycznie. Ekscentryczno$¢ potozenia wirnika moze sie
pojawi¢ jako efekt szeregu przyczyn. Moze to by¢ niedoskonato$¢ wykonania maszyny
wirujgcej. Wynikaé moze ona z dopuszczalnej tolerancji wykonania mechanicznego.
Niekorzystne dodanie sie odpowiednich odchytek wymiaréw mieszczacych sie w granicach
tolerancji moze prowadzi¢ do ujawniania sie niesymetrii. Réwniez stopniowe zuzycie tozysk
oraz efekty termiczne w litym wirniku [aS.20] moga prowadzi¢ do niecentrycznego utozenia
osi wirowania wirnika maszyny elektrycznej. Te, jak i inne przyczyny moga prowadzi¢ do
niesymetrii maszyny, ktéra w zatozeniach byta projektowana jako symetryczna geometrycz-
nie, o wirniku wirujagcym wokaét wihasnej osi symetrii.

Wplyw opisanych wyzej przyczyn na warto$¢ rozwijanego momentu elektro-
magnetycznego zostanie przeanalizowany przy nastepujacych zatozeniach upraszczajgcych:

- wewnetrzna powierzchnia stojana jest cylindryczna; umieszczone sg na niej cienkie

uzwojenia stojana tworzace przeptyw postaci (8.2),

- wirnik maszyny jest cylindryczny, eliptyczny badZ uksztattowany wg ,drugiej

harmonicznej” przewodno$ci magnetycznej szczeliny powietrznej (tabela 8.1, rys.s.2),

- 0§ symetrii stojana Cs moze sie nie pokrywac z osig symetrii wirnika Cr (np. moze sie

pokrywac z jednym z ognisk eliptycznego przekroju wirnika Fr),

- 0$ symetrii stojana Cs pokrywa sie z osig wirowania wirnika,

- przyjmuje sie dwuwymiarowy rozktad pola elektromagnetycznego.
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Analitycznie rozwazone przyktady niesymetrii i ekscentryclznoéci maszyny indukcyjnej
zostaty ujete w tabeli 8.1. Dopuszcza sie deformacje powierzchni zewnetrznej wirnika, jak
i jego obrdt wokdt osi nie pokrywajacej sie z jego osig symetrii (osie te pozostajg jednak
réwnolegte). Nalezy zwroci¢ uwage, iz prezentowane rozwazania moga sie rowniez odnosié¢
do maszyny synchronicznej przy pracy asynchronicznej.

Warto$ci momentéw: catkowitego, Lorentza oraz permeancyjnego zostaty obliczone dla
wyréznionych w tabeli 8.1 przypadkéw. Dla poréwnania pewne wymiary i parametry maszyn

zostaly wybrane jako jednakowe. Sg nimi nastepujgce wielko$ci charakteryzujgce stan pracy
oraz budowe maszyny indukcyjnej:

- amplituda przeptywu uzwojen stojana Gs,
- wewnetrzny promien obudowy stojana Rg= R+g,
- zewnetrzny promien ferromagnetycznej czesci wirnika Ra = R-a,
- reluktywnosci anizotropowej warstwy wirnika vr, va, oraz jej przewodnos$¢ y,
- najmniejsza grubo$é szczeliny powietrznej wynosi g, co oznacza, iz najwiekszy promien

opisujacy powierzchnie zewnetrzng wirnika ro=r(a) wynosi:

rmax —R,

- najwieksza grubo$é¢ szczeliny powietrznej wynosi 3 g, co prowadzi z kolei do najmniejsze- d) e)

go promienia r(a) opisujacego powierzchnie zewnetrzng wirnika:

rmn= Rg- 3g = R - 2g,

- wspotczynniki d, €0, e, a2 (tabela 8.1) zostaty tak dobrane, aby funkcja r(a) opisujaca Rys.8.2. Przyk%agowe_kszta}ty i utozenie wirnika wewnatrz obu-dowy.stojan (Iinia przeryyvana):
] ) o ] . ) a) wirnik cylindryczny - przypadek Ic, b) ekscentrycznie utozony cylindryczny wirnik -
powierzchnig zewnetrzng wirnika zawierata si¢ w przedziale [R, R-2g] dla ae[0, 27t]. przypadek 2c, c) wirnik eliptyczny - przypadek le, d) ekscentrycznie potozony eliptyczny
Dla poréwnania zatozono, iz w maszynie o cylindrycznym wirniku promier wirnika wynosi: wirnik - przypadek 2e, e) wirnik wyprofilowany, tak aby szczelina powietrzna miata
. przewodno$¢ magnetyczng o sktadowej statej i drugiej harmonicznej przestrzennej -

r(a) = 0.5-( rmin+ rmex) = R - ¢-

przypadek Ih
Fig.8.2. The exemplary rotors inside stator frame (the dashed circle): a) circular rotor - the case Ic,

b) eccentrically displaced circular rotor - the case 2c, c) elliptical rotor - the case le,
d) eccentrically displaced elliptical rotor - the case 2e, e) ‘second harmonic permeance -
shaped’ rotor - the case |h

Rys.8.1. Maszyna indukcyjna o ekscentrycznie wirujagcym i niesymetrycznym wirniku
Fig.8.1. Induction machine with eccentrically rotating and asymmetrical rotor



122

£

¢ Tabela 8.1
Przyktady niesymetrii i ekscentryczno$ci potozenia wirnika
1. pokrywajace sig¢ osie symetrii 2. przemieszczone osie symetrii
stojana i wirnika stojana i wirnika

przypadek Ic: Cs=Cr, przypadek 2c: Cs”Cr,
wirnik
) r(a) =R/l - d2sin2-

cylindryczny r(a) =R =const,

- R'dcoscp,
w przyblizeniu (d4=0):
r(a)=R'(I-dcos(p-|d2sin2cp),

R'=R(1+d)'1
przypadek le: Cs=Cr, przypadek 2e: Cs*Cr, Cs=Fr,
wirnik eliptyczny - Rj\ - e22 a) = R(l-e)
I = = =---2=,
yI\- e0cos @ 1+ ecoscp

w przyblizeniu (e2=0):
r(a) = R(1- e- ecos(cp)).

w przyblizeniu (e=0):
r(a) = R (I-{e” +{e”cos2<p).

wirnik przypadek Ih: Cs=Cr,
wyprofilowany
- r(@)=R - ————-—-8/+a2%>—-- ,
wg drugiej 1+ a2cos(2pa + Ay)
harmonicznej Rg=R +g
przewodnosci o '
. w przyblizeniu (a22=0):
szczeliny
r(a) = R'(l + bcos(2pct + Aa)),
= (vog)"
R'=R(l +b)-',
9=9(a) ,
g = Ré-r(a) b=R(l+ga2(R-ga2)_I)'lL

W tabeli 8.1 oznaczono: q=Qnt- ka + Ay, k - liczba catkowita, Aa - kat przesuniecia

amplitudy przeptywu stojana wzgledem ustalonego punktu wirnika.

8.1. OBLICZANIE MOMENTU ELEKTROMAGNETYCZNEGO MASZYNY
O NIESYMETRYCZNYM WIRNIKU

Analiza dwuwymiarowa rozktadu pola elektromagnetycznego jest prowadzona przy
wykorzystaniu metody uzmienniania statych. Mianowicie, w przypadku Ic amplitudy
sktadowych indukcji magnetycznej nie zalezg od kata a. Wynika to z zatozenia cylindrycz-
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nego uksztattowania powierzchni wirnika i jego symetrycznego mocowania. W innych
wyrdznionych przypadkach, na skutek niesymetrii wirnika, pole magnetyczne w maszynie nie
posiada symetrii kotowej. Te deformacje pola magnetycznego - przy nieduzej niesymetrii
wirnika - mozna uwzgledni¢ dopuszczajac zmienno$¢ amplitud sktadowych pola magnetycz-
nego.
Dokadnos$¢ otrzymywanych obliczen jest potwierdzana poprzez:

- podstawienie otrzymanych rozwigzan do rownan wyjsciowych,

- sprawdzenie spetnienia warunkéw brzegowych oraz

- ocene zupetnosci rozktadu momentu elektromagnetycznego na dwa wyréznione momenty:

Tr +TF
ST=— T- "-- (8.1)

Teoretycznie, warto$¢ powyzej zdefiniowanego wskaznika 5t jest rowna jednosci.

Dane analizowanej maszyny elektrycznej przedstawiono bezposrednio przed
prezentacjg rezultatow analiz (tabele 8.2 - 8.4).

Wartosci momentéw sit okresla sie na podstawie znajomosci rozkiadu pola
magnetycznego. Zaktadajagc wymuszenie przeptywu stojana o rozktadzie przestrzennym (h =
6c+l, c=0,%l,...):

0(t,cc)=  2j0>sin(27tft- pha + Aah) (8.2)

021,42,
oraz uwzgledniajac zatozong uprzednio strukture maszyny indukcyjnej mozna natezenie pola
magnetycznego w obszarze wirnika i szczeliny powietrznej maszyny wyrazi¢ nastepujaco:
- vrdA, - 9A7

H=viBr+v,B, =i — TaL-I"‘V gt (8-3a)
Pomijajac prad przesuniecia - z uwagi na dostatecznie niska czestotliwo$¢ pradéw stojana -
mozna zapisac:

rot(H) = yEz = -yAj. (8.3b)

Rownania (8.3a) oraz (8.3b) prowadzg analogicznie jak pokazano w rozdziale 7, do réownania
rézniczkowego dla magnetycznego potencjatu wektorowego o postaci:

— A (rn~) +~ A~ =iyhmhAh, (8.4)
gdzie:
f : . -
(Gh= 2n(—h - n) jest pulsacjg pragdéw wirnika,
p

Roéwnanie (8.4), po dokonaniu separacji zmiennych i analogicznych przeksztatceniach jak
w rozdziale 7 prowadzi do ponizszego rozwigzania w obszarze wirnika:

A(r,a)= £ R Kk(r)St(a). (gb)
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Funkcje separowane sg postaci:
= ncry =ahlpB(phr) + bhK pB(Phr), (8.6a)
Sh(a) =chexp(-jhpa), (8.6b)
gdzie ah, bh oraz Chsa statymi.
Wartosci statych pojawiajgcych sie w rozwigzaniach okre$la sie formutujgc warunki
brzegowe na odpowiednich granicach srodowisk.
¢ Uzwojenie stojana utozone na ferromagnetycznym stojanie - szczelina powietrzna
(r=R +g=Rg):
1 50 ™
voB« a= X & -> ashRdh-b SR 'th = Vo (8.7)
8 0

e Szczelina powietrzna - warstwa przewodzaca wirnika (r = R):

®6n = ®u = ®n >

B, = BScos(8) - Béosin(8)=  cos(8) - B,, sin(5) (8.8)
Ht =Hd =H,, >
H. =voB6&sin(8) + voBta cos(8) = sin(8) + vaBacos(s) . (8.9)

» Warstwa przewodzaca wirnika - ferromagnetyczny rdzen wirnika:
(r= R-a=Ra<r(a) dla ae[0,27t])

v«a®.« =0 -> a,,hi;B(PhR a) + bahK'pB(PhR J = 0. (8.10)

Powyzsze rownania (8.7) - (8.10) okreslajg state pojawiajgce sie w rozwigzaniach (8.5) oraz
(8.6a,b):

aah(a)=0hv;,{U(@Rf- W ( a ) R S h

8 = 8(a) =arctan ash =aahUh(a), bsh = aahwh(a), bah= -a aSh,

U (a)_  BMDdh(8,ro)-H ahBbh(s,r0)
Ah(8,r0)Ddh(s,r0)-B b h(8,ro)Ch(g,rD ’

W (q)~ H uhA K8 »0) - B MCh(s,r0)
Ah(e,ro0)Ddh(s,r0) - Bbh(s,ro)Ch(s,r0) ’

Ah(8,r) =-iphrph cos(5) + phrph' sin(8),
Bbh(s,r) = —phr“prd cos(8) - phr-ph-1sin(8),
¢ h(8>r) = -iphvsrp™ sin(8) - phvasrph'icos(s),
Ddh(s,r) =-iphvmr g’ 1sin(8) + phvasr_ph 1 cos(8),
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Breh(a) =- PAF(r)cos(8) + p,,dF(r)sin(8) ,Hth(a) =-~F (r)sin (S ) - vaPhdF(r)cos(8),
r, ro

gdzie dla uproszczenia oznaczono:
F(r) = 1B(P,,r) - SKB(Phr), dF(r) = I'B(p,,r) - SK@B(Phr),
D(a,r) =ath(a)rgh + béh(a)r-ph, Z(a,Pr) =37 (a)lpB(Phr) + bnh (a)K pB(Phr),
dD(a,r) =ath(a)rph*1- beh(a)r'gt\ dZ(a,pr) =aah(a)l'pB(Phr) + b~ (a)K'pB(Phr),

Bran - anja" s H tah=H Iha ah.

Znajomos$¢ rozkladu pola elektromagnetycznego w obszarze szczeliny i wirnika
maszyny pozwala na okre$lenie momentu elektromagnetycznego oraz jego dwoch momentow
sktadowych; i tak catkowity moment elektromagnetyczny wynosi:

Tc=voRg fBaBrdS, (8.11)
av
gdzie Rgjest promieniem powierzchni usytuowanej w szczelinie powietrznej maszyny.
Moment Lorentza opisuje catka:

TtCI-JrjtBrdV, (8.12)

v

za$ moment permeancyjny:

F=~@BIr+B" " dv- @813)
Przestrzenny rozktad reluktywno$ci magnetycznej w poblizu granicy $rodowisk szczelina
powietrzna - wirnik jest opisany poprzez funkcje skoku jednostkowego Heaviside’a:

vr(r.a) =vr+(vis- vr)Il{Ar}, (8.14)

gdzie r(a) opisujeksztatt zewnetrznej powierzchni wirnika, Ar=r- r(a), Vr(r,a) jest funkcja
reluktywnoscimagnetycznej (indeks ‘r* oznacza  sktadowg promieniowg), vr5 jest
reluktywnos$cig w kierunku radialnym szczeliny powietrznej (rozdziat 7).

Analogiczna zalezno$¢ odnosi sie do reluktywnosci magnetycznej w kierunku stycznym
(zamiast indeksu ‘r’ pojawia sie indeks la ‘). Pochodna czastkowa reluktywnosci magnetycz-
nej po kacie a wynosi:

dvf _ dv, d{r-ro(a)} _ dv, dro(a)
da 3Ar da 3Ar da
W podobny spos6b mozna przedstawi¢ pochodng reluktywnosci w kierunku stycznym.
Caltka objetosciowa w réwnaniu (8.13) moze by¢ przedstawiona jako iloczyn catki po

powierzchni zewnetrznej wirnika J()dS oraz catki w kierunku radialnym J()dr, a zatem:

(816>
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Moment $rodowiskowy - po wykonaniu catkowania w kierunku radialnym - mozna wyrazi¢
nastepujgco:
(gpmas) q
m

J(BAv,+B2dvo)I~dS. (8.17)

r.va) |
Wyrazenie pod catka liniowg ujete w nawias zwykty, stanowi rézniczke zupeing dwdch
zmiennych, ktorymi sareluktywnos$ci magnetyczne w odpowiednich osiach:

dF(vr,va) = Badvr + B2dva. (8.18)

Warto$¢ powyzszej catki zostanie okre$lona przywykorzystaniu faktu zupetnosci
rézniczki (8.18). Mianowicie, rézniczka jest zupetna wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest
nastepujacy warunek [L.6, L.7] :

3B2 SB’

*7"sr- <819)
Warunek ten jestspetniony. Mianowicie, sktadowe indukcji polamagnetycznego (dla
wybranej harmonicznej) jako opisane zalezno$ciami:

B - cBny+sH, B cH,-sB,,x
8.20
A(X’y) 7 [13 A(X’y) I ( )
pozwalajg zapisa¢ warunek (8.19) nastepujaco:
d cB y+sHt d,cH. -sB nx*

Dla uproszczenia oznaczono: c=cos(8), s=sin(8), x=vr, y=va, A=A(X,y)=s2x+c2y. Obliczenie
pochodnych czastkowych prowadzi do réwnosci:

(cB,va +sHt){cBnA- (cBnvtt + sH, )c2}=
= (cH, -sBnvr){-sB,,A-(cH, -sB,,vr)s2}, (8.22)

ktorajest spetniona dla dowolnych wartosci Ht, Bn, vr, va, co uzasadnia (8.19).
Spetnienie warunku (8.19) pozwala stwierdzi¢, iz catka (8.17) nie zalezy od ksztattu

drogi, ktéra taczy punkt poczatkowy (vr, va) i koAcowy (vr8, Vos) drogi catkowania w catce:

(vr8,vab) (vr8,va8)
1= J(Bjdv,+B2dvJ = jdF(vr,va). (8.23)
(vr.va) (vr,va)
Wartosci catek:
(vr5,va) (vr8,va8)
l,= }B>r, 12= {B2dva. (8.24)
(vr.va) (vr8,va)

wynoszg [G.3]:
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(vr8,va) . (vr8,va8)
(cBny +sH,)* _ (cH, -sB,x): (8.25)

T c2(s2x + cay) wrENe)

= s2(s2x + c2y)

vr,va)

Rys.8.3. Drogi na ptaszczyznie (va, vr) wykorzystywane do obliczenia momentu permeancyjnego
Fig.8.3. The paths in the (va, vr) co-ordinate system the for the permeantive torque calculation

Wybierajac droge 1 (rys.8.3) przy parametryzacji te[0,1]:
v«(t) =(vo-v,)t+v, Vr(t) = (vr-vo)t+vo,
mozna moment permeancyjny (dla harmonicznej o indeksie h) obliczy¢ na podstawie
zaleznosci:
-_*ia 2?'fKAvit +vo)cos(5)Bn(a>+sin(5)H,(cx)2 dr,
'wre 1 Vrd] (vo _vr)tcos2(8) + (Avrt + v0)2 dao

ma 2fVIH,(a)cos(8)-(Avrt+vJB n(a)sin(8))j2dtr or da
2 00 (v .-vr)tcos2(8) + (Avrt +vo0)2 da o0

ktoéra z uwagi na wystepowanie catek podwadjnych nie jest numerycznie korzystna.
Droga 2, ktora z punktu widzenia obliczen jest korzystniejsza od drogi 1 (rys.8.3),
pozwala okresli¢ catke (8.23) (dla harmonicznej o indeksie h) nastepujaco:

Ib(a) = Ih(a) + 12h(a), (8.26)
gdzie:
1 1
Lo (2) = {y st I§5_|+ va 0035387)7"'\7'%'si,\n7 Z87)A+"\7?a"66'§{¥£;‘)0t/\ 8)B" tHuU)} >
®.27)
1h(a) = { {H* (*) - vi5tg(5)Brh(a)}2.

vi8sin (8) +va cosz(_S) " Vissin (8) + va6cos (8)
(8.28)
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W szczegblnym przypadku, gdy maszyna jest izotropowa magnetycznie: vi=va=v, vis=vas=v0,
to réwnosci (8.27), (8.28) przyjmuja postac:

<a) = (v’ VC,B(8B- (a)+H*< » e <SM >
(a) [H*(a) “ v- ,8(5)B« <a))*- (8 30)

a zatem:
I,,(a) = llh(a) +12h(a) =- £— -H,,(a)2+ (vo- v)Brh(a)2. (8.31)

VoV

Jezeli wirnik maszyny asynchronicznej stanowi idealny ferromagnetyk vr=va=v—0, to:
I,,(a) =voBnh(a)2. (8.32)
Moment $Srodowiskowy mozna przedstawic jako catke:

t.f.="TIE /I1ibC0|+12h@)|)r(a)d a, (8.33)

w ktorej funkcje podcatkowe lih(a), I2h(a) zawierajg zespolone wartosci sktadowych indukcji
magnetycznych zgodnie z zalezno$ciami (8.27), (8.28).
Catkowity moment elektromagnetyczny wynosi (rozdziat 7):
xr
Tt =-T volReP I> JIm[Dh(a,Rg)3'(a,R g)]da. (8.34)
h o

Natomiast moment sit Lorentza jest rowny:
2itr(a)

tecu = FPYZ(OhJ ||Z(a,Phr)2rdida. (8.35)

h 0 Ra
Powyzsze zalezno$ci pozwalajg na okre$lenie warto$ci momentéw sit dla dowolnego ksztattu
wirnika maszyny przy uwzglednieniu jego niesymetrii oraz ekscentrycznosci.

Okreslono réwniez straty mocy w wirniku wirujgcej maszyny wynikajace z przeptywu
pradéw indukowanych na podstawie zaleznosci:
Pcu = {Re{ii>Eh}dV = JIni{jhAh}dV , (8.36)
h v h v

ktoéra po poréwnaniu z relacja:
Tec,, = fgBrdV =ijRe{j|*"}dV =ip£hflm {jhAh}dV (8.37)
\ v ocL h A%
prowadzi do efektywnej obliczeniowo zaleznosci:

PQJ=s PQi, =1>h =Z T\ TeRh, (8.38)
h h h

pn p

w ktérej wystepuja wielkoSci wyrazone poprzez catki powierzchniowe.
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Do szczegbétowych analiz przyjeto silnik o nastepujacych parametrach geometrycznych
i materiatowych: p = 1, 1=02m, R=01m,a=0.05m,y =7105S/m, g = 0.002 m, va=
0.05 vo, vr= 0.067 vo. Amplitudy harmonicznych przeptywu stojana wynoszg: Osi = 3-500 A
(h=1, ¢=0), 0s5 = 3-100 A (h=5, c=-I), 0S = 3-71,5 A (h=7, c=I).

W tabelach 8.2, 8.3 oraz 8.4 przedstawiono rezultaty obliczen momentow sit dla
wybranych niesymetrii wirnika ujetych w tabeli 8.1. Zupetno$¢ rozktadu momentu
elektromagnetycznego dla przedstawionych przypadkéw niesymetrii - zdefiniowana zalezno-
$cig (8.1) - wynosi 5t = 110.005.

Na wykresach stupkowych (rys. 8.4, 8.5, 8.6) poréwnano wartoSci momentow,
momentéw permeancyjnych oraz strat mocy czynnej w wirniku dla réznych niesymetrii
wirnika maszyny indukcyjnej. Procentowy udziat momentu permeancyjnego w catkowitym

momencie sit zawiera sie w przedziale ~(-15-r+15)%.

Wyniki obliczern momentu elektromagnetycznego przedstawione w tabeli 8.2 graficznie
zobrazowano na rysunku 8.4. Wyniki obliczen udzialu momentu permeancyjnego
w catkowitym momencie maszyny przedstawiono w tabeli 8.3 i graficznie zobrazowano na
rysunku 8.5. Natomiast wyniki obliczeh strat mocy przedstawione w tabeli 8.4 graficznie
zobrazowano na rysunku 8.6.

Na rysunku 8.7 przedstawiono zmienno$¢ sktadowych indukcji pola magnetycznego
w przypadku maszyny indukcyjnej le wzgledem kata potozenia na obwodzie wirnika. Nalezy
zwrdci¢ uwage, iz sktadowe te pozostaja state wzgledem kata a w przypadku, gdy wirnik
maszyny jest cylindryczny.

Na rysunku 8.8 przedstawiono zmienno$¢ sktadowej stycznej tensora aa, wzdiuz
obwodu maszyny.

Dla maszyny o niesymetrycznym wirniku wyznaczono roéwniez charakterystyki
mechaniczne (rys.8.9 - 8.12) oraz charakterystyke strat mocy czynnej (rys.8.13).
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Tabela 8.3
Tabela 8.2 Moment permeancyjny (w procentach momentu catkowitego)
Catkowity moment maszyny indukcyjnej
Te 1) wimik 1) wimik 1) wimik Tere 1) wimik 1) wimik 1) wimik
[Nm] anizotropowy izotropowy anizotropowy ' anizotropowy izotropowy anizotropowy
vr<va vr=va vr>va Te VI<v,, vr=Va vr>va
Te Te Te 4 TeFelTe Te,FelTe Te,FelTe
Ic
10.62 8.91
r@) = R-g 868 Ic 0,0 0,0 0,0
2¢
10.55 8.88 8.66 2¢ -4.,6 -3,8 -3.9
d = 0.0204
le 9.29 9.29 761 le -18,8 -18,8 -15,9
e,=0.28
2e 2e -4.,6 -3,8 -4,0
10.53 8.86 8.65
e =0.0204
Ih Ih -5,2 -4.,4 -4,5
12.79 10.73 10.53
a2=0.3334
TeFelTe [%]
Te [Nm]
0
14 T 2
-4
-6 -
-8 -
=10 e
2. BTeFelt
-14 -- m TeFe HI
-16 --

Rys.8.5. Pordwnanie wartosci momentu permeancyjnego

Rys.8.4. Wartosci momentu catkowitego - poréwnanie Fig.8.5. The permeantive torque - the comparison

Fig.8.4. The total electromagnetic torque - the comparison
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Straty mocy czynnej w wirniku maszyny
1) wimik 1) wimik
Pcu [W] . .
anizotropowy izotropowy
vr<va vf=va
Ic 200.2 167.9
2¢C 208.1 173.7
le 208.0 208.0
2e 207.6 173.4
Ih 253.6 211.2
Pcu [W]
00T
1c 2c le 2e

Rys.8.6. Pordwnanie wartosci strat mocy
Fig.8.6. The eddy-current losses - the comparison

Tabela 8.4

1) wimik
anizotropowy
vr>va

163.6
169.6
166.3
169.6

207.4

Rys.8.8. Zmiennos$¢ tensora naprezen
wirniku w funkcji kata a [rad]
Fig.8.8. The quasitensor radial component am [Nm] versus position angle a [rad] in the air-gap

133

b)

Rys.8.7. Amplitudy a) skiadowej normalnej indukcji [T], b) sktadowej stycznej natezenia pola
magnetycznego [kA/m] do powierzchni wirnika w funkcji kata a [rad]

Fig.8.7. The magnitude of a) the normal magnetic flux density [T], b) the tangential magnetic field
strength [kA/m] versus position angle a [rad]

[Nm] w szczelinie powietrznej maszyny o ekscentrycznym
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Te
TeCu
Tel
Rys. 8.11. Moment elektromagnetyczny ijego skiadniki: moment Lorentza i moment permeancyjny
. . . Nm] w funkcji predko$ci obrotowej n [obr/s] w przypadku le
Fig. 8.9. Moment elektromagnetyczny i moment Lorentza (Te=Tecu) oraz moment sit wywotany . [ ] Jpre i ) _[ ] przyp .
. . . . . . L Fig. 8.11. The total electromagnetic torque and its components: the currents torque and permeantive
pierwsza harmoniczng SMM stojana Tei [Nm] w funkcji predkosci n [obr/s] dla wirnika
torque [Nm] versus speed n [rps] for the case le

symetrycznego (przypadek Ic)

Fig. 8.9. The total electromagnetic torque, the currents torque components (Te=TeCu) and torque
component of stator mmf first hamonic Tei [Nm] versus speed n [rps] for the symmetrical
rotor (the case 1c)

Te
TeCu Te
TeFe TeCu
TeFe
Rys. 8.10. Moment elektromagnetyczny ijego sktadniki: moment Lorentza i moment permeancyjny o o i .
INm] w funkcji predkoéci obrotowej n [obr/s] w przypadku 2c Rys. 8.12. Moment elelf_tromagnfet?/czny |jeg_o sktadniki: moment Lorentza i moment permeancyjny
Fig. 8.10. The total electromagnetic torque and its components: the currents torque and permeantive i [Nm] w funkcji predkosc! obrotowej n [_obr/s] w przypadku 2e .
Fig. 8.12. The total electromagnetic torque and its components: the currents torque and permeantive

torque [Nm] versus speed n [rps] for the case 2¢
torque [Nm] versus speed n [rps] for the case 2e
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Rys. 8.13. Straty mocy CFnnej [W] w funkcji predkosci obrotowej n [obr/s] dla eliptycznego
i centralnie utozyskowanego wirnika - przypadek le (linia przerywana odnosi sie do
harmonicznej gtéwnej)

Fig. 8.13. The eddy current losses [W] versus speed n [rps] for the elliptical and centrally positioned
rotor - the case le (the dashed line for the main mmfharmonic, only)

Przeprowadzone obliczenia analityczne pozwalajg na ocene wartosci niepozadanego
momentu permeancyjnego maszyny indukcyjnej powstajagcego wskutek niecylindrycznego
uksztattowania wirnika badz jego ekscentrycznos$ci. Poréwnanie otrzymanych rezultatow - dla
réznych przypadkow niesymetrii (przypadki le, 2e, Ic, 2c, Ih) - pozwala na wyciggniecie
nastepujacych wnioskéw:

1) Moment permeancyjny maszyny indukcyjnej o litym wirniku przeciwdziata momentowi
Lorentza. Jakkolwiek fakt ten nie musi prowadzi¢ do zmniejszenia catkowitego momentu
maszyny (przypadek Ih), to zawsze prowadzi do wzrostu strat mocy w wirniku maszyny
(tabela 8.4, rys.8.6).

Nalezy podkredli¢, iz w maszynie synchronicznej (rozdziat 5) moment $rodowiskowy
(permeancyjny) wspoétdziata z momentem Lorentza.

2) Wyznaczenie wartosci momentu permeancyjnego wymaga przeprowadzania catkowania
tylko po brzegu obszaru obejmujacego jednorodny wimik dla maszyny. Obliczana warto$¢
momentu Srodowiskowego pozwala na okreslenie momentu Lorentza Tecu = Te - Tcfg
ktory tylko celem potwierdzenia poprawnosci obliczern byt wyznaczany roéwniez przy
wykorzystaniu catki objetoSciowej (8.35).
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3) Bazujac na otrzymanych wynikach mozna stwierdzi¢, iz najwiekszy moment permeancyjny
pojawia sie w przypadku, gdy wimik jest eliptyczny i centralnie utozony (przypadek le).

4) Anizotropia wasciwosci magnetycznych - przy danej niesymetrii wirnika - prowadzi do
wzrostu momentu permeancyjnego, gdy vr<va.

5) Przedstawiona metoda analizy moze zosta¢ dotaczona do listy metod prowadzacych do
okre$lania niepozadanego sktadnika momentu sit maszyny indukcyjne;j.

6) Wyrdzniony moment sit (moment permeancyjny) pozwala na wyznaczenie strat mocy
czynnej w litym wirniku maszyny indukcyjnej zgodnie z (8.38). Obliczenia prowadzone
zgodnie z zalezno$cig (8.38) wymagajg obliczenia dwoéch catek powierzchniowych,
zamiast jednej catki objetosciowej (8.36). Taki spos6b wyznaczenia strat jest alternatywny
w stosunku do metody Joule’a.
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Maszyna indukcyjna o litym, niesymetrycznym wirniku

1:=02 R:=01 a:=005 Os:=3-5-100 pi=1 k:=l  y:=7105
g :=0.002 cor:=2-71-3.0 vr:=" wva:=" vr5:=vo va5 = vo
Ra:=R-a Rg:=R+g Ay:=1.5n " fvT VIS | _
pB:=p- — p8:=p- P :=ys—y—va_1 Avr :=vr- vo

Ava :=va - vo
Wirnik cylindryczny n@ =r-g dri(a) =0

Wirnik cylindryczny przesuniety d = 0.0204 Ro=R (1 + d)’

Ko) :=Ro-M - d cos(-k-a + Ay) - -y-sin(-k-a + Ay)2

dr(a) :=-k-Ro- d-sin(-k-a + Ay) - —2 -sin(-2-k-a + 2-Ay)
r(a) —Kolyj]- d sin(-k-a + Ay) - d-cos(—k-a + Ay))

— d2sin(-2-k-a + 2-A R \
dr(@) =Rok _ ( N d-sin(’k a + Ay)

Wirnik eliptyczny v2\J1- d2sin(-k-a + Ay)2
n{a) :=- R-vT# eo :=0.28

jl» (eo-cos(-k-a + Ay))2
Wirnik cylindryczny przesuniety e = 0.0204

R(1 -e)
1+ e-cos(-k-a + Ay)

j _ -R-J1- eo2e02ksin(-2-k a + 2-Ay)

2-[ 1- (eo-cos(-k-a + Ay))2]

n(a) : -R-(I - e)-e-k-sin(-ka + Ay)

dn{a) :=
(I + e-cos(-k-a + Ay))2
[Wirnik 'drugiej harmonicznej’
n(a) :=Rg - g(l +a2)
1+ a2-cos(-2-k-a + Ay)

a2 :=0.3334
drr(a) —2%ca2g'(1+ a2)s'n(-2kq + Ay)
(I + a2-cos(-2-k-a + Ay))2

Moment catkowity: ; .
y Moment sit Lorentza: f=2 C =081
ft" / > ff-* rKa)
Te :=-vo-Rg-C-p p5 ImID (a>Rg)-dD(a,Rg)jda TeCu :=C-p-ary (Jz(a,p-x))2xdxda
Je

> o Jr*
Moment permeancvinv:

Straty mocy czynnej:

TeFe:=-C- ([lal(a)] + [la2(a)])-(Jaa(a)[)2dr(a) i(a) da
=0

TeC rfm r<ia)
eCu TeFe —
1.046 = .0.046 Te = 106 Peu = cor -C-1 [(1z(a,P-"])2. xdxda
Te Te Jo  JRa
TeCu + TeFe Peu
T = 1.00004 :1.00000 Peu = 208.1
e .
TeCu-p ‘'-cor

Rys.8.14. Obliczenie momentu elektromagnetycznego ijego sktadnikéw - fragment programu
Fig.8.14. The calculation of the electromagnetic torque and its components - program extract
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8.2. SILY PROMIENIOWE - ZRODLO HALASU MAGNETYCZNEGO

Analiza sit promieniowych - jako uzupetnienie analizy rozktadéw sit stycznych oraz
momentéw sit - pozwala na ocene poziomu hatasu magnetycznego. Z zagadnieniami
eksploatacji przetwornikéw elektromechanicznych, jakimi sg maszyny elektryczne, wigze sie
problematyka obliczania naciagéw magnetycznych [aSt.2, aV.l]] powodowanych
ekscentrycznoscig wirnika. Deformacja rozkladu pola magnetycznego powodowana
niesymetrig potozenia wirnika maszyny prowadzi do zmiany poziomu hatasu magnetycznego
[K.7, aB.l, aB.2], Ocena poziomu hatasu jest istotna z uwagi na ciggle rosngce wymagania,
jakie stawia sie przed przetwornikami elektromechanicznymi ze wzgledu na ich eksploatacje
w miejscu pracy. Niniejszy podrozdziat stanowi krotkie uzupetnienie analiz sit stycznych
o analize sit promieniowych.

Drgania uktadu, jaki stanowi stojan i wirnik maszyny wraz z tozyskami, sg analizowane
badZz przy wykorzystaniu modeli uproszczonych [K.7, S.3, T.3, a.VI], badZ rozbudowanych
polowych [aB.l, S.3]. Pierwsza grupa prac bazuje na opisie stanu mechanicznego
przetwornika elektromechanicznego za pomocg rownan rézniczkowych zwyczajnych, druga
za$ za pomocg réwnan rézniczkowych czastkowych. O czestotliwosci drgan stojana oraz
hatasu magnetycznego decyduje czestotliwo$¢ wymuszajacych sit oraz czestotliwosci drgan
wiasnych mechanicznych maszyny. Analizy numeryczne oraz pomiary potwierdzajg fakt, iz
czesto znaczacy udzial w powstawaniu drgan daje ci$nienie magnetyczne o czestotliwosci
réwnej podwojonej czestotliwosci zasilania stojana 2fs [aSt.l]. O czestotliwosciach
ujawniajacych sie w widmie fali akustycznej maszyny decyduje warto$¢ czestotliwosci drgan
wiasnych ukiadu. Ztozony ukfad konfiguracji geometrycznej prowadzi do pojawienia sie
w widmie drgan akustycznych czestotliwosci wyraznie réznigcych sie od czestotliwosci
drgan witasnych i czestotliwo$ci wymuszajace;.

Pole magnetyczne na powierzchni stojana prowadzi do powstania cisnienia
magnetycznego dziatajgcego na granicy powietrze-ferromagnetyk. Na podstawie réwnania:

=-i,,div(-HnB + T0.5HB), (8.3%)
przy oznaczeniach z rys.8.15, otrzymuje sie:
P.,4jfBlV=(H,B.-0.5HB)IS. (8.39b)
\Y
Ostatecznie po prostych przeksztatceniach warto$¢ cisnienia magnetycznego réwna jest:
P,=-4(v-vo)B2+j(n-IOH?. (8.40)
Wobec czasowej zmiennosci pola magnetycznego na obwodzie maszyny ci$nienie
magnetyczne jest rdGwniez zmienne w czasie. Przy wystepowaniu tylko jednej harmonicznej

(np. podstawowej) rozktadu pola magnetycznego cisnienie magnetyczne prowadzi do
wymuszania drgan mechanicznych o podwojonej czestotliwosci.
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Rys.8.15. Obliczenie cisnienia magnetycznego
Fig.8.15. The calculation of the magnetic pressure

Drgania wymuszone opisuje rownanie rézniczkowe [K.7, H.2, S.3, T.3] postaci:
mkw + rkw + Kkw = p kmix sin(cokt), (8.41a)

w ktorym wspoétczynniki sg réwne:

mk =y hp(l + K (8.41b)
RK
- 8.41c
h S’ ( )
81t
Kk= ZE(]I - k 2)>, (8.41d)
Sds

Dla wielkosci wystepujacych w definicjach wspotczynnikow (8.41.b78.41.d) przyjeto
nastepujace oznaczenia:
d - $rednica linii srodkowej pierscienia odksztatcanego,
1- dtugos$¢ obliczeniowa, S=dl,
J - moment bezwtadnosci powierzchni, np. dla prostokatnego przekroju pierscienia przy
zginaniu wynosi J=1h3/12, h - wysokos¢ przekroju jarzma,
E - modut sprezystosci podtuznej, np. dla blachy elektrotechnicznej (1.2-2)-10nN/m2,
Rm- wspotczynnik ttumienia (rezystancja mechaniczna) (1h6)-106 Ns/m,
k - rzad drgan swobodnych k=1,2,... réowny liczbie strzatek odksztatcer na obwodzie,
Pkmex - amplituda ci$nienia magnetycznego o pulsacji €kzblizonej badz réwnej pulsacji
drgan wiasnych,

w - przemieszczenie, odksztatcenie powierzchni stojana (~ jj.m).
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Rownanie (8.41a) pozwala na podanie amplitudy odksztatlcen w stanie ustalonym (bez
sktadowej przejsciowej) w postaci:

ke = V(Kk-m koK) - rkook | (8.42)
Amplituda predkosci drgan wynosi:
Vk =rakw kmkX, (8.43)
i pozwala na wyznaczenie natezenia dzwieku zgodnie z zaleznoscia:
lk= iz oVvk (8.44)

w ktorej Z0 oznacza impedancje akustyczng powietrza bedacg iloczynem gestosci i predkosci

rozchodzenia sie fali akustycznej; dla powietrza w temperaturze 20°C wynosi ona 415 Ns/m3.
Czestotliwosci drgan wiasnych [K.7, R.5, T.3] wynosza:

dla rzedu k=0

przy k=I
fl-JLL=* (8.45b)
2Zilymr(m-mr)”’

oraz przy k> 1
-f k(k2- 1
W o J(%'-(r 2= ) > (8-45¢)

gdzie K - sztywnos$¢ watu z tozyskami, m - masa catkowita silnika, mr - masa wirnika.
Dla okreslenia poziomu halasu wprowadza sie decybelowg skale wyrazania natezen
dzwieku zdefiniowangjako:
Lk=101og(lk/Iadn), (8.46)

gdzie natezenie odniesienia 1@h= 1012 W/m2jest progiem styszalnosci.

W uproszczonym modelu opisu hatasu zaklada sie - pomijajac interferencje fal
akustycznych - mozliwo$¢ sumowania natezeri hataséw, a zatem poszukiwane natezenie
dzwieku mozna okresli¢ z ponizszej zaleznosci:

L=101og(XIk/lodJ- (8.47)
k

Dla oceny poziomu hatasu w odlegtosci Ar = 1 [m] od maszyny elektrycznej nalezy
uwzgledni¢ zmniejszenie natezenia dzwieku. Dla matych maszyn mozna zatozy¢, iz zrodlo
dzwieku jest kuliste (I ~ 1/r2), a zatem:

/2 \
L=10log A h Vi T 8.48a
/(r_Z + Ar)z TJ k odn ( )

lub réwnowaznie
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L = I0logf21-~-] +201°gf—+—1, (8.48b)
u u,) U +Arl]

gdzie rz - jest zewnetrznym promieniem zrodia.

Zaleznosci (8.48a,b) pozwalajg na ocene halasu magnetycznego dla maszyn
elektrycznych. Wykorzystujgc model analityczny maszyny indukcyjnej o litym, anizotropo-
wym wirniku - przedstawionym w rozdziale 7 i podrozdziale 8.1 - mozna podjg¢ probe
oszacowania poziomu hatasu magnetycznego dla maszyny indukcyjnej o wirniku kubkowym
niesymetrycznym. Zaproponowany model okazuje sie obliczeniowo korzystny. Zaletg
prezentowanego algorytmu obliczeniowego jest mozliwos$¢ prowadzenia jakosciowej analizy
wplywu wartosci parametrow oraz ekscentrycznosci na otrzymywane wyniki.

=-«r
40

v:]
Z,jLooo
i 11K
%
A L3(k)

B XXX
0 L4(k)

la

Rys.8.16. Obliczenie poziomu hatasu magnetycznego dla drgan rzedu k=-1,0,...4
Fig.8.16. The calculation of the magnetic noise for order of k=-1,0,...4

Na wykresie 8.16 przedstawiono przyblizone warto$ci poziomu hatasu magnetycznego
dla drgan rzedu k=-1,0,...4 dla wybranych ekscentrycznosci wirnika przetwornika
elektromechanicznego. Umownie oznaczone na wykresie 8.16 drgania rzedu k= -1 odnoszg
sie do drgan wymuszonych sitami radialnymi o czestotliwosci rownej podwojonej
czestotliwosci zasilania stojana [T.3], Na wykresie poziomy hatasu odnoszg sie do maszyny
o wirniku odpowiednio: cylindrycznym (Ic) - przebieg LO(k), cylindrycznym przesunietym
(2c) - LI(k), eliptycznym (le) - L3(k), oraz eliptycznym przesunietym (2e) - L4(k) (rys.8.2,
tabela 8.1). Poziomy drgan dla poszczegélnych przypadkéw ekscentrycznosci wirnika réznig
sie o Kkilka procent. Najwyzszy poziom hatasu magnetycznego wystepuje dla maszyny
0 wirniku eliptycznym wirujgcym wokat osi symetrii geometrycznej - przypadek le.
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W rozdziale 6smym rozwazono maszyng indukcyjng o wirniku litym. Uwzgledniono
mozliwo$¢ wystapienia ekscentrycznosci wirowania i niesymetrii geometrii wirnika,
np. na skutek tolerancji wykonania badz deformacji. Przedstawiono analityczne rozwigzanie
zagadnienia wyznaczenia rozktadu pola magnetycznego, sit stycznych, momentu elektro-
magnetycznego oraz jego sktadowych dla wybranych przypadkéw ekscentrycznosci.
Zaproponowano efektywny numerycznie algorytm okres$lania strat mocy czynnej w litym
wirniku maszyny. Dodatkowo, wykorzystujac wyniki analiz pola, dokonano oceny poziomu
hatasu magnetycznego powodowanego sitami promieniowymi.



9. PODSUMOWANIE

W pracy rozwazono mozliwo$¢ opisu dziatajacych sit, a co za tym idzie - momentow sit
powstajacych przy udziale pota elektromagnetycznego, poprzez wykorzystanie tensoréw
energii  pola elektromagnetycznego zdefiniowanych ~w  ortogonalnych  uktadach
wspotrzednych. Dokonano rozdziatu dzialajgcych sit na dwa wzajemnie uzupelniajace sie
sktadniki:

- sity Lorentza - dziatajgce w Srodowiskach przewodzacych,
- sity permeancyjne - dziatajace w Srodowiskach magnetycznych.

Uzasadniono rézniczkowe zaleznosci okre$lajace gestosci objetosciowe sit: catkowitej
i permeancyjnej (Srodowiskowej). Przedstawione zalezno$ci pozwalaja na wskazanie
podobszaréw uktadu przetwornika elektromechanicznego, w ktérych powstajg wyrdznione
sity. Powyzszy rozktad zastosowano dla potrzeb analizy momentdéw sit i sit w przetwornikach
elektromechanicznych o dominujacym polu magnetycznym. Omawiany rozktad sit
charakteryzuje sie naturalng i prostg interpretacjg fizykalng. Sity Lorentza dziatajg w
obszarach, w ktérych ptyng prady. Sity Srodowiskowe pojawiajg sie w obszarach
niejednorodnych, w szczegdlnosci na granicy $rodowisk. Momenty elektromagnetyczne obu
sktadowych sit mogg pozostawa¢ w réznej proporcji wzajemnej, w réznych stanach pracy
przetwornika. Rowniez pokazano, iz mogg dziata¢ zgodnie badZ przeciwdziata¢ sobie
wzajemnie.

W pracy zwrocono uwage na zagadnienie mozliwosci przedstawienia sit i momentow
sit poprzez dywergencje pewnego tensora (pseudotensora). Zagadnienie to jest istotne,
poniewaz prowadzi do uproszczenia algorytmoéw numerycznego obliczania momentéw sit.
Twierdzenie Gaussa sprowadza catkowanie po obszarze do catkowania po brzegu obszaru.
Nie jest mozliwe przedstawienie skiadnika niejednorodnos$ciowego w postaci dywergencji
pewnego tensora (rozdziat 4). W rozdziale 7 pokazano, iz mozliwe jest przedstawienie
catkowitego momentu sit poprzez catke powierzchniowg w obszarach magnetycznie
anizotropowych (o symetrycznej macierzy reluktywnos$ci). Szczegdtowo rozwazono to
zagadnienie na przykladzie maszyny o anizotropowym wirniku. Zwrécono réwniez uwage, iz
nie zawsze takie przedstawienie jest mozliwe.

Przedstawione w pracy przyklady potwierdzajg uzyteczno$¢ zaproponowanego
rozdzialu momentéw sit zarbwno w obliczeniach jak i w ich interpretacji fizykalnej.
Dokonano opisu oraz zinterpretowania momentéw sit w modelowej maszynie pradu
przemiennego, hydrogeneratorze synchronicznym, turbogeneratorze synchronicznym,
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maszynie asynchronicznej o0 anizotropowej strukturze i maszynie indukcyjnej
0 ekscentrycznym i niesymetrycznym wirniku.

Zdefiniowany moment permeancyjny umozliwia wzbogacenie procesu projektowania
maszyny synchronicznej o utajonych i wydatnych biegunach dla potrzeb oceny naprezen
w izolacji uzwojen wirnika. Moment Srodowiskowy pozwala rowniez okresli¢ niekorzystny
sktadnik momentu sit oraz straty mocy czynnej w wirniku maszyny indukcyjnej
0 ekscentrycznym i niesymetrycznym wirniku.

Celowos$¢ definiowania réznicowego tensora energii pola elektromagnetycznego
pokazano na przyktadzie analitycznego opisu momentéw sit powstajgcych w maszynie
asynchronicznej ujawniajacej anizotropie wiasciwosci magnetycznych. Wykorzystujac
definicje réznicowego tensora energii przedstawiono zmodyfikowany algorytm obliczania
momentu sit metoda pragdéw magnetyzacji.

Jakkolwiek, z punktu widzenia napedu elektrycznego czesto nie sg istotne wartosci
sktadnikéw catkowitego momentu, to przedstawiony podziat pozwala na opis rozktadu sit
w poszczeg6lnych czesciach przetwornika elektromagnetycznego. Opis ten jest istotny dla
oceny dziatania podzespotow przetwornika elektromechanicznego (rozdziat 5, 6, 7, 8).

Zaproponowana koncepcja rozdziatu dziatajacych sit na dwa sktadniki z pewnoscig nie
wyczerpuje wszystkich mozliwosci dekompozycji sity catkowitej, ktére bytyby istotne
z punktu widzenia opisu takich zjawisk, jak na przyktad, rozktad naprezen powodowany
polem temperatury oraz innych. Prezentowana idea rozktadu pozwala jednak na przejrzysta
interpretacje fizykalng oraz posiada pewne zalety umozliwiajgce jej wykorzystanie w teorii
przetwornikéw elektromechanicznych.

WNIOSKI

a) Przedstawione zaleznosci (rozdziat 4) pozwalajg na obliczenie sktadnikéw sit badz
momentu sit w dowolnym stanie pracy przetwornika elektromechanicznego przy
zastosowaniu opisu pola elektromagnetycznego w ortogonalnych uktadach wspotrzednych.
Rownania te pozwalajg na prostg interpretacje sktadnikdw sit oraz momentéw sit
powstajacych w przetwornikach elektromechanicznych. Analiza sktadowych sit prowadzi
do wskazania miejsc powstawania sit Lorentza i Srodowiskowych (rozdziaty 5, 6, 7, 8).

b) Moment permeancyjny (Srodowiskowy) maszyny powodowany dziataniem sit stycznych
dziatajagcych w obszarach magnetycznych (wyprofilowany wirnik maszyny) nie jest
tozsamy z momentem reluktancyjnym.

Moment permeancyjny pozwala na ocene naprezen mechanicznych w izolacji uzwojen
maszyny synchronicznej oraz na okre$lenie strat mocy w wirniku maszyny indukcyjnej
o ekscentrycznym badz niecylindrycznym wirniku (rozdziaty 5, 6).
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c) Istnieje pewna klasa przetwornikdw elektromechanicznych, ktérych réznicowy tensor
energii pola elektromagnetycznego daje wktad do bilansu momentéw sit. Przyktadowo,
rozwazono przetwornik elektromechaniczny w postaci maszyny asynchronicznej z magne-
tyczng szczeling, w ktédrym skiadowe roznicowego tensora Actuw Opisujg niezerowy
moment sit stycznych. Wykorzystanie definicji r6znicowego pseudotensora energii pola

elektromagnetycznego pozwala na podanie algorytmu wyznaczania momentu maszyny
metoda pradéw magnetyzacji (rozdziat 7).

DODATEK DI
TOZSAMOSC POMOCNICZA

lloczyn sktadowej sity Lorentza i wspétczynnika Lamego mozna przedstawic
nastepujaco:

5V 5A,,
Llyfu =L JU(pE +j* B)u=LJu(-p~" -p— +(jxrotA)u), (DI-1)

W krzywoliniowym uktadzie wspdtrzednych ortogonalnych (xuxv,xw) wspotczynniki Lamego
oznacza sie jako Lu, Lv, Lw, a wynoszg one w uktadzie wspotrzednych

- kartezjanskich (x,y,z): LULVL W1,

- cylindrycznych (walcowych) (r,a,z): Lu= Lr=1, Lv=La=r, LWLZ1.
Dla sktadowej sity Lorentza f*Mu opisanej iloczynem wektorowym gestosci pradu i indukcji
magnetycznej otrzymuje sie:

L f jlyl [a(LHA v) a(L|ulA u)| jlwl [a(L |ulA u) g(LHA ™) (D12)
>l IMi LH [ 5xu axv j Lw 1 3x, 5X,,
stad:
_ dlula(LfulAful) jlvl a(LIVIA v) ilwl g (L |wlA w)
w LM Ly 3xu LH 3xu Lw  5xu
JILI g (L [ulA |u]) ilvig(L|uAld ilwl ~ (L ulA u) (D1.3a)
LU  3x, LM 3xv Lw  3xw

Stosujac zapis sumacyjny mozna zapisac:

L f =jv.5(LyAv) _j ™ d(LNAu) , (D1.3b)
H LM Lv 5xu Lv 5xv

Gestos¢ sity Lorentza (D I.1) opisuje zatem nastepujaca relacja:

L f =_pjY._pL +jv_3(LvAv) k_a(LITAu2 , (D1.4a)
Il L P ax,, H dt Lv 5xu Lv 5xv

Rownos¢ (D1.4a) w notacji sumacyjnej czterowskaznikowej (ie{0,1,2,3}, Lo=l) przyjmuje
forme:
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Jji 5(AILj) . 3(LUA J
Li  5xu L dxi

lul Lu -1J (Dl.4b)

gdzie wprowadzano oznaczenia czteropotencjatu Aj = (-V/c, Au, Av, Aw) i czterogestosci

pradu ji =(cp,ju,jv,jw) [L.2, L.4], Wykorzystujgc zasade ciggtosci pragdu w postaci:

z \
L .
1 oL {
n _14ND_, |
L dx. L dx ’ (D1.5)
mozna - dodajac sktadnik zerowy (D1.5) - zalezno$¢ (D1.4b) przeksztatci¢ do postaci:
*
LU Jfu = s AME> e >
ax.« h J")’
lub ostatecznie:
* 5(AhIL ) dl \
slipi - dx ~ LLIMfL + Ldlv(LisA ul) + L— (1|uAup). (Dl.s)
DODATEK D2
GESTOSCI SIt. - ROWNANIA POMOCNICZE
Pierwsza para rownan Maxwella ma postac:
rote = -B a divB =0, (D2.1a)
przy czym operatory rézniczkowe sg postaci:
, 1 f«LME.) Ne,.|E,)t
* da*. J’ <D2'b)

b M dxw ]

Drugg pare rownan Maxwella dla trzech wyréznionych nizej przypadkéw zapisano
w jednolitej formie:

rotH=j+D a divD =p, (D2.2)
gdzie:

vOB w przypadku a)

H= H w przypadku b) (D2.3a)
-1 w przypadku c),
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jo W przypadku a)
j W przypadku b) (D2.3b)
-Aj w przypadku ),

e,E W przypadku a)
D= D w przypadku b) (D2.3c)
P w przypadku ),

Po W przypadku g)
P= p W przypadku b) (D2.3d)
-Ap w przypadku c).

Powyzsza forma zapisu pozwala na wyprowadzenie zaleznosci (4.16) - przypadek b), (4.17) -
przypadek c) przy jednym, formalnym rachunku wektorowym. W kazdym z ponizszych
wzoréw rozwazana zalezno$¢ dla przypadku b) jest rowniez wynikiem dodania stronami
zaleznosci dotyczacych przypadkéw a) oraz c).

Gestos¢ objetosciowa sity wynosi:

PoE + joxB =fo w przypadku a)
f= pE +jxB =f w przypadku D) (D2.4)
mApE- AjxB=-Af w przypadku c).

Zwigzki materiatowe sg postaci:

H=vB D = eE. (D2.53)

Nadkreslenie oznacza tu macierzowy charakter powyzszych zwigzkéw materiatowych
w obszarach ujawniajgcych anizotropowe wiasnosci magnetyczne badz dielektryczne.
Mianowicie, wspotczynniki $srodowiskowe w przypadku anizotropowego $rodowiska tworzg
odpowiednio nastepujace symetryczne macierze:

diag(eo;v0) w przypadku a)
e;v = [eu, ;v w przypadku b) (D2.5b)
Jewvu-diag(eo;v0) w przypadku c).

Wspoétczynniki Srodowiskowe dla izotropowego osrodka sg rowne odpowiednio (mnozenie
macierzowe w tym przypadku sprowadza sie do mnozenia przez liczbe):

e0;vo w przypadku a)
e;v = e=eoer;v=vovr w przypadku b) (D2.5¢)
£o(er —1); vo(vr—) w przypadku c).
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Zapis postaci (D2.5a) oznacza sume iloczynéw odpowiednich sktadowych wektora pola
oraz wspétczynnika srodowiskowego, np.:

H-=vwmBw H =vB = TuvuimBw.
Gestos$¢ objetosciowa sity wynosi:
f=pE+jx 8 =EdivD +(rotH-D) x B,
co prowadzi do zaleznosci:
£=— x B) + HdivB + rot(vB) x B+ EdivD + rot(E) x D, (D2.6a)

gdzie dodano do prawej strony zerowe wyrazenie: HdivB = vBdivB.

Drugi i trzeci sktadnik przeksztatca sie do postaci:

rot(H) x B + Hdiv B = Tudivjy(HuB) - grad(jHB) - NM (D2.6b,)

(rot(H)xB+HdivB)u=-*-div(LWHuUB )-*"® -(N MI, (D2.6b2)
H LWbxu

divu(*) = -~-div{Ly *(*)} , (D2.6b3)

=yBuBwgrad(yw) , (D2.6b4)

K = "~LELWWgrad(L”"L"“) ’ (D2-6bs)

gdzie wykorzystano fakt symetrii wspétczynnikéw reluktywnos$ci magnetycznych.

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, iz operacja dywergencji oraz inne operacje rézniczkowe
w uktadzie wspdétrzednych ortogonalnych nie oznaczajg w ogdlnosci tych samych dziatan co
analogiczne operacje rézniczkowe dla tensorow w uktadach wspétrzednych krzywoliniowych.
Czwarty i pigty sktadnik po prawej stronie (D2.6a) przeksztatca sie analogicznie:

rot(E) x D + EdivD = Tudiv|u|(EuD) - grad(yED)-N§6, (D2.6b6)
= -y E uENgrad(s w). (D2.6b7)
= -yEuEwewL|yL|wgrad(- - ). (D2.6bg)

HITH w1

Po podstawieniu do zalezno$ci (D2.6a) otrzymuje sie:
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f=-f(D xB)- ludivlj(9UY +M - N, (D2.7)

gdzie zdefiniowano sktadnik niejednorodnosciowy w ortogonalnym uktadzie wspotrzednych
jako:
M=nm+n&£,
réwny:
0 w przypadku a)
N = N w przypadku b)
N w przypadku c),

gradient gestosci energii pola elektromagnetycznego:
M = grad(yyBB + je EE) = grad(yHB + yED) = grad(eu +eE) = grad(ev),
oraz pseudowektor:
9iL=-H 1B -E,D. (D2.8a)
Zalezno$¢ (D2.7) mozna zapisa¢ w uktadzie wspotrzednych ortogonalnych w postaci:

f=-~(D xB)-itdivu(SJ +k-N, D2.8b
d
i

przy czym:

E=K + +evgrad{In(L)}, (D2.8c)

kE+ kar + edvgrad{In(L)} w przypadku a)
k = kE+ kM+ ev grad{In(L)} w przypadku b)
AKE+ AK™ + Aev grad{In(L)} w przypadku c).

Wektor k zanika w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, gdzie Lx=Ly=Lz=Il. Zanika tez
sktadowa styczna tego wektora w cylindrycznym uktadzie wspo6trzednych.

Przez analogie do postaci tensora energii pola elektromagnetycznego w kartezjanskim
uktadzie wspoétrzednych definiuje sie pseudotensor naprezenn Maxwella. W ukfadzie
wspdtrzednych krzywoliniowych ortogonalnych z jego sktadowych buduje sie pseudowektor
postaci:

cl=-HuB -E uD + Tuev. (D2.8d)

Nalezy podkresli¢, iz whasnosci transformacyjne pseudotensoréw i pseudowektoréw nie sg
przedmiotem dalszych analiz. Stad nazwa pseudotensor badZz pseudowektor. Pseudotensor
traktuje sie tylko jako wielko$¢ indeksowang dwoma wskaznikami, a pseudowektor jednym.
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Dany pseudowektor stosuje sie tylko w jednym uktadzie wsp6trzednych i to tylko w tym,

w ktérym go zdefiniowano.

Zwraca sie uwage, iz pseudotensor symetryczny 00 jest sumg obu pseudotensoréw

niesymetrycznych.

C° W=-voBuBw-e OEUEW+5UWvi(voB2 +e0E2)-a)
(0uyw = °w=-HuBw-E ubw+6uw{(HB+ED) -b)
-Aauw=luBw-E uPw-5 un{(B I-EP) - ©),

eov =t(voB2+e0E2) - a)
ev=y(HB + ED) -b)
-Aev=-i(BI-EP) -c),

gdzie 5UMest delta Kroneckera; L=LUW\M.W- iloczyn wsp6tczynnikéw Lamego.

Na podstawie (D2.8c) zachodzi:
ctou = ctu+ A ctu>... .
Rownanie (D2.8b) w przypadku a) implikuje tozsamos$¢:
to =-£0 f:‘(E x B )-iudivju|(dou) + kO,

w przypadku b):

za$ w przypadku c):

Af = +Jj-(P xB) - iudiv|u|(ACTu) + Ak + N .

(D2.8d)

(D2.8¢)

(D2.9)

(D2.10a)

(D2.10b)

(D2.10c)

Otrzymane zalezno$ci (D2.10b,c) sa wykorzystywane przy wprowadzaniu zaleznosci (4.16),

(4.17) w rozdziale 4.

DODATEK D3

OPERACJE W UKEADZIE WSPOLRZEDNYCH CYLINDRYCZNYCH

W uktadzie wspdtrzednych cylindrycznych (ortogonalnych) dla sktadowych wektorow

tréjwymiarowych nastepujace operacje rézniczkowe 0znaczaja:

. .- 1SrB, 1dBa 3B
dywergencja: divB = — —L+ - +
r dr r da dz
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rotacja: rotB =

_1d, 9A 1 d2A  a2A

laplasjan (skalamy): = dr(ﬁ?r) * oodan  dr

Réwnanie Bessela:

y"+-y'+(p2-~f)y =0 N  y(r) = C,IJpBPr) + C2YpR(Pr),

(~1) (0-5z)**®
Ar(k +Dr(pB+k +1)

Rownanie Bessela zmodyfikowane (pa - liczba catkowita):

y"+-y'-(P2+~f)y=0 =* y(r)=C,I B(Pr)+ C2KpBPr),

IpB(z) = i_pBIB(iz), WK =

m=1

KpBz) =(-1)-(C E+in(-))IpBZ) ++ g (-1) r(k+1) 02

i
K-DPBoIT (pB+ k + 1)r(k + 1)_02 2dpBLv (k) + M/(pB +k)}-

Rownanie Bessela zmodyfikowane (pe - liczba rzeczywista, niecatkowita):
y'"+-y'-(P2+7f)y =0 => y(r) =C,IpB(Pr) + C2l_pB(Pr).
PRZEDSTAWIENIE GESTOSCI MOMENTU Sl W UKEADZIE WSPOtRZEDNYCH
CYLINDRYCZNYCH

Gesto$¢ momentu sit w ptaszczyznie prostopadtej do osi OZ wynosi:

rfa = xfy- yfx= x(-div<jy) - y(-divax), (D3.1)
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gdzie [T.1]:

+ %0 o« . usw e {x-y.z}-e
Sktadowe radialna Wr, styczna Wa, osiowa Wz wektora w ortogonalnym ukladzie

wspbétrzednych cylindrycznych wyrazajg sie poprzez sktadowe wektora W w kartezjariskim
uktadzie wspdtrzednych prostokatnych nastepujaco:

Wr = Wxcosa + Wysina
*Wa =- W, sina + Wycosa, (D3.2a)
W, = W,

wersory obu uktadéw wspo6trzednych wigzg sie nastepujaco:

i, = ixcosa + iysina ix = ircosa - iasina

ia = -ixsina + i cosa , iy = irsina + iacosa. (D3.2b,c)

Oznaczajac przez aa ‘wektor styczny’ zbudowany ze sktadowych tensora naprezen
Maxwella:
ca=ixaax+\°ay=UOyxcosa-axsina) +” (0" cosa-a ¥sina), (D3.33)
mozna zalezno$¢ (D3.1) przedstawi¢ nastepujaco:
rfa = -div(rca) + Cly- crxy, (D3.3b)
gdyz:
div(ratt) = div(xoy- yox) = xdivay + aygrad(x) - ydiv(ax) - axgrad(y) =
= xdivsy-ydiv(5x) + 0 yx-CTxy.
‘Wektor styczny’ aa w ukladzie wspdtrzednych cylindrycznych zgodnie z (D3.2c) ma
postac:
aa = ir(ayxcos2a-crxxsinacosa + Clyycosasina-C Txysin2a) +
+ i"(-(Jy, cosasina +axsin2a + €0S2a - cry/sinacosa) (D3.4a)
=1 Car + L <Ina-
za$ ‘wektor promieniowy’ a , :
d<= *"x *yYy = ix(Clxxcosa +ayxsina)+iy(Clxycosa +a yysina),
a stad:
a = cosasina + crxcos2a + cryycosasina - a xycosasina) +
+ iaC-ciy, sin2a - axsinacosa + cyysinacosa - ax/cos2a) (D3.4b)

=W + | Cao-
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Na podstawie (D3.4a) oraz (D3.4b) jest:
- aflL=(oyxcos2a - axsinacosa + csn cosasina - cnysin2a) -

(-a sin2a - oxsinacosa +crjysinacosa - crycos2a) = - axy. (D3.5)
Zalezno$¢ (D3.3b) przyjmuje zatem postac:

rfa =-div(raa)+aar-CTra. (D3.6a)

DODATEK D4
CALKI POMOCNICZE

Jezeli poprzez fizykalng wielko$¢, opisywang odpowiadajacg jej wielko$cig zespolong
jest rozumianajej warto$¢ rzeczywista:
a=Re{A}, b=Re{B}, (D4.1)
to zachodzi:
ab = Re{A}Re{B} =jRe{ AB}+|Re{AB}.
Jezeli wielkos$ci zespolone A, B zawieraja operator: exp{i(cot-pa +const)}, to catka po

kacie petnym wynosi:
2n 2n 2n 2tc
t= jabda =| |Re{AB}da+y |Re{AB}da =) jRe{AB}da,
0 0 0 0
z uwagi na zaleznos$¢ od kata a (p*0).
Jezeli wielkosSci zespolone sg wyrazone poprzez sume dwdch wielkosci zespolonych:

A =C,e'T+C2eiTl, B=D,ei6 + D2eif, (D4.2)

to zachodzi:
2n
1=j jrRe{AB}da = TtRe{AB}.
0

Jezeli argumenty sktadowych (indeksowane przez ‘1’ badz ‘2°) sg przesunigte o ten sam kat

c7t/2 (np. c= 0;1):
y,—b5, = cnt/ 2, y2-82=c7t/2,

a dodatkowo dany jest kat: y, - y2 = k (stad wynika: 8, - 82 =« ), to zachodzi:
I =7iRe{C, D>id5" + C, D¢ keicd5” + C2D " e “ B'+ C2D"eicd5’}.
Jezeli c=1 - kat przesuniecia wynosi ni2, to zachodzi:

I =-nIm{C, DA+ Cj D" +C, D*eil +C2D>* },
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Przypadek przesuniecia skfadowych o n/2 zachodzi dla pary' zmiennych zespolonych

Br=-Api/r oraz Ba=-A’(r) przy okreslaniu momentu elektromagnetycznego (rozdziat 7).
Jezeli c=0 - kat przesuniecia wynosi 0, to zachodzi:

I=nRe{C, +C2 +C, D7eiK+ C2D"e-iK},
Przypadek zerowego przesuniecia skfadowych zachodzi dla nastepujacych par zmiennych
zespolonych (rozdziat 7):
Ez=-sA oraz Ha=vasBa=-vasA’(r) - obliczanie catki wektora Poyntinga;

j=-syA oraz B,=-Apilr - przy okre$laniu momentu sit Lorentza,
j oraz j - przy obliczaniu strat mocy.
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MOMENTY SIt
W SRODOWISKACH PRZEWODZACYCH | MAGNETYCZNYCH
PRZETWORNIKOW ELEKTROMECHANICZNYCH

STRESZCZENIE

W pracy zaprezentowano fizykalnie uzasadniong idee rozdziatu catkowitej sity, a co za
tym idzie, rowniez momentu sit na dwa sktadniki dziatajagce: na osrodek materialny (sktadnik
srodowiskowy, permeancyjny) i na prady wymuszone (sktadnik Lorentza). Rozdziat na dwa
wyroznione sktadniki jest zupelny - oba skiadniki uzupetniajg sie wzajemnie, opisujac
catkowitg site badz moment sit powstajacy w przetworniku elektromechanicznym.
Zaproponowana idea dekompozycji - przy zatozeniu pomijalnosci zjawiska histerezy,
magnetostrykcji oraz efektow zwigzanych ze zjawiskiem pedu pola elektromagnetycznego -
odnosi sie do standw nieustalonych i ustalonych, przetwornikéw izotropowych badz
anizotropowych.

Zostat zdefiniowany moment permeancyjny ($rodowiskowy) dla wirujagcej maszyny
elektrycznej. Okreslono jego warto$¢ dla maszyny synchronicznej oraz asynchronicznej.
Proponowany rozktad momentéw sit, w odniesieniu do maszyny synchronicznej, pozwala na
wprowadzenie odmiennego od tradycyjnie stosowanego rozkiadu momentu catkowitego.
Dekompozycja momentu elektromagnetycznego na moment permeancyjny i moment
Lorentza, w odroznieniu od stosowanego podziatu na moment synchroniczny i reluktancyjny,
ma ogo0lniejszg interpretacje. Moment reluktancyjny nie opisuje w catosci wptywu, jaki
wywierajg cechy geometryczno-srodowiskowe wirnika maszyny synchronicznej na warto$¢
momentu sit dzialajagcego na wirnik maszyny. Moment S$rodowiskowy - dziatajagcy na
ferromagnetyczny wirnik maszyny - stanowi okoto (60-70) % catkowitego momentu
elektromagnetycznego maszyny synchronicznej z wydatnymi biegunami w znamionowym
stanie pracy, przewyzszajagc okoto dwukrotnie warto$¢ momentu reluktancyjnego. W stanach
awaryjnych pracy turbogeneratora rowniez tego samego rzedu wartosci moze osigga¢ moment
permeancyjny. Wydzielone skladowe momentu sit pozwalajg na okreslanie naprezen
mechanicznych w izolacji wirnika.

Idea rozktadu moze by¢ réwniez z powodzeniem stosowana w odniesieniu do maszyny
indukcyjnej o niesymetrycznym wirniku. Moment permeancyjny opisuje tu warto$¢
niepozadanego sktadnika momentu sit, jak i pozwala na podanie prostego algorytmu
prowadzacego do wyznaczenia wartosci strat mocy w wirniku maszyny.
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Zdefiniowano réznicowy tensor energii pola elektromagnetycznego, ktéry pozwala na
wprowadzenie zmodyfikowanego algorytmu obliczania momentu metodg pradéw
magnetyzacji.

W pracy rozwazono rowniez mozliwo$¢ przedstawienia catkowitego momentu sit
dziatajagcych w S$rodowiskach anizotropowych magnetycznie poprzez stosowna catke
powierzchniows.

W pracy, w oparciu o analize numeryczng okre$lono wartosci sit i momentow sit
w elektromagnesie pradu statego oraz w maszynie synchronicznej z biegunami utajonymi,
jak i wydatnymi. Za$ w oparciu o otrzymane rozwigzania analityczne dokonano obliczen
momentéow sit w modelowej maszynie synchronicznej (analiza monoharmoniczna),
w maszynie indukcyjnej o litym, anizotropowym symetrycznym oraz ekscentrycznie
wirujgcym wirniku (dwuwymiarowa analiza potowa). Okreslono réwniez rozktad gestosci sit
radialnych w maszynie asynchronicznej o przewodzacym i anizotropowym magnetycznie
wirniku.



TORQUES
IN CONDUCTING AND MAGNETIC MATERIALS
OF ELECTROMECHANICAL CONVERTERS

ABSTRACT

In this work the decomposition idea of the force for two components for
electromechanical converter has been presented. One component acts upon the material
region the second upon the currents. The decomposition for these two components is
complete, and these components describe together the total either force or torque. The
mathematical correctness of the idea with the help of the coenergy function has been proved.
The idea proposed of the decomposition - if omitted the electromagnetic field momentum
phenomena - for transient and steady-state, for isotropic and anisotropic electromechanical
converter could be applied.

There is defined the permeantive torque. The permeantive torque for the synchronous
and asynchronous machines has been evaluated. The permeantive torque enables one to
calculate the stresses in insulation of the coils in synchronous salient-pole machine. The
defined torque leads to the decomposition method that is different than the traditionally used
in the electrical machine theory. Particularly, the idea of the decomposition and it
completeness enables one to criticise the reluctantive torque. The separation for the
permeantive and the currents torque, on the contrary to the decomposition for the synchronous
and the reluctantive torque, has got the simple and the general interpretation. The reluctantive
torque does not describe entirely the influence of the geometrical and region features for the
torque value. The permeantive torque, which acts upon the ferromagnetic rotor core - is about
(60-70)% for salient-pole synchronous machine with nominal state of the work. The value is
about twice times higher than the value of the reluctantive torque. Moreover, that fact is
important for designing process of the salient-pole synchronous machine. For chosen loci of
cylindrical generator the permeantive torque keeps the analogous ratio. The tension in some
parts of rotor isolation could be easy calculated with the help of the permeantive torque value.

The permeantive torque for induction machines with eccentric and asymmetrical rotor
constitutes the simple way for calculating of the unwilling torque component and eddy-
current losses in machine rotor.

The residual tensor defined gives the insight to the magnetic currents method. It enables
to formulate the modified algorithm for electromagnetic torque calculation.
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There is also considered the way for surface representation of total electromagnetic
torque for anisotropic magnetic regions.

In this work the numerical analysis for the direct current actuator and for the both
salient-pole and cylindrical synchronous machine has been carried. Moreover, the
considerable attention for analytical solutions of magnetic field distribution for the simplified
synchronous machine (monoharmonic analysis) and the eccentric rotating induction machine
with anisotropic and conducting rotor (two dimensional field analysis) has been paid. The
radial force density for the asynchronous machine with the conducting and anisotropic rotor
has been evaluated.

The main thesis of the work state:

1. The material force component has been detached for electromechanical converters with
magnetic field being predominant (with respect to its volume density). This component is
described mathematically with the help of nonhomogeneous component. The material
component is called the either permeantive or material force/torque. The permeantive
torque could be used for tension calculation for salient-pole and cylindrical synchronous
machine. The permeantive torque leads to formulate the algorithm that enables us to
calculate the undesirable torque component for machine with eccentric rotor.

2. The residual energy tensor of electromagnetic field Aauwhas been defined as follows

Aaw=-luBw+E uPw + 8uwi (BI-EP),

that appears in given below relation for nonhomogeneous component:
N = Af+i, diV|y(Aou) - Ak.

The written above equation has been proved basing on:
- Maxwells equation of electromagnetic field,
- the Lorentzs relation for force density:

fL=pE+jxB.
The modification of magnetising current method with the help of the residual energy tensor
of electromagnetic field has been proposed. The force density is given by the divergence of
the residual energy tensor of electromagnetic field and the nonhomogeneous component.

3. The total torque acting in anisotropic region can be presented in the form of surface
integral. This theorem has been proved for anisotropic region that reluctivity matrix is
symmetrical. There is pointed out, this theorem is not satisfied in the case the reluctivity
matrix is non-symmetrical.






