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W Y K A Z  P O D S T A W O W Y C H  O Z N A C Z E Ń

S y m b o le  łac iń sk ie

A - m acierz  system u,
B - m acierz  w ejść,
b - w ektor zm iennych decyzyjnych,
Ci - w spółczynnik  tłum ienia,
C - m acierz  w yjść,

C s - m acierz  e fek tu  żyroskopow ego,
C v - m ac ierz  tłum ienia,
D - m ac ierz  b ezpośredn ich  oddziaływ ań w ek to ra  w ejść  u (t)  n a  w ek to r w y jść  y (t),
d - k ierunek  poszukiw ań,
d,, dj - w ektory  przem ieszczeń  punktów  kontak tu  zębów ,
e,„ e ,/, e ,2 - w erso ry  sił w  b iegun ie  zazębienia,
F - w ektory  oddzia ływ ań  poduk ładów  i sił zew nętrznych,
F - siła  w  parze  kinem atycznej,

& - funkcja  ograniczeń,
H(jco) - transm itanc ja  w idm ow a (w idm ow a funkcja  p rzejśc ia),

H - m acierz  transm itancji (funkcji p rzejścia),
H* - H esjan ,
i - w ektor prądów ,

ip - zespolony prąd  klatki pracy,
i f - zespolony prąd  klatki rozruchow ej,

i f - zespolony prąd  stojana,
h - m asow y m om ent bezw ładności,

j - jed nostka  urojona,
ki - w spółczynnik  sztyw ności,
K - m ac ierz  sztyw ności,
kz - w spółczynn ik  sztyw ności zazębienia,
l - zadana w artość luzu,
L - m acierz  indukcyjności,
Ein - indukcyjność po la  głów nego,
Ep - indukcyjność klatki pracy sprow adzona na stronę stojana,
Er - klatki rozruchow ej sprow adzona n a  stronę stojana,
U - indukcyjność rozproszenia sto jana sprow adzona n a  stronę stojana,

E , - indukcyjność w spólna sprow adzona na stronę stojana,
mi - m asa,
M - m ac ierz  bezw ładności,

Mel - moment silnika,

P - liczba par biegunów,
Pmax

- wartość maksymalna siły dynamicznej w  wybranej parze kinem atycznej,

q - wektor współrzędnych uogólnionych,

Q - wektor sił uogólnionych,
R - m acierz rezystancji,

Rp - rezystancja klatki pracy sprow adzona na stronę stojana,
R r - rezystancja klatki rozruchowej sprowadzona na stronę stojana,

Rs, - rezystancja stojana,
tk - określa czas końcow y obliczeń,
Tz - siła  ta rc ia  w  zazębieniu ,
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- m ac ierz  nap ięć  zasilających ,
- w ek to r w ejść,
- nap ięcie  zasilające,
- w ek to r zm iennych  stanu  części e lek trom agnetycznej,
- w ek to r zm iennych  stanu  części m echanicznej,
- k w ad rato w a  m ac ierz  w ek to ró w  w łasnych,
- m acierz  transform acji m odalnej,
- w ek to r m  w spó łrzędnych  głów nych,
- w ek to r w yjść.

S y m b o le  g re ck ie

- w ek to r zm iennych  sprzężonych ,
- nom inalny  k ą t p rzypora ,
- k ą t po ch y len ia  lin ii zęba,
- kąt o k reśla jący  konfigu rac ję  układu,
- w ektor geom etrycznych param etrów  ko ła  zębatego i,
- liczba przypora,
- m ac ierz  zaw ie rająca  w ybrane w artości w łasne  układu,
- w arto śc i w łasne,
- w sp ó łczynn ik  w zm ocn ien ia  am plitudy,
- w spó łczynn ik  ta rc ia  w  zazęb ien iu ,
- w zględna w spółrzędna w zdłuż odcinka przypora,
- p rzem ieszczenie kątow e,
- funkcja  celu,
- częstość kołow a,
- prędkość synchroniczna elektryczna,
- prędkość w irow ania układu w spółrzędnych osiow ych (x,y),
- p rędkość kątow a wirnika.

1. W P R O W A D Z E N IE

W spółczesne m etody  num eryczne i techn ika  kom puterow a o tw ie ra ją  p rzed  naukow cam i 
szerok ie  m ożliw ośc i w  zakresie  budow y m odeli m atem atycznych  o raz  analizy  op isanych  nimi 
złożonych  uk ładów  i p rocesów  fizycznych. B adan ia  sym ulacyjne p o zw ala ją  na  g łębsze 
p oznan ie  z jaw isk  w ystępu jących  w  rozpatryw anym  obiekcie  i zazw yczaj s ą  zn aczn ie  tańsze  
od badań  dośw iadczalnych . P o zw ala ją  p onad to  na  analizę  stanów  aw aryjnych, n iem ożliw ych  
do b ad an ia  w  w arunkach  eksperym entu  na  ob iekc ie  rzeczyw istym  z pow odu zag ro żen ia  życia 
ludzkiego lub też  n iebezp ieczeństw a zn iszczen ia  d rog ich  urządzeń . B udow a un iw ersalnych  
m odeli m atem atycznych , stanow iących  w ierne odzw iercied len ie  cech  ob iek tu  rzeczyw istego , 
je s t  p rak tyczn ie  n iem ożliw a. K onieczne je s t  zatem  p rzy jęcie  założeń  u p raszczających , które 
zależeć b ę d ą  od celu  p row adzonych  badań , cech  dynam icznych  ob iek tu  b adanego  oraz 
ch arak teru  sił zew nętrznych  obciążających  układ. W ybór m odelu  i w yznaczen ie  je g o  
p aram etrów  są  w  znacznej m ierze zdeterm inow ane in tu ic ją  i dośw iadczen iem  badacza. 
D latego też  ba rd zo  w ażnym  zadaniem  je s t  opracow anie  narzędzi w spom agających  p roces 
m odelow ania. Szerokie m ożliw ości w  zakresie  udoskonalan ia  opracow anych  m odeli 
dynam icznych stw arza ją  m etody op tym alizacji w raz  z an a lizą  w rażliw ości. W yznaczone 
funkcje w rażliw ości o k re śla ją  ilościow y i jak o śc io w y  w pływ  poszczegó lnych  param etrów  
m odelu  na  badane  z jaw iska  fizyczne op isane fu n k c ją  celu. U m o żliw ia ją  w  ten  sposób  
efektyw ny w ybór zm iennych decyzyjnych po p rzez  se lekc ję  tych  param etrów , k tó re  d ecy d u ją
0 analizow anych  z jaw iskach  dynam icznych.

W yniki sym ulacji num erycznych, p row adzonych  z w ykorzystan iem  m odeli fizycznych, 
oraz  w yniki analizy  w rażliw ości są  źródłem  cennych  in form acji i s tan o w ią  podstaw ę 
op tym alnego  ksz tałtow ania  w łasności dynam icznych  układu. B adan ia  op tym alizacy jne  
zap ew n ia ją  znaczne  obniżen ie  kosztów  w ytw orzen ia  p roduk tu  o w ysok ich  w łasnośc iach  
eksp loatacy jnych  przy  jed n o czesn y m  zapew nien iu  je g o  w ysokiej trw ałości i n iezaw odności. 
O p tym alizacja  ja k o  narzędzie  w spom agające  p roces konstrukcyjny  je s t  b a rdzo  efek tyw na 
naw et p rzy  dużej liczbie zm iennych decyzyjnych  i z łożonych  funkcjach  celu. P ierw sze 
zastosow an ia  m etod  op tym alizacji do tyczyły  g łów nie  zadań  statycznych, a  w  m iarę  rozw oju  
m etod  num erycznych  i techniki kom puterow ej zaczę to  j e  stosow ać do rozw iązyw ania  
z łożonych  zagadn ień  dynam iki uk ładów  m aszynow ych o raz  w sp o m agan ia  p ro cesu  
p ro jek tow ania . C zas n iezbędny  do rozw iązan ia  zad an ia  zależy  m .in. od stosow anych  
a lgory tm ów  obliczen iow ych , d latego też  w  osta tn ich  latach  m o żn a  zaobserw ow ać 
d ynam iczny  rozw ój m etod  optym alizacji. N a  szczeg ó ln ą  uw agę zas łu g u ją  m etody  ew olucy jne
1 hybrydow e, um ożliw iające znalezien ie  ekstrem um  g lobalnego. W  dalszym  ciągu 
u doskonalane  są  rów nież  k lasyczne m etody program ow an ia  m atem atycznego , zapew niające  
znaczne przyśp ieszen ie  p rocesu  op tym alizacji po p rzez  w ykorzystan ie  w yników  analizy  
w rażliw ości.

P o dejśc ie  in terdyscyplinarne do  m odelow ania  uk ładów  napędow ych  im plikuje  pew ne 
trudnośc i zarów no podczas budow y m odelu , ja k  rów nież  d o b o ru  m etod  rozw iązan ia  
rozpatryw anego  zagadnien ia. Jednakże b adan ia  op tym alizacy jne prow adzone  
z  w ykorzystan iem  tak ich  m odeli u m ożliw iają  szersze  spo jrzen ie  na  badane z jaw iska 
dynam iczne o raz  efektyw ne łączen ie  uk ładów  o różnej na turze  fizycznej, j a k  np. uk łady  
e lek trom echan iczne, bąd ź  m echatron iczne z  rozbudow anym i system am i sterow ania. 
A nalizu jąc  k ierunki badań  prow adzonych  w  przodu jących  ga łęziach  p rzem ysłu , tak ich  ja k  
p rzem ysł lo tn iczy  czy  sam ochodow y, m ożna stw ierdzić, że  zastosow an ie  now oczesnych  
m etod  ob liczen iow ych  p rzy  in terdyscyplinarnym  p o d ejściu  do  zagad n ień  m odelow an ia  
stanow i p rzyszłość  szeroko  rozum ianej inżynierii m echanicznej.
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G w ałtow ny  rozw ój techn ik i staw ia  w ysokie  w ym agan ia  p ro jek tan to m  u k ładów  
n apędow ych  m aszyn  roboczych . D ążenie  do  o bn iżen ia  m asy  uk ładu  p rzy  zapew nien iu  
p rzen ies ien ia  dużej m ocy  pow o d u je  zm nie jszen ie  sztyw ności je g o  elem entów , czeg o  efek tem  
u b ocznym  m oże  być  obn iżen ie  częstośc i rezonansow ych . D o datkow o , zw iększan ie  
w ydajnośc i p o w o d u je  k on ieczność  zw ięk szan ia  p ręd k o śc i roboczych . W  w yniku  teg o  zdarza  
się, że  często śc i w ym uszeń  z n a jd u ją  się  w  stre fach  rezonansow ych  uk ładów . W  tak im  
p rzy p ad k u  zastosow an ie  n aw et na jdok ład n ie jszy ch  m etod  ob liczeń  sta tycznych  n ie  zapew ni 
w ysokiej trw a ło ści i n iezaw o d n o śc i po d czas ek sp loatac ji p rz y  z łożonym , dynam icznym  stanie 
obciążen ia . R ozw iązan ie  pow yższego  p ro b lem u  m o żn a  uzyskać n a  d rodze  m odelow an ia  
i analizy  ch arak terystyk  dynam icznych  uk ładu . C harak terystyk i dynam iczne  z a leż ą  od  
struk tu ry  uk ład u  o raz  je g o  cech  konstrukcy jnych , jed n a k że  b ezp o śred n ie  o k reślen ie  tego  
w pływ u m ożliw e je s t  ty lko  w  na jp rostszych  p rzypadkach . D odatkow o, op raco w an e  m odele  
k o m p lik u ją  się  p rzy  o p isie  u k ładów  o z łożonej na tu rze  fizycznej, j a k  np. układy 
e lek trom echan iczne. W iele  tak ich  system ów  w  postaci uk ładu  z ło żo n eg o  z  siln ika 
e lek try czn eg o  i w ielostopn iow ej p rzek ładn i zębate j lub p rzek ład n i p lane tarne j w y stępu je  w  
nap ęd ach  m aszyn roboczych . Z astosow an ie  w yników  sym ulacji do  m odyfikacji 
ch arak terystyk  dynam icznych  je s t  w  tak ich  p rzy p ad k ach  ba rd zo  z łożone  i p racoch łonne . 
B ad an ia  te  m o g ą  być  sku teczn ie  w spom agane  p o p rzez  w ykorzystan ie  m eto d  analizy  
w rażliw ośc i i op tym alizac ji. D la tego  też  rozw ój a lgory tm ów  m odelow an ia , analizy  i syntezy 
uk ładów  dynam icznych  znajdu je  się w  o bszarze  za in teresow an ia  w ie lu  ośro d k ó w  naukow ych. 
C o raz  w ięcej uw agi p o św ięca  się  zastosow an iu  m etod  op tym alizac ji do  w sp o m ag an ia  p rocesu  
do b o ru  cech  konstrukcyjnych  m aszyn, zapew niających  im p o żądane  charak terystyk i 
dynam iczne . W łasności dynam iczne  uk ładu , determ inow ane p rzez  je g o  struk tu rę  o raz  
p a ram etry  fizyczne, m o g ą  być k sz ta łtow ane  ju ż  pod czas p ro jek tow an ia . O p racow an ie  
p ro jek tu  w stęp n eg o  zap ew nia  jed n o zn aczn e  określen ie  p ostaci konstrukcyjne j o raz  cech  
g eom etrycznych , co  um ożliw ia  budow ę m odelu  dynam icznego  i estym ację  je g o  param etrów . 
W  w yniku  tego  k lasyczny  algory tm  p ro jek tow an ia , o party  na  o b liczen iach  sta tycznych , m oże 
być z  po w o d zen iem  uzupełn iony  o m o d u ł bad ań  op tym alizacy jnych  ju ż  w  fazie o p racow an ia  
d o k u m en tacji konstrukcyjne j p ro to typu  (rys. 1. 1).

P ow o d zen ie  tak ieg o  p o d e jśc ia  zależy  od  d y sp onow an ia  odpow iedn im i narzędziam i 
ob liczen iow ym i, k tó re  um o żliw ia ją  b adan ie  szerok iej k lasy  ch arak terystyk  dynam icznych  
przy  stosunkow o p rostym  o p isie  m atem atycznym  m odelu  fizycznego . K om puterow y  system  
w sp o m ag an ia  d o b o ru  cech  dynam icznych  u k ład u  po w in ien  um ożliw iać:

•  p rzy g o to w an ie  m o d elu  fizycznego , b ęd ąceg o  o d w zorow an iem  w łasności 
dynam iczn y ch  p ro jek to w an eg o  układu,

•  estym ację  p a ram etró w  p rzy ję tego  m o d elu  p rzy  w ykorzystan iu  p ro jek tu  w stępnego ,
•  d o b ó r funkcji celu  odpow iedniej do  p ro w adzonych  badań,
•  p rzep ro w ad zen ie  analizy  w rażliw ośc i, k tó rej w yniki p o słu ż ą  do  m od y fik ac ji m odelu  

o raz  w yboru  zm iennych  decyzy jnych  do  procesu  op tym alizac ji,
•  p rzep ro w ad zen ie  bad ań  op tym alizacy jnych , k tó rych  w ynik i stanow ić b ę d ą  p o d staw ę 

o k reślen ia  cech  k o n strukcy jnych  p ro jek to w an eg o  uk ładu.
O praco w an e  m o d ele  dynam iczne  o raz  w yniki op tym alizac ji cech  dynam icznych  m o g ą  być 
zw ery fikow ane  pod czas badań  d o św iadcza lnych  p ro to typu  za  p o m o cą  tes tó w  m odalnych  
i p o m iaró w  sygnałów  w ibroakustycznych .

1.1. SFO R M U ŁO W A N IE  PRO BLEM U
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Rys. 1.1. Rozpatrywany algorytm projektowania obiektu technicznego, uwzględniający optymalizację 
własności dynamicznych

Fig. 1.1. Algorithm o f designing o f a technical object which takes into account the optimization 

of dynamie properties

O p tym alizacja  w łasnośc i dynam icznych, p ro w ad zo n a  pod czas p ro cesu  p ro jek tow o- 
konstrukcy jnego , um ożliw ia  rozpatryw anie  znaczn ie  w iększej liczby  zm iennych  decyzy jnych  
n iż  w  przypadku  m odern izac ji uk ładów  ju ż  istn iejących. Ponad to  istnieje  m ożliw ość  zm iany 
struktury  układu, np. p o przez  zm ianę łań cu ch a  k inem atycznego , b ąd ź  te ż  d o łączen ie  
dodatkow ych  e lem en tów  obn iża jących  poz io m  drgań  w  w ybranych  zak resach  częstości.

P raca  n in ie jsza  stanow i p róbę  op racow an ia  a lgorytm u, będącego  skutecznym  narzędziem  
w spom agającym  proces konstrukcy jny  e lek trom echanicznych  uk ładów  napędow ych  dużej 
m ocy. Z astosow an ie  m etod  m odelow ania, analizy  w rażliw ośc i i op tym alizac ji do  d o b o ru  cech  
konstrukcy jnych  zapew ni o trzym anie  charak terystyk  dynam icznych z łożonych  uk ładów  
m aszynow ych odpow iedn ich  z punktu  w idzen ia  m in im alizacji oddzia ływ ań  w  parach  
k inem atycznych  o raz  obn iżen ia  poziom u drgań.
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1.2. DOTYCHCZASOWY STAN ZAGADNIENIA

1.2.1. Optymalizacja własności dynamicznych
Jednym  z k ierunków  pod w y ższan ia  n iezaw odnośc i i trw ałości m aszyn  ro b o czy ch  je s t  

od p o w ied n i d o b ó r ich w łasn o śc i dynam icznych . D o  w sp o m ag an ia  teg o  p ro cesu  co raz  częście j 
sto sow ane  s ą  m eto d y  op tym alizacji. S pow odow ane je s t  to  zarów no  efek ty w n o śc ią  tak ieg o  
p o d e jśc ia , ja k  ró w n ież  ro zw o jem  p ro fes jo n aln y ch  pak ie tó w  opro g ram o w an ia  o ra z  tech n ik i 
kom puterow ej [1 ,11 ,3 8 ,4 0 ,6 9 ,7 7 ,9 6 ,1 2 6 ,1 3 8 ,1 4 8 ]. Początkow e zas to so w an ia  p rocedur 
o p ty m alizacy jnych  do tyczy ły  g łów nie  zagad n ień  sta tycznych , tak ich  j a k  np. m in im alizac ja  
kosz tów , m asy, gabary tów  lub m aksym alizac ja  p rzenoszonej m ocy  itp. [19 ,43 , 
6 2 ,1 2 5 ,1 2 9 ,1 6 2 ]. O becn ie  co raz  częście j an a liza  w rażliw ości i op ty m alizac ja  s ta ją  się 
n a rzęd ziem  ro zw iązyw an ia  z łożo n y ch  zagadn ień  dynam iki u k ładów  m aszynow ych  o raz  
w sp o m ag an ia  p ro cesu  p ro jek to w an ia  [9 ,2 2 ,2 4 ,4 4 ,4 5 ,4 8 ,1 1 1 ]. P rzeg ląd  k ierunków  i rozw ój 
m eto d  o p ty m alizac ji struk turalnej, począw szy  od  zagadnień  sta tycznych  do  rozw iązyw an ia  
zadań  dynam ik i, om ów iono  w  pracach  [16,41].

Z ag ad n ien ia  op tym alizac ji uk ład ó w  dynam icznych  w y m ag ają  op raco w an ia  m odeli 
fizycznych , um ożliw iających  m atem atyczny  opis badanych  z jaw isk . W yznaczane  na  ich 
po d staw ie  ch arak terystyk i od p o w ied zi często tliw o ścio w y ch  s ą  sze ro k o  stosow ane  w  procesie  
o p tym alizac ji, ko n tro li p o z io m u  drgań  i d oskonalen iu  m odeli M E S [3 7 ,9 2 ,93 ,131 ,152]. 
A n a liza  m o d aln a  u m o żliw ia  b udow ę m odeli w ykorzystyw anych  w  p ro cesie  o p ty m alizac ji 
zarów no  w  dz ied z in ie  czasu , ja k  i często tliw ości. Funkcje  celu  są  opracow yw ane  p rzy  
zastosow an iu  zasad y  su perpozycji, j a k  rów n ież  b ardzie j z łożo n y ch  m eto d  hybrydow ych  
[119 ,120]. B ad an ia  op tym alizacy jne  stosu je  się  do  ro zw iązyw an ia  z łożo n y ch  prob lem ów  
statyki i dynam iki w  najszybcie j ro zw ija jących  się  ga łęziach  p rzem y słu  m aszynow ego , tak ich  
j a k  p rzem y sł lo tn iczy  [138] i sam ochodow y [32,57].

W stępem  do  b ad ań  op tym alizacy jnych  je s t  zazw yczaj analiza  w rażliw ości. Jej w yniki 
s łu żą  do  w sp o m ag an ia  w yboru  zm iennych  decyzy jnych  [57 ,98 ,101] o raz  do oceny 
ilo ściow ego  i jak o śc io w eg o  w pływ u p aram etró w  n a  funkcje  celu , ok reśla jące  charak terystyk i 
d y n am iczne  u k ład ó w  [51 ,52 ,91 ,94 ]. N a jp ro stszy m  sposobem  znalez ien ia  p o chodnych  funkcji 
ce lu  je s t  zas to so w an ie  m etody  różn ic  skończonych  [11 ,50]. M eto d a  ta  m a b a rd zo  prosty  
a lgory tm , je d n a k ż e  o trzym ane w yniki m o g ą  być o b arczone  b łędam i num erycznym i. 
D o k ładność  tej m etody  je s t  w y sta rcza jąca  do  rozw iązyw an ia  n iezby t z łożo n y ch  zadań. 
M e to d y  pó łan a lity czn e  s ą  zn aczn ie  dok ład n ie jsze  i szybsze, lecz  w y m ag a ją  w iększego  
n ak ładu  p racy  p rzy  p rzygotow yw aniu  danych. S pośród  tych m etod  należy  w ym ienić  m etody 
b ezp o śred n ie  i sp rzężo n e  [11 ,50 ,55 ,96 ]. P och o d n e  funkcji ce lu  o k re ś la ją  k ierunki 
n a jw ięk szeg o  w zro stu  funkcji i m o g ą  być zastosow ane  do o p ty m alizac ji cech 
konstrukcy jnych  u k ładów  m aszynow ych  [11 ,38 ,53].

T em aty k a  p row adzonych  badań  op tym alizacy jnych  z  zak resu  dynam ik i je s t  ba rd zo  
szeroka . G łów nym  k ierunkiem  op tym alizac ji cech dynam icznych  uk ładów  m aszynow ych  je s t  
o p ty m alizac ja  w artości i w ektorów  w łasnych. M im o że p a ram etry  w łasne n ie  n a d a ją  się do 
ok reślen ia  stanu  uk ładu  w  odpow iedzi na  zadane o bciążen ie  i w arunk i b rzegow e, to 
o d z w ie rc ied la ją  w łasnośc i dynam iczne uk ładu  i d ecy d u ją  o  ch arak terze  tej odpow iedzi. 
Z ag ad n ien iem  b ad an ia  w rażliw ośc i w artości w łasnych  i w ek to rów  w łasnych  zajm uje  się 
w iele  o śro d k ó w  naukow ych . W ynik i tak ich  b ad ań  m o g ą  racjo n alizo w ać  w y b ó r param etrów  
w łasnych  p rzy  iden ty fikac ji, poszuk iw an iu  b ąd ź  szacow an iu  u szkodzeń  [88]. D uża  część  
p u b lik ac ji p o d a je  spo so b y  analizy  w rażliw ośc i, które sto sow ać m ożna  ty lko  d la 
jed n o k ro tn y ch  w artości w łasnych. W  przy p ad k u  gdy  w artość  w łasna  je s t  w-krotna, to 
w y zn aczo n y  w ek to r w łasn y  je s t  lin io w ą  k o m b in ac ją  w w ektorów , o d p o w iad ający ch  tym  
w ie lok ro tnym  w arto ścio m  w łasnym . Z agadn ien ie  w y zn aczan ia  poch o d n y ch  w ie lok ro tnych  
w artości w łasnych [25 ,147] je s t  b a rdzo  w ażne  d la  rozpatryw anej k lasy  m aszyn  (np.
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przek ładn ie  w ie lod rożne  i p lanetarne o  k ilku  jed n ak o w y ch  ko łach  ob iegow ych). Z adan ie  to 
sta je  się  znaczn ie  bardziej skom plikow ane p rzy  uw zględnien iu  z jaw isk  ro zp raszan ia  energii. 
W w yniku  rozw iązan ia  zagadnien ia  w łasnego d la  tego  typu  zad an ia  o trzym uje  się  zespo lone  
w artości w łasne, co  znaczn ie  u trudn ia  w yznaczan ie  pochodnych  [28]. P on ad to  z łożoność  
z jaw isk  dyssypacji energii pow oduje  trudnośc i w  opisie  m atem atycznym . S tosuje  się  w ięc 
m odele  uproszczone , k tó re  są  obw arow ane szereg iem  założeń  u p raszczających , m .in . w
pracach  [36 ,37 ,110 ,166].

W rażliw ość w artości w łasnych i w ektorów  w łasnych uk ładów  tłum ionych  dla 
jed n o k ro tn y ch  i w ielokro tnych  w artości w łasnych  om ów iono  m .in. w  p racach  [79 ,80 ,146]. 
W  p ierw szym  przypadku  zaproponow ano p rosty  algorytm , um ożliw iający  znalezien ie  
rozw iązań  ścisłych. W yznaczane w spółczynniki w rażliw ośc i w ielok ro tnych  w artości 
i w ek to rów  w łasnych  są  określane p o przez  rozw iązan ie  uk ład u  rów nań  algebraicznych . 
B adania  tak ie  m ożna  p rzeprow adzać rów nież  m etodam i iteracyjnym i. Jednym  z  p rzyk ładów  
tak iego  po d e jśc ia  je s t  p rzesun ięcie  każdej w artości w łasnej, w  celu  u n ikn ięc ia  osob liw ośc i 
[78]. P rzy  odpow iednim  doborze  p rzesun ięcia  m ożna  uzyskać satysfakcjonu jący  w ynik  ju ż  po 
jed n e j iteracji. W ybór p rzesun ięcia  zależy  o d  w artości w ek to ra  w łasnego  i dok ładności 
reprezen tac ji w yrażeń zm iennoprzecinkow ych  w  kom puterze.

D otychczas opisyw ane m etody  b adan ia  w rażliw ości w ektorów  w łasnych i częstości 
w łasnych o p ie ra ją  się na m odelach w iernie op isu jących  badany obiekt. Jednak  w  pew nych 
p rzypadkach  dysponu jem y  jed y n ie  skąpym i inform acjam i, k tó re  p o c h o d zą  z  danych 
pom iarow ych. W ym aga to  zastosow ania  m etod um ożliw iających  w yznaczen ie  pochodnych  
funkcji odpow iedzi często tliw ościow ej o raz  w artości i w ektorów  w łasnych  przy  
w ykorzystan iu  zależności w ystępujących  pom iędzy  w łasnościam i dynam icznym i uk ład u  [87]. 
B udu jąc  m odel jed y n ie  n a  podstaw ie  określonych częstości w łasnych, na leży  uw zględnić  
b rak  jed n o zn aczn o śc i rozw iązan ia  o raz  im plikacje p rak tyczne, k tó re  z  teg o  w yn ik a ją  
[139,152].

W yniki analizy  m odalnej w ykorzystyw ane są  rów nież  do syntezy m odalnej układów . 
Jednakże  w  przypadku w ykorzystyw ania ty lk o  w ybranych  w artości w łasnych  w ystępu je  b łąd  
obcięcia. K onieczne je s t  zatem  określenie liczby m odów  n iezbędnych  do u trzym ania  go 
w  zadanych  gran icach  [61].

O pisane m eto d y  i ro zw ażan ia  d o ty czą  m odeli liniow ych o stałych w spółczynnikach . 
M odele  tak ie  z  pow odzeniem  stosow ane są  zarów no do uk ładów  dyskretnych , ja k  i c iągłych 
[88]. Jeżeli na tom iast m odele  fizyczne op isane są  rów naniam i liniow ym i o w spółczynnikach  
okresow o zm iennych, to  rozw iązanie  d la drgań  usta lonych m ożna w yrazić ja k o  kom binac ję  
lin iow ą w ek to rów  w łasnych F loąueta . W ektory  te  s ą  o rtogonalne  ze  w zg lędu  n a  rozw iązan ie  
zadan ia  sprzężonego  [170]. M etoda taka m oże być zastosow ana  np. do m odeli op isanych 
rów naniam i M athieu.

A n aliza  drgań  usta lonych uk ładów  sprzężonych w ym aga uw zg lędn ien ia  w ym iany  energii 
pom iędzy  nim i [10 ,134]. D rgania takie m ożna op isać  p oprzez  w ykorzystanie  sprzęgających  
w artości w łasnych i w ektorów  w łasnych [10]. E fektyw nym  narzędziem  do  bad an ia  p rzep ływ u 
energ ii pom iędzy  układam i z  tłum ien iem  je s t  na tom iast m etoda  recep tanc ji [134].

D la  pew nych  zagadn ień  m ożliw e je s t  w yznaczen ie  w artości w łasnych  i w ektorów  
w łasnych w  postaci analitycznej przy  zastosow aniu  p rogram ów  ob liczeń  sym bolicznych  [7]. 
W yprow adzone w  ten  sposób  w yrażenia w ykorzystyw ane są  do  przygo tow yw an ia  testów  
porów naw czych  d la  m etod  przybliżonych.

K o le jn ą  grupę zadań  op tym alizacji dynam icznej stanow ią zadan ia  z  funkcjam i celu, 
op isu jącym i charak terystyk i dynam iczne w  dziedzin ie  czasu  bąd ź  częstości. Funkcje  celu 
budow ane są  zazw yczaj p rzy  w ykorzystaniu  średn iokw adratow ych  przyśp ieszeń  [32,82], 
p rzem ieszczeń  drgań  [49 ,57 ,145 ,150] lub s ił dynam icznych  [96 ,143]. M etody  op tym alizac ji 
stosow ane są  m .in. do  w spom agania  p rocesu  w yrów now ażania  w irn ików  [49], u lepszan ia
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ch arak terystyk  dynam icznych  m aszyn [94 ,95 ,173], m in im alizacji drgań  e lem entów  
w y p o sażen ia  sam o ch o d o w eg o  [32 ,57], czy  op tym alizac ji zaw ieszen ia  p o jazd u  [141]. M etodę  
m odyfikacji struk tu ralnej, b azu jącą  na  znajom ości w idm ow ej gęstośc i m ocy  w zbudzen ia  
układu, zap rezen to w an o  w  p racach  [17 ,18]. D o  budow y funkcji celu , w rażliw ośc i 
i o d p o w ied zi u k ład u  zastosow ano  dekom pozycję  m odalną. Z am ieszczo n o  p rzyk łady  
zastosow ań  z w ykorzystan iem  m .in. funkcji odpow iedzi często tliw ościow ej ja k o  kryterium  
ja k o śc i, k tó ry ch  efek tem  je s t  m odyfikacja  struk tu ralna  p ro w ad ząca  do  m in im alizacji 
od p o w ied zi dynam icznej układu. Pew na g ru p a  prac  do tyczy  op tym alizac ji uk ładów  
pod leg a jący ch  w zb udzen iom  losow ym  [145 ,150]. P row adzone  b adan ia  sk u p ia ją  się  m .in. na 
ob n iżen iu  w artości skutecznej odpow iedzi w  p rzem ieszczen iach  d la  p ew nych  stopni 
sw obody. R o zpatru je  się  og ran iczen ia  na  częstośc i w łasne i zm ienne  decyzyjne. 
Z ap ro p o n o w an a  w  [150] m etoda  redukcji poz iom u drgań  m oże być s tosow ana  przy  
w zb u d zen iu  stacjo n arn y m  sygnałem  losow ym  o ro zk ład z ie  G aussa. Inny  p rzy k ład  d o tyczy  
o p ty m alizac ji sz tyw ności i tłum ien ia  u k ładów  p rzy  funkcji celu , k tó ra  o p isu je  sum ę 
śred n iokw adra tow ych  odpow iedzi uk ładu  na stacjonarne  w zbudzenie  losow e [145].

D u ż ą  g ru p ę  zad ań  op tym alizac ji dynam icznej s tan o w ią  zag ad n ien ia  ste row an ia  
op tym alnego . P rzyk ładem  m o g ą  być aktyw ne uk ład y  izo lacji d rgań  [5 ,82 ,83 ,130].

W ybór funkcji celu  d la  badań  op tym alizacy jnych  decydu je  o p o w odzen iu  ca łeg o  procesu . 
Z ło żo n o ść  an alizow anych  z jaw isk  czasam i u tru d n ia  p raw id łow e i jed n o zn aczn e  
sfo rm ułow an ie  zad an ia  op tym alizacji. W  tak ich  p rzypadkach  stosu je  się in terakcy jne, 
m u ltid y scy p lin am e schem aty  ob liczeń , um ożliw iające  ingerencję  p ro jek tan ta  w  p ro ces 
poszu k iw an ia  na jlep szeg o  ro zw iązan ia  [140]. N ie  zaw sze rów nież rozw iązan ie  na jlep sze  z 
ekon o m iczn eg o  punktu  w idzen ia  spe łn ia  w arunki op tym alności staw iane w  o d n iesien iu  do 
zag ad n ień  dynam icznych  i odw ro tn ie. C iąg le  istn ie je  „p rzep aść” pom ięd zy  
w ysublim ow anym i m etodam i op tym alizac ji stosow anym i p rzez  inżyn ierów  i m etodam i 
w spom agan ia  pod e jm o w an ia  decyzji p rzez  m enedżerów . M oże to  p o w odow ać tru dnośc i w 
od p o w ied n im  d o b o rze  funkcji ce lu  o ra z  pow staw an ie  sp rzecznośc i ogran iczeń . D la tego  też  
pode jm o w an e  są  p ró b y  stw orzen ia  „pom ostu” , np. p o p rzez  m etody  tran sfo rm acji in form acji 
jak o śc io w y ch , o trzym yw anych  za  p o m o cą  narzędzi w spom agan ia  d ecyzji w  zagadnien ie  
op ty m alizac ji w ielok ry teria lne j z og ran iczen iam i [89].

W  w iększości zadań  op tym alizac ji charak terystyk  dynam icznych  d ąży  się do 
zm in im alizo w an ia  w artości m aksym alnych. T rudność  p o leg a  na  tym , że  pod czas ob liczeń  
prow ad zo n y ch  d la  ok reślonych  w artości zm iennych  decyzyjnych  n ie  w iadom o, d la  jak ie j 
w artości zm iennej n iezależnej w ystąpi m aksym alna w artość  funkcji celu. Z ad an ia  teg o  typu 
są  siln ie  n ie lin iow e, a  p o n ad to  w artości ekstrem alnych  m oże  być  k ilka . P o d  w zg lędem  
stosow anych  m eto d  m ożna  zauw ażyć  dw a podejścia: stosow anie  w yrafinow anych  m etod  
p ro g ram o w an ia  m atem atycznego , bazu jących  na g rad ien tach  funkcji celu , bąd ź  też  m etod 
ew o lu cy jn y ch  [47 ,50 ,102 ,117].

W yniki do tychczasow ych  b adań  op tym alizacy jnych  z zakresu  rozw iązy w an ia  om aw ianych  
zagad n ień  w sk az u ją  na  d u ż ą  efek tyw ność m etod  sekw encyjnych  [1 ,1 1 ,47 ,96 ,116]. Je d n ą  
z  tak ich  m etod  je s t  m eto d a  sekw encyjnego  p ro g ram o w an ia  lin iow ego. Isto ta  tej m etody 
p o leg a  na  zam ian ie  zad an ia  op tym alizacji n ielin iow ej funkcji celu  w  sekw encję  zadań  
o p ty m alizac ji liniow ej bazującej n a  g rad ien tach . Z arów no m eto d a  sekw encyjnego  
pro g ram o w an ia  lin iow ego , ja k  i kw adratow ego  w ym aga w yznaczen ia  poch o d n y ch  funkcji 
celu  w zg lędem  zm iennych  decyzyjnych. W  zadan iach  tak ich  zb ió r zm iennych  decyzyjnych  
zaw iera  param etry  konstrukcy jne  uk ładu, tak ie  ja k  m asy, m asow e m om enty  bezw ładnośc i, 
w sp ó łczynn ik i tłum ien ia  i sztyw ności. Z e w zg lędu  na o g ran iczen ia  tech n iczn e  n ie zaw sze 
m ożna  dow oln ie  zm ien iać  param etry  uk ładu  (np. zakres zm ian w spó łczynn ika  tłum ien ia  
w ew n ętrznego  d la  d an eg o  m ate ria łu  je s t  n iew ielk i). W  tak ich  p rzy p ad k ach  zm iana  
charak terystyk i dynam icznej m oże być o siągn ię ta  po p rzez  zm ianę struk tury  układu.
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Przykładem  tak iego  p o d ejścia  je s t  zastosow anie  dynam icznego  tłum ika  drgań, k tó reg o  cechy 
dynam iczne z a leż ą  od  param etrów  układu  napędow ego  [20 ,35 ,97 ,128]. A b y  uzyskać 
na jlepsze  efekty  e lim inacji drgań, tłum ik  m usi być dostro jony  do układu. Jak  w ykazały  
wyniki sym ulacji num erycznych, uk ład  z  dynam icznym  tłum ik iem  dobranym  z 
w ykorzystaniem  m etod op tym alizacji cechuje się n isk ą  w arto śc ią  w spółczynnika  
w zm ocnien ia  d rgań  w  szerokim  zakresie  częstości.

W  osta tn ich  latach m ożna zauw ażyć szczególny  rozw ój m etod  ew olucy jnych , który 
zw iązany  je s t  z  rozw ojem  technik i kom puterow ej i zw iększen iem  szybkości obliczeń. 
P rzedstaw ic ie lam i ty ch  m etod  są  algorytm y genetyczne (A G ) i ew olucy jne (A E ). W  w ie lu  
p rzypadkach  stw arza ją  m ożliw ość prostego  sform ułow ania  zad an ia  op tym alizac ji i un ikn ięcia  
w p row adzan ia  dodatkow ych  funkcji ogran iczeń  po p rzez  zastosow an ia  n ieróżn iczkow alnych  
funkcji celu. P onadto  z dużym  praw dopodobieństw em  m ożna  stw ierdzić, że w yznaczone 
rozw iązan ie  je s t  rozw iązan iem  globalnym . I n n ą  c e n n ą  cec h ą  je s t  łatw ość łączen ia  zadań 
op tym alizacji ciągłej i dyskretnej. Z akres zastosow ań m etod  ew olucy jnych  je s t  co raz  szerszy, 
a  w yżej w ym ienione zalety  u m ożliw iają  budow anie  n ietypow ych  funkcji celu. Spośród 
c iekaw szych  należy  w ym ienić zastosow anie  A G  d o  m odyfikacji u stro ju  nośnego , tak  aby 
m iał pasy w n ą  charak terystykę e lim inu jącą  d rgan ia  [66,67]. R edukcję  p oziom u drgań 
uzyskano p rzez  w prow adzen ie  n ietypow ej geom etrii. Z m iennym i decyzyjnym i by ły  cechy 
geom etryczne struktury , natom iast funkcja  celu op isyw ała  p rzenoszone  drgan ia . Z astosow ano 
ogran iczen ia  zapew niające  struk tu ralną  in tegralność układu. D la tak  p o staw ionego  zadan ia  
w ykazano w ięk szą  uży teczność a lgory tm ów  genetycznych w stosunku  do  trad ycy jnych  m etod  
optym alizacji. W ykorzystan ie  algorytm u genetycznego  do m in im alizacji m asy całkow itej 
i odpow iedzi często tliw ościow ej o raz  o d stro jen ia  p rędkości kry tycznej o d  p ręd k o śc i roboczej 
om aw ia p raca  [23]. Jako  zm ienne decyzyjne zastosow ano  średn icę  w ału, d ługość ło żyska  oraz  
luz. P rzydatność  AG do syntezy uk ładu  przedstaw iono  na tom iast w  p racy  [33]. B adano  ruch 
drga jącego  uk ładu  w ieloczłonow ego  po łączonego  elem entam i sprężystym i p rzy  zastosow aniu  
form alizm u N ew tona-E ulera . W skazano na n iew rażliw ość algorytm u na nadm iarow e zm ienne 
decyzyjne. P rzyk ład  zastosow an ia  A G  do  po lep szen ia  ch arak terystyk  dynam icznych  
stopniow anej p łyty p rzez  określan ie  m iejsc zam ocow ania  m as dodatkow ych  m ożna znaleźć  w 
p racy  [103]. Jako  funkcję celu przy ję to  całkę funkcji odpow iedzi często tliw ościow ej, 
obejm ującej 10-15 częstości w łasnych. W  pracy  [144] zap roponow ano  na tom iast 
w ykorzystan ie  AG do  rozw iązan ia  zadan ia  op tym alizacji dyskretnej. B ad an ia  p row adzono  
w zakresie  syntezy  uk ładów  c iągłych p o p rzez  op tym alizac ję  to p o lo g ic zn ą  i kształtu . 
Z astosow ano reprezen tac ję  m o rfo lo g iczn ą  stosując uk łady  m orfo log iczne  do zdefin iow an ia  
struk tury  układu. D o b re  w yniki o trzym ano d la  m echanizm u z  e lem entam i podatnym i oraz  
belki w spornikow ej. P o dobne  zagadnien ie  op isano  w pracy  [124], gdzie  w ykorzystano  A G  do 
b adan ia  izom orfizm u m echanizm ów  oraz  w yboru najlepszej postaci. A lgorytm y genetyczne 
były także  narzędziem  optym alizacji param etrów  reg u la to ra  P1D układu  z  siłow nik iem  
elek trom echanicznym , zm ierzającej do m inim alizacji drgań rezonansow ych  [132].

1.2.2. Układy elektromechaniczne
W iele  ob iek tów  technicznych  je s t  układam i e lek trom echanicznym i i w ym aga 

szczególnego , in terdyscyplinarnego  p o dejścia  do zagadnień  m odelow an ia  [12 ,27 ,46 , 
7 1 ,76 ,93 ,96 ,118 ,164]. Z e w zględu  na  charak ter z jaw isk  fizycznych w  n ich  w ystępu jących  
układy e lek trom echaniczne  stanow ią  złożone układy dynam iczne. M o g ą  one być rozdzielone  
na układ  elektrom agnetyczny , opisany praw am i M axw ella , o raz  m echaniczny , opisany 
zasadam i i p raw am i m echanik i (np. p raw am i N ew tona-E ulera). P raw a  ruchu  takich  
poduk ładów  m ożna  sform ułow ać w  postaci rów nań różniczkow ych. W  celu  uogóln ien ia  
stosow anych a lgory tm ów  obliczeń poszukuje się zun ifikow anego  p o d e jśc ia  do  m odelow ania  
tego  typu  układów . P o d staw ą  takiej un ifikacji m oże być  zasad a  p rac  przygotow anych .
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Z asto so w an ie  je j  d o  o p isu  m odeli e lek trom echan icznych  um ożliw ia  uzyskan ie  dynam icznych  
ró w n ań  ru ch u  w  p ostaci analog icznej do  rów nań  uk ład u  m echan icznego , zarów no  d la  w ięzów  
h o lonom icznych , ja k  i n ieh o lonom icznych  [46].

D rg an ia  m ech an iczn e  generow ane  p rzez  siły  i m o m enty  e lek tro m ag n ety czn e  s tan o w ią  
po w ażn y  prob lem  w  siln ikach  e lek trycznych  [34 ,81 ,164], uk ładach  n apędow ych  m aszyn  [71, 
7 5 ,9 3 ,9 6 ,1 1 8 ,1 4 2 ] czy  tran sfo rm ato rach  [27]. S po śró d  innych zastosow ań  w arto  w skazać  na 
w yniki sym ulacji z jaw isk  e lek trom echan icznych  zaw orów  w tryskow ych  siln ika  p rezen tow ane  
w  p racy  [76].

N iek o rzy stn e  z jaw isk a  dynam iczne  w  sp rzężonych  u k ład ach  e lek trom echan icznych  
u jaw n ia ją  się  szczegó ln ie  w  w arunkach  n ieusta lonych  i stanach  rezonansow ych . Jed n ak że  ich 
an a liza  je s t  n iem ożliw a b ez  zastosow an ia  z łożonego  m odelu  dynam icznego , 
u w zg lędn iającego  w łasnośc i dynam iczne  zarów no  p o d u k ład u  m ech an icznego , ja k  i 
e lek tro m ag n ety czn eg o  [118 ,142].

M o żn a  zauw ażyć  zn aczn ie  w iększe zain teresow an ie  m odelow an iem  i a n a lizą  sp rzężeń  
e lek tro m ech an iczn y ch  ze  strony  badaczy  z zakresu  inżynierii e lek trycznej. Z apew ne w ynika 
to  z  faktu , że  p raw ie  w szystk ie  m aszyny i u rząd zen ia  e lek tryczne  są  układam i 
e lek trom echan icznym i, po d czas g d y  ty lko  n iek tó re  m aszyny  ro b o cze  i m echan izm y  m a ją  
cech y  tak ich  uk ładów .

1.2.3. Dynamika przekładni zębatych
M o d elow an ie  m atem atyczne  i sym ulacje  kom puterow e uk ładów  napędow ych  z 

p rzek ład n iam i zębatym i m o g ą  stanow ić ź ró d ło  in fo rm acji n a  tem a t z jaw isk  dynam icznych  
zach o d zący ch  w  parach  k inem atycznych  układu. W yniki tak ich  analiz  w ykorzystyw ane są  do 
o k reślen ia  s tanu  o b c iążen ia  poszczeg ó ln y ch  e lem entów  napędu . W yznaczen ie  zależnośc i 
pom ięd zy  siłam i m iędzyzębnym i o raz  re jestrow anym i param etram i drgań  (p rędkość  
i p rzy śp ieszen ie ) [3 ,8 ,26] um ożliw ia  m .in. zastosow anie  w yników  sym ulacji do  budow y 
system ów  ekspertow ych .

Z ło żo n o ść  m odelu  i uw zględniane  w  nim  z jaw iska zależeć  b ę d ą  od  celu  p row adzonych  
b ad ań , p o stac i konstrukcy jne j uk ładu  i stanu obciążen ia. D o analizy  p ew nych  zagad n ień  (np. 
p raca  p rzek ład n i pod  obciążen iem  w  w arunkach  usta lonych) w y starcza jące  je s t  zastosow anie  
m o d elu  lin iow ego  [1 4 ,9 3 ,96 ,104 ,163]. P rzy jęcie  zało żen ia  lin iow ości znaczn ie  up raszcza  
p ro c es  ana lizy  i u m o żliw ia  zastosow an ie  m eto d y  sz tyw ności dynam icznej i m acierzy  
p rze jśc ia  do  b ad an ia  sił dynam icznych  w  zazęb ien iach . T ak ie  po d e jśc ie  zastosow ano  m .in. w 
p racy  [14]. S tw ierdzono , że  m odel lin iow y całkow icie  ch arak teryzu je  w y m u szo n ą  o d p ow iedź  
uk ład u  w  w arunkach  usta lonych , jed n a k że  analiza  d rgań  ko rp u su  i h a ła su  w ym aga 
u w zg lęd n ien ia  doda tk o w y ch  stopni sw obody.

N iew ątp liw y  w pływ  n a  z jaw isk a  dynam iczne  w  p rzek ład n i m a ją  je j  p a ram etry  
k o n strukcy jne . Jed n ak  z łożoność  z jaw isk  w ystępu jących  w  parach  k inem atycznych  
p rzek ład n i zęb a ty ch  pow odu je  tru dnośc i w  ich  op isie  m atem atycznym . D la tego  też  m odele  
w y stęp u jące  w  lite ratu rze  są  b ąd ź  to m odelam i p rzek ładn i jed n o sto p n io w y ch , w  k tó rych  
b adany  je s t  w p ływ  tak ich  z jaw isk , ja k  zm ienne sz tyw ności zazęb ień  [4 ,29 ,3 0 ,7 4 ,7 5 ,9 5 ,1 0 4 , 
1 0 5 ,149 ,153 ,163], luzy  [3 0 ,7 5 ,9 5 ,1 0 4 ,1 3 6 ,1 4 9 ,1 5 4 ,1 6 3 ], ta rc ie  w  zazęb ien iach  [74 ,153 ,156], 
b łęd y  w y k onan ia  [121 ,157], a  także  zużycie  [74], b ąd ź  te ż  spo tyka  się m odele  p rzek ładn i 
w ie lo s to p n io w y ch  b u d ow ane  p rzy  ostrzejszych  zało żen iach  co  do  lin iow ości m odelu
[9 5 ,1 5 8 ,1 5 9 ,1 7 2 ,1 7 3 ]. Z e w zg lędu  n a  d u ż ą  liczbę p u b lik ac ji do ty czący ch  zagad n ień  
d ynam icznych  teg o  typu  przek ładn i, w  pracy  om ów iono  jed y n ie  te, k tó re  są  tem atyczn ie  
zw iązan e  z  rozw ażan y m i prob lem am i.

W yniki bad an ia  w pływ u liczby p rzypora  na  o d p ow iedź  dy n am iczn ą  p rzek ładn i om ów iono  
w  p racy  [4]. Z m ien n ą  sztyw ność zazęb ień  sym ulow ano za  p o m o cą  dw óch  sta łych poziom ów  
sztyw ności. S tw ierdzono  istn ien ie  w zbu d zeń  param etrycznych  b łęd em  p rze łożen ia ,
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w ynikającym  ze zm iennej sztyw ności zazęb ień . Inny, n ielin iow y, m odel zbudow any  
z  w ykorzystan iem  M E S o raz  zagadnień  m echanik i k o n tak tu  w ykorzystany  do b ad an ia  
dynam iki p a ry  k ó ł zębatych  zam ieszczono  w  p racy  [ 112]. Ź ród łem  n ielin iow ości b y ła  u trata  
kontak tu  pom iędzy  w spółp racu jącym i zębam i. A naliza  do tyczy ła  szerok iego  zak resu  
p rędkości i m om entów  eksp loatacy jnych . P rzep row adzono  b ad an ia  po rów naw cze  z  w ynikam i 
publikow anym i p rzez  innych autorów . Siły dynam iczne w  zazęb ien iach  w yznaczano , stosu jąc  
szczeg ó ło w ą  analizę  w spó łp racy  zębów  w zd łuż  o d c inka  p rzy p o ra , un ik a jąc  w  ten  sposób  
konieczności w prow adzan ia  dodatkow ych  funkcji sym ulu jących  zm iany sztyw ności zazęb ień . 
W yniki ob liczeń  num erycznych  porów nano  z w ynikam i uzyskanym i d la  m odelu  z  tak ą  
sym ulacją. S tw ierdzono  d u ż ą  w rażliw ość teg o  drug iego  po d e jśc ia  na  w idm o zm iennej 
sztyw ności. M odel zęb a  p rzek ładni w  postaci be lk i T im oshenki o  zm iennym  przek ro ju  
zaprezen tow ano  na tom iast w  pracy  [56]. Z b adano  o d p o w ied ź  dyn am iczn ą  zęba  i p a ry  kół 
zębatych. B adan ia  uw zględniały  zm ienną  sztyw ność zazęb ień  i siły  w  b iegun ie  zazęb ien ia .

Je d n ą  z  przyczyn  budow y dokładnych  m odeli p rzek ładn i zęba tych  z  ko łam i o  zębach  
prostych i śrubow ych je s t  generow anie  hałasu . Z azw yczaj tak ie  sym ulacje  p rzep ro w ad zan e  są  
z w ykorzystaniem  m odeli m atem atycznych i m etod num erycznych. P rob lem y  pow sta jące  
przy  rozw iązyw aniu  teg o  typu  m odeli om ów iono  w  p racy  [2]. W skazano  n a  p rob lem y 
w ynikające  ze z łożoności z jaw isk  fizycznych, ich op isu  m atem atycznego  o raz  zas tosow anych  
m etod  num erycznych . O m ów iono  paradoksa lne  w yniki pow odow ane  p rzez  stosow anie  
standardow ych  m etod num erycznych w  p o łączen iu  z  pew nym i kom ercy jnym i kom pila to ram i. 
Jednym  z  czynników  generu jących  d rg an ia  w  p rzek ładn i, uw zg lędn ianych  w  m o delach  
dynam icznych , je s t  tarc ie  w  zazęb ien iu  [153 ,156]. M odel p rzek ładni, zbudow any  przy 
w ykorzystan iu  M E S, k tó ry  um ożliw ia  analizę  w pływ u ta rc ia  zęb ó w  n a  dynam ikę  przek ładn i 
w alcow ych  o  zębach  prostych  i śrubow ych, om ów iono  w  p racy  [156]. R ów nania  ruchu 
rozw iązyw ano w  sposób  um ożliw iający  spełn ienie w arunków  ko n tak tu  stycznego 
i norm alnego. Porów nanie  w yników  badań  dośw iadcza lnych  i teore tycznych  po tw ierdz iło  
popraw ność  m odelu , k tó ry  znalazł zastosow anie  do  p ro jek tow an ia  c ichob ieżnych  przek ładn i 
zębatych . P o dobne  zag adn ien ia  om ów iono  w  artykule  [153], p ro p o n u jąc  m etodę  
m odelow an ia  p a ry  k ó ł zębatych  ze zm ien n ą  w  czasie sz tyw nośc ią  zazęb ień , tłum ien iem  
w iskotycznym  i tarc iem  ślizgow ym . U w zględniane w  m odelu  w zbudzen ie  sk ład ało  się 
z  trzech  składników : b łędu  przełożen ia , obciążen ia  zew nętrznego  i okresow o zm iennej siły 
ta rc ia  ślizgow ego. R ezultaty  bad ań  w pływ u zjaw isk  zużycia  zębów  na zm iany w id m a  drgań, 
p rzeprow adzanych  za  p o m o cą  m odeli m atem atycznych, p rzeanalizow ano  na tom iast w  pracy  
[74]. C harak terystyk i dynam iczne aproksym ow ano, w ykorzystu jąc  m odel uw zg lędn iający  
zm ienną  sztyw ność zazęb ien ia , rozk ład  obciążen ia , tłum ien ie  i tarcie. D o sym ulacji p rocesów  
zużycia  zastosow ano  m odel p redykcji zużycia  zębów . S tw ierdzono  znaczny  w pływ  zużycia  
zębów  n a  zm iany re jestrow anego  w idm a drganiow ego.

Z łożoność  postaci konstrukcyjnej napędu z  p rzek ładniam i zębatym i pow oduje  kon ieczność 
rozbudow y m odeli i uw zględnien ia  rów nież w ielu  czynników  n ie  w ynikających  b ezpośredn io  
z  geom etrii zazęb ien ia , a le  decydujących  o z jaw iskach  dynam icznych  w parach  
k inem atycznych  układu. Jednym  z takich  czynników  je s t  p o d atność  ło ży sk  [54,84]. 
O kreślen ie  charak terystyk  sztyw ności łożysk  tocznych  napotyka na prob lem y w ynikające  
z  trudności w  określen iu  kąta  styku e lem entu  tocznego  z  b ieżn ią  p odczas je g o  ruchu. 
W  an aliz ie  m echanicznej tocznych  łoży sk  ku lkow ych  przy jm uje  się, że kąt styku kulki 
z b ieżn ią  je s t  stały. R zeczyw ista  defo rm acja  każdej kulki je s t  n iem ożliw a do p rzew idzen ia . 
W  p racy  [84] zap roponow ano  określen ie  k ą ta  styku  kulki ja k o  funkcję  k ą ta  położen ia. 
P rzeanalizow ano  szereg  charak terystyk  w ynikających  ze zm iennego  kąta  styku kulki 
łożyskow ej. N a  tej podstaw ie  zap roponow ano m etodę w yznaczan ia  liczby  p rzy p o ra , k tó ra  
zapew nia  unikn ięcie  rozdzielen ia  zębów  w  pob liżu  prędkości k ry tycznej. W  pracy  [122] 
badano  na tom iast ruch  periodyczny  n ielin iow ego  uk ładu  w ał p rzek ładn i-łożysko , stosu jąc
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m eto d ę  b ilan su  harm onicznych . W ykorzystu jąc  m etody  num eryczne  i w ykładnik i L apunow a, 
zbad an o  ruch  chao tyczny . W yznaczono  zakresy  częstości w zb udzen ia  p ro w adzące  do  chaosu.

W  zależn o śc i od  sto p n ia  u p ro szczen ia  m odele  p rzek ład n i b u d ow ane s ą  z  w ykorzystan iem  
m eto d y  sztyw nych e lem entów  skończonych  [73 ,93 ,95 ], odksz ta łca ln y ch  e lem entów  
sk o ń czo n y ch  b ą d ź  m e to d ą  hybrydow ą, b ę d ą c ą  po łączen iem  tych  dw ó ch  m etod
[3 0 ,1 2 3 ,1 7 2 ,1 7 3 ]. A lte rn a ty w ą  d la  m odeli dyskretnych , b udow anych  z  w ykorzystan iem  M E S, 
s ą  m o d ele  c iąg łe  [133], b ą d ź  dyskre tno  - c iąg łe  [105]. M o dele  tak ie  s to su je  się  m .in . do 
analizy  sił w  zazęb ien iu  p rzek ład n i jed n o sto p n io w e j o raz  w y zn aczen ia  w skaźn ików  
dynam icznych  [133]. M odel d y sk re tno -ciąg ły  p rzedstaw iony  w  p racy  [105] zbu d o w an o  przy  
w y k o rzystan iu  rów n ań  falow ych  i zastosow ano  do  b ad an ia  w pływ u zm iennej sztyw ności. 
T ak ie  p o d e jśc ie  og ran icza  się jed n a k  do analizy  d rgań  skrętnych. Spośród  n iek lasycznych  
m eto d  m o d elo w an ia  p rzek ład n i należy  w spom nieć  zastosow an ia  m etody  g ra fó w  [165]. 
M o d elow an ie  p o leg a jące  na  odw zorow an iu  uk ładu  za  p o m o cą  struk tu r a lgeb raicznych  
u m ożliw ia  usystem atyzow an ie  a lgory tm u i d o b rą  o rgan izac ję  ob liczeń . M e to d o lo g ia  ta  
do tyczy  g łów nie  m odeli liniow ych.

M o dele  fizyczne  s ta ją  się  bardziej z łożone  w  p rzy p ad k u  analizy  przek ładn i 
w ie lo s to p n io w y ch  [158 ,1 5 9 ,1 7 2 ,1 7 3 ]. S tra teg ię  m o d elo w an ia  tak ich  p rzek ład n i om ów iono  w  
p racy  [158]. K ażde z  kó ł m o d elow ano  ja k o  cia ło  sztyw ne o  sześciu  s to pn iach  sw obody. 
B adano  w zbudzen ie  uk ładu  p u lsac ją  zew nętrznych  m om entów  o b c iąża jący ch  o raz  
w ew nętrznym , sta tycznym  b łędem  p rzełożen ia . A nalizę  p rzek ład n i w ielostopn iow ej z  ko łam i 
zębatym i, m odelow anym i ja k o  podatne, om ów iono  w  pracy  [159]. P rzy jęty  schem at ob liczeń  
łączy  p o d a tn e  m o d ele  k ó ł zęba tych  z  m odelem  u k ład u  w ie loczłonow ego , p ro w ad ząc  do 
uk ładu  n ie lin iow ych  rów nań  różn iczkow ych  ze  zm iennym i w  czasie  param etram i. Podano  
technik i w yzn aczan ia  w artości w łasnych  i od p o w ied zi na  w ym uszenia  harm oniczne.

M o d e lo w an ie  i an a liza  z łożonych  u k ładów  dynam icznych  w  w ięk szo ści p rzy p ad k ó w  
w y m ag ają  redukcji liczby  stopni sw obody. Z m nie jszen ie  liczby stopni m ożna  uzyskać 
p o p rz ez  po m in ięc ie  w  rozw ażan iach  pew n y ch  p ostaci d rg ań  [93,95], p o d z ia ł u k ład u  n a  
p o d u k ład y  [15 ,32 ,134] bądź  też  w ykorzystan ie  m etody  kondensacji m odalnej [172 ,173]. 
P rzyk ładem  zas to so w ań  m odeli redukow anych  m o g ą  być: zam iana  uk ładu  rozg ałęz io n eg o  na 
szeregow y  [168] bąd ź  red u k cja  całkow itej liczby stopni sw obody  uk ładu  z  w ykorzystan iem  
m etody  syntezy m odalne j, um ożliw iająca  analizę  sp rzężo n y ch  drgań  p rzek ład n i zęba te j w raz 
z ko rp u sem  [172 ,173].

Postać  m odelu  p rzy ję tego  do  analizy  zależy  rów n ież  od  postaci konstrukcyjne j p rzek ładn i. 
W  tym  w zg lęd z ie  n a  szczeg ó ln ą  uw agę z as łu g u ją  p rzek ład n ie  s to żkow e i p lane tarne . A n aliza  
uk ładów  z  p rzek ładn iam i stożkow ym i, u w zg lędn iająca  sz tyw ności p o łączeń , kó ł zębatych  
o raz  w ałów , w ym aga b u d o w y  m odeli p rzestrzen n y ch  [137 ,161]. W  p rzek ład n iach  
p lane tarn y ch  w ystępu je  n a to m iast w ie lod rożność  p rzep ły w u  m ocy  o raz  zm ienna  
ko n fig u rac ja , w yn ik a jąca  z  ruchu  p łask iego  kó ł ob iegow ych  [6 4 ,8 5 ,8 6 ,95 ,114 ,123]. 
O p raco w an ie  w iarygodnych  m odeli dynam icznych  i bad an ie  dynam ik i p rzek ład n i 
p lan e tarnych  je s t  ba rd zo  w ażne ze  w zg lędu  n a  to , że są  one stosow ane  w  szczegó ln ie  
tru d n y ch  w aru n k ach  p racy , gdy  ko n ieczn e  je s t  p rzen ies ien ie  dużej m ocy, p rzy  zapew nien iu  
d użego  p rze ło żen ia  i m ałej m asy. B adan ia  o dpow iedzi dynam icznej tak ie j p rzek ładn i w 
sze ro k im  zakresie  p ręd k o śc i ek sp loatacy jnych  i m om entów  ob c iążen ia  om ów iono  w  pracy  
[114]. Z asto so w an o  unikalne, pó łana lityczne  sform ułow anie  zagadnien ia, b azu jące  na  M E S, 
k tó re  u m ożliw ia  p recy zy jn ą  rep rezen tac ję  geom etrii zęb ó w  i sił kon tak tow ych . Z badano  
w rażliw ość  o d p o w ied zi n a  m o m en t o b c iążen ia  o raz  stw ierdzono , że  p o stac ie  d rg ań  skrętnych  
są  b ardziej w rażliw e  na  m om enty  o bciąża jące  n iż  d rgań  translacy jnych . Z agadn ien ie  badan ia  
w rażliw ośc i często śc i w łasnych  i p ostaci d rg ań  p rzek ład n i p lane tarne j na  p a ram etry  uk ładu  są  
rów nież  bardziej z łożone  ze  w zg lędu  na je g o  sym etrię , a  co  za  tym  idzie, w ystępow anie  
w ie lo k ro tn y ch  w arto śc i w łasnych  [64,85]. C elem  analizy  w rażliw ośc i częstośc i
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rezonansow ych , p rezen tow anych  w  [85], by ło  o k reślen ie  w pływ u z jaw isk  ży roskopow ych  na 
z jaw iska dynam iczne. W rażliw ości podano  w p ostaci ścisłych form uł, łączących  w rażliw ość 
częstości rezonansow ych  z  odksz ta łcen iem  m odalnym  lub en e rg ią  k inetyczną . B adan ie  
w pływ u fazow an ia  sa telitów  na obn iżen ie  pew nych  h a rm on ik  częstości zazęb ień  
przedstaw iono  na tom iast w  p racy  [113]. W niosk i w yciągn ięto  b e z  kon ieczn o śc i analizy  
m odeli dynam icznych. Z badano  jed y n ie  sym etrię  układu, k tó ra  im plikuje  pew ne zależności 
pom iędzy  w ielokro tnym i zazęb ien iam i i siłam i.

1.2.4. Dynamiczne tłumienie drgań
U kłady  m ontow ane n a  drga jącym  ustro ju  nośnym  m o g ą  m ieć w  sw oim  spek trum  rów n ież  

sk ładow e b ędące  w ynikiem  w ib racji pod łoża . Z astosow anie  pasyw nych  tłum ików  
dynam icznych  je s t  stosunkow o tan im  i p rostym  sposobem  e lim inacji w ybranych  rezonansów  
i obn iżen ia  poz iom u drgań [20 ,35 ,36 ,39 ,53 ,93 ,99 ,101]. W  p rzypadku  uk ładów  bardziej 
z łożonych, o charak terystykach  rezonansow ych  z  w ie lom a rezonansam i, k o n ieczn e  je s t  
u m ieszczen ie  w iększej liczby odpow iednio  rozm ieszczonych  tłum ików  [58,63]. Porów nanie  
charak terystyk  uk ładów  z  jed n y m  i k ilkom a tłum ikam i w skazu je  na  w ięk szą  efek tyw ność 
tego  o sta tn iego  podejścia . Z agadn ien ie  d o b o ru  p a ram etró w  k ilk u  tłum ików  drgań  m oże być 
z realizow ane m etodam i op tym alizacji p rzy  funkcji celu  op isu jącej w artość  sk u teczn ą  
p rzem ieszczen ia  uk ładu  [63]. P ublikow ane w yniki b adań  w skazu ją, że  p o p rzez  odpow iedni 
dobór postaci geom etrycznej uk ładu  [66 ,67] bądź  też  dynam icznego  tłum ika  d rgań 
[21 ,108 ,109] m ożna  uzyskać lepsze wyniki n iż  d la  uk ładu  z  jed n y m  czy  n aw et w ie lom a 
tłum ikam i. T ak ie  podejście  je s t  je d n a k  ba rd zo  z łożone  i w ym aga zazw yczaj zastosow an ia  
m etod op tym alizac ji do określen ia  w ym aganych cech  geom etrycznych  [66 ,67].

Pasyw ne tłum iki drgań dostra jane s ą  do  określonej częstości bąd ź  też  p rzezn aczan e  do 
pracy w szerok im  w idm ie w ym uszeń, np. przy  w ym uszen iu  szum em  białym  [90] lub przy 
w ym uszen iu  o  zm iennej często tliw ości [97]. A by  zapew nić  n isk ą  w artość  w spó łczynn ika  
w zm ocnien ia  am plitudy  drgań, na leży  zastosow ać w  uk ładu  e lem en t dyssypacyiny  
[35 ,39 ,93 ,96 ,99 ,100].

Innym  sposobem  e lim inacji drgań w  stanach  rezonansow ych  je s t  stosow anie  tłum ików  
aktyw nych b ąd ź  półak tyw nych  [3 1 ,6 5 ,1 0 6 ,128 ,135 ,151]. W  o d ró żn ien iu  od  u k ładów  
aktyw nych, gdz ie  dostarczana  je s t  energ ia  zew nętrzna, dz ia łan ie  tłum ików  półak tyw nych  
po lega na  zm ian ie  ich w łasności tłum iących. P rzykładem  je s t  zastosow anie  szybkiego  
przełączan ie  tłum ików  o zm iennym  w spó łczynniku  tłum ien ia  [31]. B adan ia  porów naw cze  
różnych aktyw nych i półak tyw nych  system ów  zaw ieszeń, o trzym ane p rzy  tłum ien iu  drgań 
naczepy  c iągn ika, zam odelow anej ja k o  uk ład  o  dz iew ięc iu  stopn iach  sw obody, zam ieszczono  
w pracy [31]. Inny przykład  op tym alnego  ste row an ia  tłum ik iem  drgań om ów iono  w  artykule 
[65]. C elem  badań  b y ła  m aksym alizac ja  rozp raszanej energ ii. S tw ierdzono , że  ruch 
odpow iadający  poszczególnym  w spółrzędnym  uogólnionym , w  uk ładzie  zachow aw czym  o 
w ym uszeniu  harm onicznym , m oże zan ikać  p rzy  odpow iedn io  dobranym  tłum iku . W ykazano , 
że przy  pew nych  w arunkach  m ożliw a je s t  e lim inacja  d rgań  b ez  u traty  stabilności.

U zyskan ie  m aksym alnej redukcji d rgań  w  lin iow ym  układzie  zachow aw czym  je s t  m ożliw e 
p rzy  zastosow an iu  aktyw nej izolacji drgań. W  tak im  p rzypadku  zag adn ien ie  m in im alizacji 
drgań m ożna  sp row adzić  do op tym alizacji uk ładu  ze  sterow aniem  [6 0 ,127 ,130 ,171]. Z asady 
doboru  uk ładu  aktyw nego , sk ładającego  się  z  czu jn ika  i siłow nika, p rzedstaw iono  w  pracy  
[135]. Z agadn ien ie  kontro li poz iom u drgań m o żn a  rów nież  zrea lizow ać  po p rzez  odpow iedni 
d o b ó r w zb udzen ia  param etrycznego , gdz ie  przy  o d pow iedn ich  param etrach  w zb udzen ia  
harm onicznego  o w ysokiej częstości m ożliw a je s t  redukcja  w ym uszonej o dpow iedzi d la 
dow olnej niższej częstośc i w ym uszen ia  [107].

19



2. CEL I ZAKRES PRACY

D oty ch czaso w e  zas to so w an ia  m etod  op tym alizac ji do  w spom agan ia  p ro cesu  d o b o ru  cech 
d y n am icznych  u k ład ó w  w sk az u ją  n a  d u ż ą  efek tyw ność  tak ieg o  po d e jścia , szczeg ó ln ie  w  
p rzy p ad k u  u k ład ó w  z łożonych  i n ie lin iow ych  funkcji celu. Z azw yczaj d ąży  się  do  o bn iżen ia  
p oziom u d rg ań  p o p rzez  odpow iedn i d o b ó r cech  dynam icznych  uk ładów , p rzep ro w ad zan y  
z  funkcjam i celu  w  dziedzin ie  często tliw ości lub rzadz ie j - w  dz ied z in ie  czasu . N ie  zaw sze 
je d n a k  tak ie  p o d e jśc ie  je s t  m ożliw e. M ożna  w tedy  zm ien ić  struk turę  uk ładu, np. p o p rzez  
zas to so w an ie  pasyw nych  b ąd ź  aktyw nych , dynam icznych  tłum ików  drgań.

N a  podstaw ie  p rzep row adzonej analizy  publikac ji naukow ych , do tyczących  uk ładów  
n ap ęd o w y ch  dużej m ocy, s tw ierdzono  b ra k  b ad ań  z  zak resu  op ty m alizac ji uk ładów  
e lek trom echan icznych  z  p rzek ładn iam i zębatym i, w  k tó rych  p ro ces ksz ta łtow an ia  
ch arak te ry sty k  dynam icznych  p row adzony  by łby  z  w ykorzystan iem  param etrów  
k o n strukcy jnych  zarów no  części m echanicznej, j a k  i e lek trycznej. S tw ierdzono  rów nież  
k o n ieczn o ść  op raco w an ia  system ow ego p o d e jśc ia  do  op tym alizac ji charak terystyk  
dynam icznych , w  k tó rym  d la  ra z  op isanej struk tu ry  u k ład u  o ra z  s tan u  o b c iążen ia  
zew n ę trzn eg o  m o żn a  p rzep row adzić  bad an ia  op tym alizacy jne  w  ram ach  jed n e g o  pakietu  
o p ro g ram o w an ia  d la  różn y ch  k o m binac ji funkcji celu  i og ran iczeń , op isan y ch  zarów no 
w d z iedzin ie  czasu, ja k  i często tliw ości.

W  w yn iku  p rzep ro w ad zo n eg o  p rzeg ląd u  literatu ry  o raz  badań  w łasnych  sform ułow ano  
n as tęp u jącą  tezę:

Zastosowanie m etod analizy wrażliwości i optymalizacji do rozwiązywania zagadnień 
doboru cech dynamicznych układów drgających, a w szczególności elektromechanicznych 
układów napędowych, zapewnia efektywne kształtowanie ich charakterystyk dynamicznych, 
powodując znaczne zmniejszenie maksymalnych amplitud sił w parach kinematycznych. 
Badania takie mogą być z powodzeniem stosowane zarówno do modyfikacji obiektów  
istniejących, ja k  również do wspomagania procesu projektowo-konstrukcyjnego prototypów 
maszyn i urządzeń.

C elem  p racy  by ło  op racow an ie  a lgo ry tm ów  d oboru  cech  dynam icznych  uk ładów
fizycznych , u m ożliw iających  o p tym alne  k sz ta łtow an ie  ch arak terystyk  dynam icznych , 
op isanych  zarów no  w  dziedzin ie  czasu , j a k  i często tliw ości. D o  rozw iązan ia  tak  
p o staw io n eg o  zag ad n ien ia  zastosow ano  m eto d y  analizy  w rażliw ośc i i op tym alizac ji
w y k orzystu jące  m odele  dynam iczne  układów . O pracow any  a lgory tm  ksz ta łto w an ia
ch arak te ry sty k  dynam icznych  um ożliw ia  sform ułow anie  następ u jący ch  typów  funkcji celu:

•  F un k c ję  ce lu  o p isan ą  w  p rzestrzen i zm iennych  d ecyzy jnych  b:

V = V'(b) ’ (2 . 1)
•  F unkcję  celu  o p isan ą  w  dz iedzin ie  czasu  t:

V  =  v (p ,t ) .  (2 .2 )
•  F unkcję  celu  o p isa n ą  w  d z iedzin ie  często tliw ości co:

<l/ = y/(6,co). (2.3)
B ad an ia  p rzep ro w ad zo n o  z  w ykorzystan iem  d y skre tnych  i d y sk re tno -ciąg łych  m odeli 

dynam icznych  e lek trom echan icznych  uk ład ó w  m aszynow ych . D la  w ybranych  zagad n ień  
op ty m alizac ji z b ió r zm iennych  decyzy jnych  zaw ie rał zaró w n o  w ie lkości o p isu jące  m odel 
uk ład u  m ech an icznego , j a k  rów n ież  p a ram etry  e lek tryczne  siln ika  napędow ego.

T ak  po staw io n e  zad an ie  op tym alizac ji um ożliw iło  dostra jan ie  częśc i m echanicznej 
i e lek try czn ej n apędu . W  p ro cesie  o p ty m alizac ji zasto so w an o  m eto d y  grad ien tow e, 
w y k o rzy stu jące  w yniki analizy  w rażliw ości. D la  w ybranych  zagad n ień  charak terystyk  
dynam icznych  sp raw d zo n o  p rzydatność  a lgo ry tm ów  genetycznych.
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N in ie jsza  p raca  obejm uje:

• p rzeg ląd  literatu ry  z  zakresu  op tym alizacji d la  zagadnień  dynam iki uk ładów  

napędow ych,
•  op racow an ie  m odeli m atem atycznych  rozw ażanej k lasy  układów ,
•  analizę  b ad anych  z jaw isk  p ó d  kątem  w yboru  funkcji celu  do b adań  op tym alizacy jnych ,
• opracow an ie  m eto d  analizy  w rażliw ości w ybranych  funkcji celu,
•  opracow anie  m etodyki op tym alizacji do rozw iązan ia  zad an ia  op tym alnego  ksz ta łtow an ia  

charak terystyk  dynam icznych,
• w yniki sym ulacji kom puterow ych  d la  w ybranych ob iek tów  technicznych ,
•  w eryfikac ję  dośw iad cza ln ą  przy ję tych  założeń  o raz  o trzym anych  w yników  obliczeń  

num erycznych  d la  w ybranych  zagadnień .

P rezen tow ane b adan ia  p row adzone  by ły  p rzez  au to ra  g łów nie  w  ram ach  p ro jek tu  
badaw czego  nr 7 T 07A  023 17 oraz, częściow o, w cześniej realizow anych  p rac  b ad aw czych  nr 
9T 12A  149 99  C /4600 , 7  T 0 7 C  003 95 C /2559 , 7T 07C  026  10, finansow anych  p rzez K om itet 

Badań N aukow ych.
T reść  p racy  po d z ie lo n a  zosta ła  n a  9  ro zdziałów  i uzu p ełn io n a  sp isem  literatury. 

W  ro zd zia le  1. zam ieszczono  ogólne w prow adzen ie  do  om aw ianych  zagadnień , poparte  
ana lizą  pub likow anych  w yników  b adań  z  zak resu  tem atyk i p racy . N a  p odstaw ie  analizy  
dostępnych  pub likac ji sform ułow ano tezę, cel i zakres p racy  prezen tow ane  w ro zd ziale  2. 
W  ro zd zia le  3. p racy  om ów iono w ykorzystyw ane m odele  e lek trom echan icznych  uk ładów  
napędow ych  z siln ikam i asynchronicznym i i p rzek ładn iam i zębatym i. R o zp atrzo n o  sposoby  
m odelow ania  dw uklatkow ych  i jed n o k la tkow ych  siln ików  elektrycznych. S zczeg ó ln ą  uw agę 
zw rócono  n a  p rzestrzenne  m odele  dynam iczne przek ładn i zęba tych , uw zg lędn iające  
nielin iow e charakterystyki sztyw ności zazębień. O m ów ione m odele  stanow iły  podstaw ę 
p rezen tow anych  w  rozdziale  4. a lgory tm ów  analizy  w rażliw ośc i charak terystyk  
dynam icznych układów , k tórych konfiguracje  op isano  za  p o m o cą  m acierzy  bezw ładności, 
sztyw ności i tłum ienia. Z astosow ane funkcje  celu  u m o żliw iają  b adan ie  w rażliw ośc i w arto ści 
i w ektorów  w łasnych o raz  charak terystyk  op isanych  w  dziedzin ie  czasu  i często tliw ości. 
A naliza  w rażliw ości stanow i w stęp  do badań  optym alizacy jnych , om ów ionych  w  ro zd zia le  5. 
P rzedstaw iono  w  nim  w ybrane m etody  p rogram ow ania  m atem atycznego , j a k  ró w n ież  m etody  
ew olucyjne, p rzydatne  do  op tym alizacji rozpatryw anych  funkcji celu.

A lgory tm y ob liczeń  num erycznych, zam ieszczone  w  rozdzia łach  3-5 , p o służy ły  do 
przygotow ania  p rogram ów  kom puterow ych, k tóre  p rzedstaw iono  w  ro zd ziale  6 . R ozdzia ły  7. 
i 8 . o m aw ia ją  zastosow an ia  op racow anych  p rogram ów  do  op tym alizac ji w łasnośc i 
dynam icznych uk ładów  drgających. W  rozdzia le  7. podano  sposoby  b udow y m odeli 
i op tym alizacji dw óch  pro to typow ych, e lek trom echanicznych  uk ładów  napędow ych  dużej 
m ocy, zam odelow anych  z  w ykorzystaniem  m odeli d rgań skrę tnych  i g iętno-skrętnych . 
R ozdział 8. zaw iera  w yniki zastosow ań  a lgorytm ów  do  op tym alizac ji uk ładu  dyskretno- 
c iąg łego  i c iąg łeg o  w  p ostaci belk i w spornikow ej z  dynam icznym  tłum ik iem  drgań.

Podsum ow anie  prow adzonych  badań  i w nioski końcow e, p o tw ierdzające  słuszność 
p rzy ję te j tezy , zam ieszczono  w  ro zd zia le  9.



3. M O D E L O W A N IE  U K Ł A D U

B adan ia  z jaw isk  dynam icznych  z łożonych  uk ładów  e lek trom echan icznych  w y m ag ają  
p rzy jęc ia  m o d elu  fizycznego  ro zpatryw anego  ob iek tu  rzeczyw istego . O  pow o d zen iu  b adań  
i w iary g o d n o śc i o trzym anych  w yników  sym ulacji kom puterow ych  decydu je  w łaściw e 
p rzy jęc ie  za ło żeń  up raszcza jący ch  w  p ro cesie  m odelow ania. O praco w an y  m o d el pow in ien  
uw zg lędn iać  zarów no  najw ażn ie jsze  cechy  dynam iczne układu, ja k  i n a jw ażn ie jsze  siły 
zew n ę trzn e  o d d z ia łu jące  n a  n iego. W  p rzypadku  u k ładów  e lek tro m ech an iczn y ch  części 
nap ęd u  zarów no  m echan iczna , ja k  i e lek tryczna  są  uk ładam i dynam icznym i, w zajem nie  
sprzężonym i. A nalizu jąc  z jaw iska  dynam iczne, szczegó ln ie  w stan ach  n ieusta lonych , 
k o n ieczn e  je s t  p o sług iw an ie  się m odelem  um ożliw iającym  rea lizac ję  sp rzężen ia
e lek trom echan icznego .

M ech an iczn ą  c zę śc ią  uk ład u  s ą  zazw yczaj p rzek ład n ie  zębate , k tó re  m o delu je  się  w  postaci 
dyskretnej lub  d y sk re tno -ciąg łe j, z  uw zględn ien iem  charak terystyk i sz tyw ności zazęb ień , 
luzów  obw odow ych , p o d a tn o śc i p o dparć , sz tyw ności w ałów  i korpusów , s ił żyroskopow ych  
itp. M odel uk ład u  m echan icznego  op isu je  uk ład  rów nań  różn iczkow ych  zw yczajnych , k tó ry  
w  p o stac i m acierzow ej m a n as tęp u jącą  postać:

Mq + (C v + C s )q +  Kq = Q (3 .1)

gdzie: M, C v, C ?, K - m acierze  bezw ładności, tłum ien ia , e fek tu  żyroskopow ego
i sz tyw ności, q - w ek to r w spó łrzędnych  uogóln ionych , Q - w ek to r s ił uogóln ionych .

C h arak ter p rzeb ieg ó w  czasow ych  w ielkości dynam icznych  zależy  w  znacznym  stopn iu  od 
charak terystyk i i m ocy  siln ika  napędow ego. M odel siln ik a  e lek trycznego  je s t  op isem  zjaw isk  
e lek trom agnetycznych  zw iązanych  z pow staw aniem  i dz ia łan iem  p o la  m agnetycznego  
w  m aszynie. D ynam iczne  ró w n an ia  ru ch u  m o d elu  m aszyny  asynchron iczne j m o g ą  być 
sform ułow ane  w  p ostaci m ac ierzo w e j:

— Li + Ri = U (3.2)
dt

M el = I i r ^ —Li
2 dcp

gdzie: L, R, i, U - m acierze  indukcyjności, rezystancji, p rąd ó w  i nap ięć  zasila jących , 
M ei - m om en t siln ika, ę, - ką t ob ro tu  w irnika.

S przężen ie  e lek trom echan iczne  realizow ane  je s t  p rzez  kąt ob ro tu  w irn ika  <py w yznaczany  

z  m o d elu  u k ład u  m echan icznego  o ra z  m o m en t e lek trom agnetyczny  Mel ob liczan y  z m odelu  

siln ika  e lek trycznego . Ł ączne  rozw iązan ie  rów nań  ruchu  m odelu  uk ładu  sp rzężonego  (3.1) 
i (3 .2 ) u m ożliw ia  określen ie  je g o  charak terystyk i dynam icznej.

O p isu jąc  m o d el fizyczny  za  p o m o cą  w spółrzędnych  stanu, obn iżam y rząd  rów nań  
ró żn iczk o w y ch  m o d elu  do rzędu  p ierw szego . T ak i zap is je s t  zn aczn ie  w ygodn ie jszy  do 
rozw iązan ia  za  p o m o cą  w iększości obecn ie  stosow anych  m etod  num erycznych

x (f)=  Ax(f)+ B u (r)  

y(r)= Cx(f)+ Du(f)

gdzie: A - m acierz  system u, B - m ac ierz  w ejść , C - m acierz  w yjść, D - m ac ierz  b ezp o śred n ich  
oddzia ływ ań  w ek to ra  w ejść  u (t) n a  w ek to r w yjść  y (t).
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M acierze  A i B m odelu  uk ładu  m echanicznego , op isanego  rów nan iam i (3 .3 ), określam y 

w sposób  następujący:
A = -Sj"1 S 2 , B =  Sj~' (3 .4)

gdzie: S /.S 2 - pom ocn icze  m acierze  b lokow e postaci

0 M

M C v

-M 0

0 K

T aka postać  rów nań m odelu  je s t  w ygodna do jed n o liteg o  op isu  rozpatryw anej k lasy  uk ładów  
e lek trom echanicznych  i stw arza  m ożliw ość uw zględnien ia  sterow ania.

3.1. M ODEL ELEKTRYCZNEGO SILNIKA INDUKCYJNEGO

Zjaw iska dynam iczne w ystępujące w  m aszynach asynchronicznych opisyw ane są  zazwyczaj 
układem  nieliniow ych rów nań różniczkow ych. N ieliniow ości te w ynikają  z  charakteru pow iązań 
pom iędzy w ielkościam i m echanicznym i i elektrycznym i. D odatkow ym i źródłam i nieliniow ości 
m odelu silnika asynchronicznego sąm .in .:
•  w ypieranie p rądu w  klatkach w irnika silnika klatkow ego,
• nasycenie obw odów  m agnetycznych.

Uw zględnienie najw ażniejszych zjaw isk dynam icznych m ożliw e je s t  w  m odelach polow ych, 
które są  bardzo  trudne do analizy. D latego też  zazwyczaj przeprow adza się dyskretyzację 
układu, podobnie  ja k  w przypadku m odelow ania układów  m echanicznych. W łasności 
dynam iczne opisuje się za pom ocą m odeli obw odow ych o liczbie obw odów  zależnych od 
przyjętej dokładności odw zorow ania obiektu rzeczyw istego [70,71,115,118,155]. D alszego 
uproszczenia m ożna dokonać poprzez odpow iedni w ybór układu w spółrzędnych. D o analizy 
m aszyn indukcyjnych wykorzystuje się zazwyczaj jed en  z dw uosiow ych układów  

w spółrzędnych:
•  układ  składow ych sym etrycznych (1,2),
• uk ład  w spółrzędnych osiow ych (x,y), w irujący w zględem  sto jana z  p ręd k o ścią  ką to w ą  oą,

W obydw u przypadkach struktura m odelu  je s t  podobna, jed n ak że  p rzy  zastosow aniu 
składow ych sym etrycznych zm ienne są  zm iennym i zespolonym i.

Przy opracow yw aniu m odelu  silnika indukcyjnego przyjm uje się zazw yczaj następujące 
założenia upraszczające:
•  rezystancje w irnika są  stałe,
•  w  chwili początkow ej obw ód m agnetyczny n ie je s t  w zbudzony,
•  początkow a prędkość kątow a w irnika je s t  rów na zeru,
•  zależności pom iędzy indukcją  m agnetyczną w  szczelinie a  okładam i prądów  są  liniowe,
•  rozpatryw any układ je s t  układem  holonom icznym ,
•  w pływ  w yższych harm onicznych po la  m agnetycznego silnika je s t  pom ijalnie mały,
•  pole indukcji m agnetycznej w  szczelinie rozłożone je s t  sinusoidalnie w zdłuż obw odu 

szczeliny silnika,
•  siln ik  zasilany je s t  napięciem  sinusoidalnym ,
•  siłam i uogólnionym i są  napięcia zasilające stojan i m om ent obciążający  silnik,
•  dyssypacja energii je s t  rów na stratom  na  rezystancjach obw odów  elektrycznych m aszyny 

oraz  ew entualnym  stratom  tarcia w ewnętrznego.
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M odel m atem atyczny asynchronicznego, dw uklatkow ego silnika elektrycznego, op isanego  w 
dw uosiow ym  układzie w spółrzędnych (1,2) [118], stanow ią trzy  rów nania różniczkow e:

V I
- ~ - U s = R s h +

3 , 
l s + 2 " ‘

d * J l  d  * 
[7 , l ’ + ^ K T t l r + 2 L" J t h

Y  3 .  ) 3 r „ 3 r
+ j a  o

r +~ 2 " , 2
•C |_r .C
lr 2 lp

o = Rr f Ą LĄ z +

+ j(c0o -PCO\

3

(  3 T ' d r (3  r }
Lr + Lw +  ~  L ~rir + ~ L  + Lw

l  2 \ dt 2 / J t 1'
o  . f  3  , ( 3  r \

l 2 Li 'i  +
L r  +  L w ^ " ~ i  L

\  i

i cr  + ~2 L w
\  /

(3 .7)

0 - Rpicp +—Lm—~ i1+ LP + Lw +—L,
dt 2 L" + U

j(a>0- P(ÛÜ
I i f 3 r f 3 1

~

{ - 2 L m i ‘s  + L p  +  L w + ^  A m
r

\ iP  + y  m  L w i Cr

gdzie: if, ipc, irc - zespolone prądy stojana, klatki pracy, klatki rozruchow ej, j  - jed n o stk a
urojona, Lm, L, - indukcyjności uzw ojeń  zw iązane ze strum ieniam i m agnetycznym i głów nym  
i rozproszen ia  stojana, L*, Lr, Lp - indukcyjności uzw ojeń zw iązane ze strum ieniam i 
rozp roszen ia  w spólnym i d la  obu  klatek, klatki rozruchow ej i k latk i p racy  sprow adzone n a  stronę 
stojana, p - liczba par biegunów , Rs - rezystancja stojana, Rr, Rp - rezystancje klatki rozruchow ej 
i k latki p racy  sprow adzone na stronę stojana, Us - napięcie zasilające, o\, - prędkość 
synchroniczna e lektryczna, a>i - p rędkość kątow a w irnika silnika.

M om ent napędow y określa  zależność:

M ei = j p ^ L m k csi(cr+ icp ) - i ń r + l cp)] (3 .8)

gdzie: i cs , i cr, i cp - w artości sprzężone zespolonych prądów  stojana, klatk i rozruchow ej i klatki 

pracy.

R ów nania napięciow o-prądow e (3.7) op isu ją  zjaw iska elektrom agnetyczne zachodzące 
w  sto janie i k latkach  w irnika. D la m odeli liniow ych przyjm uje się, że  w spółczynniki rów nań są  
stałe. A b y  rozw iązać uk ład  rów nań (3.7), zastępuje się go układem  sześciu  rów nań 
różniczkow ych, z  k tórych w yznacza się części urojone i rzeczyw iste zespolonych prądów  
w  trzech obw odach m odelu. R ów nanie (3 .8) podaje natom iast zależność pom iędzy  m om entem  
elektrom agnetycznym  silnika a  w artościam i p rądów  w  obw odach zastępczych. M om ent silnika 
przedstaw iony  w  funkcji p rędkości kątow ej w irnika Me/(coi) określa je g o  podstaw ow ą 
charakterystykę dynam iczną.

C harakterystyki dynam iczne silnika napędow ego m ożna rów nież  w yznaczyć z m odelu  
m atem atycznego, opisanego w dw uosiow ym  układzie  w spó łrzędnych  (x,y).

R ów nan ia  m o d elu  w  ogólnym  zap isie  m acierzow ym  p rzy jm u ją  n as tęp u jącą  postać:

U , R 5S

LR «5

SR 
RR JL*K

^SS
Tr.^SR

'SR (3 .9)
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(3.10)
M om ent e lek trom agnetyczny  ok reśla  w yrażenie:

Mel = pLm[(mxhy ~^myhx)

gdzie: w ,  imy, isx, hy - składow e p rądów  m agnesującego i stojana.

D la  siln ika  asynchron icznego  dw uklatkow ego  zazw yczaj w y sta rcza  p rzy jęc ie  m odelu  
z dw om a obw odam i zastępczym i w  w irn iku  (rys. 3 .1 ) [13].

Rys. 3.1. Model obwodowy silnika indukcyjnego z dwoma zastępczymi obwodami w wirniku 

Fig. 3.1. Circuit model of an inductance motor with two substitute circuits in the rotor 

W  tak im  p rzy p ad k u  p oszczegó lne  w ielkości i m acierze  w ystępu jące  w  rów nan iach  (3 .9 ) 

i (3 . 10) w yznacza  się  w  następu jący  sposób:
•  p rąd  m agnesu jący

lmx lsx + lrx "*■ lpx ’ lmy lsy + lry + lpy

w ektor nap ięć  zasilających  sto jan

u s = k *  u v Y ,  o =  [o o o o j

w ekto ry  prądów  sto jan a  i w irn ika

*S =  [*£t h y Y  > '/?  = [ł ra ‘ry *px i p y F

m acierze  zaw ierające  rezystancje  i indukcyjności

rLm +L,  0 ]
- 0 Lm + Ls

Lm 0  Lm 0
0  Lm 0 Lm

-

Lr +  Lw +  Lm
0 

+  / 

0
Lw +  Lm

Lw +  Lm

Lr +  Lw +  Lm

Lw Lm

Lp +  Lw +  Lm

0

+  i 
0

Lw +  Lm

Lp + Lw + Lm

(3 .11)

(3 .12)

(3 .13)

(3 .14)

(3 .15)

(3.16)
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R  =

f i  =
O

co.

R,
o

o

o

R,
R r

f i , =

l 5S

* L js *
_L«s L R R

*

R r + K 0 R„ 0
0 Rr + R 0 Rw

К 0 R p + R* 0
0 R„ 0 RP +R „_

0 - 1H

J3, 0 0
-Û J,) 0 0 0
0 0 0 - K -
0 0 (cox -ĆU, ) o

=R , L 5S

(3 .17 )

(3 .18)

R rs -  fi<- ' L

R Sfi ~ f i j

5«

— R r +  f i , .  • L RR

R = R SJ R 5« 

R /ŁS R  ЯЛ

(3 .19)

(3 .20)

(3 .21)

(3 .22)

(3 .23)

(3 .24)

W  w y n ik u  rozw iązan ia  m o d elu  op isan eg o  rów naniam i (3 .9 ) i (3 .1 0 ) o trzym uje  się 
ch arak terystykę  dyn am iczn ą  asynchron icznego  siln ika  napędow ego . P rzyk ładow y  p rzeb ieg  
tak ie j charak terystyk i, o trzym any  za  p o m o cą  sym ulacji kom puterow ych  d la  siln ik a  o  m ocy  
250 kW, p rzed staw io n o  na rysunku  3 .2 . C echu je  się ona  znacznym i w artościam i chw ilow ym i 
m om entu  e lek trom agnetycznego  p odczas rozruchu , k tóre  są  k ilk ak ro tn ie  w iększe  od 
ka ta lo g o w eg o  m om entu  rozruchow ego.

co, [rad/s]

Rys. 3.2. Charakterystyka dynamiczna silnika asynchronicznego dwuklatkowego o mocy 250 kW 

Fig. 3.2. Dynamie characteristic o f 250 kW double squirrel-cage asynchronous motor
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Rys. 3.3. Model obwodowy maszyny indukcyjnej z jednym zastępczym obwodem w wirniku

Fig. 3.3. Circuit model o f an inductance motor with one substitute circuit in the rotor

Z astosow an ie  jed n e g o  o bw odu  zastępczego  (rys. 3 .3 ) u p raszcza  m acierze  n ap ięć , p rądów , 

rezystancji i indukcyjności i m o g ą  być  one  w yrażone  następu jąco :

' • • ' (3 .25 )

(3 .26)

(3 .27 )

lmx 1 sx ln : • lmy *jv lry

US>J ,  o = [ o  o f

*5 — [*B hyf  • *R = trjc iryY

Lm + L, 0m s
0 Lm + Ls

L SR - L r s  -
К  0 

0 Lm

L /гл _
Lr + Lm 0 

0 Lr + L„

R SS -

‘m J

Rs -co x {Lm + Ls )

0)x{Lm + Ls) Rs

R «« _
Rr ~{cox -cox\L m+ L r )

(c ü x - щ  U m  + Lr ) Rr

R Stf -
0

R «5 “ (cox -ft), )Lm

-(cox - c ^ )L m

0

(3 .28)

(3 .29)

(3 .30)

(3 .31)

(3 .32)

(3.33)

(3 .34)

L iczba o bw odów  zastępczych  zależy  od  celu  badań , posiad an eg o  sp rzę tu  do  p ro w ad zen ia  
ob liczeń  num erycznych  i p ostaci konstrukcyjnej uk ładu . Isto tne  p rob lem y  stw arza  
w yznaczen ie  param etró w  p rzy ję tego  m odelu , gd y ż  je s t  ono  w  zasad z ie  n iem o ż liw e  b ez  

dostępu  d o  dokum en tacji konstrukcyjnej silnika.
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P rzek ład n ie  zęb a te  s ą  z łożonym i uk ładam i dynam icznym i o  w ie lu  sto p n iach  sw obody. 
S zczeg ó ło w a  analiza  z jaw isk  dynam icznych  w ym aga sto sow an ia  rozbudow anych , 
n ie lin iow ych  m odeli fizycznych. Podstaw ow ym  czynnik iem  m ającym  w pływ  na  dokładność  
w yników  i efek tyw ność  analizy  dynam icznej je s t  do b ó r m o d elu  układu. D okładność  
odw zo ro w an ia  w łasnośc i o b iek tu  rzeczyw istego  zależy  g łów nie  od  celu  p row ad zo n y ch  badań. 
R o zp o czy n ając  p roces m odelow an ia , należy  rów nież  u w zg lędn ić  fakt, że głów nym  
p rob lem em  napo tykanym  po d czas analizy  je s t  w yznaczen ie  p a ram etró w  p rzy ję tego  m odelu . 
Pow in ien  on  zatem  uw zg lędn iać  ty lko te  cechy  ob iek tu  rzeczyw istego , k tó re  m a ją  d ecydu jący  
w p ływ  n a  b adane  z jaw iska  dynam iczne. W  zależnośc i od  sfo rm ułow anego  celu  badań  
i m ożliw ośc i iden ty fikac ji w ykorzystyw anych  param etrów  p rzy jm uje  się zatem  ró żn y  stopień  
u p ro szczen ia  m odelu .

3.2. M O DEL UKŁADU M ECH ANICZNEGO

3.2.1. M odel drgań skrętnych
A n alizu jąc  postać  k o n stru k cy jn ą  uk ładu  n apędow ego  i ch arak te r je g o  p racy , m ożna 

s tw ierdzić , że w iększość  e lem en tów  p rzek ładn i w ykonuje  ruch  obro tow y, a  g łów nym  je j 
z adan iem  je s t  p rzen ies ien ie  m om entu  napędow ego . Z atem  w  p ierw szym  p rzy b liżen iu  m ożna  
o g ran iczy ć  się jed y n ie  do  analizy  drgań  skrę tnych  p row adzonej z  zastosow an iem  m odeli 
dyskretnych .

A
' v 7

A
" t

\ J

Rys. 3.4. Zastępczy model fizyczny układu napędowego z przekładnią planetarną

Fig. 3.4. Physical model o f a driving system with planetary gear

M o d el tak i zb udow any  je s t  ze  sz tyw nych  tarcz  o  m asie  m, o raz  m asow ym  m om encie  
b ezw ład n o śc i /„  p o łączo n y ch  bezm asow ym i elem entam i o w spó łczynn ikach  sztyw ności k, 
i w sp ó łczy n n ik ach  tłum ien ia  c, (rys. 3 .4). W  tak im  p rzypadku  ruch  uk ładu  m ożna  op isać  za  
p o m o cą  ró w n ań  różn iczk o w y ch  zw yczajnych.

3.2.2. M odel drgań giętno-skrętnych
B ad an ie  d rgań  g ię tno -sk rę tnych  w ym aga o p racow an ia  b ardziej rozbudow anych , 

p rzestrzen n y ch  m odeli dynam icznych  układu. D o b udow y tak ich  m odeli s to su je  się 
zazw yczaj następ u jące  m etody:

•  m etodę  e lem en tów  skończonych ,
•  m etodę  sz tyw nych  e lem entów  skończonych ,
•  m eto d ę  hybrydow ą, b ę d ąc ą  p o łączen iem  dw óch  pow yższych  m etod.

M odel p rzestrzen n y  sk łada  się z  poduk ładów , k tó rym i zazw yczaj są  w ały  z  k o łam i zębatym i. 
O ddz iały w an ie  pod u k ład ó w  n a  sieb ie  realizow ane  je s t  za  p o m o cą  sił m iędzyzębnych  lub sił
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reakcji p o d p ó r (rys. 3 .5 ). M eto d a  sztyw nych e lem entów  skończonych o p iera  się  n a  podzia le  
w ałków  przek ładni n a  n ieodkształcalne  bryły, po łączone  za  p o m o cą  bezm asow ych  e lem entów  
sprężysto-tłum iących, m odelu jących  w łasności sp reżysto-tłum iące fragm en tów  układu  (np. 

w ałek II p rzek ładni przedstaw ionej n a  rysunku  3.5).

I wałek

odkształcalny, belkowy elem ent skończony

- ® -  bezm asowy elem ent sprężysto-tłum iący

4- elem ent m odelujący sztywność zazębienia

□  sztywny elem ent skończony

M'i -  m oment napędowy
M r -  m oment oporu

Rys. 3.5. Model fizyczny jednostopniowej przekładni zębatej. Wałek I  zamodelowano metodą 
hybrydową, wałek I I  za pomocą sztywnych elementów skończonych

Fig. 3.5. Physical model of a spur gear pair, shaft I  modelled when applying a hybrid method, shaft I I  
was medelled by rigid finite elements 

M odel SE S w ystarcza jąco  dokładn ie  op isu je  uk ład  w  zakresie  n isk ich  częstośc i w łasnych. 
Do analizy  w yższych  częstośc i b ąd ź  szerok iego  spektrum  częstości sto sow ana  je s t  m etoda  
hybrydow a. W  tak im  p rzypadku  w ałek  d z ie lony  je s t  n a  odksz ta łca lne, belkow e e lem enty  
skończone (rys. 3 .6), na tom iast ko ło  zębate , k tó rego  sztyw ność je s t  o k ilka  rzęd ó w  w yższa od 
sztyw ności w ałka, trak tow ane je s t  ja k o  b ry ła  sztyw na (rys. 3.7).

Rys. 3.6. Odkształcalny, dwuwęzłowy element skończony 

Fig. 3.6. Deformable, two-nodes finite element
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N a  rysunku  3.6 p rzy ję to  n astęp u jące  oznaczen ia: w , - p rzem ieszczen ia

lin iow e i ką to w e  w zg lędem  u k ład u  w spó łrzędnych  i-tego w ęzła , d, D, l - średn ice  
w ew nętrzna, zew n ę trzn a  i d ługość  elem entu , 6)0 - p rędkość  ką tow a elem entu .

Rys. 3.7. Nieodkształcalny, sztywny element skończony 

Fig. 3.7. Non-deformable, rigid finite element

Postać  m ac ierzy  bezw ładnośc i i sztyw ności e lem entu  będ zie  za leża ła  od  założeń  
p rzy ję tych  w  procesie  m odelow an ia  o raz  od w ykorzystyw anej m etody. D la  e lem entów  
m o delow anych  m eto d ą  M E S b ę d ą  to pasm ow e m acierze  e lem entów  be lkow ych  (rys. 3.6), 
k tó rych  szczeg ó ło w ą  postać  pod a je  w iele pozycji literaturow ych, m .in. [72 ,123 ,173].

M eto d a  sz tyw nych  e lem en tów  skończonych  ro z ró żn ia  n ieodkszta łcalne  e lem en ty  ty p u  SES 
(rys. 3 .7 ), o p isane  za  p o m o cą  m asy  i m asow ych  m om entów  b ezw ładnośc i o raz  bezm asow e, 
o d k sz ta łca lne  e lem en ty  ty p u  E S T  określone  p rzez  w spółczynnik i sz tyw ności i tłum ien ia  
[73 ,93]. M acierze  bezw ładnośc i SES są  m acierzam i d iagonalnym i, po n iew aż  o k reślane  są  
w zg lędem  osi g łów nych.

U , = diag{m} m, m, I ix l iy I iz) (3 .35)

gdzie: m„ Iiy, Iiz - m asa o raz  m asow e m om enty  bezw ładności i-tego e lem en tu  SES 
w zg lędem  układu  osi g łów nych.

M ac ie rze  sztyw ności e lem entów  sprężysto -tłum iących  ob liczane  są  n a to m iast w  sposób  
następu jący :

K l7* = S [ ł © ^ K Jt- 0 r t S |.t  (3 .36)

K ^ - s l k - e ^  K k Q pk S pk (3 .37)

gdzie: K* - d iag o n a ln a  m acierz  sztyw ności k-tego e lem entu  E S T  w zględem  je g o  osi 
g łów nych, Snt, SPk - b lok i zam ocow an ia  E ST  do  SES o  num erach  r o raz  p, 0 rt, Qpk - bloki 
w spó łczy n n ik ó w  k ierunkow ych  ką tów  p om iędzy  uk ładem  g łów nych  osi E S T  i układam i 
g łów nych  osi bezw ładnośc i SES o  num erach  r o raz  p.

M acierz  Srk ok reśla  p rzesu n ięcie  rów no leg łe  uk ładu  osi g łów nych  SE S do punktu  
zam o co w an ia  E S T  i dan a  je s t  zależnością:
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1 0 0 0 v0 - u 0

0 1 0 - v0 0 w0

0 0 1 u0 - w 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

gdzie: uo,v0,w0 - w spó łrzędne  p oczą tku  uk ładu  E S T  w zględem  uk ład u  osi g łów nych  SES.

O bró t układu w spółrzędnych  E S T  określa  d ru g a  z  m acierzy  transfo rm acji, k tó ra  zaw iera  

cosinusy ką tów  pom iędzy  osiam i uk ładu  w spółrzędnych:

COS(prklj c 0 S (P rkl.2 c o s ( P rkl,3 0 0 0

c o s ( Prk 2,1 c o s ( P rk2 ,2 COS<prjt2,3 0 0 0

c o s ( P rk3 ,1 COS<prJt3 ,2 COS«j»rit3,3 0 0 0

0 0 0 co s< P rjtl,l COS(prkh2 cos(Prk\3

0 0 0 c o s ,P rk2 .\ C O S(Prk2,2 c o s ( Prk2,3

0 0 0 COS ę rk3 ,\ c o s ( P r k \ 2 W S V r k X l .

gdzie (Pru.j - kąty  pom iędzy  poszczególnym i osiam i uk ładów  w spółrzędnych.

Fig. 3.8. Single-stage spur gear
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Z asto so w an ie  m etody sztyw nych e lem entów  skończonych  je s t  szczegó ln ie  e fek tyw ne przy 
m o d elo w an iu  k ó ł zęb a ty ch  i p o d p a rć  w ałów .

M o d elow an ie  w zajem nego  oddzia ływ an ia  p o d uk ładów  (rys. 3 .8 ) w ym aga ok reślen ia  sił 
w y stępu jących  w  zazęb ien iu  w spó łp racu jących  kó ł zębatych. Siłę n o rm aln ą  do zęb a  (rys. 3 .9) 
w y zn acza  się  z  n astęp u jące j zależności:

Fz = k z (d i - d j )en (3 .40)

gdzie: d , , d , - w ek to ry  p rzem ieszczeń  punk tów  k o n tak tu  w  b iegun ie  zazęb ien ia , e„ - w erso r 
osi p ro sto p ad łe j d o  p łaszczy zn y  k on tak tu  w  p unkcie  zazęb ien ia , kz - w sp ó łczy n n ik  sztyw ności 
zazęb ien ia .

Z e w zg lędu  na to, że m odel uk ładu  op isany  je s t  za  p o m o cą  w spó łrzędnych  uogóln ionych , 
siłę m ięd zy zęb n ą  na leży  rów n ież  w yrazić ja k o  funkcję  ty ch  w spó łrzędnych . W  tym  celu 
o k reślam y  w sp ó łrzęd n e  w ektorów  d, i d ; w p rostokątnym  układzie  ora o po czą tk u  w  biegunie  
zazęb ien ia :

doi = Vj cos 7  +  vv; sin 7  +  r((pj -  uoj (Ą  sin y  - 1//, cos 7 )

d ri =  v; sin y  -  w( cos 7 +  uoi (ńj cos 7 +  i / , s in  7 ) (3 .41 )

dai = -u j + r}y/j sin 7 +  /}#, cos 7
oraz

d 0j = Vj c o s 7 +  wj sin y - r j tp j  - ugj(tij  sin  Y j  c o s7 )

d rj  =  v,- sin y  -  w( c o s7 +  ugj (ńj c o sy + y /j  sin y )  (3 .42)

daj = -U j -  r jY j  sin 7  -  rj 1? • cos 7 ,

gdzie: a  - ką t p rzyporu  (d la  ob ro tów  zębn ika  w  lew o a = a „ ,  d la  ob ro tów  w praw o

a  = 7T - a „ ) ,  an - n om inalny  kąt p rzyporu , /3 - kąt p o ch y len ia  linii zęba, 7 - ką t określa jący

konfigu rac ję  układu, um, uoi - od leg łośc i b ieguna  zazęb ien ia  o d  w ęzłó w  m o d elu  ok reśla jących  
środk i c iężk o ści p ierw szeg o  i d rug iego  k o ła  zębatego , r„ rj - p rom ien ie  k o ła  po d z ia ło w eg o  
p ierw szego  i d rug iego  k o ła  zębatego.

Rys. 3.9. Siły działające na ząb koła zębatego, zredukowane do bieguna zazębienia 

Fig. 3.9. Forces acting on the tooth o f a gear wheel reduced to the contact point
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W ek to r jed n o stk o w y  en w yrażony w  tym  sam ym  u k ładzie  w spó łrzęd n y ch  m a  następ u jące  

składow e:
en0 = c o s a c o s  /3

en r= s 'm a  (3 .43)

ena = c o s a s in  P

W staw iając do zależności (3 .40 ) w yrażen ie  (3 .41), (3 .42 ), (3 .43 ), siłę n o rm aln ą  w  zazęb ien iu  

w yznacza się  w  sposób  następujący:

F ^ k ^ S j ą ^ S j ą  j )  (3 .44)

gdzie: 8( , S j - w ek to ry  geom etrycznych  p a ram etró w  k ó ł zębatych.

W ekto ry  geom etrycznych  param etrów  k ó ł zębatych  o k reśla  się  uw zg lęd n ia jąc  zależnośc i 
pom iędzy  w ektoram i p rzem ieszczeń  punktów  styku w  b iegun ie  zazęb ien ia  o raz  w ersorem  osi 
p rostopadłej do  p łaszczyzny  zazęb ien ia  a  w spółrzędnym i uogóln ionym i w ęzłów , w  k tórych 

um ieszczono  k o ła  zębate:

- c o s a s i n  /5 

s in a s in 7 + c o s a c o s /3c o s7 

r; c o s a  sin p  sin 7 +  uoi (sin a  sin 7 +  c o s a  cos p  cos 7 )

- s i n a c o s 7 +  c o s a c o s /3 s in 7  

rt cos a  sin p  cos 7  +  uoi (sin a  co s 7 -  cos a  co s p  sin 7 )

^ c o s a  c o s p

- c o s a s i n  P  

sin a  sin 7  +  co s a  cos P  co s 7 

- r j  c o s a s in  P  sin y  +  u0j  (sin a  sin 7 +  cos a  cos P  cos 7 )

-  sin a  cos y  +  c o s a  cos P sin y  

— r j  c o s a s in  P  cos 7  +  u0j  (sin a  cos 7 - c o s  a  c o s /3 sin 7)

-  r j  c o s a  cos P

Składow e w ektorów  w spółrzędnych  uogólnionych d la  poszczegó lnych  e lem entów  przek ładn i 

p rzy ję to  w  p ostaci q = [u v 1// w ń  <p]r . W yprow adzone  za leżnośc i m o g ą  być 
w ykorzystyw ane do w yznaczan ia  m acierzy  sztyw ności zazęb ień  zarów no  d la  p rzek ładni 
z  zębam i prostym i, ja k  i skośnym i o raz  d la  dow olnego  u łożen ia  w ałów  i kó ł zębatych  [172]. 
M acierz  sz tyw ności zazęb ien ia  tw o rzą  n astępu jące  b loki:

k „  = M A r 

K z„ = - W ,7

Si = (3 .45)

(3 .46)

K ,„ = - k , S ,S j

K ,jj= k zs j5 j

(3 .47)

(3 .48)

(3 .49)

(3 .50)
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(3 .51)

B loki m ac ierzy  sz tyw ności z azęb ien ia  s ą  d odaw ane do  b lo k ó w  globalnej m ac ierzy  sz tyw ności 
uk ład u  w  m ie jscach  o d p o w iadających  w spółrzędnym  uogóln ionym  w ęzłó w  kó ł zębatych .

W  an aliz ie  p rzek ładn i zębatych  m ocno  o bciążonych  i słabo  sm arow anych  b ą d ź  też  
p rzek ład n i szybkob ieżnych  dodatkow o  uw zg lędn iana  je s t  siła  ta rc ia  w  zazęb ien iu . Z w ro t siły 
ta rc ia  za leży  od  zw ro tu  p ręd k o śc i w zględnej pu n k tó w  styku, a  w artość  o k reśla  się  na 
po d staw ie  w arto ści siły  m iędzyzębnej:

TZ = ±H Z\FZ\

gdzie: f i z - w sp ó łczy n n ik  ta rc ia  w  zazęb ien iu , Fz - siła  no rm aln a  do  zęba.

(3 .52)

W erso ry  sk ładow ych  siły  ta rc ia  z n a jd u ją  się  w  p łaszczyźn ie  p rz y p o ra  (rys. 3 .9 ) i w 
uk ładzie  ora m a ją  n astęp u jące  w spółrzędne:

ello = - s i n a c o s  p

tir =  cos a

ella = - s i n a s i n  P 

e,2 „ = - s i n / 3

e;2r = °  

e i2a = C 0 S P

(3 .53 )

(3 .54)

W p raw d z ie  w arto ści sił ta rc ia  s ą  zn aczn ie  m nie jsze  od  w artości sił m ięd zyzębnych , jed n a k że  
ze  w zg lęd u  n a  oscy lacy jny  ch arak te r m o g ą  być  ź ród łem  g en erow an ia  d rgań  i hałasu. 
U w zg lęd n ien ie  sił ta rc ia  w ym aga zred u k o w an ia  ich  do  w ek to ra  sił uog ó ln io n y ch  m odelu . 
W  tym  celu  korzystam y  z  m acierzy  transform acji, podobnych  do  m acierzy  (3 .38) i (3 .39) 
sto sow anych  p rzy  tran sfo rm acji uk ładów  w spó łrzędnych  e lem entów  E ST:

Q r = X s £ .

7=1
0  T ,; (3 .55)

gdzie : - j-ta  sk ładow a siły  ta rc ia  w  zazęb ien iu .

A lgory tm  określan ia  ch arak terystyk  sztyw ności zazęb ień  w ym aga pew nych  m odyfikacji 
d la  k ó ł zębatych  z ruchom ym i osiam i (np. p rzek ład n ie  p lane tarne  [123]). K ą t y, ok reśla jący  
ko n fig u rac ję  uk ładu , je s t  w tedy  fu n k c ją c z a su  (rys. 3 .10).

U w zg lęd n ia jąc  postać  k o n stru k cy jn ą  p rzek ładn i p lan e tarn e j, op raco w an o  m odel 
dynam iczny , k tó ry  u m ożliw ia  analizę  drgań  zarów no  e lem en tów  w ykonu jących  ruch  
ob ro tow y , ja k  i p łask i. M ac ie rz  sz tyw ności w ięzó w  p rzek ładn i p lane tarne j Kpp ok reślono  
w  sposób  następu jący :

K ,

K pp +K„ (3.56)
K ,

34

gdzie: K C,K  • - m acierze  sztyw ności ło ży skow an ia  k o ła  cen tra lnego  i ja rz m a , K v - m acierz  

sztyw ności zazęb ień  i łożyskow an ia  k ó ł obiegow ych.

Rys. 3.10. Model przekładni planetarnej 

Fig. 3.10. Model o f a planetary gear 

E lem entam i m acierzy  K C,K  • s ą  w spółczynnik i sztyw ności k łożysk , o d p ow iadające

poszczególnym  w spó łrzędnym  uogólnionym :

K  c =diag ]fc „ , k yc, k^ , k lc, )  (3 .57)

K  j=diag\kxj f k ^ k y . k ^ k q , ^  } (3 .58)

W  przy p ad k u  zazęb ien ia  ko ła  cen tralnego  z  ko łem  obiegow ym  m ac ierz  sz tyw ności K vc0 
m ożna w yznaczyć z zależności (3 .45 ) i (3 .47)-^(3 .51), w yprow adzonych  d la  p rzek ładn i 

jednostopn iow ej:
- c o s a s i n  p  

sin a  sin y  + c o s a  co s p  cos y  

^  rc co sa s in  p ś i n y  + uoc( s in a s in y + c o s a c o s p c o s y )  (3 59)

c - s i n a c o s y  +  c o s a c o s / ! s in y

rc c o s a  sin p  co s y  + uoc (sin a  cos y  -  cos a  cos p  sin y ) 

rc c o s a  cos P
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s„ = (3 .60)

-c o s  «sin  p  

sin a

-  ra cos a  sin p  +  u0o sin a  

c o sa co s /?

- u 0o cosacosP  
- r 0 cos «cos/?

gdzie: rc, r„ - p rom ien ie  k o ła  cen tralnego  i obiegow ego .

Z ak ład a jąc , że w ien iec  k o ła  o uzęb ien iu  w ew nętrznym  je s t  n ieodkszta łcalny , o trzym uje  się 
n astęp u jące  w yrażen ie  na  siłę w  zazęb ien iu  „sa te lita-ko ło  d u że” :

F  =  kOW *«
cT

ow^owHo (3 .61)

Sow = (3 .62)

- c o s a s in  p  
s in a

-  r0 c o s a  sin p  + u0o sin a  

- c o s a c o s /?  

u0o cos a  cos p  

- r0cosacos p

M acie rz  sz tyw ności teg o  zazęb ien ia  op isana  je s t  n a s tęp u jącą  zależnością:

K  VOW = kowSoŵ ow
W  celu  w yzn aczen ia  m acierzy  sz tyw ności ło ży skow an ia  k o ła  ob iegow ego  

K  vo j  w p ro w ad za  się  e lem en ty  sprężysto -tłum iące , łączące  ko ło  z  o s ią  zam o n to w an ą  na 

ja rz m ie . M ac ie rze  sz tyw ności E S T  określam y  na  p odstaw ie  zależnośc i (3 .3 6 ) i (3 .37).
P o s tęp u jąc  p o d o b n ie  w  p rzy p ad k u  w iększej liczby  k ó ł ob iegow ych , o k reśla  się  m acierz  

sz tyw ności w ięzów  w ystępu jących  pom ięd zy  elem entam i m o d elu  całej p rzek ładn i 
p lane tarne j:

(3 .63)

k  v X  ( k  vco. +  K  vow, + K  VOj .  
1=1

) (3 .64)

gdzie: i - n u m er k o ła  ob iegow ego , n - liczba k ó ł ob iegow ych  w  przek ładn i.

B lo k i m ac ie rzy  (3 .6 4 ) u m ieszcza  się  w  tych  b lo k ach  m ac ierzy  sz tyw ności ca łeg o  układu, 
k tó re  o d p o w ia d a ją  stosow nym  w ęzłom  m odelu .

3.2.3. Charakterystyki sztywności zazębień

Sztyw ność zazęb ien ia  p a ry  k ó ł zębatych  je s t  p a ram etrem  zm iennym  w  czasie  i za leży  o d  
zm iennej sz tyw ności pary  zębów  o raz  liczby zębów  zn ajdu jących  się  w  przyporze . Z ak ładając  
sta łe  w sp ó łczy n n ik i sz tyw ności zazęb ien ia  jed n o p a ro w eg o  i dw uparow ego, do  op isu  
ch arak terystyk i sz tyw ności p rzy jm u je  się  n a s tęp u jącą  funkcję:

k 2 0 < ą < e a - l  

k ,  e a - l < Ę < l
(3 .65)

gdzie: k /, k2 - średn ie  sz tyw ności z azęb ien ia  je d n o -  i dw uparow ego , £a - liczb a  p rzyporu , 
Ł, - w zg lęd n a  w sp ó łrzęd n a  w zd łu ż  o d c in k a  p rzy p o ru  od n ies io n a  do  p o d z ia łk i zazęb ien ia .
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W  ruchu ustalonym  zm ienna sztyw ność je s t  ok reso w ą  fu n k c ją  czasu  i m oże  być ro zw in ię ta  

w szereg  Fouriera:

M 0 = * z O  +  ] [ X n s i n ( ' l f t V )  ( 3 - 6 6 >
n=l

Z regu ły  w ystarczy  op isać  j ą  za  p o m o cą  pierw szej harm o n iczn e j:

k z (t)= ks + kd sm(cozt)  (3 .67)

ks = kz o- kd = k z\ O-68)

gdzie: ks - składow a stała sztywności zazębienia, kj - am plituda składow ej zm iennej, 

ox - częstość zazębienia.

A nalizu jąc  stany  n ieusta lone, w  k tó rych  p ręd k o ść  w irow an ia  w a łu  n ie  je s t  stała , sztyw ność 
op isu je  się  ja k o  funkcję  ką ta  obro tu  ko ła  zębatego:

kz(t )= ks + kd s in (zipW ) (3 .69)

gdzie: z - liczba zębów  koła zębatego, cp(t) - w spółrzędna kątow a opisująca położenie koła 

zębatego.

T ak i o p is zm ian sztyw ności n ie pow odu je  p rob lem ów  num erycznych  zw iązanych
z n ieciąg łościam i funkcji op isujących param etry  m odelu , a  w ynikającym i ze skokow ej
zm iany ich w artości. P rzykładow y przeb ieg  sym ulacji sz tyw ności zazęb ien ia  w  funkcji czasu  
p rzedstaw iono  n a  rysunku  3.11.

Rys. 3.11. Symulacja zmiennej sztywności zazębienia funkcją harmoniczną. Rozruch układu 

Fig. 3.11. Simulation of varying stiffness of meshing by using the harmonic function. Start up of the 
system

G łów nym  źród łem  n ielin iow ości m odelu  przek ładn i są  luzy: obw odow y i w ierzchołkow y. 
L uzy  są  n iezbędne  d la  p raw id łow ej p racy  przek ładn i o raz  d la  zapew nien ia  sw obodnego  
zazęb ian ia  i w yzęb ian ia  się kó ł zębatych. B adan ia  p racy  p rzek ładn i zębatych  [104,163] 
w skazują, że  w  p rzypadku  usta lonych w arunków  p racy  luzy  m iędzyzębne są  skasow ane 
i m ożna  trak tow ać uk ład  ja k  b ez  luzów . O ddziaływ anie  luzów  u w idaczn ia  się  w arunkach  
n ieusta lonych  i m oże pow odow ać w zrost obciążeń  zębów , b ędący  efektem  p o jaw ien ia  się sił 
im pulsow ych p odczas zderzeń. Zazw yczaj luz m iędzyzębny  sym ulow any je s t  za  p o m o cą  
funkcji, op isu jącej siłę dynam iczną w  zazębieniu w  zależności od  w zględnego przem ieszczenia 
kół zębatych:
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F(kz ,Aq) = k z (q){
(Ag1-0 .5 /)  Aq>0.5l 
0 -0 .5 / <  Ag < 0 .5 /  

(Aq + 0.5l) Aq < -0.5/

( 3 . 7 0 )

zadana  w artośćgdzie: F  - siła norm alna w  zazębieniu, kz(q) - w spółczynnik  sztyw ności, /
luzu, Aą - różn ica  w spółrzędnych uogólnionych określona z  zależności:

Aq = 8 f q i - 8 ] ąj (3 .71)

Inny sposób  sym ulacji w ystępow ania luzu w  parze kinem atycznej po lega  na  opisaniu  siły 
w  zazęb ien iu  za  po m o cą  w ielom ianu n-tego stopnia. W  celu  w yznaczenia w spółczynników  tego 
w ielom ianu w prow adza się now e zm ienne Aq i F \ spełniające w arunki:

F . 2 Ł ,  A9 .=  2Ą £ 
k J  l

(3 .72)

P odstaw iając  zm ienne (3 .72 ) d o  w zoru (3.70), otrzym uje się  funkcję op isu jącą  w zg lędną  siłę 
dynam iczną, która m a jednakow y przebieg  d la  dow olnego w spółczynnika sztyw ności o raz  luzu 
różnego  o d  0 :

F '(A q )=

(Д q '- l )  Aq' > 1 
0 - l < A q < l  

(Д  q' + l )  A q '< - l
(3 .73)

W ykorzystu jąc  w artości F ‘ ob liczone z  zależności (3 .73), za  p om ocą  m etody najm niejszych 
kw adratów , m ożna określić  w spółczynniki a, w ielom ianu n-tego stopnia. W  efekcie otrzym a się 
w yrażenie na  siłę m iędzyzębną ja k o  różniczkow alną funkcję luzu, sztyw ności i różnicy 
przem ieszczeń:

F{kz A q ) Ą k z {q)i
/=i

(3 .74)

Siłę w  p arze  k inem atycznej z  luzem , sym ulow aną  za  p o m o cą  za leżnośc i (3 .7 4 ), d la  p rzy p ad k u  
zm iennej sz tyw ności opisanej fu n k c ją  (3 .65 ), p rzedstaw iono  na rysunku  3 .12. P oszczegó lne  
k rzyw e na w ykresie  o d p o w iad a ją  zazęb ien iu  jed n o p a ro w em u  i dw uparow em u.

Rys. 3.12. Symulacja zmiennej sztywności i luzu w zazębieniu wielomianem 6. stopnia

Fig. 3.12. Simulation o f varying stiffness and clearances by using the polynomial o f 6"’ degree
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U w zględniając luz o raz  zm ien n ą  sztyw ność zazęb ień  ro zp atru je  się k ażdy  z w ałków  
przekładni ja k o  w yizolow any podukład , o ddzia łu jący  na  sąsiedn ie  w ałk i za  p o m o cą  sił 
m iędzyzębnych. R uch  po jedynczego  w ałka op isu je  następu jące  rów nan ie  ró żn iczk o w e  w  

postaci m acierzow ej:

M w,qw, + ( C Vwi+ C łw .)q W| + K w.q w . = Q W. (3 .75 )
7=1

gdzie: M wi, C Vwj, K wi, C gwi - m acierze  bezw ładności, tłum ien ia , sztyw ności i efektu  

żyroskopow ego po jedynczego , i-tego w ałka przek ładni, q t( - w ektor w spółrzędnych

uogólnionych w ęzłów , Q vw- - w ektor zew nętrznych  sił uogóln ionych  przy łożonych  do 
poszczególnych  w ęzłów  i-tego w ałka, F Ky - w ektor sił oddzia ływ ań  p o d u k ład ó w  pom iędzy  
sobą, w  tym  p rzy p ad k u  s ił m iędzyzębnych , n - liczba  zazębień .

S iły  w  zazęb ien iu , dz ia ła jące  odpow iedn io  n a  i-ty i j-ty  w ałek , dane  s ą  zależnościam i:

FWij = —FSj (3 .76)

K f i = F S ] (3 .77)

gdzie: F - siła m iędzyzębną  określona  z a le ż n o śc ią (3 .70) lub (3 .74).

M acierze  M W),  C Vwi, K wj, C gwi, o trzym ane d la  poszczególnych  podukładów ,
w ykorzystyw ane są  do budow y m acierzy  całego układu. M acierze  b ezw ładnośc i, tłum ienia, 
sz tyw ności i e fek tu  żyroskopow ego  całego  uk ładu  s ą  m acierzam i b lokow ym i 
z  poszczegó lnym i blokam i um ieszczonym i w zdłuż g łów nej p rzekątne j. W ek to ry  F„y 
dodaw ane są  do b loków  uogóln ionych  sił zew nętrznych  w  b lokach  o d p ow iadających  w ęzłom ,

w k tó rych  przy łożono  te  siły.
O m aw iane zależnośc i w ykorzystano , p rzep row adzając  o b liczen ia  num eryczne. B adania  

p row adzono  przy  uw zględnieniu  różnych  liczb  w yrazów  szeregu  po tęgow ego . O biektem  
badań b y ł m odel uk ładu  e lek trom echanicznego  o 14 stopniach sw obody.

50 100 150 200 250 300

Często tl iwość / H z]

Rys. 3.13. Charakterystyki amplitudowo-częstotliwościowe przebiegów sił dynamicznych otrzymanych 
przy symulacji luzu wielomianami 3,4,5 st. i funkcją luzu

Fig. 3.13. Amplitude frequency characteristics o f dynamie forces obtained when simulating clearances 
by using polynomials of 3,4,5"’ degree and the clearance function
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Częstotliwość [Hz]

Rys. 3.14. Charakterystyki amplitudowo-częstotliwościowe przebiegów otrzymanych przy symulacji 
luzu funkcją luzu i wielomianem 6. stopnia

Fig. 3.14. Amplitude frequency characteristics o f dynamie forces obtained when simulating clearances 
by using the clearance function and polynomials o f 6"' degree

A q,[m ]I "4
Rys. 3.15. Symulacja sity w parze kinematycznej dla funkcji luzu (3.70) i wielomianu 6. stopnia

Fig. 3.15. Force simulation in a kinematic pair by using the clearance function (3.70) and polynomial 
of6'h degree

A b y  d o b rać  w łaściw y stop ień  w ie lom ianu  op isu jąceg o  funkcję  luzu, porów nano  
charak terystyk i am plitudow o-często tliw ośc iow e p rzeb iegów  m om entów  sk ręcających , 
uzyskanych  d la  funkcji luzu  (3 .7 0 ) i w ie lom ianów  (3 .74) stopni 3 ,4 ,5  o raz  6 (rys. 3 .13 i 3 .14) 
w  u sta lo n y ch  w arunkach  pracy. S tw ierdzono , że w prow adzen ie  w ie lom ianu  w yższego  stopnia  
do rów n ań  m odelu  pow o d u je  w ystępow anie  w  w idm ie dodatkow ych  harm on icznych  (rys.
3 .13). P rzep ro w ad zo n e  b adan ia  w ykazały , że  d o b rą  zg o dność  p o d  w zg lędem  liczby 
h a rm o n icznych  i w artości o d p o w iadających  im am plitud  zapew nia  w ie lom ian  6. s to p n ia  (rys.
3 .14 ). S tw ierdzono  rów nież, że  stosow anie  w iększej liczby w yrazów  szeregu  po tęg o w eg o  n iż  
6 pow o d u je  znaczne  skom plikow an ie  ob liczeń  p rzy  n iew ielk iej p o p raw ie  o trzym anych  
w yników . W ynik i sym ulacji sił dynam icznych  w  funkcji ró żn icy  p rzem ieszczeń  k ó ł zęba tych  
d la  różnych  sp o so b ó w  o p isu  p a ry  k inem atycznej z  luzem  p o k azan o  n a  ry su n k u  3.15.
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3.2.4. Tłumienie w układzie
W procesie identyfikacji parametrów przyjętego m odelu dynam icznego największych  

trudności dostarcza matematyczny opis zjawisk dyssypacji energii [3 6 ,37 ,72 ,73 ,166]. 
Ze w zględu na z łożoność tych zjawisk konieczne jest przyjęcie szeregu założeń  
upraszczających. W m odelowaniu rozpatrywanej klasy układów przyjęło się budować 
m acierz tłum ienia jako kom binację lin iow ą m acierzy bezw ładności i sztywności:

C v = a vM  +  P VK  (3 .78)

gdzie: a njiv - w spółczynniki skalarne.

M etoda ta jest bardzo prosta w  zastosowaniu i znacznie upraszcza analizę drgań układów  
z tłum ieniem . C zęsto przyjmuje się, że a v=0, a w spółczynnik określa się na podstawie  
stałych materiałowych. M acierz tłumienia je st zatem  proporcjonalna do m acierzy sztywności.

M etoda modalna polega natomiast na wyznaczeniu tłum ienia całego układu 
odpowiadającego poszczególnym  postaciom  drgań. W takim przypadku rozprzęga się  układ 
równań różniczkow ych zapisanych w e współrzędnych uogólnionych, poprzez transformację 
m odalną i przejście do układu współrzędnych głównych.

3.2.5. Redukcja liczby stopni swobody
Zwiększanie dokładności opisu m atem atycznego badanego obiektu prowadzi do złożonych  

m odeli dynam icznych o w ielu stopniach sw obody. Prowadzone są  zatem  badania w zakresie 
opracowania m etod redukcji liczby stopni sw obody. Jednym ze sposobów  zm niejszenia  
wym iarów zadania jest zastosow anie m etody kondensacji modalnej. Opisując ruch lin iow ego  
m odelu fizycznego za pom ocą w spółrzędnych uogólnionych, otrzymuje się  układ 
sprzężonych pom iędzy sobą równań różniczkowych zwyczajnych. A by uzyskać układ o 
m niejszej liczbie niesprzężonych równań, stosuje się  następujące podstawienie:

q(f )=mX mx(?) (3 .79)

gdzie: q (t) - wektor współrzędnych uogólnionych, mX -  macierz transformacji utworzona z 

M -ortonorm alizowanej m acierzy wektorów własnych o wym iarze m x n, mx(f) - wektor m 

współrzędnych głównych.

Równanie (3 .79 ) podstawia się następnie do równania ruchu układu (3 .1). Zakładając brak 
efektu żyroskopow ego oraz wykorzystując warunki ortonormalności wektorów własnych, 
otrzymuje się m odel zapisany w e współrzędnych głównych:

x (f)+  Ć v x (t}¥ m A x (t)= mX T [Q + Fw] (3 .80)

gdzie: Ć v = mX r C v mX  - transformowana m acierz tłum ienia układu, mA -  macierz 

zawierająca m wybranych wartości własnych układu, Q, F w - odpow iednio wektory sił 

zewnętrznych i sił oddziaływań pozostałych podukładów.

M acierze w spółczynników  równania (3 .80 ) określam y na podstawie rozwiązania  
zagadnienia w łasnego. Następnie wybiera się  te częstości własne i wektory w łasne, które są  
ważne z  punktu w idzenia prowadzonej analizy.

Rozwiązanie układu, składającego się z  mniejszej liczby niesprzężonych równań 
różniczkowych, jest znacznie prostsze i szybsze, a jednocześn ie zapewnia wystarczającą  
dokładność opisu badanych zjawisk.
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Jednym  z celó w  analizy  dynam icznej u k ładów  je s t  o k reślen ie  odd z ia ły w ań  dynam icznych  
w parach  k inem atycznych . S iły  oddzia ływ ań  są  w ynik iem  d z ia łan ia  s ił sp rężystych  o raz  sił 
o p o ru  n iesp ręży steg o  (np. tłum ien ia , tarc ia ). N a jw ięk szy  w pływ  na  w arto ści oddzia ływ ań  
dynam icznych  m a ją  siły  sprężyste, a  siły  op o ru  n iesp ręży steg o  są  zazw yczaj p o m ijan e  ze 
w zg lędu  na  tru dnośc i w  op isie  z jaw isk  ro zp ra szan ia  energii. A by  o kreślić  w artości sił 
sp rężystych , w ykorzystu je  się w yrażen ie  n a  energ ię  sp ręży stą  u k ład u  w  p o stac i następu jące j 
form y k w ad ra to w e j:

Ep = X-  qrKq (3 .81)

U o g ó ln io n e  siły  dynam iczne  ob licza  się  ja k o  pochodne  energ ii sp rężystej w zg lędem  i-tego 
w ek to ra  zm iennych  decyzy jnych . Z atem  w yrażen ie  n a  siłę w  elem encie  łączący m  w ęzły  i, j  
o k reśla  zależność:

d E P ( \F,y = - ^  =  K,y( q , - q , )  (3 .8 2 )

g dzie : EPjj - e n e rg ia  p o ten c ja ln a  an a lizow anego  e lem entu , K,y - m ac ierz  sz tyw ności e lem entu , 
q„ q, - w ek to ry  w spó łrzędnych  uogóln ionych  w ęzłó w  m odelu.

W  p ew nych  szczegó lnych  p rzy p ad k ach  zależn o śc i te  b ę d ą  p rzy jm ow ały  in n ą  p ostać . D la 
e lem en tu  m o d elu jąceg o  ło żysko  toczne, p rzy  za łożen iu  n ieo d k szta łcaln o śc i korpusu , siły  
u o g ó ln ione  w yzn acza  się  z  zależności:

dEP
F ,= — ^ -  =  K,q,. (3 .83 )

3q,-

Siłę n o rm aln ą  w  zazęb ien iu  ok reśla  się natom iast, korzysta jąc  z  za leżnośc i (3 .7 6 ), podanej 
w  ro zd zia le  3 .2 .3 .

3.3. O KR E ŚLE N IE  SIŁ  W  PAR A C H  KIN EM ATYCZN YCH 4. ANALIZA WRAŻLIWOŚCI CHARAKTERYSTYK 
DYNAMICZNYCH

W yniki analizy  dynam iki uk ładu  s ą  cennym  źród łem  inform acji o z jaw iskach  
dynam icznych w  parach  k inem atycznych, jed n a k że  ich in te rp retacja  je s t  tru d n a  i w ym aga 
zarów no szerokiej w iedzy , j a k  i p ew nego  dośw iadczen ia . D la  zas to so w ań  p rak tycznych  
najw ażniejszym  celem  je s t  określen ie  w pływ u param etrów  m odelu  n a  b ad an e  zjaw iska. 
Z punktu  w idzen ia  analizy  m atem atycznej zagadnien ie  takie sp ro w ad za  się do  w yznaczen ia  
g rad ien tu  pew nej funkcji w  n-wymiarowej p rzestrzen i H ilberta . F un k c ję  tę  nazyw am y 
funkcją  celu, na tom iast obszar poszukiw ań określony  je s t  p rzez  zb ió r p a ram etrów  m odelu, 
zw any zb io rem  zm iennych  decyzyjnych. B adan ia  tak ie  m o żn a  p row adzić  n a  drodze 
analitycznej lub num erycznej. Podejśc ie  analityczne  o g ran iczone  je s t  do  p rzy p ad k ó w  
opisanych prostym i m odelam i. D la bardziej z łożonych  zadań  poch o d n e  w yznaczane  są  
zazw yczaj z  w ykorzystan iem  m etod p rzybliżonych  (np. m etoda  różn ic  sk o ń czonych) lub 
d ok ładn ie jszych  o d  n ich  m etod  pó łanalitycznych  (m etoda  b ezp ośredn ia , m e to d a  u k ładów  
sprzężonych). G łó w n ą  za le tą  analizy  w rażliw ości je s t  m ożliw ość  d a lszego  w ykorzystan ia  je j 
w yników  w  p rocesie  op tym alizacji cech  konstrukcyjnych  układu.

4.1. BAD AN IE  W RAŻLIW OŚCI W ARTOŚCI W ŁASNYCH

C zęstości d rgań  w łasnych s ą  podstaw ow ym i w ielkościam i ch arak teryzu jącym i w łasności 
dynam iczne uk ładów  fizycznych. W yznaczen ie  ich w ym aga rozw iązan ia  zag adn ien ia  
w łasnego  z  p raw ostronnym i w ektoram i w łasnym i, k tó re  m o żn a  p rzedstaw ić  w  następu jące j 

postaci:

K X  =  XM X (4 .1)

gdzie: A, - m acierz  w artości w łasnych, X  - kw adratow a m acierz  w ek to rów  w łasnych.

O kreślen ie  częstości w łasnych  uk ładu  um ożliw ia  w skazan ie  obsza ró w  rezonansow ych , 
w  o b ręb ie  k tórych , p rzy  w ym uszeniu  harm onicznym , siły  dynam iczne  m o g ą  znaczn ie  
p rzek raczać  założone  w artości nom inalne. Z badan ie  w pływ u cech  konstrukcyjnych  uk ładu  na 
w artości częstośc i drgań  sw obodnych  m a zatem  fundam entalne  znaczen ie  d la  uzyskan ia  
pożądanych  w łasnośc i dynam icznych. W  p rzypadku  z łożonych  uk ładów  o w ie lu  stopniach  
sw obody  in tu icy jne określen ie  tego  w pływ u je s t  ba rd zo  trudne, a często  naw et n iem ożliw e, 
gdyż na w artości i w ektory  w łasne w p ły w ają  w szystk ie  cechy  konstrukcyjne danego  obiektu . 
Jed n ak  w  rzeczyw istości w pływ  ty lko  n iek tó rych  z  n ich  m oże m ieć znaczen ie  decydujące. 
O ceny tego  w pływ u m ożna  dokonać, w ykorzystu jąc  w yniki analizy  w rażliw ości. P rob lem  
taki sp row adza  się do  w yznaczen ia  pochodnych  w artości w łasnych w zględem  param etrów  
konstrukcyjnych , które w y stęp u ją  w  postaci jaw n ej lub  uw ikłanej w  m acierzach  sztyw ności 
i bezw ładności.

4.1.1. Wyznaczanie pochodne] metodą bezpośrednią
M etoda  b ezp o śred n ia  w yznaczan ia  pochodnych  w artości w łasnych  p o leg a  n a  

ró żn iczkow an iu  zagadn ien ia  w łasnego  (4 .1). R óżniczkując  rów nan ie  w zg lędem  j-tego  
param etru  konstrukcy jnego , a  następn ie  m nożąc  lew ostronn ie  o b ie  stro n y  ró w n an ia  p rzez  
transponow any , o rtonorm alny  w ektor w łasny, o trzym uje  się w yrażen ie  n a  pochodne  w artości 
w łasnych w zględem  zm iennej decyzy jnej. D la  uk ładu , w  k tórym  n ie  w y stępu je  tłum ien ie  o raz
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b rak  w ie lo k ro tn y ch  w artości w łasnych , p o c h o d n ą  w ybranej często śc i w łasnej m o żn a  
w yznaczyć  zatem  z  n astępu jące j zależności:

(4 .2)
a b .

3 K _ .  3M  

a ^  j  a b  j

gdzie: A,- - w artość  w łasna  i, X, - w ek to r w łasny  odp o w iad ający  i-tej w artości w łasnej 

u n orm ow any  tak , aby  sp e łn ia ł w arunek  x j M X , =  1.

4.1.2. Wyznaczanie pochodnej metodą sprzężoną
M eto d a  u k ładów  sp rzężonych , w  zas to so w an iu  do  w yzn aczan ia  p o ch o d n y ch  w artości 

w łasnych , w ykorzystu je  praw e i lew e w ektory  w łasne m acierzy  A =  - M _1K  . Jeżeli m acierz  
ta  je s t  m ac ie rz ą  sym etryczną, to  zarów no  je j  p raw e, j a k  i lew e w ek to ry  w łasne  s ą  jed n ak o w e , 
jed n a k że  w  p rzy p ad k u  ogólnym  są  one różne. P o ch o d n ą  w artości w łasnej w zględem  
p aram etró w  u k ładu  ok reśla  zależność:

v r  <?A .

ab,

X udbjXpi

x[,x, (4 .3)
"i A u A Pi

g dzie  X p .,X Lj s ą  o d p ow iedn io  i-tym p raw ym  i lew ym  w ek to rem  w łasnym  m ac ierzy  A , k tó re  

o d p o w ia d a ją  i-tej w arto ści w łasnej.

T ak  sfo rm ułow ane  w yrażen ie  m oże być  stosow ane zaró w n o  do jed n o k ro tn y ch , ja k  i 
w ie lo k ro tn y ch  w artości w łasnych. P ochodne  w artości w ie lok ro tnych  m o żn a  w yznaczyć 
ró w n ież  z  zależności:

<?K ,  <?M 

db; 1 db. x*=o (4 .4)

gdzie: X wj j e s t  m ac ie rzą  w ortonorm alnych  w ek to rów  w łasnych , o d p o w iadających  w-krotnym 
w arto ścio m  w łasnym , I  je s t  k w ad ra to w ą  m ac ie rz ą  je d n o s tk o w ą  o  w y m iarze  w, A* je s t  

w a rto śc ią  w ła sn ą  w  ró w nan iu  (4 .4 ), ró w n ą  jed n o c ze śn ie  pochodnej w artości w łasnej A,- 
w zg lędem  p aram etru  o raz  X* je s t  w ek to rem  w łasnym  o dpow iadającym  w artości A*.

4.1.3. Przybliżony sposób wyznaczania pochodnej
N ajp ro stszy m  sposobem  w yznaczen ia  pochodnej je s t  p rzyb liżen ie  je j  w artości ilorazem  

różn icow ym . Z ak ład a jąc  m ałą  zm ianę w ek to ra  param etrów  k o n strukcy jnych  o w artość  Ab, 
o trzym a się  zab u rzen ia  w artości e lem entów  m acierzy  M  i K  zap isan e  w  m ac ierzach  A M  
i A K . W  tak im  p rzy p ad k u  zm ian ie  u leg n ą  zarów no w artości w łasne , ja k  i w ek to ry  w łasne. 
Z m ianę  i-tej w a rto śc i w łasne j m o żn a  w yznaczyć  z  zależności:

AA; =  X j  (AK -  A, A M )x,. (4 .5)

P o c h o d n ą  zatem  w  p rzy b liżen iu  w y zn acza  się  ja k o  w artość  ilo razu  różn icow ego:

d l ,  X f  (AK j -  A,AM  j  )x,-

db, A bj (4 .6)

g dzie  AK,-, A M j s ą  o d p ow iedn io  zaburzen iam i m acierzy  K  i M , będącym i w ynik iem  zm iany 
j-te j zm iennej decyzyjnej.

44

4.2. W YZNACZANIE POCH O D NYCH  W EKTORÓW  WŁASNYCH

Z agadn ien ie  w yznaczan ia  pochodnych  w ek to rów  w łasnych  zn a jdu je  m niejsze  
zastosow anie p rak tyczne n iż  analiza  w rażliw ości w artości w łasnych. P ochodne  te 
w ykorzystu je się m .in. w  analizie  w rażliw ości i op tym alizacji m odeli o z redukow anej liczbie 
stopni sw obody, gdzie  redukcję  p rzeprow adzano  m e to d ą  k o n densacji m odalne j. W  tak im  
przypadku  n iezb ęd n a  je s t  znajom ość pochodnych  m odalnej m acierzy  transform acji,

zbudow anej z  w ybranych  w ektorów  w łasnych.
Jeżeli zatem  d la  uk ładu  o N  stopn iach  sw obody znane są  w szystk ie w artości i w ektory  

w łasne, to  p o ch o d n ą  w ektora  w łasnego  określa  się z  zależności:

ax,- „  v  v
~yT~ = Ci i +  Z«rCJ: * 3 b j k=l

k* i

i t aM

“ - I X f a * 7x ' ■

x A x ,
N db;

c t  = -
A/ł -  A,-

(4 .7)

(4.8)

Z ,-= K -A ,-M (4.9)

R ozw iązan ie  to  je s t  rozw iązan iem  ścisłym . W  lite ratu rze  m o żn a  zn aleźć  ró w n ież  w iele  
n um erycznych  m etod  przyb liżen ia  pochodnej w ek to ra  w łasnego  [160].

A nalizę  w rażliw ości w ektorów  w łasnych znacznie kom pliku je  uw zględnien ie  tłum ien ia  w 
przy ję tym  m odelu . W  tak im  p rzypadku  zagadnien ie  w łasne  n a leży  sfo rm ułow ać w  postaci:

(a? m + a,-c + k )x , -= o (4 .10)

gdzie: A,- - w artość  w łasna, X,- - w ek to r w łasny.

B adan ie  w rażliw ości jed n o k ro tn y ch  w ek to rów  w łasnych  uk ład u  z tłum ien iem  m ożna  
p rzep row adzić  w edług  następu jącego  algorytm u [80]:

•  W yznaczen ie  pochodnych  w artości w łasnych:

dA( _  x 7
db j

. 2dM  a c  3K

' Sb: ' 3 b: db:
Pt; (4 .11)

W yznaczen ie  m acierzy

A,2M  +  A,C +  K  (2A,-M +  C)x,-

X [(2A ,-M  +  C ) 0

O bliczen ie

(4 .12)

F ,=

- ( 2A,-M + C)X,-
9/1,-

db:

-X

.23m . ac 3k
i dbj + i d b j + dbj

3M  ,  . .  3A, 1 3C
X,-

(4 .13)
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W yznaczen ie  poszukiw anej pochodnej

rąxfl
db,

= (a ' Y v, (4 .14)

Z ale tą  om aw ianej m eto d y  je s t  to , że  w ym agana je s t  ty lk o  znajom ość  tej pary  w arto ści o raz  
w ek to ra  w łasnego , k tórej p o ch o d n a  je s t  w yznaczana. Je s t to  szczeg ó ln ie  w ażne  p rzy  analizie  
dużych  uk ładów .

W  zag ad n ien iach  techn iczn y ch  sp o ty k a  się  często  u k łady  cech u jące  się  sym etrią , co  
p ow o d u je  w ystąp ien ie  w ielok ro tnych  w artości w łasnych. Jeżeli znane  s ą  w szystk ie  w artości 
w łasne  i w ek to ry  w łasne w  u k ład z ie  z  w  w artościam i w ielokro tnym i, to  m o żn a  zdefin iow ać  
n astęp u jące  p o m ocn icze  zagadn ien ie  w łasne:

M X X + C X W1 W+ K X „  =  0 (4 .15)

gdzie: A,„ - m acierz  d iag o n a ln a  w ielok ro tnych  w arto ści w łasnych , X„, - m acierz  w ie lok ro tnych  
w ek to ró w  w łasnych.

P rzedstaw iony  pop rzed n io  a lgory tm  analizy  w rażliw ośc i w artości w łasnych  uk ładu  z 
tłum ien iem  m ożna  rozszerzyć  n a  poszukiw anie  p o chodnych  d la  zag ad n ien ia  w ielok ro tnych  
w artości w łasnych. P ochodne  te  w yznacza  się w  sposób  następ u jący  [79]:

•  W y zn aczen ie  m acierzy

D„ - 2  W lY Jl -  O I Y

K d b J+ K dbJ + dbJ
oraz E  =  - I „ (4.16)

gdzie: I„- - m acierz  jed n o stk o w a.

R ozw iązan ie  zag adn ien ia  w łasnego

D U,T = E T o r a z  norm alizow anie  tak, aby T r T  =  I
i

N ow e w ek to ry  w łasne odczy tu je  się  ja k o  ko lum ny m acierzy

x * = x j r .

W yznaczen ie  m acierzy

A  =

A ^ M  + A ^C  + K (2AH,M  +  C)X*

X* (2AWM  + C )

(4 .17)

(4 .18)

(4 .19)

O b liczen ie  w ektora

Fu, =

- ( 2 A ll,M  + C ) X * ^ -  
db,

f , 2 3ivi .. a c  3 k  '

S J + S 7

X
3M

a t,
X  Xlt,+ M X 9 K  t i a c

dbj 2 dbj
X

(4 .20)
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W yznaczenie poszukiwanej pochodnej

" a x

db:

-W Y*. (4 .21)

Opisany algorytm opiera się na znajom ości tylko w ielokrotnych w artości i wektorów  
własnych oraz pierwszych pochodnych macierzy sztywności, bezwładności i tłumienia 

układu.

4.3. BAD AN IE W RAŻLIW OŚCI PRZEBIEG Ó W  CZASOW YCH

A naliza w rażliw ości p rzebiegów  czasow ych w ym aga rozw iązania m odelu  m atem atycznego 
układu. M odel taki, opisany w e w spółrzędnych stanu, zależy rów nież od  w ybranych zm iennych 
decyzyjnych. R ów nania ruchu m ożna w ięc zapisać w  sposób następujący:

x  =  f(x ,b ) (4 .22)

x(f0) = h (b ) (4 .23)

gdzie: x(t)  =  [x\(t),...,xm (t)f - w ektor zm iennych stanu, b =  [b i ,..., bn]T - w ek to r zm iennych

decyzyjnych, to - czas początkow y.

C zas tk, określający m om ent w ystąpienia badanego stanu układu, m oże być rów nież  zm ienną 
decyzyjną. W  ogólnym  przypadku opisany je s t  w tedy następu jącą  funkcją:

F(ttrf f»).b) =  0  (4 .24)

W ybrana funkcja celu  m oże zaw ierać człon całkow y dotyczący opisu  w  pew nym  przedziale 
czasu oraz  człon opisujący  stan układu w  określonej chwili czasu tk:

tk
V  = g ( tkM  t k ) ,b )  +  J  T (t,x ,b )d t (4 .25)

Różniczkując funkcjonał (4.25) względem  b , po przekształceniach uzyskuje się wyrażenie:

d y  _ 3g  d tk [ 3g 

db 3 t k 3 b  3x

i ( f ł ) | £ * + . a ^ 4 i dg+ ---+
3b

dT  3x 3T  
3x 3b  3b

dt + T (tkĄ ^ ( 4 .2 6 )
3b  3b

Obliczając pochodną wyrażenia (4.24) względem  czasu i wstawiając do (4.26), otrzymamy

t k 9x
^  =  G  T ( u .x (  t k ), b ) 
d b

3x( t k ) , 3g 
3 b  3b

3b

F ( t k )
+ ̂  ]dt  (4 .27)

3x 3b  3b

G T(tk 'X( tk ^>b) =
d g ( t k  )

9x

I 1- + ^ f ( t k )  +  T ( t k )
dt k  ox

a f
3x

F ( t k )

(4 .28)
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Pochodne cząstkow e w ystępujące w  w yrażeniach (4.27), (4 .28) m ogą być określone 
analitycznie, z  w yjątk iem  członu 3x(f*)/3b, gdyż x(f) w yznacza się p oprzez  num eryczne 
całkow anie rów nań ruchu. O kreślenie b rakującego w yrażenia w ym aga zastosow ania  m etody 
bezpośredniego  różn iczkow ania  b ąd ź  też  m etody zm iennych sprzężonych [50].

4.3.1. M etoda bezpośredniego różniczkowania
M etoda  ta  po lega n a  sform ułow aniu dodatkow ego zadania początkow ego, uzyskanego p rzez  

z różniczkow anie  rów nań m odelu  (4 .22) i (4 .23) w zględem  b.

3x _  3 f 3x 3 f 

3b  dx 3 b  3b

dx(tp) _  dh  
ab

(4 .29)

d b

R ozw iązan ie  zad an ia  p oczą tkow ego  (4 .2 9 ) ok reśla  w artości poszuk iw anych  pochodnych  
dx( t ) / db .

W  dalszej częśc i p racy  p o kazany  zostan ie  sposób  sform ułow ania  rów nań  m etody 
b ezp o śred n ieg o  ró żn iczkow an ia  d la  m odelu  e lek trom echan icznego . Z e w zg lędu  na 
p rzejrzy s to ść  op isu  w ek to r x  zap isano  ja k o  sk ładający  się z  dw óch  w ek to rów  zaw ierających  
odp o w ied n io  w sp ó łrzęd n e  częśc i e lektrycznej xe i m echanicznej x,„:

(4 .30)

gdzie  indeksy  e, m o d n o szą  się do  w ielkości op isu jących  o d p ow iedn io  m odele  uk ładu  
e lek try czn eg o  i m echan icznego .

R ów nan ia  ru ch u  m odelu  siln ika  indukcyjnego  (3 .9 ) p rz y jm ą  zatem  postać:

f c(x,b)

(4 .31)

R ó żn iczku jąc  uk ład  ró w n ań  (4 .31 ) w zględem  zm iennych  decyzy jnych , o trzym uje  się 
zależność:

3 x f

~db
3 fg i d fe d x e 

d b  3x„ 3b

g dzie  p o szczeg ó ln e  m acierze  pochodnych  cząstkow ych  w yznaczam y jak o :

3x„ ^ '

3R

3x„
x „ + R

(4 .32)

(4 .33)

(4 .34)

Postać  poch o d n y ch  m acierzy  indukcyjności i rezystancji o raz  m om entu  e lek tro m ag n ety cz
nego  siln ika  zależeć będzie  od  up roszczeń  przy ję tych  p rzy  budow ie  m odelu  o raz  liczby 
p rzy ję ty ch  ob w o d ó w  zastępczych . W  p o d o b n y  sp osób  fo rm ułu je  się  ró w nan ia  m odelu  
m atem atycznego  (3 .3 ) o raz  w yznacza  się  poch o d n e  w spó łrzędnych  częśc i m echanicznej 
układu:
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ś .  — A mx m+ B miim

t f I ! L + Mrn  dx 
3 b  3x

3f m_ _
3b

ab

a f

3x,

3A

3b

^  =  A m + B , 

3B„, 3u„

a b  " m 3b  ~m ~ m 3b  

Poszczegó lne  p ochodne  cząstkow e m acierzy  uk ładu  o k reślone  s ą  zależnościam i:

3A

3b
^ - = - s r '

3S ,

I b
+

3S2
3b

3B„

3b

3S,

3b

3 S 2 _  

3 b  ”

- =  - B „
3S

o

3M

. 3b

3M

" 3b 

o

— L B m 
3b m

3M

3b
3 C V

3b

o

3K

3b

(4.35)

(4 .36)

(4 .37)

(4 .38)

(4 .39)

(4 .40)

(4 .41)

(4 .42)

Szczegóły  do tyczące  w yznaczan ia  pozosta łych  m acierzy  om ów iono  w  ro zd zia le  3.
Z e w zg lędu  n a  sprzężen ia  w ystępujące  pom iędzy  m odelam i części m echan iczne j i części 

elektrycznej na leży  rów nież  uw zględnić  poch o d n e  w ie lkości sp rzęga jących , czy li p rędkości 
kątow ej w irn ika  i m o m entu  e lek trom agnetycznego  siln ik a  napędow ego . S przężen ia  

u w zg lędn ia  się  w prow adzając  n astępu jące  rów nania:

^ -  =  R (4 .43)
3x„

3 fg

3x„

3 x e 

-i 3 R ’

" W ir-
(4 .44)

U w zględnia jąc  pow yższe rozw ażania , dodatkow y  uk ład  rów nań  różn iczk o w y ch  m etody  
b ezp o śred n ieg o  różn iczkow ania , d la  m odelu  e lek trom echan icznego  z  siln ik iem  

asynchron icznym , m o żn a  zap isać  w  postaci:

3 x , ' i L i i L 3 x t
_a_b_.
d x „ ,

= 3 x e  ! 3 x „
~ c r 3 f , :

_3b .
dxm + 3b

af,:

L 3 b . 3 x e I 3x„, _ L 3 b  _ L s b  J

(4.45)
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d x « ( t0) " a h e
ab 5b

^ « ( t o ) 3 h m
3b _ db

Z ale tą  m etody  bezpośredn iego  różn iczkow ania  je s t  stosunkow o p rosty  algorytm  o raz  m ożliw ość 
ob liczan ia  pochodnej dx(t)/db jednocześn ie  z  x(t). W ad ą  je s t  kon ieczność rozw iązan ia  dużej 
liczby dodatkow ych  rów nań różniczkow ych.

P o ch o d n e  cząstkow e, w yznaczone  w  trak c ie  p o w yższych  rozw ażań , m o żn a  ró w n ież  
w ykorzystać  w  m eto d z ie  zm iennych  sprzężonych.

4.3.2. Metoda zmiennych sprzężonych

Is to tą  m etody  zm iennych sprzężonych je s t  uniknięcie czasochłonnych obliczeń dxJdb p rzez 
rozw iązan ie  zagadnien ia  w  układzie  sprzężonym . W  tym  celu  w prow adza się n o w ą  zm ienną  «  
nazyw aną zm ienną  sprzężoną. M nożąc obie strony rów nania  (4 .29) p rzez  - a T i całkując j e  w 
granicach od  to do  o trzym uje się tożsam ość:

a T * a '
3 f }d x
dx J3b

3 f

3b dt - a T( t k ) ~ ^ -  + a T( t 0 ) ~  = 0  (4 .46)
db db

Z m ienną sp rzężoną  w ybiera się tak , aby w spółczynniki przy  dxJdb w  (4 .27) i (4 .28) o raz  (4.46) 
były sobie równe:

" di ‘ T
" dT  ‘

T

dx
a =

dx (4 .47)a +

oraz rów ne w spółczynniki przy dx(tk)/db

a ( t k)  =  - G(r*, x(r*),b) (4 .48 )

Z astępując  w yrażenia zaw ierające 3x /3b  w  (4 .27) p rzez  w yrażenia z  (4 .46), po  przekształceniach  
otrzym uje się:

lar
d y  _ dg 
db 0b

dg r/ \
dtk  dx

F ( tk )
T 3 h  "r T df

~ 0 0 ' a b " J a  a b
(4 .49)

M eto d a  ta  w ym aga o b liczen ia  jed y n ie  m  zm iennych  « , g d z ie  m  j e s t  lic z b ą  rów n ań  w  
m o d elu  m atem atycznym . W ad ą  tej m etody  je s t  k on ieczność  p rzechow yw an ia  w arto ści x  z  
każd eg o  k ro k u  o b liczeń  num erycznych , k tó re  s ą  n iezb ęd n e  d la  rozw iązan ia  zag adn ien ia  
(4 .4 7 ) p rzy  w arunku  końcow ym  (4 .48).

4.4. B A D A N IE  W RAŻLIW OŚC I TRAN SM ITAN C JI W IDM OW EJ

Je d n ą  z  p o d staw ow ych  charak terystyk  stosow anych  do op isu  lin iow ych  uk ładów  
dynam iczn y ch  je s t  tran sm itan c ja  w idm ow a. S tosu jąc  tran sfo rm ację  L ap lace ’a do  rów nań  
m o d elu  uk ładu , po  p rzek sz ta łcen iach  o trzym uje  się:

H(7'ta)= (k -<u2M + j o C v (4.50)
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R óżniczkow anie rów nania  (4 .50) w zględem  zm iennej decyzy jnej b, p row adzi do 

następu jącego  w yrażenia:

db: 9 b: a  b: a  b:
(4 .51)

Zależność o p isu jącą  transm itancję  w idm ow ą uk ładu  w yznacza  się  ró w n ież  dokonu jąc  
transform acji L ap lace ’a  różn iczkow ych  rów nań  ru ch u  zap isanych  w e w spó łrzęd n y ch  stanu 
(3.3). Z ak ład a jąc  zerow e w arunki począ tkow e, d la uk ładu  lin iow ego  i stacjonarnego , 

otrzym uje się  zatem :

y ( i ) = [ c ( 5l - A ) _ ,B +  D } i( j)  (4 .52)

W ystępujące w  rów naniu  (4 .52) w yrażenie:

H ( j ) =  C (s l  -  A )-1 B  +  D  (4 .53)

określa  transm itanc ję  op era to ro w ą  system u, k tó ra  op isu je  zależność  pom iędzy  tran sfo rm a tą  
sygnału  w ejśc iow ego  u(.v) o raz  sygnału  w yjściow ego  y(s). Z  punktu  w id zen ia  analizy  cech
dynam icznych  w ygodniej je s t  p rzedstaw ić  tran sm itan c ję  ja k o  funkcję  często tliw ości.

Podstaw iając  s=jco, o trzym uje się:

H (y o j) =  C(jcol -  A )  'B  + D (4 .54)

T ran sm itan c ja  w idm ow a (4 .5 4 ) op isu je  o d p ow iedź  uk ład u  n a  pob u d zen ie  sinuso idalne. 
Z badanie  w rażliw ości transm itancji w ym aga z różn iczkow an ia  rów nan ia  (4 .54 ) w zględem  
zm iennych decyzyjnych. Po uw zględnien iu  regu ł ró żn iczkow an ia  m ożna  nap isać  n astępu jące  

w yrażenie:

M ^ ) = C (m - a )
5  b:

«-i
db: db: V

3D

db:
(4 .55)

Ze w zg lędu  n a  to , że  argum entem  funkcji (4 .54 ) je s t  liczba u ro jona, p o szuk iw aną  

charak terystykę w ykreśla  się ja k o  zależność |H (;ffl) |. R ów nanie (4 .55 ) p rzedstaw ia  rów nież  

funkcję zm iennej u ro jonej. Z atem  p o szuk iw aną  funkcję w rażliw ości ok reśla  w yrażenie:

R e (H (;« ))R f
aH (ja> )

db,
+ Im (H (;ffl))lm

dH jjco)'
db:

(4 .56)

N ajprostszym  sposobem  znalezien ia  poszukiw anych  pochodnych  je s t  zastosow an ie  m etody 
różn ic  skończonych.



5. OPTYMALIZACJA WŁASNOŚCI DYNAMICZNYCH

M eto d y  op tym alizac ji co raz  częście j z n a jd u ją  zastosow an ie  w  p ro cesie  p ro jek to w o - 
konstrukcyjnym . S ą  szczegó ln ie  uży teczne  w  p rzypadkach , gdy kon ieczne  je s t  zapew nien ie  
w y so k ich  p a ram etró w  ek sp lo atacy jn y ch  o ra z  w ysokiej trw a ło śc i i n iezaw o d n o śc i p rzy  
jed n o czesn y m  spełn ien iu  og ran iczeń  w ynika jących  z  w arunków  techn iczn y ch  i w arunków  
bezp ieczeństw a. Jed n y m  z  g łów nych  czynn ików  decy d u jący ch  o  trw a ło śc i i n iezaw o d n o śc i 
uk ładu  są  je g o  w łasnośc i dynam iczne. E fek tyw ny do b ó r ty ch  w łasnośc i m oże być 
w spom agany  p rzez  zastosow an ie  m eto d  op tym alizacji.

np. wartości własne, np. siły dynamiczne, np. charakterystyki
wektory własne przyspieszenia drgań ampłitudowo-

częstotliwościowe

Rys. 5.1. Funkcje celu wykorzystywane do optymalizacji charakterystyk dynamicznych 

Fig. 5.1. Objective functions applied fo r  optimization of dynamic characteristics

N ajczęśc ie j s to so w an ą  fu n k c ją  celu  w  op tym alizacy jnych  bad an iach  w łasn o śc i dynam icznych  
je s t  fu n k c ja  o p isu jąca  w artości w łasne  u k ład u  A., (5 .1)

V  = Xj(b) (5. 1)

P o szuku je  się  tak iego  zb ioru  zm iennych  decyzy jnych , k tó ry  zapew ni p o żąd an e  w artości 
częstośc i d rgań  sw obodnych  b ą d ź  w ek to ró w  w łasnych. O p tym alizac ja  p o leg a  na  
„o d stra jan iu ” u k ład u  o d  często tliw o ści rezonansow ych , czy li zm ian ie  w y b ran y ch  częstośc i 
o raz  zap ew n ien iu  o d p o w iedn iego  „od stęp u ” pom ięd zy  n im i. Z agadn ien ie  to  zazw yczaj w iąże 
się  z  o p ty m a lizac ją  funkcji celu  w  d z iedzin ie  często tliw ości.

P ro ces o p ty m alizac ji funkcji celu  zależn y ch  od  często tliw o ści d o ty czy  zag ad n ień  
ksz ta łtow an ia  o dpow iedzi dynam icznych  uk ładu. W ykorzystu je  się  w  tym  celu  np. funkcje 
p rze jśc ia  o raz  k rzyw e rezonansow e. O p tym alizacja  w  tym  p rzypadku  do tyczy  m in im alizacji 
ca łek  fu n k c ji o d p o w ied zi często tliw ościow ych  lub  w artości am plitud , o d p ow iadających  
w ybranym  częstośc iom . P rzyk ładow e zad an ie  op tym alizac ji funkcji celu, op isu jącej 
w sp ó łczy n n ik  w zm o cn ien ia  am plitud  d la  w ybranego  zak resu  często tliw ości, m a n as tęp u jącą  
p ostać:

Minyr = Mmax(b,ćo) (5 .2)

gdzie : / i  - o b liczo n a  w artość  w spó łczy n n ik a  w zm o cn ien ia  am plitudy.

P ro ces o p ty m alizac ji p ro w ad zić  m o żn a  ró w n ież  d la  funkcji celu  op isan y ch  w  dziedzin ie  
czasu . W  tym  p rzy p ad k u  w y stęp u ją  trudnośc i zw iązane  z k o n ieczn o śc ią  an alizo w an ia  funkcji 
c e lu  zm iennej w  czasie. W ym aga to  n u m erycznego  rozw iązy w an ia  ró żn iczk o w y ch  rów n ań  
ruchu  układu. T ak  sform ułow ane zadan ie  um ożliw ia  je d n a k  uw zg lędn ien ie  w  o b liczen iach  
z jaw isk  ro zp ra szan ia  energ ii, stanu  o b c iążen ia  zew n ętrznego  o raz  w p ły w u  sp rzężen ia  
p o m ięd zy  n ap ęd em  elek trycznym  i m echanizm em . M e to d a  tak a  m o że  b y ć  sto so w an a  p rzy
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m inim alizacji am plitud  drgań  e lek trom echanicznych  uk ładów  n apędow ych  w  stanach 
nieustalonych (rozruch , nag ła  zm iana obciążen ia), um ożliw iając  zapew nien ie  m in im alnego  
czasu osiągn ięcia  stanu  usta lonego . C el b ad ań  m oże być  zrea lizow any  p rzez  m in im alizację  
m aksym alnych w artości chw ilow ych przeb iegów  p rzy śp ieszeń  lub oddzia ływ ań  
dynam icznych (5.3) w  parach  k inem atycznych, np.:

Minyr =  Pmax( b ,/ )  (5 .3)

gdzie: P - o b liczona  w artość  siły  dynam icznej w  w ybranej parze  k inem atycznej układu.

O m aw iane zad an ia  optym alizacji (5 .2) oraz (5 .3), op isane  zarów no w d z iedzin ie  czasu , ja k  
i często tliw ości, s ą  zadaniam i typu MinMax, w k tó rych  b ędziem y  m in im alizow ać w artości 
m aksym alne funkcji celu . D o  poszuk iw an ia  op tym alnych  param etrów  dynam icznych  
układów  zastosow ano m etody  sekw encyjnego p rogram ow ania  lin iow ego o raz  sekw encyjnego  
program ow ania  kw adratow ego . R ozw ażane zadania optym alizacji m ożna zatem  sform ułow ać 

w postaci:

MinMax\jf(b) (5 .4)

R ozpoczynając obliczenia, nie w iadom o, w  którym  kroku obliczeń p o jaw ią  się wartości 
m aksym alne. W  każdej iteracji należy zatem  najpierw  znaleźć w artość m aksym alną, a  następnie 
optym alne w artości zm iennych decyzyjnych.

5.1. M ETO D Y PROGRAM OW ANIA M ATEM ATYCZNEGO

W yniki zastosow ań m etod optym alizacyjnych do rozw iązyw ania wyżej opisanych zagadnień 
w skazują  na  w ysoką efektyw ność m etod sekw encyjnego program ow ania kw adratow ego 
[1,11,99] i sekw encyjnego program ow ania liniow ego z ruchom ym i ograniczeniam i [47,95,116]. 
M etody i sposób form ułow ania zadania optym alizacji om ów ione zostaną  pokrótce  w  następnych 
podrozdziałach.

5.1.1. Metoda sekwencyjnego programowania liniowego
Jednym  ze sposobów  rozw iązania zadania optym alizacji typu MinMax je s t  przekształcenie go 

w zagadnienie typu Min. Z m ienną ij/max traktuje się w tedy jak o  dodatkow ą n iew iadom ą [116] 
poddaną  dodatkow ym  ograniczeniom . N ajw ażniejsze ograniczenie po lega na tym , że w artość 
funkcji celu  w każdym  kroku obliczeń n ie m oże przekraczać i /w .  Jednocześnie d la bardzo 
m ałego przyrostu param etru m ożna założyć liniowy przyrost funkcji celu w  otoczeniu  b. W  ten 
sposób zadanie optym alizacji zostanie zam ienione w  sekw encję zadań optym alizacji liniowej

b (f+i > = h(» + A h (i) (5 .5)

gdzie: bw - w ektor param etrów  po i sekw encjach optym alizacji, Abw - zm iana b w  każdej 

sekwencji.

L inearyzując funkcję celu za pom ocą gradientu, zadanie optym alizacji (5 .4) m ożna zapisać 
w postaci:

M i n V 'max

yr j  + V y r  j A b - y r  max <  0  

j  = l .k

gdzie: k - liczba analizow anych w artości m aksym alnych funkcji celu, ipj - w artość funkcji celu

53



d la  j-tego  m aksim um , Vt/5 - g radient \jij w zględem  zm iennych decyzyjnych, Ab - p rzy rost b 
ograniczony przez:

0 > 4 b nli„ < 4 b < z l b „ ,„ > 0  (5 .7)

A by uniknąć u jem nych w artości Ab, w prow adza się n ieu jem ną zm ienną  Ab+, zdefin iow aną w  
sposób  następujący:

A b + =  Ab - A b m/n (5.8)

W staw iając (5 .8 ) do  (5 .7 ) i (5 .6), o trzym ano w yrażenia określające ograniczenia:

- ^ Y j ^ b +> V j  + ̂ ¥ j ^ b m i n - Y max <5*9)

A b — ̂ b max “ ^ b min (5 .10)

T ak  sform ułow ane zadanie optym alizacji liniowej m ożna rozw iązać za  p o m o cą  m etody
SIMPLEX [U l],

5.1.2. Metoda sekwencyjnego programowania kwadratowego
W  m eto d z ie  sekw ency jnego  p ro g ram o w an ia  k w ad ratow ego  fu n k c ję  celu  p rzy b liża  się  

fu n k c ją  kw adratow ą, w ykorzystu jąc  je j  g rad ien t o raz  H esjan . Z adan ie  o p ty m alizac ji m ożna  
zap isać  n astępu jąco :

M in i d ^ H i d  +  V y / 'lb fc fd  (5 .11)

v g ,(b J 7 d + g ,(b * )= 0  (5 12)
1= 1, . . .  me 

Vg,(b,)7 d + g ^ b J śO
i=me + l , . . .m

gdzie: g, - funkcja  ogran iczeń , H *  - H esjan  funkcji celu , d - k ierunek  poszukiw ań .

Z e w zg lęd u  n a  tru dnośc i w yznaczan ia  H esjanu  obecn ie  stosu je  się  m eto d y  zm iennej 
m etryki, w  k tórych  m acierz  ta  (lub  m acierz  do  niej odw ro tna) p rzy b liżan a  je s t  w  ko lejnych  
k ro k ach  iteracji. D o  ro zw iązyw an ia  om aw ianych  zagad n ień  stosow ano  a lgory tm  B FG S, k tó ry  
cechu je  się  d o b rą  z b ieżn o śc ią  i e fek tyw nośc ią  num ery czn ą  [117].

5.2. ALG O R YTM Y GENETYCZNE

W  o sta tn im  o k resie  m o żn a  zaobserw ow ać szybki rozw ój m etod  sztucznej in te ligencji i ich  
zastosow ań  w  p ro cesie  op tym alizacji. Spośród  n ich  na szczeg ó ln ą  uw agę z as łu g u ją  a lgo ry tm y  
genetyczne  i ew olucy jne. G łów nym i zaletam i tych  m etod , w skazyw anym i p rzez  
uży tkow ników , są:

•  p ro s to ta  zastosow ania ,

•  m ożliw ość  p ro w ad zen ia  op tym alizacji p rzy  znajom ości jed y n ie  w artości funkcji celu, 
co  p o zw ala  u n iknąć  z łożonej analizy  w rażliw ości,

•  w ysok ie  p raw d o p o d o b ień stw o  osiąg n ięc ia  op tim um  g lobalnego ,
•  p ro sta  postać  funkcji celu, g dyż  n ie m usi m ieć c iąg łych  pochodnych ,
•  p ro sto ta  łączen ia  zadań  op tym alizacji ciągłej i dyskretnej.
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S pośród  w ad  tak ieg o  po d e jśc ia  w ym ien ia  się  najczęściej:
•  b rak  m atem atycznego  dow odu, że osiągnięte rozw iązan ie  je s t  rozw iązan iem  

optym alnym ,
•  d ług i czas obliczeń,
•  n iem ożność  dok ładnego  w yznaczen ia  w artości optym alnej.
P oszczególne algory tm y ró ż n ią  się m iędzy so b ą  sposobem  rep rezen tac ji zm iennych, 

stosow anym i operato ram i genetycznym i oraz  sposobem  p rzep row adzan ia  o perac ji 
genetycznych. A b y  popraw ić  sku teczność i dok ładność  a lgory tm ów  genetycznych , 
w prow adza się  ich hybrydyzację  p oprzez  łączen ie  ich z  algorytm am i gradientow ym i. 
K onieczne je s t  w tedy  przep row adzen ie  analizy  w rażliw ości i w yznaczen ie  pochodnych  
funkcji celu  w zg lędem  zm iennych  decyzyjnych.

5.3. PORÓW NANIE PRZYDATNOŚCI M ETOD OPTYM ALIZACJI

B ad an ia  porów naw cze  przep row adzono  na  p rzyk ładzie  m in im alizacji m aksym alnych  
am plitud  krzyw ej rezonansow ej m odelu  uk ładu  o dw óch stopn iach  sw obody. W ybrano  
prosty uk ład  drga jący  o jed n y m  stopniu  sw obody  z do łączonym  dynam icznym  tłum ikiem  
drgań. S chem at b adanego  uk ładu  przedstaw iono  n a  rysunku  5.2 . Z ad an ie  op tym alizac ji 
dotyczyło  doboru  param etrów  określających  bezw ładność, sztyw ność i tłum ienie  

dynam icznego tłum ika  drgań.

o
Rys. 5.2. Układ drgający z dynamicznym tłumikiem drgań wzbudzany siłą harmoniczną P =P0sinax 

Fig. 5.2. Vibrating system with a dynamie vibration damper excited by a harmonic function P=P„sinox

W spółczynnik  w zm ocnien ia  am plitudy pierw szej m asy określa  zależność:

(5 .13)
!//(&,ću) =  Ai, =~5~ =

(2 a A f + t i - d l J

{ 2 a A ) V ,  -1  + P a f J  + 1P d \ a ] - { a ? - l R - d l ) f

co,
k. 2 k2 a m2 . c v  v  h2 co2

=  — , co; = — , B = — , lu = ------- , a. = — , a ,  = — , d, = — , d ,  =  —
~  2m2 ' c o ,  2 co2 ' co, 2 co,

gdzie: A - am plituda  drgań c iała  p ierw szego, v - częstość  w ym uszenia.
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Współczynnik
tłumienia

Częstość

Rys. 5.3. Charakterystyki rezonansowe układu z dynamicznym tłumikiem drgań w funkcji wartości 
współczynnika tłumienia

Fig. 5.3. Resonance characteristic o f a system with a dynamie vibration damper versus damping 
coefficient

A n alizu jąc  charak terystyk i rezonansow e, w ykreślone d la  różnych  w artości w spó łczynn ika  
tłu m ien ia  (rys. 5 .3), m ożna  w skazać je d n o  optim um  d la  obydw u pików , zatem  zag adn ien ie  to 
n ad aje  się do  ro zw iązan ia  m etodam i optym alizacji.

Z ag ad n ien ie  d o b o ru  cech  konstrukcy jnych  dynam icznego  tłu m ik a  drgań  je s t  d obrze  znane 
i o p isane  w  literaturze . Z arów no k rzy w ą  rezonansow ą, ja k  i funkcje  w rażliw ośc i m ożna 
w yznaczyć w  sposób  analityczny , d la tego  też  zadan ie  to  p o służy ło  do  tes to w an ia  
e fek tyw ności om aw ianych  a lgory tm ów  optym alizacji. Jako  funkcję  celu  p rzy ję to  n a jw ięk szą  
w artość  w spó łczy n n ik a  w zm ocn ien ia  am plitudy  (5 .1 3 ) p rzy  ogran iczen iu , że w  każdej 
sekw encji op tym alizac ji p o zosta łe  w artości m aksym alne n ie  b ę d ą  od  niej w iększe. Ponad to  
na ło żo n o  ogran iczen ia  na w artości zm iennych  decyzyjnych. Z agadn ien ie  ksz tałtow ania  
charak terystyk i rezonansow ej zostanie  szczegółow o om ów ione w  ro zd ziale  7 .2 .6 .

P o rów nan ie  rezu lta tó w  obliczeń  m etodam i sekw encyjnym i z  ro zw iązan iem  ścisłym  
w skazu je  n a  d u ż ą  d ok ładność  w yników  o trzym anych  w  procesie  op tym alizac ji. N iew ątp liw ą  
za le tą  m eto d y  sekw encyjnego  program ow an ia  lin iow ego  je s t  p ro sto ta  a lgory tm u. W yniki 
uzyskane m eto d ą  sekw encyjnego  program ow an ia  kw adratow ego  są  na tom iast d o k ładn ie jsze  
(rys. 5 .4). W iąże  się to  z  o g ó ln ą  cec h ą  a lgory tm ów  new tonow skich  i quasi-new tonow skich , 
k tó re  w y k azu ją  się lep szą  zb ieżn o śc ią  w  pob liżu  optim um  n iż  a lgory tm y grad ien tow e.

Przydatność  a lgory tm ów  ew olucy jnych  badano  w ykorzystu jąc  tak ie  sam o zadan ie  testow e. 
Z ag ad n ien ie  sfo rm ułow ano  ja k o  m in im alizację  najw iększej w artości w spó łczynnika 
w zm o cn ien ia  am plitudy  (5 .13 ). Jedyne  o g ran iczen ia  do tyczy ły  w artości zm iennych 
decyzyjnych . Z ap isan a  w  ten  sposób  funkcja  celu  nie m a  c iąg łych  p o chodnych  w  pob liżu  
optim um . W y stęp u ją  w tedy  dw ie  zb liżone  w artości m aksym alne m ające  ró żn e  pochodne, 
a w yb ie ran a  je s t  ta  w artość, k tó ra  w  danej sekw encji je s t  w iększa. Z astosow an ie  tak ie j funkcji 
celu  d la  m eto d  p ro gram ow an ia  m atem atycznego  pow oduje  zatrzym anie  ob liczeń  p rzed  
o siąg n ięciem  optim um .
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Rys. 5.5. Wyniki optymalizacji krzywej rezonansowej za pomocą algorytmów ewolucyjnych z 
zastosowaniem: a) reprezentacji binarnej, b) zmiennoprzecinkowej oraz c) rozwiązanie

analityczne
Fig. 5.5. Results o f optimization of a resonance curve by using evolutionary algorithms with: a) binary 

and b) real value representation and c) analytical solution

450 500 550 600
c o [r a d / s/

Rys. 5.4. Wyniki optymalizacji charakterystyki rezonansowej za pomocą metod: a) sekwencyjnego 
programowania liniowego., b) sekwencyjnego programowania kwadratowego, c) algorytmu 

genetycznego oraz d) rozwiązanie analityczne

Fig. 5.4. Results of optimization o f a resonance characteristic by using: a) sequential linear 
programming method, b) sequential quadratic programming method, c) genetic algorithm

and d) analytical solution
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Rys. 5.6. Wyniki 30 prób optymalizacji krzywej rezonansowej za pomocą algorytmów ewolucyjnych 
otrzymane dla tych samych parametrów metody i zadania: a) reprezentacja binarna, b) 
zmiennoprzecinkowa

Fig. 5.6. Results o f 30 trials o f optimization o f a resonance curve by using evolutionary algorithms 
obtained fo r the same parameters of the method and the task: a) binary and b) real value 
representation

D o rozw iązan ia  zad an ia  za  p o m o cą  a lgory tm ów  ew olucy jnych  zastosow ano  zarów no  
rep rezen tac ję  b inarną , ja k  i zm iennoprzecinkow ą. W  obu  m eto d ach  p o p u lac ja  sk ład a ła  się z  
25 o sobn ików , a ja k o  m etodę  se lekc ji w ykorzystano  un iw ersalne  p ró b k o w an ie  stochastyczne. 
D la  rep rezen tac ji b inarnej stosow ano  krzyżow anie  jed n o p u n k to w e  i m u tac ję  rów nom ierną , 
na to m iast p rz y  rep rezen tac ji zm iennoprzecinkow ej k rzyżow an ie  m e to d ą  rekom binac ji 
dyskretnej o raz  m u tac ję  d la  p ło d zący ch  a lgo ry tm ów  genetycznych. W ynik i p rzed staw io n o  na 
rysunku  5.5. T ak ie  porów nyw an ie  m a jed y n ie  ch arak te r um ow ny, g d y ż  ze  w zg lęd u  n a  sp osób  
p o szu k iw an ia  op tim um  w yniki n ie s ą  pow tarza lne . Spośród  p rzep ro w ad zo n y ch  30 p rób  
ro zw iązan ia  teg o  zad an ia  o trzym ano  30  różnych  w arto ści fu n k c ji c e lu  (rys. 5 .6 ), k tó re  w  
w iększości różn iły  się  ty lk o  n ieznaczn ie . C zas ob liczeń  by ł porów nyw alny  z  czasem  ob liczeń  
m eto d am i k lasycznym i, n a to m iast znaczn ie  p ro stsze  b y ło  sfo rm ułow an ie  zad an ia  
op tym alizac ji.

6. P R O G R A M Y  K O M P U T E R O W E

A lgory tm y  m odelow ania, k tó re  p rzedstaw iono  w  p ierw szej częśc i p racy , o p ie ra ją  się  na  
m acierzach  M , K , C„, op isu jących  strukturę i w łasności fizyczne analizow anych  układów . 
P rezen tow ane m etody  analizy  w rażliw ości i op tym alizacji, n iezależn ie  od  po stac i funkcji celu  
i ogran iczeń , w y k o rzystu ją  ich  pochodne cząstkow e w yznaczone w zg lędem  w ybranych

zm iennych decyzy jnych  ' W spó lne  cechy  om aw ianych  a lgory tm ów

w ykorzystano  p rzy  budow ie p rogram ów  do ob liczeń  num erycznych. P rogram  g łów ny m a 
charak ter m odułow y i zaw iera  trzy  g łów ne m oduły , k tó re  s ą  op isane  w  następnych  
podrozdziałach . T ak ie  p o d ejście  znaczn ie  p rzy śp iesza  p ro ces ob liczeń , szczeg ó ln ie  w tedy, 
gdy funkcje  celu  i ogran iczen ia  op isane  są  w  tej sam ej dz iedzin ie, np. d z iedzin ie  czasu  bądź  
często tliw ości. P rogram y p rzygotow ano  w  środow isku  M A T L A B , w ykorzystu jąc  w ydajne 
p ro ced u ry  ob liczeń  num erycznych . W  celu  p rzyśp ieszen ia  o b liczeń  p ro g ram y  p o d dano  
kom pilacji. O m aw iane p rogram y zn a jd u ją  się w posiadan iu  K atedry  M echanik i S tosow anej 

Po litechnik i Ś ląskiej.

Rys. 6.1. Schemat blokowy algorytmu optymalizacji charakterystyk dynamicznych 

Fig. 6.1. Block diagram of the algorithm of a dynamic characteristic optimization
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6.1. PR O G R A M  O PT_TD

P rzed staw io n y  a lgory tm  an alizy  w rażliw ośc i e lek trom echan icznych  uk ładów  napędow ych  
m eto d am i b ezp o śred n ieg o  ró żn iczk o w an ia  i zm iennych  sp rzężonych  o raz  op tym alizac ji 
m e to d ą  sekw ency jnego  p ro g ram o w an ia  lin iow ego  zap rogram ow ano  n a  ko m p u te r k lasy  PC. 
Schem at b lokow y p rogram u p rzedstaw iono  na  rysunku  6.2.

Rys. 6.2. Schemat blokowy programu OPT_TD do optymalizacji układów napędowych w dziedzinie 
czasu

Fig. 6.2. Block diagram o f the program OPT_FD fo r  optimization in the frequency domain

gdzie: w sen s - p a ram etr  s te ru jący  w arian tam i o b liczeń  o  w arto śc iach  odpow iedn io : 
w sens =  0 - an a liza  dynam iczna  układu,

w sens =  1 - analiza  w rażliw ośc i w ybranych  w artości m aksym alnych  funkcji celu  
m e to d ą  b ezp o śred n ieg o  różn iczk o w an ia  (M B R ),
w sens =  2  - w yznaczan ie  p rzeb ieg ó w  czasow ych  funkcji w rażliw ośc i (M B R ),
w sens =  3 - an a liza  w rażliw ośc i w ybranych  w artości m aksym alnych  funkcji ce lu  
m eto d ą  zm iennych  sprzężonych  (M Z S ),

w sens =  4  - w yznaczan ie  p rzeb ieg ó w  czasow ych  funkcji w rażliw ośc i (M Z S), 
w sen s =  5 - op ty m alizac ja  układu.
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tw orzen ie  m acierzy  sztyw ności, bezw ładnośc i i tłum ien ia  częśc i m echan iczne j uk ładu  
napędow ego ,
generow anie  rów nań  m odelu  indukcyjnego siln ika  napęd o w eg o  w  uk ładzie  
w spó łrzędnych  (1 ,2 ), bąd ź  (x,y),

• sym ulację  stanu obciążen ia  w ału  g łów nego m aszyny,
•  w yznaczen ie  oddzia ływ ań dynam icznych w  parach  k inem atycznych  p o p rzez  rozw iązan ie  

uk ładu  rów nań różn iczkow ych  op isu jących  m odel fizyczny  układu,
• p rzedstaw ien ie  p rzeb iegów  czasow ych w  dz iedzin ie  często tliw ości za  p o m o cą  szybkiej 

transform aty  F o u rie ra  (FFT),
•  w ybór funkcji celu  opisującej siły  dynam iczne w  dow oln ie  w ybranej parze  

k inem atycznej,
•  w ybór funkcji ogran iczeń  na w artości m aksym alne oddzia ływ ań  dynam icznych  w 

dow olnej parze  k inem atycznej,
•  analizę  w rażliw ości zadanej liczby m aksim ów  dow olnej siły  dynam icznej ze  w zg lęd u  na  

dow olny  zb ió r zm iennych decyzyjnych  (w ybranych sp ośród  indukcyjnośc i i rezystancji 
siln ika  napędow ego  o raz  m om entów  bezw ładności, m as, w spó łczynn ików  sztyw ności i 
w spó łczynn ików  tłum ien ia  części m echanicznej),

•  w yznaczan ie  p rzeb iegów  czasow ych funkcji w rażliw ośc i sił dynam icznych  ze  w zg lędu  
n a  dow olny  zb ió r zm iennych  decyzyjnych  (w ybranych  sp o śró d  indukcy jnośc i i 
rezystancji siln ika  napędow ego  o raz  m om entów  bezw ładnośc i, m as, w spó łczynn ików  
sztyw ności i w spółczynników  tłum ienia),

•  m in im alizację  zadanej liczby m aksim ów  dow olnej siły  dynam icznej d la  zb ioru  
zm iennych  decyzyjnych  w ybranych spośród  indukcyjności i re zy stan cji siln ika  
napędow ego  o raz  m om entów  bezw ładności, m as, w spółczynników  sztyw ności i 
w spółczynników  tłum ienia.

O p tym alizacja  z w ykorzystaniem  funkcji celu  w  d z iedzin ie  czasu  je s t  p rocesem  
d ługotrw ałym , gdyż w ym aga rozw iązyw ania  rów nań m odelu  w  p o szczegó lnych  sekw encjach  
ob liczeń . Z astosow ane m etody  analizy  w rażliw ości i op tym alizacji pow inny  w ięc  zapew niać  
szy b k ą  zb ieżność, krótki czas ob liczeń  i d u żą  dokładność. D la tego  też  w  program ie  
w ykorzystano  m etodę sekw encyjnego program ow ania  lin iow ego z a lgorytm em  SIM PL E X , 
podanym  przez K uenziego, T zschacha  i Z ehndera  [117].

W zależności od zadanego wariantu obliczeń program umożliwia:

6.2. PROGRAM  OPT_FD

Program  ten  został przygotow any  na podstaw ie op racow anego  algorytm u analizy 
w rażliw ośc i i op tym alizacji uk ładów  napędow ych  w  dziedzin ie  częstości. W  zależnośc i od  
zadanego  w arian tu  ob liczeń  p rogram  um ożliw ia:

• tw orzen ie  m acierzy  sztyw ności, bezw ładności i tłum ien ia  części m echanicznej układu 
napędow ego,

•  w ybór funkcji celu  op isującej w artości m aksym alne am plitud  charak terystyk
rezonansow ych  d la 'dow olnego  w ejśc ia  i w yjścia,

•  w ybór funkcji celu  opisującej w artości w łasne i w ektory  w łasne uk ładu  b ez  tłum ien ia  i z 
tłum ieniem ,

•  w ybór funkcji ogran iczających  m aksym alne w artości am plitud  charak terystyk
rezonansow ych  d la  dow olnego  w ejścia  i w yjścia,
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• analizę  w rażliw ośc i zadanej liczby m aksim ów  charak terystyk  rezo nansow ych  ze  w zględu  
na  dow olny  zb ió r zm iennych  decyzy jnych  w ybranych  sp o śró d  m o m entów  bezw ładnośc i, 
m as, w spó łczy n n ik ó w  sz tyw ności i w spó łczynn ików  tłu m ien ia  części m echan icznej,

• w yznaczan ie  p rzeb ieg ó w  często tliw ościow ych  funkcji w rażliw ośc i dow olnej 
charak terystyk i rezonansow ej ze w zględu na dow olny  zb ió r zm iennych  decyzyjnych  
w ybranych  spośród  m om entów  bezw ładności, m as, w spó łczynn ików  sz tyw ności i 
w spó łczy n n ik ó w  tłum ien ia ,

• op ty m alizac ję  dow olnego  zb io ru  zm iennych  decyzyjnych  (w ybranych  sp o śró d  m om entów  
bezw ładnośc i, m as, w spó łczynn ików  sztyw ności i w spó łczynn ików  tłum ien ia) d la  zadanej 
funkcji celu.

Fig. 6.3. Block diagram o f the program OPT_FD fo r optimization in the frequency domain

gdzie: szd  - p a ram etr ste ru jący  w arian tam i ob liczeń  o w arto ściach  odpow iednio : 
szd  =  0 - an a liza  dynam iczna  układu,
szd  =  1 - an a liza  w rażliw ośc i w ybranych  m aksim ów  funkcji celu  m eto d ą  
b ezp o śred n ieg o  ró żn iczkow an ia  (M B R ),
szd  =  2  - w yznaczan ie  p rzeb ieg ó w  często tliw ościow ych  funkcji w rażliw ośc i (M B R ), 
szd  =  3 - an a liza  w rażliw ośc i w ybranych  m aksim ów  funkcji c e lu  m e to d ą  różn ic  
skoń czo n y ch  (M R S ),
szd  =  4  - w yznaczan ie  p rzeb ieg ó w  często tliw ościow ych  funkcji w rażliw ośc i (M R S ), 
szd  =  5 - o p ty m alizac ja  funkcji celu.
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Do ro zw iązan ia  zad an ia  op tym alizacji zastosow ano m etody sekw encyjnego  program ow an ia  
liniow ego, sekw encyjnego  program ow an ia  kw adratow ego  o raz  algory tm y ew olucy jne.

6.3. PROGRAM  OPT_EV

A lgory tm y analizy  w rażliw ośc i i op tym alizacji w artości w łasnych  o raz  w ektorów  
w łasnych po słu ży ły  do  przygo tow an ia  p rogram u, k tó rego  schem at b lo k o w y  p rzedstaw iono  na

rysunku 6.4.

Rys. 6.4. Schemat blokowy programu OPT_EV do optymalizacji wartości własnych 

Fig. 6.4. Block diagram o f the program OPT_EV fo r eigenvalues optimization 

gdzie: szd  - p aram etr ste ru jący  w arian tam i ob liczeń  o w artościach  odpow iednio : 
szd  =  0 - an a liza  m odalna  układu,
szd  =  1 - an a liza  w rażliw ośc i zadanych  w artości w łasnych  i w ek to rów  w łasnych 

w y b ran ą  m etodą,
szd  =  2 - an a liza  w rażliw ości zadanych  w artości w łasnych  i w ek to ró w  w łasnych

m e to d ą  różn ic  skończonych  (M R S), 
szd  =  3 - o p tym alizac ja  funkcji celu.
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W  zależnośc i o d  zad an eg o  w arian tu  ob liczeń  p ro g ram  um ożliw ia:

•  tw o rzen ie  m ac ierzy  sz tyw ności, bezw ład n o śc i i tłu m ien ia  częśc i m echan icznej uk ładu  
n apędow ego ,

•  w ybór funkcji celu  op isu jącej w artości w łasne i w ek to ry  w łasne uk ładów  z  tłum ien iem  i 
w arto śc iam i w ielokro tnym i,

•  w ybór funkcji og ran iczeń  na w ybrane  w artości w łasne o raz  odstęp  pom ięd zy  w ybranym i 
w artościam i w łasnym i,

•  an a lizę  w rażliw ośc i zadanej liczby  w artości w łasnych  i w ek to ró w  w łasnych  ze  w zg lędu  
na  d o w olny  zb ió r zm iennych  decyzyjnych  w ybranych  sp ośród  m om entów  bezw ładnośc i, 
m as, w spó łczy n n ik ó w  sztyw ności i w spó łczynn ików  tłu m ien ia  części m echan icznej,

•  op ty m alizac ję  d la  d o w olnego  zb io ru  zm iennych  decyzy jnych  (w ybranych  sp o śró d  
m o m en tó w  b ezw ładnośc i, m as, w spó łczynn ików  sztyw ności i w sp ó łczynn ików  
tłu m ien ia ) d la  zadanej funkcji celu.

D o rozw iązan ia  zad an ia  op tym alizac ji m ożna  w ybrać je d n ą  z  następ u jący ch  m etod: 
m eto d ę  sek w ency jnego  p ro g ram o w an ia  lin iow ego, sekw ency jnego  p ro g ram o w an ia  
kw adratow ego  b ąd ź  a lgo ry tm y  ew olucyjne. W  zależnośc i od  stopn ia  z ło żo n o śc i zad an ia  i 
po stac i konstrukcy jne j uk ładu  m ożna  w ykorzystać  m etody  d la  uk ładów  b ez  tłu m ien ia  lub z 
tłu m ien iem  o ra z  jed n o k ro tn y ch  lub w ie lok ro tnych  w arto ści w łasnych.

7. BADANIA SYMULACYJNE DYNAMIKI UKŁADÓW 
NAPĘDOWYCH

Przedstaw ione  algory tm y analizy  w rażliw ości i op tym alizacji o p ie ra ją  się  n a  za łożen iu , że  
m odel m atem atyczny  o p isany  je s t  uk ładem  rów nań  różn iczk o w y ch  zw yczajnych . P rzy jęcie  
tak iego  założen ia, w  przypadku  uk ładów  napędow ych , w yn ika  g łów nie  z  postaci 
konstrukcyjnej sam ego uk ładu  (w ystępow ania  w yraźnych  punk tów  sk up ien ia  m asy  w  postaci 
kó ł zębatych , ta rcz  sp rzęg ie ł itp.). Sposób  dyskretyzacj i za leża ł będ zie  o d  ce lu  p row adzonych  
badań . W  ko lejn y ch  p odrozdzia łach  podano  p rzy k ład y  zastosow ań  p rezen tow anych  
p rogram ów  obliczeń  num erycznych do ksz tałtow ania  charak terystyk  dynam icznych  uk ładów  

napędow ych  dużej m ocy.

7.1. BAD AN IE W RAŻLIW OŚCI UKŁADU Z  TŁUM IKIEM  DRGAŃ

Jednym  ze  spo so b ó w  w yznaczen ia  w rażliw ości funkcji ce lu  je s t  p rzep row adzen ie  
różn iczkow an ia  n a  d rodze  analitycznej. O b liczen ia  tak ie  m o żn a  w ykonać jed y n ie  d la  
na jp rostszych  przypadków . D la  zagadnień  bardziej z łożonych  istn ie je  m ożliw ość 
w ykorzystan ia  specja lis tycznego  oprogram ow an ia  ob liczeń  sym bolicznych . W  n in ie jszej 
p racy  do  w yznaczen ia  pochodnych  w ykorzystyw ano  system  algebry  kom puterow ej 
M U PA D . O b liczen ia  w ykonano  d la  testow ego  zad an ia  d oboru  cech  dynam icznych  tłum ika 
drgań  uk ładu  przedstaw ionego  na  rysunku  5.2. R óżn iczkow an ie  za leżnośc i (5 .1 3 ) je s t  
p raco ch ło n n e  i d la tego  też  p ochodne  funkcji ce lu  w yznaczono  z  zas tosow an iem  pak ie tu  
p rogram ów  do ob liczeń  sym bolicznych. Poniżej p rzedstaw iono  p rzy k ład o w ą  sekw encję  
po leceń  program u M U PA D , której efektem  są  w y rażen ia  sym boliczne  określa jące  
poszukiw ane pochodne. W yniki w ygenerow ano w  postaci p ro ced u ry  zap isanej w  fo rm acie  w  
ję z y k u  C , k tó ra  m oże  być  bezpośredn io  w łączona do  p rogram u kom puterow ego .

h:=c/(2*m2);o l : = (kl/ml)A0 .5 ;
o2: = (k2/m2)-'0.5;
o21:=o2/ol;
b :=m2/ml;
al :=omega/ol;
a 2 :=omega/o2;

cc:=(2*h*al/ol)A2*(al*al-l+b*al*al)*2+(b*(al*o21)A2\
- (al*al-l)* (al*al-o21*o21))A2;wsp_mi:=({(2*h*al/ol)A2+(al*al- 
o21*o21)A2 )/cc)A0.5;
m_po_c:=diff(wsp_mi,c);m_po_k:=diff(wsp_mi,k2);m_po_m:=diff(wsp_mi,m 
2);fprint(Unquoted,Text,"Wyn",generate::C (optimize(mi =\
wsp_mi)),generate::C (optimize(mc =\ m_po_c)),generate::C (optimize(mk
=m_po_k)),generate::C (optimize(mm = m_po_m)));

Rys. 7.1. Procedura wyznaczania pochodnych w systemie MUPAD  

Fig. 7.1. Procedure of derivatives calculation in M UPAD system
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Rys. 7.2. Przewidywany przebieg zmian wartości funkcji celu ze wzglądu na przyrost wartości 
poszczególnych zmiennych decyzyjnych: a) współczynnika tłumienia c, b) współczynnika 
sztywności k2, c) masy m2

Fig. 7.2. Predicted change o f values o f the objective function with respect to change o f particular 
design parameters: a) damping coefficient c, b) stiffness coefficient k2, c) mass m2

W  p racy  nie zam ieszczo n o  o trzym anych  zależnośc i, gdyż  program  o b liczeń  sym bolicznych  
n ie  u m o żliw ia ł u p ra szczan ia  w y rażeń  i w y generow ane  p ro ced u ry  s ą  rozb u d o w an e . O b liczen ia  
p rzep ro w ad zo n o , p rzy jm ując  trzy  zm ienne decyzyjne  (m asa m2, w sp ó łczynn ik  sz tyw ności k2 
o ra z  w sp ó łczy n n ik  tłu m ien ia  c). O trzym ane  w y rażen ia  sym boliczne, o k re śla jące  p ochodne  
w spó łczy n n ik a  w zm ocn ien ia  am plitudy, w ykorzystano  do analizy  w pływ u param etrów  
tłu m ik a  n a  p rzy ro s t w artości funkcji celu , a  w  da lsze j ko le jn o śc i - do  ich  op tym alizac ji. 
N a  rysunku  7 .2  p rzed staw io n o  przew idyw ane p rzeb ieg i zm ian  w spó łczy n n ik a  p rzy  zm ian ie  
każd eg o  z  pa ram etró w  o  0.001 je g o  w artości p o czą tkow ej. W yniki te  o trzym ano  z  
w y k orzystan iem  lin iow ej aproksym acji oparte j n a  g rad ien tach . A n a liza  w yników  w skazu je, 
że ch arak te ry sty k a  często śc io w a  cech u je  się  d u ż ą  w raż liw o śc ią  n a  zm iany  w artości 
w sp ó łczy n n ik a  sz tyw ności i m asy  tłum ika  w  zak resie  częstośc i p o m ięd zy  I  i II rezonansem . 
Z atem  n ied o k ład n o śc i o szacow an ia  tych  pa ram etró w  bąd ź  też  b łęd y  w y k o n an ia  tłu m ik a  m o g ą  
p o w o d o w ać  zw ięk szen ie  am p litu d  d rg ań  uk ład u  w ym uszanego  s iłą  o  często śc i w  
ro zpatryw anym  zakresie. W pływ  n iedok ładności w yznaczen ia  w artości p a ram etrów  tłum ika  
n a  p rz eb ieg  charak terystyk i rezonansow ej m o żn a  zao bserw ow ać n a  ry su n k u  5.4 (ro zd z ia ł 5.3, 
str. 57). W  w yniku zas to so w an ia  różnych  a lgory tm ów  doboru  tłum ika  o trzym ano  w artości 
po szczeg ó ln y ch  param etró w  ró żn iące  się  n iezn aczn ie  po m ięd zy  sobą. W yznaczone  
charak terystyk i m a ją  zb liżone  w artości m aksym alne, n a to m iast zn aczn ie  ró ż n ią  się w  
ro zp atry w an y m  zak resie  po m ięd zy  /  i II  rezonansem .
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7.2. AN A LIZA  D YN AM IKI UKŁADU NAPĘDOWEGO KOM BAJNU WĘGLOWEGO

Przyk ładem  zastosow an ia  op racow anych  m etod  m odelow an ia , analizy  w rażliw ośc i 
i op tym alizac ji m oże być d o bór cech  dynam icznych  uk ładu  napęd o w eg o  g łow icy  kom bajnu  
w ęglow ego. B adan ia  p row adzono  na  e tap ie  p ro jek tow an ia  i budow y p ro to typu . W  kolejnych  
pod ro zd ziałach  om ów ione z o stan ą  op racow ane m odele , sp o so b y  sym ulacji obc iążen ia , 
b adan ia  w rażliw ości i op tym alizac ja  w ybranych  param etrów  układu.

7.2.1. Analiza postaci konstrukcyjnej i model fizyczny układu
O b liczen ia  num eryczne przep row adzono  d la  m odelu  uk ładu  napędow ego  sk ładającego  się 

z  siln ik a  asynchronicznego , w ielostopniow ej p rzek ład n i zębate j i dw ustopniow ej p rzek ładn i 
p lane tarne j. W  układzie  napędow ym  głow icy  kom bajnu , k tó ry  schem atyczn ie  został 
p rzedstaw iony  na rysunku  7 .3 , m ożna  w yróżnić  trzy  podstaw ow e zespoły:
•  siln ik  e lek tryczny  napęd za jący  układ  (siln ik  indukcyjny  tró jfazo w y  d o  m aszyn  górn iczych  

typu SG R  250  L4),
•  łań cu ch  k inem atyczny  p rzenoszący  n apęd  sk ładający  się  z  k ilk u  s to p n i p rzek ład n i zęba tych  

o raz  dw óch p rzek ładni p lanetarnych  o całkow itym  p rzeło żen iu  pom ięd zy  w irn ik iem  
siln ika  a o rganem  u rab ia jącym  u =  38,3,

•  o rg an  u rab ia jący  o  średn icy  od  1150 mm do  1500 mm.

Rys. 7.3. Schemat kinematyczny układu napędowego głowicy kombajnu ścianowego 

Fig. 7.3. Kinematic scheme of a shearer loader's head driving system
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Rys. 7.4. M odel fizyczny  analizowanego układu napędowego z  dw ustopniow ąprzekładniąplanetarną

Fig. 7.4. Physical model o f  the analysed drive system with a two stage planetary gear

A n alizę  p row ad zo n o , w ykorzystu jąc  dyskre tny  m odel d rgań  skrętnych  (rys. 7 .4 ). W  tabeli 
7.1 zes taw iono  p a ram etry  m o d elu  uk ład u  napęd o w eg o  z redukow ane na  w ał siln ika , k tó re  
ok reślo n o  n a  po d staw ie  d o k u m en tacji konstrukcyjnej.

T ab e la  7.1

L p . M asow e  m om en ty  

bezw ładności |k g m 2] * 

M asy  [kg] **

W spó łczynn ik i sztyw ności 

[N m /rad ] *, [N /m ] **

W spó łczynn ik i
tłu m ien ia

[N m s/rad ] *, [N s/m ] **
1 2,0204 * 8 .3 2 0 3 1 0 6 * 42,76  *
2 0,09777 * 7,57488 106 * 24,88 *
3 0,21197 * 7,15945-10^ * 30,513 *
4 0,08495 * 1,00846 10 7 * 31,11 *
5 0,06624 * 7,10034-10 6 * 23,57 *
6 0,07231 * 4 ,2 0 2 4 M O 6 * 15,52 *
7 0,165 * 1,75024-108 ** 575,26 **
8 0,0214 * 2,16817 108 ** 683,6 **
9 0,86007 ** 2,21295-10 8 ** 1327,77 **
10 0,24737 * 3 ,8574-108 ** 1336,56 **
11 0,08613 * 3,81883-10 8 ** 1432,69 **
12 2,19317 ** 7.05828-108 ** 2399,82 **
13 1,64849 * 1,52805 10 8 * 737,87 *
14 18,2799 * 0 0

7.2.2. Określenie elektromagnetycznego m om entu napędowego asynchronicznego silnika 
dwuklatkowego

U kład  nap ęd zan y  je s t  siln ik iem  asynchronicznym  dw uklatkow ym  o m ocy  250 kW. Z e 
w zg lędu  na  z łożo n o ść  z jaw isk  dynam icznych  o raz  w zajem ne sp rzężen ia  w y stęp u jące  w  tego  
typu  uk ład ach  zd ecydow ano  się zam odelow ać  napęd  ja k o  uk ład  e lek tro m ech an iczn y  z 
w zajem nym  sp rzężen iem  pom iędzy  c zęśc ią  m echan iczna  i e lek tryczną. M o d e l siln ika
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napędow ego  op isano  w  uk ładzie  dw uosiow ym  (1,2), w ykorzystu jąc  schem at z  dw om a 
obw odam i zastępczym i w  w irniku. W yznaczono  w artości zespo lonych  p rądów , k tóre  
posłużyły  do określen ia  m om entu  e lek trom echanicznego , w chodzącego  w  sk ład  m ac ierzy  sił 
uogóln ionych  dz ia łających  na  część m ech an iczn ą  napędu.

Rys. 7.5. Elektromagnetyczny moment napędowy silnika asynchronicznego z  przekładnią mechaniczną 

Fig. 7.5. Electromagnetic torque o f the asynchronous motor with the gear transmission

Przedstaw ioną na rysunku 7.5 charakterystykę dynam iczną asynchronicznego silnika 
dw uklatkow ego otrzym ano w  wyniku rozw iązania m odelu elektrom echanicznego opisanego 
rów naniam i (3.1), (3.7), (3.8).

7.2.3. Symulacja stanu obciążenia zewnętrznego układu
W  celu  zbadan ia  w pływ u obciążen ia  zew nętrznego  noży  o rganu  u rab ia jąceg o  na z jaw iska 

dynam iczne w  p arach  k inem atycznych  uk ładu  napędow ego  głow icy  kom bajnu  przygo tow ano  
p ak ie t p rog ram ów  sym ulu jących  obciążen ie  m om entem  skraw ania. O b liczen ia  do tyczące  sił 
sk raw ania  w  założonych  w arunkach gó rn iczo-geo log icznych , d la  o rganu  w y p o sażonego  w 
noże p rom ien iow e, p rzep row adzono  na  podstaw ie m etodyki opracow anej w  D onieck im  
Insty tucie  P ro jek tow an ia  K om pleksow ej M echanizac ji, dostosow anej do  w arunków  
G órnośląsk iego  Z ag łęb ia  W ęglow ego [59]. D o ob liczeń  p rzy ję to  n astępu jące  dane:

•  w skaźn ik  skraw alności w ęgla  2300  [N/cm]
•  w y trzym ałość  w ęgla  na ściskanie 1820 [N /cm 2]
• rodzaj w ęgla  zw ięzły
• m asa  w łaśc iw a w ęgla  1,40 [t/m 3]
•  średn ica  o rganu  urab ia jącego  1000 [mm]
•  rodzaj noży  stożkow e
•  liczba  noży  na p ła tach  24
• liczba noży n a  ta rczy  odcinającej 12

N oże p o d zie lono  na 5 grup ze w zględu  na w artości sił sk raw ania  i podzia łkę . Param etry  d la 
każdej z  grup  pod an o  w  tabe li 7.2. P rzeb ieg  siły  d la  każdego  z noży  po k azan o  n a  rysunku  7.6.
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T abela 7.2

Obciążenie poszczególnych grup noży organu urabiającego
N r g ru p y 1 2 3 4 5
L iczb a  noży n 20 2 2 2 10
W a r to ść  siły [NI Pmax 4100 4100 3850 2700 2500
P o d z ia lk a  [ni] Pb 0,055 0,055 0,055 0,035 0,024

Rys. 7.6. Charakterystyka obciążenia noża organu urabiającego w funkcji przemieszczenia 

Fig. 7.6. Load, characteristic o f a cutting tool of a cutting unit versus displacement

W arto ść  m om entu  sk raw an ia  w yznaczana  je s t  z  następu jącej zależności:

J m  (  n \

^ = f i x n  (71)

gdzie: d - śred n ica  o rganu  u rab iającego ,
Pij - ak tua lna  w artość  siły  obciążającej nóż  (rys. 7 .6), 
m - liczba g rup  noży, 
n - liczba  noży  w  każdej grupie.

7.2.4. Badanie wpływu postaci konstrukcyjnej organu urabiającego na dynamikę 
przekładni

W y k o rzy stu jąc  e lek trom echan iczny  m odel d rgań  skrętnych  uk ład u  napędow ego  g łow icy  
kom bajnu , p rzep ro w ad zo n o  dw a  w arian ty  o b liczeń  num erycznych:
•  roz ru ch  u k ładu  b ez  obc iążen ia  zew nętrznego , a  następn ie  p o  czasie  t=0,4 s o bc iążen ie  

uk ładu  sta łym  m om entem  op o ru  sk raw an ia  Mop=16000 Nm,
• roz ru ch  uk ładu  b ez  ob c iążen ia  zew nętrznego , po  czasie  t=0,4 s sym ulac ja  m om entu  oporu  

sk raw an ia  d la  p rzy p ad k u  kon tak tu  o rganu  p o ło w ą  o bw odu  z  u rab ian ą  calizną.
O b liczen ia  num eryczne  w ykonano  z w ykorzystan iem  p rogram u O P T _ T D , a  w yniki 
zes taw iono  w  p ostaci p rzeb iegów  czasow ych  i charak terystyk  am p litudow o-często tliw ośc io - 
w ych  n a  ry su n k ach  7.7-5-7.18. C zęstości d rgań sw obodnych  uk ładu  zam ieszczono  w  tab e li 7.3.

R ysunek  7.7 p rzedstaw ia  p rzeb ieg  m om entu  o bciążen ia  o rganu  u rab ia jąceg o , sym ulow any  
zgodn ie  z  za leżn o śc ią  (7 .1 ). Z a łożono  na jbardzie j n iekorzystny  w arian t obc iążen ia , 
po leg a jący  na  tym , że w  chw ili począ tkow ej w szystk ie noże na  po łow ie obw odu o rganu  m ają
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kon tak t z  u rab ian ą  calizną. Po p ierw szej fazie rozruchu , gdy m om ent o b c iążen ia  osiąga 
w artości doch o d zące  do  28000 Nm, następu je  ustabilizow anie  się  p rzeb iegu . Ś redn ia  w artość 
m om entu  op o ru  w  w arunkach  usta lonych  w ynosi oko ło  Mop=16000 Nm, c o  p rzy  średniej 
p rędkości kątow ej organu  (0=4,12 rad/s da je  ś re d n ią  m oc N=66 kW. N a  rysunku  7.8 
z ilustrow ano  p rzeb ieg  m om entu siln ika  napędow ego d la  d rug iego  w arian tu  ob liczeń . 
O bciążen ie  zew nętrzne  m a  niew ielk i w pływ  na drgan iow y  charak ter tego  sygnału.
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Rys. 7.7. Symulowany moment obciążenia organu urabiającego 

Fig. 7.7. Simulated load torque o f the cutting unit
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Rys. 7.8. Elektromagnetyczny moment silnika napędowego M ei(t) 

Fig. 7.8. Electromagnetic torque of a driving motor M J t)



Tabela 7.3

C zęsto tliw ości drgań  
w łasnych  uk ładu

Lp. C zęsto tliw ości w łasne  
u k ład u

tH /J
1 0
2 156,58
3 266,49
4 654,02
5 845,46
6 1136,00
7 1554,82
8 1588,40
9 1752,38
10 1780,82
11 2196,87
12 2507,15
13 4215,10
14 4350,48

R ysunki 7 .9  i 7 .10  p rzed staw ia ją  o d p ow iedn io  p rzeb ieg  m om entu  sk ręca jąceg o  w a ł o rganu  
u rab ia jąceg o  i charak terystykę  am p litu d ow o-często tliw ośc iow ą tego  sygnału  d la  p ierw szego  
w arian tu  ob liczeń . Po zakończen iu  rozruchu  w łączony  zo sta ł m om ent o b c iąża jący  o stałej 
w artości, k tó ry  pow o d u je  d rgan ia  skrętne  w  uk ładzie. W  w yniku  tłu m ien ia  d rg an ia  po 
p ew nym  czasie  zan ikają . C harak terystyka  tego  p rzeb ieg u  m a d o m in u jącą  sk ładow ą, 
o d p o w iad a jącą  podstaw ow ej częstości w łasnej układu. R ysunki 7.11 i 7 .12  p rzed staw ia ją  
o d p o w ied n io  p rzeb ieg  m om entu  sk ręca jącego  w ał o rganu  u rab ia jąceg o  i charak terystykę  
am p litu d o w o -często tliw o śc io w ą  teg o  sygnału  d la  d rug iego  w arian tu  ob liczeń . Po 
p o czą tkow ym  okresie  ro z ru ch u  w łączony  zo sta ł m om ent obc iąża jący  o w artości w yznaczanej 
w  zależn o śc i od  k ą ta  ob ro tu  o rganu  i obc iążen ia  poszczeg ó ln y ch  noży. M om ent oporu  
sk raw an ia  g eneru je  d rg an ia  skrętne w  uk ładzie, k tó re  u s ta la ją  się  po  pew nym  czasie. D rg an ia  
n ie zan ikają , ja k  w  w arianc ie  p oprzedn im , gd y ż  pod trzym yw ane s ą  p rzez  zm ien ia jący  się 
m om ent oporu . C harak terystyka  om aw ianego  p rzeb iegu  zaw iera  p ięć  d o m inu jących  
sk ładow ych , odpo w iad ający ch  często tliw ościom  w  zakresie  0+300 Hz. D la  często tliw ości 
b lisk ich  podstaw ow ej często tliw ości d rgań  w łasnych  w y stęp u ją  dw ie sk ładow e, co  pow oduje  
w ystępow an ie  du d n ien ia  w  uk ładzie. R ysunki 7 .13 i 7 .14  p rz ed sta w ia ją  p rzeb ieg  
sym ulow anego  o p oru  sk raw an ia  i je g o  charak terystykę  am plitudow o-często tliw ośc iow ą. Po 
fazie ro z ru ch u  p rzeb ieg  się  stab ilizu je. C harak terystyka  teg o  p rzeb ieg u  zaw iera  w iele 
sk ładow ych  w  zak resie  0+300 Hz. N a  rysunku  7 .15 p o rów nano  charak terystyk i 
am p litudow o-często tliw ośc iow e p rzeb ieg ó w  m om entu  sk ręca jącego  w ał w yjśc iow y  (organu  
u rab ia jąceg o ) d la  w arian tów  p ierw szego  i d rug iego  oraz  sym ulow anego  m om entu  oporu  
skraw ania . Z  rysunku  m ożna  w n ioskow ać, że dodatkow e sk ładow e harm on iczne  p rzeb ieg u  
m om entu  sk ręca jącego , k tóre  po jaw iły  się  po  obc iążen iu  uk ładu  zm iennym  m om entem  oporu  
sk raw an ia  (rys. 7 .12 ), w y n ik a ją  ze  sk ładow ych  tego  m om entu. Je d n a  z  n ich  je s t  b liska  
częstośc i w łasnej uk ładu, co pow o d u je  w ystępow anie  dudnien ia . R ysunki 7 .16 , 7 .17  i 7 .18 
p rzed staw ia ją  w p ływ  zm iennego  m om entu  ob c iąża jąceg o  organ u rab ia jący  na  p rzeb ieg i 
m om entu  sk ręca jąceg o  w ał siln ika  napędow ego , p rędkości kątow ej o rganu  o raz  m ocy  
p o b ieranej p rzez  układ.
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Mi4 [Nm]

Rys. 7.9. Przebieg momentu skręcającego na wale wyjściowym przy obciążeniu układu momentem 
oporu skrawania o stałej wartości 

Fig. 7.9. Course of the torsional moment on the output shaft fo r the system loaded with a constant 
torque

Częstotliwość [Hz]

Rys. 7.10. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa momentu skręcającego na wale 
wyjściowym dla obciążenia stałym momentem

Fig. 7.10. Amplitude-frequency characteristics o f the torsional moment on the output shaft fo r the 
system loaded with a constant torque
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Rys. 7.11. Moment skręcający na wale organu urabiającego 

Fig. 7.11. Torsional moment on the shaft o f a cutting unit

100 200 300 400 500
Częstotliwość [Hz]

Rys. 7.12. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa momentu skręcającego na wale głównym 
w warunkach ustalonych

Fig. 7.12. Amplitude - frequency characteristic o f torsional moment on the main shaft fo r steady-state 
conditions
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Rys. 7.13. Symulowany moment oporu skrawania 

Fig. 7.13. Simulated resistance torque
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Rys. 7.14. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa symulowanego momentu oporu skrawania 
w warunkach ustalonych

Fig. 7.14. Amplitude-frequency characteristics o f the simulated resistance torque during steady-state 
conditions
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Rys. 7.15. Charakterystyki amplitudowo-częstotliwościowe w układzie logarytmicznym osi amplitudy

Fig. 7.15. Amplitude-frequency characteristics using the logarithmic amplitude axis

gdzie: a) moment skręcający na wale wyjściowym przy obciążeniu stałym momentem oporu 
skrawania,

b) moment skręcający na wale wyjściowym przy obciążeniu symulowanym momentem oporu 
skrawania dla warunków ustalonych,

c) symulowany moment oporu skrawania na organie urabiającym dla ustalonych warunków 
pracy.

M, / Nm /

Rys. 7.16. Moment skręcający na wale silnika 

Fig. 7.16. Torsional moment on the motor shaft
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Rys. 7.17. Prędkość kątowa organu urabiającego 

Fig. 7.17. Angular velocity of a cutting unit
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Rys. 7.18. Moc przekazywana na organ urabiający podczas pracy układu 

Fig. 7.18. Power transmitted to the cutting unit when system is operating

Przedstaw iony  sposób  sym ulacji o bc iążen ia  organu  u rab ia jąceg o  um ożliw ia  badan ie  
w pływ u rozm ieszczen ia  noży organu  urab ia jącego  n a  z jaw iska  dynam iczne w  parach  
k inem atycznych  uk ładu  napędow ego. Z  p rzeprow adzonych  sym ulacji w ynika, że rozk ład  
noży na  o rgan ie  u rab ia jącym  m a znaczący  w pływ  na  p rzeb ieg i oddzia ływ ań  dynam icznych  w 
parach  k inem atycznych. Pow stały  w  w yniku sym ulacji charak ter o bc iążen ia  je s t  zgodny  z 
dostępnym i w  literatu rze  w ynikam i pom iarów  dośw iadczalnych . Z aw ie ra  w iele 
harm onicznych  o n iskich  częstościach , k tó re  m o g ą  być zb liżone do częstości w łasnych uk ładu  
i pow odow ać rezonanse  lub dudnienia. S zczegółow a analiza  o trzym anych  w yników  oraz 
w yciągn ięcie  w niosków  konstrukcyjnych  w y m agają  je d n a k  w nik liw ego  ro zp atrzen ia  
p rzy ję tych  założeń  upraszczających . Pom in ięcie  np. zm iennej sztyw ności zazęb ien ia , luzów , 
n iedoskonały  opis tłum ienia, założenie sta łego sortym entu  u robku  pow odują , że u k ład  je s t
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w yidealizo w an y  i m o g ą  się p o jaw iać  w  n im  pew ne z jaw iska, n ie  w ystępu jące  w  uk ładzie  
rzeczyw istym  (np. rezonanse  lub dudnien ia). Jednakże  m ożna  stw ierdzić, że d o b ó r rozk ładu  
noży  n a  o rg an ie  u rab ia jącym  pow in ien  być p rzep row adzany  n ie  ty lk o  ze w zg lęd u  na  
op tym alne  p a ram etry  techno log iczne , lecz  rów nież  pow in ien  być uzupełn iony  a n a lizą  z jaw isk  
dynam icznych  w  parach  k inem atycznych  uk ładu  napędow ego.

7.2.5. M inimalizacja oddziaływań dynamicznych
C zynnik iem  decydu jącym  o trw ałości i n iezaw odnośc i uk ładu  n apędow ego  s ą  w ielkości 

m aksym alne sił dynam icznych , k tó re  m o żn a  op isać  fu n k c ją  za leżn ą  od  w artości w ektora  
zm iennych  stanu  w  chw ili w ystąp ien ia  m aksym alnej w artości siły  o raz  zm iennych  
decyzyjnych . W  sk ład  zb io ru  zm iennych decyzyjnych  m o g ą  w chodzić  dow olne param etry  
uk ładu, tak ie  jak : p a ram etry  m odelu  siln ika  e lek trycznego , m asy  i m asow e m om enty  
b ezw ładnośc i e lem en tów  uk ładu, w spółczynnik i sztyw ności i tłum ien ia , zm ienne  stanu  itp.

D o dalszych  rozw ażań  p rzy ję to  funkcję  celu, o p isu jącą  m aksym alne  w artości oddzia ływ ań  
dynam icznych  w  w ybranej p a rze  k inem atycznej:

V  = PmJ = M ‘k \b ]  (7 .2)

gdzie: P - w artość  m aksym alna  siły dynam icznej w  w ybranej parze  k inem atycznej, tk - czas, 

w  k tó rym  w ystąp i w artość  m aksym alna  siły.

F unkcja  ta  po słu ży ła  do  o k reślen ia  w pływ u w ybranych  p a ram etró w  m o d elu  n a  badane 
z jaw isk a  dynam iczne. G rad ien ty  funkcji celu  w yznaczono  po  p rzep ro w ad zen iu  analizy  
w rażliw ości. W y b ie rając  funkcję celu  o p isu jącą  w yłączn ie  stan uk ładu  w określonej chw ili tk, 
zysku je  się  znaczne  u p ro szczen ie  w yrażeń  (4 .27 ), (4 .28). P ochodna  funkcji celu , w y znaczona  
w zg lędem  w ek to ra  zm iennych  decyzyjnych, m a postać:

dy _  dg dg , \<3x / v 

db db <3x ^
(7 .3)

W  w yniku  p rzep ro w ad zo n y ch  ob liczeń  num erycznych  o k reślono  w pływ  param etrów  
k o n strukcy jnych  uk ładu  na  w ielkości m aksym alne sił w  parach  k inem atycznych . 
W  b ad an iach  uw zg lędn iano  trzy  p ierw sze  m aksim a analizow anych  sygnałów . D la 
up ro szczen ia  zap isu  n a  rysunkach  w artości m aksym alne funkcji celu  o zn aczane  są  słow em
„pik”.

0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0 .04 0.045 tlsl

Rys. 7.19. Wykres funkcji \)Ąt)=Pi2. Zaznaczono wartości maksymalne

Fig. 7.19. Plot o f the objective function \jĄt)=Pi2. The extreme values were marked
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N a podstaw ie o trzym anych w yników  analizy  w rażliw ości do  op tym alizac ji w y brano  pięć 
param etrów  konstrukcyjnych  i funkcję celu , od p o w iad ającą  sile w  pierw szej parze  (rys. 7 .19). 
N a rysunkach  7.20^-7.23 przedstaw iono  w ybrane p rzeb ieg i zm ian  p o chodnych  w funkcji 
czasu  o raz  zaznaczono  w artości odpow iadające m aksim om  funkcji celu . M o żn a  zauw ażyć 
jed n o zn aczn y  w pływ  param etru , określającego  bezw ładność  organu  u rab ia jącego , n a  w artości 
sił (rys. 7 .20 ). M ie jsca  w ystąp ien ia  w artości m aksym alnych pochodnych  ze w zględu  na 
w spółczynnik i tłum ien ia  (rys. 7 .22  i 7 .23 ) n ie po k ry w ają  się z  m aksim am i funkcji celu , a 
odpow iadające  im  pochodne zn a jd u ją  się  n a  strom ej częśc i charak terystyk i. Z as tosow an ie  
n iezby t dokładnych  m etod  do  b ad an ia  w rażliw ości m oże zatem  p ro w ad zić  do  znacznych  

b łędów  po d czas o b liczeń  num erycznych.

t Is]

Rys. 7.20. Pochodna funkcji celu ze wzglądu na moment bezwładności organu urabiającego. Punktami
zaznaczono wartości odpowiadające maksimom funkcji celu

Fig. 7.20. Derivative of the objective junction with respect to the moment o f inertia o f a cutting unit.
Values corresponding to maximum values are marked by points     ,     , , !

Rys. 7.21. Pochodna funkcji celu ze wzglądu na współczynnik sztywności k,. Punktami zaznaczono 

wartości odpowiadające poszczególnym maksimom funkcji celu 

Fig. 7.21. Derivative o f the objective function with respect to the stiffness coefficient k,. Values 
corresponding to maximum o f the objective function are marked by points
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Rys. 7.22. Pochodna funkcji celu ze wzglądu na współczynnik tłumienia c: . Punktami zaznaczono 
wartości odpowiadające poszczególnym maksimom funkcji celu

Fig. 7.22. Time course o f the objective function derivative with respect to the damping coefficient c ;. 
Values corresponding to particular peaks o f the objective function are marked by points

Rys. 7.23. Pochodna funkcji celu ze wzglądu na współczynnik tłumienia cl3. Punktami zaznaczono 
wartości odpowiadające poszczególnym maksimom funkcji celu

Fig. 7.23. Time course of the objective function derivative with respect to the damping coefficient cn . 
Values corresponding to particular peaks o f the objective function are marked by points
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K olejnym  e tapem  badań  b y ła  o p tym alizac ja  w ybranych  p a ram etró w  układu . W  celu  
p rzy sp ieszen ia  p rocesu  op tym alizacji zastosow ano p rocedury  w ykorzystu jące  g rad ien t funkcji 
ce lu  w  p rzestrzen i zm iennych stanu. W yznaczone funkcje  w rażliw ośc i u k ładu  napędow ego  
zastosow ano  do  op tym alnego d oboru  n iek tórych  je g o  cech  konstrukcy jnych . Do 
op tym alizacji przy ję to  rów nież p rezen tow any  w cześniej e lek trom echan iczny  m odel układu 
napędow ego , z ło żo n eg o  z  asynchronicznego  siln ika dw uklatkow ego, szeregow ej p rzek ładn i 
zębatej o raz  dw ustopniow ej p rzek ładn i p lanetarnej (rys. 7 .4). W  bad an iach
optym alizacy jnych  pom in ię to  w pływ  luzów  i zm iennych  sztyw ności zazęb ień .

Numer iteracji

Rys. 7.24. Wartości maksymalne funkcji celu nr 1 i 3 podczas procesu optymalizacji 

Fig. 7.24. Maximum values of the objective function No 1 and 3 during optimization process

Numer iteracji

Rys. 7.25. Wartości pochodnej funkcji celu ze wzglądu na moment bezwładności 112 dla maksimów I, 2 

i 3 podczas procesu optymalizacji 

Fig. 7.25. Values of the objective function derivatives with respect to the moment of inertia l I2 for 
maximum values 1,2 and 3 during optimization process
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Rys. 7.26. Przebieg zmian wartości pochodnej funkcji celu ze względu na współczynnik sztywności kt 
dla maksimów 1, 2 i 3 podczas procesu optymalizacji

Fig. 7.26. Values of the objective function derivatives with respect to the stiffness coefficient k, for 
peaks 1,2 and 3 during optimization process

N u m e r  ite r a c ji

Rys. 7.27. Przebieg zmian wartości pochodnej funkcji celu ze względu na współczynnik tłumienia cn  

dla maksimów 1 ,2  i 3 podczas poszczególnych sekwencji optymalizacji

Fig. 7.27. Values o f the objective function derivatives with respect to the damping coefficient c,3for 
peaks 1,2 and 3 during optimization process

P rzeb ieg  p ro cesu  op tym alizac ji p rzedstaw iono  na rysunkach  7.24-5-7.27. P rzy ję ta  funkcja  
celu  je s t  n ie lin io w ą  fu n k c ją  czasu  i zm iennych  decyzyjnych . D odatkow o  n a leży  zauw ażyć 
znaczne  zm iany  w rażliw ośc i p odczas p ro cesu  op tym alizac ji, szczegó ln ie  w id o czn e  na 
rysunku  7 .27 . M o żn a  stw ierdzić, że stosow anie  w yników  w rażliw ośc i do  w yboru  zm iennych 
d ecyzy jnych  pow inno  być uzupełn ione o  dodatkow e analizy  w  trakc ie  i po  zakończen iu
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pro cesu  op tym alizacji, zw łaszcza  w  p rzypadku  znacznych  zm ian  w arto ści zm iennych  

decyzyjnych.

C zę s to tl iw o ś ć  [H z ]

Rys. 7.28. Charakterystyki amplitudowo-częstotliwościowych momentu M l3: a) przed, b) po 
optymalizacji dla warunków ustalonych. (Zakres częstości 5-800 Hz)

Fig. 7.28. Amplitude-frequency characteristics o f the moment M l3: a) before and b) after optimization 

fo r steady-state conditions. (Frequency range 5-800 Hz)

Rys. 7.29. Przebiegi momentu M j(t) podczas rozruchu układu przed i po optymalizacji

Fig. 7.29. Course of the torque M ,(t) during start up o f the system before and after optimization
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Rys. 7.30. Przebiegi momentu M ,}(l) podczas rozruchu układu przed i  po optymalizacji

Fig. 7.30. Course of the torque M l3(t) during start up of the system before and after optimization

W ynik i zas to so w an ia  opracow anej m etodyk i do  ok reślen ia  w yb ran y ch  cech  
konstru k cy jn y ch  uk ładu  p rzed staw io n o  n a  rysunkach  7.28-5-7.30. Z b ió r zm iennych  
decy zy jn y ch  zaw ie ra ł m o m enty  bezw ład n o śc i I;, 1/2, w sp ó łczy n n ik  sz tyw nośc i k ( i 
w spó łczynn ik i tłum ien ia  C; i C;j (tab e la  7 .1 ). D opu szcza ln y  zakres zm ian pa ram etró w  w ynosił 
± 2 0 %  ich w artości. W  w yniku  p ro cesu  op tym alizac ji zm ien ione  zo sta ły  je d y n ie  w artości 
m om entów  bezw ład n o śc i i w spó łczynn ika  sztyw ności. S ym ulacje  ko m p u te ro w e  uk ład u  z  
p a ram etram i w yznaczonym i w  p ro cesie  op tym alizac ji w sk azu ją  na  redukcję  w artości 
m aksym alnych  s ił dynam icznych  p odczas ro z ru ch u  uk ład u  o d  10 do  30%  w  za leżnośc i od  
pary  k inem atycznej (rys. 7 .29 , 7 .30). Z auw ażono  rów n ież  po lep szen ie  charak terystyk  
dynam iczn y ch  u k ład u  w  dz ied z in ie  często tliw o ści (rys. 7 .28).

7.2.6. Dobór dynamicznego tłumika drgań skrętnych
O p tym alny  d o b ó r cech  k o n strukcy jnych  z łożonych  uk ładów  napędow ych  często  je s t  

u trudn iony  z  pow odu  ogran iczeń  techn icznych  i n iew ielk ich  m ożliw ośc i zm ian cech 
konstrukcy jnych . Jednym  ze sposo b ó w  na  ro zw iązan ie  teg o  p ro b lem u  je s t  zm iana  struk tury  
uk ładu  p o p rzez  d o łączen ie  d odatkow ego  e lem entu  d rg a jąceg o  w  postaci dynam icznego  
tłu m ik a  d rg ań  (rys. 7 .31).

Rys. 7.31. Model dynamiczny układu z dynamicznym tłumikiem drgań skrętnych 

Fig. 7.31. Dynamie model o f a system with a dynamie damper o f torsional vibrations
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O d p o w ied ź  b adanego  uk ładu  n a  w ym uszen ie  harm oniczne  op isu je  tran sm itan c ja  w idm ow a 
(w idm ow a funkcja  przejśc ia). D la analizy  charak terystyk  rezonansow ych  zazw yczaj 
w prow adza  się  jed n a k  bezw ym iarow y w spó łczynn ik  w zm ocn ien ia  am plitudy, k tóry  
o trzym uje  się p o p rzez  pom nożenie  transm itancji w idm ow ej p rzez  odpow iedni w spó łczynn ik  
sztyw ności:

n (co )= k \H {j(o ]  (7 .4 )

W spó łczynn ik  fi, op isu jący  k rzy w ą  rezonansow ą, m oże stanow ić funkcję celu  do  analizy  
w rażliw ości i op tym alizacji. Z b ió r zm iennych decyzyjnych  zaw iera  podstaw ow e param etry  
tłum ika, tak ie  jak : m asow y m om ent bezw ładności o raz  w spółczynnik i sz tyw ności i tłum ienia. 
O dpow iedn i d o b ó r tych  param etrów  um ożliw ia  zm in im alizow an ie  am p litu d y  d rg ań  c ia ła  
p ierw szego  w  rezonansie. Punk t p racy  znajdu je  się w tedy  pom ięd zy  dw om a strefam i 
rezonansow ym i, co  je s t  n iebezp ieczne p rzy  zm ianach  częstośc i siły  w ym uszającej podczas 
p racy  uk ładu. T o  n iekorzystne z jaw isko  m o żn a  w yelim inow ać p o p rzez  w prow adzen ie  
tłum ien ia  d o  zaw ieszen ia  tłum ika  drgań. Z byt duża  w artość  w spó łczynn ika  tłum ien ia  
pow o d u je  jed n ak , że  uk ład  taki zachow uje  się  ja k  uk ład  o  jed n y m  stopn iu  sw obody  o 
częstości rezonansow ej w  pob liżu  częstości rezonansow ej uk ładu  b ez  tłum ienia. Z atem  
w spółczynnik  tłum ien ia  pow inien  być tak  dobrany, żeby  zapew niał p racę  uk ładu  w  pew nym  
zakresie  częstości siły  w ym uszającej p rzy  w spółczynniku  w zm ocn ien ia  am plitudy  w iększym  
od zera. N a jm n ie jszą  w artość  w spółczynnik  w zm ocnien ia  uzyskuje  w tedy, gdy  punkty  
charak terystyczne  P i Q (punk ty  p rzec ięc ia  się  w ykresów  w ykreślonych  d la  różnych  w artości 
tłum ien ia) zn a jd u ją  się na  tej sam ej w ysokości. W ykreśla jąc  krzyw e rezonansow e d la  różnych  
w artości w spółczynnika  tłum ien ia  (rys. 7 .32), m ożna zauw ażyć, że ich po ło żen ie  zależy  
jed y n ie  o d  w artości m om entu  bezw ładności i sztyw ności zam ocow an ia  tłum ika.

Rys. 7.32. Krzywe rezonansowe układu dla różnych wartości współczynnika /5 =  —
co

Q
Fig. 7.32. Resonance curves obtained fo r different values o f coefficient j i  =  —

Co
O kreślen ie  w pływ u param etrów  tłum ika na  ksz ta łt krzyw ej rezonansow ej m ożliw e je s t  

dzięk i zastosow an iu  analizy  w rażliw ości. M etody  o b liczan ia  poch o d n y ch  funkcji celu  w 
dziedzin ie  częstości p rzedstaw iono  w  rozdzia le  4 .4 . B adania  porów naw cze  w ykazały , że d la 
rozpatryw anej k lasy  zagadnień  dokładność  m eto d y  bezpośredn iej i ró żn ic  sk o ńczonych  je s t

85



zb liżo n a  (rys. 7 .33). P ie rw sza  z  m eto d  cechu je  się  je d n a k  k ró tszym  czasem  o b liczeń  (rys. 
7 .34), szczeg ó ln ie  d la  rozbu d o w an y ch  m odeli i dużej liczby zm iennych  decyzyjnych .

co/ Wi
Rys. 7.33. Wyniki obliczeń pochodnej funkcji celu ze wzglądu na współczynnik tłumienia dla: a) metody 

bezpośredniej, b) metody różnic skończonych

Fig. 7.33. Results o f calculations o f the objective function derivatives with respect to the damping 
coefficient for: a) direct method, b) finite differences method

ModeI o 2 stopniach swobody M ode! o IS  stopniach swobody

Liczba zmiennych decyzyjnych

Rys. 7.34. Czas obliczeń pochodnej a) metodą różnic skończonych i b) metodą bezpośrednią dla modelu o 
2 i 15 stopniach swobody i różnej liczbie zmiennych decyzyjnych

Fig. 7.34. Time o f calculations o f derivatives by a) finite differences and b) direct method for models 
with 2 and 15 d.o.fand different number of design variables

W  celu  ok reślen ia  w ytycznych do op tym alizac ji cech dynam icznych  tłum ika  po rów nano  
p rzeb ieg i poch o d n y ch  w zględem  poszczegó lnych  param etrów  w  po b liżu  punk tów  
ch arak terystycznych  krzyw ej rezonansow ej (rys. 7 .35 ). A nalizu jąc  o trzym ane  p rzeb ieg i, 
stw ierdzono , że  w  o toczen iu  w artości m aksym alnych  p ochodne  funkcji celu  ze  w zg lęd u  na 
m aso w y  m o m en t b ezw ładnośc i i w sp ó łczynn ik  sz tyw ności zm ie n ia ją  znak. Pa ram etry  te 
zatem  nie b ę d ą  p rzydatne  p rzy  m in im alizacji funkcji celu  op isu jącej w artość  m aksym alną  
funkcji celu. M o żn a  zauw ażyć  rów nież, że  p o ch o d n a  ze  w zg lęd u  n a  w sp ó łczy n n ik  tłum ien ia  
osiąg a  ekstrem um  w  o toczen iu  teg o  punktu. Param etr ten  m oże być zatem  w ykorzystyw any  w 
p ro ces ie  op tym alizac ji. Jed n o cześn ie  w  o to czen iu  p u nk tów  P  i Q  p o ch o d n e  m asow ego
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m om entu  bezw ładnośc i w spółczynnika sztyw ności s ą  n iezerow e, z e ru ją  się  n a tom iast 
p o ch o d n e  ze  w zg lędu  n a  w spó łczynn ik  tłum ien ia . P o tw ierdza  to  fak t, że  w szystk ie  k rzyw e 
w ykreślone  d la  różnych  w spółczynników  tłum ien ia  p rzech o d zą  p rzez  te  punkty.

Rys. 7.35. Krzywa rezonansowa i bezwymiarowe pochodne w otoczeniu wartości maksymalnych oraz 
punktów charakterystycznych P i Q, gdzie: a) krzywa rezonansowa, b) pochodna ze wzglądu 
na moment bezwładności, c) pochodna ze wzglądu na współczynnik sztywności, d) pochodna 
ze wzglądu na współczynnik tłumienia

Fig. 7.35. Resonance curve and nondimensional derivatives in the neighborhood of peak values and 
characteristic points P and Q, where: a) resonance curve, b) derivative with respect to 
moment of inertia, c) derivative with respect to stiffness coefficient, d) derivative with 
respect to damping coefficient

P ow odzenie  p rocesu  op tym alizacji za leży  od w yboru  odpow iedn ie j funkcji celu. A by 
określić  postać  tej funkcji d la  rozpatryw anej k lasy  zagadnień , zbadano  w pływ  param etrów  
tłum ika na w artości m aksym alne w spółczynnika w zm ocnien ia  am plitudy. A nalizu jąc  funkcje 
p rze jśc ia  H(a>) uk ładu  napędow ego z  tłum ik iem  drgań  skrętnych  (rys. 7 .3 1 ), w ykreślone  d la  
różnych  w artości w spółczynnika  sztyw ności (rys. 7 .36), m asow ego  m om entu  bezw ładności 
(rys. 7 .37 ) i tłum ien ia  (rys. 7 .38), m ożna  w skazać na w ystępow anie  w yraźnych m inim ów  
g lobalnych. Jednak  funkcje celu, op isane ja k o  m aksym alne w artości w idm ow ej funkcji 
p rzejśc ia , w yznaczane w zględem  w spółczynnika sztyw ności i m asow ego  m om entu  
bezw ładnośc i, m a ją  m in im a lokalne. Z astosow an ie  g rad ien tow ych  m eto d  op tym alizac ji 
spow oduje  zatem  zatrzym anie  p ro cesu  po  znalezien iu  najb liższego  m inim um . W yznaczen ie  
op tim um  g lobalnego  w ym aga w ięc zm iany m etody  op tym alizacji b ąd ź  zm iany  po stac i funkcji 
celu. T ak a  funkcja  celu  p o w inna  m ieć w yraźne m inim um  globalne i sto sunkow o p ro s tą  
form ę. W ym agania  te  spełn ia  funkcja  celu  op isu jąca  po łożen ie  punk tów  P i Q. D o d a tk o w ą  
za le tą  tak ie j funkcji celu  je s t  to , że  n ie  zależy  o n a  od  param etrów  tłum ien ia . B io rąc  p o d  
uw agę pow yższe rozw ażan ia , p roces op tym alizacji p row adzono  dw uetapow o:

•  m in im alizacja  rzęd n y ch  punktów  P  i g  d la  dw óch  zm iennych  decyzyjnych  
(m asow ego  m om entu  bezw ładności i w spółczynnika  sztyw ności)

Min p((0PQ) (7 .5 )

•  m in im alizacja  w artości m aksym alnych krzyw ej d la  dw óch zm iennych  decyzyjnych 
(w spółczynników  sztyw ności i tłum ien ia)

MinMax fJ.{(0 ) (7 .6)
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Rys. 7.36. Widmowa funkcja przejścia układu z tłumikiem dynamicznym w funkcji współczynnika 
sztywnosci

F  tg. 7.36. Spectral transfer function o f the system with a dynamic damper versus stiffness coefficient 
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Rys. 7.37. Widmowa funkcja przejścia układu z tłumikiem dynamicznym w funkcji momentu 

bezwładności tłumika
Fig. 7.37. SpearaUransfer function o f the system with a dynamic damper versus inertia moment o f the
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Rys. 7.38. Widmowa funkcja przejścia układu z tłumikiem dynamicznym w funkcji współczynnika 
tłumienia

Fig. 7.38. Spectral transfer function ofthe system with a dynamie damper versus damping coefficient

Przeprowadzono dwa warianty obliczeń numerycznych, odnoszące się do różnego stopnia 
uproszczenia m odelu rozpatrywanego układu:

•  op ty m alizac ja  krzyw ej rezonansow ej uk ładu  z  dynam icznym  tłum ik iem  drgań  
skrę tnych  d la  z redukow anego  m odelu  dynam icznego  o dw óch  sto p n iach  sw obody. 
R edukcję  p rzep row adzono  z  w ykorzystan iem  m etody  syn tezy  m odalnej,

•  o p tym alizac ja  krzyw ej rezonansow ej uk ładu  z  tłum ik iem  d la  m odelu  dynam icznego  
uk ładu  o 15 stopn iach  sw obody.

K rzyw e rezonansow e uk ładu  w yznaczone d la  op tym alnych p a ram etró w  porów nano  
z  ch arak te ry sty k ą  uk ładu  w yjściow ego  (rys. 7 .39). U zyskano  d o b rą  zgodność  w yników  dla 
obu m odeli. Jednakże zastosow anie  m odeli up roszczonych  pow inno  być pop rzed zo n e  an a lizą  
w rażliw ośc i częstośc i i w ektorów  w łasnych. W  przypadku  uk ładu  o w ie lu  stopn iach  sw obody  
sku teczność  zastosow an ia  dynam icznego  tłum ika  drgań  zależeć będ zie  od je g o  
um iejscow ien ia. Z a  p o m o cą  analizy  w rażliw ości m ożna  w ykazać, że  na  w artości 
p oszczególnych  częstości m a w pływ  w iele e lem entów  układu. W  m o d elu  zredukow anym  nie 
m a m ożliw ości uw zględnien ia  tego  faktu. W  przedstaw ionym  przypadku  o trzym ano  w yniki 
zgodne, gdyż  tłum ik  do łączono  do  elem entu  decydującego  o w artości podstaw ow ej częstości 
w łasnej.

W ynik i sym ulacji oddzia ływ ań dynam icznych w  parach  k inem atycznych  
e lek trom echan icznego  uk ładu  napędow ego  przedstaw iono  n a  rysunku  7.40 . Jak  w ykazały  
w yniki sym ulacji num erycznych, uk ład  z  dynam icznym  tłum ik iem  drgań , dobranym  
z w ykorzystan iem  m etod op tym alizacji, cechuje  się n isk ą  w a rto śc ią  w spó łczynn ika  
w zm ocn ien ia  am plitudy  drgań w  szerok im  zakresie  częstości. M aksym alne  w artości 
w spó łczynn ika  d la  p ierw szego  rezonansu  zm nie jszono  o  oko ło  20  dB  (rys. 7 .39). E fektem  
tego  je s t  zm nie jszen ie  m aksym alnych w artości sił w  parach  k inem atycznych  (rys. 7 .40).
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Rys. 7.39. Krzywe rezonansowe dla układu z dynamicznym tłumikiem drgań skrętnych dobranym 
w procesie optymalizacji dla modelu układu: a) o 15 stopniach swobody, b) o 2 stopniach 
swobody oraz c) układu wyjściowego bez tłumika

Fig. 7.39. Resonance curves o f the system with a damper chosen in the optimization process fo r
a model o f the system: a) with 15 degrees o f freedom, b) with 2 degree o f freedom, 
c) without damper
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Rys. 7.40. Symulacja przebiegów momentu dynamicznego dla układu: a) bez tłumika oraz 
b) z tłumikiem

Fig. 7.40. Simulated dynamie torque in one o f kinematic pairs o f the electromechanical system: 
a) without damper, b) with a damper
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7.3. DOBÓR CECH KONSTRUKCYJNYCH ELEM ENTÓ W  PROTOTYPOWEGO  
UKŁADU NAPĘDOWEGO

B adania, k tó rych  w yniki zo s tan ą  om ów ione w  tym  rozdziale , d o ty czą  o k reślen ia  
w ybranych  cech  konstrukcyjnych  p ro to typow ego, e lek trom echan icznego  uk ładu  napędow ego. 
D oboru  cech  dokonano  w edług  algory tm u przedstaw ionego  we w prow adzen iu  do  p racy  (rys. 
1.1). B adan ia  stanow iły  fragm ent p ro cesu  pro jek tow o-konstrukcy jnego , w zakresie  
op tym alizac ji charak terystyk  dynam icznych  uk ładu  p rzen ies ien ia  m ocy. Z astosow anie  
tak iego  po d e jśc ia  m ożliw e było dzięki w spółpracy  zespo łu  badaw czego  z  konstruk toram i, 
poczynając  od  op racow an ia  koncepcji postaci konstrukcyjnej całego  uk ładu  napędow ego, a 
kończąc na  badan iach  dośw iadczalnych  p ro to typu  i o k reślen iu  w ybranych  cech 
konstrukcy jnych . N a e tap ie  op racow an ia  dokum en tacji konstrukcy jnej p rzygo tow ano  m odel 
dynam iczny  e lek trom echan icznego  u k ładu  napędow ego , k tó reg o  p a ram etry  o k reślono  na 
podstaw ie  rysunków  w ykonaw czych e lem en tów  napędu . N astępn ie  p rzep ro w ad zo n o  analizę  
d y n am iczn ą  i w yznaczono  podstaw ow e charak terystyk i dynam iczne  uk ładu , k tóre  
w ykorzystano  do op racow an ia  funkcji celu  i p rzep row adzen ia  badań  optym alizacy jnych . 
O trzym ane w yniki posłużyły  ja k o  w ytyczne do określen ia  op tym alnych  cech konstrukcyjnych  
w ybranych  e lem en tów  układu. P rzep row adzone  b adan ia  dośw iadcza lne  po tw ierdziły  
popraw ność  p rzy ję tych  zało żeń  i op racow anych  a lgory tm ów  obliczeń.

7.3.1. M odel drgań giętno-skrętnych układu

Z astosow an ie  w yników  badań  m odelow ych do w spom agania  p rocesu  p ro jek to w an ia  o raz  
w nioskow an ia  d iagnostycznego  w ym aga o p racow an ia  bardziej z łożonych  m odeli 
u w zględniających  w zajem ne oddzia ływ anie  na  sieb ie  p o duk ładów  tw orzących  złożony  
system  dynam iczny. T akim i podukładam i m o g ą  być: siln ik  napędow y, p rzek ładn ie  zębate 
o raz  korpus. B udow ane m odele  m u szą  zatem  m ieć w ęzły, um ożliw iające  realizację  
sp rzężen ia  dynam icznego  pom iędzy  nimi. W  przypadku  przek ładn i zębate j kon ieczne  sta je  się 
w ięc opracow anie  m odelu  drgań  g iętno-skrętnych  z m ożliw ośc ią  uw zg lędn ien ia  sztyw ności 
podparć  w ałów . N ajczęście j stosu je  się  m etodę hybrydow ą, b ę d ąc ą  po łączen iem  m etody 
e lem en tów  skończonych  (M E S ) i sztyw nych e lem entów  skończonych  (SE S). M etoda  ta 
zo sta ła  zas to so w an a  rów nież  w  nin iejszej pracy.

ORGAN URABIAJĄCY

Fig. 7.41. Kinematic scheme o f the transmission system
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Rys. 7.42. Model dynamiczny drgań giętno-skrętnych układu napędowego

Fig. 7.42. Dynamical model of transverse torsional vibrations o f the transmission system

Na rysunku 7.42 zastosowano następujące oznaczenia: 1..31 - numery węzłów podziału na elementy 
skończone. E1-E4 - elementy sprężysto-tłumiące, modelujące fragmenty wałów, S1-S19 - sztywne 
elementy skończone.

O p raco w an y  p rzestrzen n y  m odel dynam iczny  częśc i m echan icznej n ap ęd u  m a  119 stopni 
sw obody. M odel ten  um ożliw ia  analizę  sygnałów  generow anych  w  łożyskach  przek ładn i. 
S truk tu rę  m o d elu  i je g o  param etry  o k reślono  n a  p odstaw ie  dokum en tacji konstrukcyjne j 
p ro to ty p u  uk ładu  napędow ego . W yboru  liczby stopni sw obody  o raz  p o d z ia łu  na e lem enty  
sk ończone  dokonano , an alizu jąc  postać  k o n stru k cy jn ą  i d om inu jące  postacie  d rgań  (rys. 7 .41, 
7 .42).

B ad an ia  sym ulacy jne  o raz  op tym alizacy jne  p rzep ro w ad zo n o  w  środow isku  M A T L A B , 
w y k o rzystu jąc  p rogram y ob liczeń  op isane w  ro zd zia le  6 . Postac ie  m ac ierzy  sz tyw ności i 
b ezw ładnośc i m o d elu  zap rezen tow ano  na rysunkach  7 .43+7.46 . Z e w zg lęd u  n a  ch arak te r 
m acierzy , w ykazu jących  d u ż ą  liczbę w yrazów  zerow ych , zasto so w an o  a lg eb rę  m acierzy  
rzadk ich . U m o żliw ia  to  zm nie jszen ie  w ym aganej p am ięci operacy jne j i p rzysp ieszen ie  
o b liczeń  num erycznych . D alsze  oszczęd n o śc i m o żn a  poczyn ić , zm n ie jsza jąc  liczbę  stopni 
sw obody. P rzep ro w ad zo n e  b ad an ia  p o ró w naw cze  w ykazały , że zastosow an ie  m o d elu  drgań 
skrę tnych  o m niejszej liczbie stopni sw obody  pow o d u je  zaw yżanie  w arto ści s ił dynam icznych  
w  stosunku  do  dok ład n ie jszeg o  m odelu  d rgań  g ię tno-skrętnych . Z achow any  zosta je  jed n a k  
jak o śc io w y  ch arak te r ty ch  p rzeb ieg ó w  (rys. 7 .47 , 7 .48). S tw ierdzono  ró w nież , że  p o m in ięcie  
pew n y ch  stopn i sw obody , odp o w iad ający ch  drgan iom  giętnym , p o w o d u je  ok. 3-krotne 
zm n ie jszen ie  całkow itej liczby  stopn i sw obody  uk ładu  o raz  ok. 150-krotne sk rócen ie  czasu  
ob liczeń . T ak  znaczne  obn iżen ie  czasu  ob liczeń  spow odow ane by ło  pom in ięc iem  członów  
gen eru jący ch  sygnały  o w ysok ich  częstośc iach , k tó re  p o w o d u ją  „zag ęszczan ie” k roku  
o b liczeń  p o d czas num erycznego  ca łkow an ia  rów n ań  ruchu.
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Rys. 7.43. Niezerowe bloki macierzy bezwładności odpowiadające poszczególnym węzłom modelu 

Fig. 7.43. Nonzero blocks of the inertia matrix referring to particular nodes of the model

Rys. 7.44. Mapa niezerowych elementów macierzy bezwładności modelu drgań giętno-skrętnych o 119 
stopniach swobody

Fig. 7.44. Map of nonzero elements of inertia matrix of the model of transverse-torsional vibrations 
with 119 degrees of freedom
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Rys. 7.45. Niezerowe bloki macierzy sztywności odpowiadające poszczególnym węzłom modelu 

Fig. 7.45. Nonzero blocks of the stiffness matrix referring to particular nodes o f the model

Rys. 7.46. Mapa niezerowych elementów macierzy sztywności modelu drgań giętno-skrętnych o 119 
stopniach swobody

Fig. 7.46. Map of nonzero elements of stiffness matrix o f the model of transverse-torsional vibrations 
with 119 degrees o f freedom
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Rys. 7.47. Przebiegi momentu skręcającego wałek bezpieczeństwa dla modelu: a) o 37 stopniach 
swobody, b) o 119 stopniach swobody

Fig. 7.47. Torsional moment in a safety shaft obtained when using the model: a) with 37 d.o.f b) with 
119 d.o.f
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Rys. 7.48. Charakterystyki amplitudowo-częstotliwościowe momentu skręcającego wałek 
bezpieczeństwa dla modelu: a) o 37 stopniach swobody, b) o 119 stopniach swobody

Fig. 7.48. Amplitude-frequency characteristics o f the torque in a safety shaft obtained when using the 
model: a) with 37 d.o.f, b) with 119 d.o.f

U w zględn ia jąc  pow yższe uw agi, zdecydow ano, aby do bad ań  op tym alizacy jnych  
w ykorzystyw ać m odele  o m niejszej liczbie stopni sw obody. M odel d rgań g ię tno-skrętnych  
służył n a tom iast do  sp raw dzania  w pływ u param etrów , o trzym anych  w  p rocesie  op tym alizacji,
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na charakterystyki dynamiczne układu. Takie podejście stosowane jest również przez innych 
badaczy, np. [174]. Różnice polegają na sposobie redukcji liczby stopni swobody. 
Dokładniejsze odwzorowanie częstości własnych daje metoda kondensacji modalnej
[172,173], która jest stosowana przy optymalizacji w dziedzinie częstości. Mniejszą 
dokładność w dziedzinie częstości otrzymuje się przez pominięcie stopni swobody 
nieistotnych dla celu prowadzonych badań (rys. 7.48). Metoda ta umożliwia jednak 
zachowanie sensu fizycznego współrzędnych uogólnionych modelu zredukowanego oraz jego 
parametrów, co jest bardzo ważne przy wyborze funkcji celu w dziedzinie czasu.

Rozpatrywany układ napędzany jest asynchronicznym, jednoklatkowym silnikiem 
elektrycznym, który zamodelowano za pomocą modelu obwodowego z jednym obwodem 
zastępczym w wirniku (rys. 3.3). Równania ruchu zapisano w układzie współrzędnych (x ,y).

Rys. 7.49. Charakterystyka dynamiczna asynchronicznego silnika jednoklatkow ego  

Fig. 7.49. D ynam ie ch aracteristic o f  a  squ irrel cage asynchronous m otor

W wyniku rozwiązania modelu silnika elektrycznego połączonego z modelem układu 
mechanicznego otrzymano charakterystykę dynamiczną momentu napędowego, przedstawioną 
na rysunku 7.49.

7.3.2. Określenie wpływu parametrów silnika na zjawiska dynamiczne w parach 
kinematycznych

Analiza dynamiczna złożonych układów elektromechanicznych wymaga jednoczesnego 
rozpatrzenia zjawisk dynamicznych zarówno w części mechanicznej, jak i elektrycznej. Ze 
względu na występujące sprzężenia parametry części mechanicznej mają wpływ na wielkości 
dynamiczne w części elektrycznej i odwrotnie. Zbadanie tego wpływu jest możliwe za 
pomocą metod analizy wrażliwości. Badania takie przeprowadzono z wykorzystaniem 
modelu dynamicznego badanego układu. Określono wpływ najważniejszych parametrów 
silnika jednoklatkowego, takich jak: indukcyjność główna, indukcyjności rozproszenia, 
rezystancja fazy stojana oraz rezystancja klatki wirnika, na wartości oddziaływań 
dynamicznych (rys. 7.50, 7.51) w poszczególnych parach kinematycznych układu 
mechanicznego. Wyniki takie wykorzystuje się zarówno do optymalizacji i wzajemnego 
„dostrojenia” podukładów, jak również do zwiększenia dokładności modelu dynamicznego. 
Analizując wpływ poszczególnych parametrów na badane zjawiska dynamiczne, można 
wskazać te parametry, które należy szczególnie dokładnie wyznaczyć, gdyż decydują one o 
jakości i wiarygodności otrzymanych wyników symulacji komputerowych.
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Rys. 7.50. W zględne p rzyro sty  w artości m aksymalnych funkcji celu  opisujących m om ent w  p ierw sze j  
p a rze  kinem atycznej p o d cza s rozruchu układu, spow odow ane p rzyrostem  w artośc i 
param etrów  m odelu częśc i elektrycznej (1+5) i m echanicznej (6+51), gdzie: 1- Lm, 2-Ls, 
3-Lr, 4-Rs, 5-Rr, 6+21 -  m asow e m om enty bezw ładności i masy, 22+ 36  -  wybrane  
w spółczynniki sz tyw ności wałków, zazęb ień  i łożysk, 37+51 -  w spółczynniki tłum ienia

Fig. 7.50. R elative changes o f  peak  values o f  the ob jective function describing the torque on the I s' 
kinem atic p a ir  o f  the machine due to increase o f  som e param eters o f  the electric (1-5) and  
m echanical (6+51) pa rts  o f  the system  during the start-up, where: 1- L„„ 2-Ls, 3-L„ 4-Rs, 
5-Rr, 6+21 - se lec ted  m ass moments o f  inertia and masses, 22+ 36  - se lec ted  stiffness 
coefficients o f  shafts, m eshes and bearings, 37+51 - dam ping coefficients

Rys. 7.51. W zględne zm iany w artości m aksymalnych funkcji celu opisujących mom ent na w ale  
głów nym  m aszyny p o d cza s rozruchu układu, spow odow ane przyrostem  w artośc i niektórych  
param etrów  m odelu części elektrycznej i m echanicznej

Fig. 7.51. R elative changes o f  peak  values o f  the ob jective function describing the torque on the output 
shaft o f  the machine due to increase o f  som e param eters o f  the electrom agnetic and  
m echanical pa rts  o f  the system  during the start-up

97



Z punktu widzenia efektywności procesu optymalizacji istotnych informacji dostarcza 
analiza czasowych przebiegów pochodnych funkcji celu. Umożliwia ona szersze spojrzenie 
na wrażliwość układu oraz na badanie zachowania funkcji wrażliwości w otoczeniu wartości 
maksymalnych. Analizy takie można przeprowadzać, stosując bezwymiarowe funkcje celu i 
funkcje wrażliwości układu (rys. 7.52 i 7.53). Istnieje również możliwość porównywania 
kształtu bezwymiarowych funkcji czasowych, których sens fizyczny w rzeczywistości jest 
różny. W pracy zastosowano następujące kryterium: funkcje wrażliwości nie przekraczają 
wartości 1, a funkcja celu wartości 2. Zamieszczono przebiegi czasowe pochodnych dla 
wybranych parametrów silnika elektrycznego i części mechanicznej:

• Lm - indukcyjność główna,
•  Rr - rezystancja klatki wirnika,
•  /„■ - masowy moment bezwładności wirnika,
•  ks - współczynnik sztywności wałka bezpieczeństwa.

Funkcję celu oznaczono na rysunkach jako fc . Porównanie wyników analizy wrażliwości 
podczas rozruchu (rys. 7.52) i pracy w warunkach ustalonych (rys. 7.53) wskazuje, że w obu 
przypadkach proces optymalizacji będzie efektywniejszy przy jednoczesnym wykorzystaniu 
parametrów mechanicznych i elektromagnetycznych. Ekstrema funkcji wrażliwości na ogół 
układają się w różny sposób w stosunku do wartości maksymalnych. Przykładowo, sztywność 
wałka bezpieczeństwa wywiera znaczny wpływ na wartości maksymalne funkcji celu podczas 
rozruchu, a bardzo mały w warunkach ustalonych. Natomiast parametry elektryczne w 
znaczny sposób oddziałują na wartości maksymalne sił w pierwszym i ostatnim wałku 
przekładni zarówno podczas rozruchu, jak i pracy pod obciążeniem (rys. 7.50, 7.51). 
Jednocześnie znak pochodnej, ze względu na rozpatrywane parametry elektromagnetyczne, 
określający ich jakościowy wpływ, jest jednakowy prawie dla wszystkich maksimów (rys. 
7.54, 7.55). Dzięki temu parametry te podobnie wpływają na badane funkcje i nadają się do 
wykorzystania zarówno w procesie optymalizacji, jak i aktywnego sterowania poziomem 
drgań.

Rys. 7.52. P rzeb ieg i bezw ym iarow ych  funkcji celu  i w rażliw ości ze  w zględu  na w ybrane p a ra m etry  
siln ika i p rzek ładn i p o d cza s  rozruchu układu

Fig. 7.52. Changes o f  norm alized  ob jective and sensitivity functions due to se lec ted  p aram eters o f  the 
m otor an d  gearbox  during sta r t up
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Rys. 7.53. P rzeb ieg i bezw ym iarow ych  funkcji celu i w rażliw ości ze  w zględu  na w ybrane p aram etry  
silnika i przek ładn i w  warunkach ustalonych  

Fig. 7.53. Changes o f  norm alized objective and sensitivity functions due to se lec ted  p aram eters o f  the 
m otor and gearbox  during steady-sta te  conditions

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Numer p a ry  kinematycznej

Rys. 7.54. Zmiany w artości m aksymalnych funkcji celu  opisujących siły  w  poszczegó lnych  p arach  
kinem atycznych p odczas rozruchu układu, spow odow ane p rzyrostem  w artości 
indukcyjności p o la  g łów nego silnika

Fig. 7.54. Changes o f  peak values o f  the ob jective function describing fo rces in particu lar kinematic 
p a irs  due to increase o f  inductance o f  the main f ie ld  o f  the squirrel cage m otor during the 
start-up o f  the system
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Rys. 7.55. Zm iany w artośc i funkcji celu  opisujących s iły  w  p arach  kinem atycznych p o d cza s  rozruchu  
układu, spow odow an e p rzyrostem  w artośc i rezystancji wirnika silnika klatkowego

Fig. 7.55. Changes o f  peak  values o f  the ob jective function describ ing fo rc e s  in kinem atic p a irs  due to  
increase o f  resistance o f  the ro tor o f  the squ irrel cage m otor during the start-up
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Rys. 7.56. P rzeb ieg i mom entu skręca jącego  w ałek bezp ieczeństw a  d la  układu: a) p r z e d  optym alizacją, 
b) p o  op tym alizacji wybranych p aram etrów  siln ika napędow ego, c) p o  op tym alizacji 
siln ika oraz sztyw n ości wałka

Fig. 7.56. Torsional m om ent in a safety shaft: a ) before optim ization, b) a fter optim ization  o f  se lec ted  
p a ram eters o f  an electric  m otor, c) a fter optim ization o f  the elec tr ic  m otor an d  stiffness o f  
the shaft

Duża wrażliwość maksymalnych wartości sił w części mechanicznej na parametry 
elektromagnetyczne (rys. 7.54, 7.55) wskazuje, że pominięcie zjawisk dynamicznych w 
silniku napędowym może prowadzić do znacznych błędów w otrzymanych wynikach 
symulacji komputerowych, szczególnie w stanach nieustalonych. Zamieszczone wyniki 
obliczeń numerycznych wskazują, że najbardziej efektywnym podejściem do zagadnień 
optymalizacji cech dynamicznych elektromechanicznych układów napędowych jest wzajemne
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dostrojenie części elektromagnetycznej i mechanicznej poprzez odpowiedni dobór ich 
parametrów konstrukcyjnych. Jednoczesne zastosowanie parametrów mechanicznych i 
elektrycznych zapewnia uzyskanie najmniejszych wartości maksymalnych oddziaływań 
dynamicznych w parach kinematycznych układu, co przedstawiono na rysunku 7.56.

7.3.3. Badanie wrażliwości wartości własnych
Wyniki analizy wrażliwości stosowane są jako narzędzie wspomagające proces doboru 

zmiennych decyzyjnych do badań optymalizacyjnych. Podczas optymalizacji charakterystyk 
dynamicznych, opisanych zarówno w dziedzinie czasu, jak i częstotliwości, należy 
uwzględnić również zmiany wartości własnych i wektorów własnych, wynikające ze zmian 
wartości parametrów modelu.

Rys. 7.57. P rzew idyw ane p rzyro sty  w artości w łasnych ze  w zględu na p rzy ro st poszczegó lnych  
param etrów  bezw ładności 

Fig. 7.57. P red ic ted  increments o f  eigenvalues due to increase o f  particu lar inertia param eters

Rys. 7.58. P rzew idyw ane przyro sty  w artości w łasnych ze  w zględu  na p rzyro st poszczególnych  

param etrów  sztyw ności skrętnej

Fig. 7.58. P red ic ted  increments o f  eigenvalues due to increase o f  particu lar torsional stiffness 
coefficients
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Zbiór zmiennych decyzyjnych do optymalizacji określono uwzględniając wyniki analizy 
wrażliwości wartości własnych. Ze względu na brak szczegółowych informacji dotyczących 
zjawisk rozpraszania energii w układzie, badania przeprowadzono jedynie dla wybranych 
parametrów określających sztywności i bezwładności elementów układu napędowego (rys. 
7.57, 7.58). Analizowano trzy najniższe, niezerowe wartości własne. Analizę wrażliwości 
przeprowadzono metodą sprzężoną, która może być stosowana również do układów z 
wielokrotnymi wartościami własnymi. Wyniki obliczeń wskazują, że współczynnik 
sztywności wałka bezpieczeństwa (parametr nr 2 na rysunku 7.58) ma niewielki wpływ na 
podstawową niezerową częstość własną i stosunkowo duży wpływ na drugą częstość. Można 
zatem założyć, że zmiany wartości parametru w procesie optymalizacji nie powinny 
powodować znacznych zmian podstawowej częstości własnej układu.

7.3.4. Dobór sztywności wałka bezpieczeństwa
Jednym ze sposobów zabezpieczenia drogich układów napędowych o dużej mocy jest 

wprowadzenie elementu o mniejszej wytrzymałości, który ulega zniszczeniu w sytuacjach 
awaryjnych. Jest to szczególnie ważne dla układów pracujących w trudnych warunkach 
eksploatacyjnych, gdy niemożliwe jest przeprowadzenie naprawy w miejscu awarii. Elementy 
takie są zazwyczaj montowane w łatwo dostępnych miejscach, a szybka wymiana nie 
nastręcza większych problemów. Rozpatrywany układ zabezpieczono wałkiem 
bezpieczeństwa, którego zadaniem jest przeniesienie momentu skręcającego tylko do 
określonej wartości maksymalnej, po której przekroczeniu następuje zniszczenie wałka. 
Wałek cechuje się sztywnością niższą od sztywności pozostałych części układu. Sztywność 
skrętną wałka bezpieczeństwa, zainstalowanego w silniku napędowym, wybrano jako 
zmienną decyzyjną w procesie optymalizacji charakterystyk dynamicznych układu. Do badań 
przyjęto funkcję celu opisującą wartości maksymalne sił w parach kinematycznych układu. 
Przeprowadzono analizę wrażliwości sił dynamicznych w 15 wybranych parach 
kinematycznych na wartość współczynnika sztywności wałka (rys. 7.60). Na tej podstawie 
stwierdzono, że parametr nadaje się do badań optymalizacyjnych, gdyż wywiera jednakowy 
wpływ na większość wartości maksymalnych. Do określenia funkcji celu wybrano moment 
dynamiczny na wale głównym maszyny. Na rysunku 7.59 przedstawiono przebieg funkcji 
celu otrzymanej w wyniku symulacji numerycznej dla elektromechanicznego modelu o 37 
stopniach swobody opisanego w rozdziale 7.3.1.

Czas [s]

Rys. 7.59. Funkcja celu yĄt)=Mis(t)

Fig. 7.59. O bjective function t)=M ls2(t)
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W wyniku prowadzonego procesu optymalizacji określono optymalną wartość 
współczynnika sztywności. Wyznaczony parametr wprowadzono do modelu dynamicznego 
i przeprowadzono symulacje numeryczne celem porównania oddziaływań dynamicznych 
w układzie przed optymalizacją i po optymalizacji.

N um er p a ry  k inem atycznej

Rys. 7.60. Wpływ sztyw ności wałka bezpieczeństw a na w artości m aksymalne s ił  dynam icznych  
w  poszczególnych  parach  kinematycznych  

Fig. 7.60. Influence o f  the stiffness coefficient o f  a safety shaft on peaks o f  dynam ic fo rc e s  in 
particu lar kinematic pa irs

Rys. 7.61. P rzeb ieg  momentu w I p a rze  kinem atycznej układu z  wałkiem  bezpieczeństwa: a ) p rzed  
optym alizacją  b) p o  optym alizacji sztyw ności

Fig. 7.61. D ynam ie torsional moment in the 1“ kinem atic p a ir  with a  safety shaft: a ) before and  
b) after optim ization



Czas/ s]

Rys. 7.62. Przem ieszczen ie środka  jed n eg o  z  łożysk  w ału  w  kierunku osi x: a) p r z e d  o p tym alizacją  b) 
p o  op tym alizacji

Fig. 7.62. Translation d isplacem ent o f th e  centre o fo n e  o f th e  shaft bearings in d irection  o f  x-axis: a) 
before optim isation and b) a fter optim isation

Wyniki symulacji numerycznych dla wybranej pary kinematycznej przedstawiono na 
rysunkach 7.61 i 7.62. Wykazano, że właściwy dobór sztywności omawianego wałka 
powoduje zmniejszenie zarówno momentów skręcających w parach kinematycznych układu 
(rys. 7.61), jak również oddziaływań w punktach podparcia wałów (rys. 7.62). Zostało to 
potwierdzone podczas badań doświadczalnych, polegających na pomiarze przyspieszeń drgań 
na korpusie przekładni.

7.3.5. Badania doświadczalne prototypu
Weryfikacja założeń przyjętych w procesie modelowania, zastosowanych algorytmów 

obliczeń i otrzymanych wyników symulacji numerycznych została przeprowadzona na 
drodze doświadczalnej. Ze względu na złożoność postaci konstrukcyjnej analizowanego 
układu nie było możliwości bezpośredniego pomiaru sił w parach kinematycznych. Dlatego 
też przeprowadzono weryfikację pośrednią, poprzez pomiar przyśpieszeń drgań, 
rejestrowanych za pomocą dziesięciu czujników rozmieszczonych na korpusie maszyny. 
Miejsca zamocowania czujników określono na podstawie analizy przebiegów sygnałów 
drganiowych, symulowanych przy wykorzystaniu modelu drgań giętno-skrętnych (rys. 7.42). 
Rozpatrzono warianty układu z wałkiem bezpieczeństwa przed i po optymalizacji. 
Wprawdzie opracowany model przekładni zębatej nie uwzględniał odkształceń korpusu, lecz 
zamodelowano podatności łożyskowania wałów. Symulacje komputerowe wykazały, że 
zmiana sztywności wałka spowoduje obniżenie poziomu drgań w węzłach łożyskowych (rys. 
7.62). Stwierdzono również zmniejszenie amplitud uogólnionych sił dynamicznych w parach 
kinematycznych układu (rys. 7.61), powodujące zmniejszenie amplitud momentu 
napędowego silnika. Ze względu na to, że korpus silnika zamocowano do korpusu przekładni 
za pomocą połączenia kołnierzowego, zmienny moment napędowy wywołuje dynamiczny 
moment reakcji oddziałujący na korpus maszyny. Drgania węzłów łożyskowych oraz 
dynamiczny moment reakcji są zatem głównymi źródłami generowania drgań rejestrowanych 
na korpusie zarówno podczas rozruchu, jak i biegu jałowego.
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Rys. 7.63. P rzeb ieg i przysp ieszeń  drgań  zarejestrow ane na korpusie m aszyny p o d cza s  rozruchu układu  
z  wałkiem : a) p r z e d  i b) p o  optym alizacji. Zaznaczono w artośc i szczy tow e d la  obu

przeb iegów

Fig. 7.63. A cceleration  o f  vibrations m easured on the housing o f th e  m achine during the start o f th e  
system  with the shaft: a ) before and b) a fter optim ization. The peak  to  peak  values f o r  both  

sign als a re  m arked
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Rys. 7.64. W idmowa gęstość m ocy sygnału  przysp ieszen ia  drgań, zarejestrow anego  na korpusie  

m aszyny p o d cza s biegu ja łow ego , d la  układu z  wałkiem : a) p r z e d  i b) p o  op tym alizacji 

(zakres 10-200 H z)

Fig. 7.64. P o w er spectra l density o f  the acceleration  o f  vibrations signal m easured on the housing o f  
the machine during idle running o f  the system  with the shaft: a ) before an d  b) after 
optim ization  (frequency range 10-200 H z)
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Rys. 7.65. W idm owa g ęsto ść  m ocy sygnału  przysp ie szen ia  drgań, zare jestrow an ego  n a  korpusie  
m aszyny p o d cza s biegu ja ło w eg o , d la  układu z  w ałkiem : a) p r z e d  i b) p o  op tym alizacji 
(zakres 10-40 H z)

Fig. 7.65. P ow er spectra l density  o f  the acceleration  o f  vibrations signal m easured on the housing o f
the m achine during idle running o f  the system  with the shaft: a ) before an d  b) after
optim ization  (frequency range 10-40 H z)

Na podstawie wyników przeprowadzonych symulacji komputerowych określono 
następujące warianty pomiarów:
• pomiar przyspieszeń drgań dla rozruchu układu z wałkiem bezpieczeństwa przed 

optymalizacją,
• pomiar przyspieszeń drgań dla rozruchu układu z wałkiem bezpieczeństwa po

optymalizacji,
• pomiar przyspieszeń drgań podczas pracy na biegu jałowym układu z wałkiem

bezpieczeństwa przed optymalizacją,
• pomiar przyspieszeń drgań podczas pracy na biegu jałowym układu z wałkiem

bezpieczeństwa po optymalizacji.
Analizując wyniki przeprowadzonych badań doświadczalnych, stwierdzono, że 

zastosowanie w układzie napędowym wałka bezpieczeństwa o współczynniku sztywności 
określonym na podstawie badań optymalizacyjnych, powoduje zmniejszenie wartości 
chwilowych przyśpieszeń drgań we wszystkich punktach pomiarowych. Przykładowe 
przebiegi sygnałów przyśpieszenia drgań przedstawiono na rysunku 7.63. Zmiana sztywności 
nie spowodowała istotnych zmian w składzie widma gęstości mocy rejestrowanego sygnału 
(rys. 7.64). Stwierdzono natomiast zmniejszenie wartości amplitud odpowiadających 
niektórym częstościom (rys. 7.65). Wyniki potwierdzają słuszność przyjętych założeń oraz 
poprawność opracowanych algorytmów obliczeń numerycznych, gdyż model prawidłowo 
opisuje jakościowy wpływ cech konstrukcyjnych na zjawiska dynamiczne w parach 
kinematycznych. Weryfikacja ilościowa nie jest możliwa ze względu trudności pomiaru 
sygnałów generowanych w procesie symulacji numerycznej. Ponadto stwierdza się, że 
wprowadzenie do układu elementu zabezpieczającego o stosunkowo niskiej sztywności może 
być tanim i szybkim sposobem oddziaływania na charakterystyki dynamiczne. Jest to 
szczególnie ważne w przypadku wielowariantowej konfiguracji układu napędowego.
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8 . P R Z Y K Ł A D Y  O P T Y M A L IZ A C J I  C H A R A K T E R Y S T Y K  
R E Z O N A N S O W Y C H  U K Ł A D Ó W  D Y S K R E T N O -C IĄ G Ł Y C H  

I  C IĄ G Ł Y C H

Algorytmy optymalnego doboru własności dynamicznych w dziedzinie częstości 
i przygotowane programy komputerowe, które opisano w rozdziale 6 , mają charakter ogólny. 
Celem badań, których wyniki omówiono w tym rozdziale, było sprawdzenie możliwości 
zastosowania przygotowanych programów komputerowych do zagadnień kształtowania 
charakterystyk rezonansowych układów ciągłych i dyskretno-ciągłych. Omówione zostaną 
dwa przykłady, dotyczące belek wspornikowych z pasywnymi tłumikami drgań o różnej 
postaci konstrukcyjnej, których parametry dobrano metodami optymalizacji.

Istnieje wiele prac z zakresu dynamicznego tłumienia drgań belek [7,21,42,58,63, 
68,127,167,169], gdyż belka wspornikowa może z powodzeniem stanowić model wielu 
elementów maszyn i urządzeń (np. model ramienia robota [21], zęba koła zębatego [56], 
korpusu przekładni itp.). Układ taki jest układem ciągłym, mającym nieskończenie wiele 
stopni swobody, a co za tym idzie, charakterystykę rezonansową z wieloma składowymi. 
Zastosowanie dynamicznego tłumika drgań o jednym stopniu swobody do eliminacji drgań 
takiego układu może się okazać nieefektywne. Jednym ze sposobów rozwiązania tego 
problemu jest wprowadzenie kilku tłumików dynamicznych, np. typu masa-sprężyna [58] lub 
bezmasowych elementów sprężyna-tłumik [169]. Układy takie analizuje się, wykorzystując 
wyniki analizy modalnej. Zbadanie wpływu wartości tłumienia każdego z elementów typu 
sprężyna-masa-tłumienie na wartości własne i drgania wymuszone umożliwia optymalny 
dobór cech konstrukcyjnych układu [58,169]. Zastosowanie wielu tłumików drgań o szerokim 
zakresie częstotliwości zwiększa zdolności tłumienia drgań przy wzbudzeniu 
szerokopasmowym.

Metodę redukcji drgań, polegającą na odpowiednim umieszczeniu dodatkowej masy, 
której położenie określano technikami optymalizacji, zaprezentowano w pracy [68]. Badania 
prowadzono dla prosto podpartej belki wymuszanej siłą harmoniczną. Wrażliwość wartości 
własnych modelu Bernoulliego-Eulera belki wspornikowej z masą na końcu badano natomiast 
w artykule [42]. Drgania tłumiono za pomocą tłumika umieszczonego pomiędzy końcami 
belki. Określono wrażliwość układu na zmiany stałej tłumienia i położenia tłumika

Bardzo efektywną eliminację drgań rezonansowych złożonych układów drgających można 
uzyskać przy zastosowaniu tłumika dynamicznego, będącego układem ciągłym, np. w postaci 
płyty pierścieniowej [6,108] lub belki wspornikowej [21,109]. Celem takich badań jest 
zazwyczaj minimalizacja amplitud drgań dla pierwszego rezonansu. Jednakże porównanie 
wyników eksperymentalnych z wynikami badań optymalizacyjnych wskazuje na znacznie 
większe możliwości tego typu tłumików [6,21]. Przykładem może być ramię robota o 
strukturze belki wspornikowej, poruszające się z dużymi prędkościami pomiędzy dwoma 
stanowiskami roboczymi. Nagłe zatrzymanie ramienia generuje nadmierne drgania. Badania 
zachowania układu z tłumikiem konwencjonalnym wskazują, że istnieje zależność pomiędzy 
położeniem ramienia i efektywnością działania tłumika. Wprowadzenie tłumika w postaci 
belki wspornikowej powoduje, że efektywność eliminacji drgań nie zależy od orientacji 
układu [21]. Inne badania wskazują natomiast na możliwość rozstrojenia większej liczby 
rezonansów za pomocą jednego tłumika ciągłego [108,109].
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8.1. OPTYM ALIZACJA CH ARAKTERYSTYKI REZO N A N SO W E J U KŁADU  
CIĄGŁEGO  Z  D YSK R ETN YM  TŁU M IKIEM  D R G A Ń

Jako przykład układu dyskretno-ciągłego wybrano belkę utwierdzoną z tłumikiem w 
postaci masy zawieszonej na sprężynie, z dołączonym elementem tłumiącym (rys. 8.1). Dla 
belki zginanej równanie ruchu przyjmie postać:

„ , o  y i x,ii —a y\x,t „  /
E l 2 *  + m ' I V  = F'( t)  (8.1)

rd 4y (x ,t)  ~ d 2y(x ,t)  
dxi d t2

Równanie ruchu tłumika jest następujące:
FA ‘)=  ~mey e{ t ) = c e(ye ~ y z )+ k '{ y e - y j  (8.2)

E,I,m x

| ł c .
^  C = ]

Rys. 8.1. Model belki z  dynamicznym tłumikiem o jednym stopniu swobody

Fig. 8.1. Model of a cantilever beam with one degree of freedom dynamic vibration damper

Analityczne rozwiązanie zagadnienia doboru cech dynamicznych powyższego układu z 
tłumikiem można uzyskać np. poprzez rozwinięcie w szereg funkcji własnych. Jednakże 
niedogodnością takiego podejścia jest mała uniwersalność, ponieważ ogranicza się ono do 
prostych układów, a każda zmiana postaci konstrukcyjnej wymaga przeprowadzenia wielu 
operacji matematycznych.

Rys.

Fig.

Częstość f rad 's/

8.2. Funkcje przejścia belki utwierdzonej: a) z  tłumikiem zawierającym element dyssypacvjny. 
b) z tłumikiem bez elementu dyssypacyjnego, c) bez tłumika

8.2. Transfer functions of a cantilever beam: a) with a dynamic damper, b) with a damper without 
damping, c) without damper
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Bardziej ogólnym sposobem rozwiązania tego zagadnienia jest dyskretyzacja z 
wykorzystaniem metody sztywnych bądź odkształcalnych elementów skończonych, a 
następnie zastosowanie metod optymalizacji do doboru cech dynamicznych tłumika. Badania 
takie przeprowadzono z wykorzystaniem wcześniej przedstawionego algorytmu. Belkę 
podzielono na 8 sztywnych elementów skończonych. Model belki z tłumikiem posiadał 49 
stopni swobody, a wyniki doboru cech dynamicznych tłumika przedstawiono na rysunku 8.2 .

Belka z dynamicznym tłumikiem drgań, dobranym w procesie optymalizacji, wykazuje 
znaczne zmniejszenie amplitud przemieszczeń w zakresie pierwszego rezonansu (rys. 8.2 a). 
Porównując przebiegi charakterystyk rezonansowych układu z tłumieniem i bez tłumienia 
przedstawione na rysunku 8.2 a i b, można stwierdzić, że wartości maksymalne amplitud dla 
przypadku tłumienia odpowiadają punktom charakterystycznym P  i Q, zatem znalezione 
optimum jest optimum globalnym.

8.2. OPTYM ALIZACJA CHARAKTERYSTYK D YN AM ICZNYCH  UKŁADU  
CIĄGŁEGO Z  TŁUM IKIEM  CIĄGŁYM

Zastosowanie tłumika drgań w postaci masy skupionej do układu o wielu stopniach 
swobody umożliwia skuteczne eliminowanie tylko jednego rezonansu. Może to się okazać 
niewystarczające, szczególnie wtedy, gdy zależy nam na obniżeniu zarówno poziomu drgań, 
jak i hałasu. Badania doświadczalne [108,109] wykazały, że dołączenie tłumika ciągłego, o 
postaci konstrukcyjnej zbliżonej do układu wyjściowego, umożliwia jednoczesne rozstrojenie 
kilku rezonansów. Jednakże dobór metodą doświadczalną cech konstrukcyjnych takiego 
tłumika jest procesem złożonym. Badania są kosztowne i pracochłonne, dlatego też 
przeprowadzono próby określenia długości tłumika metodami optymalizacji. Rozpatrywano 
przypadek belki o wymiarach 0 ,019x 0,1 x 0,4 m z tłumikiem o przekroju poprzecznym 0,002  
x 0,03 m (rys. 8.3), gdyż dla takich wartości dysponowano wynikami doświadczalnymi, 
pochodzącymi z testów modalnych [109].

Rys. 8.3. Belka utwierdzona z ciągłym, dynamicznym tłumikiem drgań 

Fig. 8.3. Cantilever beam with a continuous dynamic vibration damper

Porównując charakterystyki rezonansowe układu otrzymane dla różnych długości tłumika 
(rys. 8.4) można stwierdzić, że w zakresie długości le=0,l+0 ,2  m istnieje wyraźne minimum 
globalne dla wartości około 0,134 m. Jednakże minimalizacja amplitud drgań, przy 
wykorzystaniu funkcji celu opisującej wartości maksymalne w strefie rezonansu, wymaga 
zastosowania metod poszukiwania minimum globalnego, gdyż dla tak wybranej funkcji celu 
istnieje wiele minimów lokalnych. W takim przypadku bardzo efektywna okazuje się 
optymalizacja prowadzona według schematu opisanego w podrozdziale 7.2.6, gdyż krzywe, 
opisujące położenie punktów P i Q, dla pierwszego rezonansu, mają tylko jedno minimum, 
odpowiadające wartości około 0,134 m (rys. 8.5 i 8.6). Wyznaczone w ten sposób optimum
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jest niezależne od opisu własności tłumiących w układzie. Szczególnie ta ostatnia cecha jest 
bardzo ważna z punktu widzenia dokładności przyjętego modelu układu i braku możliwości 
precyzyjnego opisu własności tłumiących.

(O [rud/s]

Rys. 8.4. C harakterystyka rezonansow a w  funkcji d ługości tłumika ciągłego

Fig. 8.4. Resonance characteristic versus the length o f  a  continuous dynam ic vibration dam per

(O [  r a d /s ]

Rys. 8.5. C harakterystyka rezonansow a z  naniesionym i punktam i P  i Q dla tłum ika ciąg łego

Fig. 8.5. Resonance ch aracteristic with p lo tte d  po in ts P  an d  Q  f o r  a continuous dynam ic vibration  
dam per

co [rad /s]  /, [m]

Rys. 8.6. K rzyw e po ło żeń  punktów  P  i Q  w  funkcji d ługości tłumika

Fig. 8.6. C urves o f  position s o f  po in ts P  and Q  versus the dynam ic dam per's length
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Analizowany układ zamodelowano z wykorzystaniem metody sztywnych elementów 
skończonych i dokonano następującego podziału na elementy skończone:
• belka - 8 elementów,
• tłumik - 8 elementów.
Tak przygotowany model o 96 stopniach swobody opisano układem równań różniczkowych 
(3.1) i wyznaczono widmową funkcję przejścia (4.50). Następnie przeprowadzono badania 
optymalizacyjne dla jednej zmiennej decyzyjnej, opisującej długość jednej gałęzi tłumika. 
Optymalizację przeprowadzono według schematu opisanego w podrozdziale 7.2.6. W  wyniku 
obliczeń, prowadzonych dla pierwszej częstości rezonansowej układu, wyznaczono długość 
tłumika, który umożliwia rozstrojenie tej częstości (rys. 8.7).

on [rad's]

Rys. 8.7. P ierw szy rezonans belki rozstro jony p rze z  optym alny tłumik drgań

Fig. 8.7. F irst resonance o f  the system  detuned with a dynam ic dam per a fter optim ization

Analizując otrzymane wyniki obliczeń dla układu z tłumikiem po optymalizacji 
(przedstawione na rysunku 8.8), można zauważyć jednoczesne rozstrojenie zarówno 
pierwszego, jak i drugiego rezonansu. Potwierdza to wyniki badań doświadczalnych [109]. 
Amplituda drgań rezonansowych została obniżona o około 45% (rys. 8.9 a, c). Należy 
podkreślić, że pomimo braku dokładnego opisu własności tłumiących i podziału na niewielką 
liczbę elementów, błąd wyznaczenia długości w stosunku do wyniku z pomiarów 
doświadczalnych wyniósł około 0,5%.

J L 1 A
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

co [rad/s] ^  co [rad/sJ h)

Rys. 8.8. C harakterystyki rezonansow e układu z  dynam icznym  tłumikiem drgań: a) bez tłum ienia  
oraz b) z  tłumieniem

Fig. 8.8. Resonance curves o f  the system  with a  dynam ic vibration dam per: a) without damping, 
b) with dam ping
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Rys. 8.9. C harakterystyki d la  w ybranych zakresów  częstości odpow iadające p ierw szem u  i drugiem u  
rezonansow i: a ) belki, b) belki z  tłumikiem bez uwzględniania tłumienia, c) belki z  tłumikiem  
z  uwzględnieniem  tłum ienia w ew nętrznego

Fig. 8.9. C haracteristics fo r  se lec ted  frequ en cy ranges corresponding to the f ir s t an d  the second  
resonance: a) o f  the cantilever beam, b) o f  the beam  with the dam per without dam ping, 
c) o f  the beam  with dam per taking into account internal dam ping

Rys. 8.10. Punkty charakterystyczne P  i Q dla zakresu częstości odpow iadającego  I  rezonansow i belki, 
gdzie: a) krzyw a rezonansow a belki bez tłumika, b) krzyw e d la  belk i z  tłumikiem  
w ykreślone p rz y  różnych w artościach  w spółczynnika tłumienia. D odatkow o zaznaczono  
rozw iązan ie optym alne

Fig. 8.10. C h aracteristic po in ts P  and Q fo r  the frequ en cy range corresponding to the 1st resonance o f  
the beam, where: a) resonance curve o f  the beam  without dam per, b) resonance curves o f  
the beam  with a  dam per obtained fo r  different values o f  its internal dam ping
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Rys. 8.11. Punkty charakterystyczne P i Q  dla zakresu częstości odpow iadającego U  rezonansow i 
belki, gdzie: a) krzyw a rezonansow a belki bez tłumika, b) krzywe dla belki z  tłumikiem  
w ykreślone p rzy  różnych w artościach  w spółczynnika tłumienia

Fig. 8.11. C haracteristic poin ts P  and Q fo r  the frequ en cy range corresponding to the 2nd resonance o f  
the beam, where: a) resonance curve o f  the beam  without dam per, b) resonance curves o f  
the beam  with a  dam per obtained fo r  different values o f  its internal dam ping

xlOJ
Częstość [rad 's]

Rys. 8.12. Punkty charakterystyczne P i Q dla zakresu częstości odpow iadającego III rezonansow i 
belki, gdzie: a) krzyw a rezonansow a belki bez tłumika, b) krzyw e dla belki z  tłumikiem  
w ykreślone p rzy  różnych w artościach  współczynnika tłumienia

Fig. 8.12. C haracteristic poin ts P  and Q fo r  the frequ en cy range corresponding to the 3rd resonance o f  
the beam, where: a) resonance curve o f  the beam  without dam per, b) resonance curves o f  
the beam  with a dam per obtained fo r  different values o f  its internal dam ping

113



Na podstawie otrzymanych wyników optymalizacji można stwierdzić, że zastosowany 
schemat obliczeń jest efektywnym narzędziem w procesie kształtowania charakterystyk 
dynamicznych elementów maszyn. Analiza krzywych rezonansowych wykreślonych dla 
różnych wartości współczynnika tłumienia wskazuje, że dla małego tłumienia stałe punkty P  i 
Q można zaobserwować również dla kilku wyższych rezonansów (lys. 8.10+8.12). 
Zwiększanie wartości współczynnika tłumienia poza wartość graniczną powoduje jednak 
„rozmycie się” tych punktów. Wyniki optymalizacji dla poszczególnych wariantów obliczeń 
zamieszczono w tabeli 8.1.

Tabela 8.1

Zestawienie wyników doboru cech dynamicznych tłumika drgań____________

L p. M e to d a  d o b o ru  cech  d y n am iczn y ch U Im] b,[m] h,[m] c, [Ns/m]
1 Doświadczalna \ 1091 0,135 0,03 0,002 materiałowe
2 Odczyt z wykresu 0,134 0,03 0,002 materiałowe
3 Optymalizacja gradientowa 0,1348 0,03 0,002 materiałowe
4 Optymalizacja AG 0,1341 0,03 0,002 materiałowe

0,1348 3,736-105
5 Optymalizacja wszystkich parametrów (AG) 0,2 0,0426 0,0037 1,019106

Długości gałęzi tłumika wyznaczone różnymi metodami mają zbliżone wartości. Badania 
optymalizacyjne prowadzono również, wykorzystując algorytm ewolucyjny z reprezentacją 
zmiennoprzecinkową. Przebieg zmian funkcji celu opisującej wartość największej amplitudy 
krzywej rezonansowej w poszczególnych generacjach, podczas optymalizacji długości i 
współczynnika tłumienia, przedstawiono na rysunku 8.13.

Rys. 8.13. P rzeb ieg  zm ian w artośc i funkcji celu  najlepszego osobnika w  poszczegó lnych  pokoleniach. 
Zastosow ano reprezen tacją zm iennoprzecinkow ą

Fig. 8.13. Changes o f  the ob jective function o f  the best individual in p a rticu lar generations. The real 
value represen tation  has been app lied
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Rys. 8.14. C harakterystyki rezonansow e układu z  dynam icznym  tłumikiem drgań: a) m odel 
początkow y, b) p o  optym alizacji długości, c) z  dodatkowym  tłumieniem, d) p o  optym alizacji 
wszystkich param etrów  tłumika

Fig. 8.14. Resonance curves o f  the system  with a dynam ic dam per: a) initial m odel, b) after 
optim ization o f  the length, c) with additional damping, d) after optim ization o f  a ll design  
p aram eters

Algorytm wykazał szybką zbieżność do wartości optymalnej. Przeprowadzono również 
badania optymalizacyjne zmierzające do doboru wszystkich parametrów konstrukcyjnych 
tłumika (rys. 8.14). Obliczenia prowadzono, wykorzystując 25 osobników w każdej populacji. 
Otrzymane parametry tłumika zamieszczono w tabeli 8.1. Główną zaletą zastosowania 
algorytmów ewolucyjnych do doboru cech dynamicznych tłumika była łatwość 
sformułowania zadania optymalizacji, z wykorzystaniem nieciągłej funkcji celu 
i ograniczeniami jedynie na wartości zmiennych decyzyjnych (8.3):

Mini// = a - H max(b ,w ) (8.3)

gdzie: a  - współczynnik skalujący funkcję celu, / / max - maksymalna wartość widmowej 
funkcji przejścia.

Zastosowanie algorytmu ewolucyjnego dla złożonych modeli o wielu stopniach swobody 
wymaga dłuższego czasu obliczeń w porównaniu z czasem rozwiązania analogicznego 
zadania optymalizacji metodami gradientowymi.



9. PODSUMOWANIE

Wyniki przeprowadzonych badań potwierdziły słuszność postawionej tezy. Dowiedziono, 
że zastosowanie metod analizy wrażliwości i optymalizacji umożliwia efektywne 
kształtowanie charakterystyk dynamicznych układów drgających, a w szczególności 
elektromechanicznych układów napędowych, powodując znaczne zmniejszenie 
maksymalnych amplitud sił w parach kinematycznych. Badania takie mogą być z 
powodzeniem stosowane do wspomagania procesu projektowo-konstrukcyjnego prototypów 
maszyn i urządzeń. Wykazano, że badania optymalizacyjne są efektywnym narzędziem 
wspomagającym określanie cech konstrukcyjnych, zapewniając odpowiednie własności 
dynamiczne projektowanego układu. Umożliwia to znaczne skrócenie czasu oraz obniżenie 
kosztów przygotowania produktu o wysokich parametrach eksploatacyjnych.

Jednolity, macierzowy opis struktury i własności fizycznych układu ułatwia uogólnienie 
algorytmów i stwarza możliwości stosowania funkcji celu opisujących jego własności oraz 
charakterystyki dynamiczne rozpatrywane zarówno w dziedzinie czasu, jak i częstotliwości. 
Opracowano algorytmy i programy komputerowe do optymalnego kształtowanie 
charakterystyk dynamicznych, które umożliwiająm.in.:

•  analizę dynamiczną elektromechanicznych układów napędowych maszyn roboczych 
dużej mocy,

•  ocenę wpływu poszczególnych parametrów modelu fizycznego na wartości sił 
dynamicznych w parach kinematycznych i na wybrane charakterystyki 
częstotliwościowe,

• optymalizację własności dynamicznych układu.
Prezentowane wyniki symulacji komputerowych, przeprowadzanych dla układów 

dynamicznych, pozwalają na wyciągnięcie następujących wniosków:
• opracowane algorytmy i programy komputerowe mają charakter ogólny i mogą być 

z powodzeniem stosowane do określania cech konstrukcyjnych układów 
elektromechanicznych o podobnej postaci konstrukcyjnej,

•  zamieszczone wyniki badań potwierdziły, że prezentowane algorytmy mogą być 
zastosowane do badania układów dyskretnych, dyskretno-ciągłych oraz ciągłych,

• zaproponowane modele dynamiczne elektromechanicznych układów napędowych 
uwzględniają najważniejsze zjawiska decydujące o ich własnościach dynamicznych,

• wyniki optymalizacji cech dynamicznych układów napędowych potwierdziły utylitarny 
charakter opracowanej metodyki,

• przedstawione funkcje celu prawidłowo opisują zjawiska dynamiczne w parach 
kinematycznych i mogą być stosowane do doboru własności dynamicznych układów,

• metody optymalizacji umożliwiają odpowiedni dobór cech konstrukcyjnych układu, 
zapewniających minimalizację poziomu drgań,

• efektywnymi metodami optymalizacji dla rozpatrywanej klasy zagadnień są metody 
sekwencyjnego programowania liniowego i kwadratowego oraz, dla pewnej grupy 
zadań, algorytmy ewolucyjne,

•  analiza wrażliwości może wspomagać budowę efektywnych i wiarygodnych modeli 
dynamicznych, uwzględniających te czynniki, które mają decydujący wpływ na 
dynamikę złożonych układów fizycznych,

• porównując wrażliwość badanych zjawisk na poszczególne parametry układu, można 
wskazać, które z parametrów modelu zasadniczo oddziałują na przyjętą funkcję celu 
i powinny być wyznaczane ze zwiększoną dokładnością,

• znaczne zmiany wartości współczynników wrażliwości w poszczególnych sekwencjach 
optymalizacji wskazują, że stosowanie metod analizy wrażliwości do wyboru
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zmiennych decyzyjnych powinno być uzupełnione badaniami wrażliwości wszystkich 
parametrów po zakończeniu optymalizacji,

•  wyniki analizy wrażliwości układu elektromechanicznego wskazują na znaczny wpływ 
parametrów silnika napędowego na wartości maksymalne i przebiegi sił dynamicznych 
w parach kinematycznych, co potwierdza konieczność uwzględniania sprzężeń 
elektromechanicznych w opracowywanych modelach, szczególnie przy analizie stanów 
nieustalonych,

• przyjęcie zbioru zmiennych decyzyjnych, zawierającego parametry modelu 
elektrycznego i mechanicznego, pozwala na wzajemne dostrojenie obydwu 
podukładów, czego końcowym efektem jest obniżenie poziomu drgań.

Doświadczalne pomiary przyspieszeń drgań potwierdziły założenia przyjęte w procesie 
modelowania układu oraz poprawność opracowanych algorytmów obliczeń w zakresie 
jakościowego opisu zjawisk dynamicznych. Wyniki dotychczasowych badań świadczą 
o wysokiej efektywności matematycznego modelowania zjawisk dynamicznych, jak również 
metod analizy wrażliwości oraz optymalizacji.

Przeprowadzone badania teoretyczne i doświadczalne oraz analiza ich wyników wskazują 
na potrzebę dalszych badań w zakresie:

•  rozbudowy nieliniowych modeli układów elektromechanicznych z uwzględnieniem 
losowych odchyłek parametrów i ich wpływu na zjawiska dynamiczne oraz 
z uwzględnieniem stochastycznego charakteru wymuszeń zewnętrznych,

• opracowania algorytmów modelowania drgań giętno-skrętnych układu napędowego 
wraz z korpusem,

• opracowania modeli układów elektromechanicznych z układami sterowania i aktywnej 
eliminacji drgań,

• dalszego rozwoju algorytmów analizy wrażliwości i optymalizacji cech dynamicznych 
układów napędowych,

• opracowania funkcji celu opisujących zjawiska, decydujące o trwałości i niezawodności 
układu.
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Optymalizacja własności dynamicznych układów napędowych maszyn

Streszczenie

W  pracy przedstawiono algorytmy modelowania, analizy wrażliwości i optymalizacji 
własności dynamicznych w zastosowaniu do wspomagania procesu konstrukcyjnego 
elektromechanicznych układów napędowych dużej mocy. Celem pracy było przygotowanie 
algorytmów doboru cech konstrukcyjnych układów fizycznych, umożliwiających optymalne 
kształtowanie charakterystyk dynamicznych, opisanych zarówno w dziedzinie czasu, jak i 
częstotliwości. Zamieszczono ogólne wprowadzenie do omawianych zagadnień, poparte 
analizą publikowanych wyników badań z zakresu tematyki pracy. Omówiono podstawy 
modelowania elektromechanicznych układów napędowych z silnikami asynchronicznymi i 
przekładniami zębatymi. Rozpatrzono modele obwodowe dwuklatkowych i jednoklatkowych 
silników elektrycznych. Szczególną uwagę zwrócono na przestrzenne modele dynamiczne 
przekładni zębatych oraz przekładni planetarnych, uwzględniające nieliniowe charakterystyki 
sztywności zazębień. Omówione modele stanowiły podstawę opracowania algorytmów 
analizy wrażliwości charakterystyk dynamicznych układów, których konfiguracje opisano za 
pomocą macierzy bezwładności, sztywności i tłumienia. Opracowane algorytmy 
kształtowania charakterystyk dynamicznych umożliwiają sformułowanie zadania 
optymalizacji wykorzystując funkcje celu i ograniczeń opisane w przestrzeni zmiennych 
decyzyjnych, dziedzinie czasu lub częstotliwości.

Zastosowane funkcje celu umożliwiają badanie wrażliwości wartości i wektorów własnych 
oraz charakterystyk dynamicznych. Analiza wrażliwości traktowana jest jako wstęp do 
dalszych badań optymalizacyjnych. Przedstawiono i porównano metody optymalizacji 
przydatne do rozpatrywanych funkcji celu, zarówno z zakresu metod programowania 
matematycznego, jak i algorytmy ewolucyjne.

Badania przeprowadzono z wykorzystaniem dyskretnych i dyskretno-ciągłych modeli 
dynamicznych elektromechanicznych układów maszynowych. Dla wybranych zagadnień 
optymalizacji zbiór zmiennych decyzyjnych zawierał zarówno wielkości opisujące model 
układu mechanicznego, jak również parametry elektryczne silnika napędowego. Tak 
postawione zadanie optymalizacji umożliwiło dostrojenie części mechanicznej i elektrycznej 
napędu poprzez dobór parametrów modelu. W procesie optymalizacji zastosowano metody 
gradientowe. Dla zagadnień optymalizacji charakterystyk dynamicznych w dziedzinie 
częstotliwości sprawdzono również przydatność metod ewolucyjnych.

Algorytmy obliczeń numerycznych posłużyły do przygotowania programów 
komputerowych. Programy optymalizacji własności dynamicznych układów drgających 
zastosowano do kształtowania charakterystyk dynamicznych dwóch, prototypowych, 
elektromechanicznych układów napędowych dużej mocy. Zjawiska dynamiczne badano z 
wykorzystaniem modeli drgań skrętnych i giętno-skrętnych. Przeprowadzono również 
optymalizację charakterystyk rezonansowych układów dyskretno-ciągłego i ciągłego na 
przykładzie belek wspornikowych z dynamicznymi tłumikami drgań o różnej postaci 
konstrukcyjnej. Opracowana metodyka badań oraz programy komputerowe zostały 
zweryfikowane przez doświadczalne pomiary charakterystyk dynamicznych na obiektach 
rzeczywistych. Otrzymane wyniki badań symulacyjnych i doświadczalnych potwierdzają 
słuszność przyjętej tezy, co zawarto w podsumowaniu pracy.
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częstotliwości sprawdzono również przydatność metod ewolucyjnych.

Algorytmy obliczeń numerycznych posłużyły do przygotowania programów 
komputerowych. Programy optymalizacji własności dynamicznych układów drgających 
zastosowano do kształtowania charakterystyk dynamicznych dwóch, prototypowych, 
elektromechanicznych układów napędowych dużej mocy. Zjawiska dynamiczne badano z 
wykorzystaniem modeli drgań skrętnych i giętno-skrętnych. Przeprowadzono również 
optymalizację charakterystyk rezonansowych układów dyskretno-ciągłego i ciągłego na 
przykładzie belek wspornikowych z dynamicznymi tłumikami drgań o różnej postaci 
konstrukcyjnej. Opracowana metodyka badań oraz programy komputerowe zostały 
zweryfikowane przez doświadczalne pomiary charakterystyk dynamicznych na obiektach 
rzeczywistych. Otrzymane wyniki badań symulacyjnych i doświadczalnych potwierdzają 
słuszność przyjętej tezy, co zawarto w podsumowaniu pracy.
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Abstract

The paper presents algorithms of modelling, sensitivity analysis and optimization of 
dynamic characteristics applicable for aiding the process of designing of high-power 
electromechanical driving systems. The objective of the paper was to develop algorithms for 
selecting of design features of physical systems so that dynamic characteristics described both 
in the time domain and in the frequency domain might be shaped in the best possible manner. 
A general introductory presentation of problems under consideration, backed by an analysis 
of the published results of investigations involved in the subject matter of the paper is also 
contained there. Essentials of modelling of electromechanical driving systems provided with 
asynchronous motors and toothed gears are dealt with. The investigations cover circuit 
models of double squirrel-cage motors and single squirrel-cage ones. A  special attention is 
paid to spatial dynamic models of toothed gears and planetary gears, with nonlinear 
characteristics of the mesh stiffness being taken into account. The described models served as 
the basis for evolving the algorithms of the analysis of sensitivity of dynamic systems, the 
configurations of which are expressed by means of matrices of inertia, stiffness and damping. 
The developed algorithms of shaping of the dynamic characteristics make it possible to 
formulate the problems of optimization when making use of the objective functions and 
constraints described in the space of decision variables.

The applied objective functions allow the sensitivity of eigenvalues and eigenvectors 
as well as of dynamic characteristics to be examined. The analysis of sensitivity is regarded as 
an introduction to further optimization oriented investigations. Methods for optimization 
applicable for the objective functions under consideration, covering both methods of the 
mathematical programming and evolution algorithms, are presented and compared.

Discrete as well as discrete and continuous dynamic models of electromechanical 
systems of the machines have been utilized in the course of investigations. For the selected 
problems of optimization, the set of decision variables contained both quantities describing a 
model of a mechanical system and electric parameters of a driving motor. The so formulated 
task of optimization made it possible to tune the mechanical part and the electrical one of a 
drive by selecting of parameters of the model. The applicability of evolution methods for 
optimization of dynamic characteristics in the field of frequency has been proved as well.

Computer programs have been developed with the aid of algorithms of numerical 
calculations. Programs aimed at the optimization of dynamic characteristics of vibrating 
systems allowed dynamic characteristics of two prototypes of high-power electromechanical 
driving systems to be shaped. Investigations of dynamic phenomena were carried out when 
using models of torsional and of transverse-torsional vibrations. The optimization of 
resonance characteristics of a discrete and continuous system as well as of a continuous 
system was also performed. Cantilever beams with dynamic dampers of vibration of different 
design form served as an example. The developed methodology of investigations and 
computer programs have been verified by experimental measurements of dynamic 
characteristics as taken on real objects. From the results obtained during simulations and 
experiments it is evident, that the assumption made is proper and this is indicated in the 
conclusions of the dissertation.
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