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Rozdziat 1

Cel i zakres pracy

Analiza wielorozdzielcza wykorzystujgca metody falkowe zajmuje istotna role w cyfrowej analizie i prze-
twarzaniu funkcji jedno lub wielowymiarowych.

Przeksztatcenia tego typu ze wzgledu na swoja atrakcyjnos¢ i mozliwos¢ dopasowania do zbioru
probek badanego uktadu znalazty swoje zastosowanie m. in. podczas badania nieciggtosci funkgji,
usuwania szumu czy tez w algorytmach zwiazanych z kompresja obrazéw [3].

W 1992 roku Tom Hopper z FBI's Criminal Justice Information Services Division oraz Jonathan
Bradley i Chris Brislawn z Los Alamos National Laboratory opracowali metode zastosowania falek do
kompresji odciskéw palcéw.

Zmniejszanie pojemnosci danych oparli o zaawansowane metody progresywnego kwantowania
wspotczynnikéw wykorzystujac zaleznosci przestrzenne pomiedzy wspétczynnikami falkowej reprezen-
tacji obrazu [18].

Pozwolito to na znaczna oszczedno$¢ przestrzeni dyskowej w celu przechowywania ponad 200
milionéw zdje¢. [3, 4, 10].

Innym praktycznym przyktadem jest film ,, Toy Story 2", wyprodukowany w 1995 roku przez Pixar
Studios, gdzie duza czes¢ bryt zostata zabarwiona w przestrzeniach podpasmowych, co z matema-
tycznego punktu widzenia jest réwnowazne zastosowaniu falek[34].

Najbardziej znanym, a jednoczesnie najczesciej uzywanym formatem kompresji z zastosowaniem
technik falkowych jest format JPEG2000 wprowadzony przez International Standards Organization
w roku 1999[34]. Format ten zostat wprowadzony jako uzupetnienie istniejacych, bardzo popularnych
technik kompresji JPEG, wykorzystujac do celéw przetwarzania obrazu jednowymiarowa transformate
falkowa z filtrami biortogonalnymi CDF(5,3) i CDF(97)[7].

Filtry CDF (rozdz. 13.5) zrealizowane za pomoca schematu liftingu, pozwalaja na zaprojekto-
wanie odwracalnych transformacji catkowitoliczbowych za pomoca biortogonalnych wspétczynnikow
falkowych. W konsekwencji btad rekonstrukcji jest praktycznie zerowy, a wyniki przeksztatcen zblizone
sa do operacji zmiennoprzecinkowych.

Tego typu transformata falkowa ma swoje zastosowanie réwniez w zapisach wideo w kompres;ji
réznicowej kolejnych ramek obrazu [39, 43].

Powyzsze praktyczne zastosowanie, jak i zainteresowanie autora dotyczace aspektéw falkowych,
miato decydujacy wptyw na tematyke zawartg w dalszych czesciach rozprawy.
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Rysunek 1.1: Przyktad wykorzystania przeksztaltceni falkowych

Jednym z celéw pracy byto zaprezentowanie w sposéb chronologiczny powstawanie teorii falkowej,
zaczynajac od przestrzeni ortogonalnych ciagtych, jak i dyskretnych, koiczac na przestrzeni biortogo-
nalnych realizowanych za pomoca schematu liftingu.

W czesci Il zostata przeprowadzona elementarna analiza falkowa funkgcji ciggtych. Poruszone sa
w niej kwestie ortogonalnosci funkcji bazowych jak i konsekwencje stosowania ich podczas dalszej
analizy.

Wstepne wtasnosci przestrzeni ortogonalnych przedstawione za pomoca szeregu Fouriera uwidacz-
niajg problem tzw. nieskonczonej energii (rozdz. 2).

Starajac sie eliminowac¢ ten problem, pokazany zostat ortogonalny uktad falkowy, ktéry w dalszym
etapie zostat szczegétowo oméwiony (rozdz. 3).

tacznie z oméwieniem ortogonalnosci uktadu wprowadzone zostaty falki o nosniku zwartym, po-
zwalajac na uzyskanie funkcji falkowych z filtrami o skonczonej odpowiedzi impulsowej (rozdz. 4)[75].

Korzystajac z powyzszej wtasnosci, a zarazem narzucajac dodatkowe ograniczenia na stopnie swo-
body filtréw dolno i gérnoprzepustowych za pomoca tzw. momentéw znikajacych, zdefiniowano
i oméwiono dodatkowe wtasnosci falek Daubechies (rozdz. 4.2) o maksymalnej liczbie momentéw
dla danego nosnika.

Rozdziaty czesci Il opisuja takze metody uzyskiwania wartosci wspotczynnikéw filtrow funkeji
falkowych i skalujacych w sposéb doktadny za pomoca algorytmu Stranga dla punktéw binarnych
(rozdz. 6.1) jak i techniki przyblizone otrzymywane w sposéb iteracyjny (rozdz. 8).

Czes¢ 1l jest kontynuacja czesci |l ktéra opisuje podstawowe wihasnosci analizy wielorozdzielczej,
z wykorzystaniem technik falkowych, w ktérej istotna role odgrywa szczegétowo oméwiony algorytm
Mallata (rozdz. 9.5).

W rozprawie nakreslony zostat spos6b wyznaczania wspétczynnikéw falkowych i skalujacych (rozdz.
9.6), pomijajac przy tym pracochtonna i obarczong duzym btedem zaokraglenia - operacje catkowania.

Ostatni rozdziat czesci 1l (rozdz. 10) stanowiac niejako przejscie z przestrzeni ciagtych do jej
odpowiednika w przestrzeni dyskretnej, prezentuje dyskretna transformate falkowa dla przestrzeni
ortogonalnych.

Dyskretyzacja transformaty jest konsekwencja algorytmu Mallata pozwalajacego na stosunkowo
proste rozdzielenie funkcji dyskretnej na jej reprezentacje zgrubng jak i szczegétowa. Dzieki takiej
zaleznosci dyskretna transformate falkowa mozna uogdlnié na jej odpowiednik w przestrzeniach bior-
togonalnych.

Wstepem do wyzej wymienionych przestrzeni i ich baz falkowych jest cze$¢ IV ktéra prezentuje
analize wielorozdzielcza w oparciu o tzw. macierz polifazowa (rozdz. 12).

Opisana jest w niej faktoryzacja macierzy przy wykorzystaniu algorytmu Euklidesa (rozdz. 13.2)
ktéry pozwala doprowadzi¢ reprezentacje polifazowa do tzw. postaci predykcyjnej wykorzystujaca
technike schematu liftingu.

Schemat ten umozliwia wyodrebni¢ biortogonalna reprezentacje zgrubna i szczegétowa wykorzy-
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stujac zalezno$¢ pomiedzy parzystymi i nieparzystymi probkami podlegajacymi analizie (rozdz. 13).

Podstawowa wersja schematu liftingu [72] jest konstrukcja przestrzeni aproksymacji i detali doko-
nujac wstepnego podziatu prébek na elementy parzyste i nieparzyste, a nastepnie przeprowadzajac na
nich transformacje za pomoca dwéch przeksztatcen zwanych odpowiednio

e blokiem predykcji*

e blokiem uaktualnienia

probki nieparzyste 9 m rep. szczegéioy\ra .

14 ' dj-l
59.. |9 [° |

. S] {@ 1 blok 1/2 Elaokktualnienia

predykcji
5
I'5 -5/—\7 _ 7
prébki parzyste Q_/ rep. zgrubna S]'l

Rysunek 1.2: Przyktad realizacji schemat liftingu

W bloku predykcji opisanym m. in. w rozdz. 13.6 szacowane s3 nowe prébki nieparzyste na
podstawie prébek parzystych, ktére po wyliczeniu odejmuje sie od oryginalnych préobek nieparzystych
wstepnego podziatu otrzymujac przestrzen detali d tzw. reprezentacje szczegétows.

Kolejny blok jest operacja uaktualnienia, ktéry jest poniekad etapem odwrotnym, rekompensuja-
cym utrate potowy wspétczynnikéw aproksymacji podczas wstepnego podziatu. Modyfikacja wartosci
probek parzystych odbywa sie na zasadzie dodania do nich wartosci powstatej z liniowej kombinacji
wspotczynnikéw detali tworzac reprezentacje zgrubna. Operacja uaktualnienia ma na celu normaliza-
cje uktadu w taki sposéb, aby wartos¢ srednia wspoétczynnikéw aproksymacji miata ta samg wartos¢
co wartos¢ srednia prébek przed transformacja.

W ostatnim rozdziale czeéci IV jako wkfad wtasny, autor opisat i udowodnit swoje spostrzeze-
nia dotyczace zalezno$ci wzajemnej wspotczynnikéw wektora predykgji jak i uaktualnienia dla funkcji
periodycznych . Wykazuja one, ze suma wspétczynnikéw wektora predykgeji jest réwna 1, zas dla
uaktualnienia wynosi ona 3 (rozdz. 13.9).

W artykutach [61, 60] dla celéw wyznaczania nowych prébek nieparzystych w bloku predykcji Wim
Sweldens zaproponowat technike interpolacji wielomianowej, gdzie wspétczynniki wielomianu oblicza
sie na podstawie prébek parzystych stanowigce wezty wielomianu interpolacyjnego (rozdz. 13.6).

Obliczajac probki detali, nowe wartosci prébek nieparzystych przyjmowane sa jako wartosci punk-
téw nalezace do funkcji interpolujacej, lezace réwnoodlegle pomiedzy prébkami parzystymi.

Na rys. 1.3 przedstawiony jest przyktad szacowania prébek nieparzystych (%) z interpolacja wielo-
mianowa podczas operacji predykgji, z wykorzystaniem dwéch sasiadujacych, prébek parzystych (e).
Numer rzedu predyktora okresla liczbe prébek uzywanych w celu wyznaczenia funkcji interpolujacej
(w opisywanym przypadku rzad predyktora ma wartos¢ Il) .

*Pojecie predykcji ma swoje uzasadnienie w terminologii cyfrowego przetwarzania szeregéw czasowych tzw.
sygnaléw. Okresla ono przewidywanie wartosci nowych prébek nieparzystych na podstawie znajomosci probek
parzystych. W matematyce termin okreslany jest zazwyczaj szacowaniem, jednakze ze wzgledu na aspekty histo-
ryczne i rozpowszechnione nazewnictwo okreslenie predykcja bedzie uzywana w dalszej czesci pracy.
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Rysunek 1.3: Blok predykcji dla predyktora rzedu II

Poniewaz, zgodnie z przyktadem, wielomianem interpolujacym dla dwéch punktéw jest wielomian
stopnia | (funkcja liniowa), w konsekwencji otrzymuje sie ogdlna zaleznos¢, ze rzad predyktora jest
zawsze o jeden wiekszy od stopnia wielomianu interpolowanego.

Charakterystyczna cecha takiego podejscia, jest to, ze do estymacji prébek nieparzystych dla wa-
runkéw brzegowych, mozna wykorzystaé zaleznosé probek parzystych najblizej potozonych szacowane;
probki (rozdz. 13.6). W klasycznym podejsciu do filtracji prébek przyjmuje sie okresowy charakter
zestawu probek lub doktada sie prébki na krancach dziedziny wykorzystujac zasade lustrzanego odbi-
cia.

? 5zacowanieProbekNieparzystych

SzacowanieProbekMieparzystych[funkdia, zakres, zakresWidocznosci]
Funkcja prezentujaca zastosowanie interpoladi i
aproksymadji metoda najmnigjszych kwadratow w bloku predykcji schematu liftingu

funkcjalx ] := ¥ + REandomBeal [0.2] - 0.1;
zakres = {0, 2, 0.2};
zakresWidocznosci = {{0, 0.8}, {0.2, 0.8}}:

Rysunek 1.4: Szacowanie probek nieparzystych - dane

Podczas wieloletnich badan nad analiza falkowsa i jej implementacja komputerowa dla funkgji jedno
i dwuwymiarowych autor zauwazyt, ze funkcja interpolujaca nie zawsze pozwala wyliczy¢ w sposéb
zadowalajacy, z odpowiednio zadana doktadnoscia, nowe prébki nieparzyste. Duze rozbieznosci pomie-
dzy wartosciami prébek nieparzystych funkgji oryginalnej a wartosciami prébek szacowanych prowadza
do duzego zaszumienia reprezentacji szczeg6téw, powodujac utrate istotnych informacji (1.5 I1).

W pracy, w czeéci V, jako alternatywe dla tego typu rozwiazania, zostata zaproponowana autor-
ska realizacja bloku predykcji za pomoca aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw (w skrécie
MNK) , ktéra stanowi jednocze$nie istote pracy wtasnej (rozdz. 14).

Aby zobrazowa¢ réznice, pomiedzy aproksymacja MNK a interpolacja na rys. 1.5 zaprezentowane
zostaty 4 wykresy, przy czym pierwszy z nich (rys. 1.5 1) przedstawia zbiér wszystkich prébek bioracych
udziat w transformacji z wykorzystaniem zaréwno interpolacji, jak i aproksymacji funkcji, gdzie

e Punkty e—czerwone okreslaja probki parzyste stuzace do wyznaczania funkgcji interpolujacej, czy
tez aproksymujacej podczas bloku predykcji
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e Punkty e—niebieskie reprezentuja probki nieparzyste wstepnego podziatu, biorace udziat w wy-
znaczaniu reprezentacji szczegétowej

e Punkty o—zielone wyznaczaja prébki nieparzyste oszacowane w bloku predykcji za pomoca
aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw (regresji prostej)

e Punkty o—niebieskie okreslaja prébki nieparzyste oszacowane w bloku predykcji za pomoca
interpolacji wielomianowej

e Funkcja wielomianowa f(x) opisana kolorem niebieskim przedstawia funkcje interpolujaca
e Funkcja liniowa g(x) wykreslona w kolorze zielonym reprezentuje funkcje aproksymacyjna

e Czerwone pionowe linie taczace prébki parzyste z funkcja aproksymujaca okreslaja btad aprok-
symacji funkcji wzgledem punktéw parzystych

W celu przejrzystosci i opisu istoty problemu w bloku predykcji na rys. 1.5 Il zaprezentowany zostat
fragment grupy probek podlegajacych analizie.

Jak wynika z reprezentacji graficznej, wyznaczenie nowych prébek nieparzystych (o—niebieskie)
za pomoca funkgji interpolujacej nie jest gwarancja lepszego oszacowania ich wzgledem prébek nie-
parzystych (e—niebieskie), oryginalnych (rys. 1.5 II, IlI).

Na podstawie omawianego przykfadu mozna zauwazy¢, ze wyznaczone nowe prébki za pomoca
funkcji aproksymujacej (o—zielone) sa obarczone mniejszym btedem szacunkowym (predykcji) wzgle-
dem prébek oryginalnych (rys. 1.5 11, IV).

Reasumujac, uzycie wielomiandw interpolujacych nie zawsze prowadzi do znalezienia optymalnego
rozwiazania problemu.

Ponadto, aproksymacja ze wzgledu na swoje wtasciwosci dotyczace wyznaczania linii trendu bez
ograniczenia interpolacyjnego (funkcja aproksymacyjna nie musi przechodzi¢ przez wszystkie wezty
badanego uktadu), pozwala na znalezienie funkcji (g(z) z rys. 1.5) o znacznie nizszym stopniu anizeli
wielomian interpolacyjny (f(z) z rys. 1.5).

Dodatkowa zaleta jest to, ze funkcja aproksymacyjna nie musi by¢ wielomianem.

Cze$c¢ V, nawiazujaca do autorskiego pomystu wyznaczania predyktora za pomoca aproksymacji
MNK, ukazuje réwniez problem tzw. ztego uwarunkowania macierzy wspétczynnikéw uktadu z jedno-
czesna propozycja eliminacji problemu (rozdz. 14.3 - 14.5).

W czesci tej zobrazowana zostata takze relacja pomiedzy klasyczna transformacja falkowa a jej
realizacja za pomoca schematu liftingu.

Przedstawia ona sposéb wyznaczania filtréw gérno- i dolnoprzepustowych przy pomocy blokéw
predykgji i uaktualnienia wraz z przyktadowym wykresleniem funkcji skalujacej i falkowe;.

Ostatni rozdziat omawianej czesci rozprawy jest rozdziatem podsumowujacym analize funkgji jed-
nowymiarowej, prezentujacy sposéb wykorzystania schematu liftingu z wykorzystaniem aproksymacji
MNK m.in. do celéw odszumiania funkgcji czy tez badania jej nieciggtosci.

Czesé¢ VI pracy poswiecona badaniom i analizie obrazu podczas redukcji szumu (rozdz. 17.1),
usuwaniu nieciggtosci (rozdz. 17.2) i badaniu wrazliwosci schematu liftingu z wykorzystaniem aprok-
symacji MNK na zerowanie wspétczynnikéw transformaty dla celéw kompresji obrazu (rozdz. 17.3).

Podczas badania wrazliwosci na zerowanie wspétczynnikéw przeprowadzono analize eliminacji pro-
gowej modelu przestrzennego koloréw RGB jak i YCbCr z wykazaniem ich réznic w celach optymali-
zacyjnych (rozdz. 17.3).

Czes¢ VI jest podsumowaniem rozprawy doktorskiej, okreslajaca obszar zastosowan metod fal-
kowych w oparciu o schemat liftingu.

Prezentuje ona analize wynikéw uzyskanych w pracy, potwierdzajac poprawnosé postawionych tez,
opisanych w czesci |, proponujac dalsze drogi rozwoju dla wielorozdzielczej analizy funkcji za pomoca



14 ROZDZIAL 1. CEL I ZAKRES PRACY
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13989.6x°-9319.91 % + 3813.1x° - 874.655 %" « 86.1139 x'* //funkcia interpolujaca
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Rysunek 1.5: Szacowanie prébek nieparzystych - implementacja

schematu liftingu wykorzystujacego aproksymacje metoda najmniejszych kwadratéw w bloku predykcji.

Do celéw badan i prezentacji zostat wykorzystany zbiér metod i procedur (wymienionych w rozdz.
19) stworzonych a zarazem oprogramowanych przez autora za pomoca uniwersalnego srodowiska do
modelowania matematycznego Mathematica firmy Wolfram.

Zbiér funkcji zostat pogrupowany i przygotowany do dystrybucji, stanowiac w petni dziatajacy
i kompleksowy pakiet narzedzia Mathematica do analizy schematu liftingu z wykorzystaniem aprok-
symacji MNK.

W pracy sformutowano nastepujace tezy:

Teza 1:

Mozliwe jest zdefiniowanie nowej biortogonalnej transformaty falkowej w przypadku ktérej, w bloku
predykcji schematu liftingu, zamiast interpolacji wielomianowej zaproponowanej przez Wima Swel-
densa [61, 60] uzyta jest aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw.

Teza 2:

Nowa transformata falkowa spetniajaca wszystkie wtasnosci analizy wielorozdzielczej, posiada réwniez
korzystna ceche, ktéra jest mozliwos¢ wykorzystania funkcji aproksymujacej w bloku predykcji o rze-
dzie nizszym badz réwnym funkcji interpolujace;.
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Poprawnos¢ stawianych tez autor zaprezentowat we wnioskach koncowych czesci VII odwotujac
sie jednoczesnie do odpowiednich fragmentéw rozprawy doktorskiej.

W czesci VIII, ostatniej zamieszczona zostata bibliografia wraz ze spisami rysunkéw, tabel i al-
gorytméw wykorzystywanych w pracy.






Czesé 11

Analiza falkowa ortogonalnych funkcji
claglych

17






Rozdziat 2

Wstep do przestrzeni ortogonalnych

Joseph Fourier na podstawie badan dotyczacych strumienia przeptywu ciepta zauwazyt, ze przeptyw
podobnie jak dzwiek mozna przedstawi¢ jako sume prostych funkcji sinusoidalnych o statych czesto-
tliwosciach i amplitudach.

Wykazat, ze kazdy funkcje harmoniczna spetniajaca warunki Dirichleta® mozna przedstawi¢ w po-
staci dyskretnej [44, 5]

flz) = % + Z ancos(nx) + Z by sin(nz) (2.1)
n=1 n=1

Mnozac obustronnie wyrazenie 2.1 przez cos(nz), a nastepnie catkujac przez ffﬁotrzyma’( ogdlny
wzér na wspotczynniki a,, okreslajace amplitude sktadowych cos(nz)

™
1
an =< f(x),cos(nx) >= — /f(a:)cos(nx), n=0,1,2,3,... (2.2)
T
—T
Analogicznie mnozac przez sin(max) i catkujac przezflr wyprowadzit wzér na wspétczynniki by, tj.

by, =< f(z), sin(nz) >= i/f(x)szn(na:), n=123,... (2.3)

Aby rozszerzy¢ dziedzine badanej funkcji wystarczy zmienié¢ granice catkowania © — Q%t , wtedy

*Jezeli f : R — R jest funkcja okresowa o okresie T spelnia warunki Dirichleta
T

1. Funkcja f jest bezwzglednie catkowalna, tzn. [ 2, |f(z)|dz < oo
-3

2. Funkcja w przedziale jednego okresu posiada skonczona liczbe maksiméw lokalnych i miniméw lokalnych
3. Funkcja w przedziale jednego okresu posiada skonczong liczbe punktéw niecigglosci pierwszego rodzaju

wtedy f posiada reprezentacje w postaci szeregu Fouriera

19
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to postac ogc’)lna badanej funkcji prezentuje sie jako liniowa kombinacja funkcji harmonicznych na

przedziale < — 2, 2 >.

Zatem
_ % + i a COS(n2£t) + i b sin(nQ—wt) (2.4)
N 2 n=1 ! T n=1 ! T |
gdzie
T
2
9 T
Ay = T / x(t)cos(n—t)dt, n = 07 17 27 37 tee (25)
_T
2
(2.6)

2
by, T/x smn—t)dt n=12,3,.
r
2

Powyzszy szereg nazywamy szeregiem Fouriera.
W praktyce czesto stosowany jest inny zapis zaleznosci 2.4, ze wzgledu na jej fizyczna zaleznos¢
2” , gdzie w nosi nazwe pulsacji lub czestosci kotowej funkcji z(t) co w kon-

Przyjmuje sie, ze w =
sekwencji prowadzi do wzoru

00 )
a/ .
z(t) = 30 + Z ancos(nwt) + Z bpsin(nwt), (2.7)
n=1 n=1
gdzie
T
2 2
a, = T / x(t)cos(nwt)dt, n = 07 17 27 37 s <28)
_T
2
T
2 2
_T
2
- wspdtczynni-

Wspétczynniki a,, nazywane s3 czesto wspétczynnikami widma parzystego, zas b

kami widma nieparzystego.
Aby zunifikowa¢ zapis wspétczynnikéw a,, i b, do jednego zapisu ¢, postaé trygonometryczna

mozna przedstawi¢ za pomoca zespolonej postaci wyktadnicze;.
Woykorzystujac wzory Eulera
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einwt _ e—inwt
) t) = 2.10
sin(nwt) 5 (2.10)
inwt —inwt
cos(nwt) = ¢ +2€ (2.11)
szereg Fouriera mozna zapisa¢ w postaci [47]
e .
z(t) = > cpe™™ (2.12)
n=-—o00
gdzie ¢, - nazywamy amplituda zespolona i wyraza sie wzorem
T
1 2
Cn = = / x(t)e "™ dt (2.13)
_r
2

Zaleznosci pomiedzy wspdtczynnikami postaci trygonometrycznej, a postacia wyktadnicza mozna
zobrazowa¢ w ponizszy sposéb

an, = Cp+c_p = ¢+ = 2R(cpn)
b = jlen—con) = ilen—c) = —25(cpn) (2.14)
cn = ¢,

Weryfikujac wtasnosci szeregu mozna zauwazy¢, ze funkcje bazowe t.] %, cos(wt), ..., cos(nwt),
T

sin(wt), ..., sin(nwt) spetniaja uktad ortogonalny, gdzie iloczyn skalarny fog :% J 2 f(t)g(t)de.
2

W rozdziale tym zostat opisany szereg Fouriera, poniewaz jest on niejako prekursorem szeregéw or-
togonalnych otwierajacym nowe horyzonty rozwoju analizy wielorozdzielczej z analiza falkowa wtacznie
[25, 26, 68].

Szereg Fouriera ma niestety swoje wady, funkcja sinusoidalna wraz ze stata amplituda narzuca
pewne ograniczenia zwigzane z aproksymacja funkcji badanej ze wzgledu na jej nieskonczona energie.
Wykorzystywanie ortogonalnych funkgcji falkowych do celéw aproksymacyjnych, opisywanych w na-
stepnym rozdziale, pozwala na eliminacje tego problemu.






Rozdziat 3

Falki ortogonalne i réwnania

definiujace

Falki ortogonalne to rodziny funkcji zbioru liczb rzeczywistych, z ktérych kazda jest wyprowadzona
z funkcji tzw. falki matki za pomocg przesuniecia i skalowania.

Ymn () = 22 9(2™2 — n) (3.1)

Funkcje te oprécz powyzszej wtasnosci posiadaja skoficzona energie skupiong wobec punktu dzieki
czemu eliminuja problem funkcji sinusoidalnych.
Analiza falkowa spetnia dodatkowo 5 podstawowych postulatéw [75]:

Postulat 1

Istnieje ciag przestrzeni Vas, Vars1, Vare2, - -+, Vin, . . . ktére naleza do przestrzeni aproksymacji wza-
jemnie zanurzonych w L?(R), zwanych analiza wielorozdzielcza, gdzie

Vi CVys1 C...CVpC...CL}R), M eZ (3.2)
lim V;, = {0}

lim V,, = L*(R)

m—00

gdzie kazda z przestrzeni V,,, posiada baze ortonormalng {vp, () }nez, to znaczy

Vin = {vmn(z), n € Z} (3.3)

23



24 ROZDZIAL 3. FALKI ORTOGONALNE I ROWNANIA DEFINIUJACE

Dzieki powyzszej wtasnosci mozna zdefiniowa¢ wielostopniowa aproksymacje dowolnej funkgji
F(x) € L*(R).

F(a:;m):z:ainvmn(:c)7 m=M,M+1,... (3.4)
nez
gdzie
abl = / F(x)vmn(x)dz

Precyzja aproksymacji rosnie wraz ze wzrostem m.
Postulat 2

Istnieje ciag War, Wars1, - .., Wy, przestrzeni detali takich, ze [29]

WindVin A Vg1 = Vi @ Win (3.5)

dlame M, M +1, ... gdzie kazda z przestrzeni W,,, posiada baze ortonormalna {w,»(z)nez}, to
znaczy

Wi = {wmn(z), n€ Z} (3.6)

Z powyzszego postulatu wynika, ze:

F(zym) = Flzym — 1)+ Y b1 ,wm-10(2) (3.7)
nez

gdzie

bfn_Ln: /F(:U)wmn(:x)dx

Postulat 3

Ortonormalne funkcje bazowe {vyn(2)}nez} | {wmn(z)nez dla kolejnych przestrzeni V,,, i W,
otrzymuje sie w spos6b rekurencyjny wedtug nastepujacej zasady
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Umn(x) = ﬁvm—l,n(2x>
(3.8)
wmn(x) = \/iwmfl,n(zr)
Postulat 4
Przyjmujac
von(z) = ¢z —n)
(3.9)

won(z) = P(zr—n)

z wykorzystaniem postulatu 3 mozna wyznaczy¢ wszystkie funkcje bazowe powstajace z prze-
ksztatcenia i skalowania funkcji podstawowych (z) i ¥(x) tj.

m

emn(z) = 229(2Mx —n)
(3.10)
Ymn () = 222"z —n)
Postulat 5
Funkcja ¢(x) nazywa sie funkcja skalujaca (falka ojcem), zas ¢ (x)- falka (falka matka).
Funkcja skalujaca spetnia warunek normalizacji
(o]
/@(x) =1 (3.11)
— o
zas funkcja falkowa - warunek oscylacji, pozwalajac na oscylacje funkcji wokét osi y = 0
o0
/ Y(z) =0 (3.12)
—0o0

Dzieki zdefiniowanym postulatom mozna okresli¢ nastepujace réwnania definiujace wykorzysty-
wane w analizie falkowej tj.

p(x) = V23,5 hnp(2z —n)
v(x) = V22, 0mp(22 —n)

(3.13)
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gdzie wspétezynniki filtréw dolnoprzepustowych {h,} jak i gérnoprzepustowych {g,} powinny
spetnia¢ nastepujace réwnania

ZnGZ h” = \/5

> onez hay = 1 (3.14)
Sonezhnbn_or = 0, k#0, keZ
oraz
ZnEZ gn - O
>onez 9n =1 (3.15)

Znezgngn—Qk = 0, kGZ\{O}

Poniewaz na podstawie powyzszych zaleznosci otrzymuje sie dodatkowy warunek wykazujacy ko-
relacje pomiedzy filtrami [26]

Zgnhnf2k = 07 kelZ (3.16)
neL

w konsekwencji prowadzi to do definicji tzw. filtréw lustrzanych wyrazonych réwnaniem

gn = (=1)"h_ns1 (3.17)

Whtasnos¢ ta pozwala na proste otrzymywanie wartosci wspétczynnikéw funkgji skalujacej ze wspét-
czynnikéw funkgji falkowej i na odwrét.

Otrzymane wspétczynniki filtréw pozwalajg definiowac¢ filtry ktérych reprezentacja graficzna sa
falki o ograniczonym, zwartym nosniku tj. przyjmujace niezerowe wartosci dla przedziatu zwartego.

Falki takie, o nosniku zwartym zapewniaja analize wielorozdzielcza z wykorzystaniem nosnika
o skonczonej energii.



Rozdziat 4

Falki o no$niku zwartym

Falki o nosniku zwartym s3a to falki ktére na przedziale < sq, so > posiadaja niezerowe wspétczynniki,
natomiast poza przedziatem wszystkie wspétczynniki przyjmuja wartosé zero.

Nosnik funkcji oznacza sie jako supp f, natomiast najmniejszy domkniety odcinek < sq,s0 >
zawierajacy nosnik jako Supp f - nosnikiem zwartym.

Innymi stowy funkcje o no$niku zwartym nazywa sie funkcje, gdzie [52]

v$¢<81,52>f(x) =0 (41)

W aproksymacji wielorozdzielczej najczestsze zastosowanie posiadaja funkcje falkowe o zwartym
nos$niku ze wzgledu na swoja cata energie skondensowana na skonczonym przedziale.

Dzieki takiej wtasnoéci mozna aproksymowa¢ funkcje L?(R) tzw. funkcjami skalujacymi zwezajac
i przesuwajac odpowiednio ich nosnik.

Jezeli funkcja skalujaca posiada zwarty nosnik Supp p(z) =< s1,$2 > , wtedy to
Supp p(2x —n) =< %, % >.

Dzieki tej wtasnosci réwnanie skalujace dla funkgji skalujacej ¢(x) wynosi odpowiednio [75]:

o) =VES hugp(2e —n) (12)

n=si

gdzie liczba wspétczynnikéw filtru dolnoprzepustowego {h,, } wynosi odpowiednio S = sg—s1+1.
Na podstawie powyzszej zaleznosci 4.2 réwnania definiujace wyrazaja sie w ponizszy sposéb[75]

ZfLQ:Sl hn = \/i

S5 ok Pmbn—ae = 0 k=1,2,.... 5 =1 A hg, hsy, #0

27



28 ROZDZIAEL 4. FALKI O NOSNIKU ZWARTYM

oraz

— 1
Znil—tg—‘rl In = 0
— 1
1 g =1 (4.4)

Zr_Lilj;lg+1 Indn—2k = 07 ke Z\{O} A g—s04+1,9—s1+1 7é 0

Poniewaz réwnanie falkowe przyjmuje postaé

—s1+1
(@) =vV2 Y gap(2z —n) (4.5)
n=—so+1
lub zgodnie z zasada odbicia réwnowaznie
—s1+1
P(x) = V2 Z (=1)"h—pr10(22 — n), (4.6)
n=—so+1

wtedy to mozna bezposrednio wyznaczy¢ nosnik falki ¢)(z) dla odpowiadajacej jej funkcji skalujace;j
o(z) 1.

Supp o2z —n) = < 2 Tmin  S2FMbme
= < 51—324-1’ 32_gl+1 >
= <g-u=3E gz (4.7)
- <i-pi+gs
= <t1,ty>

4.1 Stopnie swobody i niezmienniczo$¢ wzgledem translacji

Analizujac powyzsze rozwazania mozna zauwazy¢, ze istnieje S = s — s1 + 1 wspétczynnikéw filtréw,
natomiast ukfady 4.3 i 4.4 posiadaja po 1+ 1+ (% —-1)= % + 1 réwnan [70].

Otrzymuje sie zatem g — 1 stopni swobody, dzieki ktérym mozna projektowac falki o zadanych
wiasnosciach.

Ze wzgledu na przesuniecie funkgji falkowych funkcja falkowa ma charakter niezmienniczy tj. po-
siada te same wartosci wsp6tczynnikéw {h,,} . Dzieki tej whasnosci dla funkcji o nosniku < s1, so >

mozna przyjac¢ nosnik < 0, s >, gdzie s = so — s1, zas réwnania 4.3 przyjmuja standardowg posta¢
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Zi:o hy, = \/i
ZZ:O h721 = 1 (4-8)

S ok hnhn—ae = 0 k=12 ..., 5-1

4.2 Momenty znikajace i falki Daubechies

Aby wypetni¢ tzw. luke w dowolnosci ksztattu funkgcji falkowych, ze wzgledu na g — 1 niezdefi-
niowanych réwnan, mozna przyja¢, ze badana falka jest ortogonalna wzgledem wielomianu stopnia

Ty
Konsekwencja tego jest r znikajacych momentéw dla falki o nosniku < ¢y, to > [19, 75] tj.

to

/xk¢(x)dx =0,k=0,1,2,...,7y (4.9)

t1

Na podstawie powyzszego zatozenia 4.9 otrzymuje sie dodatkowa zaleznos¢

1
> gant=0,k=01,...,1y (4.10)
n=—s+1
lub réwnowaznie
1
> (D) "hopn® =0,k=0,1,...,1y (4.11)
n=—s+1

gdzie s = s9 — 51 natomiast g, = (—1)"h_p41.

Zatem, dzieki dodatkowej wtasnosci 4.10 mozna stworzy¢ falki ktére beda catkowicie zdetermino-
wane przez powyzsze wtasnosci.

Poniewaz liczba momentéw znikajacych 7y, g% —-1= % tak wiec ry = % jest maksymalna
liczbg momentéw dla danej dtugosci nosnika [75].

Analogicznie, dla zadanej dtugosci nosnika s> 27, + 1 wynika, ze maksymalna dtugos¢ nosnika
s = 2ry + 1 jest zawsze nieparzysta, zatem wspoétczynniki falkowe musza by¢ liczba parzysta.

Taka klasa falek ktéra spetnia wtasnos¢ najkrétszego nosnika wzgledem danej liczby momentéw
znikajacych jest tzw. klasa falek Daubechies o numerach p =1, 2, ... gdzie p = % (s=2p—1)
[53].

Falki Daubechies oznaczane s3 odpowiednio dbl, db2 , ... gdzie pierwsze dwie litery pochodza od
nazwiska twércy - Ingrid Daubechies, za$ liczba z prawej strony symbolu okresla numer p falki.






Rozdziat 5

Obliczanie wspdétczynnikéw filtru
dolno- i gérnoprzepustowego

Dla celéw prezentacji mozna rozwazy¢ klase falek db2 zatem p = 2, gdzie s =2p — 1 = 3.
Z dtugosci s = 3 wynika, ze falka posiada cztery wspétczynniki hg, hi, ho i hz, ponadto liczba

momentéw znikajacych 7y, = % =p—1=1.

Uktad réwnan prezentuje sie zatem nastepujaco

(ho + b1+ hy + hy = V2
R+ Rk 4+ K3 4+ B} = 1
hohs + hihs = 0
—1hg + Ohy + 1lhy — 2hg = 0O

Podczas przeksztatcen algebraicznych dla powyzszego uktadu otrzymuje sie wielomian stopnia IV.

W tej sytuacji do celéw obliczeniowych mozna uzy¢ przeksztatcen Cardano [41] pozwalajacych na
uzyskanie wyniku doktadnego, gdzie rozwiazaniem réwnania sa wspétczynniki filtru dolnoprzepusto-
wego

(ho = L(WV2+V6) = 14%5 ~  0.48296
_ 3+v3 ~

hy = o ~  0.83652

hy = 3V6-3V3 = 355~ 022414

hy = §(V2-V6) = 198 ~ 012041
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32 I GORNOPRZEPUSTOWEGO

Korzystajac z zaleznosci g, = (—1)"h_p4+1 wspétczynniki filtru gérnoprzepustowego wynosza od-
powiednio

T
o
2

g0 = =8~ 012041
g1 = —i}? ~  0.22414
g = L~ 083652
g = -~ 048296

Obliczenia wspétczynnikéw nie zawsze mozna wykonaé w sposéb doktadny, symboliczny - spowo-
dowane jest to duzym stopniem skomplikowania czy tez brakiem odpowiednich metod wyliczajacych
pierwiastki wielomianéw stopnia wyzszego anizeli V.

Z powyzszego powodu dla nieliniowych uktadéw réwnan stosowane s zazwyczaj metody przybli-
zone, numeryczne - wykorzystujace np. zasade minimalizacji funkgji celu tj.

h: —1)> - min
(2

z dodatkowymi ograniczeniami

Zi:ohn_\/i = 0
ZZ:()hn—rhn = 0, r=2,4,...,5-1

hO; hs 7é 0



Rozdziat 6

Wyznaczanie funkcji skalujacej
o zwartym nos$niku

6.1 Algorytm Stranga

Wykorzystujac uprzednio obliczone wartosci filtru dolnoprzepustowego dla celéw prezentacji mozna
wyznaczy¢ wartosci funkgji skalujacej.
Funkcje skalujaca mozna przedstawi¢ w postaci uwiktanej

G(x) =vV2 ) hnp(2z —n).

n=si

lub w jej zestandaryzowanej postaci
S
o(x) = V2 hnp(22 —n)
n=0

ze wzgledu na charakter niezmienniczy wspétczynnikéw h,, z doktadnoscia do translacji ¢t € Z
[53].

Aby wyznaczy¢ wartosci funkgji skalujacej dla przyktadu z rozdziatu 5 (s = 3) otrzymuje sie na-
stepujacy ukfad réwnan dla kolejnych liczb catkowitych zawartych w nos$niku < 0, 3 >

0(0) = V2hop(0)
e(1) = V2hop(2) + V2me(l) + V2hap(0)

e(2) = V2hio(3) + V2hap(2) + V2hzp(1)

e(3) = V2h3p(3)

33
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gdzie p(x) =0dla z ¢< 0,3 >.
Wiedzac, ze ¢(0) = ¢(3) = 0 i podstawiajac ¢, = v/2h,,, wyznacza sie zredukowana posta¢

p(1) = capl) + cop(2)

©(2) = c3p(l) + c20(2)

Podczas analizy uktadu mozna zauwazyc¢ interesujacg wtasnos¢, ze D 7 can = D, oz Cont1 = 1,
wynika to bezposrednio z zaleznosci réwnan falkowych [54]

1

Z hon = Z hon+1 = 7 (6.1)

neE”L nez

Zgzn =- Zgzn+1 = \2 (6.2)

ne” nez

Otrzymany uktad posiada niezerowe rozwiazanie, poniewaz macierz A’ — I jest macierza osobliwg
q 9
(JA" = I| = 0), gdzie

A/:{q Co:|

c3 €2

zas$ liczba A\ =1 jest wartosciag wtasna macierzy A'.

Aby uzyska¢ zdeterminowane, jednoznaczne rozwigzanie mozna natozy¢ na uktad dodatkowe ogra-
niczenie.

W opisywanym przypadku jest to tzw. normalizacja wartosci funkcji skalujace;

> pn) =1 (6.3)
n=0

W konsekwencji powyzsze zatozenie normalizujagce pozwala otrzymaé nastepujace wartosci
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H
_l’_
B

¢

35

Rozwigzanie dla argumentéw niecatkowitych wyznacza sie odpowiednio

N[

o(

N

[Nl

o(

) =
) =
) =

cop(1)
cop(3)

ca¢(3)

+ c19(0)
+ c19(2)

+ c39(2)

+ c(1)

+ ¢c3¢(0)

Réwnowazny zapis w formie macierzowej Y = BX (rugujac przy tym ¢(3) gdzie ¢(3) = 0)

przedstawia sie nastepujaco

C2

1
c3

©(0)
¢(1)

¢(2)

Zatem, wyznaczajac kolejne wartosci metoda potowienia (bisekcji) dla konkretnych argumentéw
otrzymuje sie ponizsze réwnania macierzowe

o(;

o(

ot

)
)

C1

= 63

0

1
€3

Co
€2

0

€o
c2

&1

BS

—~
D=
~—

S

—~
\][N)
~—

(6.4)

S

—~
[\lfé3
~—

S S
— —~
N[OV N
~— ~—
—

D

ot

~—

S

—~
Nt
~—
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gdzie [53]

€0

&1

€1
C3

€o
C2
0

€0
C2

1
C3

| 0

Wykorzystujac powyzsza metode dla coraz to mniejszego podziatu wyznacza sie ogélna zaleznosé

e(F) p(m)
[&)) 0 0
p(3+1) | =] @ a < p(m+1)
0 C3 C2
e(g +2) p(m +2)
(6.7)
p(3m) p(m)
cpt ¢ O
eBm+1) | =] o a o(m+1)
0 0 C3
cp(%m—l—Q) o(m + 2)

gdzie m € ﬁinEN

Otrzymana reguta dla tzw. punktéw binarnych nazywana jest czesto algorytmem Stranga, ktéry
ze wzgledu na powyzsza formute spetnia nastepujaca wtasnos¢ [53, 54].

Niech

p(m) = _ (6.8)

L p(m+s—1) |

wtedy to powyzszy wektor wartosci dla funkcji skalujacej oblicza sie wedtug nastepujacego wzoru
[75]

l
e(m) = [][(1 = mn)] A +m,Ble(0) (6.9)

n=1
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gdzie [ jest dtugosSciag mantysy reprezentowanej w postaci binarnej, m,, natomiast jest wartoscig
poszczegdlnej cyfry (m,, € {0, 1}) dla n-tej pozycji mantysy.

Dla przyktadu, aby obliczy¢ wartos¢ dla argumentu z siatki binarnej 15738 = 0.41406319 = 0.01101015

uzyskuje sie nastepujacy wzor

©(0.41406310)

53
90(@) = ¢(0.41406319) = ©(0.01101013) = | ¢(1.4140631)

©(2.41406310)

gdzie

@(0.41406310) (,0(0)
©(1.41406319) | = ABBABAB | ¢(1)

©(2.41406310) ©(2)

[ 84444773 ]
2048

_ 92+35v/3
1024

1020—5473
L 2048 i

6.2 Macierze przeksztatcen - postac ogdlna

Weryfikujac posta¢ macierzy przeksztatcen ktéra wykorzystuje algorytm Stranga podczas obliczania
wartosci funkcji dla argumentéw binarnych mozna otrzymac istotng regularnos¢. Macierze te s3 nie-
symetrycznymi macierzami taSmowymi z przesunieciem segmentowym o elementach

e o0 ]
c3 €2
cC=|: : (6.10)
Cs—2 Cs—3
| Cs Cs—1 |

gdzie na mocy reguty 6.1 suma elementéw kazdej kolumny wynosi 1.
Macierze przeksztatcenia wynosza zatem odpowiednio [54, 75]
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€o
C2

Cs—3
Cs—1

C1

C3

Cs—2
Cs

€o
c2

Cs—3
Cs—1

€0

C2

Cs—3
Cs—1

C1

3

Cs—2
Cs

€o

2

Cs—3
Cs—1

Co
C2

Cs—3

Cs—1 |

1
c3

Cs—2

(6.11)

(6.12)
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6.3 Implementacja algorytmu Stranga

6.3.1 Przygotowywanie danych

Do celéw obliczeniowych wymagana jest znajomos$é¢ wspétczynnikéw filtru h,, postaci macierzy A
i B, jak réwniez wektora wtasnego ¢(0).

h{0] = (1 +8grt[3]) / (48grt[2]);
h[l] = (3 +s8grc[3]) / (48grc[2]);
h[2] = (3 -8grt[3]) / (4 8grt[2]);
h{3] = (1 -8grt[3]} / {48grt[2]);

e[0] =sgrt[2] h[0];
e[1] = sgrt[2] h[1];
©[2] = sgrt[2] h[2];
e[3] = sgrc[2] h[3];

A={{c[0], 0, 0}, {e[2], €[1]. €[0]}, {0, €[3]: c[2]}};
B = {{c[1], c[0], 0}, {c[3], c[2]), c[1]}., {0, O, c[3]}};

phi0d = {0, (sgrt[3]+1) /2, (-sgrt[3]+1)/2};

Rysunek 6.1: Algorytm Stranga - przygotowywanie danych

6.3.2 Realizacja algorytmu Stranga

MatrixForm [binary [53 /128, A, B, phil]]

MatrocForm=

f0.414063 1.4140¢6 2.4140¢ i

844-477/3  92-35./3  1020-54743 |
' 2048 1024 2048 !

Rysunek 6.2: Algorytm Stranga - przyktadowy wynik dla <p(%) = ¢(0.414063).



40 ROZDZIAL 6. WYZNACZANIE FUNKCJI SKALUJACEJ O ZWARTYM NOSNIKU

Algorytm 6.1 Algorytm Stranga - implementacja

binary[liczba , A + B_, phi0 ] := Module[{a, dlugose, bin, Cpom, Result},

a2 = RealDigits[N[liczbal, 2];

dlugosc = 0;

For[i=1, i <= Length[a[[1]1]], i++.

If[a[[l, 1]] =1, dlugosc = i-a[[2]]. 1]

1:

bin = Table[If[i <= -a[[2]1]1. 0, a[[1, i+a[[2]11111. {i. 1. dlugosc}];
Cpom = phif;

For[i = Length[bin], iz 1, i--,
If [bin[[i]] =0, Cpom = A.Cpom, Cpom = E.Cpom]

1;

Cpom = Fullsimplify[cCpom];

result = {Table[N[liczba] + i, {1, 0, Length[Cpom] -1}]. Cpom};

Return[resulc]:

6.4 Wykreslanie funkcji skalujacej

6.4.1 Przygotowanie wynikéw

Aby wykresli¢ funkcje skalujaca nalezy przygotowac¢ zbiér argumentéw binarnych m dla ktérych beda
wyliczane wartosci funkcji.

. - 12 255
Dla celéw prezentacji argumenty zostaty wytypowane z zakresu {0, 55, 525, o fg} -
Zatem dla db2, ze wzgledu na nosnik s = 3 uzyskuje sie zbiér argumentéw {0, 5=z, 555, - - -, 585>
1. 1L 12 1235 9 9 1 9 2 22351
» +256° T256° 0 12560 < ©2560 ©256° "0 “256) -
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Algorytm 6.2 Algorytm Stranga - wykreslanie funkcji skalujacej

concat::usage = "funkcja do skladania dwoch tabel"
concat[listl , list2 ] :=
Beturn[{listi[[1]] ~Jein~1list2[[1]], Listi[[2]] ~Jeoin~ lisE2[[2]]13]1:
plotscalingfunction: jusage = "wykreslanie funkcji skalujacej”
plotscalingfunction[4 , B , phi0 ] 1= Module[{arraypom, 1},
arraypom = {{0}, {0}}:

3]
;

For[i=0, 7=1, 7+= N[1,/236],
arraypom = concat[arraypom, binary([Jj, A, B, phi0]]:

ListPlot[Sort[Table[{arraypom [[1, 1i]], arraypom [[2, 111}, {i, 1, Lengthlarraypom [[1]]]1}].,
FI[[1]] = #2[[1]] &] , Joined - True]

6.4.2 Graficzna prezentacja wynikéw

pletscalingfunction[A, B, phil]

101 # \

0.5 1.0 15 S 20 ~ 1 30
N, 14
N

Rysunek 6.3: Wykres funkcji skalujacej db2 uzyskany za pomoca algorytmu Stranga






Rozdziat 7
Wyznaczanie funkcji falkowej

o zwartym nos$niku

Analogicznie jak w przypadku funkcji skalujacej, dla wykreslania funkgcji falkowej wyznacza sie wartosci

funkgji skalujacej dzieki zaleznoscig uzyskiwanym na mocy wzoru [70]:

1
Pa@)=v2 S (~1)"honsip(20 =)

n=—s+1
ktére pozwalaja obliczy¢ kolejne wartosci funkcji falkowe]j i zobrazowa¢ ja za pomoca przyktadowe;

implementacji 7.1.
plotwaveletfunction[scalingfunctionvalues]

Funleja falkowa db2

Wykres funkcji falkowej db2 uzyskany za pomoca algorytmu Stranga

Rysunek 7.1:
43
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Algorytm 7.1 Algorytm Stranga - wykreslanie funkcji falkowej

scalingfunctionvalues: usage = "argunenty i wartesci funkciji skalujace]"
scalingfunctionvalues := Module[ {arraypom, 11,
arraypom = {{}, {}};
For[ij=0, <1, j+= N[1/256],
arraypom = concat[arraypom, binary[J, A, B, phi0]]:;
1:
Return[arraypom]

1:

phivalue: :usage = "znajdywanie w tablicy wartosci funkcji skalujace]j dla danegoe argumentu"
phivalue[x , array ] := Module[{licznik, dlugoscarray},

licznik =1;

dlugoscarray = Length[array[[1]] ]:

While[ (licznik = dlugescarray) && (x !=array[[1l, licznik]]}, licznik++]:;
If[licznik < dlugoscarray, Return[array[[2, licznik]]], Return[0]

1:

1:

falka: :usage = "obliczanie warcsci funkecji falkowej™

falka[x , 5 , arraypom ] := I-!Icm:lul«e[{n}J

1
Retum[!‘ullﬂimplify[ﬂqrt[zj 3> (-1) *nh[-n+1] phivalue[2x -n, a:':'a}fpom]”;
r=-5¢l

plotwaveletfunction: jusage =
"przygotowanie listy, sortowanie i wykreslenie funkcji falkowej"
plotwaveletfunction[arraypom ] :=
ListPlot[Sort[Tabkle[{arraypom[[1, 1]] -1, falka[arraypom[[1, 1]] -1, 3, arraypom]},
{i, 1, Llengthlarraypem[[1]1]113]1, #L[[1]] < #2[[1]] &], Joined -+ True,
PlotLabel + "Funkcja falkowa dba"]




Rozdziat 8

Przyblizone wyznaczanie wartosci
funkcji skalujacej

Oproécz doktadnych metod obliczania wartosci funkcji skalujacych i w konsekwencji funkgji falkowych,
istniejg metody przyblizone ktére w sposéb iteracyjny pozwalaja uzyska¢ wartosci z ustalong dokfad-
noscia.

Jednymi z takich metod s3 tzw. algorytmy kaskadowe ktére, ze wzgledu na swoja zbieznos¢,
pozwalaja oblicza¢ wartosci funkcji skalujacych zaréwno w dziedzinie czasu, jak i czestotliwosci[5].

8.1 Algorytm kaskadowy - wyznaczanie wartosci w dziedzinie czasu

8.1.1 Zbieznos¢ algorytmu kaskadowego

Wartosci funkcji rekurencyjnej mozna obliczy¢ na podstawie iteracji za pomoca filtru dolnoprzepusto-
wego.

Punktem startowym jest przypisanie ¢(9)(t) = box(t)*, za$ kolejne iteracje przebiegaja wedtug
wzoru [54]

P () = V2S hag® (2t — n) (8.1)

Algorytm wykorzystywany jest dla funkgcji ciagtych, gdzie podczas kolejnych przyblizen funkcja
przyjmuje postaé¢ schodkowa.

Dtugos¢ przedziatu zas, ktéra przyjmuje wartos¢ stata po kazdej iteracji, okresla wartos¢ 27 (gdzie
i jest numerem kolejnej iteracji).

Jezeli (V) (t) zbiega sie granicznie do ¢(t), wtedy to granica funkcji spetnia réwnanie dylatacyjne
8.1.

Aby zobrazowa¢ zagadnienie zbieznosci mozna postuzy¢ sie nastepujacymi przyktadami:

box(ry = [ 1 dla tE€<01>
10 dia t¢<0,1>

45
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Przyklad 1 Dla przyktadu mozna przyja¢ funkcje, gdzie

4 9
e (t) = gw(o)(%) + §¢<0>(2t ~1)

Pierwsza iteracja funkcja schodkowa posiada wysokosci o wartosciach % i %
Iteracja nastepna tworzy postac

4 2
P21 = eV + eV -1)
= Ego(o) (4t) + §<p(0) (46 — 1) + §<p(0) (4t — 2) + ip((’) (4t — 3)
9 9 9 9
uzyskujac kolejne wysokosci %, g, % i %.

Analizujac nastepne kroki mozna zauwazy¢, ze maksymalna wysokos¢ dla kolejnych iteracji wynosi
(3)", gdzie i jest indeksem kolejnej iteracji.

Poniewaz szereg powstaty dla kolejnych powtérzen jest rozbiezny, nie mozna zatem uzy¢ go do
celéw aproksymacyjnych.

Weryfikujac ten sam filtr dolnoprzepustowy w dziedzinie czestotliwosci, gdzie

dla kolejnej iteracji, filtr przyjmuje wartosé

HO(z) = H()H(:) =+ +

Przyklad 2 Innym przyktadem zbieznosci jest funkcja

() = 0 02t) + V2t~ 1)
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gdzie

1 1
H(Z) = 5 + 52_1

Przechodzac przez nastepne iteracje otrzymuje sie t3 sama funkcje, poniewaz suma dwukrotnie
zwezonych funkgji box(t) i przesunietych o 1 jest oryginalna funkcja box(t).

p(t) = @(2t) + o(2t — 1) (8.2)

Po i-tej iteracji H)(z) posiada 2 wspétczynnikéw ktérych nosniki wynosza odpowiednio 277,

Przyklad 3 Ostatnim modelem obrazujacym przypadek zbieznosci jest iteracja

1 1
oM (#) = 590(0)(%) + o2t —1)+ §g0(0)(2t —2).

przy czym

Funkcja ta dla wartosci ¢(1) jest zbiezna do 1, zas dla ¢(2) — 0.

ity ity ity

08 0.8 0.8
0.6 06 06

04f 04t 04t

L L L L L L L L L L L L
0.5 1.0 15 20 0.5 L0 15 2.0 0.5 L0 15 2.0

Rysunek 8.1: Przyktad zbieznosci metody iteracyjnej

Badajac powyzsze przyktady mozemy wyszczegélni¢ nastepujace zaleznosci [54] :

1. Wartos¢ H(z) = %2 + 227! dla z = —1 jest rézna od 0 (w = ). lteracja nie jest zbiezna.

2. Wartos¢ H(z) = % + %zfl dla z = —1 jest réwna 0. lteracja jest zbiezna.

3. Wartos¢ H(z) = i+ %zfl + iz” dla z = —1 ma podwdjne miejsce zerowe. lteracja zbiezna.
Wartoé¢ 0 dla z = —1 nie gwarantuje tutaj zbieznosci funkcji (), jednakze jest to warunek konieczny

aby uzyskac¢ zbieznos¢ [54].
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8.1.2 Wyznaczanie funkcji skalujacej metodg iteracyjna

Do wyznaczenia funkcji skalujacej metoda iteracyjna mozna wykorzystaé wspétczynniki filtru db2
ktére wynosza odpowiednio

|

-
_l’_
B

ho =

hy =

I

hy =

hy =

,
W~
S

gdzie H(z) = V2 (ho+hiz7 ' +hoz 24 h3z™3) = 1+4‘/§ + 3+4‘/§z_1 + 3_4\/3,2_2 + 1_4\/32_3.

Poniewaz H(—1) = 1+4\/§ - 3+4\/§ + 3_4\/3 — 1=¥3 = 0 warunek konieczny zbieznosci zostat spet-
niony.

Algorytm 8.1 Wyznaczanie funkcji skalujacej metoda iteracyjng

box[x]:=1/;x>=06&&x=z1;

box[x ] :=0;

hi0] = {1+ Sgrt[3]) / (4 Sgqrt[2]):
h[1] = (3+35qgre[3]1) 7 (4 Sgrt(2]):
h{2] = (3-3qrt[3]) / (4 Sqre[2]):
h[3] = (1-35grt[3]) 7 (4 Sgrt(2]):

scalingfunctionbybox: :usage = "Wyznaczanie iteracyine funkcji skalujace]":
scalingfunctionbybox[x , o ] := Hodule[{},
If[n ==10,

Return[Sqrt[2] «» (h[0] »box[2x=] + h[l]lwbox[22 - 1] +h[2] wbox[2x - 2] + h[3] v box[22 - 3]) 1],
Return[Sqrt[2] » (h[0] » scalingfunctionbybox[2 3, n-1] + h[l] »scalingfunctionbybox[2x -1, n-1] +
h[2] xscalingfunctionbybox[2x -2, n-1] + h[3] »scalingfunctionbybox[22 -3, n-1])]

Ponizej zaprezentowane zostaty wyniki dla kolejnych iteracji.
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Plot.[acalingfunctionbybox[x, 0]. {x., 0, 3}, PlotLabel = "p'' (t) ']

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

ey

—n.2F

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Plot[acalingfunct.ionbybox[x, 1], {=, 0, 3}, PlotLabel = wp'? (&) ']

0.5

Plot[scalingfunctionbybex([x, 2], {®, 0, 3}, PlotLabel + "g'" (r) "]

0.5

¢t
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Rysunek 8.2: Funkcja skalujaca db2 uzyskana metodg iteracyjna dla kolejnych iteracji cz.l



50 ROZDZIAL 8. PRZYBLIZONE WYZNACZANIE WARTOSCI FUNKCJI SKALUJACEJ

Plot.[acalingfunctionbybox[x, 3]s {x: 0, 3}, PlotLabel = "p' (&) ']

i

0.5

Plot.[acalingfunctionbybox[x, 4], {®, 0, 3}, PlotLabel = "p'® (&) ']

ey

05

0.5 1.0 L5 ™ 240 2.5 3.0

Plot.[acalianunctionbybox[x, 5] {x. 0, 3}, PlotLabel = np'® (¢ ']

&%ty

(-1

0.5 1.0 1.5 ™ 2.[!__"' 2.5 30

Rysunek 8.3: Funkcja skalujaca db2 uzyskana metods iteracyjna dla kolejnych iteracji cz. 11
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Wykorzystujac powyzszy algorytm iteracyjny 8.1 mozna uzyska¢ przyblizony wykres funkcji falko-
wej

waveletsbybox: iusage = "iteracyjne wyznaczanie funkcji falkowe]":
waveletsbybox[x , 1 ] :=

1
Module[{s, n}l, s=3; Return[Sqrt[Z] Z (-1)*nh[-n+ 1] scalingfunctionbybox[2 2 -n, i]]];

rz-z+l

Plot[waveletsbybox[}:, 41, {x, -2, 3}, PleotRange - {{-1, 2}, [-2, 2}}, PlotLakel - "¢ * 1) "]

#“ie)

[
1

(=]

Rysunek 8.4: Funkcja falkowa db2 uzyskana metoda iteracyjng dla i=5

8.2 Algorytm kaskadowy - wyznaczanie wartosci w dziedzinie cze-
stotliwos$ciowe;j

Poniewaz réwnanie funkcji skalujacej wyraza sie wzorem

o) =V2 ) hnp(2z —n)

n=si

przeksztatcajac obustronnie powyzszy wzér za pomocy transformaty Fouriera, otrzymuje sie ko-
lejno
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zatem

= \f 3 hne’uﬁn@(g). (8.3)

n=si

Dzieki zaleznosci 8.3 uzyskuje sie kaskadowy algorytm na obliczanie wartosci funkcji skalujacej
w dziedzinie czestotliwosci:

W) = Y2 h

zwn

2 9(3)

zwn

Fa(%)

oY) = LY oh

B(5y) = P32 hne 3 0(Y)

skad, stosujac metode podstaW|ania dla powyzszego uktadu otrzymuje sie

I s2 )
#(w) = (PR L 3 hoe 5 84
k=1n=s1

Do celéw praktycznych mozna wykorzystaé wzér w postaci granicznej [6, 5, 53, 54], gdzie

l So on Mn
B(w) = nm(*f)hp(;) I13> e & = H Z hne

k=1n=s; n=si
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CZESTOTLIWOSCIOWEJ] 53
Wiedzac, ze
®(0) = /cp(m)e_ioxdx = /@(x)dx =1

posta¢ funkcji skalujacej w dziedzinie czestotliwosci, w konsekwencji wyraza sie wzorem

ow) =] ‘f S hpe (8.5)
k=1

n=si

gdzie stopien precyzji okresla sie liczba iteracji k.
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Analiza wielorozdzielcza
z wykorzystaniem przestrzeni
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Rozdziat 9

Analiza wielorozdzielcza

9.1 Skalowanie funkcji

Analiza wielorozdzielcza za pomoca falek ortogonalnych jest $cisle zwigzana analizg i synteza funkgji
badanej przy uzyciu falek @, i Yimn [2, 70] otrzymywanych poprzez translacje i dylatacje tzw. funkcji
podstawowych gdziep(z) i ¥(x).

Funkcja (z) jest funkcja skalujaca (falka - ojcem) wykorzystywana w celu otrzymania reprezen-
tacji zgrubnej, zas ¢ (z) - funkcja falkowa (falka - matka) bioraca udziat w wyznaczaniu reprezentacji
szczegbtowej, gdzie

Prmn (t)

2292z —n)
Pmn(t) = 2 o1

e(2"x —n)

SERE

Dla falek o nosnikach zwartych, ze wzgledu na skalowanie, nosniki przyjmuja posta¢ [5]:

Supp omn(x) = [Z5EE, 2250
9.2)
Supp¢mn($) = [tlgj—nna%#}

Poniewaz przy wzroscie skali falki nosnik staje sie coraz to wezszy, mozna zauwazyé, ze przy duzej
skali m nosniki sa skupione wokét punktéw centralnych falek

51;‘32_"_”
€T =
Pmn om
(9.3)
W g

9.2 Wiasnosci analizy wielorozdzielczej

Falkowe metody wielorozdzielcze s3 szczegélnie przydatne do analiz czasowo-czestotliwosciowych sze-
regdw niestacjonarnych.

o7
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W analizie zgodnie z postulatami 1 i 2 z rozdziatu 3 przyjmuje sie, ze istnieja ciagi Vs, Var—1, - -+, Vin, - - -

(gdzie m € Z) przestrzeni wzajemnie zanurzonych w L%(R) [14, 24, 51, 55] takich, ze :

Vir CViyyse1 C ... CVyy C ... C LA(R) (9.4)

gdzie
lim_ V;, = {0} (9.5)
lim V,, = L*(R) (9.6)

Kazda z przestrzeni V,,, posiada baze ortonormalna {v,,, () }nez, gdzie

Vin = span{vmn(x), n € Z}. (9.7)

zas$, odpowiadajace im przestrzenie dopetnien (detali) W, - baze {wyn () }nez tj.

Wi = span{wpmn (), n € Z}. (9.8)

Ponadto, przestrzenie V; i W, , gdzie i, j € Z, sa przestrzeniami wzajemnie ortogonalnymi

v LW (9.9)

Dzieki powyzszym wtasnosciom wynika, ze analiza wielorozdzielcza jest scisle zwigzana z tzw.
transformatg falkowa. Polega ona na wielopoziomowej, zdekomponowanej reprezentacji funkcji w
postaci szczeg6towej i zgrubnej. Przy czym, kazda nastepna reprezentacja zgrubna na poziomie wyz-
szym moze by¢ przedstawiona jako suma reprezentacji szczegétowej i zgrubnej na poziomie nizszym
[13, 17] 1.

Vi1 =V; @ W; (9.10)

gdzie W; jest dopetnieniem V1 w V.
W konsekwencji otrzymuje sie [73, 3, 40]
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j—1
Vi=VieoW,a...oW,a=V,o@PwW (9.11)
i=k
i
L’(R) =Vio P W (9.12)
i=k

Powyzsze wyrazenia pozwalaja na przejscie z nizszego poziomu rozdzielczosci do wyzszego, uwydat-
niajac przy tym detale przestrzeni, niewidoczne w przestrzeni o nizszym poziomie szczegétowosci.
Funkcje aproksymowana na poziomie j-tym definiuje sie czesto na dwa sposoby [72].
W pierwszym przypadku jest to model zagregowany

F(x;m) = Z O Pmj(T) (9.13)
JEL

lub w przypadku drugim, na odpowiadajacy mu model zdekomponowany

m—1
F(z;m) = Zakjgokj(:l:) + Z Zﬁijwzj(ﬂc) (9.14)

JEZ i=k jEZ

gdzie w sytuacji granicznej model ten mozna wyrazi¢ wzorem

FP(z)= Y apor(@)+ > Y Biyti(x). (9.15)

j=—o00 i=k j=—00

Wspétczynniki oy i ;5 dzieki whasnosci ortonormalnosci funkcji skalujacych i falkowych wyznacza
sie jako nastepujace iloczyny skalarne

gy = [T F(x)ppda
(9.16)
Bij = oo Flx)tijde

Analizujac model zagregowany mozna zauwazy¢, ze podczas aproksymacji traci on informacje
o szczegbtach poniewaz wykorzystuje do przyblizen funkcji badanej jedynie wspétczynniki reprezentacji
zgrubnej. Model zdekomponowany, w przeciwienstwie do zagregowanego, analizuje funkcje na m-tym
poziomie rozdzielczosci, co tez pozwala na szczegétows jej analize na wielu poziomach. Dzieki tej
wtasnosci, model zdekomponowany jest w praktyce czesciej wykorzystywany podczas dekompozycji
funkcji ze wzgledu na dodatkowy nosnik informacji szczegétowej [14].
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9.3 Falkowa analiza wielorozdzielcza

Dla funkcji F'(x) najlepsza aproksymacja w skali m jest rzut ortogonalny funkcji na podprzestrzen V
oznaczany jako F'(x, m) [11, 3, 70, 16], gdzie

m—1
F(z;m) =Y agjori(x) + Y Y Bijthis() (9.17)

jez i=k jEZ

Aproksymator F'(x;m) jest zatem, skonczonym szeregiem falkowym ograniczonym do odpowied-
niej liczby cztonéw, uzaleznionych od stopnia aproksymacji m.
Poniewaz

F(z)= Y anjor(@)+ > > Byti(x)

j=—00 i=k j=—o00

mozna go zapisa¢ w postaci réwnowaznej jako

F(z)=F(z;m)+ > Y Biyvij(z) (9.18)

i=m j=—00

gdzie btad aproksymacji wyraza sie wzorem

§(Fyaym) = Fx) — F(zsm) =Y Y Byt (x) (9.19)

i=m j=—00

Wynika z tego, ze model zdekomponowany pozwala na iteracyjne szacowanie aproksymacji falko-
wej poprzez dodawanie kolejnych wspétczynnikéw przestrzeni detali tj.

F(z;m+1) = F(z;m) + Z Brmjtm;(x) (9.20)
j=o00
9.3.1 Aproksymacja za pomoca falek o nosniku zwartym

Falki o zwartym nosniku pozwalaja aproksymowa¢ funkcje dla kazdego argumentu funkcji aproksymo-
wanej za pomoca lokalnych sum o skonczonej liczbie sktadnikéw (postaci zagregowanej) tj. [75]

Nmaz (p,2,m)
F(x;m) = Z QmjPmj(T) (9.21)

j:nmm(%l‘,m)

lub réwnowaznie w postaci zdekomponowane;j
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nmaz(‘ﬂyx7k) m—1 nmaz(¢7x7k)
Fleym)= > agor@)+Y, Y, Biyti(a) (9.22)
J=nmin (p,z,k) i=k j=nmin(¥,z,k)

gdzie granicami sumowania s3

Nmin (@, T, k) = [Qkx — S9|
(9.23)
Nmaz (@, T, k) = {2’“3} — 51
oraz
nmln(wv Z, k) = [2kl‘ - t21
(9.24)
nmal‘(w) x, k) = L2kx - tlJ

Wykorzystujac powyzsza zaleznos¢, wzory na wspétczynniki falkowe dla modelu zagregowanego
wynosza odpowiednio, dla postaci zagregowane;

s2+Jj

21
Q5 = / F(:U)(p”(a:) (9.25)
51+
2’L
zas dla modelu zdekomponowanego
52;:]'
Qg = f@ F(ff)@k](l‘)

2

(9.26)

to+j

Bij = ftIQT] F(JUWZ](Q”)

21

9.3.2 Aproksymacja falkowa funkcja Haara

Aby zobrazowa¢ analize wielorozdzielcza za pomoca przestrzeni ortogonalnych i zwartych do tego celu
mozna wykorzysta¢ tzw. funkcje Haara.
Dla potrzeb przyktadu, funkcja ktéra bedzie podlegata aproksymacji bedzie miata posta¢

sin(z)cos®(z) dla z €< —7, ™ >
F(z) = (9.27)
0 dla = ¢<—m, 7>
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Poniewaz funkcja aproksymacyjna jest funkcja Haara [55]

1 dla z€<0,3)
H(z)={ -1 dla ze<i, 1) (9.28)
0 dla =¢<0,1)

rodzina funkcji falkowych H;;(z) = Q%H(Qix — j) wyraza sie wzorem [8, 73, 37]

\V]
Wl

dla x €< j27% (j+3)27%)
Hij(x) = —25 dla ze< (j+1)27, (j+1)27) (9.29)

0 dla =¢<j27% (j+1)279

W zwiazku z tym, ze funkcja 9.27 bedzie aproksymowana na przedziale < —27P, 27P > wystarczy
przyjac, ze poziom p jest réwny —2[3].

Poziom ten jest wystarczajacy, poniewaz funkcja aproksymowana przyjmuje niezerowe wartosci
jedynie w przedziale < —m, 7w >.

Analizujac funkcje falkowe gdzie nosnikiem jest przedziat

Supp Hij(z) =< j27° (j +1)27" > (9.30)

mozna zauwazy¢, ze dla i < p przedziat < 0, 27P > zawarty jest w lewej potowie no$nikéw funkcji
Hjo, natomiast przedziat < —277, 0 > - w prawej potowie no$nikéw H; _; [73].

Dzieki tej zaleznoSci w prosty sposéb uzyskuje sie aproksymacje F'(x) za pomoca aproksymatora
F(z;p).

Poniewaz kazdy poziom rozdzielczosci i (gdzie i < p), ze wzgledu na zerowe wartosci pozostatych
wspotczynnikéw zalezy tylko od wspétczynnikéw ;o i 8;—1 takich, ze

oraz

0
ﬂL,l = / 2§F(x)dx,

aproksymator mozna przedstawi¢ w formie
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m—1 20-P—1
F(zym) = Flzip)+ Y Y. BiHi(x),
i=p j:_zifp

gdzie

SicpBioHio  dla x€<0,277)
F(x;p) =
Zi<p Bi—1H; -1 dla ze< —-27P0)

W konsekwencji aproksymacja na poziomie p

iy (7 22 F(2)dn)25 = (2 Fa)dz Y,.,2  dla z€<0,277)
F(x;p) = | |
Sicp([ 29 22 F(z)dn)22 = [0, F(z)dz ¥2,,2" dla x €< —277,0)

upraszcza sie do postaci[73]

o [2" F(x)dz dla x€<0,277)
F(a;p) =

2r fEQ,p F(z)dr dla ze<—27P0)

63

(9.31)
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9.4 Aproksymacja Haara - implementacja

Algorytm 9.1 Aproksymacja Haara

calka::usage = "Obliczanie calki metoda trapezow";

calka[f ,a , b , o] :=

Sum [N (£[1]+f[i+ (b-a) /fn]) /2« (b-a)/n], {i,a, b-(b-a)/ /o, (b-a)/n}]:

(* liczba podzialu przedzialu calkowani

a1

iteracja = 200:

f::usage - "Definicja funkcji aproksymowanej":

fl=]:=0:

Flxx] i=58in[x] »Cos[x]*2/; r = -P1 && = = Pi;

H::usage = "Definicja falki Haara":;
Hz ] =1/ =0 &&k xr «1/72;

Hlzxr ]:i=-1/;x=1/2 &k x =1;
H[= ] :=10:

Hijk::usage = "Definicja rodziny falek":
Hik[= , 7, Kk 1:=2*(J/2)H[2* 7= - k];

1]

Fp::uasage = "Wartosc funkcji na p-tym poziomie™:

Fplf_,x,p ]:=0/;x<-2*(-p) || x> 2*(-p);

Fp[f ,=,p ]:=2*p » calka[f, -2*(-p), 0, iteracja] /: x=-2*(-p) && x = 0;
Fp[f , =, p ]:=2%p wcalka[f, 0, 2*(-p), iteracja] /: x =0 && = = 2% (-p):

iloczynfunkcji: :usage = "Funkcja pomocnicza podczas obliczania wspolczynnikow™:
iloczynfunkcji[f , = , 7, k ] = N[f[x] HjE[=, 7, K]]:

Bij::usage = "Algorytm na obliczanie wspolczynnikow Sij";

.ﬁij[f_r a_, h_ri .rj rl-l] 1=

1 b-a
Sum[N[z— (ilocz:fnfunkcji[f, x, i, 9] +ilocz:fnfunkcji[f, X+ , i, 3]) (b-a)],
I

x

{K: a, b- }::—ELI b—a}]

I I

¥l

funkcjaaproksymowana: :usage = "Obliczanie wartosci funkcji aproksymowanej":

funkcjaaproksymowanal[f , x , p , m ] :=

m1 2*{i-p)-1

Fplf, x, p] +Z Z (Bi3lf, -2*(-p), 2"(-p), 1, J, iteracja] « HJk[x, 1, 3]}~

izp 1=-2%(i-F)

przestrzendetali::usage = " Obliczanie wartosci funkcji detali o szczegolach poziomu m+1";

przestrzendetali[f , = , p , m] :=

2%(i-p)-1

MU16[{1=EL Z (Bi3lf, -2+ (-p), 2" (-pP), 1, 3, iteracja] » Hik[x, 1, j])]:

j=-2*{i-F)




9.4. APROKSYMACJA HAARA - IMPLEMENTACJA

TableForm [

{{Plot[{przestrzendetali[f, =, -2, 1]}, {x, -Pi, Pi}, PlotRange - {{-Pi, Pi}, {-0.4, 0.4}},

PlotLabel + "Wykres detali na poziomie m = 1"],

Plot[{f[x], funkcjaaproksymowanalf, =, -2, 11}, {x, -Pi, Pi},

Wylres detali na
0.4

poziemism = 1

’_IIr

PlotLabel + "Aproksymacja na poziomie m = 1"]111]

Aproksymacja na poziemiem = 1
04

J'—i

|_|’_,—|I.
141 u

Rysunek 9.1: Aproksymacja Haara na poziomie rozdzielczosci I

TabkleForm [

{{Plot[{przestrzendetali[f, =, -2, 21}, {x, -Pi, Pi}, PlotRange » {{-Pi, Pi}, {-0.4, 0.4}},

PlotLabel + "Wykres detali na poziomie m = 2"],

Plot[{f[x], funkcjaaproksymowana[f, =, -2, 2]}, {x, -P1i, Pi}, PlotLabel -+ "Aproksymacija na poziomlie m = 2"]}}]

Wkres detali na poziomie m = 2

04

0.4

Rysunek 9.2: Aproksymacja Haara

Aproksymacja na poziomism = 2
0.4r

na poziomie rozdzielczosci 11
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Plot[{f[x], funkcjaaproksymowana[f, x, -2, 3]}, {x, -Pi, Pi}, PlotlLabel - "Aproksymacia na poziomie m = 3")]

Aproksymacja na poziomie m = 3
0.4r

Rysunek 9.3: Aproksymacja Haara na poziomie rozdzielczosci 111

9.5 Algorytm Mallata

Analiza wielorozdzielcza z wykorzystaniem aproksymacji falkowej dla nosnikéw zwartych, wiaze sie
z wykonaniem transformaty falkowej dla kazdego wspétczynnika falkowego osobno. Konsekwencja
tego, jest duzy koszt obliczeniowy wymagajacy rachunku catkowego, gdzie funkcja podcatkowa jest
iloczyn funkcji aproksymowanej z funkcja skalujaca, czy tez falkowa dla danego modelu zdekompo-
nowanego. lIstnieje jednak metoda ktéra pozwala na znaczne zmniejszenie stopnia ztozonosci obli-
czeniowej. Metoda ta pozwala wyliczy¢ w sposéb bezposredni, wspotczynniki pozioméw nizszych na
podstawie liniowej zaleznosci wspétczynnikéw falkowych stopnia wyzszego [75].

Korzystajac z wyrazen

o) =  V2XZ, hup(22 —n)
Y(@) = V2,0 gep(22 —n)

i podstawiajac w miejsce z —2™x, otrzymuje sie

p(2mx) = \/5222281 hrne(2m e —n)

P(2mx) = V23,0 gap(2 e — n)



9.5. ALGORYTM MALLATA 67

lub réwnowaznie

¥mo ((IJ) = 27812231 hn‘Pm-‘rl,n (1')
(9.32)
me (I) = Z:Li!j_slz+1 InPm+1,n (CC)

co wynika bezposrednio z postulatu 3 i 4 opisanego w rozdziale 3.

Podstawiajac w miejsce argumentu x odpowiednio z — "g%”) ix— ”gﬁ;”) wyrazenie 9.32 przyjmuje
ponizsza postac
Ymo(r — %) = 222:51 hnSOm—&-Ln(x - %)
(9.33)
Ymo(T — %) = ;i!j;2+1 InPmt1.n(T — %)
Na podstawie przeksztatcen
Pmo(z) = 2% ¢(2"2)
pmo(T — gw) = 272" (z — 5x))
= 27 p(2Mz —n)
mozna wyznaczy¢ odpowiednio zaleznosci funkcji skalujacych, gdzie
omn(T) = 2%90(2mx —n)
(9.34)
Omn(T) = @mo(z — 2%)
Analogicznie dla funkcji falkowych otrzymuje sie
Ymn(T) = 2292z —n)
(9.35)

Q;Z)mn(x) = ¢m0($_2%)

Na bazie wyznaczonych réwnan 9.34 i 9.35, podstawiajac je do wyrazenia 9.33 oblicza sie zwiazki
[75]
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m+1
Prim gy () = Dopig, hn272 (27 (2 — %) —n)
m-+1

= Yol hn2 2 02w — (n + 2n(m)))

—s+1 m—+1
wmnw(m) (.%') = Znijsg—i-l gn2 2 ¢(2m+1 (‘T - %) - n)

m+1

= 3 9a2" (27 e — (n+ 2ny(m)))

lub réwnowaznie

Pmn,m) (x) = 27512:51 hn90m+1,n+2nv(m) ($>
(9.36)
¢mn¢(m) () = ;i!j_SIQ-',-]_ InPm+1,n+2n,(m) (v)

W koncowym etapie, mnozac obustronnie réwnania przez F'(x) i nastepnie catkujac otrzymuje sie
wyrazenia

o0 o0
/ F@)pmn, ., (@)dz = 2 hy / F(2)0ms Lsam () (@)
— 00 — 00

Oémr:;(m> am+1,n+2nw(m)

(9.37)

[ee] o0
/ F(@)bmngoy @)dz = Sa2%L, g / F(2) Pt 2y () ()
— 00 — 00

ﬁmnw(m) O‘m+1,n+2nw(m)

Dzieki powyzszej formule uzyskuje sie metode wyznaczania wspétczynnikéw falkowych oy i Bin,
ktére prowadza bezposrednio do algorytmu Mallata [70, 3, 30]

— 52
Oémnv(m) - Zn:sl hno‘m+17n+2n¢(m)
(9.38)
_ —s1+1
/and)(m) - n=—so+1 gnam+1,n+2n¢,(m)

Analizujac wzory algorytmu mozna zauwazy¢, ze znajac wspétczynniki a1, mozna w prosty sposéb
wyznaczy¢ wspoétczynniki Umn g (my | Bmn (- Analogicznie, znajac Qmn,,,, Otrzymuje sig, w spos6b
kaskadowy, kolejne Wspé’{czynnikiam_lmqp(mil) i Bm—1mp (1)

Postepujac w analogiczny sposéb z kolejnymi wspoétczynnikami nizszego poziomu, w sposéb ite-
racyjny wylicza sie wspétczynniki szukanego poziomu aproksymacji k tj. Uhinpy | Bl -

Reprezentacja graficzna powyzszej zaleznosci przedstawia sie nastepujaco:

am+17n amvn(p(m) am_lvntp(anl) e ak‘+17n¢(k+1) ak»nw(k)
ﬁm,nw(m) /Bm—l,nw(m_l) 6m—2,nw(m_2) /Bk,nw(k>

(9.39)
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9.6 Obliczanie przyblizonej wartosci poczatkowej wspétczynnikéw
falkowych

Aby otrzymac¢ wartos¢ poczatkowa wspétczynnikéw falkowych oy, w sposéb doktadny wyznacza sie
ja wedtug wzoru [3]

prn = / F(2)oam(x)dz (9.40)

Ze wzgledu na minimalizacje btedu obliczeniowego dla matej skali M, algorytm Mallata wymaga
korzystania z powyzszego wzoru, ktéry w konsekwencji wigze sie to z duzym nakfadem obliczeniowym.
W przypadku wysokiej skali M obliczenia mozna w znacznym stopniu uproscié, poniewaz nosnik

falek Supp prm(z) =< 5%&", Sgﬂ'ﬁn > jest silnie skoncentrowany wokét punktu

751382 +n s+ sy n
Lo,Mn = oM T oMt1 T o

(9.41)

s14+n s24n

Przyjmujac, ze funkcja F'(x) dla duzego M na przedziale < *475", *25% > ma wartosc stata, F(z)

wynosi w przyblizeniu F'(557). Wynika to z wartosci granicznej limps— oo ?M% =

Tak wiec, podstawiajac do wzoru

52+n
avn = [.2 F(@)eun(z)ds
oM
sg]«&n
~ F(5ir) fj\;f O (z)dz (9.42)
oM
n Sgltln M M
= F(ﬁ) Slﬁn 2 2 80(2 xr — n)daf’
2

9 M

stosujac metode podstawiania 2Mx —n =t = dx = 27 Mdt otrzymuje sie

52
M M
ayn = 222_MF(2§L4)/¢(t)dt = Q_TF(Z%)

S1
—_——
1

(9.43)

Zatem, przyblizona wartos¢ wspétczynnikéw falkowych wyraza sie wzorem [75]

Qhin & 2—%F(2£M). (9.44)
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Reasumujac, dzieki wysokiemu poziomowi rozdzielczosci M mozna wyznaczy¢ wspétczynniki po-
czatkowe bez wykorzystywania operacji splotu i catkowania, co tez eliminuje znacznie koszt oblicze-
niowy dla poczatkowych wartosci wspétczynnikéw falkowych.

9.7 Dwuwymiarowa analiza wielorozdzielcza

Reprezentacja falkowa w prosty sposéb moze by¢ uogélniona na wymiar stopnia drugiego, dzieki czemu
ma ona swoje przetozenie podczas analizy obrazu.

Jezeli badana funkcja posiada skoriczona energie F(z, y) € L?(R?), gdzie wielorozdzielcza aprok-
symacja L?(R?) jest ciagiem podprzestrzeni analizy wielorozdzielczej jednowymiarowej uogéInionej na
przypadek dwuwymiarowy, wtedy to przestrzenie V; definiuje sie nastepujaco [35, 70]:

Vo=Wal
(9.45)
F(z,y) €Vy <=  F(2xz, 2y) € V;
Przestrzenie V; tworza w L?(R?) ciag spetniajacy warunki:
Vi CVyi1 C...CVy, C... C L*(R?) (9.46)
gdzie
lim V,, = {0} (9.47)
m——00
lim V,, = L*(R) (9.48)
m—0o0

Poniewaz funkcje p(e — n), n € Z tworza baze ortonormalna w Vj, funkcje utworzone przez ich
iloczyn stanowa baze ortonormalng w V gdzie

Do.mn (2, y) = o(z —n)p(x —m), n,m € Z

Ponadto, dla przestrzeni V; baze ortonormalng stanowia funkcje

q)j,mn(l'ay) = 90]”(‘%.)%0]771('%.)
(9.49)
= 200(2x —n, 2y —m) n,meZ

Analogicznie, jak dla przypadku jednowymiarowego dla kazdego j € Z istnieje przestrzen komplemen-
tarna Wj ktéra jest dopetnieniem Vj w Vjiq [52, 70] tj.:
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Visi = Vip@Via=(V;eW;) e (V;e W)
= VieVie[(W;eV;) e (V;oW;) o (W; @ Wj) (9.50)

= Vj@Wj

Analizujac powyzsze wyrazenie mozna zauwazy¢, ze przestrzen szczegétéw sktada sie z trzech
cztonéw z bazami @Z)jngajm, @jnwjm i 1/’jn¢jm [52]

Reasumujac, przestrzen detali sktada sie z trzech falek
U(z,y) = @(2)y(y)
V(z,y) = Y(@)e(y) (9.51)

Vi(z,y) = P(=)v(y)

gdzie falke U"(x, y) nazywa sie falka pozioma, ¥"(z, ) - falka pionowa, a U¥(z, y) - falka diagonalna.

Aproksymacja obrazu (dwuwymiarowa reprezentacja) na poziomie Vj, 1 sktada sie z aproksymacji
zgrubnej V; i przestrzeni detali Wj reprezentujacy trzy skfadowe: poziomga, pionowa i diagonalna.
Dla sktadowej poziomej detalu uwypuklone sa krawedzie poziome obrazu, dla pionowej - krawedzie
pionowe, za$ dla diagonalnej wyréznione s3 diagonalne. Charakterystyka tych sktadowych uzasadnia
przyjete nazwy.

Dla obrazu oryginalnego o liczbie elementéw N x IV kazda ze sktadowych dla procesu dekompozycji
i czesci aproksymacji zgrubnej posiada % X % elementéw. Wynika z tego, ze aproksymacja zgrubna
reprezentuje obraz o rozmiarze jednej czwartej obrazu oryginalnego (rys. 9.4).

Dekompozycja obrazu na poziomie wyzszym moze byé przedstawiona takze w postaci struktury
drzewa (rys.9.5), gdzie pierwszym obrazem (od lewej) jest tzw. aproksymacja zgrubna, natomiast
nastepne to przestrzenie szczeg6téw (pozioma, diagonalna i pionowa).
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Approximation coef, at level 1

%

Decomposition at level 1

Rysunek 9.4: Schemat falkowej dekompozycji obrazu za pomoca falki db2

Original Imagye Synthesized Image Approximation coef, at level 1

Image Selection : Decomposition at level 2

Approximations Horizontal Details Diayonal Details Vertical Details

Rysunek 9.5: Wizualizacja falkowej dekompozycji obrazu w postaci struktury drzewa



Rozdziat 10

Dyskretna transformata falkowa
(DWT)

Wykorzystanie analitycznych wzoréw ciaggtej transformaty falkowej w praktyce wiaze sie zazwyczaj
z duza ztozonoscig obliczeniowa, co tez moze byé przyczyng, ze obliczenia staja sie niemozliwe nawet
dla stosunkowo prostych funkcji.

Alternatywa dla tego typu rozwiazania moze by¢ tzw. dyskretyzacja transformaty falkowej, a co
sie z tym wiaze dyskretyzacja funkcji badanej, poddajac ja zabiegowi prébkowania w dziedzinie czasu.

Odpowiednio geste prébkowanie, umozliwia rozktad funkcji badanej na jej reprezentacje zgrubna,
jak i szczegotowa dajac w konsekwencji wynik ktéry jest mocno zblizony, praktycznie tozsamosciowo
rowny wzgledem analizy w przestrzeni ciagtej, uzyskany znacznie mniejszym kosztem obliczeniowym.

Pomyst dyskretnej transformaty falkowej oparty jest na algorytmie Mallata opisanym w rozdziale
9.5 za pomoca wzoru 9.38.

Za pomoca transformaty funkcja przepuszczana jest przez filtr potéwkowy dolnoprzepustowy h
z funkcja przenoszenia H(f) = 1dla f < % i H(f)=0dla f > L, gdzie f. jest czestotliwoscig
Nyquista® (f. =1At = 1) [33].

Dziatanie takiego filtru jest dane przez konwolucje [54]:

y(i) = S W (20— k)y(k) (10.1)
k

gdzie filtr usuwa wszystkie prébki nalezace do czestotliwosci powyzej potowy czestotliwosci Nyqu-
ista.

Jezeli na funkcji zostanie przeprowadzona operacja splotu za pomoca potéwkowego filtru goér-
noprzepustowego g, wtedy to otrzymuje sie funkcje ktéra przenosi informacje o szczegétach funkgji
aproksymowanej na poziom o jeden stopien wyzej.

Operacja taka wyraza sie wzorem:

*Czestotliwosé Nyquista jest to maksymalna czestotliwosé skladowych widmowych funkcji poddawanej pro-
cesowi probkowania, ktére moga zostaé¢ odtworzone z ciaggu préobek bez znieksztalceri. Skladowe widmowe o cze-
stotliwodciach wyzszych od czestotliwoéci Nyquista ulegaja podczas probkowania natozeniu na sktadowe o innych
czestotliwosciach (zjawisko aliasingu), co powoduje, ze nie mozna ich juz poprawnie odtworzy¢[33].
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2(i) = 3 g (21 — K)y(k) (10.2)

W konsekwencji, analize funkcji mozna przedstawi¢ za pomoca macierzy konwolucji, jako [5]

n H*
lub réwnowaznie
_ Yn
ynt1 = H G}[x } (10.4)
gdzie [53, 54]
ho hi ho hs
. _ ho hi hg hg
H* = e b b (10.5)
hg h3 h(] hl

hy —hs hy —hg
hs —ho hy —hg
hs —hs hy —hg
hy —hg hs —ha

(10.6)

za$ macierze filtréw spetniaja wtasnosci HH* =1, GG* =11 HG* = GH* = 0.

Aby okresli¢ rzut ortogonalny dowolnej funkcji f(¢) na podprzestrzen ortogonalna Vj, zgodnie ze
wzorem 9.16, wymaga to obliczenia wektora iloczynéw skalarnych y(n) =< ¢(t —n), f(t) >, n € Z.

W sytuacji jednak, gdy rozdzielczos¢ przestrzeni jest wystarczajaco duza w stosunku do funkgji
wejsciowej f(t), funkcja ta moze ulec probkowaniu. Wynika to stad, ze falka ¢(t) jest dolnoprzepu-
stowa odpowiedzig impulsowa o jednostkowej catce [6].

Dodatkowo, gdy funkcja f(t) jest gtadka, zas funkcja o(t) jest dobrze ttumiona, korzystajac z po-
wyzszych rozwazah mozna zatem przyjaé przyblizenie [3]

y(n) = f(n) (10.7)

ktére pozwala na zmniejszenie w znacznym stopniu ztozonosci obliczeniowe;.

Przyktadem takiej aproksymacji moze by¢ analiza wektora y = [ 8 5 7 2 ] za pomocy falki
Haara (ho = h1 = %) .
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Jezeli funkcja skalujaca przyjmuje posta¢ g (k) = 0x—; wtedy to wektor y mozna zapisa¢ jako

©00(0) ©01(0) ©02(0) ©03(0)

_ ©oo(1) wo1(1) ©o2(1) wo3(1)

V=81 G | T en@ | 77| 0@ | T2 s | (108)
®00(3) ©01(3) ©02(3) ©03(3)

Nastepnym etapem jest zdefiniowanie macierzy konwolugji, gdzie

(10.9)

*_|:h0 hl
5 =

ho hl}

By —he ] (10.10)

Yo1 1 1 8 13
yn |1 11 50 119
To1 o \/5 1 -1 7 - \/i 3
T11 1 -1 2 5

Ostatnie dwa wspotczynniki naleza do przestrzeni detali, stad tez s3 wykorzystywane przy syntezie
funkcji aproksymowane;.

Ostatni krok aproksymacji to podziat funkgcji na wspétczynniki yo2 i zos2.

BRI IR R R

[\

tak wiec

Yo2 11
202 . 2
o1 o 3
T11 9

W celu rekonstrukcji funkcji mozna odwrécié proces, wykorzystujac do tego celu wtasnosci analizy
wielorozdzielcze;.
Aproksymowana funkcja moze by¢ wyrazona zatem jako kombinacja liniowa funkcji, gdzie [5]



76

ROZDZIAL 10. DYSKRETNA TRANSFORMATA FALKOWA (DWT)
13 9 3 5
= —=p_10+—=p-11+ —=%_10+ —=9_ 10.11
y \@90 1,0 ﬂSO 1,1 \/51# 1,0 \/éﬂ) 1,1 ( )
lub
- 11 + 29 + iw + iqp (10 12)
y ¥-2,0 —2,0 V2 -1,0 NG -1,1 .

podczas gdy funkcja skalujaca Haara

[ 2% dia ze<n2™™, (n41)27™)
Pmn = 0 dla z¢<n2™™, (n+1)27™)

i funkcja falkowa Haara

2% dla xe<n2™, (n+1)2m >
Ymn =4 =22 dla z€<(n+3)27™, (n+1)27™)
0 dla z¢<n2™™ (n+1)27™)

Analizujac powyzszy zapis, macierz konwolucji prezentuje sie w postaci [5, 53]

1 1 1 1
Yo2 ? 751 V2 V2 L ) Yoo
2l | vz vz L, V2oV J10 (10.13)
zo1 1 2 2 Y20
z11 1 % —% Y30
lub réwnowaznie
Y02 11 1 1 Y00
To1 V2 V2 vz |1 -1 Y20
T11 \/i I -1 Y30
(10.14)
1 1 Y00
21 V2 =2 Y20

V2 —V/2 Y30
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Woynika z tego, ze podczas jednego mnozenia macierzowego z poziomu 0 mozna uzyskaé analize
funkgji na poziomie 2.

Stosunkowo prosta analiza funkcji pozwala na szybkie przeksztatcenie jej na podprzestrzen aprok-
symacji i reprezentacji szczegétowej. Operacja za pomoca macierzy konwolucji narzuca jednak pewny
narzut niepotrzebnych operacji mnozenia przez zero.

W praktyce dla przestrzeni dyskretnych jako reprezentacje zgrubna przyjmuje sie wartosci wspot-
czynnikéw przy funkcjach skalujacych, zas przestrzen detali jest wynikiem wartosci wspétczynnikéw
przy funkcjach falkowych aproksymatora f(z;m) zdefiniowanej we wzorze 9.17.

Whynika to stad, ze im wspotczynniki falkowe sa blizsze zeru tym lepsze jest dopasowanie funkgji
falkowych do badanej funkgji.

Operacja dyskretnej transformaty falkowej dla przestrzeni ortogonalnej ze wzgledu na swoja orto-
gonalnosé nie pozwala czesto na elastyczne dopasowanie sie falki do analizowanych prébek. Takie zte
dopasowanie falki powoduje, ze reprezentacja szczegétowa posiada wspétczynniki bardzo zaszumione,
za$ reprezentacja zgrubna ma tendencje do odchylen wzgledem charakterystyki funkcji.

Jednym ze sposobéw rozwigzania problemu, byto zaproponowanie przez Wima Sweldensa nowe;j
metody konstruowania falek, zwanej schematem liftingu [58]. Schemat ten polega na nowej koncepcji
tworzenia falek biortogonalnych pozwalajacych na dopasowywanie sie tzw. banku filtréw do badanej
funkcji.

Podczas konstrukcji falek biortogonalnych, za pomoca schematu liftingu, nie korzysta sie z al-
gebraicznych operacji translacji i przesunie¢ jednej funkcji podstawowej. Falki te moga korzystaé¢
z wielu funkgji, ale musi zosta¢ zachowana zaleznos¢, zeby bazowa funkcja jednego poziomu stano-
wita skonczona, liniowa kombinacje funkcji wyzszego poziomu rozdzielczosci. Gwarantuje to mozliwos¢
zdefiniowania zagniezdzonych przestrzeni koniecznych do opisania analizy wielorozdzielczej [61].
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Rozdziat 11

Wtasnosci biortogonalnych baz
falkowych

Rekonstrukcja funkcji na podstawie reprezentacji falkowej powinna wykorzystywa¢ falki o stosunkowo
gtadkiej charakterystyce. Ze wzgledu na duza ztozonos¢ obliczeniowa falka jest efektywna wtedy, gdy
posiada jak najkrétszy nosnik. Jednakze, im krétszy nosnik, tym bardziej zanika gtadkos¢ funkcji.
Zatem, podczas optymalizacji funkcji, nalezy uwzglednia¢ dwie powyzsze cechy falki.

Dosy¢ istotna cecha dla analizy funkcji jest liniowa faza filtréw o skonczonej odpowiedzi impul-
sowej (SOI), ktére pozwalaja na niewykorzystywanie kompensacji fazy na poszczegélnych stopniach
dekompozycji.

Falki Daubechies posiadajace, dla okreslonej dtugosci nosnika, maksymalna liczbe znikajacych
momentéw s3 optymalne w sensie kryterium ortogonalnosci i doktadnosci aproksymacji. Nie posiadaja
one jednak banku filtréw o liniowej fazie [71].

W celu uzyskania liniowosci fazy banku filtréw, a co za tym idzie - symetrycznosci wzgledem
punktu zg , do analizy wykorzystuje sie funkcje bazowe liniowo niezalezne, z wytaczeniem warunku
ortogonalnosci.

Bazy te zamiast ortogonalnosci zachowuja ceche biortogonalnosci, pozwalajaca wykorzystywaé
witasnosci analizy wielorozdzielcze;.

Oprécz rodziny funkgeji skalujacych {¢(x — n)},ecz, rozpietej na przestrzeni Vp, do celéw dekom-
pozycji i syntezy funkcji badanej wykorzystuje sie dualng baze Riesza podprzestrzeni Vj rodziny funkgji
(@ — ). N

Ponadto, jezeli bazy {¢mn tnez i {Pmn }tnez sa bazami Riesza V,,, i Vi, wtedy to falki {tmn }nez
i {@mn}nez s3 bazami dualnych podprzestrzeni detali W,,, i W, gdzie Vi1 =V, @ Wiy i Vm+1 =
Vin © W,

Biortogonalnos¢ charakteryzuje sie tym, ze przestrzen detali W, nie jest ortogonalna do V,,, lecz
do jej odpowiednika w bazie dualnej V,.

Analogicznie przestrzen detali W, jest ortogonalna do rzutu na podprzestrzen V;, [49].

Réwnaniami funkcji skalujacej ¢(z) , funkgji falkowej ¥ (z) i ich dualnych odpowiednikéw @(x)
i h(z) sa [12, 31, 66]:

p(@) = V2 Y (2 — k) (11.1)
k
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Y(@) = V2 gr (2 — k) (11.2)
k

B(z) = V2 hi@(2x — k) (11.3)
k

b(z) = V2 G (2e — k) (11.4)
k

gdzie wspétezynniki hy gk, by i Gk reprezentuja kolejne, poszczegdlne sktadowe wspétczynniki
filtréw h, g, hi g.
Ponadto, filtry dolnoprzepustowe w dziedzinie czasu spetniaja zaleznos$¢[45]

> hihi—on = 6 (11.5)
kEZ

zas$ cecha biortogonalnosci uogélnia wzgledem przestrzeni ortogonalnych, zasade filtréw lustrzanych
Za pomocay wzoréw

g = (=1)"hi-p (11.6)

Funkcje bazowe dla baz biortogonalnych definiowane s3 analogicznie jak dla przypadku baz orto-
gonalnych:

oik(x) = 2J§cp(2jx—k‘)
(11.8)

Uin(x) = 2892z — k)

Whynika z tego, ze aproksymacja funkcji na poziomie rozdzielczosci m dla modelu zagregowanego
wyraza sie wzorem

f(z;m) = Zamjcpmj(x) (11.9)

JEL

natomiast model zdekomponowany posiada forme

m—1
Flasm) = awjoni(@) + Y > Bijthij(x) (11.10)

jez i=k j€Z
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Wspotczynniki falkowe wylicza sie za pomoca iloczynu skalarnego funkgcji aproksymowanej z funk-
cjami skalujacymi i falkowymi przestrzeni dualnej [74] tj.

a = < fpiac= [ f@)pe)ds (11.11)
Bii = < fibj >:/f($)1;j,l($)dx (11.12)

Schemat Mallata opisany w rozdziale 9.5 dla przestrzeni ortogonalnych mozna w analogiczny sposéb
przenie$¢ na przestrzen biortogonalng. Algorytm ten pozwala na iteracyjne obliczenie wspétczynnikéw
poziomu nizszego znajac wspétczynniki falkowe poziomu wyzszego i odpowiadajace im wspétczynniki
filtréw dualnych [65]:

aji = V2 sk (11.13)
k

Bik = V2D Gr-utjiip (11.14)
k

Aby uzyska¢ stabilne i zupetne biortogonalne bazy falkowe o nosniku zwartym dla filtréw dol-
noprzepustowych h i h, filtry te musza spetnia¢ warunek doskonatej rekonstrukcji w dziedzinie
czestotliwosci [57]

H (w)Hw)+ H (w+m)Hw+7) =2 (11.15)

lub réwnowaznie za pomoca transformaty Z dla przestrzeni dyskretne;

h(h(z"") +9(2)3(="") = 2
] (11.16)
h(z)h(—="1) +g(2)3(=="1) = 0

Jezeli filtry h,, o wspotczynnikach niezerowych dla Ny <n<Nyihy,w przypadku niezerowych
wspétczynnikéw dla N; < n < Ny spetniaja warunek doskonatej rekonstrukcji (11.15), wtedy to
odpowiadajace im funkcje skalujace posiadaja skoinczony nosnik

Supp p(x) = < Ni,No > (11.17)
Suppp(x) = < Ni,No > (11.18)
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za$ nosniki falki syntezy i analizy wyrazaja sie w spos6b nastepujacy [45]

Ny — Ny +1 NQ_N1+1>

Supp (z) s 5 (11.19)
Ni—No+1 Ny— Ny +1
Supp () < 5 P 5 L (11.20)

Konstrukcja biortogonalnych falek o nosniku zwartym pozwala na otrzymanie charakterystyk falek
o charakterze symetrycznym lub antysymetrycznym.

Skojarzone filtry ktére spetniaja ponadto warunek doskonatej rekonstrukeji (11.15) uzyskuja li-
niowa faze, dzieki ktérym nie trzeba wykorzystywa¢ kompensacji fazy na poszczegélnych stopniach
dekompozycji.

Jezeli ¥ i ¢ dla falek biortogonalnych posiadaja 5 i p momentéw znikajacych, rozmiar ich nosnika
wynosi co najmniej p +p + 1.

Takie falki ktére posiadajg minimalny nosnik nosza nazwe CDF od nazwisk ich twércéw: Cohena,
Daubechies i Feauveau[6].



Rozdziat 12

Reprezentacja polifazowa

Wielorozdzielcza analiza falkowa dla dyskretnej przestrzeni biortogonalnej, analogicznie jak w przy-
padku przestrzeni ortogonalnych, do filtracji funkcji uzywa schematu dwukanatowej dekompozycji
z wykorzystaniem filtréw gérno- i dolnoprzepustowych zgodnie z rys. 12.1.

Istotng zaletg tego typu rozwiazania jest tzw. jawnoé¢ wspétczynnikéw filtru analizy k, §isyntezyh, g,
dzieki ktérym mozna otrzymac bezposrednio wyrazenia funkgji falkowych i skalujacych zgodnie z réw-
naniami definiujacymi opisanymi w rozdziale 3 t;.

e(x) = V23 ,cphnp(2z —n)
. (12.1)
P(x) = V23,cz9np(22 —n)

Podczas rekonstrukgji i dekompozycji uktadu nie wykorzystuje sie zadnych korelacji pomiedzy re-
prezentacja zgrubna a reprezentacja detali, natomiast filtracja realizowana jest za pomoca splotu,
w dziedzinie czasu, lub za pomoca iloczynu w dziedzinie czestotliwosciowej za pomoca dyskretnej
transformacji Fouriera.

h(z™h) —»@—-— LP —@_, h(z) —
SN @___
g(z7"h) —*@—-— HP 4,@_, 9(2) [

Rysunek 12.1: Schemat dwukanatowej dekompozycji i rekonstrukcji

Y

Y

Analizujac dyskretng transformate falkowa mozna zauwazy¢, ze podczas przetwarzania funkgji,
w pierwszej kolejnosci, podlega ona filtracji dolno i gérnoprzepustowej a nastepnie decymacji | 2
(w przypadku analizy) lub procesowi uzupetniania - ekspandera 7 2 (podczas syntezy). Decymacja
jest stosowana ze wzgledu na eliminacje nakfadania sie widm pasm powstatych w wyniku filtracji
(aliasing), ktéry powoduje wzmocnienie niektérych obszaréw funkgji [35].
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Poniewaz ekspander i decymacja powoduja nadmiar obliczeniowy, stad tez aby zmniejszy¢ ztozo-
nos¢ obliczeniowa uktadu Wim Sweldens zauwazyt [60], ze podczas analizy funkcji wystarczy ograni-
czy¢ sie do wtasnosci prébek parzystych otrzymanych po transformacji.

Analiza tego typu podejscia, prowadzi w konsekwencji do pojecia macierzy polifazowej, ktéra otrzy-
muje sie za pomoca elementarnych przeksztatcen biortogonalnych filtréw gérno i dolnoprzepustowych
z wykorzystaniem transformacji Z *.

Aby okresli¢ powyzsza macierz, definiuje sie nastepujace witasnosci.

Jezeli filtr h jest typu SOI (skonczona odpowiedzig impulsowa), gdzie nosnikiem funkgji skalujacej
jest przedziat < k1, ko > dla k; € Z, wtedy to przy pomocy wielomianu Laurenta mozna okresli¢ filtr
dolnoprzepustowy w postaci [67]

h(z) = hpz". (12.2)

Stopien wielomianu Laurenta £ definiuje si¢ wtedy jako |h| = ko — ki, za$ dtugosc filtru (nosnika)
jako |h| + 1.

_ Dla zmniejszenia ztozonosci obliczeniowej wykorzystuje sig zbiér wspétczynnikéw falkowych h =
{hi} ograniczony do zbioru prébek parzystych h® = {hg} [15] takich, ze [64]

ho(2) = he(z) = ) hopz™". (12.3)
k
gdzie h.(22) jest parzysta czescia h(z) tj.

he(2?) = =2 ——~ =2 (12.4)

Analogicznie, dla wspétczynnikéw nieparzystych filtr przyjmuje postaé

Bo(z) = Zﬁzkﬂfk (12.5)
k

gdzie

ho(2) = Z(h() = h(=2)). (12.6)

Funkcje pasma dolnoprzepustowego (wspétczynniki reprezentacji zgrubnej) mozna zatem wyrazi¢ za
pomoca wzoru

5(2) = h(2)x(2) = he(2)ze(2) + 27 ho(2)T0(2). (12.7)

*W dyskretnej transformacji falkowej najczesciej wykorzystuje sie odpowiednik transformacji Laplace’a dla
przestrzeni dyskretnej, czyli transformacje Z, gdzie filtr h(z) =3 hnz™", 2 =€ in € N [45].
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za$ jego odpowiednik w pasmie gérnoprzepustowym (wspétczynniki reprezentacji szczegétéw) jako

d(2) = §(2)2(2) = Ge(2)ze(2) + 27 Go(2)0(2). (12.8)

Poniewaz bank filtréw procesu dekompozycji opisuje sie postaciag macierzowa

{ 0 ] B [ Zgzi ]‘T(Z)’ (12.)
wykorzystujac wyrazenia 12.7 i 12.8 mozna ja przedstawi¢ za pomoca formy [64]
0 =1 we ] 210

Powyzsza macierz banku filtréw nazywa sie polifazowa i oznacza sie ja jako [15]
P(z) = [ he(z) - o(2) } . (12.11)

Macierz ta jest charakterystyka pewnego zestawu filtréw ktéry odpowiada za transformacje fal-
kowa. W przypadku gdy macierz polifazowa jest macierza jednostkowa, transformacja dzieli zbiér
prébek jedynie na ich zbiory parzyste i nieparzyste.

Znajac warunek doskonatej rekonstrukcji (11.16) i definiujac tzw. modulacyjna macierz jako

M(z) = [ Mz) h(=2) ] . (12.12)

mozna zdefiniowa¢ warunek doskonatej rekonstrukcji w formie macierzowej [15]

M(z HIM(z) = 21 (12.13)

gdzie dualna macierz jest macierza z ,tyld3” dla kazdego elementu macierzy.

W przypadku procesu syntezy analogiczne uproszczenia (12.10) prowadza do nastepujacej dualne;j
macierzy polifazowej:

P(z) = [ ZZ(Z) e } . (12.14)



88 ROZDZIAL 12. REPREZENTACJA POLIFAZOWA

Powyzsze zaleznosci okreslaja zatem relacje pomiedzy macierza polifazowa a macierza modula-
cyjna, gdzie

P27 = 1M(2) { Loz ] (12.15)

Wiasnos¢ doskonatej rekonstrukcji mozna zatem zapisa¢ za pomoca macierzy polifazowych uwzgled-
niajacy opdznienie w wyniku filtracji

PPz H)T =1 (12.16)
— P(z_1)T P(z)

Rysunek 12.2: Schemat analizy i syntezy za pomoca reprezentacji polifazowej

Jezeli macierz polifazowa bedzie odwracalna, wtedy [45]

P> NT=P(x)! = 1 9o(2)  —9ge(2)
P(z7) =P(z) B 00 — @) | =holz)  hel) | (12.17)

Jesli dodatkowo wyznacznik macierzy det P(z) = he(2)go(2) — ho(2)ge(2) bedzie réwny 1, wtedy
para filtréw (h, g) nazywa sie komplementarna i pozwala bezposrednio okresli¢ zaleznosci filtréw

Ee(z) = go(z_l)
ho(z) = —ge(=71)
(12.18)
ge(z) = _ho(zil)
QO(Z) = he(zil)

Wykorzystujac powyzsze wtasnosci, filtry analizy i syntezy prezentuja sie w sposéb nastepujacy

h(z) = —z7'g(=z71)
(12.19)
9(z) = —z'h(=271)



Rozdziat 13

Schemat liftingu

Konsekwencja reprezentacji polifazowej jest metoda liftingu ktéra przeksztatca macierz polifazowa na
postaé iloczynu macierzy gérno i dolnotréjkatnych z jedynkami na przekatnych.

Transformacja zbudowana na schemacie liftingu zawiera iteracyjnie powtarzane bloki predykcji
i uaktualnienia (dualny i prymalny lifting).

Bloki te modyfikuja prébki nieparzyste wykorzystujac liniowy model predykcji z kilku sasiednich
probek parzystych, a nastepnie uaktualniajg wartosci prébek parzystych, aby zachowa¢ wartos¢ srednia
oryginalnego zbioru prébek.

Schemat liftingu jest technika wprowadzong przez Wima Sweldensa, ktéra stuzy zaréwno projekto-
waniu falek biortogonalnych jak i jest sposobem realizacji biortogonalnej transformacji falkowej [9, 60].
Podczas procesu syntezy lub dekompozycji funkcji wykorzystuje sie tzw. bank filtréw, czyli zespét
skonczonej liczby filtréw, ktérego filtry sa uzywane w sposéb oddzielny do osobnych prébek tej same;
funkcji. Duza zaleta jest to, ze cata konstrukcja odbywa sie w dziedzinie czasu, nie wykorzystujac
do tego celu przeksztatcen Fouriera. Schemat liftingu zapewnia odwracalnos¢ transformacji falkowe;
oraz posiada wystarczajaco duzo stopni swobody, aby konstruowa¢ przeksztatcenia zgodnie z przyje-
tymi ztozeniami tj. wymagana regularnos¢, liczba momentéw, ksztatt widma, lokalizacja w dziedzinie
czasu.

W schemacie liftingu wyré6znia sie dwie operacje: lifting dualny (blok predykgji) i lifting prymalny
(blok uaktualnienia), dzieki ktérym mozna bezposrednio wptywa¢ na wtasciwosci transformaty falkowe;j
[23, 31].

Podczas prymalnego liftingu nastepuje zamiana filtréw gérnoprzepustowych na nowe, powodujac
zmiane dualnej funkgji skalujacej zachowujac przy tym ich komplementarnos¢, opisang w kolejnym
rozdziale.

Lifting dualny w sposéb analogiczny zamienia filtr dolnoprzepustowy na jego nowy odpowiednik
[38].

13.1 Woyznaczanie nowych biortogonalnych filtréw falkowych

Przeksztatcenie macierzy polifazowej na iloczyn macierzy gérno i dolnotréjkatnych z jedynkami na
przekatnej pozwala na wyodrebnienie operacji liftingu prymalnego i dualnego z zachowaniem komple-
mentarnosci filtréw falkowych.

Ponadto, jezeli para filtréw syntezy (h, g) jest komplementarna (wyznacznik macierzy polifazowe;j
wynosi 1) wtedy to para filtréw analizy (h, §) jest takze komplementarna.
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Powyzsze wtasnosci wynikaja bezposrednio z ponizszych twierdzen:

Twierdzenie 13.1: (Prymalny lifting) Jezeli istnieje komplementarna para filtréw
(h, g), wtedy nowy filtr g, o skonczonej odpowiedzi impulsowej i komplementarny do
h, przyjmuje forme [15]:

9" (2) = g(z) + h(2)s(z?) (13.1)

gdzie s(z) jest wielomianem Laurenta.

Analogicznie, jezeli filtr g™ przyjmuje forme 13.1 wtedy ¢
do h.

new jest komplementarny

Dowéd: Wspétczynniki h(z)s(z2) macierzy polifazowej przyjmuja postaé he(z)s(z)
dla czesci parzystej i ho(2)s(z) dla czesci nieparzystej

preu(z) — [Zm gzew<z>] _ {

Operacja nie zmienia zatem wyznacznika macierzy [15] OJ

Na mocy twierdzenia 13.1 i relacji pomiedzy filtrami dolnoprzepustowymi £ i & dla
dualnej macierzy polifazowej otrzymuje sie:

Prew(s) — P(2) { _Sé_l) ? } (13.3)

Wynika z tego, ze nowy filtr analizy h jest wyrazony wzorem [60]

R (2) = (=) — §(2)s(=2) (13.4)

i) ——(12) Q Lp @ (12— 1) —
7 s(z) s(z) ®—*
gz @ ! HP i @ 9(2) |

Rysunek 13.1: Liftingu prymalny - blok uaktualnienia



13.1. WYZNACZANIE NOWYCH BIORTOGONALNYCH FILTROW FALKOWYCH

Twierdzenie 13.2: (Dualny lifting) Jezeli istnieje komplementarna para filtréw (h, g),
wtedy nowy filtr A% o skonczonej odpowiedzi impulsowej i komplementarny do g przyj-
muje forme [15]:

B (2) = h(z) + g()H(=) (13.5)

gdzie t(z) jest wielomianem Laurenta.
Analogicznie, jezeli filtr A™% przyjmuje forme 13.5 wtedy A™% jest komplementarny
do g.

Dowéd: Wspétczynniki g(2)t(2?) macierzy polifazowej przyjmuja posta¢ g.(z)t(z)
dla czesci parzystej i g,(2)t(z) dla czesci nieparzystej [64]

e = G aa] -

- e 1) = relg 1]

Powyzsza operacja, podobnie jak w przypadku poprzednim nie zmienia wyznacznika
macierzy [15]0

(13.6)

Dualny lifting w sposéb analogiczny definiuje takze nowy filtr gérnoprzepustowy ana-

lizy g [60]
7" (2) = §(2) — h(2)i(z7?) (13.7)
h(z") @ ] LP l @ h(z)

Y !
g(z"") (12) (=) HP @ (12) g(2)

)

NN

Rysunek 13.2: Lifting dualny - blok predykcji
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parzyste @ S] 1
5 PODZIAL [I] E_,j
(—y di

nieparzyste p—

Rysunek 13.3: Bloki schematu liftingu

13.2 Algorytm Euklidesa

Faktoryzacja macierzy polifazowych, czyli przeksztatcenie do postaci iloczynowej macierzy gérno i dol-
notréjkatnych jedynkami na przekatnych, realizowana jest za pomoca algorytmu Euklidesa [15] do-
tyczacego znajdowania najwiekszego wspélnego dzielnika NWD dla dwéch wielomianéw Laurenta.
Gtéwna réznica pomiedzy NWD dla liczb catkowitych i dla wielomianéw Laurenta jest to, ze dla liczb
catkowitych otrzymuje sie unikalne rozwiazanie, zas dla wielomianéw mozna otrzyma¢ ich wiele.

Aby znalez¢ NWD dla dwéch wielomianéw Laurenta a(z) i b(z) # 0, gdzie stopien wielomianu
la(2)| > |b(z)], przyjmuje sig, ze a,(z) = a(z) i by(2) = b(2).
Iteracje wykonuje sie zaczynajac od i = 0 [15] dla

ai+1(2) == bz(z) (138)
bi+1(2) = a;(z) modulob;(z) (13.9)

W kolejnych krokach zmniejsza si¢ stopien wielomianu do indeksu n kiedy to reszta z dzielenia (mo-
dulo) b,,(z) = 0. Rozwiazaniem jest wtedy NW D(a(z), b(2)) = an(z).

W przypadku gdy |b;+1(z)| < |bi(2)| mozna odnalez¢ takie m, ze |b,,(z)| = 0. Algorytm konczy
sie dla n = m + 1 gdzie liczba krokéw jest ograniczona dla n < |b(z)| + 1 .
Przyjmujac, ze gi+1(2) = |ai(2)/bi(2)] algorytm przyjmuje forme macierzowa[67]

[ anéZ) ] :El[ { ! —qj<z> ] [ Z((j)) ] (13.10)
lub posta¢ odwrotna
)T ][] ..
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gdzie NWD(a(z), b(z)) = an(z), a gi(2) jest ilorazem catkowitym wielomianéw a;_1(z) i bj—1(z)
[15].

Przykfad:
Majac dwa wielomiany Laurenta a(z) = 271 + 6 + z i b(z) = 4 + 42 wyznacza sie ich iloraz.

(z7'4+642) @ (4+42) = %2*14—%

gdzie wynik mozna napisa¢ jako 27! + 6 + 2z = (271 4 2)(4 + 42) — 4=.
Innym rozwigzaniem moze by¢

wtedy to 271 + 6+ 2 = (F27! + 1) (4 + 42) + 4 gdzie :

ai(z) = 4+4z
bl(z) = 4
a(z) = L1414

Postepujac analogicznie dla n = 2, otrzymuje sie

az(z) =
bg(z) =
@(z) = Zi((z)) =14z

2 4642 27+ 1) [14+2 1[4
R R ik @212

gdzie liczba krokéw wynosi n = [b(z)| + 1 = 2.
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13.3 Faktoryzacja za pomoca schematu liftingu

Jezeli para filtréw (h,g) jest komplementarna (det P(z) = 1) wtedy to wspétczynniki he(2) i ho(2)
mozna doprowadzi¢ sie do postaci iloczynowej macierzy zgodnej z algorytmem Euklidesa [64].

Poniewaz iloraz dwéch wielomianéw Laurenta nie jest unikalny, dlatego tez mozna zawsze znalezé
takie rozwiazanie, ze NW D(he(z), ho(2)) bedzie liczba stata réwna K taka, ze [67]

[ 28 } ~ [ qi(iZ) é } [ [0( ] (13.13)

7
Jezeli |ho(2)] > |he(2)| wtedy to pierwszy iloraz g1 (z) = 0.
W rozwazaniach mozna przyja¢, ze n jest parzyste, w przeciwnym przypadku, jezeli n bedzie nie-
parzyste, nalezy pomnozyé¢ h(z) przez czynnik z, za$ g(z) przez —z~!, poniewaz taka operacja nie
zmienia wyznacznika macierzy polifazowej i pozwala otrzyma¢ parzysta liczbe mnozen.

n

1

Majac filtr h(z) okresla sie komplementarny filtr " taki, ze

=[G a0l e[ ) ww
Wiedzac, ze
RS N KA R

réwnanie 13.14 mozna zapisa¢ w postaci
2
1 q2~_1(z)H 1 OHK 0]
PY(z) = ! 13.16
(2) H [ 0 1 @i(z) 1 0 % ( )

Poniewaz na mocy twierdzenia 13.1 za pomoca filtru ¢° mozna zawsze uzyska¢ filtr g za pomoca
operacji

P(z) = P'(2) { (1) 3(1Z> ] . (13.17)

implikacja powyzszych wtasnosci jest nastepujace twierdzenie [15]:

Twierdzenie 13.3: Dla kazdej komplementarnej pary filtréw (h, g) istnieja takie wielomiany Lau-
renta s;(z) i t;(z) dla K # 0, gdzie [45]

1| O [P [ R

i=1
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o T
2 L I {) J Ko~ 1LP
A ( (

51 (Z) t-m Z)

e e O s

Rysunek 13.4: Schemat liftingu ze skalowaniem - analiza funkcji

\/

Dualna macierz polifazowa otrzymuje sie w sposéb analogiczny:

= i _+.(~—1 1
P(z) =£[1 [ _Si(lz—l) (1) } [ (1) tl(f ) } [ [5 2, ] : (13.19)
LP { K l @ : @ @
fm(Z) qm(z) 3 (Z) 91(2’)
HP ~{1,~’K @ f - @ 1 @ I

Rysunek 13.5: Schemat liftingu ze skalowaniem - synteza funkcji

13.4 Przyktad realizacji schematu liftingu

13.4.1 Analiza biortogonalnych falek CDF(2,2) (Cohen-Daubechies-Feauveau)
Dla falek CDF(2,2)* para filtréw analizy przyjmuje posta¢ [67, 64]:

2) ; 7 (13.20)

W pierwszym kroku tworzy sie podziat filtréw na cze$¢ parzysta i nieparzysta zgodnie ze wzorami 12.7
i 12.8

O S R S S SN L ST
h(z)—{gz +4 82}+z {4+4z}
he(22) ho(22)
D G O
i) = (G2 e )
Ge(22) Go(2?)

*Liczby w nawiasie informuja o liczbie momentéw znikajacych dla falki prymalnej i dualnej. W opisywanym
przypadku N =2i N = 2.
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Poniewaz

he(z) = —Ll143 L
ho(z) = 1+12

Ge(z) = 227141

Go(2) = —3

~ e bk
P(z) =
1,-1 1 1
17 T1 3
Wyznacznik macierzy detf’(z) = —% wykazuje brak komplementarnosci pary filtréw, z tej przyczyny

nalezy zastosowac skalowanie zgodnie ze wzorem 12.18.
Dzieki przeskalowaniu uzyskuje sie w prosty sposéb wspétczynniki macierzy polifazowe;j

P[z_] := {Podzial[ht], Podzial[gt]}:
MatrixForm[P[z]]

Rysunek 13.6: Macierz polifazowa dla CDF(2,2)
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Algorytm 13.1 Wyznaczanie macierzy polifazowej

ht[z ]:= -1/8z2"-2 + 1/4=z*-1 +3/4 +1/4z-1/8z"2;
gtz 1:=1/4=2*-2 - 1/2=z*-1+1/4;
Podzial::usage = "Ereowanie macierzy polifazowe]":

Podzial[ht ] :=Block[{hte = 0, hto = 0, i, c, wsp, 2, minpow = 0, maxpow = 0},
For[i = -30, 1 = 30, i ++,
c= ExpandAll[hEt[=z] fz~1]:
wsp[i] = ExpandAll [c - Integrate[D[c, 2], z]]:
If[wsp[i] # 0, If[ minpow == 0, minpow = i]; maxpow =1i]
]

For[i = minpow, 1 = maxpow, L1++,
If[Mod[i, 2] == 0O,

hto += wsp[i]l=z™1i,

hte += wsp[i]l=z* (1i+1)

1:

hto = hto /. z -+ Sqgrt[z]:

hte = hte /. z -+ Sqrt[z]:

Return[{hto, htel]
1:

Poniewaz macierz polifazowa wyraza sie wzorem

P = [ e o ]

filtry syntezy wyznacza sie w sposéb bezposredni

h(z) = he(2?) + 27 ho(2?)

)

= 1+ z_l(%z_2 +

N[ =

= $2%+ 127141

9(z) = ge(z%) + 27 1go(2?)
= %4—%,22—1—2_1(%,2_2—%—#%2'2)
= L33l il 1l

Oby otrzymac¢ kolejne bloki schematu liftingu, macierz polifazowa poddaje sie procesowi faktoryzacji
za pomoc3 algorytmu Euklidesa.

Wykorzystujac zaleznosé [65]
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prev(s) — 15(,2)[_ 1 0}

r_1.-1,3 1 1,1
—gz +Z—§Z Z—Fzz’ |: 1 0
= -1
1.-1, 1 1 —s(277) 1]

S L ~3

i ﬁgew(z) %—i— %z
B ~new 1

L Ye (Z) )

wyznacza sie ukfad réwnan w postaci

ez = (<t d - k- (d 4 )
g = (e )+ b
lub w przeksztatconej formie
—g7 '+ g2 = (3+H3as(T) HREU(2)
e N (Rt

Za pomoca niejednoznacznosci algorytmu Euklidesa opisanego w rozdziale 13.2 otrzymuje sie trzy
rozwiazania dla réwnania

(—327'+ D) 341 -2
1 31
— gz‘1 +-gr = (-i:'-1) 4+l +1 (13.21)

(%z_l — %) (% + iz) —z71

Poniewaz drugie rozwigzanie posiada symetryczne wspdtczynniki, ze wzgledéw subiektywnych, jako
rozwigzanie mozna przyja¢!

( s(zl) = _%271_%

hmev(z) = 1

) = (Gt D)+ s
=0

TRozwiazaniem moze byé jakiekolwiek z rozwiazan 13.21



13.4. PRZYKLAD REALIZACJI SCHEMATU LIFTINGU 99

Podsumowujac obliczenia, rozwigzaniem przyktadu jest iloczyn macierzowy, gdzie

s(z71) 1
1 1
A |
) 2% T2
_[1 oHliJrizH 1 0]
- 1 1 1
0 —3 0 1 —32 -3 1

Z formy iloczynu macierzowego uzyskuje siec w sposéb bezposredni kolejne bloki schematu liftingu
przedstawione w tabeli 13.1.

] Operacja ‘ Algorytm ‘
Podziat 8; < T2,
di < Tgit1

Lifting dualny d; — d; — %(sl + Sit1)
Lifting prymalny | s; < s; + %(di,l +d;)
Skalowanie S; — —%si

Tablica 13.1: Schemat liftingu dla CDF(2,2)

13.4.2 Faktoryzacja falek Haara

Innym przyktadem realizacji analizy funkcji za pomoca schematu liftingu jest uktad z nieunormowana
postacia filtréow Haara, gdzie

(13.22)

Poniewaz

B(z)= [P(=") " = [ 3

RN

1

|\

filtry analizy maja postac ﬂ(z) = %z‘l + 1 igz)=2"1-1.
Przeprowadzajac faktoryzacje dla P(z) rozwigzaniem jest postac iloczynowa, gdzie
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] Operacja analizy ‘ Algorytm | Operacja syntezy ‘ Algorytm

Podzial Si — X3, Lifting prymalny | s; «— s; — %di
d; — T2i41 Lifting dualny di «— d; + s;

Lifting dualny di — d; — s; Laczenie T2i41 = d;

Lifting prymalny | s; < s; + %di L2 = i

Tablica 13.2: Schemat liftingu dla nieznormalizowanej falki Haara

13.4.3 Rotacja Givensa

Innym przyktadem dla celéw faktoryzacji jest dwuwymiarowa macierz rotacji [63, 15]

cos(z) —sin(z)
G = (13.23)
sin(z) cos(z)
ktéra jest macierz polifazowa P(z) o filtrach komplementarnych h(z) = sin(z)z~! + cos(z)

i 9(z) = cos(z)z71 — sin(z), gdzie z # 5 + k.
Postac¢ iloczynowa macierzy wyraza w sposéb nastepujacy

[y o ][ L 0][4 o) [ 8]

lub réwnowazne (dla z # kT, gdzie k € Z)

[ ZZ’ZEQ —szg) ] _ [ 1 ctg(z) —100366(,2) ] [ ) nl(z) (1) ] [ (1) ctg(z) —160560(2) ]
(13.25)

Reprezentacja schematu liftingu dla rozwigzania 13.25 przedstawia sie nastepujaco:

’ Operacja syntezy ‘ Algorytm ‘

Lifting prymalny | s; < s; + (ctg(z) — cosec(z))d;
Lifting dualny d; «— d; + sin(z)s;

Lifting prymalny | s; < s; + (ctg(z) — cosec(z))d;
Laczenie Toi_1 = d;

T2 = 5§

Tablica 13.3: Schemat liftingu dla rotacji Givensa
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Ztozenie trzech macierzy w geometrii oznacza, ze kazdy obrét dwuwymiarowy mozna zapisa¢ jako
ztozenie trzech rzutéw.

Ponadto, dla kazdych komplementarnych filtréw uzywajac transformacji obrotu nie traci sie ich
komplementarnosci.

13.4.4 Skalowanie

Aby uniknaé skalowania jako ostatniego kroku liftingu mozna zastosowac¢ algorytm Euklidesa dla ma-
cierzy skalujacej w postaci [63, 15]

oL I L LY

==

lub tez jego innej formie
1 1
K o] _[1 0]t 1-% 1 0][1 &%—-%
0 + -1 1]|0 1 K 1|0 1 '

Takie rozwiazanie jest istotnym elementem gdy skalowanie nie jest operacja odwracalng na przy-
ktad w przypadku transformacji falkowej na wartosciach catkowitych.

13.5 Biortogonalne falki CDF

W biezacym rozdziale, zaprezentowane zostato zestawienie biortogonalnych falek CDF, czyli falek

biortogonalnych o maksymalnej liczbie momentéw znikajacych N i N dla danej dtugosci nosnika.
Parametry falek zostaty pogrupowane i przedstawione w formie tabeli z informacjami o wartosciach

ich filtréw, jak i réwniez blokach liftingu [65, 66, 64] wykorzystywanych podczas transformacji falkowe;j.

N | N | Parametry definiujace
—N 1.1 1
1| x| g(z)=352""—35
tl(z):—l
Ki=1
T.-1, 1
51(2)25
Ky=1
L3 [ hz)=—ggz " + 152" 4327 + 3+ 15~ 167
() =~ +4 + &2
K2:§
T/ _ 3 .-5 3 —4_ 11 .3, 11 .,—2 ,  1.-1, 1, 1ii 11 2 3 .3 3 4
1 5 h(Z)—fZ _2—f1612 _1_11782 11"’@23 2“‘52 +§+mz—mz —ﬁz +ﬁ2’
Sl(Z)T%Z — 982 t 3t j55% — 357
K2:§

Tablica 13.4: Dekompozycja dla filtrow analizy biortogonalnych falek CDF(1,x) z N =1i N =
1, 3,5 znikajacymi momentami
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N | N | Parametry definiujace
2 | x [ ge)=32"2—32"1+1
ti(z) =—2271-12
K =1
2 | 2 | h(z)=—-3224+327 4341122
s1(z) = 1+ 12
Ky=—3
2 |4 | h(e)=12t =g — 22+ Bl 2+ B — 122 - 225+ 35t
s1(z) = —6—342_1 + 3+ 82— 222
Ky 2
216 h(z) = %524276 +9512Z + 5122 - 53T92 - 110722?:1 2+ 256Z T+ %gg
+256Z* %0242 - %22 + 51§Z + 512’" EQMZG .
s51(2) = 5137~ — £13% L+ 256 T 2562 - 512Z + 512"’3
Ky =—3

Tablica 13.5: Dekompozycja dla filtrow analizy biortogonalnych falek CDF(2,x) z N =21i N =

2,4, 6 znikajagcymi momentami
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N | N | Parametry definiujace
41 x|glz)=—Fz3+122 -2 T+1 - 52
tl(z) =0
si(z) =—1— 1z
to(z) = —271 =1
K, =

116
K2 - _Z
— 5 .,—5 5 .,—4 1 -3 3.2 35 —1 35
4 4 h(Z) = —%Z + 6742 — ﬁz — gz + mz + 32
y3,_3m_15 5 40 5 5
128 8 5 %56 929 64 29 2565 9
s2(2) = —qR% i Tt T 1R
K2 — 71

4 6 h(Z) — 35 -7 35 _—6 55 Z_5+ 115 —4 557 ,—3 733 Z_2+ 2625 —1_’_@

052 — 54z ?  — %05 512 — =pesl C — 709 2

819 204 192 1024 3192 2048 8192 512
42625, %33 52 e 234 1927, st 25 356 5
8192 2048 192 1024 192 2048 192
56221 1% P 35193

4

— 35 -2 _ 265 499 , 499  _ 265 2 , 35
s2(z) = 140962 1006% 1 2048 T 2048% — 40964 1 10967
K2 == —1

Tablica 13.6: Dekompozycja dla filtrow analizy biortogonalnych falek CDF(4,x) z N =4 i N =
2,4,6 znikajacymi momentami

13.6 Interpolacja funkcji za pomoca biortogonalnej transformaty
falkowe;j

Istnieje klasa transformacji interpolacyjnych ktéra ze wzgledu na duza efektywnosé¢ dekompozycji
danych wraz z prosta realizacja algorytmiczna jest czesto wykorzystywana w schematach kompresji
stratno-bezstratne;.

Filtry implementujace transformacje interpolacyjna nazywane s3 filtrami interpolacyjnymi, zas$
symetryczne falki skojarzone z interpolacyjnymi funkcjami skalujacymi - falkami interpolacyjnymi[61,
45).

Dla tego typu filtréw, faktoryzacja macierzy polifazowej syntezy uktadu prowadzi do dwéch blokéw
schematu liftingu [45]:

P =, 90 ] B [ i) 1 } [ 0“7 ] 1520
co tez implikuje he(Z) =1. (0)

Podczas interpolacji w najprostszym przypadku mozna przyja¢, ze warto$¢ prébki nieparzystej s,

jest taka sama jak wartos¢ probki parzystej 356) (rys. 13.7a). Stad tez, jezeli blok predykcji P jest
liniowym filtrem nieprzyczynowym SOI (skonczona odpowiedzig impulsowa) wtedy to mozna go opi-
sa¢ za pomoca jednego niezerowego wspétczynnika predykcji po, tzw. predyktora rzedu |, gdzie [42, 72]

P — P(s\) = 5\ — pos(” (13.27)
9 L U(dj_) (13.28)

di-1 = s

Si—1 = S
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Zaktadajac analogicznie, ze uaktualnienie jest liniowa nieprzyczynowa kombinacja wspétczynnikéw
dj_q wtedy

Si—1 = 8§6)+U0dj_1

= 55.6) + uo(s(o) —posge)) . (13.29)

i

= (1- uopo)sge) + ups

(0)

J

Jedna z cech schematu liftingu jest to, ze wartos¢ srednia na réznych poziomach rozdzielczosci
musi mie¢ ta sama wartos¢ co funkcja oryginalna [31, 65].
Poniewaz wartos¢ srednia dla poziomu i wynosi

1 =S AP g
5= — nz_:o si(n) = ~ ( 2 5, (n) + nz_% 5, (n)) (13.30)

p o i
5= D s =~ (D (2- 2uopo)sy” + Y 2ugs) (13.31)
n=0 n=0 n=0

na mocy réwnosci §; = 5;_1 warto$¢ ug = % ipo=1.

Powyzszy przyktad realizuje transformate falkowa z wykorzystaniem nieunormowanej funkgcji Haara.
Jest to jedyny przypadek ortogonalnej bazy ktéry moze by¢ realizowany za pomoca schematu predykgji
i uaktualnienia.

Btad predykcji w powyzszym przypadku wynosi zero wtedy, gdy dwa kolejne wspétczynniki posia-
daja te same wartosci.
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FALKOWEJ
a) b)
s© A s© A
J J _
n=0 n=o ™1
Pl
‘ H ‘ H
5; S
. » L] . » -
A e .
n=0 n=0.5
> >

Rysunek 13.7: Przyklady interpolacji funkeji z predyktorem rzedu a) I, b) II i ¢)IV [72]

Istnieja interpolacje wyzszego rzedu! gdzie dla bloku predykcji stosuje sie wiecej anizeli jedna
probke parzysta [61, 72].

Predyktor drugiego rzedu (rys. 13.7b) szacuje zatem, prébke nieparzysta na podstawie sasiaduja-
cych z nig dwéch prébek parzystych.

W tym przypadku, btad predykcji wynosi zero gdy nieparzysta prébka jest zalezna liniowo od
prébek parzystych tzn. wszystkie trzy prébki leza na jednej prostej s(n) = ain + ag.

Analogicznie, dla predyktora rzedu IV do obliczenia prébki nieparzystej wykorzystuje sie cztery
probki parzyste, dwie lezace kolejno po lewej i dwie po prawej stronie prébki nieparzystej (rys. 13.7c
- linia czarna).

Dla powyzszego przypadku, wartos$¢ prébki okresla sie na podstawie $redniej wazonej probek i scisle
okreslonych wag po, p1, p2, ps bedacych wspétczynnikami wektora predykcji.

Jezeli analizowany fragment funkgji jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia s(n) = agn3+
agn?®+ain+ag dlan =0, 1, 2, 3 wéwczas oszacowana wartos¢ prébki srodkowej wynosi s(1.5) [72].

Podczas obliczen mozna zauwazy¢ istotna zaleznos¢, ze stopien wielomianu interpolujacego wy-
korzystywanego podczas operacji predykcji jest o 1 mniejszy od rzedu predyktora czyli liczby probek
wykorzystywanych podczas bloku predykcji.

Analiza przypadkéw granicznych dla predyktoréw wyzszych rzedéw pozwala zobrazowaé problem
deficytu prébek parzystych wykorzystywanych podczas szacowania prébek nieparzystych. Niedobor
probek z poczatku dziedziny funkcji znajduje sie po lewej stronie prébki nieparzystej, zas po stronie
prawej dla prébek z konca dziedziny funkcji badane;j.

Rozwigzaniem takim jest estymacja nowych prébek nieparzystych na bazie dostepnych najblizszych
probek z odpowiednio zmodyfikowanymi wagami [72].

W klasycznym zespole filtréw takie podejscie do problemu nie jest mozliwe, stosuje sie wtedy
zasade dokfadania prébek na zasadzie odbicia lustrzanego lub wykorzystuje sie okresowy charakter
funkgji.

Przyjmujac zasade periodyzacji prébek mozna wykaza¢, ze dla wektoréw predykgji i uaktualnienia
przy zachowaniu tej samej dtugosci wektora zachodzi zaleznos¢ ich wspétczynnikéw uj = %.

Przyktadem takim moze by¢ predyktor rzedu Il gdzie | 7’| = 2.

iqudem predyktora nazywa sie jego dtugo$é tzn. liczbe probek wykorzystywana podczas szacowania probek
nieparzystych.
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Stosujac interpolacje z wykorzystaniem predyktora rzedu Il, prébke nieparzysta szacuje sie za
pomoca dwdch sasiadujacych prébek parzystych.

Interpolacja odbywa sie wtedy za pomoca funkcji liniowej, gdzie przy zachowaniu réwnomiernosci
probek [58] otrzymuje sie

st (n—1)+ Sge) (n)

) 1 e e
59 () =2 . =557 =D+ 357 () (13.32)

stad po = 3 ipr = 1.

Poniewaz wspétczynniki detalu wylicza sie z opdznieniem zgodnie z zasada “leniwej” falki [61],
gdzie

o o o e 1 e
dioitn—1)=s"n-1) =35 n)=s"n-1) - =s9nm-1) - 585 )(n), (13.33)
operacje uaktualnienia wyraza sie nastepujaco [72]
Sifl(n) = sl(e) (n) + uodj,l(n — 1) + uldj,l(n) (1334)

Po podstawieniu wzoru 13.33 do 13.34 wyznacza sie

e o 1 e 1 e o 1 e 1 e
si—1(n) = s )(n)—l—uo(s( )(n—l)—isl(- )(n—l)—§s(. )(n) )—I—ul(sg )(n)—§s§ )(n)—§5§ )(n—|—1)).

7 7 7

(13.35)
Na mocy réwnosci wartosci sredniej gdzie §; = 5;_1 t]
L Nl 5 -1

N Z si(n) = N si—1(n) (13.36)
n=0 n=0
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oblicza sie regute

SV i(n) = 252 sia(n)
2O m) + 590 m) = 225_0 [ (n) + uo(” (n — 1) — 15\ (n — 1) = 1519 () )]
+ 252 (57 (n) — 3549 (n) — 16!V (n 4 1))
S0 50 + 50 = 255 (1= buo — buo — Jur = Jus(? (n)
+ 25020 (ug +u)s” (n)
SISO + 50 M) = T 01— o — un) s (1) + 2(uo + ) 5 (n)]
1 1

(13.37)

Poprzez poréwnanie obu stron réwnosci 13.37 otrzymuje sie zaleznos¢ ug + up = %

Poniewaz dla spetnienia symetrii mozna przyjac [58] ze ug = up = }1, ze wspotczynnikéw wektora

w"*g

predykcji i wektora uaktualnienia wynika zaleznos¢ U=

13.7 Woyznaczanie wspétczynnikéw predykcji dla filtréw interpo-
lowanych

Realizacja interpolacji wielomianowej, zaproponowana przez Wima Sweldensa[58], za pomoca sche-
matu liftingu odbywa sie przy pomocy parzystej liczby probek funkcji o liczbie N. Aby wyznaczy¢
nieparzyste prébki s§o) na podstawie prébek parzystych sge

ktory lokalnie opisuje charakterystyke funkgji [60]

) konstruuje sie wielomian stopnia N — 1

sge)(n) =ay_1nV VFany_on™N T2+ an +ag (13.38)
gdzie wartosci n s3 argumentami probek parzystych t;
( S§€)(n1> = aN_ln{V +an— zn]lv 2 +...+an +ap
sg-e)(ng) = aN,lnéV +an— gnév 24 4amg+ag
(13.39)
sge)(nN) = an_— 177,% +an_ 2?1% 2 +...+ainy + ap

Réwnorzedna forma macierzowa przedstawia sie nastepujaco
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ro(e) 7 - -1 -2 1 - - - q
55 (n1) ny ny 1 aN_1 aN_1
N-1 N-2
5§€)(”2) US) US) 1 aN—_o an—_9
— — BauN . (13.40)
1 2
sge)(nN) L My ny 1] L 9 . L 90

Dzieki rachunkom macierzowym i znajomosci wartosci funkgji dla kolejnych prébek mozna obliczy¢
kolejne wspétczynniki wielomianu interpolacyjnego, gdzie:

ro(e . ro(e) .
— aN_1 - ) . Sj (nl) Sj (nl)
n{v_l 1
an—2 58 (n2) 5 (n2)
= : : =By . (13.41)
N-1
L N I
L a0 | Sge)(nN) | I 556)(HN)

Aby otrzymac zinterpolowang warto$¢ s;(n) dla prébki nieparzystej lezacej pomiedzy prébkami
parzystymi oblicza sie ja na podstawie réwnania
anN—1

siln)=[ N7t pN72 0 1] e . (13.42)

ao

Podstawiajac réwnanie 13.41 do réwnania 13.42 otrzymuje sie wzér na interpolacyjna wersje bloku
predykcji w schemacie liftingu [72]

| Sg‘e)(nl) ]
[ n{vfl 1171
s\ (n2)
siln) = [0 0 1] : ST (13.43)
|yt ']
; s\ (n)
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lub réwnowaznie

sj(n) = pe (13.44)

gdzie

p=[nV"1 N2 0 1] : S : (13.45)

N-1
L "N L]

Wyznaczone réwnanie jednoznacznie potwierdza, ze dla interpolacji wielomianowej wyznaczona war-
tos¢ nowej prébki nieparzystej na podstawie probek parzystych jest srednig wazona wartosci prébek
parzystych z wagami wektora p.

13.8 Implementacja interpolacji funkcji z wykorzystaniem sche-
matu liftingu

Biortogonalna transformata falkowa w swojej interpolacyjnej wersji pozwala na uzyskanie odpowiedniej
gtadkosci charakterystyki czestotliwosciowej w przypadku gdy funkcja s; jest wielomianem stopnia
N — 1. Okresla ona wtedy liczbe znikajacych momentéw ktére sg réwne liczbie rzedu predyktora.

Wiasciwos¢ taka zwana wielomianowym usuwaniem jest gwarancja doktadnosci predykcji, gdzie
dj_l =0.
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13.8.1 Predyktor rzedu | - Haara

<= SchematlLiftingmiZAproksymac]aMiE "

rzad = 1;
tablicaDanych = {1,1,2,2,4,4, 3, 3}:

SchematLiftinguInterpelacjaFunkcji[tablicaDanych, rzad, "predykcia™]

SchematlLiftingmInterpolacjaFunkc]i[tablicaDanych, rzad, "detal"]

[ . e e

SchematliftinguInterpolacjaFunkcji[tablicaDanych, rzad, "wykres"]

Interpolacja wielomianowa sygnatu z predyktorem rzedu 1

4.':':- L]

) |

4

1ip | | | i | | |
] 1.0 1.5 1.0 15 3.0 3

Rysunek 13.8: Interpolacja wielomianowa - predyktor rzedu I

Przeksztatcenie Haara jest to jedyny przykfad ortogonalnej transformacji falkowej ktéra mozna od-
tworzy¢ za pomoca schematu pojedynczej predykcji i uaktualnienia. Interpolacje kolejnych rzedéw
doprowadzaja do powstania biortogonalnych systeméw falkowych [66, 59].

Funkcja przedstawiona w postaci () reprezentuje probki parzyste, natomiast prébki o symbolu O
sa prébkami nieparzystymi szacowanymi podczas operacji predykcji.

Macierz jednokolumnowa p oznacza wektor wag predykcji dla kolejnych przewidywan probek, gdzie
dla kazdej operacji wyliczania prébki nieparzystej jednoelementowy predyktor ma wartos¢ py = 1
(podrozdziat 13.6).

W sytuacji gdy funkcja interpolowana jest funkcja Haara, wtedy to réznica d (wspotczynniki
detalu) pomiedzy wartoscia prébki nieparzystej oryginalnej a wartoscia szacowanej w bloku predykg;ji
wynosi 0, co wskazuje na zerowy btad predykcji i perfekcyjna doktadnos¢ (rys. 13.8).
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13.8.2 Predyktor rzedu Il - funkcja liniowa

Innym przyktadem predykcji jest predyktor rzedu Il, ktéry wykorzystuje interpolacje liniowg wzgledem
funkcji badane;j.

<< Schematliftinguiiproksymac)aldizK"

rzad = 2:
taklicaDanych = Takle[2x -1, {x, 1, 6}]:

SchematlLiftingmInterpelacjaFunkcji[tablicaDanych, rzad, "predykcja']

0.5 0.5
o - |.:.,5 0.5
-0.5 1.5

SchematLiftingulnterpolacjaFunkcji[tablicaDanych, rzad, "detal"]

SchematliftingmInterpolacjafunkcji[tablicabDanych, rzad, "wykres"]

Interpolacija wielomianowa sygnatu z predyktorem rzedu 2

10+

]
—

Rysunek 13.9: Interpolacja wielomianowa - predyktor rzedu II

Do analizy mozna wykorzysta¢ go w sytuacji, gdy probka nieparzysta jest rozmieszczona na od-
cinkach ktére powstaja poprzez potaczenie sasiadujacych z nig prébek parzystych. Wtedy to mozna
zagwarantowaé maksymalna doktadnos¢, a co sie z tym wiaze minimalny btad predykcji.

Wektor predykcji w tej sytuacji (podrozdziat 13.6) wynosi p = [0.50.5] (rys. 13.7b).

Obliczenia dla przypadku granicznego tj. dla ostatniej prébki nieparzystej szacowane s3 z waga
p = [-1.5 — 0.5], poniewaz do jej obliczenia nie s brane wytacznie sasiednie prébki parzyste.

Prébka nieparzysta jest probka ostatnig, zatem dla potrzeb estymacji wykorzystywane s3 dwie
probki parzyste znajdujace sie w najblizszym otoczeniu, czyli po jej lewej stronie (13.7b, kolor czer-
wony).
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13.8.3 Predyktor rzedu IV - wielomian stopnia trzeciego

Predyktor rzedu IV ktéry interpoluje uktad za pomoca wielomianu stopnia trzeciego. W analizie pre-
dykcyjnej stosuje sie predyktory rzedéw parzystych (za wyjatkiem rzedu |), ze wzgledu na symetryczny
rozktad sasiednich prébek parzystych po obu stronach prébek nieparzystych.

Rzad predyktora jest zawsze o jeden wiekszy od rzedu wielomianu interpolujacego poniewaz do
interpolacji wielomianowej za pomoca schematu liftingu z predyktorem rzedu n + 1 wykorzystuje sie
wielomian stopnia n.

Z analizy wynika, ze wektor predykcji, gdzie p = [—0.0625 0.5625 0.5625 — 0.0625], jest uzywany
w sytuacji gdy do wyznaczania probki nieparzystej ktéra w swoim sasiedztwie posiada symetrycznie
po dwie probki nieparzyste z kazdej ze stron.

Predyktor p = [0.31250.9375 — 0.31250.0625] uzyty jest (rys.13.7c, kolor zielony) tylko raz na
poczatku, gdzie do wyznaczania prébki stosuje sie jedyng probke parzysta po jej lewej stronie i trzy
po prawej.

Wektor p = [0.0625 — 0.031250.93750.3125] natomiast, stuzy do oszacowania przedostatniej
probki nieparzystej z uzyciem trzech prébek parzystych po lewej stronie i jednej po stronie prawej
(rys.13.7c, kolor niebieski).

W sytuacji skrajnej, dla ostatniej probki, stosuje sie predyktor z wagami p = [—0.31251.3125 —
2.18752.1875], gdzie w relacje z predyktorem wchodza wartosci najblizszych czterech prébek parzy-
stych lezacych po lewej stronie probki nieparzystej (rys.13.7c, kolor czerwony).
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<< SchematLiftinguiiproksymac)aMiE"

rzad = 4;
tablicaDanych = Tabkle[ 2 x*2 -x - 1, {x, 1, 12}]:

SchematLiftingmInterpolacjaFunkcji[tablicaDanych, rzad, "predykcija"]

0.3125 0.9375 -0.3125 0.0825
-0.06825 0.5625 0.56825 -0.0&625
-0.0625 0.5625 0.56825 -0.0623
-0.0825 0.5625 0.5825 -0.0825
0.0625 -0.3125 0.9375 0.3125
-0.3125 1.3125 -2.1875 2.18735

SchematLiftinguInterpolac]aFunkc]i[tablicalanych, rzad, "detal"™)
o

L e Y s e s

SchematliftinguInterpolacjaFunkcji[tablicaDanych, rzad, "wykres"]

Interpolac]a wielomianowa aygnaiu z predyktorem rzedu 4

150 L]

100 -

Rysunek 13.10: Interpolacja wielomianowa - predyktor rzedu IV

13.8.4 Predyktor rzedu IV - interpolacja funkcji sin(x) wielomianem stopnia trze-
ciego

Podczas analizy funkcji sinusoidalnej mozna zauwazy¢, ze wektor predykcji interpolacji wielomianowej
jest niezalezny od funkgji interpolowanej. Wspétczynniki predykcji dla danego rzedu sa niezmiennicze,
niezalezne od funkcji badanej.
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<< SchematLiftinguiiproksymacialMiE"

rzad = 4;
tablicaDanych = Table[ Sin[x], {x, 1, 12}]:

SchematLiftinguInterpelacjaFunkcijif[tablicaDanych, rzad, "predykcia"]

0.3125 0.9375 -0.3125 0.08625
-0.0625 0.5625 0.5825 -0.0825
-0.0825 0.5625 0.5825% -0.0825
-0.0625 0.5625 0.5625 -0.06825
0.0825 -0.3125 0.9375 0.3125
-0.3125 1.3125 -2.1875 2.1875

E =

SchematLiftinguInterpolacjaFunkcji[tablicaDanych, rzad, "detal"]

0.173312
-0.203134
-0.07458381
0.285554
-0.352644
1.39048

SchematlLiftinguInterpolacjaFunkcji[tablicaDanych, rzad, "wykres"]

Interpolacja wielomianowa sygnaiu z predyktorem rzedu 4

Rysunek 13.11: Interpolacja wielomianowa - funkcja sin(x)

Badajac powyzsza funkcje trygonometryczng uzyskuje sie niezerowy bfad predykcji. Wynika to
z tego to, ze funkcja stopnia trzeciego nie jest optymalna dla badanej funkcji. Ostatnia duza warto$¢
wspotczynnika btedu predykceji spowodowana jest tym, ze do oszacowania ostatniej prébki, nalezacej do
funkcji trygonometrycznej stosuje sie interpolacje wielomianowa stopnia trzeciego z wykorzystaniem
czterech prébek parzystych lezacych po lewej stronie prébki nieparzyste;.

Prowadzi to do btednej estymacji probki otrzymujac w konsekwencji duzy btad predykc;ji.

Przypadek ten obrazuje nieoptymalne dopasowanie predyktora do badanej funkgji.
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13.9 Woyznaczanie wspétczynnikéw uaktualnienia dla funkcji pe-
riodycznych

Schemat liftingu w implementacji zaproponowanej przez Wima Sweldensa oprécz jednego bloku pre-

dykcji, posiada réwniez dodatkowy blok uaktualnienia, odpowiedzialny za to aby wartos¢ $rednia
funkgji oryginalnej byta réwna Sredniej wartosci probek reprezentacji zgrubnej, gdzie

Si = Si-1
1 N-1 2 N g
N Zm:(] Si (m) = N Zn:O Sl—l(n)
1 LA | 9 N_q
N Don—o (8i(2n) +5:(2n+1)) = £ si-1(n) (13.46)
121 (e) 0) 2 5~
N Zn:O (Si (n) +s (n)) = N 2-n=0 51—1(”)
N N
5.2 (58 (n) + 517 () = 252 sian)

Wyznaczajac wektor wspétczynnikéw uaktualnienia przyjmuje sie, ze wartosci wspétczynnikéw detalu
d;_1 i wspotczynnikéw aproksymacji s;_1 na i — 1- szym poziomie rozdzielczosci, zgodnie z zasada
liftingu okresla sie wzorem [42, 50]

dia(n—1) = s%(n—1)—P{s\(n—k)}
(13.47)
si—1(n) = sz(»e) (n)+U{di—i(n—1)}

gdzie indeks i okresla poziom analizy wielorozdzielczej, zas k i I sa indeksami kolejnych prébek
wchodzacych w sktad operacji predykeji P i uaktualnienial.

Korzystajac z zaleznosci liniowej wspoétczynnikéw parzystych od nieparzystych oblicza sie wyraze-
nia w spos6b nastepujacy

dian—1) = sn—1)= XI5 90— k)]

1

siam) = sOm)+ I wdi (- 1)]
(13.48)

= s\ (n) + P (54 (0 — 1)+

AP st —k—141))]

gdzie dimP i dimU sa wymiarami wektoréw wspétczynnikéw predykgji i uaktualnienia.
Podstawiajac wzér 13.48 do 13.46 otrzymuje sie réwnanie
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2N s () = 25 15O ) + ST 5P (n - )+
— P sk — 14 1)]]]
= 232 9 )+ STy s — 1)+
_ iUy dmP et O k=14 1)] (13.49)
= 255 )
= 2T S S s — k= 1 1)+

N _
+ 2 Zdsz 1 w er:()l SEO) (TL _ l)

Przyjmujac okresowy charakter funkgji dla warunkéw granicznych, otrzymuje sie zaleznosci

N_
2 9m) = Y Ok -1+ 1)
(13.50)
N _ N
sl = N s -
co wynika z faktu, ze
s(e)(n—k—l—i—l) = sge)((n—k—l—&—l)modulo%) ( |
13.51
550) (n—1) = sgo)((n — 1) modulo %)

W konsekwencji réwnanie upraszcza sie do postaci

ﬁf ﬂf e m m 5
2 2 i) = 252y s (n) — 2 mT P o1 sve (0
im Y1 (o
b ydmU—1y, s 3L 0,
= 22 @ - 2 EmT Ly s Pty 0 () 4 (2 5 dmT Ly 560 ()]

Wykorzystujac réwnos¢ sredniej wartosci probek na kazdym poziomie rozdzielczosci mozna wyka-
zac relacje
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St si(n) = 2 Zi—ol si-1(n)

\ z

Yo (V) + 57 (n) = 232 sii(n)

ﬂfl ﬂ dzmﬁ 1 dzml_ﬁ 1 diml_])fl
Y2 5 m) +5m) = I 2-2 Z u Z p) s+ 2 Y w) sl ()]
1 l:10

Poréwnujac lewa i prawa strone wyrazenia wraz z wartosciami wspétczynnikéw przy sge) i s,
powyzszy wzdr wyznacza regute
9 _ QZdsz 1 lzdsz 1 - 1
(13.52)
QZdsz l - 1

co w konsekwencji doprowadza do ogdlnej whasnosci wspoétczynnikéw wektordw predykeji i uaktu-
alnienia dla funkcji periodycznych

iz_nép ‘o o= 1

(13.53)
dimU -1 1
=0 u = 3

Przyktadem zaleznosci 13.53 moga by¢ wyniki uzyskane w podrozdziale 13.8.3 dla predyktora
rzedu IV gdzie

P = {-0.0625, 0.5625, 0.5625, —0.0625} (13.54)

Zgodnie z whasnoscig predyktora suma jego wspdtczynnikéw wynosi 1.

Poniewaz suma wspétczynnikéw uaktualnienia wynosi 1, zatem dla tej samej dtugosci wektoréw
- = — B

P i U mozna przyja¢ U = =, czyli

U = {~0.03125,0.28125,0.28125, —0.03125}. (13.55)

Weryfikujac wzér 13.53 wnioskuje sie, ze dtugosé¢ wektora uaktualnienia moze by¢ inna anizeli
dtugos¢ wektora predykcji, wazne aby byta zachowana wartos¢ sumy wspotczynnikéw. Powyzszy
wektor uaktualnienia U moze by¢ wykorzystywany zatem na przyktad dla predyktoréw innych rzedéw.
Tak wiec, jego wybér moze byé uzalezniony jedynie od charakteru funkcji aproksymowane;.

W przypadku gdy operacja predykcji dla badanej funkcji potrafi wyliczy¢ nowe prébki nieparzyste
w sposéb idealnie pokrywajacy sie z oryginalnymi, wtedy to zmiana wektora U nie ma najmniejszego
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wptywu na zmiane charakteru funkcji aproksymacji zgrubnej. Poniewaz przestrzen detalu jest w takiej
sytuacji funkcja zerowa, zatem operacja uaktualnienia znika i schemat liftingu jest oparty jedynie na

operacji predykgcji.



Czes¢ V

Schemat liftingu z wykorzystaniem
aproksymacji metoda najmniejszych
kwadratow w bloku predykcji
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Rozdziat 14

Aproksymacja funkcji metoda
najmniejszych kwadratéw w bloku
predykcji

Aproksymacja funkgji jest procesem ktéry pozwala na uzyskanie rozwigzan przyblizonych na podstawie
funkgji znanych, dzieki ktérym mozna uzyskaé rozwiazanie bliskie rozwigzaniu doktadnemu, uzyskujac
przy tym pewna zatozona regularnos¢. Stosuje sie ja najczesciej, gdy nie mozna odnalez¢ funkcji
analitycznej ktéra wyznaczataby precyzyjnie przebieg zmiennosci funkgji.

Jednym z typ6w aproksymacji jest aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw (MNK) ktéra
pozwala na na przyblizenie funkcji aproksymowanych za pomoca funkgcji bedaca kombinacja liniowa
funkcji bazowych.

Przyblizenie funkcji inng funkcja moze powodowaé pojawienie sie btedéw zwanych btedami aprok-
symacji. Przyczyna tego jest m. in. brak wymagan, aby funkcja aproksymujaca przechodzita przez
jakikolwiek punkt nalezacy do aproksymowanej funkgji.

Poniewaz funkcja aproksymujaca moze wygtadza¢ funkcje aproksymowana, zatem jej gtadkosé¢
przektada sie takze na jej rézniczkowalnos¢.

W rozdziale tym, jako wartos¢ dodana, zostat zaproponowany autorski pomyst realizacji schematu
liftingu z wykorzystaniem aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw.

Pozwala to na szacowanie nieparzystych prébek funkcji w bloku predykcji za pomoca wielomianéw
stopni znacznie nizszych anizeli stopien wielomianu interpolacyjnego opisanego przez Wima Sweldensa.

Takie rozwiagzanie nie tylko umozliwia przyblizanie funkcji za pomoca wielomianéw algebraicznych,
lecz takze za pomoca dowolnych funkgcji bazowych.

Przyblizenie funkcji w sensie aproksymacji MNK w bloku predykcji rozumiane jest jako minimali-
zacja pewnej funkgji btedu f; na j-tym poziomie rozdzielczosci zwana funkcjg celu

fi=

N M
w(nz’)[5§-e) (ni) — Z ar—kY—k(n;) ]2 — min (14.1)
=1 k=1

(2

gdzie w(+) jest funkcja wagowa (w(n;) > 0), s§e)(-) - prébkami parzystymi funkcji aproksymowanej na

Jj-tym poziomie rozdzielczosci, za$ ), ar Wy (-) jest liniowa kombinacja funkcji bazowych W¥(-)[27, 28].

121
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Minimalizacja funkcji celu odbywa sie na zasadzie obliczenia uktadu réwnan powstatego z wyzna-
czenia kolejnych pochodnych wyrazenia podpierwiastkowego funkcji 14.1 po wszystkich wspotczynni-

kach a; .

Wyliczone pochodne przyréwnuje sie do zera uzyskujac uktad M réwnan z M niewiadomymi,

gdzie

of

dan—1

of

dan—2

co w konsekwencji prowadzi do postaci

S anr—k N wnd) Uarp(n)War—1(n) = SN w(ng)st (n) Uar_1(n;)

Sonly ans—ke Yoy w(na) Wy (i) U ar—a(n;)

S an—k XN wn) U () Wo(ng) = DN w(ng)s\ (n) To(ny)

23N w(ng)[ s\ (n:) — ALy anr— kW ar—i(ni) [ W1 (ni)

23N w(ng)[ s\ (n:) — ALy anr— kW ar—k(ni) [¥ar—2(n;)

23N w(ng)s\”

(ns) — oty anr—kWar—k(n:) [Wo(n;)

Powyzszy zapis mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej

gdzie

ap—1

ap—2

Baixve

ao

SN w(ng)s\ (n:) Waroi (n)

Yisy w(m)sﬁ-e) (n:)War—2(n;)

L 2N w(ng) st (ni)Wo(n:)

S w(ng) s (ng) W ar—a(n;)

(14.2)

(14.3)

(14.4)
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S w(ng) Va1 ()W as—1(ns)

Sy w(ng) Wo(ng) Uar—1(n;)

S w(ng) Va1 ()W ar—2(ns) Sy w(ng) Wo(ng) Uar—a(n;)

ByvxMm = . (14.5)
SO w(ng) a1 (ni) Uo(n;) oIy w(ng) Wo(n;) o (n;)
Rozdzielajac prawostronne sumy wyrazenia 14.4 otrzymuje sie uktad postaci
_ - _ RO 7
ap—1 w(ny) 0 0 s; (1)
apr—2 0 w(ng) 0 858) (ng)
Bumsome = WUMxN - (14.6)
| a0 | |0 0 g w(ny) | I sge)(nN)
WnNxN
gdzie
[ Waro1(n1)  Waro1(ne) Uar1(nn) |
Upra(ny)  Wara(n2) War—a(nn)
UnioN = (14.7)
Wo(n1) Wo(n2) Yo(nn)

Postepujac analogicznie jak w przypadku interpolacji (13.41), wektor wspétczynnikéw kombinacji
liniowej funkcji bazowej przedstawia sie nastepujaco

Poniewaz szukana, aproksymowang wartos¢ funkcji s

weztami ni,no, ..., ny oblicza sie na podstawie

ao

ap—1

ap—2

1
= Byiun - PMxN - WNxN -

(e)

J

i (n) |

(14.8)

w dowolnym punkcie n lezagcym pomiedzy
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- a1 -
ap—2
Sge) (n) = [ \I/M_l(n) \IJM—Q(TL) \IJO(n) ] (14'9)
L G0 |

tak wiec dzieki zaleznosci 14.8 predykcyjna posta¢ aproksymacji funkcji wyraza sie wzorem

| Sge)(nl) |
i (n2)
sj(n) = [ \I/M_l(n) s \Ifo(n) ] . Bl:/leM . ‘PMXN . WN><N . . (14.10)
5t (n)
lub w postaci predykcyjnej
i 55‘6)(”1) |
1 (n2)
sj(n) = pe (14.11)
s (niy)
gdzie
p=[ ¥u_1(n) Trya(n) -  Yo(n) | Byenr TMxnN - WxN (14.12)

14.1 Wektor predykcji okreSlany za pomoca aproksymacji wielo-
mianowej funkgcji

Aproksymacja wielomianowa funkcji formutowana dla funkcji okreslonej na dyskretnym zbiorze argu-
mentéw jest aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw, gdzie funkcje bazowe wynosza odpo-
wiednio ¥;(n) = n’ natomiast wagi w;(n) =1 (WnxN = INxN).

Wtedy to
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p=[nM1 M2 .. 1] By TMxN (14.13)
gdzie
- N 2M-2 N M-17'r M- M—1 T
dim1 M T dim1 My n ny

-1
BM><M : lI’M><N =

IR D DA S
(14.14)

14.2 Wektor predykcji okre$lany za pomoca interpolacji wielomia-
nowej funkcji

Jezeli liczba funkcji bazowych M jest réwna liczbie probek parzystych N wykorzystywanych do aprok-
symacji (M = N), wtedy to predyktor przyjmuje postac

p=[n""1 N2 .. 1] Byin UnxN (14.15)

Analizujac iloczyn macierzy kwadratowych

I T DARY A T A N
B UNxN = : : : : (14.16)
N N-1 N
_Zizlni Zi:ll ] i 1 1 |

wykorzystujac dodatkowo wiasnosci przeksztatced macierzy odwrotnych [AB]™! = B=1A~! dla ma-
cierzy BgllxN takich, ze
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_ —1
N _aN-2 N _2N-3 N _N-1
doim1 M D i1 M die1 M
N _2N-3 N _2N-4 N N-2
dic1 M D e die1 M
-1 _ _
BN><N - -
N _N-1 N N-2 N
die1 M i1y >im 1 |
R _ _ _ _ _ _ _ - - _1
njlv 1 név 1 n% 1 ny ! ny 2 1
njlv_2 név_2 n%_2 név_l név_2 1
-1 -2
| 1 1 1 11 Ny Ny 1 ]
- -1 -2 17 -1 r N-1 N-1 N-1 -1
Ny U3 ny gy Ny
név_l néV_Q 1 njlv_2 néV_Q n%_2
N-1 N-2
| ¥ ny 1 | 1 1 1]
(14.17)
Po redukcji otrzymuje sie uproszczong forme iloczynu macierzy, gdzie
- N—1 N-2 17 -1
U3t U3
N-1 N-2
Ny N5 1
-1
i NN = (14.18)
N-1 N—2
N Ny 1 |

Powyzszy predyktor aproksymacji jest doktadnym odwzorowaniem predyktora interpolacyjnego
otrzymanym w przeksztatceniu 13.45[61, 27, 28].

14.3 Problem ztego uwarunkowania macierzy wspétczynnikéw uktadu

W analizie sygnatéw cyfrowych wartosci na zbiorze dyskretnym sa czesto ustalane w sposéb empi-
ryczny, obarczone btedami aproksymacji - wielomian aproksymujacy powinien zatem posiada¢ stopien
na tyle niski, aby wygtadzat losowe btedy wynikajace na przyktad z pomiaréw.

Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw w bloku predykcji odbywa sie na zasadzie wyzna-
czania minimalnej wartosci funkcji celu f; na j-tym poziomie rozdzielczosci wykorzystujac wartosci

. . -1
odwrotnej macierzy By, -
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Postepowanie takie posiada istotng wade, ktére moze prowadzi¢ do tak zwanego ztego uwarunko-
wania macierzy wspotczynnikéw uktadu Byixn ze wzoru 14.5.

Aby zobrazowa¢ problem ztego uwarunkowania macierzy mozna przyja¢, ze wspétczynniki Byrxnm
posiadaja argumenty lezace réwnomiernie na przedziale < 0, 1 >. Wspdtczynniki te dla duzych war-
tosci N mozna w przyblizeniu wyliczy¢ za pomoca rachunku catkowego tj.

N 1 k41

k k n 1 N

Y~ N dn=N = 14.19
;"Z /O" n=Nah = (14.19)

gdzie k €< 0, 2M — 2 >.

Tak wiec, posta¢ macierzy wspétczynnikéw uktadu Bygxn wyraza sie w postaci [27, 69]

- 1 1 i -
2M—1 2M—2 M
1 1 1
2M—2 2M—3 M—1
By = N (14.20)
1 1
L M M-1 L

Wyliczajac macierz odwrotna Bi,llxM mozna zauwazy¢, ze np.: dla M > 12 macierz ta posiada
elementy rzedu 4 - 10%2. Podczas rozwiazywania uktadu przy pomocy komputera zaokraglenia s3 na
tyle duze, ze obliczenia traca sens.

Reasumujac, aproksymacja z funkcjami bazowymi n’ jest wtedy pozbawiona sensu za wyjatkiem
matego M.

Aby zoptymalizowaé obliczenia dla aproksymacji wielomianami wyzszych rzedéw, mozna zastoso-
wac¢ jedna z metod uktadu normalnego. Do tego celu wykorzystuje sie przeksztatcenia Householdera,
metody Goluba lub inng metode rozktadu macierzy na iloczyn QR [48, 69].

Inng opcja jest zastosowanie bazy wielomianéw ortogonalnych pozwalajacych uzyska¢ rozwigzanie
bez stosowania przeksztatcen macierzy odwrotnej, ze wzgledu na diagonalna macierz Bypxm-

14.4 Funkcje bazowe - wielomiany ortogonalne

Aby rozwazyé przypadek zastosowania wielomianéw ortogonalnych w aproksymacji metoda liftingu
nalezy wprowadzi¢ pojecie wielomianu czynnikowego.
14.4.1 Wiasnosci wielomianéw czynnikowych

Definicja. Wielomianem czynnikowym stopnia n nazywa sie iloczyn n czynnikéw
z ktérych pierwszy jest réwny x, zas kazdy nastepny jest mniejszy od swojego poprzed-
nika o stata liczbe h, gdzie [48, 36]

2" = (@ —h) (@ —2h)... (x — (n— 1)h) (14.21)
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Ponadto przyjmuje sie, ze dla h = 1 oznacza sie mgl] =zl zag 210 = 1,

Badajac réznice rzedu pierwszego dla skonczonego wielomianu czynnikowego otrzymuje sie

Aac%ﬂ = (z+ h)w — :L'gl}

[n]

n—1
= (x—l—h)a:[h ) -z,

(14.22)
= @+ ha N =2l @ — (- 1)h)
= ;vgl_l] (x+h—z+nh—h)= nha:,[?_l}
Analogicznie dla réznic rzedu n wzér ogdlny wynosi
n 1 [n n! n—k
AFzl = AaF1gI) = = k)!hkwL ] (14.23)

gdzie k=1,2...,n.

Dzieki powyzszej analogii wzér na sume skonczona przyjmuje postac [36]
N-1 .
Sy o= T w0

N— n+1],.
= mZizolAaﬂgL ](l)

_ h(nl—i-l){x[n+1](1) . x%ﬂﬁ*l] (0) + mglJrﬂ(Q) _ $£Zn+ﬂ(1) 4.+ le+1] (N) _ x£ZTL+1](N _ 1)}

;L’Eznjrl] (N)—ac%"Jrl] (0)
- h(n+1)

(14.24)

14.4.2 Wielomiany ortogonalne

Wielomiany ortogonalne posiadaja nastepujace whasnosci:

Definicja: Funkcje P(z) i Q(x) nazywamy ortogonalnymi na zbiorze punktéw X =
{zo,21,...,2n} jesli D77 o P(z)Q(z;) = 0 [62].

Jezeli funkcje { Px(x)} miedzy soba sa parami ortogonalne, wtedy taki uktad nazywamy ortogonalnym
i zachodzi zaleznos¢ [69]

Z Pj(xi)Py(z;) =0 (14.25)
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Aby wymusi¢, zeby funkcja P(x) nie we wszystkich punktach dziedziny posiadata miejsca zerowe
przyjmuje sie, ze

> Pix;) > 0. (14.26)
i=0
Poniewaz wielomiany P;(z), gdzie (j = 0,1,2,3,...,m) s3 liniowo niezalezne, zatem dowolny

wielomian W,,, () mozna przedstawi¢ za pomoca liniowej kombinacji uktadu ortogonalnego [69]

W(z) = aoPo(x) + a1 Pi(z) + ... + am P (2) (14.27)

gdzie wspétczynniki ay oblicza sie poprzez dzielenie wielomianu W,,,(x) przez kolejne wielomiany
ortogonalne Py (z) wykorzystujac algorytm Euklidesa tj.

QM(I) _ Ry (x,)
e = bm B
Rpy—1(z) Ry —2(x)
P = tmel T OB
(14.28)
Ry () _ Ry ()
O 10

oy
o
8
—
|
S
o

3
&
|

Innym sposobem obliczania wspétczynnikéw ay, jest wykorzystanie warunku ortogonalnosci. Wtedy

to, mnozac obustronnie réwnanie 14.27 przez Py(z) i sumujac po wszystkich punktach zg, z1,..., 2,
wyznacza sie m + 1 réwnan dla k =0,1,2,...,m, gdzie
Do Winl@i) Pe(wi) = aodoio Po(i)Pe(z)  + a1 2510 Prlwi) Pe(:)
+ . + (14.29)
+a Yo PE(a0) oot am 2o Pn(@i) Pe(wi)

Na podstawie warunkéw ortogonalnosci 14.25 i 14.26 otrzymuje sie m + 1 réwnan

> Won(i) Pr(zi) = ax Y Pi(x) (14.30)
=0 1=0

z ktérych wspétczynniki aj wynoszg odpowiednio

" W (x3) P (x4 c
_ Zl_zo:nzo 53,3()565( ) _ i (14.31)

a
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Na bazie réwnania 14.27 wylicza sie bezposrednio wielomian aproksymacyjny [62]

=34

=0

Pi(z (14.32)

SO

Funkcja celu 14.1 dotyczaca odchylenia standardowego wyraza sie wzorem

s = Y olWnl)) — 23t anPr(z)]?
= 2ol Winws) = 2300 Winl) 2o4lo anP(w;) + 3270 (4o anPe(@;))?]
= Z;’L:O[Wr?@(xj) — 2370 o Win(@y) 2250 arPr(z;)+

k—

+ 2300 iy akai Yoo Py Pilay) + Silo af Xj_g PE (x))] (14.33)
= Z?:o Wr%z(x]) + 2o [ai Z?:o PQ(%’) — 2ay, Z;L:O W (z;)Py(z;)]
= Yo Walz) + ilolagsk — 2akck]
= Y o Win(@5) + 2270 sk(ax &) - D ke 0*‘

Poniewaz pierwszy i ostatni czton wyrazenia 14.33 nie zalezy od wspétczynnikéw ay, tak wiec

odchylenie standardowe jest najmniejsze w przypadku gdy drugi czton znika. Zdarzenie to zachodzi
w przypadku gdy

Ci . Z?:O Wm(xz)Pk:(xz)

ap == = . (14.34)
Sk Do P (i)
Odchylenie standardowe, a tym samym funkcja celu wynosi wtedy [62]
- - > 0 Win(xi) Py ()]
5 — W2 (z;) i= (14.35)
;0 ! kZ:O Zz 0 PQ( )

Metoda aproksymacji w oparciu o wielomiany ortogonalne pozwala wyeliminowaé¢ problem ztego
uwarunkowania macierzy wspétczynnikéw, ktéry jest gtéwna przyczyna btedéw zaokraglen [21, 22].

Poniewaz macierz Bypwm jest wtedy macierza diagonalng, odpowiadajqca jej macierz odwrotna
BK/IxM jest macierza tego samego typu o wspétczynnikach na przekatnej - B . Zaleznos¢ ta w istotny
sposob redukuje ztozonos¢ obliczeniowa w konsekwencji zmniejszajac b’rgdy obllczemowe

14.4.3 Wielomiany ortogonalne Grama

Szczeg6lnym przypadkiem wielomianéw ortogonalnych sa wielomiany Grama [69]. Wielomiany te

wykorzystuja uktad n + 1 réwnoodlegtych punktéw x = xg, x1, ..., z, réznigcych sie miedzy soba
o state h gdzie z; = xg+ihdlai=0,1,2,...,n

Do analizy funkgcji dla punktéw ¢ = 0,1,2,...,n wystarczy zatem skorzysta¢ z przeksztatcenia
liniowego i = #5%0.
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Budujac uktad wielomianéw ortogonalnych

POTH Pln’ P2n7 ceey Pmn (1436)
stopni od 0 do m gdzie m < n na zbiorze punktéw ¢ = 0, 1, 2, ..., m takich, ze dla j # k
n
S Pini)Pra(i) = 0 (14.37)
i=0
nalezy przyja¢, ze [62]
Pin(0) =1 dla k=0,1,...,m. (14.38)

Ponadto, wielomiany Py, (t) przyjmuja nastepujaca posta¢ uogélniong potegowo

Pen(i) = 1+ a1il + agi® + ... + azil®) (14.39)

gdzie

=i —1)(—-2)...(i—j+1) (14.40)

nazywane sa potegami uogdlnionymi [48, 36].

Wiedzac, ze dowolny wielomian P}, mozna wyrazi¢ za pomoca wzoru

k
Ppn(i) =Y ai(i + )V (14.41)
7=0

aby zachodzit wzér 14.37 warunkiem wystarczajacym jest, aby kazdy z czynnikéw (i 4 5)U! byt orto-
gonalny wzgledem Py, (i) tj. [69]

D _(i+ ) Pn(i) = 0 (14.42)

dlaj=0,1,2,...,k—1.

Podstawiajac wzér 14.39 do 14.42 otrzymuje sie wyrazenie

n n

S+ D P = 6+ ) + ay an(i + OV 4 zn:(i + )V =0, (14.43)

i=0 i=0 =0 i=0
Poniewaz zgodnie ze wzorem 14.24 i wiasnosciaj*t1] = 0 dla k > j suma skonczona wynosi [36]

> (i+4)F = p =T (14.44)

=0
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posta¢ 14.43 redukuje sie do wyrazenia

(n+ j 4 1)+ (n+j+1)[j+2]a+ (n+ j + 1)U+1+A]
i+l itz T A1tk

ap =0, (14.45)

(n4j+1)l+1]

gdzie, dzielac obustronnie réwnanie przez otrzymuje sie szereg postaci

J+1
1 nlll n k]
— + - ar+ ...+ ——ap = 0. 14.46
i1 g2t A1k (14.46)
Dla n*la;, = b), uktad réwnan ztozony z k niewiadomych a1, as, ..., aj i k réwnan mozna przed-
stawi¢ jako
1 by by,

e —— = 14.4
PRI R S (14.47)

Obliczajac wspétezynniki by mozna skorzysta¢ z rachunku macierzowego lub wykonaé obliczenia przy
pomocy operacji podstawienia. Wyliczenie realizuje sie podstawiajac z prawej strony réwnania iloraz
wielomianu w postaci iloczynowej, gdzie dla kazdego j =0, 1, 2, ..., kK — 1 wartos¢ licznika wynosi
0, dzielac go przez wspdlny mianownik cztonéw lewej strony réwnania tj [36].

1 b b crg™

.- =— : 14.48
j+1 42 JHE+T  (+1+ ket ( )

Mnozac obustronnie réwnanie przez j + 1 i wstawiajac za j wartos¢ (—1) otrzymuje sie

en(~1) - (-2) ... (k)
1= 14.4
1-2-...-k ( %)
gdzie w konsekwencji

e = (-1 (14.50)

Podstawiajac do réwnania 14.48 wyliczony wspétczynnik ¢, mozna w sposéb analogiczny wyliczy¢
kolejne wspétczynniki bs, tzn. mnozac réwnanie

1 b1 bs by (—1)F ¥
— + - +. ...t + ...+ = 14.51
j+1 42 jH+1l+s JH1+k G+ 1+k)EH ( )
przez j + 1 + s i podstawiajac za j = —(1 + s).
Poniewaz wspotczynnik bs wynosi

b _ (*1)kj[k] | . —

s GHIFR)-GHR)-GHE=1)- - (j+2+9) - (F8) - (+2)-(+1) 7=—(1+s) =
(14.52)

) L N (S
Gk = OO
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gdzie

S S

k+ s)l¥l k+ s)*s! k! k+s)! k k+s
((k: — S))!S! - i‘(k: —)s)!s! ~ sl(k — s)! . ( s!k:!) - ( > : ( )7 (14.53)

wzor po redukcji przyjmuje wartosé
by = (—1)F . <k> : (k + 8). (14.54)
s s

Korzystajac z obliczonych wspétczynnikéw by i whasciwoscias = % mozna okresli¢ koncowy wzér

wielomianéw ortogonalnych Grama, ktére wyrazaja sie réwnaniem [69]

P,m(i):1—<T>-<kT1>-;+(I;>.<k;2>.§;]]—...+(—1)’“-<:)-(kzk>-$ (14.55)

lub w postaci symbolicznej [36, 69]

k .
k k4 s\ il
7 — — s, . P— =
P (i) = ;:0( 1) (S> ( . > o k=012 m (14.56)
Szereg 14.56 okresla posta¢ ogélng wielomianéw Grama stopni k=10, 1, 2, ..., m dla n+ 1 weztéw

gdziei=0,1,...,n (i = *3%0).
Wykorzystujac wzér ogélny 14.56 na mocy réwnania 14.32 okresla sie wzér aproksymacyjny Grama

T — X0

m cr
— - <
Win(z) = Skpk,n( ) dla m <n, (14.57)
k=0
gdzie
Cl — Z Wm(xZ)Pkn(xz) (14.58)
1=0
i
= T — T (n+k+ 1)+l
sk =3 il )= —. (14.59)
prd h (2k + 1) - nlkl

Istotng cecha omawianych wielomianéw jest to, ze podstawiajac za P, (-) — o Pin(+) otrzymuje sie
ten sam wielomian W,,(-). Dzieki takiej wtasnosci mozna mnozy¢ dowolny wielomian Grama przez
dowolng liczbe r6zng od zera uzyskujac przy tym catkowite wartosci wielomianéw w odpowiednich
weztach aproksymaciji.

14.5 Aproksymacja trygonometryczna

Podczas badania zjawisk czasu rzeczywistego mozna spotykac sie z sytuacja, ze analizowana funkcja
jest funkcja sinusoidalna. Stad tez zamiast aproksymowania j3 wielomianami algebraicznymi do tego
celu wygodniej jest uzy¢ wielomianéw trygonometrycznych [46, 69].
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Do rozwazah mozna przyjaé, ze punkty pomiarowe sa réwnoodlegte na przedziale < ¢y, tar,_1 > tj.

ti—t
0 =0,1,2,...,2L — 1 (14.60)

k
T; = %, gdzie k=

ponadto ortogonalnymi funkcjami uktadu bazowego jest zbiér

1, sin(x;), cos(x;), sin(2x;), cos(2x;), ..., sin(jx;), cos(jz;). (14.61)

Uktad ten posiada wtasnos¢ ortogonalnosci nie tylko na przedziale ciagtym < 0, 27 > lecz takze na
przedziale dyskretnym [69, 36], gdzie

2L-1 0 k #1
Z cos(kx;)cos(lx;) =< L E=1+#0 (14.62)
i=0 2L k=1=0
2L-1 0 k #1
Z sin(kz;)sin(le;) = L k=1#0 , (14.63)
i=0 0 E=1=0
2L—1
Z cos(kx;)sin(lz;) =0 (14.64)
=0

dlak,leZn<0, L >.

Ze wzgledu na przyblizenie funkgji

Yn = ag + Z(ajcos(j:n) + bjsin(jz)) (14.65)
j=1

macierz Bygxnv mozna zdefiniowa¢ jako
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I Z?Lo 11 Efi’o_l 1 cos(z) e 21250_1 1. sin(mz) 1
Z?io_l cos(x) -1 Efﬁo_l cos(x)cos(z) ... Z?ﬁo_l cos(x)sin(max)
Bvxm = Zfﬁo_l cos(mzx) - 1 Z?io_l cos(mz)cos(x) ... ZQLO ! cos(ma)sin(mz)
ZfLO Lsin(z) -1 Z?Lo Ysin(z)cos(z) ... Z?Lo ! sin(z)sin(mz)
i Z2L0 Lsin(ma) -1 ZQLO Ysin(ma)cos(z) ... ZQLO sin(ma)sin(mz) |
[ 2L 0 e 0]
0 L e 0
L0 0 L |
(14.66)

Poniewaz przyblizony wzoér 14.65 jest czeSciowym szeregiem Fouriera, aproksymacje wyznacza sie
na podstawie minimalizacji funkcji celu

f= Z [s(zi) — ym ()] (14.67)

W przypadku pesymistycznym szereg przybliza funkcje dla duzej liczby wspétczynnikéw a; i b;,
natomiast dla przypadkéw optymistycznych funkcji okresowych, szereg ogranicza sie do ich kilku
niezerowych wartosci.

14.6 Implementacja aproksymacji MNK w bloku predykcji z wy-
korzystaniem baz ortogonalnych

Aproksymacja funkcji w przypadku prébek uzyskiwanych empirycznie lub z pewnym pomiarem btedu
jest w wiekszosci przypadkéw metoda zalecang podczas analizy funkcji. Powodem tym jest wygtadza-
nie charakterystyk ktérych zaszumienie byto spowodowane na przyktad btedem pomiarowym. Dzieki
tej metodzie w kolejnych etapach analizy wielorozdzielczej mozna ukry¢ szczegdty ktére nie s3 istotne
dla konkretnych badan. Inng istotng zaletg jest aproksymowanie funkcji wielomianami o stopniu niz-
szym anizeli podczas interpolacji. Pozwala ona takze na wykorzystanie do tego celu szerokiej grupy
funkcji bazowych.

Aby zmniejszy¢ ztozonos¢ obliczeniows, w celu wyliczenia wektora predykcji mozna wykorzystaé
bazy ortogonalne, w konsekwencji minimalizujac btedy przyblizen.

Poniewaz macierz Byixv wykorzystywana w schemacie liftingu dla baz ortogonalnych jest ma-
cierza diagonalna, zatem obniza to znacznie koszt obliczen podczas operacji przeksztatcania w/w

macierzy do macierzy odwrotnej (b;;! = ,bl_] = 0dlai # j).
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14.6.1 Implementacja aproksymacji MNK w bloku predykcji za pomoca wielo-
mianéw ortogonalnych Grama

=< Bchematliftinguiiproksynac]aldE”

tablicaDanych=- {1.3, 1.245,1.09%5, 0.8535, 0.514, 0.037, -0.6, -1.295, -1.767, -1.914};
ZakresArgqumentow = {0, 2.7}:

? SchepatliftinguMNEFunkc)iZWielonianenDrtogonalnym

SchematLiftinguMNKFunkgiZWielomianemOr togonalnym [zakresArgumentow, tablicaDanych, stopienWielomianuOrtogonalnego, typPrezentadi, numer]
SchematLiftinguMNKFunkgiZWielomianemOrtogonalnym [zakresArgumentow, tablicalanych, stopienWielomianuOrtogenalnego, typPrezentadi]
Prezentacja danych schematu liftingu z aproksymacia wielomianowa funkcji jednowymiarowej za

pomocy wiglomiandw ortogonalnych z trybem wyswietlania (PostacMacierzowa, Wykres, WzorPostacOgolna, WzorPostac\Wielomianowa, Predykcia)

Rysunek 14.1: Aproksymacja funkcji za pomoca wielomianéw ortogonalnych - przygotowanie
danych

Metoda SchematLiftinguMNKFunkcjiZWielomianemOrtogonalnym posiada 5 argumentéw wej-
sciowych z ktérych pierwszy zakresArgumentow jest dwuelementowa tablica okreslajaca granice
przedziatu zbioru argumentéw badanych prébek, nastepny parametr tablicaDanych jest tablica war-
tosci prébek funkcji badanej. Trzeci argument stopienWielomianuOrtogonanego okresla stopien
wielomianu wykorzystywany do celéw aproksymacji, za$ typPrezentacji jest parametrem okreslajacym
sposéb prezentacji danych na wyjsciu. Ostatnia zmienna numer jest wartoscia opcjonalna wykorzy-
stywang w przypadku okreslania wektora predykcji funkcji badanej dla konkretnej probki nieparzyste;.

SchematLiftinguMNEFunkc]iZWielonianemOrtogonalnym [ZakresArqumentow , tablicaDanych,
5, "PostacMacierzowa"]

Ly o0 0 o 0 /7171 1 1 1 1 1 1 1 1 1.3 )
o 7 5 1 1 1 1 5 7 1.245
-0.053 \ o Z o o o 0 s s 5 3 -5 -3 " "z 1 1.095
1.82187 e 11 1t 1 2z z 1 1 1 4 0.855
77 o0 2o oo o0 3 T Tz TiTiTzoTEo;
-0.340773 u 0.514
= 1 5 al z Z 2l 5 1 -
-0.203925 o 0 i} 187 i} 1 -3 "F "= "7 3 e : 3 -1 0.037
0.0913531 718 . o o_mo1 g 1 1o_uo_u g -0.8
-0.0125154 / ¢ o oo =10 T IE & & T -1.295
1 -1 1 Lo LI -1.767
o 0 o a £ )
& ! Poe 8 £ & 3 -1.914 |

Rysunek 14.2: Wielomian ortogonalny - wspotczynniki aproksymacji

W przypadku gdy typPrezentacji posiada wartos¢ ,,PostacMacierzowa” metoda zwraca repre-
zentacje wspétczynnikéw funkgeji bazowych Angx1 w postaci iloczynu macierzy zgodnie ze wzorem

14.8. Poniewaz waga w;; = 1, wyznacza to WnxN = Inxn gdzie wektor wspétczynnikéw wielo-
mianu Anvx1 = Byjonr - PMxN - Signalny.
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SchematliftinguMEFunkcjiZiWielomianemJrtogonalnym [zakresArgqumentow, tablicaDanych,
5, "WzorPostacOgolna™]

Wix) = -0.053F,:[3.33333x] +1.82187 By ¢[3.33333 %] - 0.340773 Pz ¢ [3.33333 x] -
0.203925 Py, ¢[3.33333 k] + 0.0913531 Py, ¢[3.33333 %] - 0.0125154 Ps [3.33333 x]

Rysunek 14.3: Wielomian ortogonalny - posta¢ ogélna

Argument typPrezentacji réwny ,WzorPostacOgolna” obrazuje réwnanie wielomianowe funkgji
aproksymujacej w postaci sumy iloczynéw wspétczynnikéw i funkeji Grama, ktére sa ortogonalnymi
wielomianami bazowymi funkgcji aproksymujace;.

SchematLiftinguMNEFunkc]iZWielonianenDrtogonalnym [ZakresArgumentow , tablicaDanych,
5, "WzorPostacWielomianowa™]

Wix) = 1.30301-0.100607 % - 0.459942 %%+ 0.254789x° - 0.318347 " + 0.0358394 ¥°

Rysunek 14.4: Wielomian ortogonalny - posta¢ wielomianowa

Dla wartosci ,WzorPostacWielomianowa” wynik metody jest postacia algebraiczng funkcji wie-
lomianowe]j doprowadzonej do najprostszej postaci.

SchematLi ftinguMlEFunkcjiZWielonianendrtogonalnym [zakreshirgunentow , tablicaDanych
5, "Wykres"]

g

W
1of .
-
. L
0.5 l\\.
a .
o 1.0 1.5 20 2
o5k \-\\
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-1of =,
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15k .
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Rysunek 14.5: Wielomian ortogonalny - wykres predykcji

Typ ,Wykres” pozwala na prezentacje wynikéw w postaci graficznej, gdzie na wykresie mozna
wyodrebni¢ trzy informacje. Prébki przedstawione w postaci () reprezentuja funkcje przekazywana
w argumencie tablicaDanych, jest to tzw. funkcja prébek parzystych. Prébki reprezentowane za po-
moca symbolu [J s3 probkami nieparzystymi, szacowanymi w operacji predykcji, zas funkcja ciagta jest
jego funkcja aproksymujaca. Jezeli prébki parzyste i szacowane nieparzyste, pokrywaja sie z funkcja
aproksymujaca - implikuje to, ze funkcja detali jest funkcja zerowa (oszacowane probki nieparzyste,
posiadaja te same wartosci co prébki nieparzyste funkcji aproksymowanej) zatem wektor uaktualnienia
nie ma wptywu na aktualizacje prébek parzystych (reprezentacje zgrubna) .
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SchematliftinguMMEFunkcjiZWielonianenOrtogonalnym [zakresArgumentow, tablicaDanych,
5, "Predykcija"]
r 5 15 3 55 45 45 55 3 15 5 4

L128" 128" 256" 256' 128' 128’ 256 256 128’ 128/

Rysunek 14.6: Wielomian ortogonalny - wspotczynniki predykeji

Opisywana procedura SchematLiftinguMNKFunkcjiZWielomianemQOrtogonalnym dla typu
prezentacji ,,Predykcja” w sytuacji gdy nie jest zdefiniowany ostatni argument numer zwraca pre-
dyktor dla probki nieparzystej lezacej symetrycznie w $rodku dziedziny badanej funkcji pomiedzy 3
probka parzysta, a probka (5 +1).

Wynik prezentowany jest w postaci tablicy.

SchematliftinguEFunkcjiZWielonianemdrtogonalnym [zakresArgumentow , tablicalanych,
5, "Predykcja", 1+1/2]

+34863 56003 108763 2209 1145 1061 1913 11129 39079 4287 -
lo1sz0" 91520" sa9120" 16640 7040 2745600 14080 1830408 274560 81520

Rysunek 14.7: Wielomian ortogonalny - wspotczynniki predykeji dla probki nieparzystej numer
1.5

W przypadku gdy oprécz parametru typPrezentacji o wartosci ,,Predykcja” zostanie zdefinio-
wany dodatkowy parametr numer, wtedy to zostanie wyswietlona tablica predyktora dla wartosci
przewidywanej numerem prébki numer.

Przyktadowo, gdy wartos¢ parametru numer = 1% wtedy na mocy predyktora okresla sie wartosé¢
wektora predykcji dla szacowanej nieparzystej probki lezacej pomiedzy 1 a 2 probka parzysta funkgji
badanej.
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14.6.2 Implementacja aproksymacji MNK w bloku predykcji za pomoca wielo-
mianéw trygonometrycznych

<< Schematliftingmiiproksymac)aMilE"
signal = Table[{i, 2 - Sin[i] + 3Cos[3i]}, {i, 0, TPi/ /4, Pi/4}];
? 5chematli ftinguMWEFunkcjifZWielonianenTrygononetry cznym

SchematLiftinguMNKFunkgiZWielomianemTrygonometrycznym[wektorDanych, stopienWielomianuTrygonometrycznego, typPrezentadi, numer]
SchematLiftinguMMkFunkgjiZWielomianemTrygonometrycznym[wektorDanych, stopienWielomianuTrygonometrycznego, typPrezentadi]
Prezentacia danych schematu liftingu z aproksymacia trygonometryczna

w bloku predykdi z trybem wyswietlania (PostacMacierzowa, Wykres, WzorPostacOgolna, Predykcia)

Rysunek 14.8: Aproksymacja funkcji schematem liftingu za pomocg wielomianéw trygonome-
trycznych - przygotowane danych

Metoda SchematLiftinguMNKFunkcjiZWielomianemTrygonometrycznym posiada 4 argumenty
wejsciowe z ktérych pierwszy wektorDanych jest tablica wartosci prébek funkcji badanej, zas sto-
pienWielomianuTrygonometrycznego jest argumentem okreslajgcym stopien wielomianu wykorzy-
stywany do celéw aproksymacji. Stopien wielomianu trygonometrycznego k rozdzielony jest na jeden

wspétczynnik staty, £51 wspstczynnikéw cosinuséw {cos(z), ..., cos(5ta)} i E51 wspétczynni-

2 2
kéw sinuséw {sin(z), ..., sin(*51x)}, zatem parametr stopienWielomianuTrygonometrycznego
musi by¢ liczba nieparzysta.

Argument typPrezentacji jest parametrem okreslajagcym sposéb prezentacji danych na wyjsciu.
Ostatni argument numer jest argumentem opcjonalnym ktéry analogicznie jak w przypadku me-
tody SchematLiftinguMNKFunkcjiZWielomianemOrtogonalnym, wykorzystywany jest jedynie

w przypadku okreslania wektora predykcji funkcji badanej dla konkretnej prébki nieparzyste;.

SchematLiftingquMNEFunkcjiZWielonianenTrygononetrycznym [signal, 7, "PostacMacierzowa" ]

2. 0.125 0. 0. 0. 0. 0. 0.

a. 0. 0.25 0. 0. a. i} 0.

a. 0. 0. 0.25 0. i} i} 0.

3. = | 0. 0. 0. 0.25 0 i} 0.

-1. 0. 0 0. 0. 0.25 0 0.

a. 0. 0 0. 0. 0 0.25 0.

a. 0. 0 0. 0. 0 0 0.25)

1. 1. 1. 1. 1 1. 1 1 5. ameAam
1. 0.707107 0. -0.707107 -1. -0.707107 0. 0.707107 ;0 828427
1. 0. -1. 0. 1 -1. 0 ' .

1. -0.707107 0. 0.707107 -1. 0.707107 O 0.707107 5.41421
0. 0.707107 1. 0.707107 0. -0.707107 -1. -0.707107 ;1;2043
0. 1. 0. -1 a. 0. -1 3'” -

0. 0.707107 -1. 0.707107 ©O. -0.707107 1. -0.707107 |0.sas786 |

Rysunek 14.9: Wielomian trygonometryczny - wspolczynniki aproksymacji
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W przypadku gdy typPrezentacji posiada wartos¢ ,,PostacMacierzowa”, metoda zwraca repre-

zentacje wspétczynnikéw funkgeji bazowych Angxy w postaci iloczynu macierzy zgodnie ze wzorem
14.8.

Poniewaz waga w;; = 1, wyznacza to WnxN = Inxn zatem Apnpyg = BK/leM - WNIxN -
Signaln 1.

Analizujac BK/leM na podstawie przyktadu z rys. 14.9 i komérkib[_l}l] = ﬁ mozna wywniosko-
wac liczbe prébek badanych 2L, tak wiec dla powyzszego przypadku ich liczba wynosi (0.125)~! =
(' =s

Poniewaz stopien wielomianu trygonometrycznego k jest nieparzysty, zas max{k} = 2L — 1
stopien wielomianu réwny 7 jest stopniem maksymalnym funkcji aproksymujace;j.

SchematliftinguMiEFunkcjiZWielonianenTrygononetrycznym [signal, 7, "WzorPestacOgolna" ]

Wit) = 3.co3(3¢t)-1.s8in(t) + 2.

Rysunek 14.10: Wielomian trygonometryczny - posta¢ ogdlna

Argument typPrezentacji réwny ,WzorPostacOgolna” prezentuje réwnanie trygonometryczne
funkcji aproksymujacej w postaci sumy iloczynéw wspétczynnikéw i funkcji bazowych sinusoidalnych.

Show [ SchematLiftinguMNEFunkcjiZWielomianenTrygonometrycznym [signal, 7, "Wykres" 1]
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Rysunek 14.11: Wielomian trygonometryczny - wykres

Typ ,Wykres” pozwala na prezentacje wynikéw w postaci graficznej, gdzie na wykresie mozna
wyodrebni¢ trzy informacje. Probki przedstawione w postaci () reprezentuja wartos¢ probek przeka-
zywanych w argumencie signal, jest to tzw. funkcja prébek parzystych. Prébki reprezentowane za
pomoca symbolu [, sg prébkami szacowanymi podczas operacji predykgji, zas funkcja ciagta jest funk-
Cja trygonometryczng aproksymujaca badane prébki. Jezeli probki parzyste i szacowane nieparzyste
pokrywaja sie z funkcja aproksymujaca, trygonometryczng - implikuje to, ze reprezentacja detali jest
funkcja zerowa (szacowane prébki nieparzyste pokrywaja sie z oryginalnymi prébkami nieparzystymi
funkcji). Analogicznie jak w przypadku wielomianéw ortogonalnych opisanych w rozdziale poprzednim,
prowadzi to do zaniku bloku uaktualnienia.
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HN[SchematLiftinguMlEFunkcjiZWielomianenTrygonometrycznym [signal, 7, "Predykcia"™]]

{-0.024864, 0.0835223, -0.187074, 0.628417, 0.628417, -0.187074, 0.0835223, -0.024884}

Rysunek 14.12: Wielomian trygonometryczny - predykcja

Typ prezentacji ,,Predykcja” w sytuacji gdy nie jest zdefiniowany ostatni argument numer,
zwraca, w postaci tablicy, predyktor dla prébki nieparzystej lezacej symetrycznie w $rodku dziedziny
funkcji. pomiedzy T probka a prébka (4 + 1). Rezultat dla typu ,Predykcja” wyliczany jest dla
probek o n parzystym, gdzie n jest liczbg prébek analizowanego zakresu dziedziny funkgji.

H[SchematLiftinguMEFunkcjiZWielonianenTrygononetrycznym [signal, 7, "Predykcia”, 3+1./2]1]

{0.0835223, -0.187076, 0.628417, 0.628417, -0.187076, 0.0835223, -0.0248684, -0.024564]

Rysunek 14.13: Wielomian trygonometryczny - wspotczynniki predykeji dla probki nieparzystej
numer 3.5

W przypadku gdy dla typu typPrezentacji o wartosci ,,Predykcja” zostanie zdefiniowany argu-
ment numer, wtedy to zostanie wyliczony wektor predykcji dla szacowanej nowej prébki nieparzystej
z numerem o wartosci numer .

Dla przyktadu, gdy numer = 3% zgodnie z zatozeniem funkcja SchematLiftinguMNKFunkcji-
ZWielomianemTrygonometrycznym wylicza wartosci wspoétczynnikéw wektora predykcji dla nowej
probki lezacej pomiedzy 3 a 4 prébka parzysta funkcji badanej.






Rozdziat 15

Relacja pomiedzy dyskretna
transformata falkowa a transformata
realizowana przy uzyciu schematu
liftingu

W klasycznej, dyskretnej teorii falkowej do wyznaczania wspétczynnikéw aproksymacji podczas de-
kompozycji funkcji, wykorzystuje sie bank filtru dolnoprzepustowego h wraz z decymacja | 2 funkgji.
Analogicznie, wspétczynniki przestrzeni detali otrzymuje sie za pomoca filtracji gérnoprzepustowe;j
z wykorzystaniem filtru ¢ i decymacji| 2 tej samej funkcji zgodnie ze schematem 12.1.
Zalezno$¢ pomiedzy klasyczna teorig falkowa a jej predykcyjnym odpowiednikiem mozna zapre-
zentowa¢ za pomoca schematu liftingu z wektorem predykcji p = [po, p1] i wektorem uaktualnienia
u = [ugp, ui] [72, 56]

5= e SI(O] Sl-{l] SJ-(Z] 51(3] 51(4] veeueeesn... probki sygnatu przed transformacjg

Sl-te]= SItE](O] SJ-‘E] (1) sl-tE] (2) oo probki parzyste

sj.ﬁol (0)

weeseenne probki nieparzyste

b, <—< PREDYKCJA

dJ 1= s dj-l(o] ... wspotczynniki detalu
U ! <X UAKTUALNIENIE
A J
Sj1= weneen Sj1 (0] veeneenne WipSlczynniki aproksymacji

Rysunek 15.1: Zaleznos$¢ pomiedzy transformata klasyczna, a transformata realizowana za po-
moca schematu liftingu

Schemat 15.1 pozwala w prosty sposéb otrzymac biortogonalny system falkowy. Wagi filtréw
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oblicza sie za pomoca sumowania drég przejs¢ dla kazdej prébki analizowanej funkcji.

Wspétczynniki filtru gérnoprzepustowego analizy funkgji otrzymuje sie w sposéb jawny, poprzez analize
wag gatezi taczacych prébki parzyste 85@ i nieparzystesgo) ze wspoétczynnikami detalu d;_;.

go = —Do
g1 = 1, (15.1)
g2 = —p1

natomiast wspétczynniki filtru dolnoprzepustowego h ze wzgledu na operacje opuszczania (pre-
(e) : (o)

dykcji) i podnoszenia(uaktualnienia) na zasadzie sumowania drég przejscia od prébek s; i s za-
czynajac, a kofczac na wspétczynnikach aproksymacji s;_1 tj.
(ho = —po-uo
iLl = 1-ug
hy = —pr-uo+1—po-u (15.2)
iLg = 1-u
il4 = —pi-u

Przyktadem realizacji filtréw za pomoca schematu liftingu moze byé¢ schemat liftingu z wykorzy-
staniem aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw i funkcja aproksymujaca f(z) = ag + a1z.

Aproksymacja na podstawie analizy dwéch prébek parzystych wyznacza wektory p = [0.5; 0.5]
i u=[0.25; 0.25] (rozdz. 13.8.2).

Wspétczynniki filtru dolnoprzepustowego h dekompozycji uktadu wynosza wéwczas

hy = —0.5-0.25 = —0.125
hi = 1-0.25 = 025
hy = (—0.5)-025+1+(=0.5)-0.25 =  0.75 (15.3)
hs = 1-0.25 = 0.25

[ ha = (-0.5)-0.25 = —0.125

natomiast filtr gérnoprzepustowy przyjmuje wartosci

go = —05
g = 1. (15.4)

G2 = —05
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Schemat liftingu na podstawie wspo6tczynnikéw predykcji i uaktualnienia determinuje wspétczynniki
filtréw analizy jak i wspotczynniki filtréw syntezy.

Znajac schemat przejscia wspoétczynnikéw predykeyjnych do wspétczynnikéw falkowych, a co sie
z tym wiaze filtry analizy, filtry dualne - syntezy uktadu uzyskuje sie w sposéb nastepujacy

1. Po wyznaczeniu wektoréw predykcji p i uaktualnienia u przyjmuje sie, ze wektory te posiadaja
wartosci przeciwne tj. -p i -u.

2. W dalszej kolejnosci wspétezynniki filtréw podlegaja wymianie z i do ¢ i z§ do h.

3. Ostatnim krokiem jest odwrécenie kolejnosci wystepowania wspétczynnikéw filtréow.

Powyzszg zaleznos¢ wyznacza filtr gérnoprzepustowy syntezy w postaci

g = hy = —0.125
g1 = —hy = —0.25
g = hy = 075 (15.5)
g3 = —hy = —025
g1 = hy = —0.125

natomiast filtr dolnoprzepustowy prezentuje sie nastepujaco

ho = po = —g2 = 05
hi = Go= 1. (15.6)
hs = pp = —go = 05

Schemat zaleznosci wspotczynnikéw predykeji i uaktualnienia nie zawsze jest symetryczny jak
w przypadku schematu 15.1, jednakze pozwala zawsze i w sposéb jednoznaczny otrzymac filtry bior-
togonalne dla danej operacji predykcji i uaktualnienia[72]. Sytuacja odwrotna nie daje takiej gwarancji.
Aby z pary filtréw otrzymaé wektor predykcji i uaktualnienia nalezy doprowadzi¢ dwukanatowy schemat
dekompozycji do reprezentacji polifazowej. Nastepnie, macierz polifazowa przeksztatca sie za pomoca
dzielenia wielomianéw Laurenta (rozdz. 13.2) do postaci iloczynowej 13.18 z ktérej wyodrebnia sie
bloki predykcji i uaktualnienia[58].

Poniewaz operacja dzielenia wielomianéw Laurenta jest niejednoznaczna, faktoryzacja zespotu fil-
tréw falkowych do postaci predykcyjnej moze mie¢ wiecej niz jedno rozwigzanie (rozdz. 13.4), ponadto
moze wymagac wiecej niz jedna pare operacji predykcji i uaktualnienia.

Ponizej zaprezentowano przyktad wyliczenia (rys. 15.3) filtréw gérno i dolnoprzepustowych jak
i sposéb wykreslenia funkgji falkowych i skalujacych(rys. 15.4, rys. 15.5) na podstawie uprzednio
wyliczonych wektoréw predykeji i uaktualnienia (rys. 15.2).
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<= SchematlLiftinguZiproksymacjaliK"
?Predyitoriproksymacii

Predyktor Aproksymacii [zakresArgumentow, tablicaDanych, PhiBaza, Waaa, Rzad, tryb]
Wyliczenie danych wektora predykdgi schematu liftingu z
trybem wyswietlania (predykcja, detal, predykcjaleniwa, detalleniwy, wspolczynnikiBazy )

rzad = 2:
waga[x ] 1= 1:
bazal[x ] = {1, x}:

syg‘nal = {11 2! 3! 4};

zakres = {0, Pi/4};

predict = PredyktorAproksymacji[zakres, sygnal, baza, waga, rzad, "predykcija"] [[1]1]:
update = predict/2:

{predict, updatel // TableForm

TableForm=

B LA
B LA

a. a.
0.25 0.25

Rysunek 15.2: Wyliczanie wartosci wspoélczynnikéw wektora predykeji i uaktualnienia o tej samej

dtugosci



? WyznaczanieWspolczynnikowFiltruZWektorowPredykcjilaktualnienia

WyznaczanieWspolczynnikowFiltruZwektorowPredykcilaktualnienia[ wektorPredykdi,
wektorUaktualnienia, typWyjsdowy, przesuniedePredyktora, przesuniecelaktualnienia]

WyznaczanieWspolczynnikowFiltruZWektorowPredykgilaktualnienia[ wektorPredykgi, wektorUaktualnienia, typWyjsdowy]

Funkcia wyznaczajaca za pomoca wspolczynnikow predykdi i uaktualnienia wspolczynniki filtrow
postad tablicowej analizy (typWyjsdowy: wspolAnalizaFiltrTab) i syntezy (typWyjscowy: wspolSyntezaFiltrTab)

WyznaczanieWspolczymnikowFiltruZWektorowPredykcjilUaktualnienia[predict, update,
"wepolinalizaFiltrTak"] // TableForm

TableFaorm=
-0.12 0.25 0.75 0.25 -0.125
-0.5 1 -0.5

WyznaczaniewWspolczynnikowFiltruZWektorowPredykcjiUaktualnienia [predict, update,
"waspolSyntezaFiltrTabk"] // TableForm
TableFarm=
0.5 1 0.5
0.7

-0.125 -0.25 5 -0.25 -0.125

Rysunek 15.3: Wyliczanie wspotczynnikow filtrow analizy h, g i syntezyh, g
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?PrezentacijafunkcjiFalkowych

PrezentacjaFunkgiFalkowych [wektorPredykdi, wektorUaktualnienia, typFunkdi, liczbalteradi, zakres]

Wykreslanie funkcji skalujacych i falkowych za pomoca wspolczynnikow predykdi (predict) i
wspolczynnikow uaktualnienia (update). Argument typFunkci okresla typ funkci wykreslanej (funkcjaskalujacasnalizy,
funkcjaFalkowasnalizy, funkgaskalujacasyntezy, funkgaFalkowaSyntezy), liczbalteradi — liczbe iteradii
wykorzystywana do celow przyblizen funkcji, zakres - tablica zakresu ukladu wspalrzednych {{xmin, xmax], fymin,ymax}}.

PrezentacjaFunkcjiFalkowych[predict, update, "funkcijaFalkowalnalizy", 4,
{{-1, 3}, {-2, 2}}]

T

B
3
"

m v Hﬂ'ﬂ( e ' Y 2
]

2L

PrezentacjaFunkcjiFalkowych[predict, update, "funkcjaSkalujacatnalizy™, 4,
f{-1, 5}, {-1, 1}}]

10
05t H
o i
L I f—n‘rL| L L 1 |J\--F_ 1 1 L _“--Al 1 A II|‘—\ 1 I Il
-1 =T 2 “"-.]Hsrr“ 4 5
=05 F
_1: L

Rysunek 15.4: Analiza funkcji - graficzna reprezentacja funkcji falkowej i skalujacej
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PrezentacjaFunkcjiFalkowych[predict, update , "funkcjaFalkowaiSyntezy", 4,
{{-3, 3}, {-4, 6.5}}]

e N i A B

/.
s
—_—
—
—
[
G

L

PrezentacjaFunkcjiFalkowych[predict, update , "funkcjasSkalujacasSyntezy", 5,
{i{-2, 4}, {-1, 8}}]

(%]
T
—
"

Rysunek 15.5: Synteza funkcji - graficzna reprezentacja funkcji falkowej i skalujacej






Rozdziat 16

Zastosowanie schematu liftingu

z wykorzystaniem aproksymacji
metoda najmniejszych kwadratéw
w bloku predykcji

Transformata falkowa z wykorzystaniem aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw (MNK) umoz-
liwia zdekomponowaé funkcje na ciag detali ktére przechowuja informacje o szczegétach funkcji dla
zadanego poziomu rozdzielczosci. Poprzez sukcesywne usuwanie szczegétéw otrzymuje sie aproksy-
macje funkcji zachowujac jej ksztatt. Petna informacja o funkgji oryginalnej zachowana jest w zbiorze
ztozonym ze zbioréw wszystkich detali jego rozwiniecia i zbioru aproksymacji najnizszego poziomu
rozdzielczosci.

Dzieki operacji predykcji, przestrzen detali mozna wykorzysta¢ do weryfikacji funkcji pod wzgledem
jej regularnosci, ciagtosci lub usuwania szumu badanej funkcji. Analiza wielorozdzielcza z wykorzy-
staniem falkowej dekompozycji funkcji pozwala m. in. na sprawdzenie w dziedzinie czasu, w ktérym
momencie zaszta zmiana charakteru funkgji [8, 53].

Przyktad z rys.16.2 ilustruje przebieg funkgji ktéry na wykresie prezentuje sie jako funkcja harmo-
niczna. W rzeczywistosci funkcja ta posiada trzy punkty nieciggtosci wystepujace w postaci skokowe;j
z przesunieciem o dtugosci 0.01 dla argumentéw -5, 0 i 5(rys.16.1).

flz] := 8in[x-0.01] /; xr = -5;

flzx] := Sin[x] /; (= -5 &k x = 0);
flzx] := Sin[x+0.01] /; (xr =0 && xr = 5);
f[z ] := 3in[x=+0.02] /:x =3;

Rysunek 16.1: Wykrywanie nieciagtosci funkcji - dane
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? SchematliftinguMlNEFunkcjiPrezentacia

schematlifinguMikFunkcjiPrezentaciazakresArgumentow, tablicaDanych, PhiBaza, Waga, Rzad, tryb]
Prezentacia danych schematu liftingu z aproksymacia MMNE w bloku
predykdi z trybem wyswietlania (detal, aproksymacja, oryginal, probkiParzyste, probkiNieparzyste)

Rzad = 4:;

Waga[x ] := 1:

FhiBaza[x ] := {1, Sin[wx]}:

zakreshrgumentow = {-10, 10}:

tablicalanych = Table[f[x], {x, -10, 10, 0.1}]:

GraphicsRow [
{SchenatliftinguMNEFunkcjiPrezentacja[zakresAirgumentow, tablicaDanych, PhiBaza, Waga, Rzad,
"aproksymacja"] ,

Schematli ftinguMiEFunkcjiPrezentacijazakresArgqumentow, tablicaDanych, PhiBaza, Waga, Rzad, "detal"]}]
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Rysunek 16.2: Wykrywanie niecigglosci funkeji (reprezentacja zgrubna, reprezentacja szczego-
tow)

Istotng rzecza podczas wykrywania nieciggtosci funkcji jest dobdér odpowiedniego wektora bazy
aproksymacji. Przyjmujac baze funkcji aproksymujacej [1, sin(z)] (rys. 16.2), mozna zauwazy¢, ze
charakterystyka reprezentacji detali niesie z soba informacje o zakresie gdzie funkcja aproksymowana
pokrywa sie z funkcja aproksymujaca (przedziat z funkcja zerowa reprezentacji szczeg6tow).

Wynika z tego, ze funkcja skalujaca na wyzszym poziomie rozdzielczosci jest silnie skorelowana
z funkcja w dziedzinie < —5,0).

Optymalne dopasowanie funkcji aproksymujacej do funkcji badanej dla wybranego zakresu dzie-
dziny, nie zawsze pozwala na analize konkretnego problemu.

Dla powyzszej bazy funkcji aproksymujacej (rys. 16.2), wykres detali nie zwraca na przyktad
jednoznacznej informacji dotyczacej nieciggtosci na catym badanym przedziale.

Rozwigzaniem problemu moze by¢ takie dopasowanie wektora bazy funkcji aproksymujacej, aby
mogta ona z dobrym przyblizeniem aproksymowaé¢ funkcje dla catego zakresu (rys. 16.3).

Spowoduje to, ze reprezentacja detali wykaze punkty nieciggtosci, nie przekazujac jednoczesnie
danych o charakterze funkcji w poszczegdlnych przedziatach dziedziny.

Przyktadem takim moze byé zastosowanie interpolacji w bloku predykcji schematu liftingu z wy-
korzystaniem wielomianu stopnia 3-go i rzedu predykgji stopnia 4-go (rys. 16.3).
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Rzad = 4;

Wagalzx ] = 1:

PhiBazal[x ] = {1, », "2, w*~3}:
zakresArgumentow = [-10, 101:

tablicalDanych = Table[f([x], {x, -10, 10 , 0.1}]:

GraphicsBow [
{SchematliftinguMiEFunkcjiPrezentacija[zakresArqumentow, tablicaDanych, PhiBaza, Waga,

Rzad, "aproksymacija"], SchematLiftinguMNEFunkcjiPrezentacja[zakresArgqumentow
taklicaDanych, PhiBaza, Waga, Rzad, "detal"]}]
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Rysunek 16.3: Wykrywanie nieciaglosci funkcji

Innym przyktadem zastosowania schematu liftingu z wykorzystaniem aproksymacji MNK, moze
by¢ badanie zmiany charakteru funkcji dla ktérej na przyktad w danej chwili nastepuje gwattowna
zmiana czestotliwosci.

Analiza takiego przypadku w praktyce moze mie¢ zastosowanie na przyktad podczas badania
ruchéw sejsmicznych lub poprawnosci dziatania turbin podczas chtodzenia fopatek powietrzem|3].

Zgodnie z analiza zmian charakteru funkcji w przestrzeni detali z rys.16.5 mozna wywniosko-

wa¢, podobnie jak w przypadku nieciagtosci, niedopasowanie funkcji skalujacej do przebiegu funkgji
w punkcie zmiany.

hizx ] i=58in[x] /: x=0;

hizx]i= -Cos[2 (x-P1/2)] /frx=0;

Rysunek 16.4: Wykrywanie zmiany charakterystyki funkcji I - dane
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Rzad = 4;
Wagal[x= ] := 1:
PhiBaza[x ] 1= {1, =, x*2, xr~3};

tablicaDanych = Takle[h[x], {x, -10, 10, 0.05}]:
Zakreshrgumentow = [-10, 10%;

GraphicsRow [

{SchematlLiftingmMEFunkcjiPrezentacjalzakresArgunentow , tablicaDanych, PhiBaza,

Bzad, "oryginal"], SchematliftinguMNEFunkcjiPrezentacja[zakresArgumentow,
PhiBaza, Waga, Rzad, "detal"]}]

Waga,
tablicaDanych,

. . | I I I s
7 i !

=03F

| | 04l
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Rysunek 16.5: Wykrywanie zmiany charakteru funkcji I

Zastosowana aproksymacja MNK do celéw przeksztatcen, w przeciwienstwie do interpolacji, po-
zwala na zmiane dtugosci wektora bazy W funkcji aproksymujacej bez zmiany rzedu predyktora tzn.
liczby prébek podlegajacych aproksymacji. Konsekwencja tego jest mozliwosé dopasowania wielo-
mianu, o znacznie mniejszym stopniu anizeli rzad wektora predykcji do funkcji badanej.

Wykrywanie zmiany charakteru funkcji z rys. 16.5 umozliwia zidentyfikowanie obszaru w ktérym
nastepuje zmiana charakteru funkcji badanej, jednakze nie pozwala zweryfikowa¢ czy dana funkcja
odzyskuje stan poprzedni.

Rozwigzaniem tego typu problemu jest takie dopasowanie funkcji aproksymowanej do funkgji
aproksymujacej ktéra pozwoli na wyodrebnienie informacji o dziedzinie w ktérej funkcja posiada inny
charakter anizeli funkcja przewidywana.

Przyktad z rys. 16.6 ustala czy funkcja po przekroczeniu punktu zmiany powrdcita do stanu
poczatkowego, o pierwotnym ksztafcie.
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Rzad = 4;

Wagal[x ] := 1:

PhiBaza[x ] i= {1, Sin[x]}:

tablicaDanych = Table[h([x], {x, -10, 10, 0.051]:
zakresArgqumentow = [-10, 10}

GraphicsRow [
{SchematlLiftinquMNEFunkcjiPrezentacja[zakresArgumentow, tablicaDanych, PhiBaza, Waga,
Bzad, "oryginal"], SchematlLiftingquiiFFunkcjiPrezentacjalzakresirgumentow, tablicalanych,
PhiBaza, Waga, Rzad, "detal"]}]

Rysunek 16.6: Wykrywanie zmiany charakteru funkcji 11

Czesto w praktyce na przyktad podczas badania szeregéw czasowych, prébki funkcji otrzymuje sie
w sposob empiryczny, konsekwencja tego sg tzw. btedy pomiarowe ktére doprowadzaja nierzadko do
zaszumienia, znieksztatcenia wykresu funkcji [33].

Dzieki aproksymacji, funkcja moze by¢ poddana réwniez wygtadzeniu co tez moze mie¢ znaczny
wptyw na poprawienie poziomu regularnosci czy rézniczkowalnosci funkcji [3].

Zbiér wykreséw z rys. 16.8 prezentuje zdekomponowany wykres funkcji sinusoidalnej o znacznym,
losowym zaszumieniu (zdefiniowany na rys.16.7).

Odpowiednie dopasowanie funkcji aproksymowanej do funkcji docelowej (niezaszumionej) pozwala
na uzyskanie charakterystyki funkcji o ksztatcie znacznie zblizonym czy tez doktadnym do ksztattu
funkgcji docelowe;j.

Rzad = 4:

Wagalx ] = 1:

PhiBaza[x ] := {1, Sin[x]}:

taklicaDanych = Table[Sin[x] + RandomReal [{-0.1, 0.1}], {=x, -10, 10, 0.01}]:
zakresDanych = {-10, 10}:

Rysunek 16.7: Usuwanie szumu funkcji - dane
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tabklicaDanych? = taklicaDanych:

For[i=1, iz 4,
detal[i] = SchematliftinguMNEFunkcjiPrezentacjalzakresDanych, tablicaDanych2,
PhiBaza, Waga, Rzad, "detal"]:
tablicalanych? = SchematliftinguMNEFunkcjiPrezentacija[zakresDanych,
tablicaDanych?, PhiBaza, Waga, Rzad, "aproksymacja"]:;
1++

1:

GraphicsGrid][
{{SchematLiftinguMiKFunkcjiPrezentacja[zakresDanych, tablicaDanych, PhiBaza,
Waga, Rzad, "oryginal®],
Schematli FtinguMiEFunkcjiPrezentacjad[zakresDanych, tablicaDanych?, PhiBaza,
Waga, Rzad, "oryginal"]},
{detal[1l], detal[2]}, {detal[3], detal[4]}}]
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Rysunek 16.8: Usuwanie szumu funkcji
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Rozdziat 17

Schemat liftingu z wykorzystaniem
aproksymacji metoda najmniejszych
kwadratéw

W poprzedniej czesci rozprawy, schemat liftingu z wykorzystaniem aproksymacji metoda najmniejszych
kwadratéw (MNK) zostat ograniczony do przestrzeni jednowymiarowej m.in. ze wzgledu na wnikliwa
analize i zobrazowanie zaleznosci pomiedzy jej dyskretna i predykcyjna implementacja transformacji
falkowej. W czesci biezacej operacja ta zostanie przeniesiona na wymiar o jeden wyzszy tzn. na obszar
dwuwymiarowy w celu analizy obrazu.

Rysunek 17.1: Analiza wielorozdzielcza obrazu
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Analize wielorozdzielcza dwuwymiarowych przestrzeni dyskretnych realizuje sie za pomoca dwu-
etapowej transformacji jednowymiarowe;.

W pierwszym etapie dokonuje sie transformacji na kazdym wierszu analizowanego obrazu otrzy-
mujac w konsekwencji dwie reprezentacje: zgrubna i szczegétowa.

Drugim etapem jest analogiczna operacja na kolumnach dla obrazéw powstatych w etapie pierw-
szym.

Woynikiem takiego przeksztatcenia sg cztery obrazy: jedna reprezentacja zgrubna i trzy reprezen-
tacje przestrzeni detali (pozioma, pionowa i diagonalna)[3, 55, 57].

Na rysunku 17.1 mozna zauwazy¢ scista zalezno$¢ nazw przestrzeni szczegétéw obrazu od jej
graficznej realizacji. Reprezentacja detali pozioma (prawy gérny obraz) uwypukla krawedzie poziome
obrazu oryginalnego, w reprezentacji pionowe;j (lewy dolny obraz) - wyréznione sa krawedzie pionowe,
zas dla diagonalnej - szczegdty wystepujace w kierunku przekatnej obrazu.

Dekompozycja obrazu za pomoca analizy wielorozdzielczej ma swoje zastosowanie m.in. podczas
redukcji szumu, wykrywaniu nieciagtosci czy tez badaniu wrazliwosci na zerowanie wspétczynnikéw
transformaty ktéra moze by¢ wykorzystana podczas kompresji obrazu [3].

Wymienione typy operacji wykorzystywane zostang podczas dalszych badan dotyczacych prze-
ksztatcen falkowych przestrzeni dwuwymiarowych za pomoca schematu liftingu z wykorzystaniem
aproksymacji MNK w bloku predykgji.

17.1 Redukcja szumu obrazu

Efektywna operacje redukcji szumu mozna przyjaé w sytuacji, gdy znana jest charakterystyka funkcji
badanej, pozwalajac optymalnie dopasowa¢ wektor funkcji bazowych zwany wektorem bazy, wcho-
dzacy w sktad funkcji aproksymujace;.

Redukcje szumu realizuje sie w nastepujacych etapach:
e dekompozycja obrazu

e climinacja progowa wspdtczynnikéw

e rekonstrukgcji obrazu

Najczestszymi metodami eliminacji progowej wspétczynnikéw wykorzystywanymi w analizie wieloroz-
dzielczej s3 [3]

e eliminacja progowa twarda

e eliminacja progowa migkka

Eliminacja progowa twarda (wzér 17.1) polega na zerowaniu tych wspétczynnikéw ktérych
wartos¢ bezwzgledna jest mniejsza lub réwna ustalonej wartosci zwanej wartoscia progowa d, nie
zmieniajac przy tym pozostatych wartosci.

) x(t), |z@)| >0
y(t) = {07 2(0)| < 6 (17.1)

Eliminacja progowa miekka (wzér 17.2) wykorzystuje whasnosci eliminacji progowej twardej,
zmniejszajac jednoczesnie wartosci bezwzgledne pozostatych wspétczynnikéw o zadang wartos¢ progu

J.
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_ Jsign(2(t)) (Jo(t)| = 6), |z(t)| >4
y(t) = {0’ 2(t)| < 6 (17.2)

Schemat liftingu z wykorzystaniem aproksymacji MNK, w przeciwienstwie do interpolacji, pozwala
na przyblizanie obrazu za pomoca funkcji aproksymujacych ktérych wezty aproksymacji nie musza
pokrywa¢ sie z wartosciami aproksymowanego obrazu.

W przypadku gdy dane wartosci funkcji sa odszumiane, wymagane jest aby ksztatt funkcji odszu-
mionej wykazywat sie wieksza regularnoscia anizeli funkcja zaszumiona. Do tego celu nie wskazane
zazwyczaj jest aby funkcja aproksymujaca przebiegata przez wszystkie wartosci funkcji aproksymowa-
nej, ponadto powinna je efektywnie przybliza¢ do funkcji o prognozowanym ksztafcie.

Rysunek 17.2: Fragment funkcji sin(z? + y?)

funkcja = Table[HN[Sin[x*2] Cos[y *2] + Sin[v*2] Cos[x*2]], {x, -Pi, Pi, Pi/30}, {y, -Pi, Pi, Pi/ 30}]:
funkcjaldszumiana = Table[funkcja[[i, j]] + RandomReal [{-0.2, 0.2}], {x, -Pi, Pi, Pi/30}, {vy, -Pi, Pi, Pi/ 30}]:
Rzad - 8:

Waga[x= ] := 1:

PhiBazal[x ] = {1, Cos[x*2], Sin[x*2]}:
PhiBaza2[x ] = {1, x, x*2, x*3, x*4, x*3, x*6, x*7};
PhiBaza3[x= ] = {1, x, x*2}:

zakresArgumentow = {-Pi, Pi}:;

dane = SchematLiftinguMlEObrazu[zakresArgumentow, [unkcjaldszumiana, PhiBaza, Waga, Rzad, 2, "miekka"]:
dane? = SchematliftinguMiFObrazu[zakresArgumentow, funkcjaldszumiana, PhiBaza2, Waga, Rzad, 2, "miekka"]:
dane3 = SchematliftinguMiFObrazu[zakresArgumentow, funkcjaldszumiana, PhiBaza3, Waga, Rzad, 2, "miekka"]:

Rysunek 17.3: Redukcja szumu obrazu - przygotowanie danych

Do celéw badan i analizy obrazéw wykorzystywana zostata aproksymacja funkgji sin(z? + y?) =
sin(x?)cos(y?) + cos(x?)sin(y?) przedstawiona na rys. 17.2.

Parametry aproksymacji zostaty okreslone na rys. 17.3 gdzie zakresArgumentow okresla prze-
dziat argumentéw dla wartosci danych funkcjaOdszumiana podlegajacych aproksymacji.

PhiBazal, PhiBaza2 i PhiBaza3 wyznaczaja funkcje bazowe funkcji aproksymujacej, Waga -
wage funkcji aproksymujacej, zas Rzad opisuje rzad predyktora (liczbe punktéw wykorzystywanych
do predykgji).
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Wielkos¢ podziatki dla zakresu argumentéw wyliczana jest na podstawie liczby prébek (wartosci)
wchodzacych w sktad aproksymacgji.

analiza = Analizalbrazuichematemli ftinguldlE [zakresArqumentow, funkcjaldszumiana, PhiBazal,
Waga, Rzad, 0.0, "miekki"]:
GraphicsGrid [
{{ListPlot3D[analiza[[1]], PlotLablel + "Reprezentacja zgrubna (aproksymacia)"].,
ListPlot3D[analiza[[2]], PlotLabel » "Reprezentacja szczegdblowa pozioma]l,
{ListPlot3D[analiza[[3]], PlotLabel -+ "Reprezentacja szczegolowa pionowa"],
ListPlot3D[analiza[[4]], PlotLabel » "Reprezentacja szczegdlowa diagonalna™]ll]

Reprezentacja zgrabna (aproksymacia] Reprezentacia szezegilowa poziorma

Reprezentarja szczegolowa pionowa Reprezentacja szezegidowa diagomalna

Rysunek 17.4: Przykiad analizy wielorozdzielczej obrazu

Pierwszym etapem podczas usuwania szumu jest dekompozycja obrazu ktéra dzieli obraz na cztery
czesci: jedna reprezentacje aproksymacji i trzy reprezentacje szczeg6toéw (rys. 17.4).

Nastepnie wykonuje sie eliminacja progowa z okreslonym progiem i typem eliminacji gdzie dla
omawianego przykfadu zostat ustalony prég 2.0.

Wartos¢ progu 2.0 powoduje, ze wszystkie probki obrazéw detali s3 zerowane, poniewaz wartosci
sin(z? + y?) naleza do przedziatu < —1,1 >.

Ze wzgledu na zerowanie wszystkich probek wybér typu eliminacji progowej nie ma wptywu na
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wynik eliminacji progowe;.
Na rys. 17.5 zostato zaprezentowane odszumianie obrazu z efektywnoscia uzalezniona od doboru
wektora bazy funkcji aproksymujace;j.

GraphicsGrid|[
{{ListPlot3D[funkcjaldszumiana, PlotLabkel - "Funkcja zaszumiona] ,
ListPlot3D[dane, PlotRange —+ [{0, &0}, {0, &0}, {-1.5, 1.5}} ,
PlotLabel + "Aproks. z predyktorem rzedu VIII i baza {1,Cos[x*2],5in[x*2]1"]11.,
{ListPlot3D[dane2, PlotRange -+ {{0, &0}, {0, 60}, {-1.5,1.53}}, Plotlakel + "Interpoclacja £ predyktorem rzedu WIII"],
ListPlot3D[dane3, PlotRange - {{0, 60}, {0, 60}, {-1.5, 1.5}},
PlotLabel -+ "Aproksymacja z predyktorem rzedu VIII i baza {1,x,x*2}" 1111

Furkeja zaszurainna bproks. z predyktorern rzedu VIIT ibazg {1,Cos[x"2 ] 5m[x"2 T}

Rysunek 17.5: Poréwnanie wynikéw podczas usuwania szumu obrazu

Na podstawie otrzymanych wynikéw (rys. 17.6, 17.7) mozna wywnioskowa¢, ze aproksymacja
baza [1, cos(x?), sin(x?)] (PhiBazal) stanowi najlepsze, sposréd wybranych baz, przyblizenie funkgji
niezaszumionej sin(x? + y?) powodujac jej znaczne wygtadzenie, zwiekszajac jednoczesnie stopien
regularnosci (rys. 17.5).

Wedtug zastosowanego wskaznika efektywnosci podczas usuwania szumu jakim jest wariancja pré-
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bek funkcji odszumianej wzgledem funkcji niezaszumionej wynika (rys. 17.6), ze operacja aproksymacji
dla bazy PhiBazal usuneta szum z 0.0133268 do 0.011538, natomiast dwie pozostate znacznie zwiek-
szyty stopien zaszumienia do 15.0876 w przypadku interpolacji z predyktorem rzedu VIII (PhiBaza2)
i 0.10603 w przypadku aproksymacji tréjmianem kwadratowym (PhiBaza3).

Analizujac rezultat (rys. 17.6, 17.7) otrzymuje sie wniosek, ze efektywnos$¢ usuwania szumu nie
wzrasta wraz ze wzrostem stopnia wielomianu aproksymujacego. Optymalizacja redukcji szumu polega
przede wszystkim na dopasowaniu wektora bazy funkcji aproksymujacej do ksztattu funkcji docelowej,
niezaszumionej.

{{MiaraEfektywnoscilbrazul funkcjaldszumiana, funkcja], MiaraEfektywnoscilObrazu[dane, funkcjall,
[MiaraEfektywnoscilObrazu[dane?, funkcjal, MiaraEfektywnosciObrazu[dane3, funkcja]ll // TableForm

TableForm=
0.0133268 0.011538
15.0876 0.10603

Rysunek 17.6: Wskaznik efektywnosci redukcji szumu

Wskainik efektywnosciredukcji szumu Wskainik efektywnosci
(cz.1) redukcji szumu (cz. )
"0 15,0876 015 0,10603
10 -~ _—0.013326 001153 -1 Y - 0,1 d -
- < -— 005 “ 00133268 0,011538
0 p ) P
Obraz zaszumiony PhiBazal PhiBaza2 PhiBaza3 a ~
Obraz zaszumiony PhiBazal PhiBazaZ

Wskaznik efektywnosci
redukcji szumu (cz. 1l1)

0013326

Obraz zaszumiony

0,014 - 0011538

0013 <
0012 7
0011 7
001 <

PhiBazal

Rysunek 17.7: Wskaznik efektywnosci redukcji szumu - postaé graficzna

17.2 Usuwanie nieciagtos$ci obrazu

W analizie funkcji ciagtych wyréznia sie dwa rodzaje nieciagtosci [20]

e nieciggtos¢ pierwszego rodzaju - typu luka, okresla sie ja jako nieciagtos¢ pierwszego rodzaju
jesli granica funkcji f w punkcie ¢ jest rézna od f(c)

e nieciggtos¢ drugiego rodzaju wystepuje wtedy, jesli nie istnieje co najmniej jedna jednostronna
granica lub co najmniej jedna jednostronna granica jest nieskonczona
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W celu eliminacji, analizy czy tez wykrycia skokéw spowodowanych na przyktad btedami pomia-
rowymi lub zaktéceniami mozna wykorzystac filtracje wykorzystywana w transformacie falkowej przy
uzyciu aproksymacji MNK.

W prezentacji wykorzystany zostanie obraz ktérego charakterystyke mozna przedstawi¢ wzorem
okreslonym w srodowisku Mathematica jako funkcjaNieciaglosci[z ,y | (rys. 17.8).

Clear[funkcjalieciaglosci] :

funkcjalieciaglosci[x , v ] :=5in[x] Cos[v] /r x*2+v*2=1 && w2+ v"*2<1.3;
funkcjalieciaglosci[x , ¥ ] := S5in[x] Cos[v] «0.8;

daneFunkcjalieciaglosci = Table [funkcjalVlieciaglesci[x, v], {x, -Pi, Pi, Pi/30}, {v, -Pi, Pi, Pi/30}]:

Rzad = &:

Waga[x ] = 1:

PhiBazal[x ] = {Sin[x], Cos[x] }:

PhiBazalZ[x ] = {1, x}:

PhiBaza3[= ] = {1, x, x*2, x*3, x*4, x*3, x*6, x*T7};

zakresArgumentow = [-Pi, Pi}:;

Rysunek 17.8: Przygotowanie danych w celu analizy nieciagtosci obrazu

Do analizy zostaty wybrane trzy wektory bazowe funkcji aproksymujacej:

1. baza trygonometryczna (PhiBazal)- wytypowana ze wzgledu na sinusoidalng charaktery-
styke funkgji

2. baza liniowa (PhiBaza2)- wytypowana z powodu matej ztozonosci obliczeniowej

3. baza wielomianowa stopnia 7 (PhiBaza3) - interpolacja wielomianowa z predyktorem rzedu
VIII
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kezNieciaglosci = Table[Sin[x] Cos[y] 0.8, {x, -Pi, Pi, Pi/30}, {v, -Pi, Pi, Pi/30}]:

GraphicsRow [ {ListPlot3D [daneFunkcjalieciaglosci, PlotLakel -+ "Obraz nieciagiy"],
ListPlot3D[bezNieciaglosci, PlotLabel -+ "Obraz docelowy"]}]

Chraz niecigghy Chiraz docelowy

I TS,
NN SN
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Rysunek 17.9: Poréwnanie obrazu nieciaglego z jego wygtadzonym odpowiednikiem

Analizowany obraz nieciagty (rys. 17.9) prezentuje funkcje tréjwymiarowa f(x,y) = 0.8sin(x)cos(y)
ktéra dla ograniczonego obszaru, dziedziny walca cylindrycznego 1 < 22 +y? < 1.3 przyjmuje wartos¢

[z, y) = sin(x)cos(y).

Dwuwymiarowa funkcja w pierwszym przyktadzie zostanie poddana transformacji na dwa odrebne
sposoby, za pomoca filtracji po wierszach w pierwszym przypadku i filtracji po kolumnach w przypadku
drugim.

filtracjaWierszyl = FiltracjalbrazuSchematenlLiftingudiK [zakreshrgumentow, daneFunkcjalNieciagleosci,
PhiBazal, Waga, Rzad, 0, "miekka", "wiersze"]:

filtracjaKoelumnl = FiltracjalbrazuSchematenliftinguMK [zakreshrgumentow, daneFunkcjalieciaglosci,
PhiBazal, Waga, Rzad, 0, "miekka", "REolumny"]:

filtracjaWierszy2 = FiltracjalbrazuSchematenlLiftingudiK [zakreshrgumentow, daneFunkcjaNieciagleosci,
PhiBazal2, Waga, Rzad, 0, "miekka", "wiersze"]:

filtracjaKoelumn? = FiltracjalbrazuSchematenliftinguMK [zakreshrgumentow, daneFunkcjalMieciaglosci,
PhiBazal2, Waga, Rzad, 0, "miekka", "REolumny"]:

filtracjaWierszy3 = FiltracjalbrazuSchematenlLiftingudiK [zakreshrgumentow, daneFunkcjalNieciagleosci,
PhiBaza3, Waga, Rzad, 0, "miekka", "wiersze"]:

filtracjaKoelumn3 = FiltracjalbrazuSchematenliftinguMK [zakreshrgumentow, daneFunkcjalNieciaglosci,

PhiBaza3, Waga, Rzad, 0, "miekka", "Eolumny"]:

Rysunek 17.10: Filtracja danych - przygotowanie wynikdw

Do celéw prezentacji dla kazdego typu wektora bazy funkcji aproksymujacej wybrana zostata
reprezentacja przestrzeni detali, poniewaz ona jest nosnikiem informacji o nieciaggtosci obrazu.
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Na rysunku 17.11 mozna zauwazy¢, ze dla bazy trygonometrycznej PhiBazal filtr niesie ze soba
w duzym stopniu informacje o lokalizacji zaburzen obrazu. Dla pozostatych baz (PhiBaza2, Phi-
Baza3), operacja filtracji przekazata obraz z ktérego mozna nie tylko wyodrebni¢ zmiany zachodzace
w obrebie walca cylindrycznego, lecz takze dodatkowe zafalowania w innych obszarach wykresu. Szcze-
golne zaszumienie mozna zauwazy¢ na krancach przedziatéw otrzymanych z wykorzystaniem interpo-
lacji (PhiBaza3).

GraphicsGrid[
{{ListPlot3D[filtracjaWierszyl[[2]], PlotLabel -+ "Filtracja wzgledem wierszy dla PhiBazal"],
LiztPlot3D[filtracijaKolumnl[[2]], PlotLabel + "Filtracja wzgledem ERolumn dla PhiBazal"]},
{ListPlot3D[filtracjaWierszy2[[2]], PlotLabel + "Filtracja wzgledem wierszy dla PFhiBaza2"],
ListPlot3D[filtracjaFKolumn2[[2]], PlotLabel + "Filtracja wzgledem kolumn dla PhiBaza2"]},
{ListPlot3D[filtracjaWierszy3[[2]], PlotLabel - "Filtracja wzgledem wierszy dla PhiBazai"],
ListPlot3D[filtracjaFKolumn3[[2]], PlotLabel + "Filtracja wzgledem Eclumn dla PhiBaza3"]}} ]

Filtrarja wzgledern kolmm dla PhiBazal

Filtrarja wzgledern wierszy dla PhiBazal
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Filtrarja wzgledern kolmn dla PhiBazal
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Rysunek 17.11: Filtracja danych - prezentacja wynikéw
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Powyzsza analiza pozwala ustali¢ analogiczny wniosek, jak w przypadku redukcji szumu obrazu,
ze dla celéw wykrycia nieciggtosci nie tyle istotny jest stopien wielomianu aproksymujacego co odpo-
wiedni dobér bazy wzgledem charakterystyki przestrzennej obrazu.

W drugim przyktadzie, obraz poddany zostanie filtracji zgodnie z zasada analizy wielorozdziel-
czej funkeji dwuwymiarowej (rozdz. 9.7) dekomponujac go na jeden obraz zgrubny i trzy obrazy
z informacja o detalach.

Uzyskujac reprezentacje szczegétowa w postaci trzech cztonéw mozna zauwazy¢, ze w celu opty-
malnej reprezentacji, nie w kazdym przypadku otrzymuje sie charakterystyke ptaska dla dziedziny poza
obszarem walca cylindrycznego.

Przyczyna tego jest poddawanie obrazu dwukrotnemu zabiegowi filtracji, gdzie filtracja w dru-
gim etapie odbywa sie juz na wczesniejszej transformacji obrazu z dodatkowymi zaburzeniami po
aproksymacji obrazu.

Dla bazy PhiBazal obraz ptaski poddawany jest transformacji za pomoca bazy sinusoidalnej,
powodujac jego dodatkowe zafalowanie (rys. 17.13). Stad tez do celéw analizy nalezy bra¢ pod
uwage wypadkowa trzech przestrzeni detali przechowujacych informacje o szczegétach obrazu.

analizal = AnalizalbrazuSchematemliftinguMiE [zakreshrgumentow, daneFunkcjallieciaglosci, PhiBazal,
Waga, Rzad, 0, "miekka"]:

analiza? = AnalizalbrazuSchematemliftinguMiK [zakreshrgumentow, daneFunkcjallieciaglosci, PhiBazaZ2,
Waga, Rzad, 0, "miekka"]:

analizad = AnalizalbrazuSchematemliftinguMiH [zakreshrgumentow, daneFunkcjallieciaglosci, PhiBaza3,

Waga, Rzad, 0, "miekka"]:

GraphicsGrid [

{{ListPlot3D[analizal [[1]], PlotLabel + "Aproksymacja dla PhiBazal"],
ListPlot3D[analiza?[[1]], PlotLabel -+ "Aproksymacia dla PhiBazal2"],
ListPlot3D[analiza3[[1]], PlotLabel -+ "Aproksymacia dla PhiBaza3i"]},

{ListPlot3D[analizal[[2]], PlotlLabel -+ "Detal poziomy"],

ListPlot3D[analiza?[[2]], PlotLabel o
ListPlot3D[analiza3[[2]], PlotLabel o

"Detal poziomy"].,

"Detal poziomy"]l,

{ListPlot3D[analizal[[3]], Plotlabel -+ "Detal piconowy"],

ListPlot3D[analiza?[[3]], PlotLabel o
ListPlot3D[analiza3[[3]], PlotLabel o

"Detal pionowy"],
"Detal pionowy"]l,

{LizstPlot3D[analizal [[4]], Plotlabel -+ "Detal diagonalny"],

ListPlot3D[analiza?[[4]], PlotLabel o
ListPlot3D[analiza3[[4]], PlotLabel o

H]

"Detal diagonalny™],
"letal diagonalny™]}

Rysunek 17.12: Analiza obrazu - przygotowanie wynikow
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Rysunek 17.13: Analiza danych - prezentacja wynikow
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W celu efektywnej oceny usuwania nieciagtosci obrazu mozna przeprowadzi¢ aproksymacje z eli-
minacja progowa o wartosci 2.0 (rys. 17.14), ktéra ze wzgledu na wartosci mieszace sie pomiedzy
< —1, 1 > wyzeruje wszystkie probki ze wszystkich reprezentacji detali.

aproksymacijal = SchematlLiftingquMiEDbrazulzakresArqumentow, daneFunkcjaNieciaglosci, PhiBazal, Waga,
Rzad, 2, "miekka"]:

aproksymacija? = SchematlLiftingquMiWEDbrazulzakresArqumentow, daneFunkcjaNieciaglosci, PhiBazal2, Waga,
Rzad, 2, "miekka"]:

aproksymacijald = SchematlLiftingquMiEDbrazu|zakresArqumentow, daneFunkcjaNieciaglosci, PhiBazad, Waga,
Rzad, 2, "miekka"]:

Rysunek 17.14: Redukcja nieciagtosci - przygotowanie wynikow

Analizujac w sposéb graficzny (rys. 17.15) mozna stwierdzi¢, ze baza trygonometryczna PhiBazal
obrazuje najlepsze wygtadzenie charakterystyki, natomiast aproksymacja baza liniowa PhiBaza2 spo-
wodowata znaczne zaszumienie obrazu.

GraphicsGrid[{{ListPlot3D[daneFunkcjallieciaglosci, PletLabel - "Obraz niecizgry "],
ListPlot3D[aproksymacjal, PlotLabel - "Aproksymacia z bazg PhiBazal"]l,
{ListPlot3D[aproksymacja?, PlotlLabel + "Aprocksymacja z baza PhiBazal2"] ,
ListPlot3D[aproksymacja3, PlotLabel + "Interpclacia z baza PhiBazai"]}
H

Lproksyracia = bazg PhiBazal
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Rysunek 17.15: Redukcja nieciaglosci - prezentacja wynikow

W celu obiektywnej oceny operacji eliminacji nieciagtoéci mozna sie postuzy¢ wskaznikiem nie-
ciggtosci obrazu (rys. 17.16) ktéry jest wariancja pomiedzy prébkami obrazu docelowego a jego
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aproksymacja.
{{MiaraEfektywmoscilbrazu[bezNieciaglesci, daneFunkcjallieciaglosci]
MiaraEfektywnosciObrazu[bezNieciaglosci, aproksymacijal]l,

{MiaraEfektywmoscilbrazu[bezNieciaglosci, aproksymacja?],

MiaraEfektywnoscilbrazu[bezNieciaglosci, aproksymacjal3] )l » 1000 // TakleForm

Rysunek 17.16: Wskaznik nieciaglosci obrazu - prezentacja wynikdw

Wskaznik nieciggtosci obrazu

1,44571
15 <
1
0,32674
05 - 0.2/621 0154167
> g
0 -
Obraz nieciggly PhiBazal PhiBaza2 PhiBaza3

Rysunek 17.17: Wskaznik nieciagtosci obrazu - prezentacja graficzna

Otrzymany wynik* pokazuje (rys. 17.17), ze z pos$réd badanych baz - jedynie baza trygono-
metryczna (PhiBazal) spowodowata redukcje nieciagtosci obnizajac wartosé¢ wskaznika nieciagtosci
obrazu.

Interpolacja wykorzystana w bloku predykcji, wedtug zastosowanej oceny, spowodowata dodatkowe
zaszumienie obrazu.

17.3 Badanie wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspoéft-
czynnikéw transformaty dla celéw kompresji obrazu

Kompresja zgodnie z definicja to odwracalny lub nieodwracalny proces redukcji dtugosci reprezentacji
danych[45].

Tego typu transformacje dla obrazéw z wykorzystaniem schematu liftingu dokonuje sie za pomoca
rozwinie¢ falkowych na cztery sktadowe ze znacznie zmniejszonga liczbg wspétczynnikéw.

Procedura kompresji realizowana jest analogicznie jak w przypadku redukcji szumu czy tez elimi-
nacji nieciagtosci za pomoca trzech faz [3]:

*Ze wzgledu na bardzo male wartosci wskaznika eliminacji niecigglosci uzyskanego dla badanego obrazu,
wyniki zostaly pomnozone przez wspolczynnik skalujacy & = 1000 dla celéw prezentacji danych
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e analizy obrazu
e eliminacji progowej wspotczynnikéw obrazu
e syntezy obrazu
Eliminacja progowa w tym przypadku dopuszcza dwa podejscia [3]:

e za pomocy ustalonego globalnego progu lub wspétczynnika jakosci kompresji zerujac wspot-
czynniki ponizej zadanego progu

e wizualnie dobierajac prég na kazdym poziomie rozwiniecia

Do celéw badawczych zostanie wykorzystana technika badania wrazliwosci schematu liftingu z wyko-
rzystaniem interpolacji wielomianowej i aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw na zerowanie
wspotczynnikéw transformaty w szczegdlnosci wspétczynnikéw reprezentujacych szczegéty obrazu.

kubus = N[ (Import["kubuswavelets.bmp", "Data"™]) /255, 15];
mati = N[ (Import["mati.jpg", "Data"]) /255, 15]:

lena = N[ {(Import["lenal.bmp", "Data"]) /255, 15];

barbara = N[ (Import["barbaral.bop”, "Data"]) /255, 15]:
dom = H[{Import["domd. bwp", "Data"]) /255, 15];

Rysunek 17.18: Pobranie obrazéw do postaci tablic dwuwymiarowych w celach analizy

17.3.1 Model przestrzeni koloréw RGB

Rzad = 8:

Waga[x ] = 1;

PhiBazal[x ] = {1, 53in[x], Cos[x]}:
zakresArgumentow = [-Pi, Pil;

Rysunek 17.19: Parametry aproksymacji metoda najmniejszych kwadratow
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RGBSchematLiftinguMiEDbrazuPrezentacja [zakresArgqumentow ,
kubus, PhiBazal, Waga, Rzad, 0, "miekki"]
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Rysunek 17.20: Wielorozdzielcza analiza obrazu formatu RGB

Przeprowadzajac aproksymacje dla formatu RGB mozna zauwazy¢ istotng zaleznos¢ pomiedzy
rozdzielczoscig a jakoscia obrazu po aproksymacji (rys. 17.21,17.22,17.23)..
Im nizsza rozdzielczos¢ tym wieksza stopien pogorszenia jakosci obrazu podczas operacji transfor-

macji falkowe;j.
Powodem tym jest wyzszy gradient zmiany koloréw dla sasiednich prébek w przypadku nizszych

rozdzielczosci, powodujac przy tym wieksze btedy aproksymacji obrazu.
W przypadku aproksymacji dla wiekszych rozdzielczosci obraz wykazuje gtadsze przejscie (mniejsze

skoki) pomiedzy kolorami (rys. 17.30).
Graficzna prezentacja probek obrazu z rys.17.21 w postaci przestrzennej ukazujaca zmiany koloréw

formatu RGB w catej dziedzinie obrazu (rys. 17.24) pozwala na zobrazowanie problemu.



ROZDZIAE 17. SCHEMAT LIFTINGU Z WYKORZYSTANIEM APROKSYMACJI METODA
174 NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

RGBSchematLiftingquMNEDbrazuPrezentacja [zakreshrqumentow, lena, PhiBazal, Waga,
Rzad, 1, "twarda"]

Schemat liftingu = aproksymacja MNE w bloku predvkeji dla RGE

Rysunek 17.21: Aproksymacja obrazu MNK w bloku predykcji dla modelu RGB - 1

RGBSchematLiftingquMNEDbrazuPrezentacja [zakresArqumentow, barbara, PhiBazal, Waga,
Rzad, 1, "twarda"]

Schemat liftingu = aproksymacja MINE w bloku predykeji dla RGE

Rysunek 17.22: Aproksymacja obrazu MNK w bloku predykcji dla modelu RGB - 11
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RGBSchematliftinguMiFlbrazuPrezentacja[zakreshArqumentow, dom, PhiBazal, Waga,
Rzad, 1, "twarda"]

Schemat liftingu = aproksymacja MNK w bloku predykeji dla RGE

Rysunek 17.23: Aproksymacja obrazu MNK w bloku predykcji dla modelu RGB - III

RGBPrezentacja3D[barbara]

Rysunek 17.24: Graficzna prezentacja zmian koloréw sktadowych formatu RGB
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EBGBPrezentacja[barbara]

Rysunek 17.25: Sktadowe obrazu w formacie RGB

17.3.2 Wskaznik wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspéfczynnikéw
transformaty modelu RGB

Do badania obrazu i oceny wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspétczynnikéw transformaty
zostanie wykorzystany, podobnie jak w przypadku redukcji szumu i badania nieciggtosci, wskaznik
wariancji prébek obrazu aproksymowanego wzgledem obrazu oryginalnego.

Poréwnanie wynikéw odbedzie sie bedzie za pomoca transformacji obrazu oryginalnego z rys.
17.23 dla trzech réznych wektoréw baz : trygonometrycznej (PhiBazal), liniowej (PhiBaza2) i in-
terpolacyjnej(PhiBaza3) z wykorzystaniem predyktora rzedu VIII (rys. 17.26).

Rzad = 8;

Wagal[zx ] 1= 1:

PhiBazal[x ] = {1, Sin[x], Cos[x]}:

FhiBazaZ[x ] = {1, x}:

PhiBaza3[x ] = {1, =, x*2, x*3, x*4, x*3, x*6, x*7};

zakresArgqumentow = [-Pi, Pi}:;

Rysunek 17.26: Przygotowanie parametréw aproksymacji do analizy

W przypadku transformacji falkowej obrazu za pomoca aproksymacji MNK w przestrzeni RGB
mozna zauwazy¢ znaczne zaszumienie obrazéw dla bazy trygonometrycznej, jak i liniowej (rys. 17.27,17.28).
Interpolacja technika predykcyjna wykazuje w sposéb wizualny znacznie mniejsze zaszumienie dla
czesci srodkowej, jednakze prawy i dolny obszar przy krawedzi obrazu utracit w duzym stopniu informa-
cje spowodowana duzym zaszumieniem prébek, co zostato zobrazowane na rys. 17.24. Znieksztatcenie
w sytuacji granicznej spowodowane jest niedopasowaniem bazy funkcji aproksymujacej wzgledem ob-
razu. Przypadek taki zaprezentowany zostat w podrozdziale 13.8.4 kiedy to funkcja sinusoidalna byta
poddawana interpolacji wielomianowej za pomoca predyktora rzedu IV.
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RGBSchematliftinguMiEDbrazuPrezentacja[zakresArgumentow, barbara, PhiBazal, Waga,
Rzad, 1.0, "miekka"]

Schemat Liftingu = aproksymacia MNE w bloku predyhei dls RGB

Rysunek 17.27: Badanie wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspolczynnikéw transfor-
maty w modelu RGB z wykorzystaniem bazy trygonometrycznej

BGBSchematli ftinguMNEDbrazuPrezentacja[zakresArgqumentow , barbara, PhiBaza?, Waga,
Rzad, 1.0, "miskEa"]

Oyyeinal Schemat liftingue = aproksymacja MNE w bloku predvke)i dlza RGE

Rysunek 17.28: Badanie wrazliwoséci schematu liftingu na zerowanie wspoétczynnikéw transfor-
maty w modelu RGB z wykorzystaniem bazy liniowej
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RGBSchematliftinguMlEDbrazuPrezentacja[zakresArgumentow, barbara, PhiBaza3, Waga,
Rzad, 1.0, "misEEa"]

Oryeinal Schemat liftingu = apreksymacja MNE w bleku pradyheji dla RGB

Rysunek 17.29: Badanie wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspélczynnikéw transfor-
maty w modelu RGB z wykorzystaniem bazy interpolacyjnej

RGBSchematliftinguMiFlbrazuPrezentacja[zakreshArqumentow, mati, PhiBazal, Waga, Rzad, 1, "twarda"]

Schemat liftingu = aprokeymacja MNE w bloku predykeji dla RGE

Rysunek 17.30: Zerowanie wspotczynnikow reprezentacji szczegdtowej modelu RGB
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RGRAproksymacjal = RGBSchematliftinguMWNEDbrazu[zakresArgumentow, barbara, PhiBazal,

Waga, Rzad, 1.0, "miekka"]:

RGRAproksymacia? = RGBSchematliftinguMWNEDbrazu[zakresArgumentow, barbara, PhiBazal,

Waga, Rzad, 1.0, "miekka"]:

RGRAproksymacjald = RGBSchematliftinguMWNEDbrazu[zakresArgumentow, barbara, PhiBaza3,

Waga, Rzad, 1.0, "miekka"]:

{MiaraEfektywnoscilbrazu [RGBAproksymacjal, barbaral,
MiaraEfektywnoscilbrazu[RGBAproksymacjal, barbara] ,
MiaraEfektywnoscilbrazu[RGBAproksymacijas, barbara]l } // TableForm

0.0039745 0.00326714 0.00377993
.00845745 0.00704257 0.00813898
1.1011 1.21331 2.44818

[

Rysunek 17.31: Wskaznik wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspotczynnikéow transfor-

maty w modelu RGB

Badanie wrazliwosci schematu liftingu
na zerowanie
wspotczynnikow transformaty w modelu
RGB dla sktadowejR (cz. 1)

1,1011
1.5 ”
1
0s © 0,0039745 0,00849745
g <
PhiBazal PhiBaza2 PhiBaza3

Badanie wrazliwosci schematu liftingu
nazerowanie
wspotczynnikéw transformaty w modelu
RGB dlasktadowejR (cz. ll)

0,00848745
7 0,0039745
o1 7 7
0 < .
PhiBazal PhiBazaZ

Rysunek 17.32: Wskaznik wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspotczynnikow transfor-

maty w modelu RGB dla sktadowej R

Badanie wrazliwosci schematu liftingu
na zerowanie
wspotczynnikow transformaty w modelu
RGB dla sktadowej G (cz. 1)

1,21391

15 7 -

1 7
" 0,00326714

0s 0,00704257
g =
PhiBazal PhiBaza2 PhiBaza3

Badanie wrazliwosci schematu liftingu
nazerowanie
wspotczynnikow transformaty w modelu
RGB dlasktadowe]j G (cz. Il)

0,00704257

7000326714

PhiBazal

PhiBaza2

Rysunek 17.33: Wskaznik wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspotczynnikéow transfor-

maty w modelu RGB dla sktadowej G
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Badanie wrazliwosci schematu liftingu Badanie wrazliwosci schematu liftingu
na zerowanie na zerowanie
wspotczynnikéw transformaty w modelu wspotczynnikéw transformaty w modelu
RGB dla sktadowej B (cz. 1) RGB dlasktadowej B (cz. ll)
2,44816 0,00813E08
: 0.01 0,00377993
2 .’/ ,” - >
L -~ 0,00377898 0,00813898 0005 - n
a
PhiBazal PhiBaza2

PhiBazal PhiBaza2 PhiBaza3

Rysunek 17.34: Wskaznik wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspotczynnikéow transfor-
maty w modelu RGB dla sktadowej B

Woyniki przedstawione na rys. 17.31-17.35, przedstawiajg trzy oceny z ktérych kazda wyznacza
odrebng miare dla osobnych sktadowych formatu RGB, dla kazdego badanego wektora bazy funkgji
aproksymujacych.

Analizujac w sposéb wizualny wynik transformacji funkcji z wykorzystaniem interpolacji (PhiBaza3)
mozna zauwazy¢, ze charakteryzuje sie ona stosunkowo mniejszym zaszumieniem anizeli wynik trans-
formacji dla baz PhiBazal i PhiBaza2.

Utrata informacji na granicach obrazu z zastosowaniem filtréw interpolacyjnych wptywa jednak
na radykalny wzrost wartosci wariancji dla wszystkich wartosci probek poszczegélnych sktadowych
obrazu RGB wzgledem obrazu oryginalnego, powodujac jego znaczace pogorszenie wartosci wskaznika
wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspétczynnikéw transformaty.

Badanie wraizliwosci schematu liftingu na zerowanie
wspotczynnikow transformaty
w modelu RGB

(skala logarytmiczna)

R

BG

PhiBazal PhiBazaz PhiBaza3

mB

Rysunek 17.35: Wskaznik wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspotczynnikéow transfor-
maty w modelu RGB - postaé graficzna

Zgodnie z otrzymanymi wynikami, transformacja obrazu za pomoca aproksymacji MNK z wy-
korzystaniem bazy trygonometrycznej (PhiBazal) dla formatu RGB wykazata najlepszy wskaznik
wrazliwosci pomimo, ze jej analiza wizualna nie pozwala jednoznacznie stwierdzi¢ optymalnego roz-
wigzania. Przyczyna tego jest jego réwnomierne pogorszenie jakosci analizowanego obrazu ktére



17.3. BADANIE WRAZLIWOSCI SCHEMATU LIFTINGU NA ZEROWANIE
WSPOLCZYNNIKOW TRANSFORMATY DLA CELOW KOMPRESJI OBRAZU 181

nie powoduje tak duzych znieksztatcen obrazu jak na przyktad w przypadku lokalnych, granicznych
zaburzen bazy interpolacyjnej (PhiBaza3).

17.3.3 Model przestrzeni koloréw YCbCr

Ze wzgledu na redundancje danych przestrzeni koloréw RGB (rys. 17.25) zastosowanie aproksymacji
MNK technika biortogonalnej transformaty falkowej w celu uzyskania rozwiazan przyblizonych nie jest
dobrym rozwigzaniem.

W konsekwencji, podczas aproksymacji w modelu RGB tracona jest wazna informacja o luminangji
obrazu.

Poniewaz oko ludzkie jest bardziej podatne na informacje o jasnosci (luminancji) obrazu niz na
informacje o kolorze (chrominancji) pozwala to przeniesienie analizy na inny model przestrzeni koloréw
w celu polepszenia jakosci obrazu po transformacji [1].

Operacje transformacji falkowej mozna przeprowadzi¢ w przestrzeni koloréw YCbCr gdzie dane
o luminancji przechowywane lub transmitowane s3 w oryginalnej postaci, zas dane o chrominangji
(Cb, Cr) podlegaja transformacji, dzieki czemu moga by¢ przesytane wykorzystujac mniejsza szerokos¢
pasma.

Y 0.299 0.587 0.114 R
Cb |=|-0.168736 -0.331264 0.5 -1 G
Cr 0.5 -0.418688 -0.0813124 B

Rysunek 17.36: Macierz przeksztalcenia przestrzeni RGB do YCbCr [1]

Format YCbCr nie jest bezwzgledna przestrzenia koloréw jest tylko metoda na opisanie infor-
macji przekazywanych w formacie RGB, zatem nowe wartosci prébek otrzymuje sie na podstawie
przeksztatcenia z rys. 17.36.

YChCrPrezentacja[barbara]

Rysunek 17.37: Podziat obrazu na sktadowe YCbCr
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YChCrPrezentacjasD [barbara]

Rysunek 17.38: Graficzna prezentacja zmian koloréw sktadowych formatu YCbCr

Analizujac podziat na sktadowe YCbCr (17.37,17.38) wida¢ istotna réznice pomiedzy sktadowa
luminancji a sktadowymi chrominancji koloru czerwonego i niebieskiego. Sktadowa luminancji uwypu-
kla wazne cechy obrazu pod wzgledem konturéw i jasnosci, natomiast sktadowe chrominancji obrazuja
w sposéb bardziej regularny informacje o rozktadzie koloréw: niebieskiego i czerwonego.

Charakterystyka przestrzenna pozwala w sposéb wizualny zobrazowa¢ dlaczego do operacji elimina-
cji progowej wykorzystuje sie tylko sktadowe chrominancji (rys. 17.25). Na wykresie mozna zauwazy¢,
ze sktadowe chrominancji cechuja sie o wiele wieksza regularnoscia, anizeli sktadowa luminangji.

Sktadowe Cb i Cr pozwalaja, ze wzgledu na swoja gtadka charakterystyke i mate wartosci prze-
strzenne, na efektywniejsza aproksymacje bez utraty istotnych szczegétow (rys. 17.39,17.40,17.41).
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YChCrAnalizaObrazuSchenatenli ftinguMiEPrezentacija[zakresArgumentow,
¥, PhiBazal, Waga, Rzad, 0.0, "miekEa", "I"]

Rysunek 17.39: Analiza sktadowej Y obrazu za pomocs schematu liftingu w wykorzysta-
niem aproksymacji MNK (sktadowa nie podlega aproksymacji podczas transformacji w modelu

YCbCr)

TChCrAnalizalbrazusSchematenll ftinguMiEPrezentaca[zakreshrgumentow ,
Ck, PhiBazal, Waga, Rzad, 0.0, "miekka", "Ckh"]

Rysunek 17.40: Analiza sktadowej Cb obrazu za pomoca schematu liftingu w wykorzystaniem
aproksymacji MNK
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TChCrinalizalbrazuSchematemliftinguMiiEPrezentacja[zakresArgumentow,
Cr, PhiBazal, Waga, Rzad, 0.0, "miekka", "Cr"]

Rysunek 17.41: Analiza sktadowej Cr obrazu za pomoca schematu liftingu w wykorzystaniem
aproksymacji MNK

17.3.4 Wskaznik wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspéfczynnikéw
transformaty modelu RGB w przestrzeni YCbCr

Biortogonalna transformacja falkowa w formacie YCbCr realizowana jest w sposéb zblizony jak w przy-
padku formatu RGB. Jedyna réznica polega na pomijaniu, podczas eliminacji wspétczynnikéw, skta-
dowej luminancji Y na ktéra oko ludzkie jest najbardziej czute. Eliminacji progowej wspétczynnikéw
podlegaja jedynie sktadowe chrominancji ktére zgodnie z rys. 17.38 wykazuja znacznie wieksza regu-
larnos¢ charakterystyki obrazu.
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TChCrSchematliftingmuMiElbrazuPrezentacia[zakresArgumentow , barbara, PhiBazal,
Waga, Rzad, 1.0, "miekka"]

Oryginal Schemat liftingu z aproksymacja MNK w blolu predyluji dla YCbCr

Rysunek 17.42: Badanie wrazliwos$ci schematu liftingu na zerowanie wspoétczynnikéw transfor-
maty w modelu YCbCr dla sktadowych Cb i Cr z wykorzystaniem bazy trygonometrycznej

YChCrichematLiftingquMiEDbrazuPrezentacja zakreshrqumentow, barbara, PhiBaza2,
Waga, Rzad, 1.0, "miekka"]

Schemat liftingu = aproksymacja MINE w bleku pradyheji dla YCbCr

Rysunek 17.43: Badanie wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspétczynnikéw transfor-
maty w modelu YCbCr dla sktadowych Cb i Cr z wykorzystaniem bazy liniowe]
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YCeCrichematli ftinguMiFObrazuPrezentacja[zakresArgunentow , barbara, PhiBaza3l,
Waga, Read, 1.0, "miskka"]

Oryginal Schemat liftingu z aprokeymacja MNK w bloku predyleji dla YCbCr

Rysunek 17.44: Badanie wrazliwos$ci schematu liftingu na zerowanie wspoétczynnikéw transfor-
maty w modelu YCbCr dla sktadowych Cb i Cr z wykorzystaniem bazy interpolacyjne;j

Postepujac analogicznie jak w przypadku badania wrazliwosci transformacji falkowej na zerowanie
wspotczynnikéw dla modelu RGB mozna zauwazyé, ze uzycie interpolacji wielomianowej (PhiBaza3)
do celu transformacji spowodowato otrzymanie w sposéb graficzny, obrazu o najgorszej jakosci. Spo-
wodowane to byto duzymi btedami aproksymacji na krancach dziedziny badanego uktadu.

YChCriproksymacijal - YCbCrSchematliftinguMiEObrazu[zakresArgumentow, barbara,
PhiBazal, Waga, Rzad, 1.0, "miekka"]:

YChCriproksymacja? = YCbCrSchematliftinguMiFObrazu[zakresArgumentow, barbara,
PhiBazal2, Waga, Rzad, 1.0, "miekka"]:

YChCriproksymacjald = YCbCrSchematliftinguMiFObrazu[zakresArgumentow, barbara,
PhiBaza3, Waga, Rzad, 1.0, "miekka"]:

{MiaraEfektywnoscilbrazu [YChCrAproksymacjal , barbara],
MiaraEfektywnoscilbrazu [YChCrAproksymacja?, barbaral ,
MiaraEfektywnoscilbrazu [YChCrAproksymacja3, barbaral} // TableForm

0.000462996 0.000070103& 0.000519782

0.00102751 0.000154749 0.00103264
0.141203 0.00308222 0.430307

Rysunek 17.45: Miara oceny efektywnosci kompresji obrazu RGB w przestrzeni modelu YCbCr
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Badanie wrazliwosci schematu liftingu
na zerowanie
wspédtczynnikéw transformaty w modelu YChCrdla

sktadowejR (cz.1)
0,141203
01s <
01 ',, 0,000462996 0,00102751
005 7 - -

PhiBazal PhiBaza2 PhiBaza3

Badanie wrazliwoici schematu liftingu
na zerowanie
wspdtczynnikéw transformaty w modelu YChCr
dlasktadowejR (cz. Il)

0,00102751

o002 - 0,000462996 n
0 <
PhiBazal PhiBaza2

Rysunek 17.46: Wskaznik wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspotczynnikéw transfor-

maty w modelu YCbCr dla sktadowej R

Badanie wrazliwosci schematu liftingu
na zerowanie
wspotczynnikéw transformaty w modelu YChCrdla
sktadowej G (cz.1)

0,00808222

0,0100000

0,0000701 0,0001547450

0,0050000 ~

0,0000000 <
PhiBazal PhiBaza2 PhiBaza3

Badanie wraizliwosci schematu liftingu
nazerowanie
wspotczynnikéw transformaty w modelu
YChCr dla sktadowe] G (cz. 1)

0,0001547490

0,0000701

0,0000000 <
PhiBazal PhiBaza2

Rysunek 17.47: Wskaznik wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspotczynnikéw transfor-

maty w modelu YCbCr dla sktadowej G

Badanie wrazliwosci schematu liftingu
na zerowanie
wspdtczynnikéw transformaty wmodelu YChCrdla
sktadowej B (cz.1)
0,490307
05 7
04 - 7 0000519782 0,00908222
02 7 —_— -
0 <
PhiBazal PhiBaza2 PhiBaza3

Badanie wrailiwosci schematu liftingu
nazerowanie
wspétczynnikéw transformaty w modelu
YChCr dla sktadowej B (cz. 1)

0,00208222
0oL -7 00518 7E n—
a0 =
PhiBazal PhiBaza2

Rysunek 17.48: Wskaznik wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspotczynnikéow transfor-

maty w modelu YCbCr dla sktadowej B
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Badanie wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie
wspotczynnikow transformaty w modelu YCbhCr
(skala logarytmiczna)

ER
BG

mB

PhiBazal PhiBaza2 PhiBaza3

Rysunek 17.49: Wskaznik wrazliwosci schematu liftingu na zerowanie wspotczynnikéw transfor-
maty w modelu YCbCr - postaé¢ graficzna

Wedtug rezultatéw modelu YCbCr uzyskanych dla badanych trzech baz funkcji aproksymujace;
(rys. 17.26, 17.49) najnizsze wartosci wariancji dla przetransformowanych poszczegélnych sktadowych
RGB, a co sie z tym wigze najlepsza wartos¢ wskaznika wrazliwosci wzgledem badanego obrazu,
wykazuje aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw w bloku predykcji z wykorzystaniem bazy
trygonometrycznej (PhiBazal).

Analiza przestrzennego rozktadu koloréw z rys. 17.38 i jego tendencja do obszarowej sinusoidalnej
charakterystyki potwierdza optymalnos¢ w doborze trygonometrycznej bazy dla celéw biortogonalnej
transformacji falkowej z uzyciem aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw .

Ponizej zostaty zaprezentowane przyktadowe obrazy przed i po transformacji z zastosowaniem
bazy trygonometryczne;j.

TChCrichematlLiftinguMNEObrazuPrezentacija[zakresArgumentow, lena, PhiBazal, Waga,
Rzad, 1, "twarda"]

Oryginal Schemat liftingy = aproksymacja MNE w blolu predykeji dla YCvCr

Rysunek 17.50: Zerowanie wspotczynnikdéw reprezentacji szczegdtowej - przyktad I
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YCbCri3chematLi ftinguMiiFObrazuPrezentacjalzakresArgunentow, kubus, PhiBazal, Waga,
Rzad, 1, "twarda"]

Schemat liftingu = aproksymacja MNE w bloku predykeji dla YCbCr

¥ o

Rysunek 17.51: Zerowanie wspotczynnikow reprezentacji szczegdtowej - przyktad I1

YChCrSchematLiftingquMEDbrazuPrezentacja[zakreshirqumentow, mati, PhiBazal, Waga, Rzad,
1, "twarda"]

Rysunek 17.52: Zerowanie wspotczynnikow reprezentacji szczegdtowej - przyktad 111
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Rozdziat 18

Podsumowanie

Schemat liftingu jest narzedziem konstrukeji biortogonalnych systeméw falkowych [58, 60], ktéry
pozwala na dopasowywanie funkgcji aproksymujacej do charakterystyki funkcji aproksymowane;.

Zaleznos¢ reprezentacji zgrubnej od reprezentacji szczegétowej podczas dekompozycji funkcji, za
pomoca bloku predykcji i uaktualnienia umozliwia rekonstrukcje funkcji bez potrzeby znajomosci fil-
tréw dolno- i gérnoprzepustowych ktére sg niezbedne w przypadku klasycznej realizacji transformaty
falkowej.

W pracy zostata zaprojektowana, zaimplementowana i wykorzystana do badan technika schematu
liftingu z autorskim pomystem wykorzystania aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw (MNK)
w bloku predykgji (czes¢ V).

Narzedzie to, w przeciwienstwie do interpolacyjnej wersji zaproponowanej przez Wima Sweldensa
[60, 58], pozwala na szacowanie nieparzystych prébek estymowanych za pomoca funkcji nie przecho-
dzacych przez wezty tj. parzyste prébki funkcji aproksymowanej (rozdz. 1, rozdz. 14).

Dzieki powyzszej wtasnosci funkcja aproksymujaca moze by¢ nie tylko wielomianem rzedu o wiele
nizszego co funkcja interpolujaca, lecz takze nie musi charakteryzowa¢ sie postacia wielomianowa.

Ponadto, w pracy

e zaprezentowano m.in. sposoby uzyskiwania funkgcji falkowych i skalujacych za pomocg metod
dokfadnych jak i przyblizonych wraz z ich prezentacja graficzna (rozdz. 6-8)

e wykazano zaleznos¢ pomiedzy dyskretna, klasyczng transformatg falkowa a transformata reali-
zowang za pomoca schematu liftingu (rozdz. 15)

e opisano zwigzek pomiedzy wspétczynnikami wektora predykgji, jak i wektora uaktualnienia sche-
matu liftingu dla funkcji okresowych (rozdz. 13.9)

e dla potrzeb uzasadnienia i prezentacji wynikéw, wywodzacych sie z rozwazan teoretycznych,
zaimplementowano kompleksowy pakiet << SchematLiftinguZ AproksymacjaM N K".

— zbiér funkcji zostat napisany z wykorzystaniem narzedzia do obliczen symbolicznych Ma-
thematica firmy Wolfram

— w pakiecie zostato zaimplementowanych 45 procedur i funkgji ktére pozwalajg na wnikliwa
analize funkcji jedno- i dwuwymiarowych za pomoca schematu liftingu z wykorzystaniem
aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw w bloku predykcji.
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<< SchematLiftingmiZAproksymac]aMiE"
Length[Names ["SchematliftinguiAproksymacjaMiE «"] ]
45

? SchematliftinguZAproksymacjalliE " »

¥ SchematLiftinguZAproksymacjaMNK

AnalizaFunkcjiPredictUpdate RGBToYChCr
AnalizaFunkcjiZEliminacjaProgowaSzumuPredictUpdate SchematLiftingulnterpolacjaFunkgji
AnalizaObrazuSchematemLiftinguMMK SchematLiftinguMMKFunkcji

ChConvertTolmageData SchematLiftinguMMKFunkcjiPrezentacja

ChFormat SchematLifinguMMKFunkcjiZWielomianemOrtogonalnym
CrConverfTolmageData SchematLiftinguMMEFunkciZWielomianemTrygonometrycznym
CrFormat SchematLiftinguMMNKQhbrazu

EliminacjaProgowaszumu SyntezaFunkji

FiltracjaObrazuschematemLiftinguMMK SyntezaFunkcjiPredictUpdate
MacierzPrzeksztalceniaRGBToYChCr SyntezaObrazuSchematemLiftinguMpik
MiaraEfektywnosciObrazu WyznaczanieWspolczynnikowFiltruZWelktorowPredykcjillaktualnienia
MormalizacjaFunkji YCbhCr

MormalizacjaCbrazu YChCranalizaObrazuSchematemLiftinguMMKPrezentacia
Predylktordproksymadji ¥ChCrConverTolmageData
FPrezentacjaFunkcjiFalkowych ¥ChCrFormat

RedukcjaSzumu YChCrPrezentacja
RGBAnalizaChrazuschematemLiftingulMiK YChCrPrezentacjaiD
RGBAnalizaCbrazuSchematemLiftinguMMKPrezentacja ¥ ChCrachematLiftinguMMK Ohrazu

RGBFormat ¥ChCr3chematLifinguMMKObrazuPrezentacja
RGBPrezentacja YCbhCrToRGB

RGBPrezentacja3D YConverdTolmageData

RGBSchematLiftinguMMK Ohrazu YFormat

RGBSchematLiftinguMMKObrazuPrezentacja

Rysunek 18.1: Lista procedur i funkcji pakietu << SchematLiftinguZ AproksymacjaM N K*.

e przeprowadzono analize otrzymanych wynikéw dotyczacych bloku predykcji schematu liftingu
z aproksymacja MNK. Wskazano mozliwosci optymalizacji obliczen ze wzgledu na zte uwa-
runkowanie macierzy wspétczynnikéw wykorzystujac do tego celu wielomiany ortogonalne z
wyszczegoélnieniem wielomianéw Grama i wielomiany trygonometryczne (rozdz. 14.3 - 14.5)

e przeprowadzono eksperymenty dla przyktadowych jednowymiarowych danych w celu redukgji
szuméw, wykrywania nieciagtosci i zmiany charakteru funkgji jednowymiarowych (rozdz. 16)

e przeprowadzono analize i ocene obrazu podczas redukcji szuméw, wykrywaniu nieciggtosci i ba-
daniu wrazliwosci schematu liftingu z wykorzystaniem aproksymacji MNK na zerowanie wspét-
czynnikéw transformaty w szczegélnosci wspétczynnikéw reprezentujacych szczegéty (rozdz.
17).

W czesci | zostaty postawione nastepujace tezy:
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1. Mozliwe jest zdefiniowanie nowej biortogonalnej transformaty falkowej w przypadku ktérej w bloku
predykcji schematu liftingu zamiast interpolacji wielomianowej zaproponowanej przez Wima
Sweldensa [61, 60] uzyta jest aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw.

2. Nowa transformata falkowa spetniajagca wszystkie wtasnosci analizy wielorozdzielczej, posiada
rowniez korzystna ceche, ktéra jest mozliwos¢ wykorzystania funkcji aproksymujacej w bloku
predykcji o rzedzie nizszym badz réwnym funkgji interpolujace;.

Ad. 1. Otrzymanie schematu liftingu z klasycznego schematu dwukanatowej dekompozycji i re-
konstrukcji(rys. 15.4), opisanego szczegétowo w rozdz. 12-13, nie jest jednoznaczne i nie zawsze
mozliwe.

Brak rozwigzania moze wynika¢ z braku istnienia statej wartosci wyznacznika macierzy polifazowe;j
P(z), uniemozliwiajac okreslenie zaleznosci biortogonalnych filtréw falkowych (rozdz. 12).

Niejednoznacznos¢ natomiast jest konsekwencja wykorzystywania algorytmu Euklidesa przy uzyciu
wielomianéw Laurenta podczas obliczen macierzowych (rozdz. 13.2).

Obliczenia te przeksztatcaja macierz polifazowa do iloczynu macierzy dolno i gérnotréjkatnych
z jedynkami na przekatnych, bedacych odpowiednio algebraiczna reprezentacja blokéw predykgji i uak-

tualnienia.
ee=T1[o "7 ][t 1]15 3]

=1 K

W przeciwnym kierunku (zgodnym z postawiong teza 1), sytuacja wyglada zupetnie inaczej, po-
niewaz schemat liftingu mozna przeksztatci¢ zawsze i w sposéb jednoznaczny do postaci klasycznego
schematu dwukanatowego z wykorzystaniem filtréw biortogonalnych.

5j= e SI(O] Sl'{l] 51(2] 51(3] 51(4] veeueeesse-. probki sygnatu przed transformacjg

siielz SJ(E](O] sj‘e] (1) SI(E] (2) oo probki parzyste

Sl.ﬁf)]: SIcD](O] wesseenne probki nieparzyste
b1 b, <—<X PREDYKCIA
dJ 1= e dl-_1(0] ... wspofczynniki detalu
U ! < _—_—X UAKTUALNIENIE
v
5117 e 51 (0] veennnne Wipdlczynniki aproksymacji

Rysunek 18.2: Przyklad zaleznosci pomiedzy transformata klasyczna, a transformatg realizowana
za pomoca schematu liftingu z predyktorem p = [p1, pa] i wektorem uaktualnienia u = [u1, ug).

Realizacja tego typu przeksztatcenia zostata zaprezentowana i oméwiona w rozdz. 15, na podsta-
wie relacji pomiedzy dyskretna transformatg falkowa a transformata realizowang przy uzyciu schematu
liftingu.

Mozna zatem, wywnioskowa¢, ze schemat liftingu jest szybsza obliczeniowo implementacja trans-
formaty falkowej pozwalajaca jednoczesnie na prostg realizacje transformaty odwrotne;j.
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Uzycie aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw w bloku predykeji (rozdz. 14) pozwala,
droga przeksztatcen macierzowych, uzyskac alternatywna do wersji interpolacyjnej (rozdz. 13.7) po-
sta¢ predykcyjna.

Nowe prébki nieparzyste uzyskiwane droga aproksymacji (rozdz. 14), wyliczane s3 w ten sam
sposéb jak w przypadku interpolacji (rozdz. 13.6.1) tj. za pomoca iloczynu skalarnego wektora
predykcji z wektorem prébek parzystych.

Wektory predykcji dla tego samego rzedu predyktora (liczba prébek parzystych wykorzystywanych
w bloku predykgcji), podczas aproksymacji i interpolacji réznia sie jednak miedzy soba wartosciami
wspotczynnikow.

Powodem tego jest inny dobér wektora bazy i rzedu wykorzystywanego predyktora schematu
liftingu.

Wyjatkiem jest sytuacja gdy wielomian aproksymujacy jest taki sam jak wielomian interpolujacy,
wtedy to wektory s3 ze soba tozsamosciowo réwne (rozdz. 14.2) .

Reasumujac, obliczenia z wykorzystaniem wektora predykcji uzyskiwanego za pomoca aproksymacji
metoda najmniejszych kwadratéw (wzér 14.11) w sposéb analogiczny do jego interpolacyjnego odpo-
wiednika (wzér 13.44), jak réwniez wiasnos¢ schematu liftingu dotyczaca relacji pomiedzy klasyczna
transformata falkowa a jej predykcyjna implementacja pozwalaja potwierdzi¢ poprawnos¢ postawione;j
tezy 1.

Ad. 2. Uzasadnieniem tezy 2 s3 przyktady przestawione w rozdz. 16 (cze$¢ V) i rozdz. 17 (czes¢
V1), jak réwniez powszechnie znane fakty z teorii aproksymacji i interpolacji[69, 62].

Proponowana przez autora implementacja schematu liftingu z wykorzystaniem aproksymacji me-
toda najmniejszych kwadratéw (MNK) w bloku predykcji (rozdz. 14), ze wzgledu na elastycznosé
dopasowania do badanego ukfadu, ma swoje zastosowanie dla celéw separacji funkcji jednowymiaro-
wej czy tez obrazu od jego szumu.

Wykorzystanie dodatkowo eliminacji progowej (rozdz. 17.1) podczas wyzej wymienionej trans-
formacji pozwala na wykorzystanie jej narzedzia dla potrzeb usuwania nieciagtosci uktadu (rozdz.
17.2).

Przyktadem takim jest funkcja z rys. 16.8, gdzie po eliminacji progowej i rekonstrukcji mozna
otrzymac¢ funkcje harmoniczna o zadanej regularnosci.

Podczas dekompozycji obrazéw redukcja wspétczynnikéw z zadanym progiem umozliwia wygtadzi¢
dwuwymiarowa funkcje, eliminujac lub minimalizujac reprezentacje szczegétowa na zadanym poziomie
rozdzielczosci (rozdz. 17.2).

Poniewaz przestrzen detali wyodrebnia cechy uktadu nadajace sie do oceny samopodobienstwa
funkcji i ich wtasnosci fraktalnych, dwuwymiarowa analiza pozwala na wykorzystanie jej do rozrézniania
tekstur i analizy fraktalnej.

Aproksymacja MNK technika predykcyjna, ze wzgledu na swoje zalety wykorzystywane podczas
odszumiania funkcji opisane w rozdziatach VI i V, moze mie¢ zastosowanie m.in. w geofizyce, astro-
nomii, biologii, a takze w ekonomii. Jej cechy mogtoby by¢ przydatne podczas badan nad wstrzasami
sejsmicznymi w sejsmologii lub podczas analizy zaburzen ruchu ptynéw w hydrodynamice. Wtasnosci
tego typu aproksymacji pozwalajg réwniez na uzycie jej w analizie mowy i w sterowaniu procesami
przemystowymi.

Popularnos¢ tego typu rozwigzan ciagle rosnie, szczegélnie w obrebie analizy obrazéw dynamicz-
nych, ktére w dobie technologii internetowej i telewizji cyfrowej maja tendencje do gwattownego
rozwoju. W przyszto$ci zatem mozna spodziewac sie ich dalszego rozwoju m.in w kierunku powstawa-
nia optymalnych algorytméw dla tzw. kodekéw [32], pozwalajac dopasowywac jakos¢ wyswietlanego
obrazu do szybkosci komputera, badz transferu danych poprzez sie¢ Internet.



Rozdziat 19

Kierunki dalszych badan

Na bazie rozwazan teoretycznych i otrzymanych wynikéw podczas zrealizowanych badan przy uzyciu
schematu liftingu z wykorzystaniem aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw w bloku predykgji,
mozna wyodrebni¢ przyktadowe kierunki dalszych badan

e rozszerzenie schematu liftingu z aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw na analize
funkcji jednowymiarowych lub obrazéw z nieréwnomiernie roztozonymi prébkami w dziedzinie
czasu.

e zmniejszenie ztozonosci obliczeniowej przy pomocy ortogonalnych baz funkcji aproksymujace;
dla prébek nieréwnomiernie roztozonych.

o klasyfikacja wektoréw predykcji lub wektoréw bazy funkcji aproksymujacych pod katem dopa-
sowania do badanych uktadéw.

e przeniesienie schematu liftingu z aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw na przypadek
n-wymiarowych rozmaitosci (np.: usuwanie nieciagtosci rozktadu cisnienia w zadanym obszarze
przestrzeni).

e wykrywanie istotnych cech badanego obiektu pod wzgledem geometrycznym lub w celu analizy
innych przestrzeni barw.

e rozréznianie tekstur i analizy fraktalnej w celu oceny samopodobienstwa funkgcji i ich wiasnosci
fraktalnych

Powyzsze przyktady badan stanowia zaledwie cze$¢ obszaréw w ktérych mozna przeprowadza¢ do-
$wiadczenia z zakresu analizy wielorozdzielczej wykorzystujac aproksymacje metoda najmniejszych
kwadratéw.

Kierunki realizacji nowych narzedzi i ich uzycie uzaleznione jest m.in. od zapotrzebowania i rozwoju
réznorodnych dziedzin techniki na przyktad technologii internetowych i sposobu reprezentacji obrazéw.
Schemat liftingu z jego aproksymacyjna implementacja, ze wzgledu na elastyczne dopasowanie do
badanego uktadu, moze umozliwi¢ rozwéj coraz to lepszych narzedzi analizy wielorozdzielczej.

Badania tego typu rozwiazan pozwolg m. in. na poprawe jakosci danych graficznych poddawanych
aproksymacji z mozliwoscia przywrécenia danych do postaci przed transformacja.
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