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W ykaz w ażniejszych oznaczeń

A  - składowa rzeczywista potencjału zespolonego A ,
A  - składowa urojona potencjału zespolonego A ,
B  - pole wektorowe indukcji magnetycznej ośrodka pozostającego 

w stanie spoczynku; T ,
B* - pole wektorowe indukcji magnetycznej w układzie odniesienia

poruszającym się z lokalną prędkością v:T ,
Bfc - indukcja magnetyczna A:-tej fazy,
c - prędkość propagacji fali elektromagnetycznej (prędkość światła

w próżni)
cP - udział masowy (koncentracja) składników /? w mieszaninie

heterogenicznej, 
ć%  - gęstość masowa składnika (5  w fazie k ,
cv - ciepło właściwe przy v  = id e m ,
D  - współczynnik dyfuzji,
D  - pole wektorowe indukcji elektrycznej ośrodka pozostającego

w stanie spoczynku; C / m 2,
D* - pole wektorowe indukcji elektrycznej w układzie odniesienia

poruszającym się z lokalną prędkością v, C / m 2,
Dfc - indukcja elektryczna k-tej fazy,
D ‘l  - współczynnik stężeniowej dyfuzji izotermicznej składnika f3 w k-tej fazie,
[clij], - dewiator tensora prędkości odkształcenia metalu w fc-tej fazie,
[dij] - dewiator tensora prędkości odkształcenia,
E  - pole wektorowe natężenia pola elektrycznego ośrodka pozostającego

w stanie spoczynku; V /m ,
E* - pole wektorowe natężenia pola elektrycznego w układzie odniesienia

poruszającym się z lokalną prędkością v; V/rn,
E  - zespolona amplituda początkowa wektora natężenia pola elektrycznego,
Efc - natężenie pola elektrycznego A:-tej fazy,
[cij]s - dewiator tensora odkształceń fazy stałej,
/  - częstotliwość prądu zgrzewania,
f  - ujednolicony wektor wypadkowy gęstości sił oddziaływania pola

elektromagnetycznego,
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f  - wypadkowy wektor gęstości wymiany pędu z uwagi na 
oddziaływania międzyfazowe, 

f i - wektor gęstości sił oddziaływania przyłożonego pola
elektromagnetycznego,

Qk - objętościowy udział A;-tej fazy (4.169),
H  - pole wektorowe natężenia pola magnetycznego; A / m ,
H* - pole wektorowe natężenia pola magnetycznego w układzie odniesienia

poruszającym się z lokalną prędkością v; A / m ,
H  - zespolona amplituda początkowa wektora natężenia pola magnetycznego,
Hfc - natężenie pola magnetycznego A;-tej fazy,
j - pole wektorowe gęstości prądu przewodzenia; A / m 2,
j* - pole wektorowe gęstości prądu przewodzenia w układzie odniesienia

poruszającym się z lokalną prędkością v, A / m 2, 
j k - jednostkowy strumień dyfuzujny wielkości ekstensywnych

Pk przez powierzchnię S*., 
k  - współczynnik równowagowy podziału składników stopu,
Lki - współczynnik przewodzenia składnika k,
n  - wskaźnik lub kierunek normalnej,
N  - liczba zarodków w objętości elementarnej,
ń k - wektor zmian pędu A-tej fazy ze względu na oddziaływania

międzyfazowe,
p  - homogeniczne (ujednolicone) ciśnienie nieściśliwej mieszaniny

heterogenicznej,
P  - moc dostarczana przez doprowadzone pole (zewnętrzne)

elektromagnetyczne,
Pk - ciśnienie hydrostatyczne fc-tej fazy,
ps - ciśnienie w fazie stałej,
P ( r )  - gęstość czynnej mocy pola elektromagnetycznego,
q - gęstość właściwa ładunków elektrycznych,
q0(r )  - początkowy rozkład gęstości ładunków,
Q(r ) " gęstość biernej mocy pola elektromagnetycznego,
r  - wektor położenia punktu materialnego,
sk - gęstość powierzchniowa mocy przenoszonej przez pole

elektromagnetyczne fc-tej fazy - wektor Poyntinga k-tej fazy,
T  - temperatura,
T s  - temperatura topnienia (linia solidus),
u° - stała całkowania,
Uk - energia wewnętrzna A:-tej fazy,
u { T ) - energia wewnętrzna,
v  - pole prędkości ośrodka -(| v  |-C c), m / s ,
Vk - prędkość A;-tej fazy,
w  - gęstość objętościowa energii pola elektromagnetycznego,
w  - gęstość objętościowa mocy pola elektromagnetycznego,
w k  - energia (odniesiona do jednostki objętości k-tej fazy)

zmagazynowana w polu elektromagnetycznym ośrodka izotropowego,
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a - współczynnik wymiany ciepła,

(3 - parametr określający szybkość krystalizacji objętościowej,
A T - przechłodzenie,
Sij - tensor jednostkowy,
e - przenikalność elektryczna ośrodka; F /m ,

£k - przenikalność elektryczna fc-tej fazy,
£r - względna przenikalność elektryczna ośrodka,

[e]s - intensywność odkształceń liniowych (liniowe odkształcenie 
zastępcze) dla fazy stałej,

M s - intensywność prędkości odkształcenia liniowego (zastępcza 
prędkość odkształcenia liniowego) fazy stałej,

- parcjalny tensor odkształceń fazy stałej,

V - lepkość fazy stałej,
v ( T ) - lepkość dynamiczna fazy ciekłej w funkcji temperatury,
d - bezywymiarowa temperatura homogeniczna fazy stałej,
A - współczynnik przewodnictwa ciepła,
Afc - współczynnik przewodzenia ciepła fc-tej fazy (A*, = Afc(T)),

M - przenikalność magnetyczna ośrodka; H /m ,

/J-k - przenikalność magnetyczna fc-tej fazy,
Pr - względna przenikalność magnetyczna ośrodka,

p - gęstość (masa właściwa) ośrodka; k g / m 3,

Pk - gęstość cząstkowa kr tej fazy (4.173),
a - przewodność właściwa (konduktywność skrośna) ośrodka; S /m ,

5o - normalne naprężenia uplastyczniające fazę stałą,
[?ij]k - symetryczny tensor naprężeń A-tej fazy,

°k - przewodność fc-tej fazy,

M s - intensywność parcjalnych naprężeń normalnych (naprężenie 
zastępcze normalne) fazy stałej,

- symetryczny tensor naprężeń As-tej fazy mieszaniny heterogenicznej,
- symetryczny tensor naprężeń fazy stałej,

T - współczynnik relaksacji, s,

iTij} - homogeniczny dewiator naprężeń w materiale,

[Tij\k - dewiator tensora naprężeń fc-tej fazy mieszaniny heterogenicznej,

iTij\L - dewiator tensora naprężeń parcjalnych w ciekłym metalu,

[ry]'S - dewiator tensora naprężeń parcjalnych fazy stałej,

[Tij] - dewiator parcjalnych naprężeń w materiale,

<t> - składowa rzeczywista zespolonego potencjału elektrodynamicznego <ł>,

Ź - składowa urojona zespolonego potencjału elektrodynamicznego <3>,

Ipki - parametry intensywne wielkości ekstensywnych pk i ‘k,
UJ - częstość kołowa oscylacji analizowanych pól,
UJ - częstość kołowa oscylacji prądu zgrzewania (a; = 2 n f ) .



1. W prow adzenie

Zgrzewanie oporowe punktow e znajdu je  coraz większe zastosowanie przemysłowe 
do miejscowego łączenia konstrukcji metalowych, wykonywanych głównie ze stali 
niskowęglowej o norm alnej i podwyższonej w ytrzym ałości. P rzede wszystkim 
zgrzewanie to  stosuje się w wielkoseryjnej i wielooperacyjnej produkcji lekkich 
elem entów i konstrukcji przestrzennych, w ystępujących głównie w przemyśle 
sam ochodowym , lotniczym , a  także do produkcji artykułów  gospodarstw a domowego 
i konstrukcji budow lanych (belki, dźwigary, słupy, kratow nice).

G rubość zgrzewanych elementów jest zwykle ograniczona m ocą posiadanych 
zgrzewarek i zależy głównie od rodzaju  m ateria łu  oraz sposobu doprow adzenia do 
nich p rąd u  zgrzewania. M etoda zgrzewania punktowego je s t bardzo w ydajna i łatw a 
do zautom atyzow ania i zrobotyzowania. Nowoczesne autom atyczne zgrzewarki 
punktow e p racu ją  z szybkością do 200 zgrzein punktow ych na m inutę, zgrzewając 
jednocześnie kilkadziesiąt, a  naw et kilkaset punktów .

W  celu o trzym ania pow tarzalności wyników i uzyskania zgrzein o wysokiej 
jakości konieczne je s t dobranie odpowiednich param etrów  technologicznych procesu 
i poznanie m echanizmów tw orzenia się zgrzeiny. B adanie procesu, jak  i dobór 
optym alnych param etrów  w ym aga zastosow ania specjalistycznej ap ara tu ry  sterująco 
- pomiarowej.

Sprzężenia elektroterm om echaniczne w procesie zgrzewania oporowego 
punktow ego są skomplikowanymi zjawiskami, wiążącym i czynniki mechaniczne, 
elektryczne, cieplne i m etalurgiczne. Czynniki te , oddzielnie lub w połączeniu ze 
sobą, m a ją  wielki wpływ  n a  stan  naprężeń pow stałych w poszczególnych fazach 
zgrzew ania punktowego, jak  i na formowanie ją d ra  zgrzeiny oraz jego końcową 
geom etrię. Aby rozwinąć odpowiednie sposoby m echanizacji zgrzewania punktowego 
niezbędna je s t dok ładna wcześniejsza analiza i poznanie ta k  skomplikowanych 
zjawisk. Do analizy procesu zgrzewania oporowego punktowego m ożna zastosować 
modelowanie m atem atyczne, w ykorzystując możliwości obliczeniowe współczesnych 
kom puterów  ta k  aby wykonać sym ulacji procesów zgrzewania zgodnie z prawam i 
fizycznymi. Po zweryfikowaniu, modele m ogą służyć do w yjaśniania zjawisk 
obserwowanych przy użyciu m etod doświadczalnych.

Zasadniczy przełom  w popraw ie jakości procesu zgrzewania stanowiło 
wprowadzenie inwertorowych źródeł p rądu  z przem iennikiem  średniej częstotliwości 
(1000-1200Hz) i stałoprądow ym  obwodem w tórnym . Zmniejszenie gabarytów  
transform atora, sym etryczne obciążenie sieci, wysoka sprawność i możliwość 
precyzyjnego sterow ania czasem zgrzewania (ok. 20-krotnie szybsza możliwość 
reakcji w porów naniu ze zgrzewaniem konwencjonalnym) pow odują, że źród ła
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inwertorowe znajdują zastosowanie w nowych urządzeniach i liniach produkcyjnych 
zgrzewania oporowego punktowego.

Zastosowanie zgrzewarek inwertorowych ponadto zwiększa żywotność elektrod 
i daje złącza lepszej jakości.

Wprowadzenie napędu elektrycznego, pozwalającego programować pozycje 
wstępne i robocze elektrod, wielkość siły docisku i jej zmiany oraz uzyskiwać łagodne 
zamykanie elektrod, wzrost trwałości elektrod i podzespołów mechanicznych, 
kontrolę uszkodzenia elektrod i grubości zgrzewanych elementów, stanowi kolejny 
skok jakościowy technologii zgrzewania oporowego punktowego. Dochodzą do tego 
korzyści z oszczędności mediów (np. powietrza lub płynów hydraulicznych).

Odrębnym problemem jest rozwój urządzeń sterujących 
i kontrolno-pomiarowych. Współczesne sterowniki zgrzewarek oporowych 
punktowych są podzespołami mikroprocesorowymi pozwalającymi na precyzyjne 
sterowanie wartościami prądu i czasami zgrzewania we wszystkich rodzajach 
zgrzewarek. Układy sterowania pozwalają sterować całym programem zgrzewarki 
z uwzględnienim czasu zgrzewania, wartości natężenia prądu, liczby impulsów czy 
regulować skokowo siłę docisku elektrod. Niektóre ze sterowników umożliwiają 
nastawianie stabilizowanego prądu zgrzewania, niezależnie od indukcyjności obwodu 
wtórnego i rodzaju materiału, a także programowanie algorytmu wzrostu natężenia 
prądu w miarę wzrostu liczby zgrzein.

2. Stan dotychczasow y zagadnienia

Modelowanie i symulacja procesu zgrzewania oporowego punktowego od dawna 
przyciągały uwagę wielu badaczy. We wczesnych etapach badań modelowanie 
matematyczne było nieprzystosowane do osiągnięcia wszechstronnej analizy 
procesu, ze względu na jego złożoność wywołaną występowaniem wzajemnie 
powiązanych zjawisk mechanicznych, elektrycznych, cieplnych i metalurgicznych. 
Większość przeprowadzonych prób symulacji procesu przy zastosowaniu modeli 
matematycznych i teoretycznych była skierowana głównie na problemy przepływu 
ciepła i zjawiska powierzchniowe bez ujęcia zjawisk termomechanicznych. 
Greenwood i Wiliamson [72] przeprowadzili badania teoretyczne i doświadczalne 
w celu ustalenia rozkładu temperatury na małym obszarze pomiędzy stykającymi 
się półnieskończonymi ciałami stałymi. Stwierdzili szczególny rozkład gęstości 
prądu na obrzeżu powierzchni styku i porównali to zjawisko z wynikami badań 
doświadczalnych, potwierdzając koncentrację ciepła na obrzeżu powierzchni styku. 
Wywnioskowali, że masa materiału w pobliżu obszaru styku nie jest nagrzana 
dostrzegalnie przez przepływający przez nią prąd. Jest ona nagrzana drogą 
przewodzenia ciepła od zewnętrznego obszaru styku. Archer w 1960 r. [10] 
podał matematyczne zależności dotyczące rozkładu temperatury w zgrzeinach 
punktowych pod kątem sterowania procesem. Zrobił on kilka przesadnie 
upraszczających założeń, które ułatwiły rozwiązanie problemu i dały wgląd w reakcję 
dynamiczną materiału na przewodzenie ciepła. W  1961 roku Greenwood [71] 
wprowadził pierwszy model przewodzenia ciepła, wykorzystując metodę różnic 
skończonych do symulacji procesu zgrzewania oporowego punktowego. Praca 
ta wniosła duży wkład do analitycznego modelowania procesu. Greenwood 
opracował osiowosymetryczny model przewodzenia ciepła i uwzględnił nagrzewanie 
wewnętrzne ciepłem Joule’a, chociaż jego model nie uwzględnia wytwarzania 
ciepła na oporze styku, a także pominął utajone ciepła topnienia powstałe 
w czasie przemian fazowych. Rozpatrywał też własności materiału jako niezależne 
od temperatury. Uzyskał przestrzenne rozkłady temperatury przez cały okres 
trwania cyklu zgrzewania. Wyniki te pokazują, że koncentracja temperatury na 
peryferiach styku elektrody z materiałem ma miejsce we wcześniejszym stadium 
cyklu zgrzewania. Przy dłuższym czasie zgrzewania rozkład temperatury wzdłuż 
powierzchni styku jest podobny do kształu eliptycznego jądra. Następnie Bentley 
i inni [20] badali teoretycznie i eksperymentalnie wpływ oporu styku na rozkład 
temperatury przy różnych czasach trwania cyklu zgrzewania podczas formowania 
się zgrzeiny punktowej w próbkach ze stali niskowęglowej. Model opracowany 
wcześniej przez Greenwooda [71] był zastosowany do porównania przewidywanego 
rozkładu temperatury z rzeczywistymi wynikami badań. Wyciągnięte z badań
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wnioski w skazują, że opór styku  odgryw ał głów ną rolę jedynie w pierwszym 
etap ie  w ytw arzania ciepła, a  staw ał się mniej is to tny  w późniejszym  stad ium  
form ow ania ją d ra  zgrzeiny punktow ej. M odel G reenw ooda nie uwzględniał 
jednakże oporu  styku  i tym  sam ym  nie uwzględniał rzeczywistego przebiegu 
we wcześniejszych stad iach , ale dostarczył dobrych wskazań ukształtow ania 
rzeczywistej tem p era tu ry  w późniejszych stad iach  zgrzewania. W  roku  1967 
Rice i Punk [145] badali analitycznie rozkłady tem p era tu r w czasie zgrzewania 
m ateriałów  złożonych (kom pozytowych) i powiązali wpływ oporu  styku  z rozkładem  
tem p era tu r. Sformułowali jednow ym iarow y wielowarstwowy model przepływ u 
ciepła, w ykorzystując m etodę analizy rów naniam i różnicowymi. M odel opracowano 
z uwzględnieniem  w łasności m ateriałów  zależnych od tem peratury , w ytw arzania 
ciepła Jou le’a  w m asie m ateria łu  przewodzącego p rąd  elektryczny oraz oporności 
styku. M odel nie uwzględniał jednakże ukrytego ciepła topnienia. O trzym ane wyniki 
pokazywały, że oporność styku  w niewielkim stopniu  w pływ a na  wydzielanie ciepła 
we wcześniejszych stad iach  cyklu zgrzewania. Jednocześnie doszli do wniosku, 
że w całym  cyklu zgrzew ania oporność styku  je s t bliska w artości końcowej. 
G ould [67] b ad a ł rozwój ją d ra  zgrzeiny podczas zgrzew ania punktowego trzech 
różnych grubości blach ze stali ty p u  AISI 1008, w ykorzystując zarówno badanie 
eksperym entalne, ja k  i techniki analityczne. Zastosował on jednow ym iarow y model 
przew odnictw a ciepła. Jego m odel uwzględniał następujące elem enty: geom etrię 
elektrod, w łasności m a te ria łu  zależne od tem pera tu ry , topnienie, wewnętrzne 
w ytw arzanie ciepła, oraz oporności styku. Zastosowano m etodę elementów 
skończonych do o trzym ania  rozw iązań dla nieliniowych rów nań cząstkowych. 
Porów nanie pom iędzy wynikam i b ad ań  analitycznych i badan iam i m etalograficznym i 
elem entów o dużej grubości pokazało, że m odel przew idyw ał w ym iary ją d ra  zgrzeiny 
znacznie większe od tych, k tó re  zaobserwowano w eksperym encie. W  powyżej 
w ym ienionych publikacjach pom inięto oczyw iste sprzężenie term om echaniczne 
w ystępujące w procesie zgrzew ania punktowego. W szystkie m odele m atem atyczne 
opisywane przez cytow anych autorów  były  poświęcone analizie procesów cieplnych 
w funkcji nastaw ionych param etrów  zgrzewania, ale nie uw zględniały naprężeń 
m echanicznych i cieplnych. W  1984 Nied [121] w ykorzystując program  ANSYS 
opracow ał m odel osiowosymetryczny, k tó ry  uw zględniał geom etrię elektrod i 
elem entów zgrzewanych i b ra ł pod  uwagę własności cieplne zależne od tem p era tu ry  
oraz nagrzew anie ciepłem  Jou le’a. W  rezultacie uzyskał rozkład  odkształceń 
elek trody  i elem entów zgrzewanych oraz rozkład  naprężeń w zdłuż powierzchni styku. 
A naliza term iczna dostarczy ła  rozkładu  tem pera tu ry , pokazując charakterystyczne 
izoterm y ją d ra  zgrzeiny o kształcie elipsoidy. Chociaż m odel pozw alał na  uzyskanie 
m echanicznych i cieplnych odpowiedzi procesu zgrzewania, sym ulacja oporu styku  
i sprzężenia term om echanicznego nie były  jasno  określone.

W śród  ważnych dostępnych publikacji, odw ierciedlających s ta n  badań  
nad fenomenologicznym m odelowaniem  m atem atycznym  stopów  binarnych 
z uwzględnieniem  przem iany fazowej likwidus-solidus, traktow anych jako 
m ieszaniny wieloskładnikowe należy wymienić [17, 18]. Zaproponow any tam
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model rozwiązano num erycznie i przeanalizowano d la  p rzypadku krzepnięcia 
chlorku am onu w prostokątnej kokili. Publikacje te  w skazują n a  możliwość 
i celowość tego typu  postępow ania m im o licznych uproszczeń i uzupełniających 
założeń. A daptację  m odelu z [17, 18] do warunków fizycznych pow staw ania 
ciekłego ją d ra  zgrzeiny punktow ej m ożna znaleźć w [192] i [190]. A dap tacja  
polegała na  uzupełnieniu  rów nań ruchu o składowe sił oddziaływ ania pola 
elektrom agnetycznego, a  rów nania zachowania energii o człon źródłowy opisujący 
w ydzielające się ciepło Jou le’a-Lenza n a  stykach m ateriałów  oraz n a  skutek oporu 
przew odzenia p rądu . Człon ten  zapisano z dużym  uproszczeniem, nie rozwiązując 
zadan ia  propagacji po la  elektrom agnetycznego. W  m odelu nie uwzględniono 
ponad to  w ystępującej niejednorodności w łasności fizycznych m ateriałów  
uczestniczących w procesie zgrzewania, wywołanej zm ianam i tem pera tu ry  oraz 
założono hipotezę ’’filtracyjnego” m odelu przenikania fazy ciekłej przez fazę s ta łą  
(prawo D arcy’ego). P rzy  tym  obliczenia wykonano przykładow o d la hipotetycznego 
m ateria łu  i założonych w artości liczb kryterialnych (rów nania podano w postaci 
bezwymiarowej ).

W  publikacjach [121, 183] au torzy  stosu ją  w prost pakiet kom ercyjny ANSYS bez 
staw iania w sposób jaw ny (explicite) zadan ia  m odelującego zjawiska punktowego 
zgrzew ania oporowego.

W spółczesny przem ysł w draża m ateria ły  o podwyższonej i wysokiej 
w ytrzym ałości (DP600, TM S1200), zwiększa zastosowanie alum inium  i jego 
stopów  oraz blach warstwowych (typu  sandwich) i pokrytych powłokami. Nowe 
m ateria ły  stw arzają  wyzwania d la  technologów, użytkowników i konstruktorów  
sprzętu  zgrzewalniczego. Stosowanie blach o wysokiej w ytrzym ałości stw arza 
problem y związane m iędzy innym i z koniecznością stosow ania większych sił docisku 
zgrzew ania i zawężenia zakresu param etrów  zgrzewania. Skłonności do pow staw ania 
s tru k tu r  hartow niczych zapobiega się częściowo przez zastosowanie cykli zgrzewania 
z obróbką cieplną zgrzeiny dodatkow ym  im pulsem  prądu . Zgrzewanie alum inium  
w ym aga stosow ania odpowiedniego przygotow ania powierzchni blach oraz 
zastosow ania różnych m ateriałów  na  elektrody zgrzewarek, np. stopu  C uC rZr 
d la  blach AlMg lub CuAg d la  stopów  odlewniczych AISiCu.

P aram etry  technologiczne zgrzewania oporowego zależą od właściwości 
fizycznych zgrzewanych m ateriałów . Świadczyć mogą o tym  isto tne  różnice w 
w artościach tych param etrów , jakie w ynikają z zaleceń lite ra tu ry  d la  różnych 
grup m ateriałów . Nie d la  wszystkich m etali i stopów  technicznych m ożna ustalić 
po trzebne dane w postaci tab e l i wykresów. W  dostępnej lite ra tu rze  nie podaje  się 
ogólnych zależności ani m etod postępow ania, k tóre  um ożliwiałyby sposób ustalenia 
prawidłowej technologii zgrzewania oporowego d la  każdego dowolnego m ateriału .

Próby  uogólnienia zaleceń technologicznych, zwłaszcza w odniesieniu do 
zgrzewania punktowego, podejm owano od daw na. O pierały się one zazwyczaj 
n a  rozpatryw aniu  bilansu cieplnego procesu zgrzewania i ustalen iu  w ynikających 
zależności, k tóre  m ogłyby umożliwić obliczenie właściwych d la  danego m etalu
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parametrów zgrzewania. Zależności te są jednak na tyle skomplikowane, że nie 
znalazły szerszego zastosowania w praktyce.

3. Teza i przedm iot pracy

W pracy przedstawiono opis matematyczny i analizę fizycznych zjawisk 
stanowiących istotę zgrzewania oporowego punktowego.

W  oparciu o przegląd publikacji dotyczących problematyki przedstawionej 
rozprawy oraz prac własnych sformułowano tezę pracy:

S p o ś r ó d  w i e l u  z j a w i s k  f i z y c z n y c h  z a c h o d z ą c y c h  w  p r o c e s i e  z g r z e w a n i a  

o p o r o w e g o  p u n k t o w e g o  d o m i n u j ą c ą  r o l ę  w  p r o c e s i e  t w o r z e n i a  z ł ą c z a  

o d g r y w a j ą :

•  p r z e w o d z e n i e  p r ą d u  p r z e z  z g r z e w a n e  m a t e r i a ł y  i  i c h  s t y k i  o r a z  

s t y k i  m a t e r i a ł ó w  z g r z e w a n y c h  i  e l e k t r o d ,  z a l e ż n o ś ć  o p o r n o ś c i  

p r z e w o d z e n i a  p r ą d u  o d  t e m p e r a t u r y  o r a z  s i ł y  d o c i s k u  e l e k t r o d ,  

a  w  z w i ą z k u  z  t y m  w y d z i e l a j ą c e  s i ę  c i e p ł o  J o u l e ’a  -  L e n z a ,

•  t r a n s p o r t  c i e p ł a  w y d z i e l a j ą c e g o  s i ę  w  t r a k c i e  p r z e p ł y w u  p r ą d u  

z g r z e w a n i a  w  o b s z a r z e  z g r z e w a n i a  m i ę d z y  e l e k t r o d a m i ,

•  z m i a n y  s t a n u  s k u p i e n i a  j ą d r a  z g r z e i n y  ( s o l i d u s  -  l i k w i d u s  -  s o l i d u s )  

w  c y k l u  z g r z e w a n i a ,

•  t r a n s p o r t  m a t e r i i  i  p ę d u  w  o b s z a r z e  t w o r z o n e g o  j ą d r a  z g r z e i n y  

w  o b e c n o ś c i  s i ł  p o l a  e l e k t r o m a g n e t y c z n e g o .

Przedstawiona rozprawa obejmuje:

• opracowanie modeli matematycznych istotnych fizycznie zjawisk zachodzących 
podczas zgrzewania oporowego punktowego. O pracow anie do tyczy  zagadnień  
naukow ych  w pisu jących  się  w p rzed m io t prow adzonych  w Polsce i na  
św iecie in ten syw n ych  badań do tyczących  m odelow ania  pól sprzężonych. 
Procesy zgrzew ania  oporowego punktow ego charakteryzu ją  się  w ielom a cecham i 
uw zg lędn ionym i w m odelow aniu:

— niejednorodnością  ciep lną  m a teń a łó w , w  ty m  w łasności 
elektrom agnetycznych , s tosow anych  do zgrzew ania  ze względu na  
niejednorodny rozkład tem pera tury ,

— d u żym i tru d n o śc ia m i z  dok ładnym  s fo rm u ło w a n iem  w m odelu  
m a te m a ty c zn y m  w arunków  granicznych , do tyczących  zw łaszcza  pola  
tem pera tury; stą d  przeprow adzono rejestrację pól tem pera tu ry  m etodą  
term ograficzną z  jednoczesną  w eryfikacją  pom iaru  tem pera tury  in n y m i  
m eto d a m i (np. p rzy  zasto sow an iu  term opar),

— s iln ym  sprzężen iem  ze sobą pól fizyc zn yc h  (np. tem peratury, 
elek trom agnetycznym i i m echan icznym i),
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-  is tn ie n ie m  pó l n ie lin iow ych , a w  p rzypadku  m a ter ia łó w  fe rro m a g n e
ty czn y ch  w ystępow an iem  silnego nasycen ia  m agnetycznego .

W  opracow anym  m odelu  m a te m a ty c zn y m  procesu zgrzew ania  oporowego 
punktow ego  p rzy ję to  następu jące za łożen ia:

-  p ra k tyczn ie  n ie  w ystępu ją  ze w n ę trzn e  źródła pola m agnetycznego  
oddziału jące p r ze z  in d u kc ję  na  obwód w tó rn y  zgrzew ania,

-  w  p rzypadku  zgrzew ania  p rą d em  p rze m ie n n y m  p o m in ię to  podobnie ja k  
w przypadku  prądu  stałego s ta n y  prze jśc iow e (n ieusta lone) i ograniczono  
się  do ąuasi-sta tycznego  p rzyb liżen ia  rów nań elek trodynam ik i M azw ella ,

-  ograniczono się  do p rzypadku  ja k i zachodzi, kiedy ośrodek w  k tó rym  
propaguje się  pole e lek trom agnetyczne je s t  izo tropow ym  i lin io w ym  z  uwagi 
na  w łasności e lek trom agnetyczne, ale n ie jednorodnym  przew o d n ik iem  
e lek tryczn ym ; n ie  w ystęp u je  ze w n ę trzn e  pole m agnetyczne , ale je s t  
w ytw arzane w y łączn ie  p rze z  sam o indukcję , p o m in ię to  zjaw isko Halla,

-  u zyska n o  ogólny op is m a te m a ty c zn y  procesu zgrzew ania  oporowego 
punktow ego, uw zględniający opis pola elektrom agnetycznego  zarów no dla  
s ta n u  ciekłego, ja k  i stałego;

•  obliczenia num eryczne w ybranego m odelu zrealizowane przy  zastosow aniu 
kom ercyjnego kodu ANSYS Inc. (wersja akademicka),

•  b adan ia  dośw iadczalne obejm ujące: próby zgrzew ania elementów z wybranych 
m ateriałów  z jednoczesnym  pom iarem  rozkładu  tem p era tu ry  stosując 
m etodę term ograficzną; pom iary  tem p era tu ry  w w ybranych punk tach  przy 
zastosow aniu term opar; pom iar k sz ta łtu  i wym iarów zgrzein oraz pom iar 
przem ieszczeń ruchom ej elektrody zgrzewarki oraz param etrów  dynam icznych 
zgrzewania.

Przedstaw ione bad an ia  prowadzone były  przez au to ra , głównie w ram ach 
projektów  badaw czych n r 7 S201 044 04 i 7 T08C 051 19, finansowanych przez 
K om itet B adań  Naukowych.

M odele m atem atyczne zjawisk fizycznych zachodzących podczas zgrzewania 
oporowego punktow ego

T ranspo rt m aterii, pędu  i energii w procesach zgrzewania oporowego punktowego
P akiet kodów program ow ych ANSYS zastosowany do obliczeń m etoda elementów 

skończonych
U kład rów nań rozwiązywanego m odelu procesu zgrzew ania oporowego 

punktow ego

4. M odele m atem atyczne zjawisk  
fizycznych zachodzących podczas  
punktow ego zgrzewania oporowego

4.1. W stęp
W  cyklu zgrzewania oporowego punktowego m ateriałów  m ożna wyróżnić 

następujące fazy procesu:

•  docisku zgrzewanych m ateriałów  za  pośrednictw em  elektrod,

•  przepływ u p rąd u  elektrycznego doprowadzonego przez elektrody,

•  krzepnięcia i krystalizacji (zestalania się ciekłego ją d ra  zgrzeiny).

W  fazie przepływ u p rąd u  obserwuje się dwa okresy, podczas których 
pod  wpływem  przepływ ającego p rąd u  w obwodzie elektroda-m ateriały-elektroda 
w ydziela się ciepło:

•  na  w ystępujących stykach:

— elek troda-m ateriał,

— m ateria ł-m ateria ł,

•  oporu przew odzenia w elektrodach i zgrzewanych elementach.

Część wydzielonego ciepła odprow adzana jest na  zew nątrz za pośrednictwem  
chłodzonych elektrod oraz jego wym iany z otoczeniem. Znacząca jednak  część 
pow oduje lokalny w zrost tem p era tu ry  aż do pow stania ciekłego jąd ra , w którym  
obserwuje się płynięcie m ateriałów  pod  działaniem  sił przyłożonego pola 
elektrycznego oraz wym ianę ciepła z tą  częścią zgrzewanych m ateriałów , k tó ra  
pozostaje w fazie sta łe j. M iędzy fazam i (s ta łą  (S) i ciekłą (L)) w ystępuje dwufazowa 
strefa  przejściowa (L +S). Odłączenie zasilania prądem  początkuje krzepnięcie 
i krystalizację ciekłego ją d ra  aż do całkowitego ostygnięcia. W  ten  sposób pow staje 
trw ałe  połączenie zgrzewanych m ateriałów .

W ystępujące zjawiska są wzajem nie powiązane, a  ich opis m atem atyczny jest 
niezwykle skomplikowany, nawet jeśli pom inąć przem iany fazowe w sta łym  stanie 
skupienia. Opis ten , w ujęciu fenomenologicznym przedstaw iony we w spółrzędnych 
Eulera, jak  zaproponow ano w dalszej części pracy, prowadzi do układu  sprzężonych 
nieliniowych cząstkowych rów nań różniczkowych o zmiennych współczynnikach. Są 
to  okoliczności, z k tórym i do tej pory  nie upo ra ła  się w spółczesna m atem atyka. 
D latego w pracy starano  się doprowadzić do racjonalnych uproszczeń, pozwalających
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na uzyskiwanie przybliżonych rozwiązań numerycznych, bazujących na metodzie 
elementów skończonych, w oparciu o dostępny profesjonalny kod znanego pakietu 
programów ANSYS Inc.

Obok ograniczeń klasy rozwiązywalnych zadań (zagadnień brzegowych 
i początkowych) narzucanych przez ANSYS, poważnym ograniczeniem były warunki, 
czy też możliwości techniczne dostępnego sprzętu, nie pozwalającego na tak poważne 
obliczenia.

4.2. Pole elektrom agnetyczne w  procesie  
punktow ego zgrzewania oporowego

4.2.1. W stęp

W przypadku zgrzewania oporowego metali zachodzi potrzeba opisu propagacji 
pola elektromagnetycznego towarzyszącego przepływowi prądu stałego i zmiennego,
0 niskiej częstotliwości (zgrzewanie prądem stałym i przemiennym har
monicznie o częstotliwości 50 Hz) w ośrodkach przewodzących (elektrody, 
zgrzewane elementy) o zróżnicowanych własnościach magnetycznych. W  obwodach 
elektrycznych prądu stałego i zmiennego o niskiej częstotliwości pobierana ze 
źródła energia elektryczna kierowana jest do odbiornika, jakim są zgrzewane 
materiały, za pośrednictwem przewodnika w postaci elektrod. Występujące pola 
elektryczne oraz stowarzyszone magnetyczne (indukowane przez przepływający 
prąd) w zasadzie nie wychodzą poza niewielki obszar powietrza atmosferycznego 
wokół elektrod i zgrzewanych materiałów. W  trakcie zgrzewania oporowego za 
pośrednictwem elektrod przykładane jest zewnętrzne źródło pola elektrycznego
1 praktycznie nie ma zewnętrznego źródła pola magnetycznego, oddziałującego 
na powstały obwód. Przy tym znacząca część zaangażowanej w proces energii 
elektrycznej wydziela się w postaci ciepła Joule’a-Lenza na stykach oraz 
w przewodzącej objętości zgrzewanych materiałów, a tylko w niewielkim stopniu 
w objętości elektrod, dzięki właściwemu doborowi ich materiałów. Energię 
wypromieniowywaną do otoczenia przez pole elektromagnetyczne w stanach 
przejściowych (nieustalonych), zgrzewania prądem stałym i przemiennym oraz przy 
przepływie prądu harmonicznego o niskiej częstotliwości, chociażby ze względu 
na mały zasięg i moc pola elektromagnetycznego oraz własności otaczającego 
powietrza (dobry dielektryk i diamagnetyk), zaniedbano, np. [200]. Natomiast 
wypromieniowywaną energię cieplną pominięto z uwagi na krótki czas zgrzewania 
i osiągane temperatury na powierzchniach zgrzewanych elementów. Z punktu 
widzenia teorii obwodów elektrycznych zgrzewanie oporowe jest kontrolowanym 
stanem zwarcia przepływowego poła elektrycznego o niskim (bezpiecznym) napięciu 
l-j-15 V  i prądzie przewodzenia rzędu l-j-30 kA, zlokalizowanym, w tym przypadku, 
’’punktowo” . Z powodu znacznie wyższej inercji sprzężonych pól mechanicznych 
oraz pola temperatury, przy niemal ’’ impulsowym charakterze” prądowego źródła
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ciepła, dochodzi do lokalnego wzrostu temperatury (powyżej temperatury topnienia) 
w tworzącym się jądrze zgrzeiny, a po ostygnięciu do trwałego połączenia 
zgrzewanych elementów. Mimo bardzo krótkiego kontrolowanego czasu zgrzewania 
rzędu 0,02-=-3 s jest on i tak dostatecznie duży w porównaniu do wspomnianego 
dalej współczynnika relaksacji (4.25), charakteryzującego czas ustalania się stanów 
przejściowych (w przypadku metali około 10-18 -r 10“ 19 s).

Dlatego zarówno w przypadku zgrzewania prądem stałym, jak i przemiennym 
zaniedbano stany przejściowe, ograniczając się do ąuasi-statycznego przybliżenia 
makroskopowych równań elektrodynamicznych Maxwella w ośrodku materialnym.

Dalej ograniczono się do okoliczności, jakie w rzeczywistości mają miejsce, 
kiedy ośrodek, w którym propaguje się pole elektromagnetyczne, jest izotropowy 
i liniowy z uwagi na własności elektromagnetyczne, lecz niejednorodnym termicznie 
przewodnikiem elektrycznym, a pole magnetyczne powstaje wyłącznie przez 
samoindukcję (indukcję własną).

Uczestniczące w procesie zgrzewania metale:

• elektrody ze stopów miedzi,

• zgrzewane elementy (stale, metale nieżelazne itp.),

są bardzo dobrymi lub dobrymi przewodnikami pierwszego rodzaju, np. [112, 144], 
ale mają bardziej zróżnicowane własności magnetyczne.

Interesującym nas dalej ośrodkiem materialnym będą wyłącznie przewodzące 
tworzywa metaliczne, zwane potocznie metalami, tzn. pierwiastki metaliczne i ich 
stopy. Pojęcie metalu jest w tym przypadku pewnym skrótem myślowym, przez który 
należy rozumieć substancję występującą w danych warunkach w stanie metalicznym, 
wynikającym ze szczególnej budowy elektronowej i krystalicznej charakteryzującej 
się [137]:

• elektronowym charakterem przewodnictwa elektrycznego z ujemnym 
współczynnikiem temperatury,

• występowaniem wiązań metalicznych jako jedynych lub współistniejących 
z innymi typami wiązań.

Ze względu na potoczne rozumienie pojęcia metali ograniczono się dalej 
do przewodników, dla których pasma energetyczne ich elektronów: pasmo 
przewodnictwa i pasmo walencyjne nakładają się, tworząc strefy niecałkowicie 
zajętych stanów, łatwo dostępnych dla elektronów. W  stanie metalicznym 
obok pierwiastków metalicznych występują również ich stopy, tzn. połączenia 
o określonym składzie dwóch lub więcej pierwiastków, spośród których przynajmniej 
jeden jest metalem. Dzięki temu stopy mają również cechy metaliczne. Metale 
w stanie stałym wykazują określoną mikrostrukturę, z wyjątkiem specjalnie 
otrzymywanych stopów amorficznych. W  opisie pola elektromagnetycznego 
z konieczności pominięto obecność i wpływ mikrostruktury. Jak to zostanie 
przedstawione w dalszej części pracy, pominięto ją również w odniesieniu 
do pozostałych pól fizycznych. Ten obszar badań nad zachowaniem się pola
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elektromagnetycznego w tego typu ośrodkach dotychczas nie został wystarczająco 
dobrze poznany i udokumentowany.

Własności elektryczne materiałów charakteryzuje przewodność elektryczna a  
oraz przenikalność e. Przewodność elektryczna charakteryzuje zdolność materiału do 
przewodzenia prądu elektrycznego dzięki ruchowi nośników ładunków elektrycznych
- elektronów. Natomiast przenikalność elektryczna jest miarą zdolności osłabienia 
wpływu zewnętrznego pola elektrycznego, a także zdolności do koncentracji energii 
w materiale. Łącznie obie własności elektryczne materiałów charakteryzują:

• współczynnik relaksacji r  (4.25),

• współczynnik stratności elektrycznej tgS , charakteryzujący zdolność do 
wydzielania ciepła w określonym materiale [144].

Z powyższego wynika, że współczynnik stratności elektrycznej jest ważną miarą 
zdolności materiałów do tworzenia połączeń zgrzewanych elektrycznie.

Elektrody najczęściej wykonywane są z typowych diamagnetyków, natomiast 
zgrzewane elementy są ferromagnetykami lub rzadziej paramagnetykami, czy też 
diamagnetykami.

W  zależności od wartości względnej przenikalności magnetycznej (4.21) /xr 
materiały dzielą się na trzy grupy [111, 144]:

1. diamagnetyki - dla których fir jest nieznacznie mniejsze 1 (jiT < 1),

2. paramagnetyki - dla których /tr jest nieznacznie większe 1 (//T > 1),

3. ferromagnetyki - dla których fir jest znacznie większe 1 (p r »  1).

Dla niektórych ferromagnetyków /ir osiąga wartości nawet rzędu 104 w przypadku 
czystego Fe (0,01% domieszek), podczas gdy w przypadku dia- i paramagnetyków 
przenikalność magnetyczna fi tych materiałów nieznacznie różni się od przenikalności 
magnetycznej próżni //q . Na przykład, stosowane na elektrody stopy miedzi są 
typowymi diamagnetykami (dla Cu /j t =  0,999968), a najczęściej zgrzewane stopy 
żelaza (stale) są lepszymi lub gorszymi ferromagnetykami, w zależności od rodzaju 
i udziału dodatków stopowych. Do ciał ferromagnetycznych należą metale Fe, Co, 
Ni oraz ich stopy z Mn, Al, Cr, Si, stopy Henslera zawierające Cu, Mn, A l i inne. 
Dla odmiany, zgrzewane aluminium (/zr = 1,000021) i jego stopy są typowymi 
paramagnetykami. W  przypadku ferromagnetyków dodatkowymi utrudnieniami są:

- niejednoznaczność zależności B (H , T )  opisywana jako tzw. ’’pętla histerezy”
o nieskończenie wielu postaciach,

- istnienie możliwości trwałego namagnesowania,

- możliwość wystąpienia anizotropii i magnetostrykcji,

- utrata własności magnetycznych powyżej temperatury Curie T c  (w przypadku
stali Tc  =  768°C ).

Mimo możliwości wystąpienia znacznych gradientów temperatury, zachodzące 
zjawisko termoelektryczne pominięto, ponieważ towarzysząca mu siła 
elektromotoryczna jest znacznie mniejsza od występującego natężenia pola
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elektrycznego (różnica wielkości rzędu ~ 103), wywołanego przyłożeniem napięcia 
zewnętrznego.

W  ogólnym przypadku niejednorodnego pola elektromagnetycznego zachodzą 
następujące związki fizyczne:
- dla wartości natężenia pola elektrycznego E, jakie występuje przy zgrzewaniu:

er (r) =  er (E, T )  ~ s r { T ) , 

a ( r ) = a ( E , r ) ~ a ( T ) ,

- w odniesieniu do zgrzewania dia- i paramagnetyków:

Hr(r) =  /xr (H, T )  ~ Hr ( T ) ,

- w odniesieniu do ferromagnetyków:

Mr-(r ) =  M r (H ,T ) ,

w których dalej pominięto wpływ natężenia pól elektromagnetycznych E  i H  
w procesie zgrzewania oporowego, ze względu na zbyt małe ich wartości, aby mogły 
mieć, obok temperatury T, wpływ na własności materiałów.

W  dalszych rozważaniach ograniczono się zatem do występującej 
niejednorodności z uwagi na pole temperatury T(r) ośrodka (niejednorodność 
termiczna). Niejednorodność tę uwzględniono w wykonanych obliczeniach na tyle, 
na ile pozwala na to dostępność odpowiednich danych materiałowych. Anizotropia 
praktycznie nie występuje.

W  liniowym, elektromagnetycznie niejednorodnym, izotropowym przewodzącym 
ośrodku materialnym, poruszającym się. z prędkością v , niestacjonarne zjawiska 
elektromagnetyczne opisuje układ równań makroskopowych Maxwella [93, 101, 144, 
156, 159, 200], przystosowanych przez Hertza [93] do ośrodków znajdujących się 
w ruchu ze stałą prędkością. Wyłącznie w tym przypadku równania można otrzymać 
formalnie, zastępując w nich pochodną cząstkową po czasie pełną pochodną 
substancjonalną (materialną) [110, 149, 156]:

|  = | ■ »md) = |  + K  ' V 1)  (4.1)

i korzystając z dodatkowej tożsamości wektorowej (A27). Ogólniejszy opis dla 
dowolnego pola prędkości v  można uzyskać wychodząc z całkowej postaci zapisu 
makroskopowych równań Maxwella, np. [93, 144, 149, 200] oraz zależności na 
pochodną materialną całki powierzchniowej pola wektorowego i objętościowej pola 
skalarnego [149]:

• prawo przepływu Ampere’a z poprawką Maxwella na prąd przesunięcia 
(II prawo Maxwella):

/ H * - « x = / f -  *  + | / d . * ,  (4-2)
C S(C) S(C)
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•  praw o indukcji F aradaya - M axwella (I praw o Maxwella) :

/ E * ' d x  =  “ l  /  B ' d s ' (4 -3)
c  S(C)

•  I praw o G aussa:

j ~ D - d s  =  J q d V , (4 .4 )
S V

•  II praw o Gaussa:

/ B -ete =  0 , (4 .5)

•  praw o zachow ania ładunku  (rów nanie ciągłości p rądu) [93, 200]
w alternatyw nych postaciach:

(4.6)
S S

lub

(47)
s  v

oraz w ykorzystując użyteczne definicje pochodnych całek:

•  pochodna substancjonalna  (m ateria lna) całki powierzchniowej w ośrodku 
poruszającym  się z prędkością v, strum ien ia  po la  wektorowego A  przez 
pow ierzchnię S  rozp ię tą  n a  konturze m aterialnym  (zam kniętej krzywej 
m ateria lnej) C  [149]:

d r  . , r  r d A
— J  A - d s  —  J  [—— + A d i v  v — ( A T  ■ g r a d )  t>] • d s  =

S(C) S(C)

r Q A
=  i  [^T +  («r - v T )A  + A (V  • v) -  (AT • V r )v] • d s  =

S(C)

r  rd A  ,
=  J [~ g j- +  w(V • A ) -  V  x (v x A)] • ds

S(C)

a  p o n ad to  d la  po la  bezźródłowego V  • A  =  0 i dlatego: 

d  f  .  [  rd A
-  j  A  ■ d s  =  J  [—  V x ( t i x  A)] • d s , (4 .8)

S(C) S(C)
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•  pochodna substancjonalna całki objętościowej w ośrodku poruszającym  się 
z prędkością v  po la  skalarnego a  [110, 149] po zastosow aniu tw ierdzenia 
G aussa - Ostrogradskiego:

j t  I  a d V  =  I  ( ^  +  a V - v r ) d V =  J  [ ^  +  V • (a x ? ) \ d V . (4.9)
V(t) V(t) V(t)

Należy przy tym  pam iętać, że po la  wektorowe indukcji D , B  oraz gęstości p rądu  j  
i ładunku  q  są m aterialne, np. [149].

K orzystając z tw ierdzenia Stokesa np. [93, 144, 149, 200] oraz zależności (4.8 
-i- 4.9), po uwzględnieniu praw  G aussa (4.12) i bezźródłowości pola 
m agnetycznego (4.13), o trzym ano zapisaną niżej postać  różniczkową uk ładu  równań 
Maxwella. Należy przy tym  zauważyć, że w literatu rze przedm iotu  (modelowania 
m atem atycznego procesów punktow ego zgrzewania oporowego) stosowany jest opis 
wyłącznie w oparciu o rów nanie M axwella d la ośrodka pozostającego w stanie 
spoczynku (’’m odel ciała stałego” ). Podejście tak ie  form alnie błędne daje popraw ny 
opis po la  elektrom agnetycznego w obszarze fazy stałej (ciała stałego), gdzie v  =  0 . 
Co do konsekwencji takiego uproszczenia opisu w obszarze występow ania fazy 
ciekłej (L) i m ieszaniny faz stałej i ciekłej (L+S) (ciekłe jąd ro  zgrzeiny) trudno  jest 
obecnie wypowiadać się bez odpowiednich badań  porównawczych.

W  równoważnej postaci różniczkowej, rów nania (4.2^-4.7) m ożna zapisać 
następująco:

•  prawo przepływ u A m pere’a z popraw ką M axwella na  p rąd  przesunięcia (II 
prawo M axwella) :

r o t  (H* +  v  x D ) =  j* +  qv +  C—  , (4.10)

•  prawo indukcji Faradaya - M axwella (I prawo M axwella):

r)TK
r o t (  E * - » x B )  =  — — , (4.11)

•  I prawo G aussa (źródłem  pola elektrycznego są ładunki elektryczne):

d i v D  =  q, (4-12)

•  II prawo G aussa (pole m agnetyczne je s t bezźródłowe):

d i v  B  =  0 , (4.13)

•  pierwsze prawo Kirchhoffa zapisane lokalnie (równanie ciągłości prądu):

d i v  (j* + q v+  ^ )  =  0 (4-14)

lub

d i v  (j* +  qv) =  , (4.15)
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uzupełnione o konsty tu tyw ne rów nania m ateriałow e [93 , 101, 144, 149, 156, 200] 
w spoczynkowym  układzie odniesienia, odpowiednio:

D  =  e (T )E  (4.16)

oraz jeśli chodzi o w łasności m agnetyczne:

B  =  ^ (T )H  (4.17)

d la  dia- i param agnetyków , a  także słabych pó l m agnetycznych w ferrom agnetykach, 
wygenerowanych przez sam oindukcję (dopuszczalna linearyzacja) i:

B  =  ^ ( H ,T ) H ,  (4.18)

w przypadku  typow ych ferrom agnetyków.
P onad to  rów nania (4.10^-4.18) uzupełniono o praw o O hm a d la  po la  elektrycznego 
w ośrodku poruszającym  się z lokalną prędkością v:

j* 5F crE*, (4.19)

przy b raku  prądów  i ładunków  w zbudzających oraz b raku  p rąd u  konwekcji, 
zaniedbaniu  zjawiska term oelektrycznego oraz pom inięciu efektu Thom sona 
i zjawiska P e ltie ra  - ponieważ m ają  niewielki w pływ  na  wielkość wypadkowego 
p rądu , a  ty m  sam ym  n a  ilość c iepła generowanego w jednostce objętości ośrodka 
i odpow iednio n a  styku  m etali [101], gdzie:

t  - czas; s ,

v  - pole prędkości ośrodka (|t>| <C c); m / s ,

E  - pole wektorowe natężen ia  po la  elektrycznego ośrodka pozostającego w stanie 
spoczynku; V / m ,

E* - pole wektorowe natężen ia  po la  elektrycznego w układzie odniesienia 
poruszającym  się z lokalną prędkością v \  V / m ,

D  - pole wektorowe indukcji elektrycznej ośrodka pozostającego w stanie 
spoczynku; C / m 2 ,

D* - pole wektorowe indukcji elektrycznej w układzie odniesienia poruszającym  się 
z lokalną prędkością v ,  C / m 2 ,

H  - pole wektorowe natężen ia  po la  m agnetycznego ośrodka pozostającego w stanie 
spoczynku; A / m ,

H* - pole wektorowe n a tężen ia  po la  m agnetycznego w układzie odniesienia 
poruszającym  się z lokalną prędkością v ,  A / m ,

B  - pole wektorowe indukcji m agnetycznej ośrodka pozostającego w stan ie  
spoczynku; T ,

B* - pole wektorowe indukcji m agnetycznej w układzie odniesienia poruszającym  
się z lokalną prędkością v ,  T ,
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j - pole wektorowe gęstości p rąd u  przew odzenia ośrodka pozostającego w stanie 
spoczynku; A / m 2 ,

j* - pole wektorowe gęstości p rąd u  przew odzenia w układzie odniesienia 
poruszającym  się z lokalną prędkością v ,  A / m 2 , 

e  - przenikalność elektryczna ośrodka; F / m ,

H  - przenikalność m agnetyczna ośrodka; H / m ,

a  -  przewodność elektryczna (konduktyw ność skrośna) ośrodka; S / m {  

q  -  w ypadkowa gęstość swobodnych ładunków  elektrycznych (elektronów 
swobodnych oraz uwolnionych w skutek elektryzacji); C .

Jak  zapisano powyżej, w ośrodku poruszającym  się z prędkością v ,  natężenie pola 
elektrycznego zaw iera dodatkow o składow ą pochodzącą, w naszym  przypadku, od 
pola  sam oindukcji m agnetycznej: ( v x  B ) [144, 159, 200]. Odosobniony przewodnik 
w iodący p rąd  elektryczny indukuje pole m agnetyczne, którego indukcja w łasna B  
m a na  jego powierzchni jedynie składow ą styczną. D latego gęstość siły działającej 
n a  znajdujący  się w ruchu ośrodek je s t skierowana do w nętrza przewodnika. 
Zatem  w łasne pole m agnetyczne przewodnika w ytw arza siły ściskające, utrzym ujące 
ładunki w jego w nętrzu  - przeciw działając m iędzy innym i siłom kulombowskim [144]. 
Jest to  znane zjawisko sam oskurczu (pinch effect), nie m ające większego znaczenia 
dla fazy sta łe j, ale isto tne w obszarze płynnego ją d ra  zgrzeiny. Zjawisko to , będące 
efektem dodatkowej składowej po la  elektrycznego (w x  B ) =  ( v  x //H ), nazywanej 
polem  H alla [144], p rzy m ałych prędkościach płynięcia v  ją d ra  zgrzeiny i małej 
indukcji m agnetycznej B  w dia- i param agnetykach, a  nawet przy m ałym  natężeniu 
po la  m agnetycznego H  sam oindukcji w ferrom agnetykach, m ożna również pom inąć, 
gdyż nie wnosi istotnego udziału  w bilansie m ocy wydzielanego ciepła Jou le’a-Lenza. 
W pływ a natom iast na  kształtow anie się ciekłego ją d ra  zgrzeiny oraz tran sp o rt 
składników  stopowych.

Przenikalność elektryczną ośrodka £ i jego przenikalność m agnetyczną f i  m ożna 
wyrazić przez odpowiednie wartości £o > Mo w próżni, w prow adzając wartości 
względne:

H - /XoMr •

P rzy  tym :

1
ci

gdzie:

/i0 ~  47r • 10~7; H / m ,  - w próżni,

(4.21)

(4.22)



28 Rozdział 4. Modele matematyczne zjawisk fizycznych

e0 — 10 9; F / m ,  - w próżni,

c - prędkość propagacji fali elektrom agnetycznej w próżni 
c ~  (2,997925 +  0,000003) ■ 108; m / s ,

e r  - w zględna przenikalność elektryczna ośrodka,

l-ir - względna przenikalność m agnetyczna ośrodka.

W łasności m ateria lne konkretnego ośrodka, obok względnych przenikalności e r 

i fjLr opisywane są również przez podan ie  podatności elektrycznej:

ne = er — 1 (4-23)

oraz podatności m agnetycznej:

: P r  1» (4.24)

jako m iary  jego zdolności do polaryzacji oraz m agnetyzacji.
W ażną wielkością charak teryzu jącą  w łasności elektryczne ośrodka jest 

w spółczynnik relaksacji:

r  =  ( i ) , (4.25)

będący w przew odniku m iarą  szybkości zaniku lub n a rastan ia  pola 
elektrom agnetycznego (np. w przypadku  dobrego przewodnika, jak im  jes t miedź 
TCu —  10“19 s).

W spółczynnik  relaksacji (4.25) je s t bowiem m iarą  przem ieszczania się 
ku  pow ierzchni niezrównoważonych ładunków  elektrycznych. W  przewodnikach 
m etalicznych proces w ypierania nadm iarow ego ładunku  ku  powierzchni jest 
prak tycznie natychm iastow y. W ynika to  w prost z postaci rów nania usta lan ia  się 
s tan u  przejściowego rozk ładu  gęstości ładunków  swobodnych, np. [144]:

q {  r , t ) =  <7o(r)

gdzie:

r  - w ektor położenia p u n k tu  m aterialnego,

9o(r ) - początkow y rozkład  gęstości ładunków  (<?o(r ) =  ? (r. 0 )).

D latego pom inięcie w rozw ażaniach stanów  przejściowych pola
elektrom agnetycznego, naw et w przypadku  zgrzew ania prądem  zmiennym, 
je s t w pełn i uzasadnione.

W  spoczynkowym  układzie odniesienia rów nania (4.10^-4.15) oraz (4.19) 
przy jm ują znaną  z lite ra tu ry  p ostać  [93, 95, 144, 156, 159], [200]:
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SB
™‘ E = “ 9 P

d i v  D  =  q ,

d i v  B  =  0,

(4.27)

(4.28)

(4.29)

<9D
d i v  (j +

lub

* j ~ i  (43i)

(4.32)

oraz:

j  =  <tE .

Z porów nania postaci pierwszego i drugiego rów nania M axwella (4.10, 4.11) oraz 
(4.26, 4.27) wynika, że zachodzą związki:

H* +  v  x D  =  H , (4 '33)

E * - d x B  =  E ,  (4 -34)

r + , » = j ,  (4 '35>

z których obliczono:

H* =  H  -  v  x D  , (4 -36)

E* =  E ł t ) x B , (4.37)

j * = j  - q v . (4.38)
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Ponieważ zachodzi (4.19) i spełnione są zależności (4.37-^4.38), więc: 

j  =  cr(E +  v  x B) +  qv. (4.39)

Jest to  znana z literatury [93, 101, 144, 156, 159, 200] postać uogólnionego prawa 
Ohma, które po uwzględnieniu równania (4.17) oraz faktu, że dla interesujących nas 
tem peratur w przewodnikach metalowych nie występuje prąd konwekcyjny (qv =  0), 
można zapisać w postaci równania:

j  =  <j(E +  v  x juH ). (4.40)

Uwzględniając powyższe, zapisano układ równań przepływowego pola 
elektromagnetycznego względem równań odniesionych do układu spoczynkowego: 
natężenia pola elektrycznego E  i natężenia pola magnetycznego H  indukcji własnej, 
w postaci:

<9E
r o t  H  =  cr(E +  V x //H ) +  £—  , (4.41)

0Hr<XE =  -j<— , (4.42)

(4.43)

d i v  [ct(E +  v  x //H ) +  =  0. (4.44)

Zmienność pola elektromagnetycznego w czasie uwzględniono przy zgrzewaniu 
prądem  zmiennym harmonicznie o niskiej częstotliwości /  =  50 Hz. Mamy 
tu  do czynienia z sytuacją, kiedy z powodu niskiej częstotliwości, długości 
odpowiadających jej fal elektromagnetycznych są znacznie większe od rozmiarów 
obwodu zgrzewania (elektrody - zgrzewane elementy). Ponadto, z podobnych jak  
w przypadku prądu stałego względów, pominięto w opisie zgrzewania prądem 
harmonicznym stany przejściowe. Dla takiego ąuasi-stacjonarnego przypadku pola 
elektromagnetycznego o zmienności cosinusoidalnej układ makroskopowych równań 
Maxwella (4.41^-4.44) można zapisać w postaci [95, 116, 144, 200]:

r o t H  =  cr(E +  » x  /xH) +  iu j£E , (4.45)

r o t  E  - — i ü o f i R , (4 .46 )
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div {fi H ) = 0 ,  (4-47)

div [ct(E +  v  x /xH) +  iojeE] — 0 , (4.48)

gdzie oznaczono: 
u) - częstość kołowa oscylacji prądu zgrzewania (w =  2n f), 
i - jednostka urojona (i =  
f  - częstotliwość prądu zgrzewania

oraz przedstawiono odpowiednie pola wektorowe natężeń w postaci składowej 
rzeczywistej wektorów wirujących:

E (r, t ) =  E(r)cos[iu;t + <?!>£(r)] =  Re{E(r)exp[i(jt + </>£;(r)]} =

=  JRe{[E(r)exp<^B(r)]e<wt} =  R e i E ^ e ^ ] , (4.49)

D (r, t) = D (r) cos[iwt -I- r)] =  Re{D(r)exp[iujt +  <fo(r)]} =

=  i?e{[D(r)expę!>£)(r)]eiu'<} =  R elD ^e™ 1] , (4.50)

H (r, t) = H (r) cos[iojt +  <t>H{*)\ = Re{Yl[r)exp[iut +  ^ ( r ) ] }  =
=  =  7?e|H(r)ei"<] , (4.51)

B (r, t) — B (r  )cos[iujt + <As(r)] =  Re{B(r)exp[iut + (/>s(r)]} =  

=  Re{[B{r)expM r)]e™ 1} = i? e [B ( r)e ^ ] . (4.52)

Przy tym  oznaczono przez (/>b {r) , 0£>(r),... itd. odpowiednie fazy początkowe 
(t =  0) oraz E (r) =  E (r)ex p 0 £ (r), D (r)  =  . . .  itd. odpowiednie
zespolone am plitudy początkowe (tzn. odpowiadające chwili t =  0). Natomiast 
symbolem R e (.. .) zaznaczono składowe rzeczywiste zespolonych wartości wektorów 
wirujących.

Układ równań (4.41^-4.44) oraz pochodny względem niego układ (4.45-^4.48) 
- dla pola elektromagnetycznego zmiennego harmonicznie, odnoszą się do bardzo 
ogólnego przypadku materiałów zgrzewalnych elektrycznie, zarówno przewodników, 
jak  i przewodzących dielektryków. W  dalszej części pracy uwagę skoncentrowano 
na dominującym obszarze zastosowań, tzn. zgrzewania oporowego punktowego
przewodzących metali.

Ze względu na potwierdzoną eksperymentalnie wyraźną zależność
elektromagnetycznych własności zgrzewanych materiałów od tem peratury:
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a (T ),e (T ) i fi(T) (np. [160, 166]), wzięto ją  pod uwagę w modelu pola 
elektromagnetycznego oraz wykonanych obliczeniach. Było to  również niezbędne 
ze względu na ” problem styku” materiałów w czasie zgrzewania. Problem ten 
można bowiem rozpatrywać jako szczególny rodzaj ’’zlokalizowanej” (miejscowej) 
niejednorodności albo jako zadanie (zagadnienie) z "wewnętrznymi” warunkami 
brzegowymi.

4.2.2. R ów nania  opisu jące p roces zgrzew ania p rądem  
s ta ły m

Pom ijając stany przejściowe pola elektromagnetycznego, z uwagi na bardzo 
krótki czas ich zanikania w stosunku do czasu trwania procesu zgrzewania, 
można przepisać układ równań, opisujących zjawiska elektromagnetyczne związane 
z przepływem prądu stałego, (4.10, 4.11, 4.13, 4.14) w postaci równań statycznego 
przepływowego pola elektromagnetycznego [144, 159] prądu stałego z samoindukcją 
magnetyczną:

rot H  =  <r(E +  v x  /zH ), (4.53)

rot E  =  0 , (4.54)

div (/zH) =  0 , (4.55)

div [ ct(E +  v x  /zH)] =  0 . (4.56)

Jak  to  można zauważyć, równania (4.53) i (4.56) są sprzężone z powodu obecności 
składnika (v  x /zH) związanego z efektem Halla.

Równanie (4.56) można przepisać w postaci:

div (cE ) +  div[o(v x  /zH)] =  0 . (4-57)

Z uwagi na (A23) mamy:

div[o(v x  /uH)] =  odiv (v x  /lzH) +  ( » x  /zH) • grad a . (4.58)

Ponadto ze względu na (A26) oraz (A27):

d iv {v x fi i i)  =  /iH-rot v — v r o t  (/zH) =  /zH-roi v — v-(grad f ix f l+ fir o t  H ) , (4.59)

a  po uwzględnieniu (4.53) otrzymano:
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Ponieważ: v- (v  x  /zH) =  0, gdyż: ( » l ( t ) X  /tzH)),
można więc ostatecznie napisać:

div[cr(vx /tH)] =  a[fiH-rot v — v ■ grad/i x  /uH+c/zE)] + ( t ix  /zH) •grad a . (4.61)

Na tej podstawie przekształcono równanie (4.57) do postaci:

div(a~E) + a [iiH -ro tv— w-(—grad n x nH  + afiF,)} + (v x  fiH) ■ grad a = 0. (4.62)
A1

Z równania (4.54) wynika, że natężenie pola elektrycznego E  posiada 
elektrostatyczny potencjał skalarny <I>. taki że:

E  =  —grad $  =  — Vr  $ .  (4.63)

W prowadzając do równania (4.62) tak zdefiniowany potencjał fł>, po 
przekształceniach zapisano je  w postaci:

div (agrad $ )  — a2/jv ■ grad $  =

= a\nH  • rot v  — v ■ (—grad /z x /zH)] +  (v x /zH) • grad a (4.64)

a po wprowadzeniu niżej zdefiniowanego wektora potencjału pola 
magnetycznego (4.66) oraz uwzględnieniu tożsamości (A23) uzyskano następującą 
postać równania:

dw grad $  +  (—grad a — afiv) ■ grad $  =  
o

=  rot A  ■ rot v  — v ■ (—grad fi x  rot A )  +  ( » x  rot A )  ■ —grad a . (4.65)
/z‘ a

Z równania (4.55) wynika bowiem, że istnieje wektorowy potencjał pola 
magnetycznego A , taki że:

/zH =  rot A  (4.66)

i jak  to  okaże się niżej, celowe jest, aby potencjał A  był kalibrowanym potencjałem 
kulombowskim - solenoidalnym, tzn. aby:

div A  =  0 . (4.67)

Wprowadzony potencjał A  pozwala przepisać równanie (4.53), z uwzględnieniem 
potencjału skalarnego (4.63), w postaci:

rot (—rot A )  — o v  x rot A  — —agrad $ .  (4.68)



Rozdział 4. Modele matematyczne zjawisk fizycznych ...

W  oparciu o tożsamości (A26 i A32) obliczono:

rot ( - r o t  A ) = j^g radd iv  A  -  V 2A) +  grad(j^) x  rot A , (4.69)

skąd z uwagi na warunek kalibracji (4.67):

rot ( - r o t  A ) = - - V 2A  + g ra d (- )  x r o t A .  
M M n (4.70)

Po podstawieniu do (4.68) otrzymano następującą jego postać:

V 2A  +  fi[ov -  grad ( - ) ]  x  rot A  =  ofigrad $>. (4.71)

Ponieważ:

1 1 do .dlno.
-g ra d o  -  - ( d T )gradT = ( ^  )gradT

oraz:

fj.gra d (—) -  j ^ g r a d ( ^ )  =  [ ^  \gradT -  - ( - J ± ) grad T ,

można więc ostatecznie zapisać (4.65) i (4.71) w postaci:

V 2A  + [o(T)fi(T)v+(^)(VT T)]x (V  x A ) = o (T )n (T )(V T ^ ) , (4.72)

V 2<f> +  [ ( ^ f ) ( V TT ) -  a(T)fi(T)v] • (V T$ )  =

-  (V x A) • (V x v) + v - ( dl̂ ) ( V TT) x (V x A)+

+  [ » x ( V x A ) ] - ( ^ ) ( V Tr ) .  (4.73)

Układ równań (4.72) i (4.73) opisuje zjawiska elektromagnetyczne przy 
zgrzewaniu prądem stałym  za pomocą potencjałów. Wyjściowy układ czterech 
równań różniczkowych cząstkowych pierwszego rzędu (4.53-^4.56) względem pól 
fizycznych H  i E, łącznie o sześciu składowych w przestrzeni trójwymiarowej, 
zastąpiono układem  dwóch równań różniczkowych cząstkowych drugiego rzędu 
(4.72^-4.73) względem potencjałów A  i <I>, łącznie tylko o czterech składowych. W  ten 
sposób kosztem podniesienia rzędu układu równań ograniczono rozmiar zadania, co 
w przypadku obliczeń jest bardzo ważne.
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Pierwsze z równań (4.72) opisuje potencjał wektorowy pola magnetycznego 
samoindukcji wymuszonego przepływem prądu (człon źródłowy po prawej 
stronie równania). W  równaniu tym uwzględniono zarówno niejednorodność 
termiczną zgrzewanego m ateriału (wpływ tem peratury na własności magnetyczne 
i elektryczne), jak i wpływ płynięcia m ateriału w obszarze uplastycznienia fazy stałej 
i ciekłego jąd ra  zgrzeiny (v) oraz gradientów tem peratury (V TT) - unoszenie pól 
potencjałów A  i $  przez pole prędkości v.

Natomiast drugie z równań (4.73) opisuje sumaryczny potencjał elektrostatyczny 
pola elektrycznego w zgrzewanych m ateriałach i elektrodach jako skutek przyłożenia 
napięcia ze źródła zewnętrznego oraz wskutek wpływu pola samoindukcji 
magnetycznej (prawa strona równania). Podobnie jak  wyżej, również w tym 
równaniu uwzględniono wpływ niejednorodności termicznej oraz płynięcie materiału.

” M od el cia ła  sta łeg o ” po la  elek trom agn etyczn ego prądu sta łego

Z powodu małych wartości prędkości płynięcia m ateriału v  w jądrze zgrzeiny 
punktowej [192] (rzędu 0,005 m /s), w trakcie obliczeń numerycznych w pierwszym 
przybliżeniu można pominąć unoszenie pól potencjałów, czyli te wyrazy równań 
(4.72-^4.73), w których występuje v (u «  0). W  ten sposób otrzymano następujące 
równania:

V2A +  Ä ( V * T )  x (V x A) =  a(T )M(T)(V T$ ) , 
dl

(4.74)

V 2$  +  ( ^ ) ( V tT ).(V t $) = 0. (4.75)

Równania te są identyczne z tymi, jakie opisują izotropowe niejednorodne 
ciało stałe. Uproszczenie to pozwala na niezależne i samodzielne rozwiązywanie 
zagadnienia wyłącznie dla pola elektromagnetycznego, rozsprzęgając równania dla 
potencjałów A  i $ .

Bardzo użyteczną właściwością tak  uproszczonych równań (4.74-^4.75) jest 
możliwość niezależnego rozwiązania równania dla potencjału elektrostatycznego
(4.75), a następnie (4.74). Potencjał wektorowy pola samoindukcji magnetycznej A  
ma w naszym przypadku drugorzędne znaczenie, jeśli chodzi o efekt energetyczny 
przepływu prądu. Jest natom iast niezbędny do określenia siły oddziaływania pola 
elektromagnetycznego na zgrzewane materiały.
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4.2.3. R ów nania  opisu jące proces zgrzew ania p rąd em  
zm iennym  harm oniczn ie

W  odróżnieniu od przepływu prądu stałego, w przypadku prądu przemiennego 
występuje zjawisko jego ’’naskórkowości” , np. [80], charakteryzujące się 
nierównomiernym jego rozkładem i przewodzeniem go tuż przy powierzchni 
zewnętrznej przewodnika. Przy tym  głębokość wnikania prądu w głąb zgrzewanych 
materiałów określa zależność:

<5 =
w fi a (4.76)

z której widać, że jest ona tym  mniejsza, im wyższa jest częstotliwość prądu, 
lepsza przewodność oraz lepsza przenikalność magnetyczna. Szczególnie dotyczy to 
przewodzących ferromagnetyków.

Zjawisko to  powoduje nierównomierny, w porównaniu do obrazu przepływu 
prądu stałego, rozkład gęstości objętościowej mocy źródeł ciepła. P rąd  kieruje się 
(płynie) po drodze najmniejszej impedancji, czyli po zewnętrznych powierzchniach 
zgrzewanych elementów. Efekt ten sprawia, że zwiększa się rezystancja zgrzewanych 
elementów w stosunku do rezystancji, jaka wystąpiłaby przy przepływie prądu 
stałego. Oznacza to  również większy, niż w przypadku zgrzewania prądem  stałym, 
wpływ oporu stykowego między:

•  powierzchniami roboczymi elektrod a  zgrzewanymi elementami,
•  zgrzewanymi elementami,

na przebieg i sposób kształtowania się zgrzeiny.
Równania przepływowego wolnozmiennego harmonicznego pola 

elektromagnetycznego [144, 159], opisujące przebieg zjawisk przy zgrzewaniu 
prądem zmiennym harmonicznie (f=50 Hz), dla przypadku quasi-stacjonarnego 
(pominięto stany przejściowe) (4.45^-4.48) można przepisać w postaci:

rot H  =  (u +  iwe)E  +  o(v  x /zH ), (4.77)

rot E  =  — iw /iH , (4.78)

div (//H) =  0 , (4.79)

div [(o + iwe)E  +  o(v  x //H)] =  0 , (4.80)
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gdzie:
E  - zespolona am plituda początkowa wektora natężenia pola elektrycznego,
H  - zespolona am plituda początkowa wektora natężenia pola magnetycznego, 
w - częstość kołowa oscylacji cosinusoidalnych analizowanych pól.

Z równania (4.79) wynika wprost istnienie wektorowego potencjału pola 
magnetycznego, analogicznie jak  w przypadku zgrzewania prądem stałym  (4.66), 
tym razem jednak zespolonego dynamicznego potencjału wektorowego A  (4.106) 
pola magnetycznego:

/iH  =  rot A . (4-81)

Podobnie jak  wyżej założono, że jest to  potencjał kulombowski (pole 
bezźródłowe), spełniający warunek kalibracji analogiczny do (4.67):

div A  =  0 . (4.82)

Podstawiając (4.81) do (4.78), po przekształceniach otrzymano:

rot (E  +  iw A )  =  0 . (4.83)

Skąd wprost wynika istnienie dynamicznego potencjału harmonicznego pola 
elektrycznego $ :

E  =  — [(iwA +  (V r $ ) ] . (4.84)

Jak widać, am plituda E  natężenia pola elektrycznego jest sum ą dynamicznego 
potencjału wektorowego pola magnetycznego A  samoindukcji oraz dynamicznego 
elektrycznego potencjału skalarnego <fr. W  odróżnieniu od potencjału statycznego 
skalarny potencjał dynamiczny $  pola elektrycznego na ogół jest funkcją czasu, np. 
[144] lub odpowiednio częstotliwości. Zależność taka dla dynamicznego potencjału 
magnetycznego A  jest oczywista.

Wprowadzając potencjały (4.81) i (4.84) do równań (4.77) i (4.80), otrzymano:

rot (—rot A ) = —(a + iwe)[(iwA +  (VT<1>)] +  a(v  x rot A ) , (4.85)
A*

div { —(o +  iwe)[(iwA + (Vr $)] +  o (v  x rot A)} =  0 . (4.86)

Lewą stronę równania (4.85) przekształcono, biorąc pod uwagę zależność 
analogiczną do (4.70), lecz dla potencjału A , a  następnie przepisano w postaci:

V 2A + [ o ( T ) f i ( T ) v + ( ^ ) ( S 7 TT) } x( VxA) - i w[ a( T) +i w£( T) ] f i ( T) A =

= [<j (T) +  tw e(T)]/i(T)(VT¥ ) . (4.87)
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Rozdzielając wyrazy zawierające różne potencjały, równanie (4.86) zapisano 
w postaci:

div \(cr + *'a;e)(VT$)] =  div [(av x rot A ) — (o +  iwe)iwA\ . (4.88)

Z uwagi na (A23), lewą stronę równania (4.88) przekształcono do postaci: 

div[(o+iwe)(SJT$)\ =  (o+iwe)[divgrad<&+-^— -— -grad (o+iwe)-grad&\, (4.89)

natom iast prawą stronę, po uwzględnieniu tożsamości analogicznej do (4.61), lecz 
zapisanej tym  razem dla E  i H  oraz (4.81^-4.84), przedstawiono w postaci:

div [(a v  x  rot A ) — (o + iwe)iwA\ =

= cr{rot A  • rot v  — v ■ [—grad n  x rot A  — ofi(iwA  +  grad $ )]}+

+  ( » x  rot A ) • grad o — iw A  • grad (a +  iw e). (4.90)

Uporządkowanie pozwala zapisać zespolone rówrnanie (4.88) w ostatecznej postaci :

“  . C n + Z (  T>« V  K ^ ) ( ^ 0  X (V X Ä)+

+ i u ; a ( r ) ^ № ] + [ t ; x ( V x Ä ) ] . ( ^ ) ( V Tr } - i a ; Ä . [ ^ ^ ± ^ ] ( V Tr ) .  

________________________ (4.91)|

O trzymany wyżej układ równań (4.87) i (4.91) opisuje zjawiska 
elektromagnetyczne przy zgrzewaniu prądem  zmiennym harmonicznie przy użyciu 
potencjałów zespolonych: $  - zespolony dynamiczny skalarny potencjał elektryczny 
i A-zespolony dynamiczny potencjał wektorowy samoindukcji magnetycznej. 
Jeśli porównać ten układ równań z analogicznym dla zgrzewania prądem 
stałym  (4.72^-4.73), to  można zauważyć obecność dodatkowych składników ze 
współczynnikami zespolonymi oraz występowanie współczynników zespolonych, 
w miejscu gdzie w poprzednich równaniach występowały rzeczywiste. Ponieważ 
w tym  przypadku mamy do czynienia z układem  zespolonych równań różniczkowych 
cząstkowych drugiego rzędu względem zespolonych potencjałów, więc liczba 
zmiennych wrosła dwukrotnie (do ośmiu).

Zakładając w =  0, można otrzym ać odpowiednie równania dla prądu stałego 
(4.72^-4.73) wprost z równań (4.87) i (4.91).
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R ów nania opisujące proces zgrzew ania prądem  zm iennym  harm onicznie  
w  dobrze przew odzącym  ośrodku przy niskich częstotliw ościach

Pole elektromagnetyczne w przewodnikach ulega silnemu tłumieniu. Powoduje to 
straty mocy (wydzielanie się ciepła) i nierównomierny rozkład pola, który wywołuje 
prądy wirowe, również silnie tłumione.

W  dobrze przewodzącym ośrodku (przewodniku) o  jest bardzo duże 
w porównaniu z we (a we) [116], szczególnie przy niższych częstotliwościach 
( /  =  50Hz). Pozwala to pominąć wpływ gęstości prądu przesunięcia = iweE  
w porównaniu do gęstości prądu przewodzenia oE , tzn. pominąć wyraz iweE, 
w równaniu (4.77). Spełniona jest bowiem [80, 159] nierówność: oE  3> e ^ ,  z której 
dla pola zmiennego harmonicznie wynika wprost: o 3> we. Równanie (4.77) dla tego 
przypadku przyjmie postać:

rot H  =  <t(E +  v  x ^ H ) . (4.92)

Natomiast równanie (4.80) uprości się do postaci:

div [ct(E +  v  x //H)] =  0 . (4.93)

Również w tym przypadku ze względu na niezmienioną postać pozostałych 
równań (4.78-T-4.79) istnieje odpowiedni dynamiczny potencjał wektorowy A  
bezźródłowego pola magnetycznego oraz dynamiczny potencjał pola elektrycznego

Wprowadzając kulombowski potencjał wektorowy pola magnetycznego (4.81), 
do równań (4.92-^4.93) można przepisać je w postaci:

rot(—rot A ) = aCE + v  x rot A ) , (4.94)

div [<t(E +  v  x rot A)] =  0 , (4.95)

a po wprowadzeniu dynamicznego potencjału pola elektrycznego (4.84):

rot(—rot A )  =  —o(grad$  +  iw A  — v  x rot A ) , (4.96)
A*

div [o(grad$ +  iw A  — v x rot A)] =  0 . (4-97)

Przez analogię do równania (4.70) można zespolone równanie (4.96) przepisać 
w postaci:

,  d l n f i ,
Kv i  n ;

= ct(T)m(T)(Vt $ ). (4.98)

V 2A  +  [v(T)n(T)v+  ( ^ ) ( V TT)] x (V x A) —iw o(T)fi(T)A  =
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Równanie to  można było otrzymać wprost z (4.87), podstawiając we(T) w 0. 
Podobnie jak  w przypadku równania (4.98) można otrzymać równanie analogiczne 
do (4.91) dla ośrodka dobrze przewodzącego przy niskich częstotliwościach zmian 
pola elektromagnetycznego. Równanie to przyjmuje postać:

V2$ +  [ ( ^ ) ( V - T )  -  a{T)n{T)v] . ( y ^ )  =

=  (V  x A ) • (V  x v) +  v  [ ( ^ ) ( V tT) x (V x A )+
dl

+ ^ T K T ) A ]  +  [ i ;x (V x A )] - ( ^ ) (V Tr ) —̂ A - ( ^ ) ( V r r ) .  
________________________________________________________________(4.99)

Analogicznie jak  w podrozdziale 4.2.3. i w tym  przypadku zachowują aktualność 
odpowiednie uwagi względem układu równań opisującego zgrzewanie prądem 
stałym , poza jednym  wyjątkiem - powyższe równania są sprzężone, a dynamiczne 
potencjały zespolone.

” M od el c ia ła  s ta łeg o ” d la  po la  e lek trom agn etyczn ego  prądu  
przem iennego

Jeśli, podobnie jak  w przypadku zgrzewania prądem  stałym  (podrozdział 4.2.2.), 
przyjąć w pierwszym przybliżeniu ’’model niejednorodnego ciała stałego” (v  w 0), 
to zespolone równania (4.87) i (4.91) uproszczą się do postaci:

V 2X  +  Ä ( V - T )  x (V x A ) -  iw[a(T) +  iu>e(T)]p(T)A  =  
aT

-  [»IT) +  , ^ jT ) j : I T l< V ri ) , (4.100)

V = T + [ ^ ± M ](V r T ) . (V ' T ) .

_____________________________ — Ł j - l - g y 1! (V r n .  (4.101)

Niżej zapisano układ równań zespolonych (4.100-4-4.101) ’’modelu ciała stałego” 
w postaci równoważnego układu równań rzeczywistych: - dla części rzeczywistej:

V M  +  ( 5 ) ( V TT ) X (V  X  A) + u 2e(T)ß(T)A +  u>o(T)n(T)A 
dT

= a(T)ß(T)(VT<f>) -  uje{T)h{T)(Vt4>) , (4.102)
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V 2<t>+Re[

(V T<Ą) = u  {Im [

d^ + M 1(v T T ).(v T # )_ /m [^ + M ](v T T ).

dLn(p + iwe)} Ą D fdLn(cr 4- żu je )
dT dT

dT
'-}A+Re[ dT

]*4} • (VTT) 

(4.103)

- oraz odpowiednio dla części urojonej:

V \ 4  +  Ä ^ T )  x ( V x i )  +  w2 e{T)n(T)A  -  wo{T)ß{T)A  
d l

= a(T),,(T)(VV) +  M (T )M(T )(VTf l  , (4.104)

V V  +  f e [ — (°  +  " e>] ( 7 Tr )  • (V r « +

+  i n ß r t f - p O ä ]  ( V T )  • ( W )  =

• (V * Y ). (4.105)

ponieważ:

A  = A +  i A , (4.106)

gdzie:
Ln(a + iw e) - wartość główna zespolonej funkcji logarytmicznej,
R e (...)  - składowa rzeczywista funkcji zespolonej,
I m ( . ..)  - składowa urojona funkcji zespolonej,
A  - składowa rzeczywista zespolonego potencjału wektorowego A  pola 

magnetycznego,
A  - składowa urojona zespolonego potencjału wektorowego A  pola magnetycznego, 
cj> - składowa rzeczywista zespolonego skalarnego dynamicznego potencjału 

elektrycznego <fr,
ej) - składowa urojona zespolonego skalarnego dynamicznego potencjału 

elektrycznego
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’’M od el cia ła  s ta łeg o ” d la  p o la  e lek trom agn etyczn ego  prądu przem ien
n ego o niskiej często tliw ośc i w  dobrze p rzew odzącym  ośrodku

Analogicznie jak  wyżej w tym  przypadku zespolone równania (4.98-4-4.99) 
przyjm ą postać:

V 2A  +  ( ^ ) ( V - T )  x (V x A ) -  iw a(T)ii(T )A  =

=  a ( 7 > (T ) ( V T$ ) .  (4.108)

V2$ +  ( ^ ) ( V - T )  • (V ^ )  =  - iw  A  ■ ( ^ f ) ( V TT ) .dT (4.109)

Równoważny im układ równań rzeczywistych m a postać: 
- dla części rzeczywistej:

V2*4 +  ( ^ ) ( V r T) x (V x A) +  wo(T)n(T)A =

= a (T )/i(T )(V r 0 ) , (4.110)

dla części urojonej:

V 2s4 +  ( ^ ) ( V - T )  X ( V XS4 ) -  wa(T)fi(T)A =

=  a(T)n(T)(VT£),  (4.112)

V V  +  ( ^ ) ( V r T ) • ( V ^ )  =  ■ (V TT ) .dT (4.113)

Jak widać z powyższego, nawet tak  racjonalnie uproszczony opis jest zbyt 
złożony, aby można było dostępnymi metodami i środkami technicznymi uzyskać 
rozwiązanie otrzymanych układów równań. Mogą być one jednak przydatne 
w analizie jakościowej zjawisk zachodzących w procesie zgrzewania metali.
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Z punktu widzenia technologii interesuje nas nie tyle samo pole 
elektromagnetyczne, lecz przede wszystkim skutki energetyczne jego obecności, 
tzn. generowane w wyniku przepływu prądu zgrzewania ciepło Joule’a - Lenza, 
wydzielające się w objętości metali oraz na ich stykach.

Zadowalające wyniki ilościowe, z technicznego punktu widzenia, można uzyskać 
wprowadzając skuteczne wartości prądu i napięcia przemiennego [111, 144, 
200] jako równaważne pod względem energetycznym wartości prądu i napięcia 
hipotetycznego stałego pola elektromagnetycznego, które wydzieli taką samą ilość 
ciepła co odpowiednie zmienne pole harmonicznie. Zagadnienie to szerzej opisano 
w następnym podrozdziale (4.2.4.), wprowadzając skuteczną wartość natężenia pola 
elektrycznego (4.142) oraz odpowiednie równania definiujące średnią wydajność 
źródeł ciepła (4.143). Należy przy tym  pamiętać, że rzeczywisty obraz pola 
elektromagnetycznego prądu przemiennego o niskiej częstotliwości będzie różny 
od wprowadzonego niżej hipotetycznego pola wartości skutecznej, równoważnego 
jedynie co do ilości wydzielonego ciepła ze źródeł wewnętrznych, lecz o zupełnie 
innym rozkładzie, jak to stwierdzono na wstępie podrozdziału 4.2.3. Przyjęcie 
takiego uproszczenia, wobec wystąpienia wspomnianego efektu ” naskórkowości” 
przewodzenia, będzie miało również wpływ na rozkład temperatury, szczególnie 
w obszarze fazy stałej. W  obszarze płynnego jąd ra  zgrzeiny można spodziewać 
się pewnego ujednorodnienia wyniku, obserwowanego w warunkach eksperymentu, 
skutkiem intensywnego mieszania pod wpływem sił pola elektromagnetycznego.

Niżej formalnie zapisano równanie dla hipotetycznego skutecznego potencjału 
elektrostatycznego $  skutecznego natężenia pola elektrycznego E:

E =  — grad® = — V T$  (z d e fin ic ji) , (4.114)

V2$ +  ( ^ ) ( V TT ).(V r <J) =  0, (4.115)

analogicznie do (4.75), a których znajomość jest niezbędna do obliczenia wyrazu 
określającego moc źródła wydzielającego się ciepła Joule’a-Lenza w (4.145-4-4.146).

4.2.4. P rzem iany  energetyczne w polu  e lek tro 
m agnetycznym  podczas zgrzew ania oporowego

W  przestrzeni zajętej przez pole elektromagnetyczne zgromadzona jest jego 
energia. Jednocześnie zachodzą przemiany energii tego pola w inne jej formy 
[144, 200], np. podczas zgrzewania bardzo ważna przemiana w ciepło. Pomijalna 
część energii jest wypromieniowywana ze strefy zgrzewania do otoczenia.

W ystępująca podczas przepływu prądu indukcja własna powoduje, że po 
doprowadzeniu do obwodu (elektroda - zgrzewane m ateriały - elektroda) 
zewnętrznego źródła siły elektromotorycznej (SEM), natężenie prądu nie osiąga
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natychm iast wartości końcowej, lecz narasta od zera aż do osiągnięcia tej 
wartości. Podobnie, po wyłączeniu zewnętrznego źródła SEM natężenie prądu nie 
maleje natychm iast do zera. Dzieje się tak  pod wpływem siły elektromotorycznej 
samoindukcji. Jeśli w obwodzie wzrasta natężenie prądu, to powstająca w nim SEM 
samoindukcji ’’sprzeciwia się” zachodzącej zmianie. W  rezultacie natężenie prądu 
jest chwilowo mniejsze, niż należałoby tego oczekiwać i tylko część dostarczonej 
z zewnętrznego źródła SEM energii wydziela się w postaci ciepła Joule’a - Lenza. 
Analogicznie, jeżeli natężenie prądu w obwodzie zmniejsza się, to powstająca SEM 
indukcji własnej o takim  samym kierunku jak SEM zewnętrznego źródła dąży do 
podtrzym ania prądu. W  tym przypadku wydziela się więcej ciepła Joule’a - Lenza, 
niż gdyby w obwodzie działała tylko zewnętrzna SEM.

W ynika stąd, że przy narastaniu prądu część energii dostarczanej przez SEM 
zewnętrznego źródła zamienia się na energię pola magnetycznego. Energia ta, przy 
zmniejszającym się prądzie, wydziela się następnie w obwodzie zgrzewania w postaci 
ciepła. Z drugiej bowiem strony wiadomo, że wzrost natężenia prądu powoduje 
wzrost natężenia pola indukcji własnej. Analogicznie przebiega zjawisko przy spadku 
natężenia prądu, kiedy kosztem energii ’’zmagazynowanej” w polu magnetycznym 
somoindukcji możliwe jest wspomniane wyżej wydzielenie się równoważnego ciepła.

W  przypadku zgrzewania prądem  stałym  przedstawione wyżej zjawisko 
występuje jedynie w opisanych wcześniej stanach przejściowych. Natomiast 
w przypadku zgrzewania prądem przemiennym o niskiej częstotliwości dodatkowo 
w każdym okresie 0  =  ( ^ )  następuje wspomniany przepływ energii w sprzężonych 
polach: elektrycznym i magnetycznym.

Dostarczoną moc (szybkość zmian w czasie całkowitej energii zmagazynowanej 
w obszarze V) przez doprowadzone pole elektromagnetyczne można zapisać 
w następującej postaci całkowej [200]:

gdzie:

P  - moc dostarczana przez doprowadzone (zewnętrzne) pole elektromagnetyczne, 

W = \  (E  • D  +  H  B ) - gęstość objętościowa energii pola elektromagnetycznego,
E  • ^  - gęstość objętościowa mocy pola elektrycznego,

H  -Jr - gęstość objętościowa mocy pola magnetycznego,

w - gęstość objętościowa mocy pola elektromagnetycznego (szybkość zmian 
gęstości energii pola elektromagnetycznego zmagazynowanej w danym punkcie 
przestrzeni):

d w  <9D <9B
w = m  = < E - a -  +  H 'a F > '

Gęstość strum ienia przenoszonej mocy przenikającej przez powierzchnię 
otaczającą wyróżnioną objętość kontrolną dV określa wektor Poyntinga [93,144, 200]
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(gęstość powierzchniowa mocy doprowadzonego pola elektromagnetycznego):

s =  E x H ,  (4.117)

a całkowitą moc przenikającą w tej postaci przez powierzchnię A  do objętości V  
można wyrazić całką:

w °  =  j s -  da — j> (E  x H ) • da — J d i v  (E  x H )dV  (4.118)
A A  V

na mocy twierdzenia Gaussa (A37).
Natomiast całkowitą traconą moc pola elektrycznego, zamienianą (rozpraszaną) 

na ciepło w objętości V  wyraża całka [93, 144, 200]:

w d J j  • E dV = J  ct(E +  v  x /iH ) • E dV = j  ctE ■ (E  +  v x fM)dV. (4.119)

W  opisie punktowego zgrzewania oporowego pominięto wypromieniowywanie 
energii ze względu na znikomy wpływ tego typu stra t energii doprowadzonej za 
pośrednictwem pola elektromagnetycznego. Pominięto również jako nieznaczące 
straty  [116]:

- związane z opóźnieniem polaryzacji elektrycznej,
- związane z opóźnieniem wektora magnetyzacji.

Dla takiego przypadku równanie zachowania energii w polu elektromagnetycz
nym ma postać całkową twierdzenia Poyntinga [200]:

&!!L+w°+wd = j  ( E - ^ + H - ^ ) d V + j ( E x U ) - d a + j  aE-(E+vx  fiH)dV = 0
V  A  V

(4.120)

lub równoważną postać różniczkową:

(E . ^  + H ~ )  +  div (E x H) + aE • (E + v  x ^H) = 0. (4.121)
o t  o t

Równanie (4.121) dla ośrodka izotropowego można przepisać, po uwzględnieniu 
(4.16^4.18), w postaci:

-~-(e  |E|2 + fi |H |2) + div (E x H) + aE ■ (E + v x fiH) = 0. (4.122)
2 o t

W prowadzając dla wygody do równania (4.122) wektor Poyntinga (4.117) 
oraz uwzględniając tożsamość (A5), można następnie zapisać równanie zachowania 
energii pola elektromagnetycznego w następującej postaci:

^ ( e | E | 2 +  / i |H |2) +  V - s  +  a ( |E |2 - / i S - 1>) =  0, (4.123)
2 ot
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ponieważ:

E  • (v  x /zH) = /z(H x E ) • v  = —/x(E x H ) • v =  ~/j,s ■ v  (4.124)

z uwagi na (A5) i (4.122).
Stąd można wnioskować, że energia pola elektromagnetycznego wydziela się 

głównie jako ciepło Joule’a-Lenza, wskutek oporu przewodzenia prądu elektrycznego 
w zgrzewanych materiałach oraz na ich styku, a tylko nieznaczna jej część jest 
unoszona w wyniku adwekcji przez pole prędkości v  oraz wypromieniowywana do 
otoczenia.

W  przypadku zgrzewania prądem  stałym  równanie (4.123) przyjmuje dla stanu 
ustalonego (jak założono na wstępie - pominięto stany przejściowe) postać:

—V ■ s =  c r( r ) ( |E |2 — /zs • t>). (4.125)

W  podrozdziale 4.2.2. zwrócono uwagę na małe wartości prędkości płynięcia 
materiałów v  przy zgrzewaniu, co szczególnie w przypadku małej lub umiarkowanej 
indukcji ^zH uprawnia do przyjęcia w pierwszym przybliżeniu ’’modelu ciała 
stałego” dla pola elektromagnetycznego (równania (4.74-^4.75)). Zastosowanie tego 
przybliżenia w odniesieniu do równania (4.125), po ewentualnym uwzględnieniu 
definicji potencjału elektrostatycznego (4.63), pozwala dla zgrzewania prądem 
stałym  napisać:

- V - s  =  CT(T )(V r $ ) 2 . (4.126)

Takie przybliżenie wydajności źródła ciepła, z powodu pominięcia stanów 
przejściowych oraz z uwagi na przeprowadzoną wyżej dyskusję wpływu 
samoindukcji, podaje ją  z pewnym nadmiarem. W ynika to wprost z drugiej postaci 
równania (4.125). Przyjęte założenie odpowiada jednocześnie sytuacji (s • v  =  
0), kiedy wektory s i v  są prostopadłe (s _L v). W  pozostałych przypadkach 
część strum ienia gęstości powierzchniowej mocy pola elektromagnetycznego jest 
unoszona wskutek adwekcji przez pole prędkości w inny obszar płynnego 
jąd ra  zgrzeiny. Przy tym jakość przybliżenia zależy przede wszystkim od 
własności magnetycznych elektrod i zgrzewanych materiałów (ji(T) lub /i(T, H )- 
ferromagnetyki). W  rzeczywistości, moc źródła ciepła zależy od samej tem peratury 
T, również ze względu na a(T) oraz jakości styków: (materiał - m ateriał) 
i (elektroda - m ateriał).

Natom iast w przypadku zgrzewania prądem przemiennym, ze względu na postać 
równań pola elektromagnetycznego (4.49-^4.52), twierdzenie Poyntinga (4.122) 
można zapisać jako zespolone [116, 200] równanie różniczkowe zachowania energii:

i w(/zH* • H  — £ E  • E*) +  div (E  x H*) +  crE ■ (E* +  » x  /iH*) =  0 , (4.127)
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gdzie: * - oznacza wielkość zespoloną sprzężoną.
W  ośrodku izotropowym bez stra t związanych z opóźnieniem polaryzacji 

elektrycznej oraz opóźnieniem wektora magnetyzacji, jak  to założono wyżej, 
a w którym  £ i /z są rzeczywistymi skalarami, równanie to można zastąpić 
odpowiednio dwoma równaniami rzeczywistymi:
- dla części rzeczywistej:

div [i?e(E x H*)] +  aRe\E ■ (E* +  v  x ^H*)] =  0, (4.128)

- dla części urojonej:

• H  - e E  • E *) + div [Im(E  x H*)] +  Im [E -(E* +  » x  /zH*)] = 0. (4.129)

Pierwsze równanie jest bilansem mocy wydzielonej w modelowanym obszarze, 
a drugie wyraża równość urojonej składowej strum ienia wektora Poyntinga 
i szybkości zmian różnicy energii elektrycznej i magnetycznej nagromadzonej w tym 
obszarze. Na pierwszy rzut oka, jeśli przyjrzeć się równaniom (4.128-^4.129), to 
wniosek ten nie jest taki oczywisty, a zacytowany za literaturą układ równań nie 
jest bezpośrednio użyteczny na potrzeby postawionego zadania modelowania.

Wprowadzając zespolony wektor gęstości mocy Poyntinga (4.139), można 
równanie (4.128) przepisać w postaci:

-d iv  [Re(s)} = ^a{T)Re[(E  • E*) -  h ( b  • w)], (4.130)

ponieważ m a miejsce zależność analogiczna do (4.124).
Dalej po uwzględnieniu (4.84) obliczono:

(E-E*) =  [ż^A + (V Tl) ] - [ i a ;A - ( V T$)] =  -[w 2A -A + (V T$ )- (V T, $ )] . (4.131) 

M ając na względzie (4.106-^4.107), można napisać:

A  • A  =  (A  + i A) ■ (A  + i A ) = (A2 -  £ )  +  i 2 A  ■ A ,

(V T! )  • (VT$ )  =  [(VT0) +  i(V T^)] • [(VT0) +  i(V T^)] =
=  [(VT0)2 -  (VT<Ą)2] + i  2(VT<Ć) • (V r 0 ) .

Więc ostatecznie:

(E-E*) =  {uj2(A 2—A 2)+[('VT<fr)2—('VT(j))2]}+i{2[u>2A -A + {V T(l>)-{VT(t))]}. (4.132)

Skąd wprost po uwzględnieniu (A4-^A6) widać, jak dalece złożoną postać ma 
prawa strona równania (4.130) wyrażona przez potencjały A  i A  oraz cj> i ę:

— div [i?e(ś)] = -a(T){uj2(A2 — *42)+

+  [(VT<A)2 -  (V r #  -  /z.Re(ś) • u]} , (4.133)
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nawet w przypadku przyjęcia ’’modelu ciała stałego” dla równania zachowania 
energii pola elektromagnetycznego ( v « 0  w obszarze ciekłego jąd ra  zgrzeiny):

- d iv  [Re(s)\ =  ^a (T ){w 2(A 2 -  A 2) +  [(V7» 2 -  (V T0)2]}. (4.134)

Zważywszy na to, że Re(s) na mocy równania (4.140) jest gęstością czynnej 
mocy pola elektromagnetycznego P (r) , k tóra wydziela się w czasie zgrzewania jako 
gęstość mocy lokalnego źródła ciepła, niżej zapisano równanie (4.134) także w postaci 
dogodnej ze względów technologicznych:

- V  • P ( r )  =  l-a{T){w2{A2 -  A 2) + [(V7» 2 -  (VT0)2]}. (4.135)

Z powodu złożoności takiego sformułowania poniżej - w poszukiwaniu 
dopuszczalnego przybliżenia - bezpośrednio uśredniono równanie zachowania energii 
(4.123).

Można bowiem wykazać, że w przypadku funkcji okresowej średnia całkowa 
w przedziale czasowym, będącym wielokrotnością okresu funkcji podcałkowej równa 
jest jej średniej za jeden okres. W  szczególności dla przedziału czasu r  =  N  0  
będącego wielokrotnością (N-krotnością) okresu 0  funkcji uśrednianej F ( t )  mamy 
bowiem:

r  N 0

< F (t) >= -  j  F (t)dt =  —  J  F (t)dt =
0 o

© 2© N e

— ^ q {  J  F (t)dt +  J  F(t +  Q)dt +  • • ■ +  J  F[t +  (N  — l)0]af£} =
o e  ( j v - i ) e

gdzie z uwagi na okresowość funkcji:

F[t + { k -  1 )S]dt = ^ j  F(t)dt, (4.136) 
o

F{t) =  F{t + 0 )  = F{t + 2 0 )  = = F (t + N Q ).
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Dzięki temu, ograniczając się do uśredniania (4.123) za jeden okres 0 ,  obliczono 

kolejno:

e
^  J [J(E eIUJt +  E V * * )  • (Ee“ ( -  F e ' “ ) +  . . .

0
+  -(H e* "1 +  H*e- *"*) • (H e " ‘ -  K e * * ) ] d t  

4

. 2 (T?)
• • • =  TT- I  {ff[(i?e(EE)+z/m(E-E))e2iarf- ( JR e(E-E )-z/m (E E ))e-2“ <]+-

o7T J  0
+  Af[(i?e(H • H ) +  U m  ( H ■ H ) )e2ÜJt -  {Re (H  • H ) -  i lm  ( H ■ H ) ^ " 2“ *] }dt = ■ ■ ■

2  v ’ ( 2uot _  p - 2 iu>t\ ________

. . .  =  ^ -{ [e i?ß(E -E )  +  M ße(H -H )] J  — —---------dt + i[elm(E -E )
471" 0

 ,, {V ( e 2iu +  e - 2iut) , . x
n lm (H  • H)] J  2 ^

o

(v)
• • • =  — ̂ -{[eRe{E  - E) +  nRe(H  ■ H)] [  sin2wtd(2uit) +  i[eIm(E ■ E) +  • •

07T Jo
(if)

+ film {H  H)] I  cos2wtd{2ujt)} =  0 , 
o

biorąc pod uwagę (Al-^A18) oraz to, że: 0  =  ( ^ ) .
Następnie obliczono:
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gdzie gęstość mocy (4.117) pola cosinusoidalnego wyrażona przez wektor Poyntinga 
wynosi:

s (r ,t)  =  E (r ,t)x H (r ,t )  =  ^ [E (r)e“ ‘+E*(r) e -^ ]x [H (r )  e ^ + H »  e“*"*] =  

=  |{ E ( r )x H (r )  e2™1 +  [E*(r) x H (r )+ E(r) x H*(r)] +  E*(r) xH *(r) e~2iut}

a uśredniona w czasie, za jeden okres 0  =  ( “7)1 wartość gęstości mocy równa jest:

1 r 1 -
<  S > =  — J  s (r ,t)dt =  -[E * (r) x H(r) +  E (r) x  H  (r)] =  

o

=  i? e { ^ [E (r )x H * (r )]} , (4.138)

gdzie:

* - oznacza wielkość zespoloną sprzężoną,

gdyż średnia czasowa zespolonych wyrazów wykładniczych e±2lu,t za jeden okres 
0  równa jest zeru, a wyrażenie [E (r) x H (r) +  E (r) x H* (r)] jest sum ą funkcji 
zespolonej i funkcji z nią sprzężonej. Pozwala to  wykorzystać tożsamość (A li) .

Opierając się na [80, 116, 144, 200], wprowadzono zespolony wektor mocy 
Poyntinga, będący powierzchniową gęstością mocy pozornej:

ś (r ) =  ^ [E (r) x H*(r)] =  P (r) +  i  Q (r ) , (4.139)

którego część rzeczywista jest uśrednioną w czasie gęstością czynnej mocy pola 
(4.138), tzn.:

Re(s) = P (r) = <  s > =  i?e{^[E (r) x H*(r)]} , (4.140)

gdzie:

P (r) - gęstość czynnej mocy pola elektromagnetycznego (wartość czynna
zespolonego wektora Poyntinga ś),

Q(r) - gęstość biernej mocy pola elektromagnetycznego (wartość bierna
zespolonego wektora Poyntinga ś),

i reprezentuje powierzchniową gęstość czynnej mocy pola elektromagnetycznego
P (r), wydzielającej się w czasie zgrzewania jako gęstość mocy lokalnego źródła 
ciepła.

4.2. Pole elektromagnetyczne w procesie punktowego zgrzewania oporowego 51

Natomiast:

1 e
< a ( |E |2—ms-w) > =  -  J  ̂ (Eeiwt+E *e~'wt)-(Eei“t+E *e~iut)dt—an < s > v 

o
(v)
j  (E  • Ee2iuł + E* • E*e"2“ ‘ +  2 |E  • E*\)dt - a [ i <  s > v  =
(^f)

OUJ
87r

(—) (—)
Ct u j  —  —  }  fe2"* 4- e~2iwi) — — r (e2lu,t -  e~2lult)

= ^ [ R e ( E - E )  /  ^ V  - d t - I m (E  • E) /  i® ’
47t j 2 J 2 i

dt

(77)
+  2 |e |  J  dt] -  afi, < s >  V =  ^ ( |e |  — 2 ß  <  s  >  -v) 

o

obliczono podobnie jak wyżej, biorąc w szczególności pod uwagę (A7, A13-rA14 oraz 
A17).

Ostatecznie, uśrednione w ten sposób równanie zachowania energii (4.123) można 
zapisać w postaci:

-d iv  < s > =  ^ p ( | E | 2 — 2fi < s >  -v) (4.141)

będącej analogiem równania zachowania energii pola elektromagnetycznego przy 
przepływie prądu stałego (4.125). Wprowadzając do równania (4.141) napięcie
skuteczne :

E  =  ( ^ ) ,  (4.142)

ze względu na (4.139) można zapisać je w równoważnych postaciach:

-V - < s > =  <t(T')(|e — /z <  s > -v) 

1Ub l~|2

(4.143)

- V  • P(r) =  a(T)( E -  MP(r) ■ v) , (4.144)

z których widać lepiej nie tylko analogię, ale i sens techniczny z uwagi na 
wprowadzone napięcie skuteczne. Napięcie to odpowiada takiemu skutecznemu 
natężeniu hipotetycznego prądu stałego, który wydzieli w tym samym czasie tę samą 
ilość energii, co rzeczywiście przepływający prąd przemienny [111] i m a hipotetyczny 
potencjał skalarny $  (4.114), spełniający równanie (4.115), analogicznie jak to miało 
miejsce w odniesieniu do prądu stałego.

Podobnie jak  w przypadku zgrzewania prądem stałym  w dalszych analizach 
ograniczono się do ’’modelu ciała stałego” w opisie harmonicznego pola
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elektromagnetycznego (v  «  0 w obszarze plastycznego płynięcia oraz ciekłego jądra 
zgrzeiny), wprowadzając hipotetyczny potencjał harmoniczny dla tego przypadku 
pola (4.114), taki że spełnia równanie (4.115). Prowadzi to do równoważnych postaci 
równań:

- V -  <  s > =  <t(T )(V t $ )2 (4.145)
lub

- V  • P(r) =  a (T )(V r $ ) 2 , (4.146)

pozwalających wyznaczyć estym atę wydajności źródeł ciepła przy zgrzewaniu 
prądem przemiennym, podobnie jak  to  miało miejsce dla prądu stałego (4.126).

Jak widać z powyższego, uśrednione w czasie równanie zachowania energii 
zmiennego harmonicznie pola elektromagnetycznego, dzięki wprowadzeniu pojęcia 
napięcia i prądu skutecznego, pozwoliło na zbudowanie pewnego przybliżenia 
obrazu tego pola (równania (4.11444.115) oraz (4.145)) - równoważnego z uwagi 
na efekty energetyczne, co w naszym przypadku ma podstawowe znaczenie. 
Użyteczność takiego przybliżenia nie podlega dyskusji, zwłaszcza że rozwiązanie 
numeryczne nawet tak  uproszczonego zadania jest niebanalnym i trudnym  
technicznie zagadnieniem.

Dyskusja równania dla części urojonej (4.129) zespolonego równania zachowania 
energii (4.138) jest w naszym przypadku niecelowa, ponieważ nie wnosi ono 
dodatkowych, istotnych z naszego punktu widzenia, informacji.

4.2.5. G ęstość  sił w po lu  e lek trom agnetycznym

W ektor gęstości sił w polu elektromagnetycznym można zapisać w postaci [160]:

f  =  (D  • V) E +  (B • V) H  — ^ [grad (D  • E) +  grad (B ■ H )] . (4.147)

Ale na podstawie (A22) i (A28) można otrzymać pomocniczą tożsamość:

-  grad (A  • B) =  (A  • V) B +  ^[A  x rot B

+  B  x rot A  — A  div B +  B  div A  +  rot (A  x B ) ] . (4.148)

Dlatego, z uwagi na (4.148), zależność (4.147) można przekształcić do postaci:

f  =  ^  [rot E x D  +  rot H  x B  +  rot D x E  +  rot B x H  +  rot (E x D)

+  rot (H  x B ) +  D  div E +  B  div H  — E div D  -  H  div B ] . (4.149)
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Ze względu na (4 .164-4 .17) oraz tożsamości (A23) i (A26), można napisać dla 
ośrodka niejednorodnego:

T)d ivE  =  e E  d ivE  =  E (e d w E )  =  E (d iv D  — E  • grade) (4.150)

i podobnie:

B  div H  =  n  H  div H  =  H  (div B  — H  grad fi) (4.151)

oraz:

rot D  x E  =  rot (e E ) x E  =  rot E  x e E + grad e x ( E x E )  =  rot E x D ,  (4.152) 

rot B x H  =  rot (/xH) x H  =  rot H  x / iH  + grad fi x  (H x H )  =  rot H  x B  . (4.153)

Podstawiając (4.150)4(4.153) do równania (4.149), po uwzględnieniu równań 
(4.26-44.29) można zapisać dla niejednorodnych przewodzących magnetyków:

a tł 1
f  =  {[— —  x D  +  (j +  — ) x B] -  -  [|E |2 grade + |H |2 grad fi]} (4.154)

lub w znanej postaci, cytowanej np. przez [160]:

f  =  {j x B  +  x D  +  ^ - x B )  — -  [|E |2 grade + |H |2 grad fi}}. (4.155)

Ponieważ:
(E  x  E ) =  (H  x H ) =  0,

więc:

rot (E  x D ) =  rot (E  x e E )  =  e r  ot (E  x E) +  grade x (E  x E) =  0, 

rot (H  x B ) =  rot (H  x fi H ) =  fi rot (H  x H ) +  grad fi x (H  x H ) =  0.

Natomiast sumę składników równania (4.155): (— ̂  x  D  +  ^  x B ) można 
zapisać, po uwzględnieniu (4.117), w postaci:

° + f  *  B>= s (D * B ) = " £! < e  * H ) = " * ! •  <4i56)
Podstawiając (4.156) do (4.155), otrzymano:

f )  s  1
f  =  { f ie — + j  x  n H  -  -  [|E |2 grade-1- |H |2 grad fi}} (4.157)
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po uwzględnieniu (4.40), (4.117) oraz tego, że:

( ® x H ) x H = » x ( H x H )  =  0 .

Ze względu na  (4.117)otrzymano:

f  =  {ne  g  +  a  (E  x /zH ) -  ł  [|E |2 ( ^ )  +  |H |2 ( ^ ) ] V T )  , (4.158)

gdyż dla materiałów termicznie niejednorodnych zachodzą związki:

grade =  ( -^ )g r a d T  dla e(r) =  £[T(r,ż)],

grad\i =  ( ^ )  gradT dla /i(r) =  n[T(r, i)].

Ponieważ zachodzi (4.117), więc ostatecznie:

f  =  {n {e |  +  a  s) -  \  [|E |2 ( ^ )  +  |H |2 ( ^ ) ]  V r T} . (4.159)

W  przypadkach zgrzewania prądem  stałym  oraz przemiennym o niskiej 
częstotliwości pom ijając stany przejściowe można nadać równaniu (4.159) 
następujące postacie:

f  =  { (n a s )  -  i  [|E |2 ( ^ )  +  |H |2 ( ^ ) ] V TT} , (4.160)

dla prądu stałego w ośrodku termicznie niejednorodnym oraz:

f  =  {n { iw e  +  a)B -  \ [|E|2 ( ^ )  +  |H|2 ( ^ ) ] V r T} , (4.161)

dla prądu przemiennego w ośrodku termicznie niejednorodnym.
Po wprowadzeniu potencjałów (4.63) i (4.66) dla prądu stałego w ośrodku 

termicznie niejednorodnym otrzymano ostatecznie następującą postać równania 
(4.160):

f  =  - { /z a  V TŚ> x (V  x  A ) +  \  [(VT$ ) 2 ( | ) ł ( V x  A )2 ( ^ ) ] V T }  . (4.162)

Jak  już zauważono w podrozdziale 4.2.3., w dobrze przewodzącym m ateriale przy 
przepływie prądu przemiennego o niskiej częstotliwości mamy: a  2> w e .  Dlatego 
zespolone równanie (4.161) m ożna uprościć do postaci:
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a  następnie po wprowadzeniu potencjałów (4.81) i (4.84) zapisać jako:

f  w —{fia  (V r $  +  iw A) x (V x A )+

+  \  [(Vr $  +  iw A)2 ( ^ )  +  (V x A )2 ( ^ ) ] V TT} . (4.164)

Wyrażenie to po prostych przekształceniach można doprowadzić, dla niskich 
częstotliwości w, do następującej przybliżonej postaci:

f «  x (V x A )+

+ i  [(Vr5)! ( | ) t | V x  Ä)2 ( ^ ) l  VtT} . (4.165)

Zwraca uwagę podobieństwo postaci równań (4.162) i (4.165), chociaż to drugie 
jest zespolone. Jeśli ze względu na możliwość wykonania obliczeń przy użyciu 
pakietu ANSYS, przy małym wpływie własnej indukcji magnetycznej pominąć ją, 
to z (4.162) i (4.165) wynika, że jest to  równoznaczne założeniu odpowiednio: f  ss 0 
i f « 0 .

4.3. Transport m aterii, pędu i energii 
w procesach zgrzewania oporowego  
punktowego

Na wstępie celem uporządkowania i objaśnienia stosowanej terminologii oraz 
prezentacji fizycznych podstaw zaproponowanego opisu matematycznego zjawisk 
transportu  materii, pędu i energii w procesach zgrzewania oporowego przypomniano 
za [1, 52, 86, 137] znane fakty i zjawiska.

O ile w obecnym stanie wiedzy matematyczny opis pola elektromagnetycznego 
nie pozwala na uwzględnienie takich zjawisk, jak np. m ikrostruktura zgrzewanych 
materiałów, czy też przemiany fazowe (co z uwagi na efekt energetyczny oraz 
oddziaływanie siłowe pola elektromagnetycznego nie powinno mieć w naszym 
przypadku istotnego znaczenia), to nie mogą być one pominięte w opisie transportu 
materii, pędu i energii cieplnej oraz mechanicznej w trakcie zgrzewania materiałów 
metalicznych.

M ateriały te, tzn. metale i stopy, stanowią wśród materiałów konstrukcyjnych 
znaczącą grupę. Czyste metale znajdują w technice stosunkowo nieliczne 
zastosowania, natom iast powszechnie stosowane są ich stopy - w wielu przypadkach 
wykazujące lepsze własności niż czyste metale. Użyte pojęcie metalu m a tu  
znaczenie potoczne i jest pewnym skrótem myślowym, przez który należy 
rozumieć pierwiastek, który w danych warunkach występuje w stanie metalicznym, 
charakteryzującym się:
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• elektronowym charakterem  przewodnictwa elektrycznego z ujemnym 
współczynnikiem temperaturowym,

•  występowaniem wiązań metalicznych jako jedynych albo współistniejących 
z innym typem  wiązań.

W  pracy ograniczono się dalej do metali i ich stopów będących przewodnikami 
elektryczności. Przez stopy będziemy dalej rozumieć połączenia o określonym 
składzie dwóch lub więcej pierwiastków, wśród których przynajmniej jeden jest 
metalem. Dzięki tem u stop m a własności metaliczne. Przy tym  stopy charakteryzują 
się wiązaniem metalicznym jako jedynym lub współistniejącym z innymi rodzajami 
wiązań. Stopy są zatem  substancjami dwu- lub wieloskładnikowymi, wykazującymi 
makroskopowo własności metaliczne. Prócz tego stopy mogą mieć strukturę jedno- 
lub wielofazową. Fazą nazywamy tu  jednorodną lokalnie z uwagi na własności 
fizyczne część stopu, oddzieloną od pozostałych jego części wyraźną granicą 
międzyfazową. Oprócz pierwiastków celowo i w kontrolowany sposób wprowadzanych 
do stopów występują w nich tzw. domieszki, które dostają się przypadkowo 
w procesie wytwarzania lub pochodzą z surowców. Fazy jako elementy składowe 
(strukturalne) stopów w stanie stałym  w najbardziej ogólnych rozważaniach dzieli 
się na:

•  roztwory stałe,

•  fazy międzymetaliczne.

Same zaś stopy krystalizują ze stanu ciekłego, będącego zwykle roztworem 
wszystkich składników stopu, a w tedy mogą powstać:

•  roztwory stałe,

• fazy międzymetaliczne,

•  mieszaniny faz.

W spomniane m ateriały metaliczne m ają lokalnie niejednorodną budowę 
krystaliczną w stałym  stanie skupienia i nie w pełni poznaną budowę w stanie 
ciekłym. W  stanie stałym  pierwiastki metaliczne tworzą fazę prostą, natom iast stopy 
są najczęściej roztworami lub fazami międzymetalicznymi.

W  układzie jednoskładnikowym złożonym z pierwiastka metalicznego pojęcia 
fazy i stanu skupienia są tożsame. W  układach wieloskładnikowych, złożonych 
z dwóch lub więcej składników, nie można utożsamiać pojęć fazy i stanu skupienia. 
Czyni się to  jednak powszechnie w odniesieniu do ciekłego stanu skupienia metali 
i ich stopów ze względu na niezadowalająco poznaną jego budowę. Z podobnych 
przyczyn podejście to  stosuje się do obszarów przejściowych między stałym  i ciekłym 
stanem  skupienia, pom ijając m ikrostrukturę frakcji stałych w polu ciekłego metalu. 
W  dalszej części pracy przyjęto przybliżony opis stałego stanu skupienia, zaniedbując 
m ikrostrukturę zgrzewanych materiałów metalicznych w tym  stanie.

I tylko w takich okolicznościach uprawnione jest utożsamianie, jak to  uczyniono 
dalej, pojęć stanów skupienia i odpowiednich faz - uzasadnione w stosunku do tzw.
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’’fazy prostej” , a także przyjętego w pracy modelu zgrzewanych materiałów jako 
ujednorodnionego dwuskładnikowego ośrodka heterogenicznego.

Podobnie jak w przypadku [17, 18, 123] zgrzewane materiały metaliczne 
traktowane są jako heterogeniczne mieszaniny oddziałujących ze sobą składników 
i faz, o własnościach odpowiednio zależnych od własności komponentów. Natomiast 
równania opisujące ich zachowanie są w ’’zupełności” podobne do równań 
opisujących zachowanie odrębnych składników i faz. W  dalszym ciągu, aby 
uzyskać praktyczne wyniki, wybrano przybliżenie ograniczające się do stopów 
dwuskładnikowych, dopuszczając możliwość występowania zarówno fazy stałej, 
ciekłej oraz ich mieszaniny. Obszary występowania mieszaniny fazy stałej i ciekłej 
(ang. mushy-zone) w jądrze zgrzeiny nazwano obszarami dwufazowej strefy 
przejściowej (L+S). W  tak  ograniczonym sformułowaniu składniki stopowe i ich 
udziały reprezentują skład chemiczny, a fazy i ich udziały tę  część ośrodka, która 
jest jednorodna ze względu na stan skupienia. Oznacza to również, że pomija się 
strukturę zgrzewanych materiałów znajdujących się w fazie stałej, ograniczając się 
do faz i przemian fazowych związanych ze zmianami stanów skupienia: topienia 
i krzepnięcia. Dalej mieszanina (L+S) traktowana jest jako heterogeniczny ośrodek 
ciągły, w którego dowolnym punkcie (wskazanym przez wektor położenia r - rys. 4.1) 
występują jednocześnie wszystkie wyróżnione składniki i fazy, a odpowiednie ich 
udziały przedstawiają prawdopodobieństwo ich wystąpienia. Jest to równoznaczne 
z założeniem istnienia odpowiednio ciągłych (dostatecznie ’’gładkich”) funkcji 
rozkładu udziałów masowych i objętościowych, zarówno samych składników, jak 
i faz (stanów skupienia). Jak  założono wcześniej, w tak ujednoliconej (uciąglonej) 
mieszaninie występują B = 2 składniki oraz K =  2 fazy. M ając to  na uwadze, średnią 
prędkość fc-tej fazy oznaczono jako vk, zaś przez vk oznaczono oczekiwaną prędkość 
składnika 0  w fazie k. W  konsekwencji różnica vfk = vPk -  vk przedstawia prędkość 
transportu składnika /3 w fazie k. Uśrednioną masową prędkość takiej mieszaniny 
faz (prędkość barycentryczną - środka jej masy (rys. 4.1)) oznaczono przez v.

Gęstość udziału objętościowego składnika /3 w A;-tej fazie można zdefiniować 
lokalnie jako:

t  =  ( ^ )  , (4-166)

a sam udział objętościowy składnika (3 w k-tej fazie: 

t _  fvk 9k
vk vk

gdzie:

g d _  f v k d V k = f v k 9k d V k  ̂ (4.167)

Vk = J  9 k d V .
V

(4.168)
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Natom iast udział objętościowy fazy k w bilansowanej objętości kontrolnej 
(występujący pod całką równania (4.168)) można zdefiniować jako:

9k
fv  dVk _  f v  gk dV

V  V  ’

gdzie gęstość udziału objętościowego k-tej fazy:

-  - r dV^Sk ( dy )

oraz:

V  = j é V .
V

(4.169)

(4.170)

(4.171)

Jeśli p!ik oraz r/f oznaczają odpowiednio rzeczywistą lokalną gęstość i udział 
objętościowy składnika 0  w A;-tej fazie, to:

f k = a l d (4.172)
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jest cząstkową gęstością składnika 0  w fazie k. Podobnie, jeśli pk i Qk oznaczają 
rzeczywistą gęstość i udział objętościowy fazy k, to  odpowiednią gęstość cząstkową 
fazy k można wyrazić przez:

Pk =  9kPk-

Następnie można zdefiniować masowy udział składnika 0  w fazie k jako:

(4.173)

Ą  =  $ - )  = ^  (4.174)
Pk 9k Pk

oraz odpowiednio masowy udział fazy fc

c* =  ( - )  =  —  , (4-175)
P P

gdzie:

K K
P =  Y lP k = 5 1 9k Pk (4.176)

fc=1 k= 1

jest uśrednioną (homogeniczną) masową gęstością mieszaniny heterogenicznej.
Przy tym ze względu na (4.174^4.176):

4  = =  S  , (4.177)
( * )  ck

gdzie: cf - gęstość masowa składnika 0  w fazie k :

4 = (j) (4-178)

oraz:

=  =  1- (4-179)
fc=l 0=1 k= 1 /3=1

Z definicji, w dwufazowej strefie przejściowej K  = 2:

^2  9k = 9l + 9s =  ̂■ (4.180)
fc=i

Podobnie, z uwagi na (4.180):

2

£ c *  =  cL +  cs  =  1. (4-181)



60 Rozdział 4. Modele matematyczne zjawisk fizycznych

Dla tak  opisanego ośrodka ciągłego można podać równania bilansu wielkości 
ekstensywnych pk pk w odniesieniu do A:-tej fazy w niejednorodnym polu prędkości 
vk i param etrów intensywnych ipki . W  tym  celu rozważono ruch obszaru w dowolnej 
konfiguracji jak  na rys. 4.2, przy czym w konfiguracji początkowej /Co (t=0) 
powierzchnia kontrolna dSko wyróżnia pewną objętość kontrolną dVk0, zaś w chwili 
t  powierzchnia kontrolna dSk(t) wyróżnia w konfiguracji K,(t) objętość dVk(t), 
poruszającą się z prędkością vk■ Zmiany bilansowanych wielkości ekstensywnych 
o gęstości pk ipk rozłożonych w sposób ciągły w obszarze ośrodka zamkniętym 
powierzchnią kontrolną dSk{t) i poruszających się z prędkością Vk przedstawia wzór 
Leibnitza :

J (Pk (pk) dVk =  J  *-• dVk +  j [(Pk v£  (Pk) ■ n] dSk , (4.182)
V V  s

ale na mocy twierdzenia Greena-Gaussa-Ostrogradskiego (A37):

/ {{Pk Pk) ■ n] dSk = j  div (pk <pk) d,V , (4.183)
s v

z uwagi na (4.166) oraz dVk =  gk dV  i ze względu na (4.173).
Skąd podobnie:

j t  J (Pk (Pk) dV = J +  div (pk <pk)) d V . (4.184)

W  objętości kontrolnej dVk mogą występować źródła wielkości ekstensywnych 
lub mogą być one pochłaniane (upusty). Oznaczając przez Ik gęstość mocy źródła 
(upustu —Ik) wielkości ekstensywnych pk <pk (wydajność źródła odniesiona do 
jednostki czasu i objętości), można ilość zanikającej /  wydzielającej się wielkości 
ekstensywnej w objętości d\'k wyrazić całką:

J  h  dVk = j  Ikgk d V ,
v  v

z uwagi na  (4.166): dVk =  gk dV.
Natom iast molekularny transport wielkości ekstensywnych przez kontrolną 
powierzchnię bilansową można zapisać jako:

/ Uk ■ n ) dSk =  j ( j l  ■ n) gk d S , (4.186)
s s

ponieważ wcześniej założono, że: dSk =  gk dS, 
gdzie:

(4.185)
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Rys. 4.2. Ruch makroelementu objętości zawierającego mikroobjętości wielofazowe 
i wieloskładnikowe w odniesieniu do konfiguracji K.(t)

Fig. 4.2. The motion of the volume of the macroelement consisting of multiphase 
and multicomponent microvolume refers to  configuration K.(t)

j k - jednostkowy strumień dyfuzyjny wielkości ekstensywnych (pk przez 
powierzchnię Sk-

j 1 =  E  LHV T ^ki,
i=1

zależnie od ilości N  możliwych oddziaływań wzajemnych,

Lki - współczynnik przewodzenia składnika k,
tpki - param etry intensywne wielkości ekstensywnych pk (pk-

Bilans wielkości ekstensywnych w objętości kontrolnej m a postać:

j t  J ( p k (Pk)dV = -$ { & ■  n )gk dS + J  h  9k d V , (4.188)
V S V

zaś po uwzględnieniu (4.184) i uporządkowaniu:

/ + div 'Pk) +  div { jl  gk) -  I k gk] dV  =  0 , (4.189)

V

ponieważ wcześniej założono że: dSk =  gkdS.
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fik jest z założenia funkcją ciągłą (wyrażenie podcałkowe +
{Pk <Pk) + div (y£ gk) — h g k ] jest również ciągłe), więc można zastosować 

twierdzenia całkowe Leibnitza i Gaussa i co więcej, ponieważ objętość kontrolną 
wybrano dowolnie, więc równanie (4.189) można zapisać w następującej postaci 
różniczkowej:

W  ten sposób uzyskano ogólną postać równania transportu  wielkości 
ekstensywnych o postaci identycznej jak  np. przywołana w [17].

4.3.1. R ów nania  zachow ania m ate rii
R ów nanie c iąg łośc i m aterii w  obszarze dw ufazow ej strefy  przejściowej 
(L + S ) w  przyb liżen iu  hom ogen iczn ym

Równanie zachowania m aterii dla A;-tej fazy w mieszaninie faz (w tym przypadku 
ciekłej i stałej - K  = 2 oraz k =  S ,L )  można otrzymać wprost z równania (4.190), 
podstawiając odpowiednio:

Vk = 1, f k =  0 oraz Ik = ±pk rhk(T ) , 

co daje po uwzględnieniu tego, że V • (pk v£) = V ■ (pk vk):
O

+  V  • (Pk vk) = ±9k Pk rnk{T) , (4.191)

gdzie m k(T) opisuje wydajność wytwarzania (+ ) lub zaniku ( - )  odpowiedniej 
fazy k, odniesionej do jednostki objętości i jest funkcją tem peratury T. Przy tym
wybór znaków zależy od rodzaju przemiany fazowej (topienie albo krzepnięcie)

opisywanym obszarze jąd ra  zgrzeiny.
W  każdym z przypadków układ równań (4.191) można zapisać odpowiednio:
•  dla każdej z faz podczas topienia:

O—
+ V ' (Pl vl ) =+9LPLrhL(T ), (4.192)

o —

■JjT +  V • (Ps vs ) =  ~9s Ps rhs {T ) , (4.193)

dla każdej z faz podczas krzepnięcia: 

dps

W

di V  • (Ps vs) — +9s Ps ih s(T ) , (4.194)

4.3. Transport materii, pędu i energii 63

+  V • (pl vl) =  ~9l Pl riiL( T ) . (4.195)
ot

Aby otrzymać równanie zachowania materii, zwane tradycyjnie równaniem 
ciągłości m aterii równoważnego ośrodka jednorodnego (homogenicznego), 
zsumowano równania (4.191), m ając na uwadze (4.176) oraz definicję wspomnianej 
wyżej prędkości barycentrycznej mieszaniny:

v  =  -  £  Pk vk = £  cfc vk (4.196)
P k= 1 fc=1

i otrzymano:

! ( £ > * )  + v - ( ! > * * * )  =  o- (4197)
m  fc=i fc=i

Ponieważ powstawanie jednej fazy odbywa się kosztem zaniku drugiej (topnienie 
lub krzepnięcie), więc w warunkach lokalnej równowagi:

£  9k ńik = 0 ■ (4.198)
k=1

Ze względu na (4.176), (4.180) i (4.181) równanie ciągłości materii po 
homogenizacji przyjmie dla dwufazowej strefy przejściowej postać:

dp

gdzie:

H  +  V - 0 H  =  0 , (4-199)

P =  9lPl + 9sPs = (1 -  9s )Pl + 9s P s , (4.200)

a po uwzględnieniu (4.200) i (4.234+4.235):

v = ci v l  +  cs vs =  (1 -  cs) v l  +  c s v s  = { 1 -  9s )vl + 9s vs = ■ ■ ■

1 -{[Tm ~  TL{f  ] ~  k°]vL +  [Tm ~  TL{f ]]}vs (4-201)
1 -  k0 Tm - T

w m ateriałach nieściśliwych.
Ponieważ występujące w czasie zgrzewania naciski elektrod na zgrzewane 

materiały są rzędu 60 +  5000 daN, tzn. są nieznaczne na tyle, że ze względów 
fizycznych deformacja objętościowa praktycznie nie występuje, więc w dalszych 
rozważaniach założono, że m ateriały te oraz m ateriał elektrod są nieściśliwe, tzn. 
założono, że p = idem. Implikuje to warunek: ^  =  0, a  co za tym idzie warunek:

wynikający wprost z równania (4.199).
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R ów n an ie c ią g ło śc i m aterii w  obszarze fazy  ciek łej (L)

W  tym  przypadku k  =  L  i odpowiednie równanie można otrzymać wprost 
z (4.191):

^  + V - ( PLvL) = 0 , (4.203)

ponieważ występuje wyłącznie jedna faza - faza ciekła (K  =  1), a  więc gz, =  1 
i P = P l  oraz v = v l  (patrz (4.200) i (4.201)). W skutek założonej nieściśliwości 
(4.202) przy pL =  idem  m a analogiczną postać w fazie ciekłej:

R ów n an ie ciąg łości m aterii w  obszarze fazy  sta łej (S) w  stan ie  
p lastyczn ego  p łyn ięc ia  (p ełzan ia)

W  tym  przypadku k = S  i ze względu na założoną nieściśliwość fazy stałej 
równanie to można zapisać w postaci analogicznej do (4.204):

4.3.2. R ów nanie t ra n s p o r tu  składników

R ów nanie tran sp ortu  sk ładników  w  obszarze dw ufazowej strefy  przejścio
wej (L + S ) w  p rzyb liżen iu  hom ogen iczn ym

Równania te otrzymano dla składników /3 wprost z (4.190), podstawiając:

‘P k= cpk , f k = - p k V r c£ oraz J* =  ± pk rh0k{T) ,

co ze względu na postać j k jest równoznaczne z uwzględnieniem stężeniowej 
dyfuzji składników /3, spowodowanej niejednorodnością udziałów masowych (V Tcf) 
w odpowiednich fazach oraz pominięciem innych mechanizmów dyfuzji (przede 
wszystkim termodyfuzji, naprężeń oraz elektromigracji), w przybliżeniu liniowym 
Ficka. Innymi słowy, ograniczono się dalej do dominującej, szczególnie w fazie 
ciekłej (L), stężeniowej dyfuzji izotermicznej wywołanej różnicą koncentracji 
składników [12, 85]. Ponadto, rhk(T ) opisuje wydajność wytwarzania (+ ) lub zaniku 
(—) każdego ze składników (3 w ft-tej fazie wskutek zjawisk transportu  między fazami 
oraz zachodzących reakcji chemicznych - w ogólnym przypadku.
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Po podstawieniu do (4.190) i uwzględnieniu tego, że V • (pk cf v[) — V - (pk cf vk) 
otrzymano:

+  V  • (Pk 4  vk) = V  • (gk Pk D l  V Tcf) ±  gk pk rhk( T ) . (4.206)

Z równania (4.175) wynika, że: gk pk = pck . Pozwala to przepisać równanie 
(4.206) w postaci:

+  V  • (pk 4  vk) =  V  ■ (pck D l  V Tcf) ± p c k m k(T ) , (4.207)

gdzie: Dk - współczynnik stężeniowej dyfuzji izotermicznej składnika /3 w k-tej fazie.
W  dwufazowej strefie przejściowej układ równań (4.207) można zapisać dla 

składników /3 odpowiednio:
•  dla każdej z faz podczas topienia:

+  V • (pL 4  vL) =  V  • (pcL £>£ V M )  +  P d  m l(T ) , (4.208)

+  V • (ps Ą  vs ) =  V • (p cs D0S V T4 )  pcs m 0s (T ) , (4.209)

•  dla każdej z faz podczas krzepnięcia:

+  V • (ps 4  vs ) = V • (p cs D l  VTcf) + pcs m 0s (T ) , (4.210)

+ V - ( p L 4 v L) = \7 . (pcL D{ V Tc£) -  PCL m i ( T ) , (4.211)

Sumując równania (4.207) podobnie jak wyżej, otrzymano, przy założeniu że 
między składnikami w poszczególnych fazach nie zachodzą reakcje chemiczne (tzn. 
że: H l= i± p ck rhl = pcL m 0L -  pcs rn0s = pcs m 0s  -  pcL rh‘3L = 0 ), następujące 
równanie:

^ M ^  +  V - ( i : / 5 fccgt;fc) = V . ( p X : c fcD f V c f ) .  (4.212)
01 k=i fc=i

Podobnie jak  w [17] składnik związany z adwekcją koncentracji rozłożono na dwie 
składowe, jedną związaną z ruchem mieszaniny heterogenicznej w całości (składowa 
homogeniczna) oraz odrębną składową ruchu względnego faz:

Y ,P k 4 v k = p v d i  + Y l P k { v k -v )T{ 4  -  cP) , (4.213)
k=1 k=1
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gdzie udział masowy (koncentrację) składników /3 w mieszaninie heterogenicznej 
zdefiniowano i obliczono z (4.175) jako:

= -n Y,Pk<% = Y , ck<%- (4.214)
" k= 1 k=1

W  szczególności w dwufazowej strefie przejściowej jąd ra  zgrzeiny mamy: 

c? = cL c?L + c s 4 ,  (4.215)

przy tym  ze względu na (4.181):

c0 =  4  -  cs (c?L - c g )  = 4  + cL( 4  -  cg) • (4.216)

Po podstawieniu zależności (4.213) i (4.214) do równań (4.212), z uwagi 
na (4.176), otrzym ano po przekształceniach dla każdego ze składników /3 
z uwzględnieniem wcześniej założonej nieściśliwości p = idem:

QCP 2 2
3 -  +  V • (WC*) =  V • ( £  D0 V  c£) -  V ■ E  c* (vk -  v)(4 -  c0)}. (4.217)

fe=i fc=i

W  mieszaninie dwufazowej dyfuzję izotermiczną w fazie stałej można zaniedbać 
w porównaniu z efektami dyfuzji w fazie ciekłej ( DaL > >  Dg ). Przyjmując takie 
uproszczenie oraz biorąc pod uwagę tożsamość:

V M  =  V T^  +  V T( c f - c ^ )  (4.218)

i założoną wcześniej nieściśliwość p =  idem , równanie (4.217) przekształcono do 
postaci:

— + V • (|>C*) = S/-{D0 v ¥ )  + • • •
+  V • [£>* V r (cf -  ĉ 3)] -  V • [c5 (cg - < £ ) ( * -  ®s)], (4.219)

gdzie oznaczono: 
indeksem L - fazę ciekłą, 

indeksem S - fazę sta łą  

oraz zdefiniowano współczynnik stężeniowej dyfuzji izotcrmicznej składnika /3

D0 = cL D0 . (4.220)

Pierwsze dwa wyrazy po prawej stronie równań (4.219) reprezentują dyfuzję. 
O statni zaś wyraz reprezentuje przenoszenie składników w ruchu względnym faz. 
Jeśli zaniedbać efekty inercyjne (poślizg) i założyć, że prędkości faz są identyczne 
i równe prędkości barycentrycznej mieszaniny ( vL w vs w v ) lub jeśli założyć, że
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poszczególne fazy nieznacznie różnią się składem od ich mieszaniny ( «  cf w c0 ),
to  wspomniany ostatni wyraz jest tożsamościowo równy 0.

Domknięcie układu równań zachowania wymaga wprowadzenia dodatkowych 
zależności dla udziałów masowych (stężeń) faz: ck oraz ich składników /3: cf. 
W  wielu zastosowaniach praktycznych związanych z topieniem i krzepnięciem 
stopów dwuskładnikowych można uzyskać zadowalający opis, zakładając lokalną 
równowagę termodynamiczną na granicy rozdziału faz w obszarze mieszaniny 
dwufazowej. Założenie to nie wyklucza możliwości występowania gradientów stężeń 
(koncentracji), a raczej powoduje, że można zaniedbać opory transportu atomów 
składników przez powierzchnie rozdziału faz.

Biorąc pod uwagę uproszczony wykres równowagi fazowej (w przybliżeniu 
dwuskładnikowy), np. dla stali (rys. 4.3), uzyskano równanie (4.215) jako warunek 
zachowania składnika /3 [17].

Równanie (4.216) w przypadku stopu binarnego, składającego się ze składników 
A  i B, m a odpowiednio postać:

cA = c s c j  + cL c£ =  c£ -  cs (c£ -  C g )  = (Ą +  cL{(Ą -  c§) (4.221)

oraz:

cB =  cs c f  +  cL c f  =  c f  -  Cs(cf -  c f ) =  c f  +  cL(cf -  c f ) . (4.222)

Ponadto, równanie (4.216) można przepisać w postaci opisującej udział każdej 
z faz:

•  fazy stałej:

Ą - c 0
C s~ 4 - 4

oraz odpowiednio:

•  fazy ciekłej:

C0 -CPS
C ? - c T

(4.223)

cl = (4.224)

Równania (4.223-^4.224) dla składnika B  stopu dwuskładnikowego można 
odpowiednio zapisać jako:

cs =
c l ~ c B
cBl - c $

oraz:

CB - C Bg

° L  ~  r. B  _  r B  ■ 
CL  C g

(4.225)

(4.226)
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COSi

Rys. 4.3. Wykres równowagi fazowej Fe -  Fe3C (w przybliżeniu binarnym) 
Fig. 4.3. Phase equilibrium system Fe -  Fe3C  (in binary approximation)

Zauważmy, że (4.225) jako funkcja tem peratury jest tożsam a z cytowaną 
przez Mochnackiego [113] za J.A.Samojłowiczem (”Formirowanie slitka”) funkcją 
o identycznej postaci, lecz innych oznaczeniach:

Cs{T) =  ' (4 227>

Można również zauważyć, że równanie (4.223) jest znanym prawem dźwigni 
i w pewnym sensie umożliwia ilościową ocenę kinetyki przemiany fazowej [137].

Co więcej, można je otrzymać wprost z równania (4.215), niezależnie od wykresu 
równowagi fazowej. Zatem, wykres ten  prezentuje graficznie warunek zachowania 
składników. Pozwala to na opis transportu  składników w skali atomowej przy użyciu 
takich mierzalnych wielkości, jak: tem peratura i skład.

Dla wygody definiuje się równowagowy współczynnik podziału k0 składnika B  
(przyjmowany jako wartość sta ła  dla danego stopu [25]) jako stosunek udziałów
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masowych występujących faz:

* b = ( 4 V  (4.228)rB CL

Jak pokazano niżej, k0 = const w przypadku liniowego przybliżenia linii 
likwidusu oraz solidusu.

W dwufazowej strefie przejściowej, stanowiącej obszar przejściowy między 
fazą stałą  i ciekłą w procesach topienia i krzepnięcia obserwuje się różnicę 
stężeń składników stopu. W  przypadku stopu dwuskładnikowego wzajemnie 
rozpuszczalnych składników A  i B  m iarą tej różnicy jest zdefiniowany wyżej przez 
(4.228) współczynnik podziału (rozdziału). Jeżeli składnik B  obniża tem peraturę 
krzepnięcia stopu, to k0 <  1 i stężenie składnika B  w kryształach jest mniejsze niż 
w cieczy (c f <  c£), a przemiana fazowa powoduje przemieszczanie się tego składnika 
do cieczy. Jeżeli natom iast składnik B  podwyższa tem peraturę krzepnięcia, to dzieje 
się odwrotnie, gdyż k0 >  1. Na przebieg przemian fazowych S  —> L oraz L —> S  
ma oprócz tego wpływ relacja szybkości przemian w stosunku do dyfuzyjnego 
transportu  składnika [137]. W  rzeczywistych warunkach współczynnik podziału nie 
osiąga wartości k0, odpowiadającej warunkom równowagi.

W  ogólnym przypadku k0(T) zależy od tem peratury T  i można go obliczyć 
wprost z wykresu równowagi fazowej. Ponieważ krzywizna linii solidusu i likwidusu 
jest niewielka, więc aproksymuje się je liniami prostymi. Wówczas współczynnik 
rozdziału można interpretować jako stosunek nachyleń linii likwidusu TL(cB) oraz 
solidusu Ts {cB), a równanie (4.223) można zapisać następująco ([17, 155] - model 
krzepnięcia równowagowego):

' T - T l {cb Y  

(1 — ko) T  — Tm

gdzie:
cB - lokalny udział masowy składnika B,
T  - tem peratura lokalna,
Tl (cP )  - tem peratura likwidusu odpowiadająca stężeniu masowemu cB,
Tm - tem peratura topienia dla cB = 0.

Niezależnie od [17] i [155] analogiczną do (4.229) zależność można uzyskać wprost 
przekształcając (4.225) i biorąc pod uwagę definicję (4.228):

1 — ( t j )  1

( 4 - 2 3 0 )

Z drugiej strony, tangens nachylenia linii likwidusu Tl (cb ) można obliczyć wprost 
z rys. 4.3:

Tm - T  TL(cB) -  T

cs(T) - (4.229)

— 0 c f  — cB
(4.231)
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a  na tej podstawie wielkość:

rCt -  cr
0

TL{cB) -  T  
T m - T

Podstawiając (4.232) do (4.231), otrzymuje się: 

1 .TL{cB) -  T
cs(T) =

1 — ko Tm — T

(4.232)

(4.233)

Skutkiem założonej nieściśliwości ośrodka (4.202) można wywnioskować 
z (4.175), że: gs =  cg oraz gL =  cl , tzn.:

9s(T) =
1 .TL(cB) -  T

l  — ^o Tm - T  J ’
(4.234)

gL(T) = 1 -  gs (T)
TL(cB)

1 - f c o 1
— k o ] . (4.235)

Ponadto można, użyć równań (4.223+4.224) i (4.228) , w przypadku liniowego 
przybliżenia likwidusu i solidusu, do ustanowienia zależności między składem faz 
i mieszaniny, np. dla składnika B:

lB  k0 cB(Tm — T)cBs (T) \ — 11 +  cs{T)(ko — 1) TL
(4.236)

cf ( T )  =
cB(Tm -  T)

(4.237)
1 +  cs{T){k0 — 1) Tm — Tl

po uwzględnieniu (4.233).
Ważne jest, aby zdawać sobie sprawę z tego, że założenie lokalnej równowagi 

nie wyklucza możliwości powstania warunków nierównowagi w skali makroskopowej. 
Makroskopową zmianę rozmieszczenia składników, spowodowaną adwekcją i dyfuzją 
opisuje równanie (4.219).

Z równań (4.229+4.237) dla składnika B  można obliczyć:

TL(cB) -  T
K ~ c B) = (4.238)[Tm - T L(cB)\

Ze względu na wcześniejsze spostrzeżenie, że prędkość faz:

niewiele różni się od prędkości barycentrycznej mieszaniny v, po wstawieniu (4.238) 
do równania (4.219) otrzymano dla składnika B  stopu dwuskładnikowego (j3 =  B):

—  +  V • (vcB) =  V  • (DB V Tcß ) +  V • {D B V T
TL{cB) -  T

TL(cB)
cB} ,  (4.239)
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gdzie z wykresu równowagi fazowej rys. 4.3: Tl =  TL{cB) i Tg =  Ts(cB) oraz Tm = 
TL{cB =  0) =  Ts (cB =  0).

Ponieważ założono wcześniej nieściśliwość (4.202)), więc po przekształceniach 
można zapisać równanie (4.239) w postaci:

dcB
dt

V - { v c B - D B V T

i następnie przepisać jako:

^  +  {vr . V r )cs  =  V T|

Tm - T L(CB)

Tm - T

cB } =  0

Tm -  TL(CB)

+ DB\ ' 2

^ T T +  
T  - T-Lm

TL(cB)

(4.240)

(4.241)

ponieważ: V D B =  ( ^ - )  V TT  . Zwykle zależność DB = DB{T) wyznacza się
doświadczalnie, nadając jej po uwzględnieniu (4.220), w oparciu o wzór Arrcheniusa 
[138] nową postać:

D B(T) = D BcB(T)exp( - | ^ ) , (4.242)

gdzie:
c f  (T) - udział masowy składnika B  w fazie ciekłej,

QB - energia aktywacji dyfuzji składnika B,
R - s ta ła  gazowa,

DB - stała.

W ystępującą po prawej stronie równania (4.241) pochodną ( ^ - )  obliczono 
z (4.242), wykorzystując (4.237):

,d D B . _ B QB dlnc^ . . QB .
( r f r ) -  0 CL [R T 2 + (  dT )]eXP( R T )

DBcB i Q dlnc8 ,
[l +  c s ( r ) ( f c o - l ) ] { f i r 2+[Tm Tl(cB)][( dT  } (Tm - T )

a następnie w oparciu o (4.233) przekształcono ją  do postaci:

I K K - f f ) .

(4.243)

(d£^_) =  (Tm -  T )D BcB
V /dT  7 [Tm -  TL(cB)]

{ QB rm m , R\ir,dlnCB .
{ ß T 2 +  )][( JT  )dT ' (T m - T )■ earp ( - ^ ) -  (4-244)
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Ponadto obliczono: 

T  — T777. -Ł

oraz:

-  TL(cB)

T  - T-L 777.

cB > =
1

[Tm -  TL(cB)]
[(Tm — T )V  c — c 'S/ T] (4.245)

-  TL(cB) 'I =  [Tm~-  r L(cB)][{Tm ~  r)V 2cB  ~  cBV2r] • (4'246)

Podstawiając (4.244^-4.246) do (4.241), zapisano ostatecznie równanie (4.241) 
w postaci:

dcB 
~dt

+ (vr -S7T)ci
D BcB{Tm -  T ) e x p { - ^ )  f r QB

[Tm -  TL{cB) f
{ j ^ + [ T m- T L{cB)\

u dlncB N 
^ dT ’ ~ (Tm -  T)

]}[(Tm -  T )V TcB -  c V  T] • V r T  +  • • •

+  [{Tm -  T)S72cB -  cBV 2T] J . (4.247)

Otrzymane równanie opisuje wymuszony transport składnika stopowego 
B  w stopie dwuskładnikowym w dwufazowej strefie przejściowej m ateriału 
niejednorodnego termicznie w przybliżeniu homogenicznym wywołany:

- różnicą stężeń (dyfuzja stężeniowa),

- zm ianą stanu skupienia,

- niejednorodnością,

- adwekcją po wpływem zewnętrznego pola prędkości v,

przy zachowaniu opisanych założeń upraszczających. Ponieważ występuje w nim 
jawnie pole tem peratury T  oraz prędkości płynięcia v, równanie to jest sprzężone 
z równaniami zachowania pędu i energii, opisanymi w dalszej części pracy. Z tych 
samych powodów jest ono również sprzężone z równaniami opisującymi występujące 
pole elektromagnetyczne opisane wcześniej.

Drugie z równań, jakie można otrzymać podobnie do (4.247), lecz dla (3 =  A, 
jest spełnione tożsamościowo, ponieważ: cA = 1 — c8 .

W arto jeszcze zauważyć, że przy małych prędkościach v, jakie m ają miejsce 
w ruchu o charakterze płynięcia ’’pełzającego” (podrozdział 4.3.1.), równanie 
(4.247) przyjmuje postać równania dyfuzji stężeniowej składnika stopowego B  
w niejednorodnym termicznie nieodkształconym ciele stałym  (’’model ciała stałego”
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dla dwufazowej strefy przejściowej):

3cB DBcB{Tm -  T ) e x p { - £ )  f QB

[(

dt
dlncB

dT ) -

[Tm -  TL{CB)Y 
1

(Tm -  T)
}}[{Tm -  T)S7TcB -  cBV TT ] ■ V Tr  +  • • •

+  [{Tm -  T )V 2cB -  cBV2T] I . (4.248)

R ów nanie transp ortu  sk ładników  w  obszarze fazy ciek łej (L)

Ze względu na założoną nieściśliwość (4.205) równanie (4.217) zapisane dla 
składnika stopowego B  po uwzględnieniu (4.220) przyjmuje postać:

M  +  = V - ( D ‘ V T c l)  (4.249)

opisującą transport składnika B  w fazie ciekłej.
Jednocześnie można otrzymać podobne równanie dla składnika A, gdyż: cA = 

1 — cB. Ponieważ m ają miejsce zależności (A26) oraz (A33), więc:

V • (£>BV Tc£) =  y TDB • V r c£ +  D BV 2c f  ,

a jednocześnie ze względu na (4.242) mamy:

V TD ‘  =  ( ^ T  =  D g « § ) +  

to  po przekształceniach i uwzględnieniu (4.220) otrzymano:

d c f Ql
m  ■ (*£• v T )cf  = Do c f ( T ) e x p { - ^ ) '

{ [ ( ^ )  + ®
B  , .D

dT R T 2
-}VTT -  V T „ B Y e® } (4.250)

ostateczną postać równania transportu składnika B  w fazie ciekłej materiału 
niejednorodnego termicznie.

Rozpatrywanie przybliżenia zaniedbującego transport adwekcyjny ze względu na 
m ałą wartość prędkości Vl «  0 w warunkach przepływu, jaki ma miejsce w obszarze 
ciekłego jąd ra  (podrozdz. 4.3.3.), nie m a większego sensu, gdyż znaczenie tego 
mechanizmu transportu  jest większe niż dyfuzji stężeniowej.
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R ów nanie tran sp ortu  sk ładników  w  obszarze fazy sta łej (S)

W  obszarze termolepkoplastycznego płynięcia (’’pełzania” z prędkością vs  ) 
w fazie stałej równanie transportu  składnika B  przyjmie analogiczną do (4.250) 
postać:

■ g f +  («? • V r )c f  = D“^ iT ) ,T ,Ą -  j - )  ■ ■.

{ [ ( ^ )  +  ^ # ] V ^ r . V ^ f  +  V ’c !> . (4.251)

Ze względu na przyjęty model zgrzewanych materiałów w fazie stałej 
(ciało sztywno-lepkoplastyczne - podrozdz. 4.3.3.) w obszarze nieodkształcalnym 
(sztywnym) będzie obowiązywało przybliżenie dyfuzyjne dla niejednorodnego 
termicznie ciała stałego (v$ = 0), mające postać znaną z literatury [85, 138]:

^  =  D0Bc f ( r ) ex p ( - | î ) . . .

{ K ^ l  +  ^ l V ^ . ^ c f  +  V ’c?} (4.252)

Przybliżenie to może być brane pod uwagę również dla obszaru ’’pełzania” 
termolepkoplastycznego. W ymaga to jednak pogłębionych analiz.

4.3.3. R ów nanie zachow ania pęd u

Jak już zauważono we wstępie, istotną fazą procesu zgrzewania jest powstanie 
ciekłego jąd ra  o strukturze złożonej w przestrzeni i czasie. W  pierwszym 
okresie pod wpływem nacisku elektrod i lokalnego wzrostu tem peratury 
następuje ’’uplastycznienie” zgrzewanych materiałów w strefie styków - płynięcie 
termolepkoplastyczne fazy stałej, a następnie pojawia się faza ciekła z dwufazową 
strefą przejściową (o zmiennym zasięgu i strukturze), prowadząc do zaniku styku 
pomiędzy zgrzewanymi m ateriałam i pod wpływem płynięcia. Płynięcie ustaje 
z chwilą całkowitego zestalenia się płynnego jąd ra  zgrzeiny i zachodzi już bez 
oddziaływania sił odłączonego pola elektromagnetycznego, a więc bez intensywnego 
mieszania.

Tę fazę cyklu zgrzewania można opisać fenomenologicznie na gruncie mechaniki 
ośrodków plastycznych (w fazie stałej) i mechaniki płynów (w fazie ciekłej) za 
pośrednictwem pola przemieszczeń us  oraz prędkości Vs zgrzewanych materiałów 
z naprężeniami wewnętrznymi [<Ty].
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Należy przy tym  mieć świadomość tego, że jest to  opis uproszczony 
i niezadowalający ze względu na brak spójnej teorii ciekłego stanu materii, np. [60]. 
W  odróżnieniu od gazów, zadowalająco opisywanych przez teorię kinetyczną, 
struktura cieczy jest bardziej złożona. Obok sił przyciągania na mniejszych 
odległościach między cząsteczkami cieczy występują siły wzajemnego odpychania. 
W  wielu wypadkach mogą zachodzić dodatkowe oddziaływania wywołane np. po- 
larnością cząstek. W  wyniku złożonego działania sił międzycząsteczkowych w stanie 
ciekłym pow stają większe zespoły cząstek - asocjaty lub kompleksy. Stopień 
asocjacji bywa na ogół różny i zmienny na skutek ciągłego rozpadu i łączenia się 
cząstek, wywołanych zderzeniami i wzrostem energii kinetycznej wraz ze wzrostem 
temperatury. Od kryształów w stanie stałym, ciecze (w tym ciekłe metale) różnią 
się zasadniczo tym, że w cieczy cząstki, ich asocjaty czy też kompleksy nie znajdują 
się w stałych uporządkowanych położeniach, lecz łatwo przechodzą z jednego 
w inne. Obserwuje się ’’pseudokrystaliczne” ich uporządkowanie. W  związku z 
tym powstała teoria zakładająca podobieństwo wewnętrznej struktury cieczy do 
struktury substancji krystalicznych, rozwinięta głównie przez Frenkla. Syntetyczny 
przegląd innych nowszych teorii daje [60]. Dostarczają one niewystarczającego opisu 
zachowania się, w szczególności ciekłych metali, dając zadowalające wyniki jedynie 
w określonych sytuacjach.

Dlatego w przedstawionej pracy z konieczności oparto się na formalnym 
opisie fazy stałej i ciekłej, wykorzystującym dorobek mechaniki ośrodków ciągłych 
w zakresie termolepkoplastyczności oraz mechaniki płynięcia mieszaniny faza 
stała-ciecz newtonowska.

Zaproponowany niżej opis zachowania się materiałów, biorących udział 
w procesie zgrzewania, odrębnie modeluje zjawiska związane z transportem  pędu 
i oddziaływaniami siłowymi (chwilowa równowaga ośrodka) w obszarze dwufazowej 
strefy przejściowej, w fazie ciekłej oraz w fazie stałej. Przy wyborze opisu 
matematycznego (modelu) nie bez znaczenia była świadomość ograniczonych 
możliwości rozwiązania go przy użyciu dostępnego pakietu programów ANSYS, 
który w pewnej mierze determinował przyjęte założenia oraz uproszczenia, a także 
sposób przeprowadzonej analizy.

R ów nanie zachow ania p ęd u  w  obszarze dwufazowej strefy  przejściowej 
(L + S ) w  przybliżen iu  hom ogenicznym

Odpowiednie równanie dla symetrycznego tensora naprężeń otrzymano z (4.190), 
podstawiając dla k-tej fazy:

Vk =  vk , j l  =  ~Wij]k oraz Ik =  ffc +  ńfc .

Stąd układ równań dla każdej z K  =  2 faz:

+  V • (pfc t£  • vk) =  V • {gk [Oij]k) + g k ńk + gk fk , (4.253)
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gdzie:

[aij\k " symetryczny tensor naprężeń A;-tej fazy w mieszaninie heterogenicznej, 
ńfc - wektor zmian pędu A;-tej fazy ze względu na oddziaływania międzyfazowe,
ffc - wektor gęstości sił zewnętrznych (w naszym przypadku gęstości sił 

oddziaływania przyłożonego pola elektromagnetycznego, bowiem wpływ pola 
grawitacyjnego pominięto) oddziałujących na k-tą  fazę.

Sumując, jak  poprzednio, równania dla faz (4.253), otrzymano:

d(J2k=lPkVk) , r - ,  . x  .. \
 ^ ---------+  V • (2 ^  Pk K  ' vk) = ■ ■ ■

UL k=1

= V • ( £  gk [■Tij]J  -  V ( ^  gkpk) [<5y] + f* + f , (4.254)
fc=i fc=i

przy jednoczesnej dekompozycji tensora naprężeń A-tej fazy [<Ty], na aksjator - część 
kulistą (ciśnienie) oraz składnik odpowiedzialny za deformację postaci elementarnej 
objętości ośrodka dVk - dewiator:

[aij]k = ~~Pk [<%] +  [Tij\k 1 (4.255)

gdzie:
[<5y] - tensor jednostkowy,

pk - ciśnienie hydrostatyczne Ar tej fazy (pk =  - |i r ( [ (7 y ]fc) =  - | E L i  Wca]k) - 
średnie naprężenie normalne,

[Ti j ]k - dewiator tensora naprężeń A:-tej fazy mieszaniny heterogenicznej,
f* - wypadkowy wektor gęstości wymiany pędu wywołany oddziaływaniami 

międzyfazowymi:

2

=  (4.256)
k=1

f  - homogeniczny (ujednolicony) wypadkowy wektor gęstości sił oddziaływania pola 
elektromagnetycznego:

2

f = Y ,9 k f k -  (4.257)
k=1

Zgodnie z (4.159), wektor f* można wyrazić w niejednorodnym przewodzącym 
magnetyku, jakim  jest A:-ta faza, za pośrednictwem gęstości mocy pola 
elektromagnetycznego sfc w ośrodku poruszającym się z prędkością vk oraz wektora 
natężenia pola elektrycznego E fc i magnetycznego H fc. Dla A;-tej fazy, przy założeniu 
lokalnej równowagi termodynamicznej (T  = Tk), można zapisać go następująco:

ffc =  {(Mfe °k Sfc) — ^  [|Efc|2 ( ^ )  +  |Hfc|2 ( ^ ) ] V r r ) ,  (4.258)
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gdyż odpowiednio:

gradek = ( - j^ )g r a d T ,

grad fik =  ( ^ ) g r a d T .

Wprowadzając, w przypadku zgrzewania prądem stałym, potencjał skalarny 
pola elektrycznego (4.63) oraz wektorowy indukowanego pola magnetycznego (4.66), 
można po uwzględnieniu (4.117) zapisać gęstość sił masowych oddziaływania pola 
elektromagnetycznego prądu stałego A;-tej fazy w postaci:

ffc =  ~{Hk ok (V T<Sfc) x (V x A fc) +  \  [(Vr $ fc)2 ( ^ )  +  (V x A fc)2 ( ^ ) ]  V r T} . 

(4.259)

Natomiast w przypadku zgrzewania prądem przemiennym, zgodnie z (4.165) 
otrzymano dla A;-tej fazy wyrażenie analogiczne do (4.259), lecz zapisane względem 
zespolonych am plitud potencjałów:

ffc =  ~{pkOk (V T$ fc) x (V x A fc)+

+  \  [(VT$fc)2 ( ^ )  +  (V x A fc)2 ( ^ ) ] V r T} . (4.260)

Jeśli wziąć pod uwagę (4.257), to  w każdym z powyższych przypadków 
otrzymano po ujednoliceniu następujące wartości homogenicznego wektora gęstości 
sił oddziaływania pola elektromagnetycznego:

•  przypadek ogólny w oparciu o (4.258):

f  =  {(M<™) -  i  [|E |2 ( ^ )  +  |H |2 ( ^ ) ] V r T } , (4.261)

•  przepływ prądu stałego na mocy (4.259):

f = - { ^ ( V r $ ) x ( V x A ) + l [ ( V T$ )2 ( | ) + ( V x A ) 2 ( ^ ) ] V TT } , (4.262)

•  przepływ prądu przemiennego o niskiej częstotliwości na mocy (4.260):

f = - { ^ ( V T$ ) x ( V x A ) + i [ ( V r $ ) 2 ( | ) + ( V x A ) 2 ( ^ ) ] V Tr } ,  (4.263)

gdzie podobnie jak w przypadku tem peratury T  w warunkach lokalnej równowagi 
termodynamicznej dla k = L,S:

E fc =  E, Hfc =  H , $fc =  $ , Afc =  A , =  $ , A* =  A
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oraz:

2
e = £  gk £k , (4.264)

k= 1

2

9kPk, (4.265)
fc=i

1 2
<r =  -  £  5* °k Pk , (4.266)

V k= 1

2

E  =  (4.267)
fc=l

2

H  =  £  g*; H fc , (4.268)
k=l

2

$  =  9k , (4.269)
k=1

2

A  = Y , g k A k , (4.270)
k=l

2

(4.271)
k=l

2

A  =  ^ 5fcA fc. (4.272)
k=1

Ze względu na  zdefiniowane wcześniej wielkości homogeniczne: gęstość (4.176) 
oraz prędkość (4.196), adwekcyjną zmianę pędu można rozłożyć na dwie składowe:

2 2

Pk(vk -  v)T ■ (vk -  v) (4.273)
fc=i fc=i

- pierwszą, związaną z ruchem mieszaniny w całości: / ) / • « ,
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- drugą, opisującą względny ruch faz: E L i  Pk(vk ~  V)T ' (vk -  v ) .
Małe wartości prędkości względnego ruchu faz w k = (vk — v), a tym  bardziej 

ich iloczyny, upoważniają w dalszych analizach do pominięcia wpływu tego zjawiska 
w równaniu bilansu pędu, tzn. do założenia:

2

J 2 M vk - v ) T -(vk -  o ) » 0 , 
k=1

tzn. założenia, że:

vs = Vl = v . (4.274)

Założenie to pozwoliło uprościć postać uzyskanego równania zachowania 
pędu (4.275), otrzymanego po podstawieniu (4.257+4.273) oraz do (4.254) 
i przekształceniach otrzymano równanie:

^ - +  V  • (p • v) = - V Tp + V • [nj] +  f  +  f , (4.275)

gdzie:
p - homogeniczne (ujednolicone) ciśnienie nieściśliwej mieszaniny heterogenicznej: 

P = Y ,9 k P k  = Y ,P k ,  (4.276)
k=1 fc=l

pk - ciśnienie parcjalne (cząstkowe) fc-tej fazy: pk ='pkPk-
Analogicznie do (4.276) zdefiniowano wprowadzony do (4.275) dewiator 

homogenicznych naprężeń mieszaniny heterogenicznej jako sumę dewiatorów 
parcjalnych [ry-]fc naprężeń każdej z faz dwufazowej strefy przejściowej:

[nA = i:9 k [ r tj]k = ± [ r tJ}k , (4.277)
k= 1 fc=1

gdzie:
[ry] - homogeniczny dewiator naprężeń w dwufazowej strefie przejściowej 

(homogeniczny tensor naprężeń stycznych),
[ry] - dewiator parcjalnych naprężeń w dwufazowej strefie przejściowej.

Na rysunku 4.4 przedstawiono oddziaływanie siłowe pola elektromagnetycznego 
na elementarną objętość jąd ra  zgrzeiny.

Przyłożone pole elektromagnetyczne w obszarze łączenia metali powoduje, 
ze względu na wydzielające się ciepło, zmiany stanu skupienia. W  związku z tym 
obserwujemy płynięcie wywołane działaniem występujących sił (nacisku elektrod 
oraz pola elektromagnetycznego). W  odróżnieniu od dotychczasowych prób opisu 
tego zjawiska [17, 18] założono bardziej złożony, ale też bliższy rzeczywistości model 
płynięcia.
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promieniowa siły pola elektromagnetycznego działającej na element dV  
Fig. 4.4. Forces of the electromagnetic field acting on the elementary volume in the 

liquid nugget f  =  fj +  f2 -  f3 (equation - 4.157): f , = | x B - f  x D ,  
fh =  (j x B ), f3 =  | ( |E |2V r e +  |H |2V T/z), fr - radius component of the 
force of the electromagnetic field affecting the element dV

Tensor prędkości odkształcenia Artej fazy wr dwufazowej strefie przejściowej [ćy]* 
m a postać:

[śy]fc =  \ [ ( V Tvk) +  (V Tvfc)r ] , (4.278)

gdzie:

vk - prędkość płynięcia Artej fazy.

Natom iast dewiator [dtj\k tensora prędkości odkształcenia [ey]* A:-tej fazy 
w dwufazowej strefie przejściowej można zapisać w postaci:

[da\k = ^ [(V r vfc) +  (V r vk)T] -  i ( V  • v*)[<y . (4.279)
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Ponieważ założono nieściśliwość (4.202) i (4.204-^4.205), tensor prędkości
odkształcenia [ey-]fc fc-tej fazy jest równy swojemu dewiatorowi (4.279):

[śijh = [dij}k =  i [ (V TVfc) +  (VT«fc)r ] . (4.280)

Dla obszaru jąd ra zgrzeiny, w którym  metale występują w dwufazowej strefie 
przejściowej i w fazie ciekłej, przyjęto model reologiczny lepkiego niejednorodnego 
i nieściśliwego płynu [24, 110, 149, 156], którego równanie konstytutywne można 
zapisać w postaci:

[Tij ]k = 2T}k{T)[dij}k , (4.281)

gdzie:
r)k(T) - lepkość dynamiczna Ar tej fazy w dwufazowej strefy przejściowej jako 

funkcja temperatury, gdzie przy tym lepkość dynamiczna dwufazowej strefy 
przejściowej r](T):

ri(T) =  £  gk r)k = gs rfs + gL Vl = 9srfs  +  (1 -  gs) Vl , (4.282)
fc=i

gdzie gs  określa (4.234) a (1 -  gs ) wzór (4.235), natom iast lepkość plastycznego 
płynięcia fazy stałej z umocnieniem rjg zdefiniowano w dalszej części pracy (4.350), 

t]l (T) - lepkość dynamiczna fazy ciekłej będącej z założenia płynem newtonowskim.
Równanie to pozwala wyeliminować dewiator tensora naprężeń homogenicznych 

(4.277) [ry] z (4.275) za pomocą równań (4.280+4.281).
Jeśli jak  wyżej, zaniedbać ruch względny (poślizg) faz to  zgodnie z założeniem 
(4.274):

[Tij\ = t  9k VkW Tvk) +  (V Tvk)T} = V(T)[(VTv) + (WTv)T] . (4.283)
k= 1

Podobnie jak w przypadku dewiatora tensora naprężeń homogenicznych (4.277) 
opisane wyżej postępowanie ujednoradniające pozwala wprowadzić homogeniczny 
tensor prędkości deformacji ośrodka nieściśliwego:

[iii] = [dii] = 5[(V Tt>) +  (Vr u)r ] (4.284)

o budowie podobnej do (4.280).
Podstawiając (4.283) do (4.275), zapisano układ równań ruchu w postaci:

p [ ^  + W -  v>] =  - V Tp +  V • {V(T) [(VTv) +  (V Tt;)r ]} +  f , (4.285)

ponieważ założono nieściśliwość (4.202) oraz pominięto mechaniczne oddziaływania 
międzyfazowe (f* w 0) jako nieznaczące.
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Jednocześnie:

V - H T )  [(VTt,) + ( V Ti;)r ]} =  ( ^ ) V Tr -  [(Vr ?;) +  (V r t;)T] +  ?7(T )V 2t;, (4.286) 

na mocy (A23). Ponadto, przy założonej nieściśliwości (4.202) otrzymano z (A25): 

V • (V Tv)T =  V r (V ■ v r ) = 0 (4.287)

i uwzględniono w (4.286).

Podstawiając (4.286) do (4.285), otrzymano:

p [ - fa + { v r -V T)v] = - V Tp + ( - ^ ) V TT -[(\/Tv) + (V Tv)T]+ri(T)V2v + f.  (4.288)

Jeśli uwzględnić w równaniu (4.288) wyrażenia dla wektora gęstości 
sił oddziaływania pola elektromagnetycznego (4.261 -f-4.263), to otrzymamy 
odpowiednio w dwufazowej strefie przejściowej:

•  w przypadku ogólnym:

Dalsze uproszczenie równań (4.289-^4.291) jest możliwe i celowe, jeśli zauważyć, 
że w istocie mamy do czynienia z ’’pełzającym ” płynięciem zgrzewanych materiałów
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przy małych prędkościach rzędu 0,005 m /s  [192]. Jednocześnie występują 
znaczące naprężenia styczne przy istotnych gradientach prędkości ( V rv). Z tego 
powodu uzasadnione będzie przyjęcie założenia upraszczającego dla pochodnej 
substancjonalnej (4.1): j-t w które prowadzi do tzw. beztransportowej 
postaci równań zachowania pędu (pominięto adwekcję) (4.289-^4.291), ale 
i równania transportu  składnika stopowego (4.247) do znanego z literatury dyfuzji 
stężeniowej tego składnika (4.248). W  przybliżeniu ’’beztransportowym” równania 
(4.289-^4.291) można zapisać w postaciach:

•  w przypadku ogólnym:

Dalej idącym uproszczeniem jest pominięcie sił bezwładności. Tego typu klasa 
przepływów lepkich cieczy z bardzo małymi liczbami Reynoldsa (IZ ~  0) znana jest 
w mechanice płynów jako przepływ Poiseuille’a i jest przydatna w opisie zagadnień 
stacjonarnych. Przybliżenie to jest szczególnym przypadkiem poprzedniego i pozwala 
zapisać wspomniane równania w postaciach:
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•  w przypadku ogólnym:

v r p  =  ( ^ )  V r r  ■ [(Vr ») +  (V r »)T] +  r,(T) V 2v + ■ ■ ■

+  « ( * » » ) -  |  [|ЕГ ф  +  |Н |2 ф \ Ъ тТ ) , (4.295)

•  w polu elektromagnetycznym prądu stałego:

V Tp =  ( ^ ) V r T  • [(Vr u) +  (V Tu)T] +  n(T) V 2v -  ■ ■ ■ 

- { p a  (V r <& )x(V xA )+^ [(УГФ)2 ( ^ ) + ( V x A ) 2 ( ^ ) ] V r T} ,

(4.296)

•  w polu elektromagnetycznym prądu przemiennego o niskiej częstotliwości:

V Tp = ( ~ ) ^ TT  ■ [(VTu) +  (V r «)r ] +  r,(T) V 2v -  ■ • •

- { / z a ( V r ¥ ) x ( V x A ) + i [ ( V $ ) 2 ( ^ ) + ( V x A ) 2 ( ^ ) ] V r r } .

(4.297)

Przy tym występująca w równaniach (4.285^-4.297) lepkość dynamiczna 
dwufazowej strefy przejściowej m a postać:

+ rfs{T)[TL!r cB)_ ~ T }} ) (4.298)
m -L

a lepkość płynięcia fazy stałej z umocnieniem rfg(T) zdefiniowano w dalszej części 
pracy (4.350).
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R ów nanie zachow ania pędu  w  obszarze fazy ciek łej (L)

W  tym przypadku k =  L  i odpowiednie równanie można otrzymać analogicznie 
do (4.289^-4.291) wprost z (4.253), m ając na uwadze, że K  — 1, a więc, jak to 
wynika z (4.200+4.201), (4.267-^4.272), (4.276), otrzymano je wprowadzając, przy 
p =  idem , lepkość kinetyczną VL(T) fazy ciekłej będącej płynem newtonowskim 
i zdefiniowane zależnością:

t]l (T) = pVL(T ) , (4.299)

•  w przypadku ogólnym fazy ciekłej:

^ + ( i £ - V TH  =  --p S7TpLH ^ ) V TT-[(VTvL)+ (y TvL)T}+- • •

+ VL(T) V 2ul  +  ^ { ( m l^ lS l ) ------

-  \  [ |E l |2 ф )  +  |H L|2 ф ] ^ Т } , (4.300)

•  w polu elektromagnetycznym prądu stałego fazy ciekłej:

M + (î£ . V > l  =  - - V t P l H ^ ) V t T - [ ( V t v l ) + ( V t v l ) t } + - - -

+  V l { T )  V 2î> l  { p l  <*l  ( V t $ l )  X (V X A l ) H------
P

+  \  [ ( V ^ l ) 2 ф )  + (V X A l )2 ( ^ ) ] V Tr }  , (4.301)

•  w polu elektromagnetycznym prądu przemiennego o niskiej częstotliwości 
w przypadku fazy ciekłej:

^ + ( « ? - V > Ł =  - i  V TpL+ ( ^ ) V TH ( V TvL)+ (VTVL)T]+- ■ • 

+ VL{T) \ 7 2v l  -  -p { p L ( iL  ( V t $ l )  X (V X Ä L) +  • • •

+  \  [(Vt ^ l ) 2 ф )  + (V X Ä l ) 2 ( ^ ) ] V t T} , (4.302)

gdzie:
Vl  - lepkość kinetyczna ciekłego metalu, 

vl - prędkość fazy ciekłej,
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Pl - ciśnienie fazy ciekłej,
£l - przenikalność elektryczna fazy ciekłej,
Ul - przenikalność magnetyczna fazy ciekłej,
aL - przewodność fazy ciekłej,
sL - wektor Poyntinga fazy ciekłej (sL = E L x  H L),
E l - natężenie pola elektrycznego fazy ciekłej,
H l - natężenie pola magnetycznego fazy ciekłej,

- potencjał skalarny pola elektrycznego fazy ciekłej,
A l - potencjał wektorowy pola elektrycznego fazy ciekłej,
$ l - dynamiczny potencjał skalarny pola elektrycznego fazy ciekłej,
A l - dynamiczny potencjał wektorowy pola elektrycznego fazy ciekłej.

Analogicznie jak  w przypadku dwufazowej strefy przejściowej można tu  podać 
’’beztransportową” postać równań (4.300+4.302) dla fazy ciekłej:

•  w przypadku ogólnym fazy ciekłej:

^  V TPlH ^ ) V t T-[(Vt vl )+ (V t vl )t]+Vl (T) V 2» l+ - • •

+  ~p { ^ L S i) ~  \  [IE l |2 ( § )  +  |H l |2 ( ^ ) ] V Tr }  , (4.303)

•  w polu elektromagnetycznym prądu stałego fazy ciekłej:

^  = - V »  + • I(vV) + w  ] + ■■■
+ v l(T) V 2vl  -  ~{/^l ° l (V t $ l )  X (V x A l)  H-----

+  \  [(Vt $ l )2 ( § ^ )  +  (V x A l )2 ( ^ ) ] V r T} , (4.304)

•  w polu elektromagnetycznym prądu przemiennego o niskiej częstotliwości 
w przypadku fazy ciekłej:
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Jeśli podobnie jak  w przypadku dwufazowej strefy przejściowej ograniczyć się 
do płynięcia ’’pełzającego” , to równania (4.300+4.302) upraszczają się do postaci 
wyrażonej przez lepkość kinetyczną:

•  w przypadku ogólnym fazy ciekłej:

i V TPL =  f e ' v r T  • [ ( W )  +  W T VL)T] +  V L ( T )  W  +  ■• • 
p  O l

+  ^ { ( / x l ^ s l ) - ^ [ | E l |2 ( ^ )  +  |H l |2 ( ^ ) ] V t T } , (4.306)

•  w polu elektromagnetycznym prądu stałego fazy ciekłej:

-S7tPl = f e v r T  • [(VTuL) +  (V t Vl)T] +  • • •
p  O l

+ vL{T) V 2v l -  ^{m l ctl (V t $ l )  x (V x A l)  -f-----

+  \  [(Vt $ l )2 ( ^ )  +  (V x A l )2 ( ^ ) ] V - r } , (4.307)

•  w polu elektromagnetycznym prądu przemiennego o niskiej częstotliwości 
w przypadku fazy ciekłej:

- V TPL =  f e v r T  • [(Vt vl) +  (VTt;L)r ] +  • • • 
p  O l

+  f ł (T) V 2«ł  -  ^{/i£ffŁ (V r $ Ł) x (V x A l ) -i-----

+ \  [(VT®1)2 ( | ) t ( V > * i ) ! ( ^ ) F TT) . (4.308)

R ów nanie zachow ania p ędu  w  obszarze fazy sta łej (S)

W  przypadku płynięcia plastycznego, k = S  i odpowiednie równanie można 
otrzymać z (4.253) dla p = ps , 9s -  1 i ń  =  0  przy prędkości płynięcia vs dla 
naprężeń [ay]s i założonej nieściśliwości materiału:

przy tym, analogicznie do (4.255), mamy dla fazy stałej: 

=  ~PS [^y] [ry ]S ’

(4.309)

(4.310)
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gdzie:
[<5y] - tensor jednostkowy,

ps - ciśnienie fazy stałej, (ps = -§*r([<r#]s ) =  - 5  E «= i W s ) »
[ry]s  - dewiator tensora naprężeń fazy stałej,
[o~ij]s - tensor naprężeń m ateriału w fazie stałej,
f 's - wektor gęstości sił oddziaływania pola elektromagnetycznego określonego dla

różnych przypadków przez (4.261+4.263).
Jak zauważono wyżej, w obszarze kształtującego się i obserwowanego, w pewnym 

okresie cyklu technologicznego zgrzewania, płynnego jąd ra  wraz z dwufazową strefą 
przejściową, ruch materiałów m a charakter przepływu ’’beztransportowego” lub 
’’pełzającego” (Poiseuille’a). W  przypadku płynięcia ’’beztransportowego” przy 
małych prędkościach (vs ~  0) pom ija się adwekcję (unoszenie), uzyskując równanie 
zachowania pędu użyteczne w zagadnieniach niestacjonarnych:

dv
P - ^ f  =  V ■ [<Ty]s +  f‘s • (4.311)

Natom iast w zagadnieniach stacjonarnych użyteczny staje się opis ’’pełzającego” 
płynięcia plastycznego fazy stałej, dla którego można podać następującą postać 
równania zachowania pędu ( ^  «  0):

V  • [<Ty]s  +  fs  =  0 . (4.312)

Jeśli uwzględnić rozkład tensora [<7y]s na dewiator i część kulistą (4.310), to 
dla każdego z przypadków doprowadzenia pola elektromagnetycznego otrzymamy 
odpowiednio:

•  przypadek ogólny:

-  płynięcia plastycznego fazy stałej:

p [ ^ ~  +  ( « £  • V I> s ]  =  - V T P S  +  V • [ 7 y ] s  +  • ■.

+  {(/As crs ss ) -  -  [|E5 |2 ( ~ )  +  |H S|2 v  T}  , (4.313)

-  płynięcia ’’beztransportowego” fazy stałej:

P ~gf = - ^ TP s+ ^-[T ij]s+ {{nsas ss ) - -  [|ES|2 ( - j ^ )  +  |H s |2 ( ^ ) ] V T > ,

(4.314)

-  płynięcia ’’pełzającego” fazy stałej:

V Tfó  =  V • h , ] s  +  {(ns crs ss) -  \  [|ES|2 ( ^ )  +  |H S|2 ( ^ ) ] V T J ,

(4.315)
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prąd stały:

-  płynięcie plastyczne fazy stałej:

/9[^f^+(tr£-VT)vs ] =  - V Tp s+ V -[ 'T ij]s -{ ^ s^ s(V 7'$ s )x ( V x  A s )+- 
o t

+ i  [(VT$ s )2 ( ^ )  +  (V x As)2 ( ^ f  )]Vr T} , (4.316)

-  płynięcie ’’beztransportowe” fazy stałej:

p ^  =  - V T p s  +  V  •  [Tij}s -  { / x s  t f s  (V T$ s )  x  ( V  x  A s) +  •  •  •
Ot

+  \  [(VTf  s )2 ( f ^ )  +  (V X A 5) 2 ( ^ ) ] V TT ) , (4.317)

-  płynięcie ’’pełzające” fazy stałej:

V Tps =  V • [ry ]s -  { n s c s  (V T$ s)  x (V x A s ) H-----

+  \  [(VT$ S)2 ( ^ )  +  (V x A s )2 ( ^ ) ] V Tr }  , (4.318)

prąd przemienny o niskiej częstotliwości:

-  płynięcie plastyczne fazy stałej:

p [ ^ - + ( « s - V T)us] =  — V Tps+ V -[ry ]s—{ms as  (V T$ s ) x (V x A s)+ - 

+  i  [(Vr $ s )2 ( § )  +  (V x A s )2 ( ^ ) ] V r T} , (4.319)

-  płynięcie ’’beztransportowe” fazy stałej:

= - v Tps +  V • [ry]s -  {ms (V t $ s )  x (V x A s) +  • • •

+  i  [(VT$ s )2 ( f p )  +  (V x A s )2 ( ^ ) ] V r T} , (4.320)

-  płynięcie ’’pełzające” fazy stałej:

V Tps =  V ■ [Tij]s -  {ps os (V T$ s )  x (V x A s) +  •

+  \  [(Vr $ S)2 ( ^ )  +  (V x A s )2 ( ^ ) ] V Tr > , (4.321)

gdzie:

vs - prędkość fazy stałej,
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Es - przenikalność elektryczna fazy stałej,

fis - przenikalność magnetyczna fazy stałej,
as - przewodność fazy stałej,

ss  - wektor Poyntinga fazy stałej (s§ =  E .5 x H s ),
E s  - natężenie pola elektrycznego fazy stałej,

H s  - natężenie pola magnetycznego fazy stałej,

<E>s - potencjał skalarny pola elektrycznego fazy stałej,

A s  - potencjał wektorowy pola elektrycznego fazy stałej,

$ s  - dynamiczny potencjał skalarny pola elektrycznego fazy stałej,

A s  - dynamiczny potencjał wektorowy pola elektrycznego fazy stałej.

Zamieszczone niżej rozważania dostarczają równanie konstytutywne dla 
przyjętego modelu zachowania się zgrzewanych materiałów jako ośrodka 
termolepkoplastycznego z umocnieniem izotropowym. Równanie to pozwala nadać 
równaniom płynięcia plastycznego (4.313-7-4.321) końcową postać.

Znane teorie plastyczności, lepkoplastyczności itd. [16, 48, 84, 115, 134, 
149, 161, 188] podają związki fizyczne (konstytutywne) między wielkościami 
charakteryzującymi stan  odkształcenia i naprężenia poza przedziałem sprężystości, 
czy też termosprężystości, idealizując własności opisywanych materiałów (modele 
ciał, np. lepkoplastyczne, ••• itd.). Związki te  formułowane są na podstawie 
badań doświadczalnych. Stosowane obecnie m etody opisu stanu plastycznego można 
podzielić na dwie grupy:

•  teorie plastycznego płynięcia, zwane również przyrostowymi 
(nieholonomicznymi),

•  teorie odkształceniowe (deformacyjne, holonomiczne).

Podstawowym założeniem teorii odkształceniowej jest stwierdzenie, że podczas 
ciągłego obciążenia stan  odkształcenia plastycznego jest jednoznacznie określony 
przez aktualny stan  naprężenia, niezależnie od tego jak  go osiągnięto (niezależnie 
od drogi w przestrzeni naprężeń, wzdłuż której był osiągany). Natomiast teoria 
plastycznego płynięcia wychodzi z założenia, że przyrost odkształcenia plastycznego 
jest jednoznacznie zdeterminowany przez stan  naprężenia i jego przyrost. Poza tym 
teoria plastycznego płynięcia określa odkształcenie płynięcia nie tylko w zależności 
od aktualnego stanu naprężenia, ale i od całej historii obciążenia, tzn. od drogi 
w przestrzeni naprężeń - od stanu początkowego po końcowy.

Teorie plastycznego płynięcia wiążą składowe prędkości odkształcenia lub 
ich przyrostów z odpowiednimi składowymi naprężenia. W  teorii plastycznego 
płynięcia odkształcenie traktowane jest jako stan  ruchu. Natom iast z punktu 
widzenia teorii odkształceniowych, odkształcenie m ateriału rozpatruje się jako 
stan  statyczny. Teorie te  formułują związki fizyczne dla modeli materiałów 
sprężysto-plastycznych i materiałów sztywno-plastycznych. Teorie odkształceniowe 
w'iążą ze sobą składowe odkształcenia ze składowymi naprężenia. Związki fizyczne
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(konstytutywne) odkształceniowej teorii plastyczności są wyrażane bezpośrednio 
w składowych tensora naprężenia i tensora odkształcenia. Głównym powodem 
szerokiego stosowania odkształceniowej teorii plastyczności jest jej mniejsze 
skomplikowanie i podobieństwo do teorii sprężystości.

Istotnymi cechami modeli ciał przyjmowanych w teorii plastyczności - cechami 
równań konstytutywnych - jest ich niewrażliwość na prędkość zmian obciążenia 
oraz umożliwiający uwzględnienie historii obciążenia związek między prędkością 
odkształceń (4.333) a naprężeniami. Związek ten w najogólniejszym i najbardziej 
rozpowszechnionym przypadku opiera się na  koncepcji (de Saint-Venanta, Levy’ego, 
Misesa) istnienia pewnej hiperpowierzchni, zwanej powierzchnią (potencjałem) 
plastyczności (w przypadku idealnej plastyczności - ciało doskonale plastyczne 
F ([cy]s) =  0), a w przypadku materiałów wykazujących umocnienie - początkowej 
powierzchni plastyczności (4.322).

Druga z metod budowy równań konstytutywnych teorii plastyczności, 
alternatyw na do koncepcji potencjału plastyczności, wykorzystuje do budowy 
funkcjonałów opisujących związki między naprężeniami a  odkształceniami (Iljuszyn) 
twierdzenia geometrii różniczkowej. Koncepcja ta, zwana teorią małych odkształceń 
sprężysto-plastycznych (Nadai, Hencky, Iljuszyn), jest uogólnieniem prawa Hooke’a 
dla ośrodków sprężystych i, jak  wykazano, jest szczególnym przypadkiem 
teorii płynięcia plastycznego. Obydwie teorie są równoważne przy prostym 
(proporcjonalnym) obciążeniu, tzn. przy takiej zmianie stanu naprężenia, podczas 
której wszystkie składowe tensora naprężeń w zrastają proporcjonalnie z upływem 
czasu.

Przejście m ateriału ze stanu sztywnego (nieodkształconego) bądź sprężystego 
w stan plastyczny nazwano uplastycznieniem. Większość metali wykazuje wrażliwość 
na prędkość odkształcenia. To zjawisko wrażliwości na prędkość odkształcenia 
w podwyższonych tem peraturach nazywamy termolepkoplastycznością, a same 
m ateriały - termolepkoplastycznymi. Opis m ateriału termolepkoplastycznego 
wymaga uwzględnienia wpływu prędkości odkształcenia i tem peratury na proces 
uplastycznienia i sam przebieg odkształcania. Opis ten powinien uwzględniać nie 
tylko własności plastyczne, zależne od drogi obciążenia, ale również właściwości 
reologiczne (lepkość), zależne od czasu. Taka podwójna parametryzacja jest 
powodem dużych trudności w opisie materiałów o własnościach lepkoplastycznych. 
Ponadto naprężenie uplastyczniające zależy od historii odkształcenia, czego 
jednym  z przejawów jest tzw. ’’efekt Bauschingera” [55, 161, 188]. Jednak 
w naszym przypadku, ze względu na jednokrotny (jednostronny) przebieg obciążenia 
i uplastycznienia, zjawisko to nie musi być brane pod uwagę.

Aby uniknąć nadmiernej komplikacji obliczeń, zachowując jednolitość 
budowy modelu matematycznego, w dalszych rozważaniach ograniczono się 
do opisu zachowania się zgrzewanych materiałów jako izotropowych termicznie 
niejednorodnych ciał (ośrodków) sztywno-termolepkoplastycznych w ramach teorii 
płynięcia plastycznego z umocnieniem izotropowym. Odpowiada to  charakterowi 
i przebiegowi zjawiska kształtowania się trwałego połączenia materiałów w procesie
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zgrzewania w bezpośrednim ’’sąsiedztwie” elektrod pod wpływem ich nacisku - 
materiałów uplastycznionych głównie pod wpływem wzrostu tem peratury, przy 
przepływie prądu elektrycznego w fazie poprzedzającej powstanie ciekłego jądra 
zgrzeiny, a następnie po jego zakrzepnięciu.

M ateriały termolepkoplastyczne, jako pewna idealizacja zgrzewanych materiałów 
przy podwyższonej tem peraturze, pozwalają opisywać wpływ tem peratury 
i prędkości odkształcenia na przebieg procesu uplastyczniania oraz przebieg samego 
procesu odkształcania fazy stałej. Trudności sprawia fakt, że wrażliwość metali na 
odkształcanie z różnymi prędkościami nie wykazuje regularności ani powtarzalności. 
Ten sam m ateriał może okazywać w różnych zakresach prędkości odmienną 
wrażliwość na prędkość odkształcenia. Niektóre zaś metale, jak np. aluminium i jego 
stopy, są niewrażliwe na prędkość odkształcenia albo wykazują ujemną wrażliwość, 
przejawiającą się w zmniejszeniu naprężenia uplastyczniającego. Nie mniejsze 
znaczenie m a wpływ tem peratury i warunków termicznych, w jakich przebiega 
proces odkształcania. Tem peratura wpływa nie tylko na wartość naprężenia 
uplastyczniającego, ale również na zmianę charakteru tej zależności. Dotychczasowe 
badania zachowania się stali niskowęglowych, miedzi, aluminium oraz ich stopów 
i innych metali pozwoliły zaobserwować, że wrażliwość tych materiałów na prędkość 
odkształcenia jest różna w całym zakresie tem peratur i prędkości odkształcania. 
Różnice te spowodowane są występowaniem w każdym z zakresów odrębnych 
mechanizmów odkształcania (wpływ m ikrostruktury). W pływ odkształcenia na 
naprężenie uplastyczniające przejawia się przede wszystkim przez zmianę gęstości 
dyslokacji. Może ono, zależnie od tem peratury i prędkości odkształcenia, wywołać 
zarówno zwiększenie gęstości dyslokacji, jak  i jej zmniejszenie wskutek zachodzących 
w czasie odkształcania procesów aktywowanych cieplnie, takich jak  zdrowienie 
i rekrystalizacja dynamiczna. Sposób, w jaki tem peratura wpływa na przebieg 
odkształcenia, odgrywa bardzo istotną rolę, ponieważ własności plastyczne metali 
i ich stopów zależą od niej w bardzo dużym stopniu. Ponadto, tem peratura 
wpływa również przez zmiany struktury  m ateriału. W  stopach można obserwować 
niemonotoniczny wpływ tem peratur na naprężenie uplastyczniające. Może to 
być spowodowane przemianami fazowymi. W pływ prędkości odkształcenia na 
naprężenia uplastyczniające zależy w bardzo dużym stopniu od temperatury. 
M ateriały w różnym stopniu reagują przy tym  na prędkość odkształcenia. Zjawisko 
to charakteryzuje się za pomocą współczynnika czułości m ateriału jako funkcji 
tem peratury m (T) na prędkość odkształcenia plastycznego. W spółczynnik ten 
zależy od tem peratury, przyjmując w niskich tem peraturach wartości poniżej 0 ,1 , 
a  w wysokich nawet 0,5 w przypadku niektórych metali. W  stałej tem peraturze i dla 
małego stopnia odkształcenia zachowuje w przybliżeniu stałą  wartość.

W  złożonych stanach naprężenia [<7y]s uplastycznienie jest możliwe tylko wtedy, 
kiedy składowe tensora naprężenia spełniają warunek plastyczności wyrażony 
w tym  przypadku za pomocą potencjału termoplastycznego (4.322). Punkty leżące 
na hiperpowierzchni (4.322) określają bieżący stan  uplastycznionego materiału. 
Uplastycznienie m ateriału termoplastycznego w złożonym stanie naprężenia
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z odkształceniowym umocnieniem izotropowym następuje w chwili, kiedy składowe 
tensora naprężenia fazy stałej [<Xy]s w stanie uplastycznienia spełniają statyczny 
warunek plastyczności zapisywany z uwzględnieniem wpływu tem peratury T  oraz 
intensywności odkształceń liniowych [e]g na jego przebieg (wpływ umocnienia
odkształceniowego), w postaci [16, 55, 84, 134, 161, 188]:

f <  0  d la  m a t e r i a ł u  s z t y w n e g o  lu b  s p r ę ż y s te g o ,  ( 4 3 2 2 )

i j  S ’ s ,  | > 0  d la  m a t e r i a ł u  u p l a s t y c z n i o n e g o ,

gdzie:
F([fTy]s, [e]s> T) =  0 - powierzchnia plastyczności (potencjał termoplastyczny),

[e]s - intensywność odkształcenia (odkształcenie zastępcze) fazy stałej:

e s \ \  £  E l £ÿ]s[£ji]s =  .
ó  i = 1  j = 1 \

Ü E M s M s ,  <4 '323)0 t=l j= 1

[£y]s - tensor odkształcenia fazy stałej,

[ey]s - dewiator tensora odkształcenia nieściśliwej fazy stałej, wyrażony przez 
składowe pola przemieszczeń sprężystych us :

[ejils =  ^[(VTrzs ) + (VTusf ] . (4.324)

W  jednoosiowych stanach naprężenia uplastycznienie m ateriału określa
fizyczna (wyraźna) lub umowna granica plastyczności, jaką np. otrzymujemy 
w standardowej próbie rozciągania CT0([e]s,T). Przyjmując dla metali dobrze 
zbadaną i zweryfikowaną hipotezę Hubera-Misesa-Hencky’ego (energii odkształcenia 
postaciowego) przy założeniu izotropowego umocnienia odkształceniowego, warunek 
uplastycznienia (H-M-H) m ateriału termoplastycznego można zapisać w szczególnej 
postaci [16, 55, 84, 134, 161, 188]:

F ( K '] s ,  [e]s , T) =  -^[[o )s  -  a 0([e]s , T)} = 0 , (4.325)

ponieważ [16, 55, 84, 161, 188]:

[T]s » M f ,  (4 326)

gdzie:
[cr]s - intensywność naprężeń normalnych (naprężenie uogólnione) fazy stałej:

s \
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[r]5 - intensywność naprężeń stycznych (naprężenie zastępcze styczne) fazy stałej:

n s  =

Równanie (4.325) wyrażone przez intensywność naprężeń można zapisać 
w następującej postaci bezwymiarowej:

=  (4329)
gdzie:

<5o([e]s> T) - zależność tę  wyznacza się doświadczalnie w izotermicznych próbach 
jednoosiowego statycznego rozciągania znormalizowanych próbek m ateriału 
i często aproksymuje funkcją o postaci zaproponowanej przez Swifta [55]:

äo([e]s , r )  =  C (T){[e]°s +  [e]5 } r ^ .

Przy tym  w ogólnym przypadku C{T) oraz n(T) są materiałowymi funkcjami 
tem peratury  (T ).

Możliwość uwzględnienia wpływu prędkości odkształcenia (płynięcia) fazy stałej 
dostarcza m ateriał termolepkoplastyczny, a  właściwie szczególna jego postać [16, 55 , 
84, 134, 161, 188], kiedy warunek uplastycznienia można zapisać jako:

F ( K h ,  M » .  T )  =  - 1 = 0 .  ( ' > ■ 3 3 0 )

gdzie w przypadku m ateriału  sztywno-termolepkoplastycznego:

[ep,]s - intensywność prędkości odkształcenia liniowego (zastępcza prędkość 
odkształcenia liniowego) fazy stałej:

\ (4.331)ó i=i j=i

[ep(]s - intensywność prędkości liniowego odkształcenia termolepkoplastycznego 
fazy stałej:

№  = " E E ! « ] » -  (4.332)i= 1 j =1

3 3
3

1 = 1  J = Ł

Ponieważ założono nieściśliwość (4.202), więc tensor prędkości odkształcenia [e?j]s 
jest równy swojemu dewiatorowi [<Ęlj\s '-

l $ \ s  =  [ < ] s  =  ^ [(V r «s) +  (V Tt,s f ] . (4.333)

Założenie modelu ciała sztywno-termolepkoplastycznego pozwala ograniczyć 
zadanie wyłącznie do wyznaczenia pola prędkości Vs i jednocześnie pominąć
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z założenia odkształcenia sprężyste u s . Odpowiada to  dobrze sytuacji jaka występuje 
przy zgrzewaniu punktowym, kiedy sprężyste przemieszczenia us pod naciskiem 
elektrod zanikają po zdjęciu obciążenia w końcowej fazie zgrzewania oporowego 
punktowego.

W  technologii obróbki plastycznej metali znane są zależności doświadczalne [32], 
określające naprężenia uplastyczniające w postaci funkcji: a 0([e]s, [ep,]s> T) =  
/ ( [ e]s,[epi]s ,T ) .

Na nasze potrzeby można wykorzystać zależność [32]:

<?o([£]s, [ep i] s ,  T) -  ero [£$ r) [ ^ (T) exp[-a(T  -  273,15)], (4.334)

która w przypadku m ateriału termolepkoplastycznego (n =  0 ) przyjmuje postać:

M W s , T) =  <j0 [ ^ ] ^ (T) exp[-a(T  -  273,15)], (4.335)

lub podobną, znaną jako zależność Inouye [55]:

*o([e]s, [ ^ ] s ,  T) = C  [e]ns(T) [ e ^ (T) exp( ^ ) , (4.336)

gdzie: a 0([e]s, [epi]s ,T ) - normalne naprężenia uplastyczniające fazę stałą, 
a0, a, C ,k ,Q  - stałe materiałowe,
m (T ) - współczynnik czułości m ateriału na prędkość odkształcenia, 
n (T ) - stopień uplastycznienia.
Przebieg uplastycznienia m ateriału termolepkoplastycznego jest bardziej złożony 

niż termoplastycznego, ponieważ po osiągnięciu powierzchni plastyczności (4.325) 
nie pojawią się odkształcenia trwałe, lecz wystąpią dopiero po osiągnięciu 
powierzchni (4.330).

Na potrzeby zastosowanego modelu płynięcia termolepkoplastycznego fazy 
stałej, podobnie jak Prager i Perzyna, [16, 134], zaadoptowano (zweryfikowaną 
doświadczalnie) teorię płynięcia plastycznego Misesa, opierającą się na hipotezie 
istnienia potencjału plastycznego, a utożsamianego w szczególności z warunkiem 
plastyczności (4.330).

W  takim  przypadku równanie płynięcia termolepkoplastycznego można zapisać 
w postaci prawa płynięcia plastycznego:

dF

gdzie:
0Q(T) - param etr materiałowy będący w ogólnym przypadku funkcją tem peratury

(T),
< ${F) > - funkcja zależna od stanu naprężenia, odkształcenia, jego prędkości

i tem peratury oraz historii obciążenia w najogólniejszym przypadku (potencjał 
termolepkoplastyczny):

<  $ (F )  > dlaF  < 0 dla materiału sztywnego, (4 338)
|$ ( F )  dla F  >  0 dla materiału uplastycznionego,

[g$ 5  =  ß0(T) < $ (F )  >  ( ^ - ) , (4.337)



96 Rozdział 4. Modele matematyczne zjawisk fizycznych

[ćij\s - wektor prędkości odkształcenia prostopadły do powierzchni płynięcia 
(potencjału termolepkoplastycznego), jak  to wynika z założonej postaci 
(4.337).

Przy tym, z uwagi na postać równania (4.334), dla wygody przyjęto często 
stosowaną postać potęgową [16, 55, 84, 161] funkcji <I>(F):

Q(F) = F s . (4.339)

W ykorzystując definicję intensywności naprężeń (4.327), obliczono z warunku 
uplastycznienia (4.330):

(^ )  =  (m ) =  i f c f e  =  ( A t f k  =  , A M k  a s ® ,
« K fU  ( ' i i )  ( 2 1 M s  ( 2  1 M s  ’ (4-340)

a także:

, d F  . . dF  .
( a [ ^ ] s ) _ ( 5[ag]5 ) ’ (4’341)

ponieważ zachodzi symetria: [rf-js =
W  odróżnieniu od warunku uplastycznienia ciała termoplastycznego 

(4.325) - nazywanego warunkiem statycznym, warunek uplastycznienia ciała 
termolepkoplastycznego jest warunkiem dynamicznym (chwilowym). Podstawiając 
(4.340), po uwzględnieniu (4.339), uzyskano dla uplastycznionego m ateriału 
następującą postać prawa płynięcia termolepkoplastycznego:

l $ \  = (^ -)/3o (T ){_o([e] j ,[ ]̂ ]^ r )  -  1 } ^  . (4.342)

Analogicznie można otrzymać postać sprzężoną (stowarzyszoną):

[$] =  (^ " )/3o(:r ){ao([e]s[, [ i ] s , r )  "  ' (4343)

Tworząc równanie sprzężone (transponowane) do (4.337), po wymnożeniu ich 
stronam i i zsumowaniu otrzymano, m ając na uwadze (4.342 +  4 .343):

E  E K jk B il»  =  al{T) < * Hf ) > £  £ < ^ | _ ) ( . . . .
*=13 = 1  i= ij= i d[o%]s d[a£}s

1 2  1 V „ ( [ t ] s , [ ^ „ D  1 J  m i  ■ ( 4 - i 4 4 )

E E [ Ą ] * [ ^ ] s =  | r i l ,
<=l j=l z

Z uwagi na  (4.332):
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otrzymano:

f l O I  =  -  1)m E Ł ‘ ^ ' glTj;is . (4.345)

Na podstawie (4.329+4.328) można obliczyć, że:

T L A i b i j } s b $ ] s  _  2
\a

(4.346)

co pozwala zapisać (4.345) po spierwiastkowaniu w postaci:

lśph M U l  ----1}«. (4.347)
L Js y/ż V o ([£]s, [ ^ ] s, r )  1

Stąd po przekształceniach otrzymano końcową postać dynamicznego warunku 
uplastycznienia:

№  =  » o ( [ e ] s ,  [ i " ] s ,  r ) { l  +  •  < 4 ' 3 4 8 >

Stowarzyszone z warunkiem plastyczności (4.348) prawo płynięcia (4.342-^4.343) 
można następnie zapisać w postaci:

[t$]s  =  ( | ) | ^ [ ą ' ] s  =  rfs{T) • [eg]s  , (4-349)

otrzymanej po uwzględnieniu (4.332+4.334) i mając na uwadze (4.333), gdzie dla 
ciała sztywno-termolepkoplastycznego ze względu na (4.335):

vl f r n \  I  1 \

^ i T )  =  { Ż ] W s
3  3  'I  ( m _ 1 )

£  exp[-a(T  -  273,15)]. (4.350)
i =  1 7 = 1  J

4.3.4. R ów nanie zachow ania energii
R ów nanie zachow ania energii w  obszarze dwufazowej strefy  przejściowej 
(L + S ) w  przybliżen iu  hom ogenicznym

Wychodząc z bilansu energii dwufazowej strefy przejściowej ciekłego jądra 
zgrzeiny (mieszanina faz: stałej i ciekłej), pozwalającego opisać za pomocą 
zmiennego pola tem peratury T  procesy powstawania i krzepnięcia jądra zgrzeiny, 
uzyskano uniwersalne równanie (4.381). Równanie to umożliwia jednolicie opisać 
przybliżony model zjawiska propagacji ciepła wydzielającego się na stykach
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materiałów i wskutek oporności przewodzenia prądu elektrycznego, również w fazie 
stałej i ciekłej. Daje to  możliwość obliczeń pola tem peratury w różnych fazach 
cyklu zgrzewania od fazy nagrzewania przez fazę topienia i krzepnięcia aż do fazy 
stygnięcia.

Równanie zachowania energii (wyrażone przez energię wewnętrzną) fc-tej fazy 
otrzymano, przy założonej wcześniej nieściśliwości, podstawiając do ogólnego 
równania zachowania (transportu) wielkości ekstensywnych (4.190):

' P k = u k + - i Ą  + —  w k ; j l  =  — (AjtVTT  -  [cij]k -v k - v k wk + sk) oraz Ik =  ek.
£ pk

W  ten sposób, pom ijając energię ’’wypromieniowywaną” , przy założeniu lokalnej 
równowagi termodynamicznej (T = Tk) oraz uwzględniając (4.173), otrzymano:

d[pk (uk +  \ v i ) + g k w k] (_  1 3
----------------------Oj.---------------------------+  V  ■ {p kvk [ (u *  +  - i f k) +  gk w * ] }  =

=  V • (gk A fcV Tr )  +  V • (gk [<Ty]fc • vk) -  V • (gk sk) +  V  • ( vk gk w k) +  gk ek ,
(4.351)

gdzie:
T  - tem peratura równowagowa, 
u k - energia wewnętrzna A;-tej fazy,
J)k - gęstość cząstkowa ł-tej fazy (4.173), 
gk - objętościowy udział A;-tej fazy (4.169), 
vk - prędkość k-tej fazy,
[ffij]k - symetryczny tensor naprężeń Ar tej fazy (4.255),
Xk - współczynnik przewodzenia ciepła A;-tej fazy (A *  =  Ak{T)),
gk ek - składnik opisujący wytwarzanie/pochłanianie energii cieplnej w czasie (moc) 

z uwagi na  przemiany fazowe, 
crfc - przewodność A-tej fazy,
£fc - przenikalność elektryczna fc-tej fazy,
/i* - przenikalność magnetyczna A-tej fazy,
E fc - natężenie pola elektrycznego /s-tej fazy,
D fc - indukcja elektryczna Ar tej fazy,
Hfc - natężenie pola magnetycznego A-tej fazy,
B fc - indukcja magnetyczna Artej fazy,
wk - energia właściwa (odniesiona do jednostki objętości) zmagazynowana w jej 

polu elektromagnetycznym:

Wk =  • D* +  H fc • Bfc) =  - ( e fc |Efc|2 +  /ifc |Hfc|2) , (4.352)
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Sfc - gęstość powierzchniowa mocy przenoszonej przez pole elektromagnetyczne 
w A-tej fazie - wektor Poyntinga Artej fazy (4.117):

Sfc =  Efc x Hfc . (4.353)

Sumując równania (4.351) względem k oraz uwzględniając (4.173) i (4.353), po 
przekształceniach zapisano:

3EL. A  «■» + i  IŁ. *3- » "'>1 +v.[(f v„ u „ )+ h j: a  =
01 k= 1 Z k=l

2 2

=  V  • ( j r  gk A fcVr T) +  V  • ( £  gk fo ]*  • vk) -  ...
k=1 k=1

-  V • E  gk (Efc X Hfc)] +  £ > e f c .  (4.354)
k=1 fc=1

Homogeniczną energię wewnętrzną mieszaniny faz zdefiniowano jako:

u  =  -  E  Pk uk = Y ,  fk  uk , (4.355)
P k=1 fc=1

a homogeniczną gęstość powierzchniową mocy pola elektromagnetycznego - 
homogeniczny wektor Poyntinga:

s =  £<?fcSfc =  £ s f c ( E f c x Hf c )  =  E x H .  (4.356)
k=1 k=1

Ponadto zdefiniowano homogeniczną energię pola elektromagnetycznego:

w = Y g k wk = \{ e  |E |2 +  / / |H |2) (4.357)
fc=i ^

oraz współczynnik przewodzenia ciepła A(T) i wydajność źródeł ciepła z uwagi na 
przemiany fazowe e(T) równoważnego ośrodka homogenicznego:

A =  ^ 3fcAfc, (4.358)
k= 1

e =  X > e fc. (4-359)
fc=i

Jednocześnie można wykazać, że zachodzą równości:

2 2

Y  Pk vk Uk = P v u  +  Y ,  Pkivk -  v)(uk -  u) , (4.360)
fc=i fc=i
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2 2 2
Y  Pk («fc • Vk) = Y  Pk *1 = P V2 +  Y  Pk(Vk ~  v)2 , (4.361)
k=l k=l k=1

2 2

Y d k V k w k = vw  + Y  gk(vk -  v)(wk -  w ) , (4.362)
k= 1 fc=l

2 2
Y  9k [oij\k ■ Vk = [ay ] • v  +  Y  0 * ( K ]  -  K-]fc) • (w -  t>fc). (4.363)
k=l k=l

Podstawiając (4.355-^4.363) do (4.354) po przekształceniach i po odrzuceniu
wyrazów opisujących względny ruch faz (stałej i ciekłej w dwufazowej strefie
przejściowej), otrzymano w ośrodku nieściśliwym:

+ \ U ‘  'E'2+“ 'H'’>+ * *  ■ vr )<“ + -
=  V • (AV TT) + V  • {[oij] • o) -  V  • (E  x H ) +  e . (4.364)

W  równaniu tym  pominięto w strefie dwufazowej efekty związane z inercją 
względną faz w stosunku do ruchu ogólnego, jak  również oddziaływania
międzyfazowe prowadzące do zmian względnego pędu (przyspieszanie /  opóźnia
nie), a także opory wzajemnego ich ruchu i traconą na te efekty energię, z uwagi na 
ich niewielki udział w ogólnym bilansie.

Posiłkując się równaniami (4.41+4.44), wyraz: -  V ■ (E  x H ) w równaniu (4.364) 
można w ogólnym przypadku przepisać w postaci:

- V  • (E  x H ) =  E  • [<t(E + n v x  H)] +  ~ ( e |E |2 +  /i |H |2) , (4.365)

pam iętając o (A27). Identyczny wynik można również otrzymać wprost z równania 
zachowania energii izotropowego pola elektromagnetycznego (4 .122).

Uwzględniając (4.365), równanie zachowania energii zapisano w postaci
wyrażonej przez energię wewnętrzną ośrodka nieściśliwego:

d^u + liP) T  1
p[ ^ --------- +  ( t f  • V )(u +  -V 2)] =

=  V • (AVTr )  +  V  • ([flij] • v) +  E  • [c(E  +  v  x //H)] +  e . (4.366)

Drugi z wyrazów po prawej stronie równania (4.366) przedstawia pracę wykonaną 
w jednostce czasu (moc) przy deformacji i płynięciu m ateriału w obrębie zgrzeiny. 
Jako niewielki, w porównaniu z pozostałymi składnikami, w dalszych rozważaniach 
pominięto w równaniu bilansu energii, tzn. założono:
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V  •  ( [ f f y ]  • u )  «  0 .

Energię wewnętrzną u(T) przedstawiono jako funkcję tem peratury:

T

u(T) =  J  cv{T)dT  +  u° , (4-367)
To

gdzie:
cv(T) - ciepło właściwe przy v =  idem  (cv(T ) =  (^ ) „ ) ,
TQ - tem peratura odniesienia, 
u° - s ta ła  całkowania.

Po wprowadzeniu, w przypadku zgrzewania prądem stałym, potencjałów pola 
elektromagnetycznego (skalarnego (4.63) oraz wektorowego (4.66)) równanie (4.366) 
można zapisać w postaci:

=  V • (A V TT) -  o-VT$  • (w x rot A  -  V T$ ) +  e . (4.368)

W  obszarze dwufazowej strefy przejściowej zależnie od zmian udziału 
objętościowego fazy stałej g s ( T ) ,  rozpatrywanego jako funkcja temperatury:

(i j r > =  + ( v S ' vT )® (T) =  ( t f :)l^ t  +  { v * ' vT)T1 ’ ( 4 ‘ 3 6 9 >

zmienia się moc źródeł ciepła e wywołanych zmianami stanu skupienia.
A mianowicie, przy topieniu prędkość ubywania fazy stałej określa 

pochodna ( ^ f ) .  Jednocześnie pobierane jest utajone ciepło przemiany fazowej 
z intensywnością:

es  =  p L ( df ) .  (4.370)

Podobnie w przypadku krzepnięcia ubywa fazy ciekłej z prędkością ( ^ )  =  - ( ^ f f ) ,  
ponieważ zachodzi (4.180) i wydziela się utajone ciepło przemiany z intensywnością:

Wypadkowa wydajność wewnętrznego źródła ciepła, z uwagi na przemiany fazowe 
(4 .359), ma w dwufazowej strefie przejściowej wartość:

e =  gsżs +  (1 -  gs)ŻL =  pL [g s{~ ^)  -  (1 -  9 s ){ - ^ ) \  = " -

- e U . 2® - 1) ( ^ )  + ( v S ' w T)T]' (4'372)
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gdzie:

9s - objętościowy udział fazy stałej,
L - ciepło właściwe przemiany fazowej,

p L  - objętościowe ciepło przemiany fazowej,

w tej strefie. Zaproponowane sformułowanie (4.372) jest uogólnieniem opisu 
stosowanego przez metalurgów i odlewników, np. [25, 113, 155], pozwalającym 
uwzględnić wpływ adwekcyjnych zmian udziału g$ (wskutek unoszenia przez pole 
prędkości w obszarze płynnego jąd ra  zgrzeiny). Jeśli pominąć poślizg faz, jak  to 
uczyniono w odniesieniu do (4.360+ 4.363), tzn. założyć, że: Vs ~  v, wówczas można 
zapisać (4.372) w postaci:

e = P L(2gs  -  1 ) ( § £ ) [ ^  +  (r?  • V r )T] =  pL(2gs  -  l ) ( ^ ) ( f ) • (4-373)

Z drugiej strony, zaniedbując ściśliwość zgrzewanych metali (co ze względu na 
występujące naciski jest w danym przypadku w pełni uzasadnione), można zapisać 
równanie (4.368) w postaci:

) + * • £ ) -  

=  V • (A V r T) — <7V r 3> ■ (v  x rot A  — V r<I>). (4.374)

Analogicznie do [25, 113] wprowadzono pojęcie efektywnej (zastępczej) 
pojemności cieplnej przejściowej strefy dwufazowej i przekształcono do postaci:

ce(T) = [cv(T) -  L(2gs  -  1 ) ( ^ ) ] , (4.375)

po uwzględnieniu (4.180) i (4.200). Przy założeniu nieściśliwości z (4.175) wynika,
ze:

cS =  <7s(y ) ■ (4.376)

Dlatego:

t ^ i l )  = (Ё£1) = _Tm ~  T -̂(cB)____  u  377)
у д Т ’ КЭ Т ’ (k0 — l)(T m — T )2 ’ [ 4

ze względu na (4.233). Pochodna ( ^ )  charakteryzuje prędkość i kierunek przemiany 
(znak pochodnej). Ponadto z (4.234) wynika że:

(4'378>
i jest m iarą zaawansowania przemiany fazowej zależnie od aktualnej tem peratury T.
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Podstawiając (4.377) do (4.375), otrzymano po uwzględnieniu (4.378) dla 
dwufazowej strefy przejściowej:

Ce(T) |c« (T ) —
L[Tm - T L(cB)\ , 2 tTL(cB) -  T ,

(k0 — l)(T m — T )2 1 — fc0 Tm - T
l } j .  (4.379)

W ystępujący po lewej stronie równania (4.374) składnik iF ■ ma pomijalnie 
małe znaczenie w stosunku do pozostałych wartości ponieważ iF ■ ^  w 0 dla 
małych prędkości v  w 0 lub /  i przyspieszeń ^  ~  0. Ma to  miejsce w ciekłym 
jądrze zgrzeiny, o którym  wiadomo, że występujące w nim prędkości są rzędu 
0,005 m /s  [192], a przyspieszenia są małe. Fakt ten oraz mały wpływ indukcji 
własnej (rotA  ~  0) pozwalają uprościć równanie (4.374) do postaci odpowiadającej 
płynięciu ’’beztransportowemu” przy zgrzewaniu prądem stałym: 

r¥T
pce(T )—  -  V • [A(T)Vr T] =  a (T )(V T$ ) 2 , (4.380)

która stanowi model energetyczny zastępczego (równoważnego) ciała stałego, 
opisujący płynne jądro zgrzeiny. Równanie (4.380) można zapisać w rozwiniętej 
postaci homogenicznej, odpowiadającej płynięciu ”beztransportowemu” przy 
zgrzewaniu prądem  stałym:

p C e ( T ) ^  -  V 2T  -  V r A(T) • V TT  =  <т(Т)(Ут Ф)2 . (4.381)

R ów nanie zachow ania energii w  obszarze fazy sta łej (S) i ciek łej (L) dla  
przyb liżen ia  ” b eztran sportow ego”

Olbrzymią zaletą równania (4.381) jest możliwość jednolitego opisu nie tylko 
płynnego jąd ra  zgrzeiny w fazie jego powstawania, ale także zgrzewanych materiałów 
oraz elektrod przed i po ukształtowaniu się zgrzeiny. W  tych przypadkach wystarczy 
przyjąć:

•  ciało stałe (faza stała) gs =  1 - przy zgrzewaniu prądem stałym:

ce(T) = cvs(T ) oraz A =  As(T) i a  = as{T) dla T  < Ts(cB), skąd odpowiednio :
(4.382)

pcvS( T ) ^ -  -  V 2T  -  V r AS(T) ■ V TT  =  a s (T )(V TФ)2 , (4.383)
dt
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•  ciecz (faza ciekła) c/l =  1 - przy zgrzewaniu prądem stałym:

ce{T) =  cvl (T ) o raz A =  Al (T) i a  = (?l {T) dla T  > Tl (cb ) ,  sftąo? odpowiednio :
(4.384)

PCvl(T )—  -  V 2T  -  V t Al (T) • V r T  =  aL(T )(V T$ )2 , (4.385)

jak  to  wynika z równań (4.374+4.375).
Prawa strona równania (4.381) m a charakter wyrazu źródłowego, wymuszającego 

pole tem peratury w każdej fazie cyklu zgrzewania oporowego punktowego.
W  przypadku zgrzewania prądem  przemiennym w miejsce potencjału 

elektrostatycznego $  należy wstawić zdefiniowany wcześniej skuteczny potencjał 
elektrostatyczny l> (4.114) dla hipotetycznego (zastępczego) prądu stałego, którego 
przepływ daje ten  sam efekt energetyczny co rzeczywiście przepływający prąd 
przemienny. Przy tym  potencjały $  i $  spełniają analogiczne równania (4.75) 
i (4.115). Tak więc otrzymano przy zgrzewaniu prądem przemiennym niskiej 
częstotliwości:

p ce(T )—  -  V 2T  -  V TA(T) • V TT  =  a (T )(V r $ ) 2 . (4.386)

Analogicznie do (4.383+4.385), w przypadku zgrzewania prądem  przemiennym 
można napisać:

•  ciało stałe (faza stała) gs = 1:

ce(T) =  cvs(T) oraz A =  As(T) i a  = o's(T) dla T  <  T$(cB), skąd odpowiednio :

(4.387)

pcvS{T)—  -  V 2r  -  V TAs(T) • V TT  = <7S(T )(V r $ ) 2 . (4.388)

•  ciecz (faza ciekła) g i = 1:

ce (T)  = cvl (T) oraz A =  Al (T) i a  =  ol{T) dla T  > T i(cB) , skąd odpowiednio :
(4.389)

pcvL(T )—  -  V 2T  -  V TAL(T) • V TT  =  a L(T )(V T$ ) 2 . (4.390)

5. O bliczenia num eryczne

Przykładowe obliczenia numeryczne wybranego i zapisanego niżej, w postaci 
układu równań (podrozdział 5.3.) wraz z warunkami brzegowymi (podrozdział 5.4.), 
modelu procesu zgrzewania oporowego punktowego wykonano w oparciu o pakiet 
profesjonalnych kodów programowych firmy ANSYS Inc., wykorzystujący metodę 
elementów skończonych.

5.1. Pakiet kodów program owych A N SY S  
zastosow any do obliczeń m etodą elem entów  
skończonych

Program ten ulega ciągłemu rozwojowi od chwili powstania w roku 1970. 
Aktualnie jest jednym z najobszerniejszych pakietów programów dla obliczeń 
MES, jeśli chodzi o ilość zjawisk fizycznych, do których można go zastosować. 
Siłą jego jest szeroko pojęta unifikacja. Ten sam program można używać na 
różnych platformach sprzętowych bez konieczności uczenia się jego obsługi od nowa. 
W  wielu wypadkach budowa koncepcji odbywa się na komputerze osobistym, a 
końcowe obliczenia na dużych maszynach typu mainframe. Prócz menu siłą pakietu 
ANSYS jest pełna kompatybilność binarii pomiędzy komputerami i systemami 
bez konieczności zbędnej konwersji. W  dzisiejszej postaci pakiet ANSYS stosuje 
elementy skończone zawierające opis fizyczny takich zjawisk, jak: wytrzymałość, 
elektryczność, magnetyzm, piezoelektryczność, przepływ ciepła, przepływ cieczy 
i gazów, przepływy hipersoniczne i akustyka. Dodatkowo program posiada 
elementy pozwalające na opis zjawisk przez równania sprzężone. W  programie 
można dokonywać obliczeń zarówno zagadnień stacjonarnych, jak i zmiennych 
w czasie. Opis materiałów stosowany do obliczenia może uwzględniać wiele różnego 
typu nieliniowości. Zależności charakterystyk materiałowych mogą być funkcjami 
tem peratury i nie powoduje to  wydłużenia procesu obliczeniowego. W  obliczeniach 
inżynierskich, jak  i w pracach badawczych bardzo dużą rolę przywiązuje się do 
powtarzalności wyników oraz ich dokładności. W  swojej klasie, tak  rozbudo
wanych pakietów MES, kod ANSYS posiada odpowiednie certyfikaty łącznie z 
normą ISO 9001. Certyfikat otrzymał jako pierwszy i ma do dzisiaj. Według 
zapewnień firma ANSYS nim dopuści do użytku nową wersję, poddaje ją  minimum 
20 tys. testów, porównując wyniki obliczeń z wynikami analitycznymi (zespoły 
uniwersyteckie) bądź z pomiarami rzeczywistego zjawiska (laboratoria badawcze). 
Program zawiera w swojej strukturze wewnętrzny język programowania (oparty
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na składni języka FORTRAN), w którym  użytkownik jest w stanie zarządzać 
obliczeniami, parametryzować odpowiednie wielkości, jak  i uzupełniać obliczenia 
o własne funkcje i procedury.

5.2. A lgorytm  obliczeń num erycznych
Zaproponowane w rozdziale 4. przybliżone modele matematyczne zjawisk procesu 

zgrzewania oporowego punktowego opisują sprzężone układy równań różniczkowych 
cząstkowych. Rysunek 5.1 ilustruje charakter występujących sprzężeń, podając 
schemat współzależności głównych zjawrisk fizycznych.

Mimo to  kod ANSYS’a m a ograniczone możliwości, tzn. nie pozwala na 
tak  szerokie potraktowanie zagadnienia, jak  zaproponowano w rozdziale 4 . 
pracy. Dlatego w przeprowadznych obliczeniach ograniczono się do tych, jakie 
są dostępne w kodzie ANSYS’a. Bardzo poważnym ograniczeniem jest dostęp 
do niezbędnych danych fizycznych oraz odpowiedniego sprzętu komputerowego. 
Pominięte sprzężenia, oznaczone na rys. 5.1 liniami przerywanymi, m ają 
drugorzędne znaczenie i można byłoby je  uwzględnić kontynuując obliczenia 
iteracyjne w drugiej warstwie przybliżenia.

Rys. 5.1. Współzależność zjawisk fizycznych zachodzących podczas zgrzewania 
oporowego punktowego przyjęta w rozpatrywanym przypadku 

Fig. 5.1. Interrelated physical phenomena in resistance spot welding assumed in the 
considered case

Algorytm przeprowadzonych obliczeń numerycznych przy użyciu pakietu ANSYS 
przedstawiono na rys. 5.2.

Ze względu na przewidywany zakres symulacji opracowano param etryczne pliki 
wsadowe, pozwalające na kompleksowe przeprowadzenie analizy. Model numeryczny 
składa się z dwóch równoległych zadań liczonych przez kod ANSYS oraz wymiany 
wyników pomiędzy nimi. Budowa modeli numerycznych za pomocą elementów 
skończonych musi odbywać się w sposób jednoczesny, aby można było prowadzić 
w danym kroku czasowym równoczesną analizę wytrzymałościową i analizę 
termiczno-elektryczną, zmieniając każdorazowo i wzajemnie rodzaj analizowanego
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Rys. 5.2. Algorytm obliczeń numerycznych 
Fig. 5.2. Algorithm of numerical simulation

zadania (mechaniczny i termoelektryczny). Zachowana jest przy tym pozycja węzłów 
siatki elementów, jak  i właściwości samych elementów skończonych.

G e o m e tr ia . Ze względu na charakter opisywanych zjawisk zdecydowano się 
na zastosowanie elementów skończonych bazujących na opisie dwuwymiarowym 
płaskim z uwzględnieniem kołowej symetrii. Wielkości geometryczne, jak i cechy 
podziału na elementy powiązano ze sobą odpowiednimi zależnościami, tak aby 
spełnić wymagania wynikające z opisów zastosowanych elementów skończonych.

Podział na elementy skończone wykonano łącząc siatkę elementów 
wytrzymałościowych z siatką elementów elektrotermicznych na poziomie połączeń 
udostępnionych przez pakiet ANSYS.

Część wytrzymałościową wykonano w oparciu o elementy:

P L A N E 4 2  - element wytrzymałościowy, płaski osiowosymetryczny opisany 
w węzłach przez przemieszczenia;

T A R G E 1 6 9  - element kontaktowy uwzględniający opis wytrzymałościowy, cieplny 
i elektryczny do zadań płaskich i osiowosymetrycznych opisany w węzłach 
przez tem peraturę, przemieszczenia i potencjał elektryczny;
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C O N T A 1 7 1  - element kontaktowy uwzględniający opis wytrzymałościowy, cieplny 
i elektryczny do zadań płaskich i osiowosymetrycznych opisany w węzłach 
przez tem peraturę, przemieszczenia i potencjał elektryczny;

natom iast część elektrotermiczną wykonano w oparciu o element:

P L A N E 6 7  - element termoelektryczny do zadań płaskich, osiowosymetrycznych 
opisany w węzłach przez tem peraturę i potencjał elektryczny.

Powiązanie siatki elementów wytrzymałościowych z siatką elementów 
elektrotermicznych odbywa się poprzez zastosowanie udoskonalonego mechanizmu 
przekazywania wielkości pomiędzy siatkami elementów, które nie posiadają wyraźnie 
określonych związków. Przykładem jest przekazywanie rozkładu tem peratury 
z elementów elektrotermicznych do zadania wytrzymałościowego. W  analizie 
elektrotermicznej tem peratura jest wielkością poszukiwaną i przekazywana 
jest w każdym kroku do analizy wytrzymałościowej jako wymuszenie termiczne. 
Dodatkowo uaktualniona tem peratura w każdym kroku czasowym powoduje zmianę 
wielkości fizycznych opisujących m ateriały blachy, elektrody i samych elementów 
kontaktowych. Natom iast przekazywanie wyników analizy wytrzymałościowej 
elementów elektrotermicznych jest możliwe tylko poprzez zmianę kształtu 
elementów. Elementy elektrotermiczne nie posiadają jawnych wielkości związanych 
z geometrią, dlatego uwzględnienie odkształcenia poszczególnych elementów 
zgodnie z wynikami wytrzymałościowymi odbywa się poprzez proces ”mesh 
morphingu” , czyli ponownego wygenerowania macierzy kształtu  wykorzystującego 
złożenie położenia początkowego i wyników w poszczególnych krokach czasowych 
w analizie wytrzymałościowej. Większość programów MES, jak i starsze wersje 
programu ANSYS nie potrafią zmieniać macierzy kształtu  po rozpoczęciu procesu 
rozwiązywania w czasie. Rozszerzenie możliwości o funkcje ”mesh morphingu” 
umożliwia rozwiązywanie problemów, które nie zostały wcześniej określone przez 
autorów programów MES, i pozwala użytkownikowi samodzielnie definiować 
problem poprzez superpozycję modeli MES.

5.3. U kład równań rozw iązyw anego m odelu  
procesu zgrzew ania oporowego punktowego

Ograniczone możliwości wykonania obliczeń tak  złożonego zadania, jakie jawią 
się z przedstawionej wyżej analizy, oraz bardzo duże wymagania sprzętowe 
spowodowały, że w praktyce skupiono się na najprostszych przypadkach 
przedstawionych równań modeli. Oznacza to, że zależnie od rodzaju prądu 
zgrzewania poprzestano na równaniach zarówno dla dwufazowej strefy przejściowej, 
jak  i dla fazy stałej oraz ciekłej:
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•  (4 .75) - dla potencjału elektrostatycznego $  w przypadku zgrzewania prądem 
stałym:

V 2$  +  ( ^ ) V T T-(V<3>) =  o ,

•  (4.115) - dla potencjału elektrostatycznego skutecznego natężenia pola 
elektrycznego $  w przypadku zgrzewania prądem przemiennym:

V 2$  +  ( ^ ) V T r - ( V $ )  =  0 ,

czego konsekwencją jest brak możliwości uwzględnienia wpływu zjawisk 
mechanicznych (płynięcia) na elektryczne, a przede wszystkim konieczność 
pominięcia oddziaływania siłowego pola magnetycznego na płynięcie materiałów, 
tzn. pominięcia wpływu zjawisk elektromagnetycznych na mechaniczne przy 
jednoczesnym uwzględnieniu istotnego wpływu pola temperatury.

Możliwości obliczeniowe pakietu ANSYS, a raczej ich brak był przyczyną 
pominięcia w obliczeniach zagadnień transportu  materii, poza faktem wykorzystania 
w obliczeniach założonej nieściśliwości materiałów, tzn. bezźródłowości pola 
prędkości. Z rozwiązywania dyfuzyjnego przybliżenia transportu składnika 
stopowego zrezygnowano ze względu na przekonanie, że w obszarze płynięcia 
m ateriału (jądro i strefa odkształceń plastycznych) należałoby wcześniej ocenić 
wpływ transportu  adwekcyjnego w stosunku do dyfuzyjnego.

Równania opisujące mechaniczny aspekt procesu zgrzewania (płynięcie materiału 
w ciekłym jądrze (L), w dwufazowej strefie przejściowej (L+S) oraz w obszarze 
płynięcia plastycznego (S)) rozwiązywano w okrojonej postaci dla wersji 
” beztransportowej” .

•  (4.298) w dwufazowej strefie przejściowej (L+S):

=  - V T P  +  ( ^ ) V T r  ■ [(Vr o) +  ( V ^ f  ] +  v(T) V 2«,

dla r](T) określonego przez (4.282) wraz z (4.234+4.235) oraz (4.350),
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•  (4.304) lub (4.305) w obszarze ciekłego jądra:

^  =  ~ - V TpL +  ( ^ ) V T T  ■ [(VTt;L) +  (V TvL)T] +  VL(T) V 2v l  ,

•  (4.317) lub (4.320) w obszarze plastycznego płynięcia (S):

z pominięciem sił oddziaływania pola elektromagnetycznego, z uwagi na przybliżenia 
dla pola elektrycznego (4.75) i (4.115). Oznacza to  uwzględnienie wyłącznie 
naprężeń i płynięcia pod działaniem nacisku elektrod w materiale, którego własności 
kształtu ją się pod wpływem lokalnego pola tem peratury.

Wreszcie najważniejsze dla opisu procesu zgrzewania, równanie opisujące 
homogeniczne pole tem peratury  w dwufazowej strefie przejściowej odpowiadające 
płynięciu ’’beztransportowemu” :

•  (4.381) - dla zgrzewania prądem  stałym:

pce( T ) ~  -  V 2T  -  V r A(T) ■ V TT  = a (T )(V $ ) 2 ,

•  (4.386) - dla zgrzewania prądem  przemiennym o niskiej częstotliwości:

p C e {T )~  -  V 2T  -  V r A(T) • V TT  =  a ( T ) ( W ) 2 ,

uwzględniające przemiany fazowe, ale pomijające zjawiska mechaniczne (płynięcie 
oraz pracę odkształcenia m ateriału).

I dalej, odpowiednie równania w przybliżeniu ’’beztransportowym ” dla fazy 
stałej:

•  (4.383) - dla zgrzewania prądem  stałym:

pc„s ( r ) —  -  V 2T  -  V TAS(T) • V TT  =  a s (T )(V $ ) 2 ,
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•  (4.388) - dla zgrzewania prądem przemiennym o niskiej częstotliwości:

pcvs{T)~7^ -  V 2T  -  V TAS(T) • V TT =  a s (T )(V $ ) 2 ,

oraz fazy ciekłej:
•  (4.385) - dla zgrzewania prądem stałym:

pcvL(T )^ ~  -  V 2T  -  V t Al (T) ■ V TT  = a L(T )(V $ ) 2 , 
crt

•  (4.390) - dla zgrzewania prądem przemiennym o niskiej częstotliwości:

pcvL( T ) ~  -  V 2T  -  V TAL(T) • V TT  =  <tl (T)(VŚ>)2 .

5.4. W arunki brzegowe rozwiązywanego m odelu

Postawiono je przy następujących założeniach:

•  zadanie jest osiowosymetryczne,

•  nie oddziałuje zewnętrzne pole magnetyczne,
•  na powierzchni stożkowej fii elektrody ruchomej e l  zadano średnią gęstość 

powierzchniową prądu zasilania / ,
•  na powierzchni stożkowej elektrody nieruchomej e2  skalibrowano potencjał 

elektrostatyczny, przyjmując jego wartość ($  =  0 ),
•  powierzchnie boczne elektrod, z wyjątkiem kontaktu powierzchni roboczej fi? 

ze zgrzewanym materiałem, są izolowane elektrycznie,
•  powierzchnie brzegowe zgrzewanych elementów, z wyjątkiem powierzchni 

kontaktów fi7, Og, fig, są izolowane elektrycznie,
•  siła docisku Fz elektrody ruchomej e l  jest przekazywana za pośrednictwem 

zgrzewanych elementów, powodując przeciwnie skierowaną reakcję —Fz ze 
strony elektrody nieruchomej,

•  pominięto wpływ ciśnienia cieczy chłodzącej pw w wewnętrznych kanałach 
elektrod ograniczonych powierzchniami fi'3, fi3, przyjmując pw w p0 
(Po - ciśnienie otaczającego powietrza atmosferycznego), jak to m a miejsce 
na powierzchniach fi^ i fi4,

•  powierzchnie boczne fii, fi2, fi'5, fis, fi6 i fig są adiabatyczne,
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•  powierzchnie boczne fig i fi3 kanałów chłodzących elektrody m ają tem peraturę 
Tw równą średniej tem peraturze cieczy chłodzącej,

•  między powierzchniami Q'4. fi4, fi'7 i fig a otaczającym powietrzem, o średniej 
tem peraturze TQ, zachodzi konwekcyjna wymiana ciepła,

•  na powierzchniach kontaktów fi7, fig, fig (elektryczny, mechaniczny i cieplny), 
ze względu na nieciągłość funkcji opisujących, przyjęto model styków 
zaimplementowany w pakiecie ANSYS (podrozdz. 5.4.).

W arunki brzegowe dla potencjału skalarnego pola elektrycznego, wielkości 
mechanicznych oraz tem peratury przedstawiono na rys. 5.4+5.6 . Poniżej zapisano 
je w odniesieniu do wyróżnionych powierzchni zewnętrznych fi: +  fi9, zaznaczonych 
na rys 5.3. M ają one następującą postać:

5.4. Warunki brzegowe rozwiązywanego modelu
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W ęze ł, w  którym zadano  
siłę w  kierunku pionowym

^  . W ęze ł, w którym przyłożono
1 źródło prądu

W ęze ł, w  którym zadano  
< J J  określoną tem peraturę  

w ody chłodzącej

W ęze ł, w  którym zadano  
napięcie = 0

W ęze ł, w  którym odebrano  
stopień swobody w  kierunku  
promieniowym  (przem ieszczenie)

W eze ł, w  którym odebrano  
A U  stopień swobody w kierunku

pionow ym (przem ieszczenie)

Rys. 5.3. Oznaczenia brzegów przyjęte w obliczeniach numerycznych procesu 
zgrzewania oporowego punktowego i zadane obciążenia 

Fig. 5.3. Boundary designation for numerical calculations of the resistance spot 
welding process and applied loading

^ 4 , 0 ,  :
(5.4)

9 * . _ n.

dT ,
Aeg - k  =  a (T k  -  T°); =  a ( T k  _ To)dr

CT„|n' =  <7v|n4 ~  Po-.
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^ 5 i :
<9$
~dr k  =

<9$
d r 'k  -  °;

dT  dT
Oj Wr|n5 —

(5.5) 

=  0;

<9$
a r ' n6 ~

dT ,
~dr — ^rloe — Po;

(5.6)

n'T, n T : (5 7 )

a e i g ^ \ n 7 =  l i m { a s t l ( ó ) [ $ ei ( r , f f i  + 5 )  -  $ mzl(r ,gi -  ó ')]} ;

< 9 $ , , d T ,
■ ^ ■ k -  °; Aei^ j k  =  a (r k  _ 7 o);

dT
A ei ^ | n r =  ] im { A s t l ( J ) [ r e l ( r , 5 l  +  ó ) -  r m z l( r , 5 l  -  ó ) ] } ;  

l im [w 2 ( r ,  5 i  +  6) -  uz (r, 9l  -  (5)] =  0 ; ct2 |n - =  Po

n ' . ns ^ ls -  (5.8)

<9$
O m zi-^W & =  l i m { a S(2(< 5 )[$m z l( r ,  0  +  .5) -  $ m22( r ,  0  -  ó ) ] } ;

№ .  _ n d T .  
d z  |n® “  ’ d z  k  “  ° ’

d T
|n8 =  l f m { A st2((5) [ T m2l ( r , 3 i  + < 5 )  — Tmz2(r,gi  -  5 ) ] } ;  

| im [ « 2( r ,  6) -  uz (r,  -< 5 )] -  0; ct2 |n - =  Po
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fi'9, n 9 : (5-9)

CTe 2 ^ | n 9 =  lim {C T s t3 (< 5 ) [^ m 2l ( r ,  - 3 3  +  <5) -  ®mz2{r,  - 5 3  -  <5)]}o z  s->o

<9$, n , dT .
g j l n j  =  0; A e2^ j | n '  =  a ( ? n '  -  T 0) ,

rfT
Ae2^ - | n 9 =  l i m { A s(3 (<5) [T m2l ( r ,  - 3 3  +  <5) -  T m22( r ,  - 3 3  -  <5)]} 

o z  <5—0

l im [ u 2 ( r ,  - 3 3  +  S ) ~  uz(r, - 3 3  -  <5)] =  0; az \a'9 =  pa
ó—>0

W łasności m ateria łow e
Z uwagi na poczynione założenia i otrzymane równania modeli, w obliczeniach 

numerycznych uwzględniono zmienność własności materiałowych poszczególnych pól 
jako funkcji temperatury. Dla stali podano je w tabeli 5.1, natomiast dla stopu 
miedzi, jako m ateriału elektrod, w tabeli 5.2.

Zjawisko styku  pom iędzy e lem entam i zgrzew anym i oraz 
e lek tro d ą  i e lem entem  zgrzew anym

Zastosowane w obliczeniach numerycznych elementy kontaktowe są podatne 
i odzwierciedlają odkształcenia powierzchni, na której je wygenerowano. Równania 
przewodnictwa ciepła i przewodnictwa prądu zostały sparametryzowane za pomocą 
stanu kontaktu pomiędzy elementami.

Zastosowane w symulacji elementy kontaktowe pełnią funkcję powiązania 
obszarów elektrod oraz blach zgrzewanych. Ze względu na możliwości uzależnienia 
przewodności cieplnej i elektrycznej od tem peratury i stanu kontaktu (elementy 
w kontakcie lub rozłączone) zastosowano tabele przewodności elektrycznej 
i przewodności cieplnej dla warstwy kontaktowej. Dodatkowo skorzystano 
z możliwości generacji ciepła Joule’a w samych elementach kontaktowych.

Elementy te pozwalają uniknąć identyfikacji, które elementy kontaktowe są w 
danej chwili (aktualnie) w kontakcie. Przewodzenie elektryczne i cieplne kontaktu 
jest uzależnione od stanu, w jakim są poszczególne elementy, jak i tem peratury 
na powierzchni kontaktu. Odpowiednie funkcje opisujące te zależności wprowadza 
się do programu za pośrednictwem tabel wielkości charakterystycznych. Stosowanie 
wielu wielkości uzależnionych od tem peratury, stanu kontaktu i ciśnienia w 
samym kontakcie powoduje konieczność uwzględniania tych zmian na każdym
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Tabela 5.1. Dane materiałowe stali niskowęglowej w funkcji tem peratury przyjęte do 
obliczeń wg [182]

Temperatura, K 293 366 477 588 699 810 921 1005 1033
Ciepło wł., J / k g K 444 453 511 561 612 662 763 1006 2388

Przewodność 
cieplna, W / m K 64,7 63,3 55,3 49,9 44,9 39,8 34,9 30,5

Moduł 
Younga, [M P a ] ■ 103 207 197 194 186 169 117 55,2 6,89

Wsp. Poissona 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3
Wsp. rozszerzalności 
cieplnej, [1 /K] ■ 10-5 1,1 1,15 1,22 1,30 1,35 1,40 1,46 1,40

Rezystancja elek
tryczna, [/i$7 • m] • 10-7 1,42 1,86 2,67 3,76 4,95 6,48 8,18 10,1

Temperatura, K 1046 1072 1144 1255 1356 1477 1755 1794
Ciepło wł., J / kg K 1006 1093 1190

Przewodność 
cieplna, W / m K 28,4 27,7 28,6 29,0 100

Moduł 
Younga, [MPa] ■ 103 0,1

Wsp. Poissona 0,48
Wsp. rozszerzalności 
cieplnej, [1 /K] ■ 10~5 1,35

Rezystancja elek
tryczna, [/ifi; m] ■ 10-7 11,2 11,6 11,8 12,1

kroku iteracyjnym, a nie jak  dla większości zagadnień wytrzymałościowych, dla 
których tak  częste uaktualnianie własności kontaktu nie jest konieczne. Duże 
i gwałtowne zmiany we własnościach kontaktu powodują kłopoty ze zbieżnością 
procesu iteracyjnego. Tego typu podejście pozwalało opisać zjawiska występujące 
w kontakcie zarówno związane z gwałtowną zmianą sztywności m ateriału, jak 
i szybką zmianą tem peratury styku. Zastosowane tego typu elementy kontaktowe 
pozwalają zaobserwować samoczynne rozszerzanie i kurczenie się powierzchni styku. 
W  przypadku elementów kontaktowych możemy wyraźnie mówić o dwóch stanach 
kontaktu. Pierwszy, kiedy elementy znajdują się w kontakcie i aktywne są wszystkie 
funkcje opisujące przewodność elektryczną, cieplną oraz ustala się równowaga 
mechaniczna pomiędzy ośrodkami. Zróżnicowanie stanów wynika jedynie z różnej 
tem peratury styku i jednostkowego nacisku w kontakcie. W  drugim stanie mamy 
do czynienia z kontaktem otwartym, kiedy nie zachodzi przepływ prądu. W  opisie 
mechanicznym występuje powierzchnia swobodna.
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Tabela 5.2. Dane materiałowe elektrod zgrzewarki punktowej (miedź stopowa) 
w funkcji tem peratury przyjęte do obliczeń wg [182]

Temperatura, K 293 366 477 588 699 810 922 1033

Ciepło wł., J/kgK 398 402 41,9 43,2 44 45,3 46,5 47,8

Przewodność 
cieplna, W / m K 390 381 370 355 345 335 320 316

Moduł 
Younga, [MPa] ■ 103 124 105 93,1 82,7 55,2 38,6 24,8 15,9

Wsp. Poissona 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35

Wsp. rozszerzalności 
cieplnej, [1 /K]  • 10-5 1,66 1,67 1,71 1,78 1,84 1,85 1,89

Rezystancja 
elektryczna, [/ifi • m] • 10-8 2,64 3,00 3,99 5,05 6,19 6,98 8,00 8,98

Temperatura, K 1144 1255 1356 1477

Ciepło wł., J/ kg K 50,3

Przewodność 
cieplna, W / m K 310 305 301

Moduł 
Younga, [MPa] ■ 103 13,8 6,89

Wsp. Poissona 0,35 0,35
Wsp. rozszerzalności 
cieplnej, [1/-K-] • 10~5 1,93

Rezystancja 
elektryczna, [/xfi • m] • 10-8 9,48 9,98
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0(r;,z) = O

= +8)-<J>„,(r.& -8)]}

0 < r < r  Q ,

1 elektroda górna - e 1 1

m ateriał
zgrzew any - mz1

O(r.O) = lim

{°.,(6)i<i>„:,(r.-g,+8)-<i>„(r,-g j -8)i} ( m ateriał 
_____________o± r < K____________ On Lzgrzew anv - m z2

I e lektroda dolna - e2~l

Rys. 5.4. Warunki brzegowe dla potencjału skalarnego pola elektrycznego 
Fig. 5.4. Boundary conditions for the potential of the electric scalar field
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Rys. 5.5. Warunki brzegowe dla pola prędkości i przemieszczeń 
Fig. 5.5. Boundary conditions for the velocity and displacements
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7 ('••-&) = Um )l7„c2(r +8 )-7.2 (r-~g3 - 8  )] !5h0
0  < r < /; ^  o

/ — ---------- — ------------- -- .
ô 1

—  1 ( 0 . z )  =  0
dr

Ł
r -------------—------------------- —

1 elektroda górna - e j  1

m ateriał “'j
zg rzew any - mz1 J

m ateriał
^zgrzewany - m z2

l elektroda dolna - e2~l

Rys. 5.6. W arunki brzegowe dla pola tem peratury 
Fig. 5.6. Boundary conditions for the tem perature field
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5.5. W yniki obliczeń num erycznych
Poniżej przedstawiono wyniki obliczeń numerycznych procesu zgrzewania 

oporowego punktowego prądem stałym  i równoważnym prądem skutecznym pól 
tem peratury, przemieszczeń, naprężeń zastępczych wybranych materiałów o różnej 
grubości.

Z przeprowadzonych analiz zgromadzono mapy rozkładów wielkości fizycznych 
rejestrowanych w czasie dla każdego rozpatrywanego przypadku. W  modelowaniu 
różnicowano takie cechy, jak grubość blach, ich ilość, rodzaj m ateriału, z jakiego 
zostały wykonane. Ponadto, w analizach uwzględniano różne wielkości prądu 
zgrzewania, jak i siły docisku.

W yniki uzyskane z symulacji numerycznej m etodą elementów skończonych 
zgromadzono jako zestawy map rozkładów tem peratury, przemieszczeń, rozkładu 
potencjału elektrycznego. Program pozwala również na tworzenie map rozkładu 
wielkości nie będących stopniami swobody problemu, a związanymi z uzyskanymi 
wynikami poprzez równania opisujące problem. Do takich wielkości możemy zaliczyć 
rozkład naprężeń, rozkład gęstości prądu, rozkład strumienia ciepła. W  wypadku 
wielkości wektorowych, takich jak  gęstość prądu możliwe było stworzenie obrazów 
pola wektorowego prądu elektrycznego (rys. 5.12+5.13). Wyniki są prezentowane 
w konwencji wartości węzłowych. Dla wyników reprezentujących wielkości stopni 
swobody problemu prezentacja jest bezpośrednia i nie wymaga uśredniania 
w węzłach. W  przypadku wielkości, uzyskiwanych w wyniku przekształceń równań 
opisujących związki lokalne w elementach, konieczne jest wykonanie uśrednienia tych 
wielkości w węzłach siatki. Wynika z tego, że jeżeli istnieje znacząca rozbieżność tych 
wielkości w węzłach, to  mamy do czynienia z rozwiązaniem niedokładnym. Tego 
typu proste oszacowanie dokładności obliczeń jest jak najbardziej prawdziwe przy 
modelowaniu materiałów sprężystych opisywanych funkcjami liniowymi. Jednak 
model materiałowy jest modelem nieliniowym (biliniowa plastyczność), dodatkowo 
parametryzowanym tem peraturą. Dla niego proste oszacowanie dokładności obliczeń 
nie m a zastosowania. Dla naszego modelu różnica wielkości ekstrapolowanych do 
węzłów siatki nie może być m iarą dokładności wykonywanych obliczeń. W  dodatku 
zmiana stanu sprężystego na plastyczny i odwrotnie powoduje wprowadzenie 
niejednorodności materiałowej.

W  celu porównania uzyskiwanych wyników zastosowano ujednoliconą skalę 
tem peratury z ograniczeniem skali do granicy topnienia. Obszary, które uzyskały 
wyższą tem peraturę od granicznej tem peratury topnienia, są przedstawione kolorem 
szarym (rys. 5.7+5.10).

Ze względów prezentacyjnych część wyników przedstawiono przy zastosowaniu 
wirtualnego modelu przestrzennego. Tego typu prezentacja pozwala zobrazować 
rozkład tem peratury w przekroju oraz na powierzchniach zgrzewanych blach 
i elektrod (rys. 5.10).
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(e) (f)

Rys. 5.7. Rozkład tem peratury przy zgrzewaniu oporowym punktowym blach ze 
stali 08X o grubości 1+1 mm, w chwili czasowej: a) 260 ms, b) 360 ms,
c) 410 ms, d) 460 ms, e) 510 ms, f) skala tem peratury

Fig. 5.7. Distribution of tem perature in the resistance spot welding of 08X steel 
sheets 1 + 1  mm thick, a t the moment: a) 260 ms, b) 360 ms, c) 410 ms,
d) 460 ms, e) 510 ms, f) tem perature scale
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Rys. 5.8. Rozkład tem peratury przy nagrzewaniu oporowym blachy ze stali 08X 
o grubości 2 mm w wybranych chwilach czasowych: a) 60 ms, b) 110 ms, 
c) 160 ms, d) 260 ms, e) 310 ms, f) skala tem peratury 

Fig. 5.8. Distribution of tem perature during resistance heating of one 08X steel sheet 
2 mm thick at the moment: a) 60 ms, b) 110 ms, c) 160 ms, d) 260 ms,
e) 310 ms, f) tem perature scale
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Rys. 5.9. Rozkład tem peratury przy zgrzewaniu oporowym punktowym trzech blach 
ze stali 08X o grubości 1+2+1 mm w chwili: a) 0,3 s, b) 0,4 s, c) 0,5 s,
d) 0,7 s, e) 0,8 s, f) skala tem peratury

Fig. 5.9. Distribution of tem perature in resistance spot welding of three 08X steel 
sheets 1+ 2 + 1  mm thick, a t the moment: a) 0,3  s, b) 0,4  s, c) 0,5  s, d) 0,7  s,
e) 0,8  s, f) tem perature scale
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(b)

Rys. 5.10. Rozkład tem peratury przy zgrzewaniu oporowym punktowym blach ze 
stali 08X: a) o grubości 1+1 mm w chwili 0,46 s, b) o grubości 5+5 mm 
w chwili 1,15 s

Fig. 5.10. Distribution of tem perature in resistance spot welding of 08X steel sheets: 
a) 1+1 mm thick, a t the moment 0.46 s, b) 5+5 mm thick, a t the moment 
1.15 s
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(b)

Rys. 5.11. Przebieg cyklu cieplnego w styku elektrody z m ateriałem zgrzewanym 
przy zgrzewaniu oporowym punktowym blach ze stali 08X: a) o grubości 
1+1 mm, b) o grubości 5+5 mm 

Fig. 5.11. Time history of tem perature at the contact between electrode and welded 
sheet during resistance spot welding of 08X steel sheets: a) 1+1 mm thick, 
b) 5+5 mm thick
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Rys. 5.12. Rozkład gęstości prądu przy zgrzewaniu oporowym punktowym blach ze 
stali 08X: a) o grubości 1+1 mm w chwili 0,46 s, b) o grubości 5+5 mm 
w chwili 0,95 s

Fig. 5.12. Distribution of the current density in resistance spot welding of 08X steel 
sheets: a) 1+1 mm thick, a t the moment 0.46 s, b) 5+5 mm thick, a t the 
moment 0.95 s



128 Rozdział 5. Obliczenia numeryczne

poS jS  8 .0
PLOT N0.
VB T  EI
P o « arQ :a p h ic sEFBCPIfel
MIN=.337E-06
№ tf= io9 .568

337E-06
18.841

75.364
>4.204
113.045
131
150.727
169.568

(a)

ANSYS 8 .0  
PIOT MO. 1 
VECTOR 
T B E = .4 6  
EF
Power Graphiic  s  
EF2CET=1 
AVRES=Mat 
H № .  487E-06 
№ X =481.51 
_  . -187B-06
S  53 .501  
B  107.002 
S  160 .503  
B  21 4 .0 0 4  
S  26 7 .5 0 5  

321.006 
374.508 
426.009 
481.51

cm

(b)

Rys. 5.13. Reprezentacja wektorowa pola elektrycznego przy zgrzewaniu oporowym 
punktowym blach ze stali 08X o grubości 1+1 mm : a) w chwili 0,16 s, 
b) w chwili 0,46 s

Fig. 5.13. Vector representation of the electric field in resistance spot welding of 08X 
steel sheets 1+ 1  mm thick: a) a t the moment 0.16 s, b) a t the moment 
0.46 s
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Rys. 5.14. Wyniki obliczeń numerycznych rozkładu naprężeń zastępczych HMH 
w różnych chwilach czasowych przy zgrzewaniu elementów ze stali 08X 
o grubości: a) 1x2 mm, b) 1+ 1  mm 

Fig. 5.14. Results of numerical calculations of the distribution of reduced HMH 
stresses in the resistance spot welding of 08X steel sheets: a) 1x2 mm, 
b) 1+ 1  mm
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Rys. 5.15. Rozkład nacisków jednostkowych w kontakcie przy zgrzewaniu oporowym 
punktowym w wybranych chwilach czasowych, blach ze stali 08X 
o grubości: a) 1+ 1  mm, b) 1+ 2 + 1  mm 

Fig. 5.15. Distribution of unit pressure at the contact of the electrodes with the 
welded m aterial and between the welded material itself: a) resistance spot 
welding of 08X steel sheets 1+ 1  mm thick, b) 1+2+1 mm thick

6. Badania dośw iadczalne

6.1. Stanowiska badawcze
Próby zgrzewania oporowego punktowego oraz badania termograficzne przy 

zgrzewaniu punktowym przeprowadzono na stanowisku wyposażonym w zgrzewarkę 
punktową prądu przemiennego ZPa-80 z mikroprocesorowym sterownikiem 
MUS-1521E, zgrzewarkę prądu stałego ZGa-160 i mikroprocesorowy przyrząd Pp-11 
do pomiarów i rejestracji parametrów zgrzewania, rys. 6.1. Pomiary termograficzne 
wykonano za pomocą urządzenia INFRAMETRICS 760. W  celu porównania 
wyników rejestracji i pomiarów tem peratur za pomocą kamery termograficznej 
z rzeczywistymi tem peraturam i obszarów charakterystycznych dla procesu 
zgrzewania oporowego punktowego, w kilku punktach zamocowano termopary 
Ni-NiCr.

Rys. 6.1. Stanowisko badawcze 
Fig. 6.1. A view of the test stand
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U rządzen ie term ograficzne IN F R A M E T R IC S  760 i jego  oprogram ow anie

Urządzenie INFRAM ETRICS 760 jest w pełni mobilne i składa się z kamery 
termograficznej chłodzonej helem w obiegu Sterlinga, zapewniającej tem peraturę 
pracy detektora na poziomie 77 K, jednostki centralnej, magnetowidu i układu 
zasilającego, rys. 6 .2 , tabl. infra.

Jednostkę centralną stanowi komputer wyposażony w ciekłokrystaliczny 
kolorowy monitor, stację dysków 1,44 MB, kartę multi I/O , oraz panelu sterującego 
na płycie czołowej.

Rys. 6.2. Kamera termograficzna INFRAM ETRICS 760 
Fig. 6.2. Infrared camera INFRAM ETRICS 760

INFRAM ETRICS 760 umożliwia zapisywanie danych w formacie T IFF na dysku, 
lub bezpośrednie przesłanie ich do komputera, na którym dokonuje się dalszej 
ich obróbki za pomocą odpowiedniego oprogramowania. Ponadto pozwala określić 
kilkanaście parametrów obserwowanego obiektu w czasie trwania sesji pomiarowej. 
Do najczęściej wykorzystywanych należą:

•  średnia tem peratura obrazu,

•  profil temperaturowy wzdłuż wykreślonej poziomej lini,

•  tem peratura punktu.
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Tabela 6.1. Dane techniczne urządzenia termograficznego In fram etrics  760

Zakres pomiarowy 
/im

Dokładność pomiaru
°C

3 +  5 0,2
8 +  12 0,1
3 +  12 0,1

6.2. B adania technologiczne procesu zgrzewania  
oporowego punktowego

Próby zgrzewania oporowego punktowego wykonano głównie dla złączy 
zakładkowych blach o grubości 1+5 mm ze stali 08X. Aby umożliwić badania 
jakości złączy za pomocą próby krzyżowej wykonano próbki blach o wymiarach 
150xl50xg mm.

Przed próbami zgrzewania dokonano pomiaru rzeczywistej siły docisku elektrod 
w zależności od ciśnienia powietrza wskazywanego na manometrze zgrzewarki 
dynamometrem firmy A.S.Young & Co.Ltd.

Próby zgrzewania prowadzono na zgrzewarkach prądu stałego i przemiennego. 
Zastosowano elektrody kłowe proste klasy A3/1 wykonane z miedzi stopowej 
CuCrZr o płaskiej powierzchni roboczej o średnicy obliczonej wg wzoru de = 
5y/g mm. Średnia wartość przewodności właściwej m ateriału elektrod, mierzona 
przyrządem Sigmatest D.2068, w tem peraturze otoczenia wyniosła 75%IACS. 
Elektrody chłodzono wewnętrznie wodą z wydajnością około 3l/m in .

W  celu zabezpieczenia jednakowego oporu styku, próbki dokładnie oczyszczono 
osiągając wartość statycznej oporności stykowej ok. 110 fiO.. Stan powierzchni 
zgrzewanych blach oceniano na podstawie pomiaru chropowatości. Pomiary 
przeprowadzono wykorzystując urządzenie Perthom eter firmy Feinpriif Perthen 
GmbH. Uzyskano wartości Ra w zakresie 1,18+1,49 /iSl W  trakcie zgrzewania 
dokonywano również pomiarów parametrów elektrycznych przyrządem Pp-11. 
Przebiegi parametrów elektrycznych przy zgrzewaniu punktowym blach o grubości 
1 mm i 3 mm podano na rys. 6 .3+6.4. Doboru parametrów zgrzewania 
dokonano na podstawie modelu eksperymentu wieloczynnikowego, biorąc za 
podstawę wyniki badań wstępnych. Zastosowany plan eksperymentu opracowano na 
podstawie programu ortogonalnego PS/D S-P :a. Program ten należy do grupy tzw. 
programów statystycznych zdeterminowanych selekcyjnie-wieloczynnikowo, których 
podstawową cechą jest zmiana wartości wielu czynników badanych podczas kolejnych 
pomiarów. Programy należące do tej grupy prowadzą do uzyskania jednej funkcji 
obiektu, w skład której wchodzą wszystkie istotne czynniki badane oraz czynniki 
wynikowe.

Jakość złączy oceniano na podstawie: przebiegu parametrów elektrycznych 
zgrzewania oporowego punktowego, wyglądu zewnętrznego, badań
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wytrzymałościowych oraz badań metalograficznych. Ocenę wytrzymałości złączy 
punktowych przeprowadzono na podstawie próby krzyżowej rozciągania (wg 
Doc.IIW-628-79). Badania przeprowadzono na maszynie wytrzymałościowej typu 
ZDM-10  Rauensteins.

Czas przepływu prąciu zgrzewania [ms]

Rys. 6.3. Param etry zgrzewania oporowego punktowego złącza zakładkowego blach 
ze stali 08X o grubości 1 mm 

Fig. 6.3. Param eters of resistance spot welding of 08X steel sheets 1 mm thick

Rys. 6.4. Param etry zgrzewania oporowego punktowego złącza zakładkowego blach 
ze stali 08X o grubości 3 mm

Fig. 6.4. Param eters of resistance spot welding of 08X steel sheets 3 mm thick
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6.2.1. W pływ  param etrów  p rocesu  zgrzew ania oporowego 
punktow ego na  k sz ta łt i w ym iary  zgrzein punktow ych

Niżej zamieszczono przykładowe wyniki makroskopowych badań 
metalograficznych złączy wykonanych przy tych samych parametrach zgrzewania. 
Ograniczono się do zamieszczenia opisu rozwoju jąd ra zgrzeiny punktowej blach ze 
stali 08X o grubości 1+1 mm, rys. 6.5. Dla porównania prześledzono nagrzewanie 
blachy o grubości 2 mm, rys. 6 .6 .

a)

h

Rys. 6.5. a) K ształt przekroju poprzecznego jądra uzyskanego przy zgrzewaniu 
oporowym punktowym blach ze stali 08X o grubości 1 mm b) wymiary 
ciekłego jąd ra  zgrzeiny uzyskane na podstawie badań doświadczalnych 
i obliczeń numerycznych (por. rys. 5.7)

Fig. 6.5. a) Cross-section of the nugget obtained by resistance spot welding of 
08X steel sheets, 1 mm thick b) dimensions of a weld nugget according 
to  experimental investigations and numerical calculations (cf. fig. 5.7)
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symulacja
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Rys. 6 .6 . a) K ształt przekroju poprzecznego jądra uzyskanego przez nagrzewanie 
blachy ze stali niskowęglowej o grubości 2 mm b) wymiary ciekłego jądra 
uzyskane z badań doświadczalnych i obliczeń numerycznych (por. rys. 5 .8 ) 

Fig. 6 .6 . a) Cross-section of the nugget obtained by resistance heating of low-carbon 
steel sheet, 2 mm thick b) dimensions of a nugget according to experimental 
investigations and numerical calculations (cf. fig. 5 .8 )
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6.3. Badania term ograficzne złączy zgrzewanych  
oporowo punktowo

Promieniowanie podczerwone jako elektromagnetyczne, zależnie od długości fali 
dzieli się na bliską, średnią i daleką podczerwień. W  badaniach termowizyjnych 
i termograficznych stosuje się promieniowanie o długości fali 3+5/tm lub 
8+12(13)/jm, ze względu na dobrą jego transmisję przez atmosferę w tych 
przedziałach długości fali oraz ze względu na własności emisyjne badanych 
elementów. Obecnie termografia wykorzystuje kamery termowizyjne pracujące w 
zakresach 2 +  5 //,m oraz 8 +  12/zm (kamery krótko- i długofalowe). Istnieją pewne 
różnice pomiędzy tymi kamerami, mające wpływ na interpretację termogramów. 
Różnice te są spowodowane wpływem długości fali na emisyjność materiałów, 
transmisję otoczenia i rozdzielczość kamery oraz dotyczą poziomu energii 
wykrywanej przez kamerę.

Badania termograficzne prowadzono podczas wykonywania prób 
technologicznych zgrzewania w czasie realizacji planu eksperymentu. Mierzono 
rozkład tem peratury w pobliżu górnej elektrody i na przekroju poprzecznym złącza, 
rys. 6.8+6.11. Dodatkowo wykonano pomiary tem peratury ciekłego jądra zgrzeiny 
(rys. 6.12), stosując tzw. eksperyment ’’połówkowy” , rys. 6.7a. Sposób prowadzenia 
badań termograficznych złączy zgrzewanych oporowo punktowo podano na rysunku 
6.7.

Kamera
termowizyjna

Rys. 6.7. Położenie kamery termograficznej w badaniach zgrzein punktowych 
Fig. 6.7. Position of the infrared camera in investigations of resistance spot welds
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Rys. 6 .8 . Terinogram stadium  początkowego wydzielania się ciepła na styku między 
zgrzewanymi blachami oraz między elektrodami i powierzchnią blach 

Fig. 6 .8 . Thermogram of initial phase of heat release at the contacts between welded 
sheets and between electrodes and resistance spot welded sheets
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(e)

Rys. 6.9. Rozkład tem peratury na przekroju poprzecznym złącza przy zgrzewaniu 
oporowym punktowym blach ze stali 08X o grubości 1,5+1,5 mm. 
Położenie kamery termograficznej, rys. 6.7a 

Fig. 6.9. Temperature distribution in the cross-section of the joint a t resistance 
spot welding of 08X steel sheets 1,5+1,5 mm thick. Position of the infrared 
camera, cf. fig. 6.7a
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D

Rys. 6.10. Rozkład tem peratury na górnej powierzchni zgrzewanych blach ze stali 
08X o grubości 5+5 mm w chwili wyłączenia prądu zgrzewania. Położenie 
kamery, rys. 6.7b

Fig. 6.10. Tem perature distribution on the upper surface of welded 08X steel sheets 
5 mm thick, of resistance spot welding a t the moment of shutting down 
the welding current. Position of the infrared camera, cf. fig. 6.7b
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Rys. 6.11. Rozkład tem peratury na powierzchni górnej blach ze stali 08X o grubości 
5+5 mm, 5 ms po podniesieniu elektrody. Położenie kamery, rys. 6.7b 

Fig. 6.11. Tem perature distribution on the upper surface of welded 08X steel sheets 
in resistance spot welding 5 mm thick, 5 ms after lifting the electrode. 
Position of the infrared camera, cf. fig. 6.7b
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(a) (b)

Rys. 6.12. Rozkład tem peratury w ciekłym jądrze zgrzeiny punktowej złącza blach 
ze stali 08X o grubości 5+5 mm. Położenie kamery, rys. 6.7a 

Fig. 6.12. Tem perature distribution in the liquid nugget of the joint of 08X steel 
sheets 5 mm thick. Position of the infrared camera, cf. fig. 6.7a

7. Podsum ow anie

W  pracy opisano podstawowe zjawiska fizyczne zachodzące w procesie 
zgrzewania oporowego punktowego. Zawarty w niej opis zachodzących w procesie 
technologicznym, podstawowych dla niego zjawisk fizycznych, pozwala na 
przewidywanie własności powstającego złącza oraz projektowanie warunków 
zgrzewania.

Zbudowano rodzinę modeli matematycznych, o różnym stopniu przybliżenia, 
zjawisk fizycznych stanowiących podstawę procesu zgrzewania oporowego 
punktowego. Osiągnięto to  analizując warunki fizyczne towarzyszące wyróżnionym, 
podstawowym dla technologii zgrzewania zjawiskom. Szczególną uwagę zwrócono na 
następujące zjawiska:

•  przewodzenie prądu przez zgrzewane m ateriały i ich styk oraz styki materiałów 
zgrzewanych z elektrodami,

•  zależność parametrów fizycznych od tem peratury oraz siły docisku elektrod, 
a w związku z tym  ilości wydzielającego się ciepło Joule’a - Lenza i jego 
transportu  w trakcie przepływu prądu zgrzewania w obszarze zgrzewania 
między elektrodami,

•  zmiany stanu skupienia jąd ra zgrzeiny (solidus - likwidus - solidus) w cyklu 
zgrzewania,

•  transport materii, pędu i energii w obszarze powstającego jądra zgrzeiny i jego 
otoczenia przy obecności sił pola elektromagnetycznego.

Zaproponowany model matematyczny zjawisk elektromagnetycznych zgrzewania 
oporowego punktowego dotyczy opisu propagacji pola elektromagnetycznego 
w ośrodku przewodzącym. Problem ten nie leży w obszarze zainteresowania 
elektrotechniki, elektrotermii i elektroenergetyki, ponieważ dotyczy stanów 
osobliwych z ich punktów widzenia (stan kontrolowanego zwarcia). Natomiast dla 
zagadnień związanych z transportem  materii i energii oraz oddziaływań siłowych 
w zgrzewanych m ateriałach zaproponowano, wynikający z praw zachowania, 
opis zgrzewanych materiałów, modelowanych jako ośrodek ciągły, termicznie 
niejednorodny, znajdujący się, zależnie od warunków: w fazie stałej, w dwufazowej 
strefie przejściowej lub w fazie ciekłej z uwzględnieniem zmiany stanu skupienia. 
Dwufazową strefę przejściową w kształtującym  się jądrze zgrzeiny opisano w postaci 
uj ednorodnionej (homogenicznej).

W  obszarze fazy stałej przyjęto opis stosowany w termomechanice, 
natom iast w fazie ciekłej model lepkiej cieczy newtonowskiej. W  zastosowanym 
opisie transportu materii i energii oraz oddziaływań siłowych uwzględnione 
zostało oddziaływanie pola elektromagnetycznego. W efekcie powstał model
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m atematyczny sprzężonych pól fizycznych w postaci układów cząstkowych równań 
różniczkowych. Zaproponowane uproszczenia prowadzą do rozprzężenia tych równań 
i w ramach uzasadnionego przybliżenia, pozwalają na numeryczne rozwiązanie 
stawianych zagadnień brzegowych przy użyciu komercyjnego oprogramowania i 
na dostępnym autorowi sprzęcie. Odrębnym problemem, nadal niezadowalająco 
opisanym a istotnym  z punktu widzenia technologicznego, jest zagadnienie 
styków: elektroda-m ateriał zgrzewany i m ateriał zgrzewany-materiał zgrzewany. 
W  odróżnieniu do zaproponowanego opisu fenomenologicznego sprzężonych 
pól fizycznych, towarzyszących procesowi oporowego zgrzewania punktowego, 
wyst?pujące styki modelowano na poziomie obliczeń numerycznych w oparciu
0 dostępne elementy użytego do obliczeń pakietu programów ANSYS.

W  pracy wykonano analizę i wyprowadzono równania opisujące, z różnym 
stopniem przybliżenia, pole elektromagnetyczne w zgrzewanych materiałach
1 elektrodach, posiadających zdolność przewodzenia prądu elektrycznego oraz 
określone własności magnetyczne. Uzyskane równania uwzględniają wpływ 
prędkości deformacji fazy stałej lub prędkości płynięcia fazy ciekłej, a także 
prędkości płynięcia ujednorodnionej mieszaniny dwufazowej w strefie przejściowej 
kształtującej się zgrzeiny, na zachowanie się pola elektromagnetycznego (sprzężenie 
pól: elektromagnetycznego i mechanicznego). Wyniki uzyskano dla prądu stałego 
oraz przemiennego o niskiej częstotliwości dla materiałów niejednorodnych 
termicznie. W  swej istocie (naturze) proces zgrzewania oporowego punktowego 
jest kontrolowanym stanem  zwarcia elektrycznego, w trakcie którego wydzielające 
się ciepło Joule’a-Lenza prowadzi do zlokalizowanych przemian fazowych. 
Podano równania transportu  energii w polu elektromagnetycznym dla każdego 
z wymienionych rodzajów prądu, ze wskazaniem członu będącego źródłem generacji 
ciepła Joule’a-Lenza zależnie od rodzaju prądu. Równanie to m a podstawowe 
znaczenia przy modelowaniu procesu zgrzewania. Obecność członu źródłowego 
opisuje jednocześnie mechanizm wpływu pola elektromagnetycznego na pole 
tem peratury, tzn. mechanizm sprzężenia tych pól. W  pracy zamieszczono wyrażenia 
dla gęstości sił oddziaływania pola elektromagnetycznego z m aterią. Siły te 
wyst?pują dalej w równaniach zachowania pędu, jako wyrażenia źródłowe wpływu 
pola elektromagnetycznego na ruch ośrodka (kolejny mechanizm sprzężenia). 
Z tego widać, że oddziaływanie pól: elektromagnetycznego i mechanicznego jest 
wzajemne (obustronne), natom iast mechanizm oddziaływania pola tem peratury na 
pole elektromagnetyczne jest bardziej złożony (pośredni), przez wpływ na stałe 
fizyczne tego pola (niejednorodność termiczna). Podobnie zresztą oddziałuje pole 
tem peratury z polem mechanicznym, jeśli pominąć wpływ pracy odkształcenia 
i płynięcia pola mechanicznego. W  podrozdziale 4.3., wychodząc z koncepcji 
wieloskładnikowej dwufazowej mieszaniny, jako modelu m ateriału w stanie 
dwufazowej strefy przejściowej kształtowanej zgrzeiny, po homogenizacji przy 
dodatkowym założeniu nieściśliwości ośrodka, uzyskano równania zachowania 
materii, pędu i energii. Ograniczając się do m ateriału dwuskładnikowego, 
uzyskano w ten sposób równania: bezźródłowości pola prędkości, dyfuzji składnika
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stopowego w dwufazowej strefie przejściowej po homogenizacji oraz dyfuzji w fazie 
ciekłej (dyfuzję w fazie stałej ze względu na jej wielkość pominięto), równania 
ruchu (zachowania pędu) zgrzewanych materiałów i równanie transportu energii. 
W  równaniach ruchu uwzględniono wspomnianą wyżej obecność sił oddziaływania 
pola elektromagnetycznego ze zgrzewanymi m ateriałami w różnych fazach 
kształtowania się zgrzeiny. W  równaniu zachowania energii, obok oddziaływania 
pola elektromagnetycznego w postaci źródła ciepła Joule’a-Lenza, uwzględniono 
ciepło przemiany fazowej stosownie do udziału zanikającej lub wydzielającej się 
fazy stałej, zależnie od kierunku zmian pola tem peratury w trakcie kształtowania 
się dwufazowej strefy przejściowej jąd ra zgrzeiny. W  ten sposób uzyskano równanie 
pola tem peratury, w którym kierunek przemiany fazowej (topnienie/krzepnięcie) 
jest kontrolowany przez zmiany udziału fazy stałej, w odróżnieniu do stosowanego 
dotychczas ’’modelu metalurgicznego” o zdeterminowanym kierunku przemiany 
związanym ze spadkiem tem peratury podczas stygnięcia - krzepnięciem. W ten 
sposób ujawnione zostały kolejne sprzężenia pól opisujących proces zgrzewania 
oporowego punktowego. Wskazano racjonalne uproszczenia prowadzące do 
rozprzężenia otrzymanego układu cząstkowych równań różniczkowych, tak by 
możliwe było rozwiązywanie oddzielnych, uproszczonych równań przy użyciu 
komercyjnego pakietu programów ANSYS. Pakiet ten pozwala na rozwiązywanie 
postawionych zagadnień brzegowych m etodą elementów skończonych.

Zastosowanie nieliniowych modeli materiałowych (niejednorodność termiczna) 
zapewniło wyniki symulacji zbliżone do rzeczywistych stanów uzyskanych z badań 
doświadczalnych. Niestety, wprowadzenie tak  wielu własności fizycznych jako funkcji 
nieliniowych spowodowało konieczność zastosowania bardzo małego kroku czasowego 
całkowania numerycznego. Co za tym idzie, radykalnie wydłużyło czas pojedynczej 
symulacji. Planowane na wstępie szerokie spektrum  modeli zostało częściowo 
ograniczone, aby móc skupić się na podstawowych przypadkach, pozwalających 
ocenić przyjęty tok postępowania.

Zastosowanie elementów stykowych z opisem przemieszczeniowym, termicznym 
i elektrycznym pozwoliło uzyskać o wiele większą dynamikę zmian występujących 
w kontakcie i w obszarach przylegających do miejsc styku. Modelowanie zjawiska 
tworzenia się obszaru płynnego na zasadzie przejścia w stan plastyczny powodowało 
trudności ze zbieżnością numeryczną. Tego typu problemy występują ponieważ 
mamy do czynienia z uplastycznieniem obszaru na granicy obiektu. Dla modelu 
z blachami o różnych grubościach lub posiadających różne własności materiałowe 
nie można stosować symetrii względem płaszczyzny styku. Symetria taka odbiera 
możliwość rotacji powierzchni styku, dlatego warunek równowagi ciśnienia w 
elementach stykowych jest warunkiem wystarczającym dla uzyskania zbieżnego 
rozwiązania.

Kolejnym rozwiązanym problemem jest uzyskany rozkład gęstości 
przepływającego prądu przez warstwy będące w styku a właściwie elementy 
będące na skraju obszaru przewodzenia. Trudności występowały ze względu na 
sam charakter modelu, jego dyskretną strukturę jak i charakter zjawiska styku
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elektrycznego. Natężenie prądu a właściwie rozkład gęstości prądu jest wielkością 
uzyskiwaną na poziomie rozwiązania dla pojedynczego elementu, podobnie jak 
naprężenie w opisie mechanicznym. Takie rozwiązania modelu zawsze będzie 
obarczone pewnym błędem, bez względu na stopień zagęszczenia siatki elementów 
w miejscu zaniku kontaktu. Zastosowana gęstość podziału warstwy kontaktowej 
okazała się wystarczająca a dalsze zagęszczanie jej nie powodowało znaczącej 
poprawy uzyskiwanych wyników.

W  symulacjach numerycznych udało się zauważyć zgodność z przebiegiem 
procesu zgrzewania oporowego punktowego z obserwowanym w eksperymencie. 
Model numeryczny nie zawsze odzwierciedlał poziom ilościowy mierzonej 
wielkości np. tem peratury. Natom iast zawsze dawał zgodność jakościową 
uzyskiwanych wyników. Rozbieżność ta  mogła być spowodowana niewystarczającym 
dopasowaniem nieliniowego modelu materiałowego do wyników badań 
doświadczalnych. Próby nawiązania do wyników uzyskiwanych przez innych 
autorów stosujących opis nieliniowy, wskazują na konieczność stworzenia własnej 
bazy charakterystyk materiałowych. Umożliwi to wykorzystanie tak  ogólnego 
postawienia problemu i da możliwości wykorzystania dostępnego oprogramowania.

W  celu porównania wyników analizy numerycznej z badaniami doświadczalnymi 
przeprowadzono próby zgrzewania oporowego punktowego blach ze stali 
08X w zakresie grubości 1+5 mm. W  czasie prób rejestrowano przebieg 
dynamicznych parametrów elektrycznych oraz tem peratury - urządzeniem 
termograficznym i za pomocą termopar. Na podstawie metalograficznych badań 
makroskopowych określono wymiary przekroju poprzecznego zgrzein punktowych. 
Wyniki potwierdziły poprawność założeń przyjętych w procesie modelowania oraz 
w ystarczającą dla praktyki dokładność obliczeń numerycznych.

Wykonane badania teoretyczne i doświadczalne wskazują na potrzebę i celowość 
ich kontynuacji, a zwłaszcza w zakresie:

•  uzupełnienia modelu matematycznego punktowego zgrzewania oporowego 
o przemiany fazowe w stałym  stanie skupienia,

•  udoskonalenia sposobu modelowania styków materiałów w procesie 
zgrzewania,

•  zbudowania kompletnej bazy danych fizycznych obecnie zgrzewanych 
m ateriałów i materiałów elektrod,

•  udoskonalenia metod numerycznego rozwiązywania zagadnień brzegowych 
modelujących proces punktowego zgrzewania oporowego, przez poszukiwanie 
nowych bardziej stosownych albo przez dalsze doskonalenie i rozszerzenie 
pakietu ANSYS;

•  stworzenie dedykowanego pakietu programów zorientowanego na efektywne 
rozwiązanie wspomnianych wyżej zagadnień brzegowych.

A D odatek

N iektóre użyteczne form uły

Tożsam ości a lgebry  oraz analizy  funkcji i pól w ektorow ych 
np. [93, 144, 180, 200]:

A  =  Re(A) +  i Im (A) C^l)

A* =  Re(A ) -  i Im (A ) (A2)

A  • A  =  |A |2 (A3)

A  x B  =  - B  x A  (A4)

[A ,B ,C ] =  A -  (B x C) =  (A  x B) • C (A5)

[A, B, C] =  [B, C, A] =  [C, A, B] =  - [B , A, C] =  - [A , C, B] =  - [C , B, A] (A6 ) 

A -A * =  A * • A  =  | a |2 =  |A *|2 =  Re2(A) +  I m 2(A) =  Re2(A*) +  Im 2(A*) (A7)
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A  - A  =  Re(A  • A ) + i Im (A  • A ) =  [Z?e2(A) — Im 2(A)] +  'i[2i?e(A)/m(A)] (A8 ) 

(A -A )* -  R e (A • A ) — i I m ( A ■ A ) =  [Re2{A )+ Im 2(A )]-i[2R e(A )Im (A )}  (A9) 

A  x A* =  2Re(A) (A10)

A  =  Re (A) = ^ (A  +  A*) (A li)

gdzie oznaczono:

A, B , C  - pole wektorowe,

<$, ty - pole skalarne,

A  - pole wektorowe zespolone,

A* - pole wektorowe zespolone sprzężone, 

i - jednostka urojona (i = y/—l),
Re(A ) - składowa rzeczywista wektora zespolonego,
Im (A ) - składowa urojona wektora zespolonego.

e2ni =  e° =  1 (A12)

s in a  =  ^ ( e “ - e  ia) (A13)

co sa  =  \ ( e ia + e ia) (A14)

J  cos tdt =  sin t  + C  (A15)

/  sin tdt = - c o s  t + C  (A16)
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/ dt — t  -h C

r d.F
J  f  (t)dt =  F (i)|*  +  C  (gdzie : —  =  f{ t))

V - ( A  +  B)  =  V - A  +  V - B

V x ( A  +  B)  =  V x A  +  V x B

v r  ( $ • ty) = $  V r  ty +  ty V T $

(A17)

(A18)

(A19)

(A20)

(A21)

V (A  • B) =  (A  • V )B  +  (B • V )A  +  A  x (V x B) +  B  x (V x A) (A22)

V • ($ A ) =  $  V • A  +  A  • V T $

(V A )T =  A  V

V ■ (V A )T =  V (V  • A)

V x ( $ A ) = $ V x A  +  V r  $  x A

V - ( A x B )  =  B -  V x A  — A  • V x B

(A23)

(A24)

(A25)

(A26)

(A27)

V x (A  x B ) -  A  (V ■ B) -  B  (V • A) +  (B • V )A  -  (A • V )B  (A28)
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V x (A  x A) =  (A  • V )A  -  1 V T(A • A ) (A29)

przy czym:

d
A - V  =  £ A > —  (A30)

a V't'a
oraz:

dB
( A - V ) B  =  E E ^ « ,  (A31)

V x V x A  =  V ( V - A )  -  V 2A  =  V (V • A ) — A  A  (A32)

V - ( V T $)  =  V 2$  (A33)

V • V ( x A )  =  0 (A34)

V x ( V T $)  =  0  (A35)

T w ierdzen ia  całkowe analizy  pól w ektorow ych np . [93, 144, 
180, 200]:

Twierdzenie Stokesa - Am pere’a:

• j> A d \=  f  (V x A ) ds (A36)
L  S ( L )

Twierdzenie Greena - Gaussa - Ostrogradskiego:

j  A d s  = j ( V  ■ A )d V  (A37)
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M odelowanie procesu zgrzewania oporowego  
punktowego

S t r e s z c z e n i e

W pracy przeprowadzono analizę i wyprowadzono równania opisujące, z różnym 
stopniem przybliżenia, pole elektromagnetyczne w zgrzewanych materiałach 
i elektrodach, posiadających zdolność przewodzenia prądu elektrycznego oraz 
określone własności magnetyczne. Uzyskane równania uwzględniają wpływ prędkości 
deformacji fazy stałej lub prędkości płynięcia fazy ciekłej, a także prędkości płynięcia 
ujednorodnionej mieszaniny dwufazowej w strefie przejściowej kształtującej 
się zgrzeiny, na zachowanie się pola elektromagnetycznego (sprzężenie pól: 
elektromagnetycznego i mechanicznego). Wyniki uzyskano dla prądu stałego oraz 
przemiennego o niskiej częstotliwości dla materiałów niejednorodnych termicznie. 
Podano równania transportu energii w polu elektromagnetycznym dla każdego 
z wymienionych rodzajów prądu, ze wskazaniem członu będącego źródłem 
generacji ciepła Joule’a-Lenza zależnie od rodzaju prądu. Równania te mają 
podstawowe znaczenia przy modelowaniu procesu zgrzewania. Obecność członu 
źródłowego opisuje jednocześnie mechanizm wpływu pola elektromagnetycznego 
na pole temperatury, tzn. mechanizm sprzężenia tych pól. Wskazano racjonalne 
uproszczenia prowadzące do rozprzężenia otrzymanego układu cząstkowych równań 
różniczkowych, tak by możliwe było rozwiązywanie oddzielnych, uproszczonych 
równań przy użyciu komercyjnego pakietu programów ANSYS. Pakiet ten pozwala 
na rozwiązywanie tak postawionych zagadnień brzegowych metodą elementów 
skończonych. Zastosowanie nieliniowych modeli materiałowych (niejednorodność 
termiczna) spowodowało zbliżenie się z otrzymywanymi wynikami do rozkładów 
otrzymywanych z badań doświadczalnych. Kolejnym rozwiązanym problemem jest 
uzyskany rozkład gęstości przepływającego prądu przez warstwy będące w kontakcie, 
a właściwie elementy będące na skraju obszaru przewodzenia.

Badania doświadczalne, polegające na wykonaniu prób zgrzewania wybranych 
elementów o różnej grubości z jednoczesną rejestracją dynamicznych parametrów 
elektrycznych, z termograficznym pomiarem temperatury, pomiarem kształtu oraz 
wymiarów zgrzein głównie na podstawie badań metalograficznych, potwierdziły 
poprawność założeń przyjętych w procesie modelowania oraz wystarczającą dla 
praktyki dokładność obliczeń numerycznych.

Słowa i zw ro ty  kluczowe: zgrzewanie oporowe punktowe, modelowanie
matematyczne, symulacja numeryczna, metoda elementów skończonych

Dziedziny: inżynieria materiałowa, spawalnictwo, zgrzewanie oporowe



M odelling o f resistance sp ot welding

S u m m a r y

This work presents an analysis and derived equations describing various degrees 
of approximation of the electromagnetic field in welded materials and electrodes, 
displaying the ability of conducting electric current as well as definite magnetic 
properties. The obtained equations take into account the effect of the rate of 
deformation of the solid phase or flow rate of the liquid phase and also the flow 
rate of the homogenous biphase mixture in the transient zone of the forming spot 
weld on the behaviour of the electromagnetic field (coupling of the electromagnetic 
and mechanical fields). The obtained results concern both direct and alternating 
currents of a low frequency for thermally heterogenous materials. Equations for the 
transport of energy in the electromagnetic field have been derived for each mentioned 
kind of current, indicating the element which is the source of Joule-lenz heat, 
depending on the kind of current. This equations are of fundamental importance 
when modelling the process of resistance spot welding. The presence of the source 
element describes also the mechanism of the influence of the electromagnetic field 
on the temperature field i.e. the mechanism of the coupling of these fields. Rational 
simplifications have been indicated, which lead to the uncoupling of the obtained 
system of partial differential equations, so that it has become possible to solve 
separate simplified equations by means the commercial software permits to solve 
such boundary problems applying the method of finite elements. The application 
of nonlinear material models (thermal heterogeneity leads to an approximation of 
the obtained results of calculations of the experimental results. Another problem is 
the obtained distribution of the density of the current flowing through the layers 
contacting the boundary of the conductive zone.

Experimental investigations consisting in carrying out resistance spot welding of 
selected materials of various thicknesses, recording at the same time the dynamic 
electric parameters and infrared measurements of temperature, measurements of 
the shape and dimensions of the resistance spot weld, particularly basing on 
metallographic tests have prooved the conformity of the assumptions concerning 
the modelling process and adequate correctness of numerical calculations.

K ey  w ords and  ph rases: resistance spot welding, mathematical modelling,
numerical simulation, finite element method

D om ains: physical metallurgy, welding, resistance welding
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element skończony 
CO N TA 171, 108 
PLA N E42, 107 
PLA N E67, 108 
TA RG E169, 107

gęstość
masowa składnika, 59 
sił w polu elektromagnetycznym, 

52
strumienia mocy, 44 
udziału objętościowego 

składnika, 57

intensywność 
naprężeń, 93 
odkształcenia, 93 
prędkości odkształcenia, 94

kod ANSYS Inc., 105

model
cieczy newtonowskiej, 81 
energetyczny 

równoważnego ciała stałego, 103 
wielofazowy 

ośrodka ciągłego, 58

napięcie skuteczne, 51

obliczenia numeryczne, 105

algorytm, 107 
naprężeń zastępczych, 129 
warunki brzegowe, 111 

dla pola prędkości, 119 
dla pola przemieszczeń, 119 
dla pola temperatury, 120 
dla potencjału skalarnego, 112, 

118
opis

płynnego jądra zgrzeiny, 103

parametry intensywne
wielkości ekstensywnych, 61 

podatność
magnetyczna, 28 

pole
bezźródłowe, 37 
Halla, 27 

potencjał
dynamiczny, 38 

skalarny, 37 
elektrostatyczny, 35, 43, 46 
harmoniczny, 37, 52 
pola elektrycznego 

dynamiczny, 39 
pola magnetycznego, 37 

wektorowy, 39 
prawo

Gaussa, 24 
indukcji Faradaya, 24 
Kirchhoffa, 25 
Maxwella, 25 
Ohma, 26
przepływu Ampere’a, 23 
zachowania ładunku, 24 

przenikalność elektryczna, 22
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przewodność elektryczna, 22

równania
konstytutywne materiałowe, 26 
opisujące proces zgrzewania 

prądem stałym, 32 
prądem zmiennym

harmonicznie, 36 
przepływowego pola elektroma

gnetycznego, 32 
transportu składników, 64 
zachowania pędu, 74 

równanie
ciągłości materii, 62 
ciągłości prądu, 24, 25 
Maxwella, 24, 29
płynięcia termolepkoplastycznego, 

95
zachowania energii, 45, 48, 51, 98, 

100
zachowania materii, 62

transport 
energii, 55 
materii, 55 
pędu, 55
wielkości ekstensywnych, 60 

twierdzenie
Poyntinga, 45, 46

udział
masowy składnika 

lokalny, 69 
objętościowy 

składnika, 57

własności
elektryczne, 28 
magnetyczne, 21, 35 
magnetyczne elektrod, 46 
materiałowe, 115 
zgrzewanych materiałów, 31, 46 

współczynnik
dyfuzji stężeniowej składnika, 65

podziału składnika, 69 
równowagowy, 68 

przewodzenia ciepła, 98, 99 
przewodzenia składnika, 61 
relaksacji, 21, 22, 28 
stratności elektrycznej, 22 
temperatury 

ujemny, 21, 56 
współczynniki 

zespolone, 38 
wzór Leibnitza, 60

zgrzewanie oporowe punktowe 
cykl zgrzewania, 19 
zastosowanie, 11 

zjawiska
elektromagnetyczne 

niestacjonarne, 23 
podczas zgrzewania prądem 

przemiennym, 38 
podczas zgrzewania prądem 

stałym, 34 
związane z przepływem prądu 

stałego, 32 
zjawisko

(efekt) Thomsona, 26 
Peltiera, 26 
propagacji ciepła, 97 
samoskurczu (pinch effect), 27 
termoelektryczne, 22
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