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G. Enestróm: RegelmaBige u. unregelmaBige liistorische Entwickelung d. Mathematik. 1

Uber regelmafiige und unregelmafiige 

historische Entwickelung anf dem G-ebiete der Mathematik.

Yon G. E n e s t r o m  in Stockholm.

Am Anfange des Artikels „Uber kulturłiistoriscłie und rein fach- 
maBige Behandlung der Geschichte der M athem atik"1) habe ich im Yor- 
iibergehen von den Fiillen gesprochen, in denen keine Erklarung der 
historischen Entwickelung der Mathematik notig ist, und in solchen Fallen 
habe ich die Entwickelung ais regelmaBig bezeichnet. Damit ist aber 
nur ausgesagt worden, daB die fragliche Entwickelung von unserem Ge- 
sichtspunkte aus ais regelmaBig erscheint, und auf die Frage, inwieweit 
dieselbe auch an sich ais regelmaBig betrachtet werden kann, hatte ich 
damals keinen AnlaB einzugehen. Indessen ist diese letzte Frage fur die 
W iirdigung der alteren Mathematik nicht ohne Interesse, und ich werde 
sie darum hier zum Gegenstand einer naheren Untersuchung machen.

An der soeben zitierten Stelle hatte ich ais Kennzeichen der regel- 
maBigen Entwickelung angegehen, daB die chronologische Ordnungsfolge 
der besonderen Satze oder Methoden wesentlich mit der systematischen 
zusammenfallt. Nim ist es aber klar, daB diese letztere im allgemeinen 
nicht u priori festgestellt werden kann, sondern daB yielmehr innerhalb 
einer gewissen Theorie die systematische Ordnungsfolge wenigstens bis 
zu einem gewissen Grade von dem zeitweiligen Stande dieser Theorie ab- 
hangig ist. So z. B. ist ja  jetzt die systematische Darstellung der Theorie 
der I)ifferentialgleichungen eine ganz andere ais am Anfange des 19. Jahr- 
hunderts, und der historische Yerlauf der Entwickelung dieser Theorie 
im 18. Jahrhundert, der vor 100 Jahren ais wesentlich regelmaBig be
trachtet werden konnte, darf gewiB nicht von uns in demselben Sinne 
regelmaBig genannt werden. Yerfolgt man diesen Gedankengang, so konnte 
man versucht werden zu behaupten, daB wir iiberhaupt nie zu beurteilen

1) G. E n e s t r o m , Uber kidttirhistorische und rein fachmaBige Behandlung der Ge- 
schichte der Mathematik; B ib lio th .  M atkern . 43 , 1903, S. 1.

Bibliotheca Mathematioa. Ul. Folgę. V. 1



2 Gr. E n estr o m .

vermogen, ob der bistoriscbe Entwickelungsgang auf dem Gebiete einer 
besonderen Tbeorie an sicb regelmaBig ist oder n icb t, und daB es also 
durcbaus unniitz ist sicb mit dieser Frage zu bescbaftigen.

Siebt man indessen you dem trivialen Sacbyerbaltnisse ab, daB iiber- 
baupt keine Entwickelung vollstdndig regelmaBig oder vollstandig unregel- 
maBig sein kann, so ist diese Bebauptung kaum sticbbaltig. Freilicb 
finden sicb Yiele matbematiscbe Tbeorien, welcbe durcb die weitere E n t
wickelung der W issenscbaft in ganz neue Babnen gebracht werden konnen, 
aber auf gewissen Gebieten ist es wobl m it einem sebr groBen Grade von 
W abrscheinlichkeit Yorauszuseben, daB dies nicbt der Fali sein wird, und 
iibrigens gibt es Arten von systematiscber Anordnung des Stoffes, die ro n  
der weiteren Entwickelung der Matbematik wesentlicb unabbangig sind. 
Darum darf man beispielsweise bebaupten, daB der historiscbe Y erlauf der 
Tbeorie der algebraiscben Gleicbungen insofern wirklicb regelmaBig ge- 
wesen ist, ais zuerst die Gleicbungen ersten Grades, dann nacbeinander 
die Gleicbungen zweiten, d r itte n  und Y ierten Grades gelost worden sind, 
worauf scblieBlicb der Beweis gebracbt wurde, daB die allgemeine Gleicbung 
boheren Grades algebraiscb unlosbar ist. Ebenso ist es erlaubt zu sagen, 
daB eine Tbeorie, dereń bistoriscbe Entwickelung einen U bergang you 
Spezialuntersucbungen zu allgemeinen Metboden aufzuweisen bat, in metbo- 
discber Hinsicbt einen an sicb regelmaBigen Yerlauf gebabt bat. Aber 
jedenfalls soli man nicbt obne reiflicbe Erwagung und obne Hinzufugung 
der notigen Einscbrankungen die Entwickelung auf einem gewissen Gebiete 
ais regelmaBig bezeicbnen.

Kaum weniger scbwierig ist es im allgemeinen zu entscbeiden, ob 
der bistoriscbe Yerlauf in betreff einer besonderen Tbeorie wirklicb un- 
regelmaBig gewesen ist, aber aucb bier kann man wenigstens einige Falle 
angeben, in denen die Entscbeidung ziemlicb leicbt ist. H at man sicb 
auf dem fraglicben Gebiete fortgesetzt m it Problemen bescbaftigt, zu dereń 
Erledigung die zur Yerfiigung stebenden Hilfsm ittel offenbar durcbaus 
unzureicbend waren, so kann man wobl bier Yon einer unregelmaBigen 
Entwickelung auf diesem Gebiete sprecben1); ebenso wenn zufalligerweise 
ein wicbtiger Satz entdeckt worden ist, dessen W ert man lange Zeit nicbt 
verstand, so daB die Entdeckung fur die W issenscbaft vorlaufig unfrucbtbar 
blieb. Ist es auf der anderen Seite vorgekommen, daB man Metboden, 
die fur einen besonderen Zweck m it Erfolg benutzt worden waren, auf 
solcbe Falle anwendete, fur die sie nicbt passen, und dadurcb zu un-

1) Dagegen kann das Yorhandensein eines einzigen solchen Yersuchcs, Probleme 
m it offenbar ungeniigenden Hilfsmitteln zu losen, naturlich nicht ein Zeichen sein, 
daB der Yerlauf unregelmaBig gewesen ist.
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richtigen Resultaten gelangte, so kann aucli dieser Yerlauf der E n t
wickelung ais unregelmaBig bezeichnet werden.

Ich habe oben bemerkt, daB die Pragę der RegelmaBigkeit der E n t
wickelung fiir die W iirdigung der alteren Mathematik nicbt ohne Interesse 
ist. Freilich kann man sicb eine solchę W iirdigung denken, die von der 
Frage der RegelmaBigkeit unabhangig ist, wenn man namlich nur unter- 
sucht, ob die in Betracht gezogenen mathematischen Arbeiten zur Losung 
der Probleme, um dereń Erledigung es sich handelte, geniigten, und ob 
die Losung scharfsinnig war. Yon diesem Gesichtspunkte aus wiirde z. B. 
die „Reguła falsi" ebenso groBe historische Bedeutung haben wie die 
direkten Methoden zur Losung der Gleichungen ersten Grades, und die 
Erfindung der prosthapharetischen Rechnung fast ebenso verdienstvoll sein 
wie die der Logarithmen.1) Ich will gewiB nicht in Abrede stellen, daB 
es Falle g ib t, in denen man ohne Ungelegenheit auf diese Weise 
argumentieren kann, aber meines Erachtens gibt es einen hoheren Stand- 
punkt fur die W iirdigung der mathematischen Forschungsarbeit. In der 
Tat kann man wohl behaupten, daB diese Arbeit im allgemeinen um so 
erfolgreicher wird, je mehr die wirklich erstrebten und erzielten Errungen- 
schaften einen bleibenden W ert besitzen, und je mehr die Errungenschaften 
einen natiirlichen Fortschritt der W issenschaft reprasentieren. Auf diese 
W eise wird namlich in der Regel mit der geringsten Kraftanstrengung 
das moglichst groBte Resultat erzielt.

Aber aus dem, was ich soeben gesagt habe, folgt fast unmittelbar, daB 
gerade der regelmaBige Verlauf der Entwickelung einer besonderen mathe
matischen Theorie im allgemeinen bei der Behandlung der Geschiohte der 
M athematik die groBte Beachtung yerdient. Dabei ist natiirlich nicht 
ausgeschlossen, daB, weil ausnahmsweise z. B. die unrichtige Anwendung 
einer schon vorhandenen Methode zu neuen Entdeckungen fiihren kann, 
zu denen man auf dem richtigen W ege erst weit spater hatte gelangen 
konnen, aus diesem Grunde ein einzelner unregelmaBiger Yerlauf fiir die 
D arstellung der Geschichte der Mathematik von hervorragender Bedeutung 
sein kann; aber durch solche Ausnahmefalle wird die allgemeine Regel 
nicht aufgehoben.

1) Diesen Standpunkt scheint H. 6 . Z e u t h e n  in einem kiirzlicłi erschienenen 
Artikel zu vertreten. „Yaerdien af en i aeldre Tid anvendt Fremgangsmaade11, sagt
er in der O v e rs ig t  o v e r d e t  d a n s k e  Y i d e n s k a b e r n e s  S e l s k a b s  F o r h a n d -  
l i n g e r  1903,  S. 555, „beror ikke paa den storre eller mindre ydre Lighed med dem, 
„h.vis Nytte vi nu kende, men paa det, hvortil de i sin Tid kunde bruges og yirkelig 
„bleve brugte.“ Aber vielleicht beabsichtigt seine Bemerkung nur łiervorzulieben, 
daB man die altere Mathematik nicht einseitig vom modernen Gesichtspunkte aus 
beurteilen soli.

1*



Eine sehr wiclitige Aufgabe der mathematisch-bistoriscben Forscbung 
ist es also meines Erachtens, die Spuren der regelmaBigen Entwickelung 
zu entdecken. Zuweilen kann man dabei unsicber sein, ob eine Metbode, 
die im Grunde mit der jetzigen ubereinstim m t, aber der Form  nach von 
dieser abweicbt, ais ein Glied der regelmaBigen Entwickelung betrachtet 
werden soli oder nicht, und tatsachlich sind in solchen Fallen die Fach- 
senossen verscbiedener Ansichten gewesen. Fiir meinen Teil bin icbo o
geneigt mebr die Ubereinstimmung ais die Abweicbung zu beriicksicbtigen, 
und darum mocbte icb nicht sogleicb der alteren M atbematik eine Metbode 
aberkennen, nur weil das altere entsprecbende Yerfabren gewisse Begriffs- 
bestimmungen vermeidet, die jetzt ais notwendige Grundlagen der Metbode 
betracbtet werden. So z. B. ware es meines Eracbtens nicbt angebracht, 
aus dem Um stande, daB die griechiscben M athematiker den Grenzbegriff 
im strengen Sinne nicbt benutzen, unmittelbar zu folgern, daB ibnen die 
Exbaustionsm etbode unbekannt war.

Es ist scbon hervorgehoben worden, daB in einzelnen Ausnabme- 
fallen ein unregelmaBiger Yerlauf der Entwickelung besonders beacbtet 
werden muB, und aucb sonst kann ein solcber Y erlauf dem matbematiscb- 
bistoriscben Forscber groBes Interesse darbieten. In  einer ausfubrlichen 
D arstellung der Gescbicbte der M atbematik soli man darum aucb der 
unregelmaBigen Entwickelung die gebuhrende Aufmerksamkeit scbenken 
und dieselbe wenn irgend moglich zu erklaren yersuchen.1) H andelt es 
sicb aber darum, in einer Yorlesung oder in einem Lebrbucbe eine kurze 
U bersicbt iiber die Gescbicbte der M atbematik zu geben, so bin icb der 
Ansicbt, daB die Scbilderung der Falle, wo der Entwickelungsgang un- 
regelmaBig gewesen ist, wesentlicb knapper ais die iibrige Darstellung 
sein soli.

4  G. Enestkom: RegelmaBige u. unregelmaBige historische Entwickelung d. Matbematik.

1) Ygl. E n e s t e o m , a. a. 0. S. 1.
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Sur le symbole de soustraction chez les G-recs,

P a r  P aul T a n n ery  a P an tin .

Dans la precieuse edition princeps q u ’HERMANN S c h o n e  nous a 
donnee des M er oma de H e r o n  d’Alexandrie j), on lit, page 156, 1. 8 et 10,

13pour un nombre qui doit certainement etre 73 —> la formę grecąue oy iy,

tandis que 1’apparat critiąue donnę, comme leęon du manuscrit unique, 
odri'd', et ajoute: „correxi dubitanter, fortasse ju(ovddcov) TsoaagEOuai-

dendroy deovOćiv“> c’est a dire que cette leęon signifierait 74 — —■

Que cette signification soit exacte, il ne peut y avoir le moindre 
doute. Le symbole qui, dans le manuscrit, separe le nombre d’unites et 
la fraction, est bien, en effet, le ip tronque et renverse qui equivaut pour 
D io p h a n te ,  a notre signe de soustraction. La presence de ce symbole 
dans un manuscrit de H e r o n  est d’autant plus interessante qu’elle semble 
attester son usage deux siecles enTiron avant D io p h a n te .  A la verite, 
comme on ne le rencontre que dans ce passage, la preuve n ’est pas 
rigoureusement acquise, car il pourrait n ’y avoir la qu’une abreviation 
byzantine; cependant cette derniere hypothese n ’est guere vraisemblable. 
Le m anuscrit des Metrica est en effet anterieur lui meme de plus de 
deux siecles au plus ancien manuscrit de D io p h a n te  que l ’on possede; il 
parait representer fidelement un prototype au moins aussi ancien que celui 
auquel remonte notre texte des ’AoiOfrijTiKa; enfin ce demier ouvrage 
a ete tres peu etudie cbez les Byzantins jusqu’a la fin du XIII® siecle, 
et les procedes et symboles qu’on y rencontre ont ete trop peu yulgarises 
pour qu’on puisse facilement croire a un emprunt dans le cas dont il 
s’agit. D’autre part, il n ’est pas inutile de remarquer que le texte des 
M etrica est actuellement le plus ancien connu o u l ’on trouye l ’expression 
teclmique de dvvajuoóvvajui£ (yoir YIndex verbornm), employee par 
D io p h a n te  pour designer la quatrieme puissance de Tinconnue.

1) H euonis Alexandrini opera quai supersunt omnia. Vol. III (Leipzig, 
Teubner 1903).
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Mais sur 1’enonciation en langue grecąue de l’expression num eriąue 
symbolisee dans le manuscrit de H e r o n ,  la conjecture de 1’editeur ne me 
parait point satisfaisante. A la yerite, il aurait eu, en tous cas, raison 
d’ecarter la tradition relative a D io p h a n te ,  d’apres laąuelle il faudrait dire:

juovadcov od Aelyiei reGGageonoLideudroy |un ites 74 par manąue de

Quoique j ’aie moi-meme respecte cette tradition dans mon edition de 
D i o p h a n t e 1) , je suis, depuis assez longtemps deja, convaincu qu’elle est 
fausse. Ayant tout, la locution (Xelyjsi su m  du genitif) est etrangere au 
grec classiąue, et meme en adm ettant qu’elle se soit introduite dans le 
langage teclmique des' l’epoque de D io p h a n te ,  on n ’est pas par la meme 
autorise a 1’attribuer a H e r o n .  Pour D io p h a n te  lui-meme, comme j ’ai 
cru (peut-etre a to rt) que le symbole de soustraction a ete originairement 
une formę archaique du sarn/pi grec, p lutót qu’un monogramme se rattacliant 
a la racine de Aetyjig, j ’ai depuis huit ans cherche dans le meme sens que
H . S c h o n e ,  en supposant toutefois, pour respecter l ’ordre des signes, des 
formes comme serait la suivante /uoradeę od deó/uerai reOCageOKaidmaToy. 
Mais il s’agissait aussi pour moi de reconnaitre si cłiez des auteurs assez 
voisins de l ’epoque de D io p h a n te ,  il n ’y ayait pas des locutions d’un 
caractere teckaique et nouveau; or P a p p u s , qui reste fidele aux habitudes 
du langage geometrique classique, n ’offrant aucune ressource a cet egard, 
mes recherches ne pouvaient guere aboutir a une conclusion suffisamment 
fondee.

Le passage precite des M etrica de H e r o n  ayant attire mon attention, 
je suis remonte jusqu’a P to le m e e ,  auteur assez rapproclie du mecanicien 
d’Alexandrie. Or j ’ai trouye dans la Syntaxe  (ed. H e ib e r g ,  vol. II) des 
textes qui me conduisent a rattaclier, pour cette epoque, le symbole de 
soustraction a la racine de AeTyng ou, plus exactement, du yerbe Aeljieir 
(laisser).

P. 312, 14: to dno Z  T  Aetyiar ró  dno rtjg T  A , (c’est a dire
Z  r 2 ayant laisse r A 2, ou Z  T 2 — l 1 A 2).

P . 319,15: ri]v vnó A Z B  ycovlav J.elnovaav rrjv vnó A  B K ,  (c’est 
a dire l ’angle A Z B  laissant l ’angle A B K  ou <  A Z B  — <  A  B  K). 
Ainsi le symbole represente un participe actif (present ou aoriste) du verbe 
laisser, qui doit etre suiyi de l ’accusatif. Mais il est a rem arquer que
P t o l e m e e ,  pour Z  T 2 — T A 2, dit aussi freąuem m ent ró  dno rfjg r A
Amp{)ev vnó rov dno rfjg Z T  (c’est a dire T A 2 laisse par ~ Ź T 2). 
On serait par la suffisamment justifie a enoncer l ’expression heronienne:

1) D iophanti Alexandrini opera omnia, cum graecis commentariis. Yol. I, II 
(Leipzig, Teubner 1893, 1895).
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juoyddeg od Aiupdćwog Tt'OOaQ£OKaióeKdTOv, a p ren d re  en  u n  m ot le 
sym bole com m e re p re se n ta n t un  p a rtic ip e  p ass if  au  g e n itif  absolu , s’accor- 
dan t avec le  te rn ie  a soustraire .

Or cette  p o ssib ilite  d ’enoncer la  p a rtie  neg a tiy e  d’une expression  de 
deux  faęons p assab lem en t d ifferen tes, quo ique  aussi reg u lie res  l ’une  que 
1’au tre , est peu t-e tre  la  seule qu i pe rm ette  d’exp liq u er les anom alies que 
p resen te  le  tex te  du  ms. A de D io p h a n te ,  o u le  sym bole (reso lu  ou no n ) 
est s u m , ta n tó t de 1’accusatif, ta n to t  du g e n itif ; a in si dans u n  m enie pro- 
blem e (II, 21), n o u s tro u v o n s Aeiipei rov AoijioD (p. 114, 25) e t Aeltpei 
róv u£l£ova (p. 116, 3). Au lieu  de y o u lo ir ram en er ces deux expressions 
a une  m em e form ę g ram m atica le , i l  est p lu s ra tio n n e l de p en se r que le 
sym bole a ete m ai reso lu  d ’une seule faęon  et q u ’il fa u t re s titu e r  Asup- 
!)ćvrog to  u Aomou et Ashpag róv /uelgora.

Je ne voudrais pas prolonger ici cette discussion avec la minutie qui 
ne pourrait etre de mise que dans un recueil consacre a la philologie; 
mais je crois au moins devoir rappeler les conclusions auxquelles je m’etais 
arrete dans mon edition de D io p h a n te ,  et exposer celles que je youdrais 
leur substituer.

Tout en conseryant en principe, dans mon edition, la formę Asiipst 
suiyie du genitif, j ’ai fait remarquer, dans les prolegomenes du second 
yolume (p. XXXY-XXXYI), que le symbole de soustraction seryait dans les 
mss. pour diverses formes du yerbe Aei7i£iv, et que dans le cas on les 
mss. A et Bi s’accordent pour ecrire Aehpei suivi de 1’accusatif, il fallait 
necessairement, comme je l ’ai fait au reste, retablir le participe aoriste.

J ’ai fait ressortir egalement que dans les equations le manuscrit A 
donnę assez souyent de premiere main (en fait presqu’exactement dans la 
moitie des cas) la resolution au nom inatif Aettpig (suivi du genitif)1) au 
lieu de la resolution /Leitpsi au datif.

C’est M axim e P l a n u d e  qui a fait definitiyement triom pher cette 
derniere formę, tandis que P a c h y m e re  ( D io p h a n te  II, p. 122) conserye 
Aeftpig. Ces deux formes remontent probablement au prototype perdu 
qui a ete copie au V III6 ou IX 6 siecle; a cette epoque, la tradition etait 
absolument perdue, le mot Aelipig a ete adopte parce que D io p h a n te  
lui-meme l ’ayait donnę comme symbolise par le signe a resoudre; la formę 
Aeirpei s’est introduite comme plus grammaticale, mais l ’une et l ’autre sont 
a laisser au compte des Byzantins.

Or des deux formes entrainaient forcement le genitif pour les mots 
suiyants; il ne semble pas cependant que le texte ait ete corrige, au

1) Trois ou quatre fois, on trouve aussi dans les eąuations le datif: Aslipig 
/iolę- Ici il faut supposer soit une fausse lecture du copiste, soit une assimilation 
erronee avec 1’usage pour le verbe ii7t£QŹ%tiv.
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moins system atiquem ent; par suitę, en debors des cas ou le mot s u i y a n t  

le symbole ou le terme Aelrpsi ne proyient pas lui-meme d’une resolution, 
comme il arriye pour les equations, il est prudent de conserver la formę 
(a 1’accusatif ou au genitif) du ms. A, en la faisant preceder du participe 
actif ou du participe passif suiyant le cas.

Dans les eąuations, il faut de preference supposer le participe actif 
suivi de 1’accusatif, conformement aux ezemples cites de P to l e m e e .  Ce 
participe actif, qui s’accorde ayec le terme a diminuer7 doit p lu tót etre a 
1’aoriste, par analogie ayec l ’usage de D io p h a n te  pour le participe qui in- 
dique au contraire 1’addition (nQ06Ay.jJj0)v et non au present 7r(jo6Aa/L(,i3dvojv) 
Quant aux deux formes Aelipag et Xind>v, pour le participe aoriste de 
ylelneir, le cboix entre elles semble permis; cependant il est probable que 
la seconde a ete surtout introduite par les Byzantins.
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Ist Jordanus Nemorarius Verfasser der Schrift 
„Algorithmus demonstratus"?

Yon G. E n e s t r o m  in Stockholm.

S eit m eh r ais einem  D ezennium  is t es u n te r  den m ath em atisch - 
h is to risch en  F o rsch e rn  zu r G ew ohnheit gew orden , ais fe s tg es te llt anzusehen, 
dafi J o r d a n u s  N e m o ra r iu s  Y erfasser der von  J o h a n n  S c h o n e r  im  Ja h re  
1534 h erau sg eg eb en en  k le in en  S ch rift Algorithmus demonstratus ist. Be- 
k a n n tlic h  w urde  diese S ch rift n o ch  v o r 25 J a h re n  R e g io m o n ta n u s  zuge- 
sch rieb en ,1) offenbar led ig lich  aus dem  G runde, w eil das M anu sk rip t, das 
S c h o n e r  fu r  seine A usgabe benu tz te , yon  jenem  gesch rieben  w ar. A ber 
S c h o n e r  h a t se lb st in  seiner Y orrede  au sd ru ck lich  an gegeben , daB 
R e g io m o n ta n u s  w ah rsch e in lich  ein dam als in  W ien  befind liches M an u sk rip t 
ab g esch rieb en  h a tte , u n d  iib rigens besitzen  w ir H an d sch riften  des Algorith
mus demonstratus aus dem  14. Ja h rh u n d e r t , so daB die A nnahm e, R e g io m o n 
t a n u s  sei Y erfasser der S ch rift, k e in e r w eite ren  W id e rleg u n g  bedarf.

1) Den alteren Geschichtsschreibem der Mathematik scheint der Algorithmus 
demonstratus unbekannt gewesen zu sein; wenigstens habe ich eine Erwahnung der- 
selben weder bei V ossius noch bei H e il b r o n n e r  noch bei M o n t u c l a  noch bei K a s t n e r  

ałiffinden konnen. So viel ich weiB, war C h a s l e s  der erste, der in seinem Aperęu 
historiąue sur Torigine et le deceloppement des methodes en geometrie (Bruxelles 1837) 
die Aufmerksamkeit der Fachgenossen auf das Buch lenkte. C h a s l e s  behauptet aus
dru ck lich  (siehe S . 528 der O riginalausgabe oder S . 621 der SoHNCKEsehen U bersetzung), 
R e g io m o n t a n u s  habe ein Werk iiber praktische Arithmetik geschrieben, und diesW erk 
sei yon S c h o n e r  unter dem Titel Algorithmus demonstratus herausgegeben. Dafi diese 
bestimmte Angabe von C h a s l e s  ohne weiteres von yielen anderen Yerfassern wieder- 
holt wurde, ist sebr naturlich, und noch am Anfange des Jahres 1879 diirfte der 
Fiirst B. B o n c a m t a g n i keinen sicheren Anlafi gehabt haben die Richtigkeit derselben 
zu bezweifeln, denn auf Seite 130 des 12. Bandes seines B u l l e t t i n o  findet sich in 
einer yon A. F a v a r o  yerfafiten Abhandlung die Angabe von C h a s l e s  wiederholt. Auf 
der anderen Seite hatte C. I. G e r h a r d t  1877 in seiner Geschichte der Mathematik m  
Deutschland (S. 21) heryorgehoben, dafi der Algorithmus demonstratus kaum von 
R e g io m o n t a n u s  yerfafit sein konnte; yielleicht ist dieselbe Bemerkung schon friiher 
yon M. A. S t e r n  und M. C a n t o r  gemacht worden (vgl. S . G u n t h e r , Geschichte des 
mathematischen Unterrichtes im deutsclien Mittelalter bis zum Jahre 1525, Berlin 1887, 
S. 221).
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A uf der andern Seite gibt die gedruckte Ausgabe des Algorithmus 
demonstratus keinen AufschluB tiber den Yerfasser der Schrift, nnd anonym 
sind aucb die drei Handscbriften, die meines W issens yon einem Facbmanne 
naber untersucbt worden sind. Diese Handscbriften sind:

1) Cod. Basil. F. II. 33 (14. Jab rb .);1)
2) Cod. Dresd. Db. 86 (14. Ja b rb .);2)
3) Cod. Yindob. 5203 (yon R e g io m o n ta n u s  gescbrieben und von 

S c h o n e r  fur seine Ausgabe benutzt)3).
Dazu bat M. C u r tz e  im Yoriibergeben4) eine yierte Handscbrift er- 

w ahnt, namlicb Cod. Yindob. 5277, die etwa 1525 yon J. V o g e l in  ge- 
schrieben ist und sicberlicb ebensowenig wie die drei anderen irgend 
einen direkten AufscbluB iiber den Yerfasser der Scbrift bringt.

Der erste m atbematiscb-bistoriscbe Forscber, der den Nam en des 
J o r d a n u s  N e m o ra r iu s  in Yerbindung mit dem Algorithmus demonstratus 
gebracbt hat, ist wobl P. T r e u t l e i n ,  der 1879 im Yorworte zu seiner Ab- 
bandlung: Der Tractat des J o r d a n u s  N e m o r a r i u s  „D e numeris datis“b) im 
Voriibergeben jene Scbrift zitiert. Freilicb sagt T r e u t l e i n  nicbt bestimmt, 
daB J o r d a n u s  N e m o ra r iu s  der Yerfasser ist7 sondern begniigt sicb darauf 
binzuweisen, daB der Algorithmus demonstratus v i e l le i c b t  gleicbzeitig mit 
dem Liber albaci yerfaBt worden und y ie l le i c b t  J o r d a n u s  zuzuweisen 
ist. DaB diese Konjektur yon T r e u t l e i n  nicbt sogleicb allgemeine Zu- 
stimmung fand, diirfte daraus bervorgeben, daB C u r t z e  1883 eine H and
scbrift des Algorithmus demonstratus bescbrieb6), obne denselben J o r d a n u s  
zuzuweisen, und daB S. G -u n th e r  nocb 1887 sicb darauf bescbrankte zu 
sagen7), daB diese Scbrift eine Bebandlung der Algebra in dem Sinne des

1) Vgl. M. C d r t z e ,  Verba filiorum M oysi, filii Sekir. I d  est M aometi, H ameti et 
H asen. D er L iber trium  fra trum  de geom etria; N o v a  A c t a  d e r  d e u t s c h e n  
A k a d e m i e  d e r  N a t u r f o r s c h e r  49 (Halle 1885), S. 111.

2 ) Ygl. M. C d r t z e ,  TJber eine H andschrift der koniglichen Bibliothek zu  D resden ;
Z e i t s c h r .  f u r  M a th em .  28, 1883, Hist. Abt. S. 4.

3) Ygl. M. C d r t z e ,  Jokdani Nemorahii de triangulis lib ri quatuor; M i t t e i l u n g e n  
des C o p p e r n i c u s - y e r e i n s  in  T h o r n  6, 1887, S. VII.

4) M. C d r t z e ,  E in e Studienreise; C e n t r a l b l .  fu r  B i b l i o t h e k s w .  1 6 ,  1 8 9 9 ,  S . 2 8 5 .

5 ) P .  T r e d t l e i n ,  D er T ra c ta t des J ordanus N emorarius „D e num eris da tis“ ; 
A b b a n d l .  z u r  Gesch .  d. M a th e m .  2, 1879, S. 132.

6) M. C d r t z e ,  TJber eine H andschrift der koniglichen B ibliothek zu D resden;
Z e i t s c h r .  fiir M a th em .  2 8 , 1883, Hist. Abt. S. 4. — M. E. W a c h t c h e n k o -  

Z a k a r t c h e n k o ,  der ebenfalls im Jahre 1883 eine Geschichte der Mathematik in russischer 
Sprache herausgab, fiihrt (S. 222) den A lgorithm us demonstratus unter R k g io m o n ta n d s  

auf, bemerkt aber in einer Anmerkung, daB diese Schrift von einigen Verfassern dem 
J o r d a n d s  zugeschrieben wird.

7) S. G d n t h e r , Geschichte des mathematischen Unterrichtes im deutschen M ittel- 
alter bis zum Jahre 1525 (Berlin 1887), S. 220.
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J o r d a n u s  N e m o ra r iu s  enthalt. Auf der andern Seite hatte C u r tz e  sclion 
1885 bei der Erwahnung einer andern Handschrift des Algorithmus demon
stratus hinzugefiigt1): „Der friiłier falschlich dem R e g io m o n ta n u s  zuge- 
schriebene Tractat, jetzt dem J o r d a n u s  vindiciert“ ; zwei Jabre spater 
fiihrte C u r tz e  den T rak ta t2) obne weiteres unter die Scbriften des 
J o r d a n u s  N e m o ra r iu s  auf, und im Jabre 1890 auBerte er sicb auf folgende 
W eise3): „Es ist wohl jetzt allseitig anerkannt, daB J o r d a n u s  der Yer
fasser ist“. Endlicb bemerkte M. C a n to r  1892 im 1. Hefte des 2. Bandes 
seiner Yorlesungen iiber Geschichte der M athematik4), daB der Algorithmus 
demonstratus mit an GrewiBheit streifender W abrscheinlicbkeit dem J o r d a n u s  
zugewiesen worden sei, und lenkte die Aufmerksamkeit auf einen Umstand, 
der seiner Ansicbt nacb ais eine unmittelbare Bestatigung des J o r d a n u s  
ais Yerfasser der Scbrift zu betracbten sei, und seitdem ist wohl die Frage 
ais erledigt angeseben worden5).

Die Grandę, aus denen man J o r d a n u s  N e m o ra r iu s  ais Yerfasser des 
Algorithmus demonstratus bezeicbnet bat, sind, so viel icb weiB, die folgenden:

1) Die Scbrift trag t denselben Charakter, wie die von J o r d a n u s  
N e m o ra r iu s  verfassten Arbeiten Arithmetica und De numeris 
datis;6)

2) Der Algorithmus demonstratus findet sich in einigen Handschriften 
neben Schriften, die entschieden von J o r d a n u s  N e m o ra r iu s  
herriih ren7) ;

3) R e g io m o n ta n u s , der die Absicht hatte, eine andere Arbeit des 
J o r d a n u s  herauszugeben, hat den Algorithmus demonstratus ab- 
geschrieben8);

1) M. C u r t z e ,  Verba filiorum M o t s i , filii S e k i r . Id  est M a u m k t i , H a m e t i  et 
Hasen. Der Liber trium fratrum de geometria; N ova  A c t a  de r  d e u t s c h e n  
A k a d e m i e  d e r  N a t u r f o r s c l i e r  4J) (Halle 1885), S. 111.

2 ) M. C d r t z e , Jordani Nemorarii de triangulis libr i guatuor; M i t t e i l u n g e n  
des C o p p e r n i c u s - Y e r e i n s  in  T h o r n  6, 1887, S. YII.

3) M. C u r t z e ,  Commentar zu dem „Tractatus de numeris datis“ des J o r d a n u s

N e m o r a r i u s . Buch I und II. Thorn 1890, S. 3; [wieder abgedruckt:] Z e i t s c h r .  f i i r
M a th e m .  30, 1891, Hist. Abt. S. 3.

4) M. C a n t o r , Yorlesungen iiber Geschichte der Mathematik. II (Leipzig 
1892), S. 58.

5) Siehe z. B. W. W. R. B all, A short account of the liistory o f mathematics, 3^ 
edition (London 1901), S. 177, 211. — J. T r o p f k e , Geschichte der Elementar-Mathematik. 
I (Leipzig 1902), S. 8.

6) M. C a n t o r ,  a .  a .  O . II, S. 5 8  (2 . Aufl. S. 6 8 ). — M. C u r t z e ,  Commentar zu 
dem „Tractatus de numeris datis“ des J o r d a n u s  N e m o r a r iu s ;  Z e i t s c h r .  f iir  Ma th em.
36, 1891, Hist. Abt. S. 3.

7) M. C a n t o r , a. a. O. II, S. 58 (2 . Aufl. S. 63).
8) M. C a n t o r , a. a. O. II, S. 58 (2. Aufl. S. 6 4 ).
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4) L a z a r u s  S c h o n e r u s ,  ein Enkel des Herausgebers des AlgoritJi
mus demonstratus, beruft sicb in einer 1586 zum erstenmal 
berausgegebenen Scbrift auf den 33. Satz des ,, AlgoritJimus demon
stratus des J o r d a n u s " .1)

Yon diesen Griinden kann der erste gewiB nicbt entscbeidend sein, 
und nur wenn es sicber ware, daB der AlgoritJimus demonstratus et w a um 
1200 yerfaBt wurde, konnte man demselben irgend eine Bedeutung bei- 
messen, aber die altesten bisher untersucbten Handscbriften stammen ja  
aus dem 14. Jabrbundert. Aucb der zweite Grund beweist eigentlicb fast 
nicbts, denn die zwei Handscbriften aus dem 14. Jabrbundert entbalten 
Arbeiten verscbiedener Verfasser, und die Scbriften des J o r d a n u s  
N e m o ra r iu s  bilden darin keine von den iibrigen getrennte Abteilung. 
Im Cod. Basil. F. II. 33 ist der AlgoritJimus demonstratus sogar in zwei 
Teile, namlieb „Algorismus de minuciis“ und „Algorismus demonstratus de 
integris", gespaltet, zwiseben denen ein W erk von O resm e  sicb befindet. 
Der von R e g io m o n ta n u s  gesebriebene Cod. Yindob. 5203 entbalt teils 
Scbriften von G. P e u r b a c h ,  teils zwei Arbeiten von J o r d a n u s  N e m o ra r iu s ,  
und zuletzt den AlgoritJimus demonstratus, aber ob R e g io m o n ta n u s  die 
drei letzten Scbriften aus einer und derselben Handscbrift entnommen hat, 
weiB man gar nicbt. Der dritte Grund ist yielleicbt nocb scbwacber ais 
die zwei ersten, denn bekanntlieb war der Tractatus de numeris datis des 
J o r d a n u s  N e m o ra r iu s  keineswegs die einzige Scbrift, dereń Herausgabe 
R e g io m o n ta n u s  in Aussicht genommen batte.

Etwas groBere Beacbtung yerdient obne Zweifel das vierte Argument, 
denn bier baben wir ja m it einer bestimmten Angabe zu tun. Dennocb 
mocbte icb auf den Um stand, daB L a z a r u s  S c h o n e r u s  ein Enkel des 
Herausgebers der AlgoritJimus demonstratus war, kein Gewicbt legen, denn 
offenbar ba t dieser Umstand nur dann irgend eine Bedeutung, wenn man 
annimmt, das J o h a n n  S c h o n e r  ais Verfasser der von ibm berausgegebenen 
Scbrift J o r d a n u s  N e m o r a r iu s  erkannt und diese Kenntnis seinem Enkel 
m itgeteilt batte, aber diese Annahme scbwebt vollstandig in der Luft. 
Eber bin icb geneigt die Angabe ais weniger zuverlassig anzuseben, 
gerade weil sie von L a z a r u s  S c h o n e r u s  berriibrt. Dieser war ein groBer 
Yerebrer von R am us, m it dessen Scbriften er sicb eingebend bescbaftigt 
batte, und es ist darum denkbar, daB die Angabe unm ittelbar oder mittel- 
bar yon R am us berstammt. Aber wenn dies der Fali ist, mocbte icb sie Yor- 
laufig ais Yerdacbtig betracbten, denn R am us sebreibt dem J o r d a n u s  den 
Beweis des HERONseben Satzes fur die Dreiecksflacbe z u 2), und diese Be-

1) M. C a n t o r , a. a. O. II, S. 563 (2. Aufl. S. 613).
2) Siehe M. C h a s l e s , Geschichte der Geometrie, ubertr. von L . A . Sohncke (Halle 

1839), S. 605.



hauptung kann sehr wohl darauf beruhen, daB R am us obne weiteres die 
anonymen A nhange1) der Schrift De ponderibus ais von J o r d a n u s  
N e m o ra r iu s  yerfaBt betrachtet b a t2). Auf ganz dieselbe Weise konnte 
R am us, wenn er in einer Handschrift den Algorithmus demonstratus un- 
mittelbar nach einer Arbeit des J o r d a n u s  N e m o ra r iu s  gefunden hatte, 
obne weiteres angenommen haben, daB diese beiden Schriften demselben 
Yerfasser angehorten. Aber sei dem, wie ihm wolle, unter keinen Um- 
standen darf L a z a r u s  S c h o n e r u s  bier ais eine A utoritat gelten, und so 
lange die Quelle seiner Angabe nicht bekannt ist, hat diese fiir mich keinen 
Belang; vielmehr scheint mir die Tatsache, daB J . S c h e u b e l ,  der fur sein 
Buch De numeris (1545) den Algorithmus demonstratus benutzt hat, keinen 
Yerfasser dieser Schrift angeben konnte3), dafiir zu sprechen, daB man 
auf die Aussage des L a z a e u s  S c h o n e e u s  kein groBes Gewicht legen soli4).

Die Argumente, die man bisher fiir J o r d a n u s  N e m o b a e iu s  ais Yer
fasser des Algorithmus demonstratus geltend gemacht hat, sind also meines 
Erachtens schwach, und eine an GewiBheit streifende W ahrscheinlichkeit 
kann ich denselben gar nicht beimessen. Dagegen gibt es einen Umstand, 
der moglicherweise zu der Annahme yeranlassen konnte, J o r d a n u s  
N e m o ra r iu s  sei n ic h t  der Yerfasser. Handschriftlich ist namlich ein 
„Algorismus J o r d  a n i"  aufbew ahrt5), und ein Exemplar dieser Arbeit hat 
M. C h a s le s  gekannt und erw ahnt6), aber ohne darauf hinzuweisen, daB 
sie mit dem gedruckten Algorithmus demonstratus, den C h a s le s  genau 
studiert h a tte 7), identisch ist. Konnte man nicht yersucht sein, daraus zu

1) Vgl. A. A. B j o r n b o , A b h a n d l .  zu r  Gesch.  d. m a t h e m .  W i s s e n s c h .
14, 1902, S. 147—148.

2 ) Oder hat R a m us  vielleicłit seine Angabe aus der posthumen Schrift des
T a r t a g l i a :  J o r u  a n i  Opusculum de ponderositate N i c o l a i  T a r t a l e a e  studio correctum
(Yenetiis 1565) entnommen? Diese seltene Schrift ist mir nicht zuganglich. Nach 
einer Bemerkung von A. A B j o r n b o , a. a. O. S. 147 scheint die gedruckte Ausgabe 
diesen Anhang n i c h t  zu enthalten.

3) Siehe H. S t a i g m u l l e r ,  J o h a n n e s  S c h e u b e l , ein deutscher Algebraiker des 
X V I .  Jahrhunderts; A b h a n d l .  zur  Gesch.  d. Ma the m.  1), 1899, S. 464, 466.

4) Auch P. F o r c a d e l , der den Algorithmus demonstratus 1570 ins Franzosische 
iibersetzte (vgł. B i b l i o t h .  Mat hem.  4ts, 1903, S. 206) scheint es vollstandig un- 
bekannt gewesen zu sein, wer der Verfasser der Schrift war.

5) Vgl. z. B. J. Ch. H e i l b r o n n e r ,  Historia matheseos universae (Leipzig 1742), 
S. 618. — M. C a n t o r ,  a. a. O. I I2, S. 59—60. — E. W a p p l e r ,  Beitrag zur Geschichte 
der Mathematik; A b h a n d l .  z u r  Gesch.  d. Mat hem.  5, 1890, S. 161.

6) Siehe M. C h a s l e s , Geschichte der Geometrie, iibertr. von L. A . Sobncke,
S. 603. — Sur la naturę des operations algebriąues attribuees a Fibonaco; C o m p te s  
r e n d u s  de 1’acad .  d. sc. de P a r i s  12, 1841, S. 743—744. — Sur ąueląues points 
de l’histoire de 1’algebre; C o m p t e s  r e n d u s  de l ’acad.  sc. de  P a r i s  18, 1841, S. 507

7) Vgl. M. C h a s l e s , Geschichte der Geometrie, iibertr. von L. A . Sobncke, 
S . 6 2 1 — 6 2 2 .

Ist Jordanus Nomorarius Yerfasser der Schrift „Algorithmus demonstratus11? 13



folgern, daB der Algorithmus demonstratus eine andere Arbeit ais der 
„Algorismus J o rd a n i“ i s t? 1)

A us dem  y o rh e rg eh en d en  sch e in t m ir jed en fa lls  k la r  zu sein, daB 
d er Y erfasser des Algorithmus demonstratus no  cli nicht m it GewiBheit be- 
k a n n t ist, u n d  daB er e rs t d u rch  eine neue  e in g eh en d e  Untersuchung 
erm ittelt werden kan n . Bei dieser Untersuchung miissen in  erster Linie 
um fassende N a c h fo rsc h u n g en  n a c h  Handschriften des Algorithmus demon
stratus und  des „A lg o rism u s J o r d a n i “ g em ach t w erden , u n d  so d an n  so li 
u n te rsu c h t w erden , ob es y ie lle ich t so lche H a n d sc h rif te n  aus dem  A n fan g  
des 13. J a h rh u n d e r ts  g ib t. Im  Z u sam m en h an g  h ie rm it w are  es an g eze ig t 
in  Betracht zu ziehen, ob moglicherweise der „A lg o rism u s"  des an g eb lich en  
m ag is te r G e n a rd u s  oder G e r n a r d u s 2) dem  J o r d a n u s  N e m o r a r iu s  zu 
v in d iz ie ren  ist. G e lin g t es eine z iem lich  groBe A n zah l v o n  H a n d sc h rif te n  
au fzu finden , so is t w o h l zu  hoffen,  daB das M a te ria ł g en iigen  w ird , um  

die F ra g e  zu  en tscheiden .
Auch eine andere Frage konnte dabei erledigt werden. Die gedruckte 

Ausgabe des Algorithmus demonstratus enthalt namlich einen Anhang iiber 
Proportionen, und der Yerfasser dieses Anhanges ist noch nicht ermittelt. 
Zwar ist derselbe dem J o r d a n u s  N e m o r a r iu s  zugewiesen w orden3), aber 
sicherlich nur aus dem Grunde, weil er in der gedruckten Ausgabe des 
Algorithmus demonstratus yorkommt. W ahrscheinlich ist er mit einer 
kleinen Schrift De proportionibus4) identisch, die m it dem Algorithmus 
demonstratus nichts zu tun hat.

1) M erkwiirdigerweise hat C h a s l e s  S. 511 in seiner soeben zitierten Abhandlung 
Sur ąueląues points de l’histoire de l'algebre im Yoriibergehen eine Redeweise an- 
gewendet, aus der man veranlafit sein konnte etwas ganz anderes herauszulesen. Er 
sagt namlich in betreff des Quadripartitum numerorum des J o h a n n e s  d e  M u r i s : „Ce 
traite d.’algebre est le seul, avec celui de J o r d a n , que R e g io m o n t a n u s  ait designe en 
parlant des plus savants ouvrages de l ’antiquite et du moyenage: „Habetur apud 
nostros Qucidripartitum numerorum, opus insigne admodum“. Aber an der betreffenden 
Stelle bei R e g io m o n t a n u s  wird (vgl. z. B. G e r h a r d t , a. a. O . S. 2 1 )  unmittelbar nach 
dem Quadripartitum numerorum der Algorithmus demonstratus erwaknt. Indessen ist 
es wohl ziemlich sicher, dafi C h a s l e s  sich hier auf die W orte des R e g io m o n t a n u s : 

„Tres libros de datis numerorum pulcherrimos edidit J o r d a n u s 11 bezieht.
2) Vgl. G. E n e s t r o m , B i b l i o t h .  M a th em .  4:3, 1903, S. 206.
3) Siehe M. C a n t o r , a. a. O. II2, S. 66—67.
4) Vgl. A. A. B j Sr n b o , Die mathematisćhen S. Marcohandschriften in  Florenz;

B i b l i o t h .  M a th e m .  4 3 , 1903, S. 243. — E. W a p p l e r , a. a. O. S. 165.

14 G. E n e s t r o m : Ist Jordanus Nemorarius Verf. d. Schrift „Algorithmus demonstratus"?
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1. Trotz dem Interesse, das man ungefahr seit dem Jahre 1880 den 
Prinzipien der Mechanik entgegenbringt, ist eigentiimlicherweise die Mechanik 
des 18. Jahrhunderts weniger gewiirdigt worden ais ihre Leistungen ver- 
dienen; sehen wir doch, dafi, um nur zwei der hauptsachlich in Betracht 
kommenden Autoren zu nennen, sowohl bei M a c h 1) wie besonders bei

1) E. M a c h , Die Mechanik in ihrer EntwicUung historisch-kritisćh dargestellt
(4. Aufl. Leipzig 1901).
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D u h rin g 1) eine eingehende Besprechung des 18. .Tahrłnmderts2) fehlt. Dies 
mag die Ursache gewesen sein, da8 ein Begriff, wie der des materiellen 
Punktes, dessen erste allgemeine Yerwendung und H auptentw ickelung in 
das 18. Jahrhundert fallt, in den geschichtlichen Darstellungen der Mechanik 
bis jetzt wenig oder gar nicht Beachtung gefunden hat. E rst ein Autor 
der allerneuesten Zeit, F re y c in e t, 3) hat auf die Schwierigkeiten hinge- 
wiesen, die entstehen, wenn man den Begriff des materiellen Punktes 
namentlich in Yerbindung mit dem Massenbegriff betrachtet. Eine aus- 
fiihrliche prinzipielle oder historische Klarlegung findet sich jedoch unseres 
Wissens nirgends in der L iteratur. So beschrankt sich auch A. Yoss in der 
EncyTclopadie der mathematischen W issenschafłen4) auf eine Anmerkung, 
in der er einige kurze, hauptsachlich historische Notizen gibt. Auf diese 
Stelle wies mich H err Prof. S ta c k e l  in Kiel hin und forderte mich auf, 
naher zu untersuchen, in welcher W eise sich der Begriff des materiellen 
P unktes yorzugsweise in der Mechanik des 18. Jahrhunderts entwickelte. 
Fur diese Anregung, die den unm ittelbaren AnlaB zur Abfassung der vor- 
liegenden Arbeit bildet, sowie fiir manchen wertvollen Ratschlag wahrend 
der Ausfiihrung mochte ich H errn Prof. S ta c k e l  auch an dieser Stelle 
meinen herzlichsten Dank aussprechen.

2. Eine besondere Schwierigkeit lag in der Begrenzung des Themas. 
W ie die analytische Mechanik ein Grenzgebiet ist, auf dem sich Mathe
matik, Physik und Philosophie trelfen, ist auch der Begriff des materiellen 
Punktes yerschiedenen Einwirkungen unterworfen. Sobald man den Korper 
ais aus materiellen Punkten zusammengesetzt betrachtet, ist die Yorstellung 
ro ń  der Konstitution der Korper, schlieBlich die Annahme einer kontinuier- 
lichen oder diskontinuierlichen Raum erfullung zu besprechen. Andererseits 
machen sich Anschauungen geltend, die die Physik und Chemie gebildet 
haben, die Lehre von den Atomen und Molekiilen kann man ebenfalls mit 
der Auffassung vom Begriff des materiellen Punktes in Yerbindung bringen. 
Alle derartigen Erorterungen werden wir im folgenden nach Moglichkeit 
zu vermeiden suchen.5) Unsere Aufgabe soli in der Hauptsache eine

1) E. D u h r in g , Kritische Geschichte der allgemeinen Principien der Mechanik 
(3. Aufl. Leipzig 1887).

2) W ir haben im folgenden auch N e w t o n  (1642—1727) m it zum 18. Jahrhundert 
gerechnet; von ihm gilt jedoch das hier Gresagte nicht.

3) C. d e  F r e y c in e t , Sur les principes de la mćcaniąue rationnelle (Paris 1902); 
vergl. p. 29—31.

4) Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften IV: 1. A. Voss: Die P rin
cipien der rationellen Mechanik, p. 24 Anmerk. 39.

5) Fiir die mehr philosophische Seite unseres Themas vergl. K. L a s s w it z , Ge
schichte der Atomistik (I—II, Hamburg und Leipzig 1890). L a s s w it z  weist mehrfach 
auf den Zusammenhang zwischen der Korpuskulartheorie und der Mechanik -h in , so 
namentlich Bd. I, p. 358.
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mathematische sein: wir wollen die Entwickelung betracbten, die der Be
griff des materiellen Punktes im 18. Jahrbundert genommen kat, sobald 
man ihn dazu yerwendet, um Bewegungsersclieinungen mit matbematiscben 
Metboden zu untersuchen. Ganz werden sicb, wie eben angedeutet, der- 
artige Betracbtungen aus der Pbysik und Pbilosopbie ja  nicbt vermeiden 
lassen; wir werden sie aber nur insoweit beriicksicbtigen, wie sie zum 
Yerstandnis der matbematiscben Entwickelung unbedingt notig sind.

Einleitung.

1. Die Entwickelung, die der Begriff des materiellen Punktes genommen 
bat, setzt nicbt erst im 18. Jabrbundert ein, sondern reicbt viel weiter 
zuriick. W ollte man ganz griindlicb Yorgeben, so mii fi te man unzweifel- 
baft auf das Altertum, d. b. auf die Griecben zuriickgreifen. Die kleinsten 
Teilcben, aus denen man sicb die Korper und scbliefilicb den ganzen 
Kosmos zusammengesetzt dacbte, sind wobl ais Vorlaufer des materiellen 
Punktes zu betracbten. Diese Untersucbungen waren naturgemafi nicbt 
sowobl matbematiscber ais pbysikaliscber N atur; ja, weil in der damaligen 
Zeit Pbysik und Pbilosopbie nocb nicbt ais getrennte Disziplinen existierten, 
bewegten sie sicb baufig auf dem Gebiete pbilosopbiscber Spekulation. 
Die eigentlicb matbematiscb-mecbaniscbe Gestaltung des Begriffes beginnt 
erst dort, wo man ibn yerwendet, um Gleicbgewicbt und Bewegung der 
Korper zu bestimmen.

Abgeseben yon A r i s t o t e l e s ,  dessen Mecbanik aber nocb von pbilo- 
sopbiscben Spekulationen durcbzogen ist, ware A rc h im e d e s  der erste, der 
in Betracbt kame. Die Scbwerpunktsbestimmungen, die er ausfiibrte, 
zeigen, daB man in bestimmten Fallen einen Korper durcb einen Punkt 
ersetzen kann. W enn man z. B. einen Korper in seinem Scbwerpunkte 
unterstiitzt, so ist ibm damit die Moglicbkeit genommen, nacb unten zu 
fallen; der Scbwerpunkt reprasentiert also in diesem bestimmten Falle den 
ganzen Korper. Daneben ist yielleicbt die sogenannte „Sandrecbnung" 
des A rc h im e d e s  zu  beriicksicbtigen, die ais ein erster Yersucb aufgefaBt 
werden kann, dem W esen des Unendlicben auf exakt matbematiscbem 
W ege beizukommen; denn es ist klar, daB die Frage nacb dem Unend
licben fur uns in Betracbt kommt, sobald man yon dem materiellen Punkte 
ais unendlicbkleinem Bestandteil eines endlicben Korpers spricbt.

2. Aus der auf A rc h im e d e s  folgenden Zeit ist, abgesehen yon einigen 
pbilosopbiscben Erorterungen iiber den Unendlicbkeitsbegriff, fur unser 
Tbema lange nicbts zu bemerken. Die matbematiscben Untersucbungen 
setzgji im 15. und 16. Jabrbundert da ein, wo A rc h im e d e s  aufgebort

den Betrachtungen iiber den Scbwerpunkt. Hier sind unter
athematica. III. Folgę. V. 2
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anderen L io n a rd o  d a  Y in c i, Mau ro licu s  und Com m andinus z u  nennen, 
die Scbwerpunktsbestimnrangen fur Korper Yerscbiedenster A rt und Gestalt 
durchgefiilirt haben. Aber alle diese Dinge konnen nur angedeutet werden, 
ebenso wie die Hydrostatik von S t e v in , aus der z. B. M. Ca n t o r  eine 
Stelle anftihrt, wo S t e y in  yon „beliebig kleinen K orpern"1) spricbt.

Nim gebt’s mit rascben Schritten yorwarts. Cayaliert m eint, man 
babe sicb den Korper ais eine A rt Bucb zu denken, das aus parallelen 
Blattern zusammengesetzt ist, und spricbt damit eine Anscbauung aus, die 
der des materiellen Punktes yollkommen analog ist. Den allerwesentlicbsten 
EinfluB aber batte die neu erwacbsende Astronomie. Die Himmelskorper, 
iiber dereń GroBe man nocb nicbts Genaues wuBte, erschienen wegen ibrer 
groBen Entfernung ais Punkte, die sicb in regelmaBigen Babnen bewegten. 
Sie sind materielle Punkte im wabren Sinne des W ortes. So sind die 
Arbeiten von Coppernicus und Kepler  bier zu erwahnen. K epler  ist 
aucb aus dem Grunde besonders bemerkenswert, weil er ais einer der be- 
deutendsten Yorganger N ewtons fiir das Gravitationsgesetz und damit den 
Massenbegriff gelten kann.2) Aucb Gilbert m it seinen magnetiscben Unter- 
sucbungen ist zu beriicksicbtigen. Dadurcb daB man sicb die Anziebung 
der Korper, sowohl magnetiscbe wie grayitierende, aus den Anziehungen 
der einzelnen Teilcben dieser Korper zusammengesetzt dacbte, war der 
AnstoB gegeben, diese Teilcben auch bei der Losung anderer Pro bierne, 
yieEeicbt aller mecbaniscben Aufgaben zu yerwenden.

3. Ais letzter in der Reibe dieser Forscber und zugleicb ais erster 
einer neuen W issenschaft erscbeint Ga l il e i . Seine Arbeiten bilden das 
Bindeglied zwiscben den  friib e ren  u n d  den NEWTONscben TJntersucbungen. 
Die Kugeln, die er in einer geneigten Rinne berunterrollen laBt,3) um die 
Fallgesetze exp er i men tell zu bestatigen, sind ais materielle Punkte im 
beutigen Sinne zu yersteben. Allerdings muB, wie aucb M ach  ausdriicklicb 
beryorbebt, bemerkt werden, daB Ga l il e i  den Energieyerlust, der durcb 
das Rollen der Kugeln entstand, nicbt b e a c b te te  und daber im strengen 
Sinne n ic b t  berecbtigt w ar, die so gefundenen Resultate obne weiteres 
auf den freien Fali zu iibertragen.4) Die Identifikation yon Kugel und 
materiellem P unkt ist iibrigens ein Umstand, auf den wir im Yerlaufe der 
Arbeit ausfubrlicber zu sprecben kommen. Fiir die Kugel, die nicbt nur

1) M o r it z  C a n t o r  , Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik 2 2 (Leipzig
1900), p. 578: „corps donnę, si petit puisse-il estre“, yergl! uberhaupt fiir die letzten 
Ausfiihrungen die betreffenden Stellen bei C a n t o r .

2 ) Yergl. E. G o l d b e c k , Keplers Lehre von der Grmitation  ( A b h a n d l u n g e n  
z u r  P h i l o s o p b i e  u n d  i b r e r  G e s c h i c h t e  6, Halle 1896).

3) Siehe M a c h , a .  a .  O . p .  132.
4) Siehe M a c h , a. a. O. p .  377.
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Ga l il e i, sondern aucb H uygens, namentlicb bei Pendelversucben verwandte, 
wird haufig in der Bescbreibung das W ort „corpus" gesetzt; und zwar 
bedeutet „corpus" dann im weiteren Yerlaufe meistens: scbwerer Punkt, und 
nicbt: Korper endlicber Ausdebnung. „Corpus maius" oder „corpus minus" 
beifit ein Punkt von groBerer oder kleinerer Masse oder, ricbtiger gesagt, 
groBerem oder kleinerem Gewicbt; denn der Unterscbied zwiscben Masse 
und Gewicbt tr itt  bei Ga l il e i nocb nicbt bervor. H uygens  wurde auf 
ibn durcb Pendelbeobacbtungen gefiibrt, aber N e w t o n  ist der erste, bei 
dem die Scbeidung klar rollzogen ist. Das ist ein Hauptgrund, wesbalb 
wir unsere Darstellung mit N e w t o n  beginnen; denn der Begriff des 
materiellen Punktes konnte eine konseąuente Durcbbildung erst erfabren, 
nacbdem N e w t o n  dem Grayitationsgesetz und damit der Masse eine grund- 
legende Bedeutung in der Mecbanik gegeben batte. Ferner bat N ew to n  
zum erstenmal die analytische Mecbanik systematiscb dargestellt und 
damit aucb den Begriff des materiellen Punktes ais Grundbegriff emgefiibrt. 
ScblieBlich aber sind die NEWTONscben Principia  v o rb ild licb  gewesen fiir 
fast alle Arbeiten aus der Mecbanik bis auf den beutigen Tag. Damit 
kommen wir zu unserem eigentlicben Tbema, dem 18. Jabrbundert, wo 
wir zuerst eine moglicbst objektive Darstellung der Meinung der einzelnen 
Autoren geben wollen, um dann zum Scblusse in eine zusammenfassende 
und kritiscbe Besprecbung einzutreten.

I. Isaac Newton.

Die Absicbt N e w to n s  in den „matbematiscben Prinzipien der N a tu r-  
pbilosophie"1) war die, moglicbst alle pbysikaliscben Hypotbesen zu ver- 
meiden und eine auf matbematiscber Grundlage rubende Darstellung der 
Mecbanik zu geben. Von wenigen axiomatischen Grundsatzen ausgebend 
sucbt er, analog wie in der Geometrie, auf syntbetiscbem W ege ein streng 
geschlossenes System aufzubauen. Inwieweit diese Absicbt erreicbt wird, 
das zu untersucben ist bier nicbt der Ort. Eins aber wird durcb diese 
kurze Bemerkung verstandlicb: die Grim dann ahmen in der Mecbanik 
werden fast obne alle Diskussion eingefiibrt, sie treten ais selbstyerstand- 
licbe Axiome auf, obne die das System nicbt besteben kann. Diese Dar- 
stellungsweise bat aucb den weitgebendsten EinfluB auf die Anscbauung 
vom Begriff des materiellen Punktes gebabt, die N e w t o n  in seiner 
Mecbanik yertritt.

1 ) I. N e w t o n , Philosophiae naturalis principia mathematica (Londini 1687); 
zweite Ausgabe: Cambridge 1713; dritte: London 1726. W ir zitieren im folgenden 
nach der Originalausgabe.

2 *
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1. In den ersten Kapiteln werden die allgemeinen Bewegungsgesetze 
abgeleitet. Die betrachteten Objekte sind Punkte, die Beweglichkeit haben 
and den ani Anfang der Principia  ausgesprochenen Grundgesetzen ge- 
horcben. So verfahrt N e w to n  bier gemaB seiner angedeuteten Absicbt 
und gibt eine mijglicbst pboronomische Darstellung. Allerdings erscbeint 
es auf den ersten Blick, ais wenn dieser Zweck nicbt yollkommen erreicbt 
ware, denn fiir den Ausdruck „punctum ", den man erw artet, tr itt  fast 
immer das W ort „corpus" ein. Aber „corpus" ist nicbt mit „Korper", sondern 
eben mit „Punkt" zu iibersetzen; „corpus“ bedeutet, ebenso wie schon bei 
G a l i l e i ,  nicbts weiter ais einen Punkt, der eine bestimmte Masse reprasentiert. 
So gelten die bier abgeleiteten Satze im strengen Sinne nicbt fiir Korper 
endlicber Ausdebnung, sondern nur fiir Punkte, denen bestimmte Eigen- 
scbaften zugescbrieben werden. Allerdings ist die Unterscheidung zwiscben 
Korper und Punkt nicbt immer konseąuent durcbgefiihrt, wie es scbon 
die Figuren vermuten lassen, die dem Text beigegeben sind. Die bewegten 
Objekte werden nie ais Punkte sondern ais kleine Kugeln dargestellt und 
zwar ais Kugeln von yerscbiedener GroBe, je nacb der Masse, die sie 
reprasentieren. Geometriscb operiert wird jedocb nur m it ibren Mittel- 
punkten, so daB die Kugelgestalt mebr ais etwas AuBerlicbes erscheint, das 
die Yorstelluug eines bewegten „Punktes" erleicbtern soli. Docb ist an 
dieser Stelle nicbt begriindet, wesbalb man berecbtigt ist, die Kugel bei 
einer translatoriscben Bewegung durcb ibren M ittelpunkt zu ersetzen. Dies 
gescbiebt erst spater.

Ganz einsprucbsfrei und in ganz abstrakter Form  tr itt  nur eine Art 
des materiellen Punktes, der Scbwerpunkt, auf; bier sagt N e w t o n  aus- 
driicklich, daB diese Punkte aufzufassen sind ais „rein matbematiscbe 
P unkte ."1) Diese Form ulierung ist wobl aus dem in der E inleitung er- 
wiibnten Umstande zu erklaren, daB Scbwerpunktsbetracbtungen scbon 
lange bekannt und aucb gerade yon M atbematikern angestellt waren.

Nabe yerwandt m it den Scbwerpunkten sind die sog. „Kraftzentren",2) 
die im weiteren V erlauf der Darstellung erwahnt werden. Denn nacbdem 
K e p l e r  und G i l b e r t  gezeigt hatten, daB ein matkematiscber Punkt keinerlei 
W irkung ausuben kann, sondern nur ein Punkt, in dem man sich die 
Materie eines Korpers konzentriert denkt, wird das Kraftzentrum  zu einer 
Abart des materiellen Punktes. Und scblieBlich, wenn man die Wechsel- 
w irkung der Korper aufeinander betracbtet, wird jeder Massenpunkt zum 
Sitz einer K raft, so daB es am Ende prinzipiell einerlei ist, ob man von 
Massenzentren oder Kraftzentren ausgeht. Masse obne K raft, und Kraft 
obne Masse ist in der Mechanik scblechterdings undenkbar. —

1) p. 4. u. 5: „vel centris (quae sunt puncta Mathematica)11.
2) z. B. p. 37: „immobile centrum virium“.



2. Bis jetzt war der materielle Punkt einzeln oder in W echselwirkung 
mit einem entfernt yon ihm liegenden aufgetreten. Solange war eine rein 
formale Deduktion yerhaltniBmaBig einfach; hatte man einmal die Be- 
rechtigung zugegeben, von hewegten Punkten zu sprechen, dann lagen die 
Schwierigkeiten, die zu iiberwinden waren, mehr auf mathematischem ais 
auf mechanischem Gebiete. Und so beruhte denn auch, abgesehen yon 
einigen AuBerlichkeiten, die Yerwendung des materiellen Punktes, sowohl 
rechnerisch wie geometrisch, auf mathematischer Auffassung. Anders wird 
die Sache, wenn wir zu Korpern endlicher Ausdehnung, speziell zur Be- 
wegung der K ugeln1) kommen. N e w to n  denkt sich den Korper in 
kleinste Teilchen zerlegt und die Bewegung des Korpers aus der Bewegung 
dieser Elemente entstanden. Durch die Annahme, daB diese Teilchen ais 
materielle Punkte im alten Sinne2) aufzufassen sind, ist der Zusammen- 
hang zwischen den yorhergegangenen, oft abstrakt erscheinenden Be- 
trachtungen und den Bewegungsvorgangen -in der wirklichen Korperwelt 
hergestellt. Inwieweit dieser Ubergang einwandfrei zu nennen ist, werden 
wir am SchluB unserer Arbeit zu untersuchen haben.

Eins ist aber hier heryorzuheben: yon dieser Stelle an tr i tt  ein wesent- 
licher Unterschied in der Auffassung ein, der Begritf des materiellen Punktes 
yerliert immer mehr seinen mathematischen Charakter und nimmt eine 
physikalische Gestaltung an. Dies zeigt am deutlichsten folgende Stelle: 
„ebenso sind unter den Punkten, aus denen Linien, Oberfłachen und feste 
Korper bestehen sollen, gleichwertige Teilchen zu yerstehen, dereń Grofie 
m a n  yernachlassigen kann."3) W ir haben es also nicht mehr wie friiher 
m it „rein mathematischen Punkten" zu tun , sondern mit wirklichen 
Elementen des Korpers, die unendlich klein zu denken sind, so daB man 
ihre GroBe yernachlassigen kann.

Mit den so definierten Punkten und der aus seinen Gesetzen folgenden 
Bewegung der Kugel hat N e w t o n  sich bestimmte Grundtypen geschaffen, 
die fiir die Yerallgemeinerung der bisher gefundenen Satze yon groBter 
Fruchtbarkeit sind. Dadurch, daB er zeigt, daB die anziehende Kraft 
einer Kugel nach auBen hin durch die eines einzigen Punktes ersetzt 
werden kann: „Die K raft einer Kugel w irkt so, ais ob sie yon einem 
Punkte im Zentrum der Kugel ausginge",4) hat er, wenigstens fiir gewisse
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1) p. 152: „de motu sphaericorum11.
2) p. 152: „videamus igitur, ąuibus viribus corpora sphaerica, ex particulis modo 

iam expositis constantia, debeant in se mutuo agere et quales motus inde consequantur“.
3) p. 196, Scholium: „similiter per puncta, ex ąuibus lineae, superficies, et solida 

componi dicuntur, intelligendae sunt particulae aeąnales magnitudinis contemnendae“.
4) p. 201: „vis sphaerae eadem est, ac si prodiret de corpusculo unico in

centro sphaerae11.
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Probleme, Kugel und Punkt identifiziert. Gelingt es also, die Bewegung 
beliebiger Korper auf die Bewegung yon Kugeln zu reduzieren, so ist die 
Aufgabe gelost. DemgemaB fahrt er fort: „Die gesamte K raft aller Teilchen 
eines beliebigen Korpers ist diesel be, ais wenn der Korper unter W abrung 
des Scbwerpunktes Kugelgestalt annahm e".]) Ebenso wurden mehrere 
Korper ersetzt durcb eine Kugel yon gleicber Masse, dereń M ittelpunkt 
der geraeinscbaftliche Scbwerpunkt ist. Die Begrundungen ais solcbe 
interessieren uns hier nicht, fiir uns ist nur nocb yon W ichtigkeit, daB 
fiir alle diese TJberlegungen die notwendige Yoraussetzung die ist, daB alle 
materiellen Punkte der betrachteten Korper yon gleicber Beschaffenheit 
sind, daB es „gleicbwertige und gleicb anziebende Teilchen" sind.2) Auch 
diese Bemerkung zeigt, wie der materielle Punkt immer mehr zum kon- 
kreten Bestandteil des Korpers wird, wahrend er im Anfang, losgelost yon 
allen Beziehungen zur W irklichkeit, ais bestimmter Begriff auftritt, der 
sich der mathematischen Entwickelung zwanglos einfiigt.

3. In noch groBerem MaBe ais bisher muB eine physikalische Ge- 
staltung des Begriifes heryortreten, wenn N e w to n  zur Mechanik der 
Fliissigkeiten kommt und damit ein Gebiet be tritt, fiir das damals eine 
mathematische Behandlung so gut wie gar nicht yorlag. Bei den festen 
Korpern waren die einzelnen Elemente nur mit einem bestimmten Massen- 
werte behaftet und hatten dem Grayitationsgesetze gehorcht; bei den 
fliissigen Korpern tritt  die weitere Eigenschaft h inzu , daB die einzelnen 
Teilchen jedem beliebigen Drucke nachgeben und sich leicht gegeneinander 
yerschieben.3)

Charakteristisch ist es, daB an dieser Stelle, wo die Darstelluno- ein' ' o
mehr physikalisches Geprage annim m t, yon neuem ausdriicklich heryor- 
gehoben wird, daB die gegebenen Entwickelungen einen rein mathematischen 
Charakter haben sollen: „die Frage, ob die elastischen Fliissigkeiten wirklich 
aus Teilchen bestehen, die sich voneinander zu entfernen suchen, gehort 
in die Physik; wir haben die Eigenschaften der Fliissigkeiten, die aus 
solchen Teilchen bestehen, mathematisch bewiesen."4) Doch sind solche 
Bemerkungen nicht so genau zu nehmen, denn durch die Annahme der

1) p. 217: „eadem est igitur vis tota particularum omnium corporis cuiuscunąue, 
ac si corpus illud, servato gravitatis centro, figuram globi indueret“.

2) p. 195, 213: „particulae aeąuales et similiter attractivae“.
3) p. 290: „fluidum est corpus omne, cuius partes cedunt vi cuicunąue illatae 

et cedendo facile moventur inter se“.
4) p. 303: „an vero fluida elastica ex particulis se mutuo fugantibus constent 

ąuaestio pbysica est. Nos proprietatem fluidorum ex eiusmodi particulis constantium 
mathematice demonstravimus“.



geschilderten Teilchen zeigt N e w to n  eben, daB er von ihrem Vorhanden- 
sein iiberzeugt ist; im anderen Falle waren ja die auf diesem Grunde auf- 
gebauten Entwickelungen nichts weiter ais eine matbematiscbe Tbeorie ołme 
jeden Zusammenhang mit der W irklichkeit. Durcb derartige eingescbaltete 
Bemerkungen wollte, wie auch R o s e n b e r g e r  hervorhebt, N e w to n  wobl 
weiter nichts, ais allen weitlaufigen pbysikalischen Diskussionen aus dem 
Wege gehen: er wollte produktiv schaffen und sicb nicbt mit entgegen- 
gesetzten Meinungen berumschlagen.

Ais weiteren Beweis fiir die konkrete Auffassung des materiellen 
Punktes fiihren wir folgendes an. Bis jetzt war nie die Rede gewesen 
Ton einer bestimmten Gestalt oder Anordnung der kleinsten Teilcben im 
betracliteten Korper; denn wenn aucb in den ersten Abschnitten die 
materiellen Punkte ais kleine Kugeln dargestellt wurden, so erledigte sicb 
die Frage nacb der Berecbtigung dieser Darstellung durcb die spater ge- 
macbte Uberlegung, daB nicbt eigentlicb die Bewegung der Kugel, sondern 
die ihres M ittelpunktes betracbtet wurde. Dies wird anders bei der Fort- 
pflanzung des Druckes in Fliissigkeiten. Die Sacbe wird wobl am deut- 
licbsten, wenn wireine kleine Skizze (siebe die Fig.), die 
N e w to n  selbst gibt, m it den betreffenden W orten hier- 
bersetzen: „Ein Druck pflanzt sicb in einer Fliissigkeit 
nur dann gradlinig fort, wenn die Fliissigkeitsteilcben 
in gerader Linie liegen.“ 2) Der Gegensatz zu friiher 
ist evident: nicbt nur die Anordnung der Teilcben ist 
yon allerwesentlichstem EinfluB, es scbeint aucb die Annahme gemacbt 
worden zu sein, daB man sicb die kleinsten Teilcben ais Kugeln yor- 
stellen konne.

SchlieBlicb ist nocb eine Auffassung zu erwabnen, die sicb sowobl 
bei festen ais auch bei fłiissigen Korpern findet. N e w to n  fiihrt neben den 
materiellen Punkten materielle Flachen ein, wenn wir uns einmal so aus- 
driicken diirfen. Bei bestimm ten Aufgaben denkt er sich eine Kugel in 
lauter konzentrische Schalen zerlegt, dereń Dicke unendlich klein, dereń
Anzahl unendlich groB is t.3) Die Schalen sind so diinn zu denken,
daB ein U bersang von einer zur anderen nicht zu merken ist, und daBo o 7
eine auf die ganze Anzahl ausgeiibte W irkung kontinuierlich ron
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1) F. R o s e n b e r g e r ,  N e w t o n  u n d  seine physilcalischen Principien (Leipzig 1895), 
p. 171.

2) p. 354: „pressio non propagatur per fluidum secundum lineas rectas, nisi 
ubi partieulae fłuidi in directum jacent“.

3) p. 292: „superficiebus sphaericis innumeris distinguatur fluidum in orbes
concentricos aecpialiter crassos . . . .  prima superficies . . . .  secunda . . . .  etc .
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der auBersten zu r innersten hingeht.1) Eine weitere B esp rech u n g  der 
Flachen e riib rig t sich, da fu r  sie dieselben  Momente in Betracbt kommen 
w ie fiir m ate rie lle  Punkte. Bemerkt m ag nocb werden, daB N e w t o n  bier 
dieselbe Auffassung eines Korpers ausspricht, die scbon CAVALIERI und 
K e p l e r  gebabt batten.

4. Um yollstandig zu sein, wollen wir zuguterletzt auch auf die 
formale Seite unseres Gegenstandes zu sprecben kommen. Die Ausdriicke, 
die bei N e w t o n  m it „materieller Punkt11' iibersetzt werden diirfen, sind 
„punctiun11, „particula" und „corpusculum“. Alle drei werden ganz unter- 
scbiedslos gebraucht, nur, je nacbdem die Bebandlung mehr mathematisch 
oder phjsikalisch  ist, treten, aus leicht erkliirlichen Griinden, entweder 
„punctum“ oder „corpusculum" in den Yordergrund. Ais viertes, jedoch 
nicht gleichberechtigtes W ort tritt  „corpus" hinzu, das aber nur in den 
ersten Abschnitten in der Bedeutung „materieller Punkt", spater in der 
eigentlichen ais „Korper" zu Yerstehen ist.

N e w to n s  V e r d ie n ste  u m  d en  B eg r iff d es m a te r ie llen  P u n k tes . Durch 
N e w to n  ist der Begriff des materiellen Punktes in die analytische Mechanik 
eingefiihrt und zum Grundbegriff geworden. Mogen die vorangehenden 
Untersuchungen von K e p le r , G a li le i  und H uygens auch fiir diesen Gegen- 
stand vielerlei Neues und Anregendes gebracht haben, so kom mt doch erst 
durch N e w to n  der einheitliche Gedanke hinein, durch den der materielle 
Punkt zu den Fundam enten der Mechanik gehoren wird. Die grundlegende 
Auffassung riih rt von zwei schon in  der Einleitung erwahnten Umstanden 
her, erstens Yon der zum erstenmale durchgefiihrten systeraatischen Dar
stellung der analytischen M echanik, und zweitens Yon der klaren und 
konseąuenten Unterscheidung zwischen Gewicht und Masse. Dies Letztere 
ist fiir unser Thema besonders zu beachten; denn dadurch ist fiir den 
Begriff des materiellen Punktes erst das geschaffen, was M ach einmal all- 
gemein ais A bstraktion oder Idealisierung bezeichnet, die immer notig ist, 
wenn man sinnliche Erlebnisse gedanklich nachbilden und begrifflich 
formen will.2) Die Kugeln, die G a l i le i  rollen lieB, die kleinen Korper, die 
H uygens Yerwandte, waren nicht materielle Punkte im Sinne N e w to n s ;  
sie waren ganz bestimmte Korper Yon bestimmtem Gewicht. Ais Korper 
hatten  sie alle Eigenschaften des K orpers; Luftw iderstand, Reibung etc. 
muBten beriicksichtigt werden. Dabei tu t es prinzipiell nichts zur Sache, 
daB diese Umstande in manchen Fallen gegeniiber der Anziehungskraft

1) p. 293: „si modo orbium augeatur numerus et minuatur crassitudo in in- 
finitum sic u t actio gravitatis a superficie infima ad supremam continue reddatur“ ; 
ahnlicłL p. 192, 196 u. a.

2) Siehe M a c h , a. a. O. p. 33.



der Korper yernachlassigt werden konnen; solange das Gewicht das MaB- 
gebende ist, treten die storenden Nebenumstande nocb zu sehr in den 
\  ordergrund, ist eben die Idealisierung noch nicht geniigend fortgeschritten. 
Bei N e w t o n  ist der materielle Punkt etwas Anderes, er reprasentiert eine 
bestimuite Masse, d. b. in bestimmtem Umfange eine Eigenscbaft des 
Korpers, die unmittelbar nicbt wahrgenommen werden kann, auf die 
man erst gefiihrt wird, wenn man das Wesentlicbe yom Unwesentlichen 
sondert. Die Masse eines Korpers ist auch nicbt gleicb, sondern nur 
proportional dem Gewicht. W enn ein solcher materieller Punkt sicb be- 
wegt, ist ohne weiteres von Reibung, Luftwiderstand etc. abzuseben; es 
ist damit die Abstraktion gescbaffen, dereń Notwendigkeit oben heryor- 
gehoben wurde.

Allerdings museen bier zwei Einschriinkungen gemacbt werden. Erstens 
fragt es sicb, ob N e w t o n  sich der W irkung seiner Unterscheidung fur 
Masse und Gewicht aucb fiir diesen Gegenstand bewuBt geworden ist. 
Ausgesprochen ist dies nirgends, und bei dem Bestreben N e w t o n s , der- 
artigen kritiscben Betrachtungen aus dem Wege zu geben, ist die Frage 
wohl yon vornherein mit Nein zu beantworten. Zweitens aber ist die 
Auffassung des materiellen Punktes nicht konsequent durchgefiihrt. W ir 
batten Gelegenbeit, zu zeigen, wie eine W andlung eintritt, ein Ubergehen 
yon der abstrakten, idealisierten Auffassung zur konkreten, sinnlichen. 
Der materielle Punkt erscbeint in gewisser Weise ais Doppelwesen, ais 
matbematiscber und ais physischer Punkt, wenn wir uns kurz so aus- 
driicken wollen. Das ist ein W iderspruch, den zu losen N e w t o n  seinen 
Nacbfolgern iiberlieB. Jedenfalls ist aber dadurcb, daB der Begriff des 
materiellen Punktes zum Grundbegriff der analytiscben Mechanik gemacht 
wird, der Anfang fiir die ganze spatere Entwickelung gegeben. Und da- 
durch, daB N e w t o n  feste und fłiissige Korper nacb einem und demselben 
Prinzip behandelt, d. h. bei beiden von der Bewegung gewisser kleinster 
Teilchen ausgebt, ist der Grund zu einer einbeitlicben Auffassung der 
gesamten Mechanik gelegt; fur die analytische Betrachtung sind feste 
und fłiissige Korper nicht yon wesentlicher, sondern nur von gradueller 
Y erscbiedenheit.

N e w to n s  p h y sik a lise łi - p h ilo so p h isch e  G ru n d an sch au u n g. Doch 
konnen wir hierm it unsere Betrachtungen nocb nicbt abschlieBen, denn 
in dem Anhange, den N e w t o n  seiner Mechanik gibt, in dem Weltsystem, 
bekommen wir einen tieferen Einblick in die philosophisch-physikalischen 
Grundlagen, aus denen heraus die Darstellung der Mechanik und speziell 
der Begriff des materiellen Punktes erwachsen sind. Diese Erorterungen 
treten in der ersten Ausgabe der Principia nur in kurzer Form  auf, 
nehmen dagegen in der zweiten und dritten Auflage einen weit groBeren
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Raum ein.1) Das ist wieder ganz bezeichnend fur N e w t o n , der, wie wir 
scbon mebrfach hervorboben, in erster Linie die matheniatische Entwicke
lung im Auge batte. Aber er konnte sieli doch denjenigen nicbt rnatlie- 
matischen Erorterungen, die notwendig zu seiner Darstellung gehorten, 
auf die Dauer nicbt verschlieBen. So wurden die anfanglich sparlichen 
Notizen in den spateren Ausgaben des W erkes entspreebend erganzt.

N e w t o n  ist Atomistiker., Die Korper besteben nach ibm aus diskreten 
Massenteilchen, denen im kleinen dieselben Eigenscbaften zukommen wie 
dem Korper, den sie bilden: „Die Ausdebnung, Hartę, Undurcbdringlicbkeit, 
Beweglichkeit und Tragkeit eines endlichen Korpers entspringt aus der 
Ausdebnung, Hartę, Undurcbdringlicbkeit, Beweglichkeit und Triigbeit der
Teile.........Dieser Satz ist die Grundlage der gesamten N aturw issenschaft"2)
Das ist eine H jpotbese, iiber dereń Richtigkeit man sebr wobl im Zweifel 
sein kann, zumal eine direkte experimentelle Bestatigung ausgescblossen 
ist. Es ist aber andererseits eine Annabme so allgemeiner und funda- 
mentaler N atur, daB sebr viel gewonnen ist, wenn man aus ibr beraus 
den Begriff des materiellen Punktes entwickeln kann. Man muB sicb 
namlieb aufs sorgfaltigste buten, die bier erwahnten „Teile" oder, wie er 
sie an einer spateren Stelle nennt, „kleinsten Teile"3) obne weiteres mit 
den in der Mechanik yerwandten materiellen Punkten zu identifizieren. 
Denn wenn aucb der Ausdruck — friiber „particula", jetzt „minima pars" 
— dasselbe bedeutet, und wenn aucb der materielle Punkt oft so konkrete 
Gestaltung annabm, daB er ais physikalischer Bestandteil des Korpers er- 
sebien, so findet docb eine Identitat nicbt statt. Man bat stets den Zu- 
sammenbang zu bedenken, in dem beide Ausdriicke auftreten: friiber waren 
es matbematisebe Entwickelungen, jetzt sind es physikalisch-philosopbische 
Erorterungen. Desbalb ist hier „pars minima" nicbt m it „materieller Punkt", 
sondern mit „Atom" oder „Molekuł" zu iibersetzen. Dies beweist am besten 
folgende Stelle: „Ferner wissen wir aus der Physik, daB die einzelnen 
aneinander baftenden Teile der Korper yoneinander getrennt werden konnen; 
dań aber die unteilbaren Elemente in der Theorie noch weiter in Meinere 
Teile gespalten werden Jcdnnen, ist aus der MathematiJc bekannt. “ 4) Hier

1) Von hier an zitieren wir die Seitenzahlen der Principia naeh der zweiten 
Auflage (Cambridge 1713).

2) p. 358: „extensio, durities, impenetrabilitas, mobilitas, vis inertiae totius oritur 
ab extensione, duritie, impenetrabilitate, mobilitate, viribus inertiae partium. . . .  Et 
hoc est fundamentum philosophiae totius“.

3) p. 358: „partes minimae11.
4) p. 358: „porro corporum partes divisas et sibi mutuo contiguas ab invicem

separari posse, ex phaenomenis novimus, et partes indiyisas in partes minores ratione
distingui posse ex mathematica certum est“ .
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ist die klarste Bestatigung: Physikalisch betrachtet besteben die Korper 
aus „unteilbaren Elementen", eben aus „Atomen" (dTOuog), geht man dann 
aber mit matbematiscben Uberleffungen an die Erscheinungen beran, so

O o o /

konnen diese „unteilbaren Elemente" nocb weiter — soweit es eben die 
Matbematik erfordert — geteilt werden; sie werden zn materiellen Pnnkten. 
Die materiellen Punkte sind also, kurz gesagt, die durch die Mathematik 
geforderte begrifflicJie Abstraktion der Atome.

Hierdurcb gewinnt der Begriff des materiellen Punktes eine liberaus 
anscbauliche Gestaltung; eine andere Pragę ist es allerdings, ob sich nicht 
aus der konseąuenten Durcbfiihrung einer derartigen Auffassung neue 
Scbwierigkeiten ergeben, die die anfangliehe Klarbeit und Anscbaulichkeit 
in Frage stellen. Auf diese Frage kommen wir spater im Zusammen- 
hange zuriick.

II. Die Zeit von Newton bis Euler.

Nacb dem Erscbeinen der NEWTONschen Principia  entstand eine 
Reibe groBerer Arbeiten, in denen mechaniscbe Probleme bebandelt wurden. 
Da sicb diese Untersucbungen aber in den meisten Fallen speziellen Auf* 
gaben zuwandten und mebr eine W eiterentwickelung ais eine Fundamentie- 
rung der Mecbanik anstrebten, kommen sie fiir unser Tbema weniger in Be- 
tracbt. Aus diesem Grunde konnen wir auf eine Einzelbesprechung der 
yerscbiedenen Arbeiten verzicbten und bei jedem Autor eine Gesamtiiber- 
sicbt geben.

Joh. B e r n o u lli .1) In gewisser Beziehung stimmt J o h . B er n o u l l i 
Yollkommen mit N e w t o n  iiberein. Auch er spricbt von „Kórpern“ und 
yerstebt darunter bald materielle Punkte, bald Korper endlicber Aus- 
debnung.2) Die materiellen Punkte werden in der Zeicbnung teils ais 
Punkte, teils ais kleine K ugeln3) von yerscbiedener GroBe dargestellt. 
Aber aucb hier ist Kugelform nur etwas AuBerliches, eigentlich betrachtet

1) Die hier in Betracht gezogenen Abhandlungen von .Toiiann Bernoulli sind: 
Extra.it de la reponse a Monsieur H e r m a n n  (Mem. de l ’acad .  d. sc. de P a r i s  1 7 1 0 , 

p. 5 2 1  ff. =  Opera omnia I, p. 4 7 0 — 4 8 0 ) ;  De motu corporum gravium, pendulorum et 
projectilium (Acta E r u d i t o r u m  1 7 1 3 ,  p. 7 7  ff. =  Opera omnia I, p. 5 1 4 —5 5 8 ) ;  

Meditatio de natura centri oscillationis (Acta  E r u d i t o r u m  1 7 1 4 , p. 2 5 7  ff. =  Opera 
omnia II, p. 1 6 8 —1 8 6 ) ;  Discours sur les loix de la communication du mourement, Paris 
1 7 2 7  =  Opera omnia III, p. 1 — 1 0 7 ) ;  Propositiones variae mećhanico-dynamicae; Opera 
omnia IV, p. 2 5 3 — 3 1 3 ) . W ir zitieren hier nach den Opera omnia (Bd. I—IV, Lausannae 
et Genevae 1 7 4 2 ) ,  und geben bei den Zitaten die betreffende Jahreszahl in Klammem an.

2 ) Bd. I, p. 4 7 2 :  „corps“ ( 1 7 1 0 ) ,  Bd. I; p. 5 1 4 ,  5 3 8 :  „corpus grave“ =  Korper 
endlicher Masse (1 7 1 3 ) .

3 ) Z. B. Bd. n, p. 1 7 0  (1 7 1 4 ) .
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werden die geometrischen M ittelpunkte der Kugeln; man muB sich deshalb 
die Kugeln auch nicht ais rollend, sondern ais reibungslos gleitend yorstellen. 
Die Bewegung der Korper endlicher Ausdehnung reduziert sich auf Punkt- 
bewegung dadurch, daB B e r n o u l l i sich die Korper aus unendlich yielen 
kleinen Korperchen zusammengesetzt denkt, auf die er die Punktgesetze 
anwendet.J)

Soweit stimmen N e w t o n  und B e r n o u l l i uberein. Anders wird 
es, wenn wir auf die phjsikalischen Grundanschauung, auf die Ansicht 
yon der K onstitution der Korper zu sprechen kommen. B e r n o u l l i ist 
im Grunde, bis zu einem gewissen Grade, Anhanger einer Kontinuitats- 
theorie. Alle Materie ist gleichartig; im Anfang befindet sie sich im 
kontinuierlichen Zusammenhang, ais eine A rt Fliissigkeit. Aus dieser 
fłiissigen Masse heraus bilden sich durch Anhaufung sog. „Elementarmole- 
kule“ 2). Aus diesen sind die Korper zusammengesetzt, und aus der yer- 
schiedenen Gestalt, Anordnung und Beweglichkeit der Elemente erklart sich 
die Yerschiedenheit der K orper.3) Das ist ein wesentlicher Gegensatz zu 
N e w t o n . Bei N e w t o n  entsprang, um ein Beispiel zu nehmen, die Hartę 
der Korper aus der Hartę der M olekule,4) bei B e r n o u l l i aus dem Be- 
streben der einzelnen Teilchen, aneinander zu ha ften .5) Dadurch sind alle 
Korper im Grunde gleich, ihre Yerschiedenheit beruht nicht auf einer 
wesentlichen Yerschiedenheit der Materie sondern auf einer Ungleichheit 
in der Anordnung der letzten Teilchen. Inwieweit sich andrerseits aus 
dieser Hypothese die yerschiedenen physikalischen und besonders chemischen 
Eigenschaften der Korper erklaren lassen, ist eine Pragę, dereń Beantwortung 
nicht hierher gehort.

D a n ie l B ern o u lli. Eine etwas weiter ausgefuhrte Darstellung der 
Auffassung yon J o h . Be r n o u l l i gibt D a n ie l  B e r n o u l l i in seiner H ydro
dynamik. 6) Auch er meint, daB z. B. die yerschiedene Schwere eines 
Korpers nicht herriihrt yon einer yerschiedenen Schwere der letzten 
Teilchen, sondern yon ihrer Anzahl in einem bestimmten Volumen; alle 
letzten Teilchen haben dieselbe spezifische D ichte.7) Zwischen diesen

1) Z. B. Bd. IV, p. 276: „fmgamus corpus percutiendum diyisum in infinita 
corpuscula minima11 (1742).

2) Bd. III: Discours sur les loix de la communication du mouvement (1727), p. 11: 
„molecules elementaires11.

3) Ibid. p. 11, vgl. auch p. 8—9.
4) Siehe Anmerk. 2, S. 26.
5) Ibid. p. 13: „un corps sera donc dur conformement a l’idee que nous yenons 

de donner de la durete, lorsąue ses parties sensibles changent difflcilement de situation11.
6) D a n ie l  B e r n o u l l i , Hydrodynamica (Argentorati 1738).
7) Ibid. p. 249 ff.: „particulae ultimae11, auch „minimae11. Merkwiirdig ist, daB

B e r n o u l l i  p .  251 der Ansicht ist, die Partikeln der Planeten besafien yerschiedene Dichte



Teilchen flutet im Korper der Ather, die „subtile Materie" wie B er n o u lli 
sie nennt; durch ihren W irbel wird die Gravitation heryorgebracht. 1) 
Auch die letzten Teilchen sind noch keine Continua, sondern haben Poren, 
durch die wieder eine noch feinere, noch subtilere Materie hindurchdringt.2) 
Diese Anschauungen sind ziemlich unklar und scheinen zu keinem rechten 
Ende zu kommen.

W as schlieBlich die mathematisch-formale Seite anbetrifft, so spricht 
Bern o u lli von „particula", „globulus", „guttula", „corpusculum"; jedoch 
kommt er nicht zu einem klaren mathematischen Begriff, wie denn liber- 
haupt die ganze Arbeit, wie er selbst sagt, in erster Linie physikalischer 
N atur ist.3)

Clairaut. Mehr ais die beiden B e r n o u l l i ist Clairaut  ein Schuler 
N ew to n s . In den 1735 und 1738 erschienenen Abhandlungen iiber Pendel- 
schwingungen4) geht Cla ir a u t , was den Begriff des materiellen Punktes 
anbelangt, yollkommen in den Spuren seines groBen Lehrers. Der Ausdruck 
„Korper" wird in dem Sinne von Punkt gebraucht; die materiellen Punkte 
werden durch Kugeln von yerschiedener GroBe dargestellt.

Ein Unterschied gegen die NEWTONsche Ansicht zeigt sich in der 
1743 erschienenen Arbeit iiber „die Theorie der Erdgestalt".5) Yon den 
durch N e w t o n  gegebenen Prinzipien der Hydrodynamik ausgehend ver- 
sucht Cla ira u t , die Gestalt der Erde zu bestimmen. Die durch das Thema 
gebotene physikalische Betrachtung hat den allerwesentlichsten EinfluB 
auf die Auffassung vom Begriff des materiellen Punktes gehabt. Die rein 
abstrakte Fassung und mathematische Formulierung, wie wir sie teilweise 
bei N e w t o n  fanden, ist yollkommen geschwunden. Der materielle Punkt 
ist identisch mit dem physikalisch kleinsten Bestandteil des Korpers, mit 
einem W ort: materieller Punkt und Atom sind dasselbe. Das ist ein 
Unterschied gegen N e w t o n ; aber aus der ganzen Darstellung Clairau ts  
geht herro r daB diese Yerschiedenheit nicht auf einem prinzipiellen Gegen- 
satze beruht, sie riihrt yielmehr her von einer gewissen achtlosen Dar- 
stellungsweise oder iiberhaupt einer Indifferenz derartigen Betrachtungen 
gegeniiber. Deshalb muB man sich hiiten, aus diesem Buche yoreilige 
Schliisse etwa auf Cla ira u ts  Ansicht von der Konstitution der Korper 
zu ziehen. So treten z. B. die materiellen Punkte meistens ais Kueeln 
auf: „denken wir uns zuerst, daB ein beliebiges Atom  des Planeten . . .", 
und gleich darauf yon demselben Atom: „ . . . daB alle Krafte M m , welche

1) p .  2 5 0 .

2) p. £50: „longum subtilius fluidum“ .
3) Ibid. p .  16.
4) M e m o i r e s  de l ’a c a d e m i e  des  s c i e n c e s  de P a r i s  1735 und 1738.
5) C l a ir a u t , Theorie de la figurę de la  terre (Paris 1743).
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auf die kleinen Kugeln im ersten Augenblicke w irken";1) b i e r  aus darf man 
aber nicbt obne weiteres folgem, daB C l a i r a u t  sicb die Atome nun aucb 
ais Kugeln yorstellte. In der Ausdrucksweise ziebt sicb die Ident i tikation 
yon Atom und materiellem Punkt durcb die ganze Arbeit; es geniigt daher, 
bier die Ausdrucke zu nennen, die mit „materieller Punkt" zu iibersetzen 
sind; es sind: „particule", „corpuscule", „partie", „point", „corps", „particule 
de matiere", „atóme", „globule", „element"; man siebt, die gebotene Aus- 
wabl ist eine reicblicbe.

D er B egr iff d es m a te r ie llen  P u n k te s  in  B ez ieh u n g  zur P h y s ik  u n d  
P h ilo so p h ie . Die bei den letzten Autoren gemachten Ausfiibrungen scbweifen 
etwas vom eigentlicben Tbema ab, aber sie mufiten gemacbt werden, um 
zu zeigen, wie mancberlei Pragen mit dem Begriff des m ateriellen Punktes 
yerkntipft sind, Fragen, die vom Gebiete der Matbematik in das der Pbysik 
und Pbilosopbie biniibergeben. Solange man freilicb den materiellen Punkt 
ais matbematiscbe Fiktion auffaBt, ais einen Hilfsbegriff, der dazu dient, 
recbneriscb die Bewegungen zu verfolgen, feblen alle derartigen Erorte- 
rungen. Sie treten aber sofort in ihr Recbt, sobald man den materiellen 
Punkt ais kleinsten Teil eines Korpers faBt, ais wirklicb existierendes 
Element; denn dann bat er nicbt nur matbematiscben Forderungen zu 
geniigen, sondern er muB sicb auch den allgemeinen pbysikaliscben Ge- 
setzen fiigen. Da nun im Anfang —  vor N e w to n  —  die Mechanik in 
viel engerem Zusammenbange m it der Pbysik ais m it der Matbematik 
stand, laBt sicb scbon von yornberein yermuten, daB die konkret-physika- 
liscbe Auffassung die urspriinglicbe gewesen ist. FaBte man den materiellen 
Punkt ais bestimmtes, wirklicb im Korper existierendes Element, so bracbte 
man die neuen mecbaniscben Gesetze in Zusammenbang mit einer alten 
Hypothese von der K onstitution der Korper. Ob dieser Zusammenbang 
den genannten Autoren immer klar zum BewuBtsein gekommen ist, ist 
nicbt gewiB, ja  ist sogar unwahrscheinlich bei der geringen W ichtigkeit, 
die derlei Untersucbungen gegeniiber ibren anderen Arbeiten baben. Das 
ist jedocb aucb nebensachlich; denn daB derartige B etrachtungen, wenn 
aucb unbewuBt, m it EinfluB gehabt haben, zeigen eben die angefuhrten 
Ausfuhrungen, die im Zusammenbange mit den Bewegungsgesetzen auf- 
traten. Schon bei N e w to n  fand sich eine bestimmte Hypothese, um die 
Eigenschaften der Korper zu erklaren, wenn man sie aus kleinsten Teilchen 
zusammengesetzt dachte; J o h .  und D an . B e r n o u l l i  hatten  eine andere 
Anschauung. Sich fiir die eine oder andere Auffassung von unserem Stand-

1) Theorie de la figurę de la łerre, introduction p. XXXVII: „imaginons d’abord 
qu’un atome quelconque de la planete . . ib. p. XXXVIII: „que toutes les forces 
telles que M m , qu’ayoient les globules dans le premier instant".
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punkt aus, d. h. nach ihrer Niitzlichkeit fur den Begriff des materiellen 
Punktes zu entscheiden, geht nicht an; denn diese Hypothesen wollen weit 
mehr geben, sie wollen, wie N e w t o n  sich ausdriickt, „fundamentum philo- 
sophiae totius" sein.1) Es ist aber entschieden mancherlei gewonnen, wenn 
sich die Mechanik auch durch den materiellen Punkt der allgemeinen 
Physik angliedert.

Ais ein konkretes Beispiel zu diesen allgemeinen Ausfiihrungen wollen 
wir einen Umstand anfiihren, der bei Cla ira u t  in Betracht kommt und 
sicherlich EinfluB auf die konkret sinnliche Auffassung des materiellen 
Punktes gehabt hat. Es ist dies die Uberzeugung von der Richtigkeit 
der Emissionstheorie des Lichtes. In seiner 1739 yeroffentlichten Ab- 
handlung iiber die CARTESische und NEWTONsche Erklarung der Licht- 
brechung2) stellt Cla ira u t  sich ganz auf den Boden der NEWTONschen 
Hypothese, die er durch neue Uberlegungen und Tatsachen zu stiitzen 
sucht. E r gebraucht hier genau dieselben Ausdriicke fiir die Lichtteilchen, 
die wir oben fiir den materiellen Punkt gefunden hatten, und zwar sind 
es hauptsachlich die W orte „corpuscule" und „particule".3) Diese Aus- 
driicke reprasentieren immer etwas ganz Konkretes, sie bedeuten wirklich 
rorhandene Elemente der Materie. W ir haben bestimmte, unendlich kleine 
Korpuskeln, die sich mit unendlicher Geschwindigkeit bewegen und durch 
ihren Anprall auf die Netzhaut die Lichtenrpflndung hervorrufen. Der 
ganze Yorgang ist ein rein mechanischer. Hier also waren kleinste Teilchen 
mit gutem Erfolge verwandt, man konnte die Erscheinungen mit ihnen 
verstehen und yerfolgen; daher wird diese Anschauung zweifellos auf die 
Auffassung des Massenpunktes in der Mechanik eingewirkt haben. Und 
ebenso ist es einzusehen, daB man spater, ais die HuYGENSsche Theorie 
immer mehr Geltung fand, leichter zu abstrakten und weniger sinnlichen 
anschaulichen Auffassungen kommen konnte, ohne yiel zu fragen, ob der 
A bstraktion nun auch wirklich ein realer Inhalt entsprach. Denn wenn 
man zuriickblickte auf die Lichttheorie, so sah man, daB die Erscheinungen 
im A nfang, ais noch wenig bekannt war, ganz gut durch verschiedene 
Theorien, die Emissions- und Undulationstbeorie, beherrscht werden konnten. 
Dadurch wurde eine groBere Freiheit und Beweglichkeit der Anschauungen 
hervorgerufen. An direkten Tatsachen laBt sich allerdings der EinfluB 
derartiger Uberlegungen nicht nachweisen, er wird aber doch wohl nicht 
zu leugnen sein.

F o n ta in e . Recht im Gegensatz zu den letzten Betrachtungen steht

1) cf. Anmerk. 2, S. 26.
2) M e m o i r e s  de l ’a c a d e m i e  des  s c i e n c e s  de P a r i s  1739: Sur les explications, 

C a r t e s i e n u e  et N e  w t o n j e n n e , de la refraction de la lumiere.
8) Z. B. p. 262: „des corpuscules de lumiere".
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die Abhandlung F o n ta in es  iiber die Bewegung der K orper,1) die, obwohl 
scbon 1739 yerfaBt, docb erst 1764 gedruckt wurde. Jedocb ist sie, wie 
in der Yorrede ausdriicklich bervorgeboben wird, 1739 allen bekannten 
Matbematikern mitgeteilt worden.2) E s ist daber zu vermuten, daB E u l e r  
sie gekannt und daB aucb Cla ira u t  yor der Yeroffentlicbung seiner spateren 
Arbeiten von ibr Kenntnis genommen bat.

F o n ta in es  Arbeit stellt den Yersucb dar, die Prinzipien der Mechanik 
in rein mathematischer Entwickelung zu geben, sie bedeutet daher auch 
fiir den Begriff' des materiellen Punktes einen bedeutenden Fortschritt in 
der abstrakten Formulierung. An der Spitze stehen Definitionen, die 
prazis abgefaBt groBe Klarheit yersprechen, Sect. I, 7: „Unter einem Punkte 
yersteht man ein Raumgebilde, das keinerlei Ausdehnung h a t" ;3) und 
gleich darauf Sect. I ,  8: „Ein materieller Punkt ist ein Gebilde, dessen 
Ort und Yolumen ein Punkt ist“.4) Hier ist also alles erfiillt, was man 
von einer abstrakten Fassung yerlangen kann. Schade ist es nu r, daB 
F o n ta in e  sich nicht immer strikte an diese Definition halt. Schon eine 
Seite spiiter kommt eine Bemerkung, die uns stutzen laBt, Sect. I, 14: 
„Eine R ichtung ist die Verlangerung der Zentralen zweier P unk te":5) 
wollte F o n ta in e  streng nach der Definition gehen, so war es offenbar 
unlogisch, von den Zentren zweier Punkte zu reden, denn die yon ihm 
definierten Punkte haben keine Ausdehnung, also auch keine M ittelpunkte.6) 
Im folgenden tritt  sonderbarerweise an Stelle des in den Definitionen yer- 
wandten „point de matiere" der Ausdrirfk „corps". Allerdings wird aus- 
driicklich heryorgehoben, daB man eigentlich nicht die Bewegung des 
„corps", sondern die seines „point massif", seines „Massenmittelpunktes“ 
betrachtet.7) Immerhin ist aber hin und wieder ein leises Abweichen 
von den zu Anfang gegebenen priizisen Definitionen nicht zu yerkennen.

1) A. F o n t a in e , Principes de l’art de resoudre łes problemem sur le mouvement des 
corps; M e m o i r e s  d o n n e s  a, l ’a c a d e m i e  r o y a l e  des  s c i e n c e s  (Paris 1764).

2) Inhaltsiibersiclit, SchluB.
3) Sect. I, 7: „Un point est ce que l ’on conęoit dans 1’espace n’avoir aucune 

etendue“.
4) Sect. I, 8: „Un point de matiere est ce dont le lieu et le volume est un point“.
5) Sect. I, 14: „Une direction est le prolongement des centres de deux points 

contigus“.
6) M a c h  glaubt p. 294 die Schwierigkeit beim Ziehen einer Yerbindungslinie 

zwischen zwei ausgedelinten Massen dadurcłi zu beseitigen, dali er die Masse in geniigend 
kleine Teile teilt und zwischen diesen Teilen die Yerbindungslinien zieht. Dies ist 
jedoch nicht angangig, denn eine YerbindungsZmie kann nur zwischen zwei Punkten 
gezogen werden.

7) Sect. I, 22: „ ..  . point massif (nous yerrons dans la suitę, quel est le point
dans un corps que l’on peut prendre pour le corps, ou dans leąuel l ’on peut supposer
que reside toute la masse11.



Dieser Eindruck yerstarkt sich besonders, wenn man die formale Seite 
beriicksicbtigt. Zu den bisher gebrauchten Ausdriicken „point de matiere" 
und „corps" fiir „materieller Punkt“ treten zwei neue: „point massif“ und 
„particule massife". ] j Dabei ist darauf zu achten, daB der hier gebraucbte 
„point massif" keineswegs mit dem oben genannten „point massif“, der 
Massenmittelpunkt bedeutete.2) zu yerwechseln ist, obwobl dieser W ecbsel 
nirgends erwahnt ist. So werden nun mehrere solcbe Massenpunkte und 
ibre W irkungen aufeinander betracbtet; dabei treten die Punkte teils einzeln, 
teils in Yerbindung miteinander auf. W ar friiber der Korper, der unter 
dem Einfluij bestimmter Krafte stand, durch einen Massenmittelpunkt er- 
setzt worden, so werden jetzt die Punkte, oder yielmebr ibre W irkungen, 
ersetzt durcb ein Kraftezentrum,3) das allerdings meistens mit dem Schwer- 
punkt des Systems zusammenfallt.

Der L ber gang yom Punkt zum starren Korper vollziebt sich bei 
F o n ta in e  ganz glatt und logisch. Dadurch, daB er in den bisher be- 
trachteten Punktsystemen die Anzahl der Punkte ins Unendliche wachsen 
laBt und solche Krafte postuliert, daB die gegenseitige Lage der Punkte 
bei einer Ortsveranderung dieselbe bleibt, ist der starre Korper fertig; er 
stellt sich dar ais „ein Raum, angefiillt mit starr aber gewichtslos unter- 
einander verbundenen Punkten" 4) Dadurch, daB jede physikalische Er- 
orterung auBer Acht gelassen ist, daB Fragen wie die nach dem Zusammen- 
hange des materiellen Punktes mit den Atomen vollkommen beiseite gelassen 
sind, erhalten die Ausfuhrungen einen festen, durch keinerlei Abschweifung 
gelockerten Zusammenhang.O O

N ur aus einer einzigen Stelle konnte man eine Yermutung schopfen 
iiber die A rt und Weise, wie sich F o n ta in e  die Konstitution der Materie
dachte. In Sect. I, 4 spricht er yon den „Zwischenraumen, die sich zwischen
den Teilen der Korper befinden",5) und hieraus scheint zu folgen, daB 
er sich den Korper aus diskreten Massenpartikelchen bestehend dachte. 
Hier ist aber zu bemerken, daB er nicht sagt „Yuides entre les points de 
matiere" oder „yuides entre les particules", sondern „yuides entre les 
parties“. W as sind aber „parties“ V Sind es Atome oder Massenpunkte 
oder keins yon beiden? W ir werden wohl am richtigsten gehen, wenn 
wir annehmen, F o n t a in e  stand ais M athematiker allen diesen Betrachtungen 
zu fern und hatte sich iiber die Konstitution der Materie tiberhaupt keine

1) Sect IV, 1, 2, 18 u. a.
2) cf. Anmerk. 7, S. 32.
3) Sect. IV, 7: „centre de force”.
4) Sect. IV, 1: „concevez un espace raide denue d’inertie et doue de points

massifs A, B, G, B  etc. or un corps quelconque“.
5) Sect. I, 4: tous les vuides, qui se trouvent entre les parties“.

Bibliotheca Mathematica. III. Folgę. V. 3
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klaren Yorstellungen gemacht; o der aber, und das ist das W ahrscheinlichste, 
er glaubte, derartige Auseinandersetzungen geborten nicbt bierber; und 
aus diesem Grunde wahlte er dann den unbestimmten Ausdruck „partie . 
Eine bestimmte Meinung kann man auf keinen Pall aus dieser Aufierung 
nachweisen.

Erwiibnen wir schliefilich noch die formale Seite unseres Themas, so 
ist zu bemerken, dafi F o n t a i n e  mit seinen Ausdriicken „point de matiere" 
und „point massif“ dem spater allgemein gebrauchlichen term inus technicus 
„materieller Punkt" von allen bisher besprochenen Autoren am nachsten 
kommt. W enn auch eine einheitliche Ausdrucksweise nicht durchgefiihrt 
ist — es kommen neben den beiden genannten noch „corps" und „parti- 
cule massife" yor — so zeigt sich doch auch hier, namentlich in den zu 
Anfang ausgesprochenen Definitionen, ein Streben nach exakter und scharfer 
Formulierung. Dies Letztere gilt ganz allgemein yon F o n t a i n e ,  und des- 
halb ist seine Arbeit ais Yersuch, eine streng mathematische Darstellung 
der elementarsten Bewegungsgesetze zu geben, trotz ihrer Kurze aufier- 
ordentlich interessant und bemerkenswert. Sie ist aber auch aus dem 
Grunde hier ausfiihrlich erwahnt worden, weil sie in der L iteratur so 
gut wie gar nicht besprochen wird und keine ihrem Inhalte entsprechende 
W iirdigung gefunden h a t.1)

III. Leonhard Euler.

D ie  „ a n a ly tisch e  M ech a n ik 41 v om  J ah re 1736. Die zweite Stufe in 
der Entwickelung der analytischen Mechanik wird durch das grofie Werk 
v°n E u l e r  bezeichnet.2) W ar die Darstellung N e w to n s  und seiner Schiller 
zuni grofiten Teil synthetisch gewesen, so ist E u l e r  der erste, der die 
mechanischen Probleme mit allen H ilfsm itteln der inzwischen machtig ge- 
forderten Analysis zu meistern sucht. W as aber uns die yorliegende Arbeit 
wertvoll macht, ist die griindliche D arstellung der Prinzipien der Mechanik. 
E u l e r  ist der erste, der den Leser einen tiefen Einblick tun lafit in das 
ganze W erden und W achseh der Entwickelung aus bestimmten Grund- 
anschauungen heraus. So finden sich die Auseinandersetzungen iiber den 
materiellen P unkt nicht wie bei N e w to n  in versteckten Anmerkungen 
und am Schlufi, sondern dort, wohin sie gehoren, am Anfang

1) Das gilt auch von A. Yoss. Dieser sagt bei Besprechung des D’ALEMBERTSchen 
Prinzips p .  76 Anmerk. 2 0 7  a ) : „Nach M o n t u c l a  , histoire 3 p. 44 und 627 hat 
A. F o n t a in e  schon 1739 ein ahnliches Princip ausgesprochen“. Durch obige Ausfiihrung 
ist diese Anmerkung, wenn auch nach einer anderen Seite hin, erganzt worden.

2) L. E u l e r , Mechanica sive motus scientia analytice exposita Bd. I—II (Petropoli



1. Schon in der Yorrede lesen wir: „Die Bewegung eines Korpers von 
endlicher GroBe kann niłmlich nicht anders yollkommen bestimmt werden, 
ais daB man untersucht, welche Bewegung jedes Teilchen desselben oder 
jeder Punkt hat. Diese Abhandlung uber Punktbewegung ist daher die 
Grundlage und der Hauptteil der ganzen Mechanik, worauf alle iibrigen 
Teile sich stutzen."1) Allerdings muB man sagen, daB die Begrundung, 
die E u l e r  der Punktmechanik gibt, an dieser Stelle keine befriedigende 
ist; er sagt: „die N atur der Korper fiibrte mich darauf, zuerst die Be
wegung unendlich kleiner Korper oder, sozusagen, die Bewegung von 
Punkten zu untersuchen".2) So obne weiteres kann man mit diesem 
Ausdruck „die N atur der Korper" nicbts Rechtes anfangen; wir kommen 
jedoch auf die Anscbauungen E u l e r s  uber diesen Punkt spater im Zu- 
sammenhange zu sprecben. Jedenfalls gebt aus der eben angefiihrten Be- 
merkung beryor, daB E u l e r  die W icbtigkeit der Punktmechanik klar 
erkannt ha t; und Hand in Hand mit einer derartigen Erkenntnis muB 
naturgemaB eine ausfuhrliche Darstellung der Annahme gehen, die er 
macht, und speziell eine intensiye Beschaftigung mit dem Grundbegriff 
dieser Annahme, dem materiellen Punkt.

Ganz allgemein fiir die EuLERsche Anschauung gilt die mehr physi- 
kalische Fassung. Uberall — und das gilt nicht nur fiir den materiellen 
Punkt — sucht E u ler  den Zusammenhang mit der W irklichkeit zu wahren; 
so treten die mechanischen Probleme nicht ais Aufgaben auf, die sich  aus 
der mathematischen Theorie ergeben, sondern ais solche, die sich  aus der 
Physik entwickeln. Infolgedessen ist der materielle Punkt kein matke- 
matischer sondern ein physischer, „ein unendlich kleiner Korper, den man 
ais Punkt betrachten kann".3)

Doch liegt die Sache bei E u l e r  nicht so einfach wie man nach diesen 
Bemerkungen annehmen konnte, wir werden yielmehr bei ihm eine ganz 
neue und eigenartige Auffassung zu konstatieren haben, die uns bisher 
noch nicht entgegengetreten ist. Auf den ersten fiinfzig Seiten seiner 
Mechanik ist der Massenbegriff iiberhaupt nicht erwahnt. Die Yerschieden- 
heit der materiellen Punkte ist eine rein formale, sie wird charakterisiert 
durch bestimmte Symbole, die, etwa mit den Buchstaben A , B , C, etc., 
ais multiplikatiye Konstanten in die Rechnung eingehen. Damit ist natiirlich
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1) Praef. p. 6: „namąue corporis finitam habentis magnitudinem motus aliter 
considerari et determinari non potest, nisi ut definiatur, ąualem ąuaeąue eius particula 
seu punctum habeat motum. Quocirca haec de motu punctorum tractatio est funda
mentom et praecipua pars totius mechanicae, cui reliąuae partes omnes innituntur“.

2) Praef. p. 5: „ipsa corporum indoles mihi hanc suppeditavit dmsionem ut 
primo corporum infinite parvorum et tamąuam punctorum motum investigarem.“

3) p. 37: „corpora infinite parva seu quae tamąuam puncta spectari possunt“.
3*
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keinerlei A u ssa g e  uber das Yerhalten der einzelnen Punkte gegeniiber 
einer Kraft gemacht; ob etwa, da die Punkte nach E u l e r  ais pbysiscbe 
aufzufassen sind, ibre GroBe, Gestalt, Oberflacbe oder sonst eine andere 
physikalische Eigenscbaft EinfluB auf die Bewegung bat, wissen wir nicbt. 
Anders wird es, wenn E u l e r  zu der W irkung verschiedener Krafte auf 
einen Punkt kommt: „bald werden wir die W irkung verscbiedener Krafte 
betrachten, und auch bei den durch Krafte angetriebenen Punkten eine 
Yerschiedenheit der GroBe annehmen".x) Yon nun an haben wir wirklich 
yerschiedene Punkte. Eine Unterscheidung hatte ja  auch bei friiheren 
Autoren statt, und zwar wurden die einzelnen Punkte meistens durch 
Kugeln mit groBerem oder kleinerem Radius dargestellt. Aber diese Yer
schiedenheit war eine rein auBerliche, da nur die geometrischen Mittel
punkte mit den in ihnen konzentrierten W irkungen betrachtet wurden. 
Bei E u l e r  liegt die Sache anders; hier sind die Punkte wirklich ver- 
schieden groB, wir haben „einfache" und „zusammengewachsene" Punkte.2) 
Diese konkret-physikalische Auffassung ist nicht eine zufallige, nur hin 
und wieder vorkommende, sondern zieht sich durch die ganze Mechanik 
hindurch. Ja , sie scheint einen tieferen Zweck zu haben, namlich den, 
die Masse eines Korpers ungezwungen einzufiihren: „um einen groBen Punkt 
dieselbe Geschwindigkeit wie einem kleinen zu erteilen, bedarf man einer 
groBeren Kraft, und zwar einer desto groBeren, je mehr jener Punkt diesen 
an GroBe ubertrifft. Dieser Satz enthalt die Grundlage zur Bestimmung 
der Tragheitskraft, denn aus demselben folgt, daB in der Mechanik die 
Materie oder Masse eines Korpers in Betracht gezogen werden muB."3) 
Das also ist’s: aus dem yerschiedenen Yerhalten der yerschieden groBen 
Punkte folgt die Notwendigkeit des Massenhegriffes. Und dann weiter; 
die Masse wird noch enger m it den materiellen Punkten verkniipft: „man 
hat namlich die Zahl der Punkte zu beachten, aus denen der Korper zu- 
sammengesetzt ist, und die Masse des letzteren ihr proportional zu setzen".4) 
Die M asse ist also direlct proportional der Ansahl der materiellen Punkte.

1) p. 53: „ąuomodo autem se habeant diversarum potentiarum effectus, mox 
sumus exposituri, atque etiam in punctis, quae a potentiis sollicitantur, diversitatem 
ponemus“.

2) p. 53: „possunt enim duo pluraye in unum coalescere concipi, quod, quanquam 
simplicibus est maius, infinite tamen esiguae manet magnitudinis “.

3) p. 55: „ad eandem ergo maiori puncto celeritatem inducendam, quam minori, 
opus est maiori potentia, idque tanto maiori, quantum illud punctum maius est quam 
hoc“. „Propositio ista fundamentum complectitur ad vim inertiae metiendam, kac 
enim nititur omnis ratio, quare corporum materia seu massa in mechanicis considerari 
debeat“.

4) p. 55—56: „attendi enim oportet ad punctorum numerum, ex quibus corpus 
movendum est conflatum, eiąue massa corporis proportionalis est ponenda”.



Priifen wir einmal diese Auffassung E u l e r s ;  dabei wollen wir ganz davon 
absehen, was man sicb fiir Punk te bei dieser letzten Definition zu denken 
bat, ob „einfache" oder „zusammengesetzte".

2. W ir haben im Torbergebenden yon physikalischen Punkten, d. b. 
wirklicben Korpern oder Elementen von Korpern gesprocben; dann wurde 
gesagt, daB Punkte yon verscbiedener GroBe — man beacbte aucb das 
W ort „GroBe" —  ein und derselben Kraft yerscbiedenen W iderstand ent- 
gegensetzen, und zwar einen W iderstand, der im Yerhaltnis der GroBe 
stebt. W as beiBt das aber anderes, ais daB scbon bier, bei den yerscbieden 
groBen Punkten, die yerscbiedene Masse in Betracbt gezogen wird. Also 
bier scbon wird, zwar stillscbweigend, die Bedeutung der Masse yoraus- 
gesetzt, wenn ibre Einfiibrung aucb durcb das W ort „GroBe" yerscbleiert 
ist. W ie aber E u l e r  dann aus dem yerscbiedenen Yerhalten der Punkte 
den Massenbegriff erklaren oder gar seine Bedeutung fiir die Mechanik 
erweisen will, ist nicbt recht klar. Denn ganz abgesehen yon den Irrtumern, 
die durcb den Ausdruck „GroBe des Punktes" hervorgerufen werden 
konnen, ais kame es nur auf die Dimensionen des Punktes an; ganz ab
gesehen auch dayon, ob ein so elementares Erfabrungsgesetz wie es der 
W iderstand der Massen ist, durch eine so ideelle Operation, wie die 
Teilung eines zwar unendlich kleinen aber doch reellen Punktes in wieder 
kleinere, iiberhaupt erklart oder anschaulich gemacht werden kann, ist 
dieser Beweis auch gar kein Beweis; denn es ist nach den gemachten 
Ausfiihrungen doch wohl klar, daB wir einen einfachen ZirkelschluB yor 
uns haben. W ollte E u l e r  einmal yon physikalischer Grundlage ausgehen, 
so war der umgekehrte W eg der ricbtige: ais Erfahrungstatsache steht 
fest, daB yerschiedene Korper gegen ein und dieselbe Kraft yerschiedenen 
W iderstand iiben: dieser W iderstand riihrt her yon einer ihrer Eigen-

7 O

schaften, die wir Masse nennen, und ist direkt proportional der Masse. 
Daraus folgt dann, daB auch materielle Punkte yerschiedener Masse, solange 
sie ais Korperelemente oder beliebig kleine Korper betrachtet werden, das- 
selbe Yerhalten zeigen.

Kann man so den Beweis nicht ais gelungen betracbten, so ist be- 
merkenswert, daB E u l e r  selbst dies mit den spater folgenden W orten zu- 
gibt: „man muB aber solche Punkte ais gleich annehmen, auf welcbe die
selbe Kraft gleiche W irkung ausiibt, nicht aber die, welcbe gleich groB 
sind".1) Hier wird doch offenbar die Masse eingefiihrt und ihre Be
deutung im Gegensatz zu der einfachen raumlichen Ausdehnung des Korpers 
heryorgehoben, nur daB der terminus Masse fehlt.
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1) p. 56: „puncta vero ea inter se aeąualia censeri debent, non quae aeque sunt 
parra, sed in quae eadem potentia aeąuales exerit effectus“.
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A is Kuriosum wollen wir noch folgende Operation erwahnen, die mit 
dem materiellen Punkte vorgenommen wird. Bei der Aufgabe, die Y  irkung 
einer beliebigen Kraft auf einen Punkt zu finden, wenn die W irkung einer 
anderen Kraft auf diesen Punkt bekannt ist, denkt sicb E u l e r  die K raft 
in zwei gleicbe Krafte zerlegt, die jede fiir sicb auf die Halfte des be- 
tracbteten Punktes wirken und diese Halften in einer bestimmten Zeit an 
einen bestimmten Ort bringen wiirden. N an sind aber in W irklicbkeit 
diese Halften nicbt vorhanden, desbalb denkt E u l e r  sie sicb nacb Yoll- 
endung der Bewegung durcb eine ungebeuer groBe und ungebeuer plotzlich 
wirkende Kraft wieder zusammenscbnellen.*) Der Yereinigungspunkt ist 
dann der wabre Ort des bewegten Punktes. Dazu muB man docb wobl 
sagen, daB es E u l e r  bei dem Bestreben, alle Erscheinungen moglichst 
anscbaulich und plausibel zu machen, widerfabren ist, daB die yersucbten 
Erklarungen weit schwieriger zu versteben sind ais das Greschehnis selbst.o o
E uler  scbeint selbst das Unnatiirlicbe dieser E rklarung erkannt zu baben; 
denn er nennt gleicb darauf die K raft, die die Yerbindung der Teilcben 
wieder herstellt, eine „imaginare und unbestimmte K raft".2)

Docb damit baben diese Erorterungen ein Ende erreicht; von jetzt an 
berrscbt der Begriff der Masse, und eine Auseinandersetzung iiber etwaige 
GroBe und Gestalt des materiellen Punktes findet sicb nirgends mebr.

Aucb im zweiten Bandę der Mechanik kom mt fiir unseren Gegenstand 
nichts Neues hinzu, so daB eine Besprechung nur eine W iederholung des 
eben Gesagten sein wiirde.

E u lers A u ffa ssu n g  d es U n e n d lie h k le in e n  u n d  der K o n stitu tio n  der 
K orper. W ir haben die vorstehenden Ausfiihrungen bis auf die Definition 
der Masse ohne jede K ritik gegeben, indem wir einfach der Darstellung 
E ulers  folgten. Die kritischen Betrachtungen, die gerade durch die Auf
fassung des materiellen Punktes ais unendliehkleinen physikalischen Korpers 
heryorgerufen werden, mogen im Zusammenhange im SchluB ihren Platz 
finden. An dieser Stelle haben wir noch eine Frage zu erledigen, die mit

O  o  7

dem eben Gesagten nahe zusammenhangt.
1. W ie schon im Anfang hervorgehoben ist, war E u l e r  der erste, der 

im weitesten Umfange die Infinitesimalrechnung auf die Mechanik anwandte. 
In  der Infinitesimalrechnung werden nun fortwahrend unendlichkleine 
GroBen, Differentiale, gebraucht, analog wie in der Mechanik der materielle 
P unkt ais unendlichkleiner Korper aufgefaBt wird. E s fragt sich daher, 
ob die Auffassung des Differentials und des materiellen Punktes in Bezug 
auf das Unendlichkleine gemeinsame Seiten haben oder nicht.

1) p .  5 9 .

2) p. 69: „vis restituens est vis illa imaginaria et infinita“.



Die Auffassung, die E u ler  von den Differentialen hatte, findet man 
in seiner Differentialrechnung vom Jahre 1755.x) Die Differentiale sind 
nach E u ler  der Nuli gleichzusetzen, sie verschwinden absolut;2) denn 
wenn sie nicht ais Tollkommen der Nuli gleich angesehen werden, konnen 
sie nicht neben einer endlichen Zahl fortgelassen werden. Mag man zu 
richtigen Resultaten kommen, wenn man die Differentiale nur unendlich- 
klein, aber doch groBer ais Nuli annimmt, so sagt das gar nichts; Fehler 
konnen sich fortheben, aber nie kann man fiir ein derartiges Yerfahren 
mathematische Strenge beanspruchen.3) W enn man auch die Differentiale 
gleich Nuli annimmt, so hindert das keineswegs, daB man sie, etwa in der 
Zeichnung, durch deutlich wahrnehmbare GrroBen darstellt; wenn man sie 
aber Yernachlassigt, muB man zur Grenze Nuli iibergehen, und nur dann 
kann man schreiben a dx  =  a .4) Nach dieser strengen Auffassung ist

also jeder Differentialąuotient, etwa gleich dieser Bruch ^  bedeutet

aber doch eine bestimmte endliche Zahl; denn es gibt — und das ist das 
Charakteristische an E ulers  Auffassung — verschiedene Nullen. Zwar

docist a +  dx —  a +  dy =  a +  0 =  a, aber doch ist ^  eine bestimmte Zahl.

DaB es verschiedene Nullen gibt, folgt aus dem einfachen Beispiel 2 :1 =  0 :0; 
hier ist offenbar 2 doppelt so groB wie 1, folglich muB, damit die Pro- 
portion richtig  bleibt, auch die erste Nuli doppelt so groB sein wie die 
zweite;5) und da allgemein w: 1 =  0 : 0  ist, hat man Nullen, von denen

die eine das beliebig Yielfache der andern ist. Mag aber etwa —  n

sein, so ist doch, wenn man diese beiden selben Nullen nimmt, 0 —  0 =  0. 
So kommt E u ler  aus der konsequenten Durchfuhrung der Annahme, daB 
die Differentiale Tollkommen gleich Nuli sind, zu der eben skizzierten 
eigenartigen Auffassung. Inwieweit und ob sie zu Recht besteht, das zu 
untersuchen ist nicht unsere Aufgabe.

F ur uns werden diese Betrachtungen um deswillen von Bedeutung, 
weil E u ler  in Yerbindung mit ibnen seine Anschauung iiber die Teilbarkeit 
der Materie behandelt. Hierbei werden noch einmal das Unendlichkleine 
und auch das UnendlichgroBe yon einem hoheren Standpunkt ais nur mit 
Riicksicht auf ihre Yerwendung in der Differentialrechnung behandelt.
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1) L. E u l e k , Institutiones calculi differentialis (Petropoli 1755).
2) Praef. p. IX: „yocantur itaąue differentialia quae cum ąuantitate destituantur;

quae igitur sua natura ita sunt interpretanda u t omnino nulla seu nihilo aequalia 
reputentur“. Ebenso praef. p. YIH, X.

3) Praef. p. X: „rigor geometricus”.
4) Praef. p. XIV.
5 )  p .  7 8 .
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Daher erscheinen die Erorterungen iiber die K onstitution der Materie 
gleicbsam ais Beweis der friiheren Ausfiibrungen und zugleicb ais Beispiel, 
wie in der Natur an wirklicben Korpem  Unendlicbes und Endlicbes ver- 
eint ist. E ulers Auffassung ist ungefahr die folgende.x) Jede Ansicbt yon 
einer endlicben Anzabl letzter Teilchen, mag man diese nun ausgedehnt 
oder unausgedebnt annehmen, fiibrt notwendigerweise zu W iderspriichen; 
man muB daber sagen, die Materie ist ins Unendliche teilbar. Diese Auf
fassung, — meint E u l e r  — scbeint fiir den er sten Augenblick unyerstand- 
licb zu sein, denn sie besagt, daB man m it einer Teilung nie zu einem 
Ende kommt, daB man also scblieBlicb die ganze Materie in ein Nicbts 
auflost. So ist das aber nicbt zu yersteben. W enn man ein endlicbes 
Stiick Materie, etwa einen bestimmten Korper, ba t, kann man es teilen; 
und da nicbts im Wege steht, kann man die Teilung beliebig weit 
fortsetzen. So wird man schlieBlicb zu Teilcben kommen, die zwar 
keineswegs die letzten, aber docb so unendlicb klein sind, daB sie 
kleiner sind ais jede angebbare Zabl.2) Diese Teilcben kann man ais 
unendlicbklein und damit ais Nullen ansehen.3) So hat E u l e r  durcb 
die W endung Nuli =  unendlicbklein =  kleiner ais jede angebbare Zabl 
zu zeigen yersucbt, wie man sicb Endlicbes aus Unendlichkleinem, das 
ais Nuli betracbtet wird, zu denken hat.

Ob das Yerfahren berechtigt ist oder n ich t, konnen wir hier nicht 
weiter yerfolgen, so yiel ist aber wohl k lar, daB die beiden Definitionen 
des Unendlichkleinen, einmal ais N uli, dann ais yerschwindend klein, 
schwerlich miteinander zu yereinigen sind. F iir uns kommt eine andere 
Frage in Betracht, das ist die: ha t die hier geschilderte Anschauung yom 
Unendlichkleinen einen wesentlichen EinfluB auf die Auffassungen E ulers 
in der Mechanik gehabt?

2. E u l e r  faBt das Unendlichkleine in der Mechanik, wenigstens soweit 
es den materiellen Punkt angeht, in doppelter Weise. Einerseits ist der 
materielle Punkt nur sehr klein im physikalischen Sinne, d. h. seine GroBe 
kann unter bestimmten Umstanden yernachlassigt werden. In  manchen 
Fallen jedoch reicht diese Definition nicht aus. W enn die Masse eines 
Korpers der Anzahl der in ihm enthaltenen materiellen Punkte proportional 
gesetzt wird, dann ist der materielle P unkt zweifelsohne nur ais sehr klein 
im physikalischen Sinne zu nehmen. Dann ist es sehr wohl moglich, daB 
ein Aggregat yon n  materiellen Punkten, von denen jeder gegeniiber einem 
Korper yon m  Punkten zu yernachlassigen ist, groBer ist ais dieser Korper,

1) Ygl. besonders p .  70—80.
2 ) p .  7 3 .

3 ) p .  77: „sed ąuantitas in fin ite  parra n il a liu d  e st n is i  cjuantitas evan escen s
ideoąue reyera erit =  0“.



wenn nur n >  m ist. W enn E u ler  aber anderseits beliebig viele materielle 
Punkte „zusammenwachsen" laBt und dadurcb einen neuen Punkt erhalt, 
der, wie er sagt, zwar groBer ais die einzelnen aber docb nocb unendlicb- 
klein ist, so muB hier das Unendlichkleine im mathematischen Sinne 
gefaBt werden, denn nur dann gibt das Unendlichkleine in endlicher 
Summierung immer wieder etwas Unendlichkleines. In dieser Annahme, 
in dem Zusammenwachsen der Punkte und der dadurch entstehenden Yer- 
schiedenheit trotz der unendlichen Kleinheit, ist eine deutliche Analogie 
zu der Auffassung der yerschiedenen Nu Hen in der Differentialrechnung 
zu erkennen. Aber doch steht die Auffassung in der Mechanik auf yiel 
schwacheren FiiBen ais in der Differentialrechnung. Denn erstens hat 
E dler  ausdriicklich heryorgehoben, daB die materiellen Punkte physika- 
lische Gebilde seien; yon ihnen konnte er also nicht ein fiir allemal 
behaupten, daB sie in endlicher Anzahl yereinigt wieder etwas Unendlich
kleines ergeben. Zweitens aber yertragt sich die genannte Auffassung 
durchaus nicht mit der Definition der Masse. Wo ist der Unterschied 
zwischen Korper und Punkt? H at man ein Gebilde von n materiellen 
Punkten ais Korper oder Punkt anzusehen? Das ist ein unloslicher 
W iderspruch, der um so mehr hervortritt, ais die Anschauung yon dem 
Zusammenwachsen der Punkte und die Massendefinition unm ittelbar neben- 
einanderstehen.

Nach diesen Auseinandersetzungen, bei denen wir wieder heryor
gehoben haben, daB der materielle Punkt bei E u l e r  ein physikalisches 
Gebilde ist, ist es wohl ohne weiteres klar, daB die bei der Besprechung 
der Konstitution der Materie erwahnten kleinsten Teilchen nicht mit den 
materiellen Punkten zu identifizieren sind. Man muB stets bedenken, daB 
die Erorterungen iiber die Zusammensetzung der Materie doch wohl in’s 
Gebiet der Philosophie gehoren. DaB diese Anschauungen iiber die 
Konstitution und Teilbarkeit der Materie wirklich mehr philosophischen 
Charakter haben, zeigt E u lers  Ansicht yon der Zusammensetzung der 
Korper, die Korper ais physikalische Gebilde betrachtet, die der experi- 
mentellen Forschung unterworfen sind; denn hier kommen wesentlich 
andere Gesichtspunkte zur Geltung. W ir haben auch diese Hypothese zu 
priifen und zu sehen, wie weit sie mit der Auffassung des materiellen 
Punktes zusammenhangt.

3. In einer kleinen Abhandlung iiber die kleinsten Teilchen der M aterie1) 
finden wir diese Anschauungen im Zusammenhange ausgefiihrt. E u ler  
łratet sich hier vor vager Spekulation und Aufstellung yon Hypothesen, 
denen ein realer Untergrund fehlt; er stellt nur die Eigenschaften fest,
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1) Recherches sur les moindres particules de la matiere; Opuscula (Berolini 1746).
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die sich seiner Meinung nach aus dem Wesen der Schwere ergeben; eine 
allgemeine Losung der Frage halt er fiir ausgeschlossen. Das Resultat, 
zu dem er kommt, ist kurz folgendes. Die Korper sind zusammengesetzt 
aus kleinsten Teilen, aus Molekiilen; und zwar sind Molekule gleicher 
GroBe auch gleich schwer, mogę der betreffende Korper nun Gold, feilber 
oder irgend etwas anderes sein.1) Die Molekule schlieBen sich nicht 
liickenlos aneinander, sondern haben Poren zwischen sich, durch die der 
Ather frei in die Korper eindringt, so daB die Molekule sozusagen in ihm 
schwimmen. Die Molekule sind aber nicht die kleinsten Teile des Korpers, 
sondern bestehen wieder au,s Unterabteilungen, aus E lem enten.2) Diese 
Elemente schlieBen sich in den Molekiilen entweder liickenlos aneinander 
oder lassen derartig kleine Poren frei, daB nicht einmal eine so subtile 
Materie wie der A ther hindurchdringen kann. Die Hauptsache ist also: 
alle Molekule haben dieselbe Dichte.3) Ob aber die Yerschiedenheit der 
Korper herriihrt von einer yerschiedenen Gestalt der einzelnen Molekule 
oder von einer verschiedenen Anordnung gleichartiger Molekule, dariiber, 
erklart E u l e r ,  konne man keinen AufschluB geben.

Diese Anschauungen E u l e r s  haben entschieden groBeren EinfluB auf 
die Gestaltung des Begriffes des materiellen Punktes gehabt. Der Grund- 
gedanke von der gleichen spezifischen Dichte aller Molekule findet sich 
in der Mechanik wieder. Denn nur unter der Yoraussetzung, daB die 
materiellen Punkte der yerschiedenen Korper alle dieselbe spezifische Dichte 
haben, ist es moglich, die Masse m it der Anzahl der materiellen Punkte 
in Verbindung zu bringen. Allerdings ist aus der EuLERschen Mechanik 
nicht ersichtlich, ob die gegebene Massendefinition nur fiir Korper ein und 
derselben A rt oder iiberhaupt allgemein gelten soli. W eiter aber darf 
man nicht gehen. Man ist in keiner W eise berechtigt, die eben genannten 
Molekule mit den materiellen Punkten zu identifizieren; denn auBer der zu 
Anfang angefiihrten Bemerkung, wo E u l e r  von der „N atur der Korper" 
spricht,4) findet sich an keiner Stelle der bisher besprochenen Mechanik 
eine Aufierung iiber einen derartigen Zusammenhang. Aus diesem einen 
W ort aber darf man keine yoreiligen Schliisse ziehen; denn wenn E u l e r  
aus Uberlegungen iiber die Konstitution der Korper zum Begriff des 
materiellen Punktes gekommen ware, hatte er sicher weitere Erlauterungen 
in seiner Mechanik nicht unerw ahnt gelassen, da gerade er alle Grund- 
begriffe mit breitester Anschaulichkeit darstellt und langer bei ihnen ver-

1) p .  7 — 1 0 .

2 )  p .  7.

3) p. 10: „toutes les molecules ont la nieme densite“.
4) Yergl. S. 35, Anm. 2.
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weilt ais alle seine Yorganger. Aber er wuBte sehr wohl, daB er da ein 
schwieriges Gelande betrat, auf dem einen W eg zu finden we der Experi- 
ment no eh Uberlegung Tollkommen ausreichten. Vielleicht sollte geradezu 
durch das Fehlen derartiger Uberlegungen angedeutet werden, daB die 
physikalische Konstitution der Korper fur die Mechanik etwas ganz Neben- 
siichliches sei und in ein anderes Gebiet gehore. Damit wird der materielle 
Punkt losgelost von allem Zusammenhang mit den Molekiilen oder Atomen 
und erscheint ais ein lediglich durch die analytische Mechanik bedingter 
Begriff, der dazu dient, die Bewegungsgesetze zu erforschen. Das ist 
wichtig und festzuhalten.

D ie „M echanik  d er  starren  K órper“ vom  Jahre 1765. Nach diesen 
etwas abschweifenden Ausfiihrungen kehren wir zur eigentlichen Mechanik 
E ulers zuriick, und zwar kommen wir jetzt zu seiner „Mechanik starrer 
oder fester K orper."1) Sie ist im Jahre 1765 erschienen, wenn sie auch 
schon einige Jahre vorher fertiggestellt war; sie stammt also aus einer 
wesentlich spateren Zeit ais die beiden ersten Bandę und auch ais die 
Differentialrechnung und die Untersuchungen uber die kleinsten Teilchen 
der Materie. W ir haben jetzt zu prufen, ob sich die Auffassung des 
materiellen Punktes geandert hat, und ob etwa auf diesen letzten Teil der 
Mechanik die yorher genannten Untersuchungen einen wesentlichen EinfluB 
gehabt haben.

Aus dem spaten Erscheinen dieses letzten W erkes erklart es sich, 
daB es ein abgeschlossenes Ganzes fur sich bildet, obwohl es die Fortsetzung 
der beiden friiheren Bandę ist. Aus demselben Grunde wird ferner die 
ziemlich ausfiihrliche W iederholung der Betrachtungen uber die Mechanik 
der Punkte verstandlich. Der in der Yorrede zum ersten Bandę aus- 
gesprochene Gedanke, daB die Mechanik der materiellen Punkte „funda- 
mentum et praecipua pars totius mechanicae" sei, wird hier aufs neue hervor- 
gehoben. Yor allem aber sind die friiher oft zerstreuten Ausfiihrungen 
vereinigt, und die jetzt gegebenen Entwickelungen sind von einem einheit- 
lichen Gedanken beherrscht. W ir werden uns im folgenden bemiihen, nur 
das wesentlich Neue hervorzuheben.

1. Yor allem ist zu bemerken, daB in der Mechanik der starren Korper 
der Massenbegriff mit aller Entschiedenheit in den Yordergrund gestellt 
wird. Die Masse eines Korpers und damit seine Triigheit und Undurch- 
dringlichkeit sind die Grundannahmen, auf denen Sich die Betrachtungen 
aufbauen.2) Das Hervorheben eines grundlegenden Prinzipes und das

1) L. E u l e r , Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum (Eostoek und 
Greifswald 1765; zweite Ausgabe 1791).

2) W o l f e r s  geht in der Vorrede zu seiner TJbersetzung des dritten Bandes 
(Greifswald 1848) zu weit, wenn er behauptet, daB in den friiheren beiden Banden
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Bestreben, mit allen Betrachtungen die Bewegung endlich ausgedehnter 
Korper, wie sie in der N atur wirklich Torkommen, yorzubereiten, hat fiir 
den Begriif des materiellen Punktes zweierlei zur Folgę. Erstens tr itt  ero o
in der Darstellung mehr zuriick, und zweitens gewinnt er noch mehr an 
physikalisch-konkretem Aussehen. W aren im ersten Bandę die Anfangs- 
betrachtungen, wo der materielle Punkt nur ais Symbol, ais multiplikatiye 
Konstantę in die Reehnung eintrat, hauptsachlich auf mathematische TJber- 
legung gegriindet, so tr i tt  er uns jetzt fast ausscblieBlich ais physikalisches 
Gebilde von unendlichkleinen Dimensionen entgegen. Dadurch aber, daB 
alle physikalisch-pbilosophischen Erorterungen und alle Spekulationen iiber 
den Zusammenbang des materiellen Punktes mit den Atomen oder Molekiilen 
des Korpers auch hier fehlen, gewinnt die Darstellung ein abgeschlossenes 
und berechtigtes Aussehen. N ur ganz yereinzelte und im Zusammenbange 
yersteckte Bemerkungen erinnern einen aufmerksamen Leser an den alten 
W iderspruch zwischen mathematischer und physikalischer Auffassung, so, 
wenn es heiBt: „die Bestimmung der Lage der Punkte ist eine geo- 
m etrische",x) und gleich darauf von denselben Punkten: „hierbei kommt 
es nicht darauf an, ob man solche Punkte fiir Elemente des Korpers halten 
kann oder n ich t",2) oder an einer anderen Stelle: „auf ahnliche Weise 
stebt nichts im Wege, die Punkte A , B , C, D, auf welcbe icb die Lage 
des Punktes O bezogen babe, ais reelle anzuseben, da sie Grenzen 
sind, welche in wirklichen Korpern existieren".3) Dabei ist natiirlich die 
Berechtigung dieses Grenziiberganges von den physischen zu den mathe- 
matischen Punkten mit keinem W ort bewiesen. Aber abgesehen yon 
solchen ganz yereinzelten Bemerkungen ist die einmal gewiihlte Formu- 
lierung konsequent durchgefiihrt.

Auch die Ausdrucksweise zeigt die mehr physikalische Fassung. 
Sprach E u l e r  friiher hauptsachlich yon „Punkten", so gebraucht er jetzt 
meistens „Element des Korpers" und „korperlicher Punkt".4) Diese W orte 
zeigen schon, daB wir uns yon den abstrakten Punktbewegungen nunmehr 
m it schnellen Schritten mehr konkreten Problemen, der Mechanik der 
festen Korper nahern.

der Begriff der Masse uberhaupt nicbt vorkam; wie wir erwahnt baben, bat E d l e r  

scbon damals die Masse eingefiihrt und sogar ausdriicklicb definiert. Ygl. S. 36 An- 
merk. 3 und 4.

1) p. 4 : „cum haec situs cuiuscunąue puncti determinatio est geometrica“.
2) p. 5: „neque hic interest, utrum talia puncta pro corporum elementis haberi 

possunt necne“.
8) p. 5: „simili modo ea puncta A , B, C, D, ad quae situm puncti retuli, realitati 

minime repugnant, cum sint termini in veris corporibus existentes“.
4) „Elementum corporis, punctum corporeum“ p. 32, 34, 43 etc.
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2. Die Uberleitung vom Punkt zum Korper yollzieht sicb ohne 
Schwierigkeit: „wir werden daher einen Korper ais einen starren betracbten, 
wenn die Yerbindung seiner Teilcben hinreicbend fest ist, so daB nicbt 
einmal zwei Elemente durcb die Krafte, welclie er wirklich auszuhalten 
hat, einander genahert oder voneinander getrennt werden konnen".1) Das 
ist so klar, daB es keiner weiteren Erorterung bedarf. Die translatorischen 
Bewegungen erledigen sich durch ihre Zuruckfiihrung auf Punktbewegung. 
Aber auch bei der Rotation sucht E u ler  immer wieder auf den Grund- 
begriff, auf den materiellen Punkt, zuriickzukommen. So denkt er sicb 
den Korper in unendlich viele Scheiben zerteilt2) und dann die Masse 
jeder Scheibe in ihrem Schwerpunkt konzentriert. Am deutlichsten zeigt 
sich dies schrittweise Yorgehen vom Einfachen zum Zusammengesetzten 
bei der Bewegung beliebig gestalteter Korper. Da untersucht er zuerst 
„einen diinnen, geradlinigen Faden“,3) dann einen „kreisformig gekriimmten, 
sehr diinnen F ad en "4) und drittens eine „sehr diinne, ebene, dreieckige 
Scheibe".5) Der Grund fiir dieses Yerfahren ist klar und wird von 
E u ler  selbst mit den W orten angegeben: „weil man sehr diinne Faden 
und Scheiben ais Linien und Oberflachen betrachten kann".6) Die Be- 
rechtigung dieses Verfahrens wird hier, ebenso wie yorher beim mate
riellen Punkt nicht bewiesen. W ollen wir uns iiberhaupt die Ansicht yer- 
gegenwartigen, die E u ler  yon der Methode, die Bewegung endlicher 
Korper zu behandeln, hatte, so tun wir das am besten mit seinen eigenen 
W orten: „Soli man die Bewegung eines beliebigen starren Korpers be- 
stimmen, so zerlegt man die ganze Untersuchung bequem in zwei Teile, 
einen geometrischen und einen mechanischen".7) Das klingt sehr einfach, 
und ist es auch, allerdings muB doch wohl, um ganz streng zu sein, die 
Berechtigung dieser Trennung nachgewiesen werden.

Der leise W iderspruch zwischen physikalischer und mathematischer 
Form ulierung, der trotz aller Konseąuenz der Grundauffassung hin und 
wieder durchklingt, findet sich auch in den fiir den materiellen Punkt ver-

1) p. 1 3 0 :  „corpus igitur ut rigidum spectabimus, ąuando nexus inter eius partes 
satis est firmus, u t ne duo ąuidem elementa a viribus, quae actu sustinet, vel propius 
ad se invicem cogi vel longius a se inyicem divelli queunt“.

2 ) p .  1 5 9 — 1 6 0 .

3 ) p. 1 8 4 :  „si corpus fuerit filum tenuissimum rectum".
4 )  p. 1 8 5 :  „si corpus fuerit filum tenuissimum in peripheriam circuli incurvatum.“
5 ) p. 1 8 5 :  „si corpus fuerit lamina tenuissima piana triangularia."
6) p. 1 8 3 — 1 8 4 :  „ąuoniam fila tenuissima et laminas tenuissimas tamąuam lineas 

et superficies considerare licet “.
7) Diese Anmerkung ist der Ubersetzung yon W o l f e r s  p. 5 5 7  entnommen, der 

die zweite Ausgabe vom Jahre 1 7 9 1  zugrunde gelegt hat, sie fehlte in der von uns 
benutzten lateinischen Ausgabe vom Jahre 1 7 6 5 .



wandten Ausdrucken wieder. W ir haben da, wenn wir an dieser Stelle 
alle in den drei Banden verwandten W orte zusammenfassen, zu nennen. 
„punctum", „particula", „minima particula", „corpusculum", „punctum 
corporeum", „elementum corporis". Schon die Yielbeit und A erscbiedenheit 
der Ausdriicke laBt yermuten, daB aucb die Sacbe nicht ganz in Ordmmg 
ist. Denn wenn sich bei einem Forscher ein Begriff, und noch dazu ein 
Grundbegriff klar kristallisiert hat, so pflegt dieser auch eine einzige, 
konseąuent durchgefiihrte Bezeichnung dafiir einzusetzen; und andererseits 
wenn die Bezeichnung schwankend ist, wird man yerm uten, daB der Be
griff noch unbestimmt ist, „denn eben, wo Begriffe feblen, da stellt ein 
W ort zur rechten Zeit sich ein". Und nicht nur die "V ielheit des Aus- 
druckes, auch die Art der Bezeichnung bestiltigt unsere Yermutung. Sehen 
wir uns einmal Anfang und Ende unserer Reihe an, da stehen sich 
„punctum" und „elementum corporis" gegenuber; beide erwecken bei dem 
Unbefangenen ganz verschiedene Vorstellungen, das erste eine mathe- 
matische, das zweite eine physikalische. Und ferner iiberwiegen die Aus- 
driicke physikalischer Gestaltung weitaus. Daher ha t man, wenn man 
diese Auseinandersetzungen gelten lassen will, auch eine formale Be- 
statigung unserer sachlicben Beweisfuhrung.

F ortseh ritt. Damit haben wir unsere Ausfiihrungen iiber die EuLERsche 
Mechanik beendet; wir haben gezeigt, daB die Betrachtungen der Differential
rechnung und ebenso die Untersuchung iiber die kleinsten Teile der Materie 
auch fiir den dritten Band der Mechanik keinen wesentlichen Einfluss auf 
die Gestaltung des materiellen Punktes gehabt haben; und zweitens sahen 
wir, daB die konkret-physikalische Auffassung auch hier die vorherrschende 
war. Der materielle P unkt dient nur dazu, die Bewegungsgesetze zu er- 
forschen; er ist zwar ein bestimmtes physikalisches Gebilde, steht sonst aber 
in keinem Zusammenhange m it anderen, etwa im Korper vorkommenden 
Elementen. Das ist ein Gegensatz zu N e w t o n  und seinen Schiilern; bei 
ihnen war der materielle P unkt teils gleich den Atomen, teils aus ihnen 
beryorgegangen. So scheint E u lers  Auffassung auf den ersten Blick 
einen Riickschritt zu bedeuten, da der Zusammenhang m it der wirklichen 
Gestaltung der Korper verloren geht. W enn man aber bedenkt, wie geteilt 
die Meinungen iiber die Konstitution der Materie sein konnen, und welche 
Schwierigkeiten bei einer Identifikation von Atom und materiellem Punkt 
entstehen konnen, so wird man der EuLERschen Auffassung zuneigen.

' o o
E u l e r  hat, von F o n t a in e  abgesehen, zuerst den materiellen P unkt ais 
einen nur durch die analytische Mechanik bedingten Begriff erfaBt, mit 
dem man in der Erforschung der Bewegungsgesetze zu richtigen Resultaten 
kommt. Dabei hat er, wieder niichst F o n t a in e , die konseąuenteste Auf
fassung des in Frage stehenden Begriffes von allen bisher besprochenen

Ą Q  T h e o d o r  K o r n e r .



Autoren gehabt. E ulers Anschauung laBt sich kurz dahin prazisieren: 
der materielle Punkt ist ein von allen physikalischen und philosophischen 
Spekulationen losgeloster Hilfsbegriff der analytischen Mechanik; er ist 
aufzufassen ais ein korperliches Element von so kleinen Dimensionen, daB 
er in der Rechnung ais mathematischer Begriff zu verwenden ist. Die 
mit diesem Begriff auf geometrischem oder analytischem Wege gewonnenen 
Gesetze bilden die Grundlage der gesamten Mechanik. Das ist in wenigen 
Zeilen der Kern all der Erorterungen, die wir im Torhergehenden ge-O / O O
geben haben.

Mit dieser Auffassung ist eine neue Entwickelung in die Bahnen ge- 
leitet, die wir nun bei den beiden nachsten Autoren, d ’A lem b er t  und 
L ag ran ge , weiter zu rerfolgen haben.

IY. Die Zeit nach Euler.

D ’A lem b ert. Die von E u ler  zuerst im weitesten Umfang angewandte 
analytische Methode stellte der Folgezeit die Aufgabe, die Ansatze, die 
man gemacht hatte, zu vervollkommnen und zu yerbessem. Daher sehen 
die folgenden Autoren die Mechanik in erster Linie ais eine Disziplin der 
sich immer mehr entwickelnden Analysis an. Hand in Hand mit dieser 
Auffassung geht naturgemafi eine Yernachlassigung der spezifisch mecha- 
nischen Probleme und speziell eine Yernachlassigung der kritischen Be- 
trachtungen, die sich auf die Grundannahmen beziehen. Die Prinzipien der 
Mechanik werden ais etwas Gegebenes und Selbstverstandliches hinge- 
nommen, an dereń Richtigkeit man nicht zweifeln kann. Infolgedessen 
konnen wir uns bei d ’A lem b e r t  kurz fassen.

1. Die Grundlage seiner 1743 erschienen D ynam ik1) sind Betrach- 
tungen iiber den Punkt. Fiir den materiellen Punkt tr i tt  durchweg der 
Ausdruck „corps“ auf, der iiberhaupt yon den franzosischen Autoren mit 
Vorliebe gebraucht wird. W ir werden im allgemeinen nicht fehl gehen, 
wenn wir uns einer Anmerkung anschlieBen, die K o r n  in seiner IJber- 
setzung gibt: „d ’A lem b er t  denkt bei seinen Korpem  stets an das, was 
wir einen materiellen Punkt nennen",2) doch bedarf dies „stets" einer 
kleinen Einschrankung, denn d ’A le m b e r t  gebraucht das W ort „corps" 
auch wirklich im Sinne eines raum lich ausgedehnten Korpers, allerdings 
gibt er dann meistens ein Beiwort und spricht yon einem „corps pesant" 
oder „corps inflexible“, oder sagt direkt „corps d’une masse finie".3)

1) D’Alembert, Traite de dynamiąue (Paris 1743).
2 ) O s w a l d s  K l a s s i k e r  d e r  e x a c t e n  W i s s e n s c h a f t e n ,  No. 1 0 6 ,  p .  187, No. 7. 

W ir zitieren im folgenden die deutschen Stellen nach dieser Ubersetzung.
3) Z. B. p. 43, 91 u. a.
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Der Unterschied zwischen mathematischer und physikalischer Fassung 
tritt bei d A l e m b e r t  weniger hervor. Doch riihrt dies nicht her von 
einer logischen Yerbindung beider Teile, sondern Yon einem Unerwahnt- 
lassen der Schwierigkeiten und der moglichen Auffassungen iiberhaupt. 
Die Stell en, an denen d A l e m b e r t  iiber den Begriff des materiellen 
Punktes spricht, sind auBerst selten. Auf Seite 166 lesen wir einmal, daB 
man sich den „Korper" nicht ais mathematischen P unkt sondern ais Ge
bilde yon bestimmter, wenn auch unendlich kleiner Ausdehnung Yorzu- 
stellen habe;1) der materielle Punkt ist also ein physischer Punkt. 
Dagegen steht an einer anderen Stelle eine Auffassung, die wir zum Teil 
zuerst bei E u l e r  fanden, daB namlich die mechanischen Aufgaben „Pro- 
bleme sind, welche mindestens in demselben MaBe der Geometrie angehoren 
wie der Mechanik, und in denen die Schwierigkeit eine rein rechnerische 
ist, yorausgesetzt, daB der bewegte Korper ais ein P unkt betrachtet wird".2) 
Hier also ist der materielle Punkt wieder rollkomm en ein mathematischer 
Begriff. Eine Yereinigung oder auch nur eine Besprechung beider Auf
fassungen findet, wie gesagt, nicht statt.

Erwahnen wir hier, um die formale Seite zu erledigen, die Ausdrticke, 
die neben „corps" mit „materieller Punkt" iibersetzt werden diirfen, so sind 
es „corpuscule", „corps d’une etendue infiniment petite", „partie", „parti- 
cule", „element", „point"; man sieht, es ist wieder eine ziemliche Anzahl 
Yorhanden, die man der groBeren Deutlichkeit wegen gerne beschrankt sahe.

2. Die Uberleitung Yom Punkt zum Korper geschieht in einer mehr 
mathematischen Weise, wie wir sie zuerst bei F o n t a in e  gefunden hatten; 
der materielle Punkt erscheint nicht sowohl ais Element des Korpers ais 
vielmehr der Korper ais Aggregat von Punkten. d ’Al e m b er t  denkt sich 
erst zwei, drei oder mehrere Punkte m iteinander Yerbunden, sei es durch 
Faden oder unbiegsame Stabe;3) d. h. die Punkte konnen entweder ihren 
Abstand zwar verkleinern aber nicht YergroBern, resp. die Punkte mtissen 
in konstanter Entfernung bleiben. Lassen wir im letzten Falle die Anzahl 
der Punkte iiber alle Grenzen wachsen, so ist der starre Korper fertig. 
Klar ausgesprochen ist dieser letzte Satz bei d ’A le m b e r t  allerdings nicht, 
doch liest man ihn zwischen den Zeilen. Immer aber wird,' wenn irgend 
moglich, auf den Punkt zuriickgegangen. So wird z. B. der Satz Yon der 
Erhaltung der lebendigen K raft4) zuerst bewiesen fiir frei bewegliche Punkte,

1) p. 253: „imaginons d’abord deux corps A, B  d’une etendue infiniment petite“.
2) p. 26: „ . . .  sont des problemes qui appartiennent pour le moins autant a la 

geometrie qu’a la mecaniąue et dans laąuelle la difficulte n’est que de calcul, pourvu 
que le mobile soit regarde comme un point“.

3) Z. B. p. 96: „des corps qui se tirent par des fils ou par des verges“.
4) p .  259 ±f.
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dann fiir Punkte, die durch Faden oder Stabe miteinander verbunden 
sind, sehlieBlich fiir Punkte, die durch Federn vereinigt werden, d. h. fiir 
elastische Korper. Die allgemeine Yoraussetzung ist hierbei immer, daB 
man sich die Verbindungen massenlos zu denken habe.

Ebenso wie die festen Korper denkt sich d A l e m b e r t  die Fliissig- 
keiten in kleinste Teile zerlegt und, analog den friiheren Autoren, betrachtet 
auch er materielle Punkte und, wie wir sie genannt haben, materielle 
Flachen: „wir wollen hierzu die Fliissigkeit in gleiche und unendlich- 
kleine Scheibchen zerteilt denken".1) Prinzipiell Neues kommt jedoch hier 
nicht hinzu.

Erwahnen konnen wir yielleicht noch, daB der materielle Punkt, so- 
bald er ais Fliissigkeitspartikel auftritt, ein mehr physikalisches Aussehen 
gewinnt. Uberhaupt ist die noch unentwickelte Theorie der Fliissigkeiten 
die Hauptursache der physikaliscłfen Gestaltung des materiellen Punktes. 
Anders wird es schon in der Mechanik fester Korper; die Korper treten 
uns in der Darstellung immer mehr ais mathematische Gebilde denn ais 
konkret-physikalische Gegenstande entgegen. Ihre Eigenschaften werden 
ausgedriickt durch bestimmte Festsetzungen, die zwischen den materiellen 
Punkten existieren, und daraus sich ergebend durch Bedingungsgleichungen, 
denen sie bei ihrer Bewegung gehorchen miissen. Der materielle Punkt 
wird dabei immer mehr zum mathematischen Hilfsbegriff, der das physi- 
kalische Gewand, das E u l e r  ihm noch gegeben hatte, abzustreifen beginnt.

L agrange. Lagranges Auffassung vom Begriff des materiellen Punktes 
bedeutet den AbschluB der Entwickelung, dereń Anfang wir bei E uler 
gefunden hatten. E uler, d ’Alembert und Lagrange fassen den mate
riellen Punkt ais Hilfsbegriff der Mechanik, ohne seinen Zusammenhang 
mit anderen Gebieten, sei es Physik oder Philosophie, weiter zu beriick- 
sichtigen. Herrschte bei E uler weitaus die physikalische Gestaltung vor, 
so war bei dA lembert ein Schwanken zwischen mathematischer und 
physikalischer Auffassung zu rerzeichnen; Lagrange schlieBlich voll- 
endet die Entwickelung und faBt den materiellen Punkt rein ais mathe
matischen Hilfsbegriff. Dies riihrt in erster Linie von der immer starkeren 
Yerwendung der Analysis her. Noch mehr ais bei seinem Yorganger 
d’Alembert g ilt bei Lagrange der Satz, dafi die Mechanik eine Domane 
der Analysis ist. Die Schwierigkeiten sind nicht sowohl mechanischer ais 
mathematischer N atur; es gilt yor allem, einfache und zusammenfassende 
Formeln zu finden und aus ihnen elegante Losungen fiir die Spezialfalle

1) p. 271: „nous imaginerons le fluide partage en tranches egales et infiniment 
petites“. Ygl. auch d’Alembekt, Traite de l’equilibre et du momement des fluides 
(Paris 1744), z. B. p. 12, 19 etc.

Bibliotheca Mathematica. III. Folgę. V. 4
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abzuleiten. In der Yorrede zu seiner M echanik1) sp r ic h t L a g ra n g e  es 
deutlich aus, daB er sogar geometrische Beweise und daher auch alle 
Zeichnungen vernieiden und sich ausschlieBlich auf „operations algebriąues",2) 
d. h. auf analytische Entwickelungen beschranken wolle.

1. Gehen wir nun zur eigentlichen Besprechung seiner Mechanik, so 
scheint ein fiuchtiger Uberblick gerade das Gegenteil von dem eben Vor- 
gebrachten zu zeigen. Denn sieht man sich die Ausdriicke an, die mit 
„materieller Punkt" zu iibersetzen sind, so findet man: „point" „point de 
la masse" „particule du corps" „partie materielle", „particule", „corps", 
„element", „molecule" „partie", „corpuscule". Man sieht, die ganze Reihe 
der yerschiedenen Nuaneierungen ist durchlaufen: vom rein abstrakten 
„point" bis zum ganz konkret klingenden „molecule". Diese Yielheit des 
Ausdruckes scheint auf ein Schwanken in der Auffassung hinzuweisen, 
von einer rein mathematischen bis zu einer extrem physikalischen. Dem 
ist jedoch nicht so. Alle die genannten Ausdriicke bedeuten sachlich das- 
selbe; der Begriff des materiellen Punktes andert sich nicht, wie sehr 
auch der Ausdruck dafiir wechselt. Diese Konstanz der Auffassung 
zeigt sich nicht nur in der Mechanik, sondern auch in den 1773, 1781 
und 1783 in den Memoiren der Pariser Akademie erschienenen Arbeiten 
uber Mechanik, dereń besondere Besprechung sich damit erledigt. Aller- 
dings riihrt die einheitliche Fassung nicht her yon einer bestimmten 
Definition und einem strikten Festhalten an derselben, sondern, ahnlich 
wie bei d’Alembert, von dem Fehlen jeder Definition und besonders yon 
dem Fehlen aller Erorterungen uber den materiellen Punkt selbst. Nirgends 
finden sich Auseinandersetzungen, ob man sich den materiellen Punkt 
mathematisch oder physikalisch yorzustellen habe; er tr i tt  uns ais ein 
nicht weiter definierter Begriff entgegen, dem im Korper em beliebig 
geformtes Massenąuantum entspricht. Die festen Korper sind Anhaufungen 
solcher Punkte, °) zwischen denen bestimmte Bedingungsgleichungen statt- 
haben. In der Hydrostatik und Hydrodynamik gilt das Gleiche. L agrange 
spricht zuerst die schon bei N ewton konstatierte Anschauung klar aus, 
daB die Mechanik der Fliissigkeiten keme besondere Theorie erfordert, 
sondern sich der Mechanik der festen Korper nebenordnet.4) DaB die 
friiher yerwandten Hilfsmittel, wie Zerlegung in Scheiben, Konzentration 
in dem Schwerpunkt usw. sich auch bei L agrange finden, ist selbst- 
yerstandlich.

1) L a g r a n g e , Mecaniąue analytiąue (Paris 1788).
2) Siehe Avertissement I
3) Z. B. p. 80, 286 etc.
4) p .  174.



Damit ist alles gesagt, was iiber die Yerwendung des materiellen 
Punktes zu sagen ist. Zu erwahnen ist noch eine Stelle, die wicbtig ist, 
weil sicb liier, der dann allgemein gewordene Ausdruck „materieller Punkt" 
zum erstenmale explizite findet: „Ein Korper von beliebigem Yolumen 
und beliebiger Gestalt ist also nur eine Anbaufung von materiellen Teilen 
oder materiellen Punkten11. 1)

2. W ir baben uns jetzt zu fragen, wie der Begriff des materiellen 
Punktes bei L agran ge  definiert werden kann. Die Antwort auf diese Pragę 
wird sicb scbwer aus der analytiscben Mechanik selbst ergeben, denn nirgends 
findet sicb, wie scbon erwahnt, eine klare Definition noch eine Aus- 
einandersetzung iiber den Begriff des materiellen Punktes. W ir kommen 
aber zu einem Resultate, wenn wir uns yergegenwartigen, welche Ansicht 
L agrange  allgemein yon der Yerwendung der Infinitesimalrechnung hatte; 
denn wir werden sehen, daB sich aus dieser Auffassung der Begriff des 
materiellen Punktes ergibt.

W ill man Differentialrechnung anwenden,2) so muB man nach Lagrange 
die geometrischen und mecbanischen Gebilde in unendlicbkleine Elemente 
derselben Gattung zerlegen wie die ganzen Gebilde, also Linien in Linien- 
elemente, Oberflacben in Oberflachenelemente, Korper in Korperelemente, 
Massen in Massenelemente. Es ist falsch, aus Anbaufung von Punkten 
ausgedehnte Gebilde erzeugen zu wollen. Die Punkte entsprechen den 
Differentialen yon E uler , die Massenelemente aber den yon Nuli ver- 
schiedenen Differentialen.

Der „point materiel" ist bei L agra n g e  also nicht in dem Sinne yon 
F o n ta in e  aufzufassen ais ein Gebilde, „dont le lieu et le yolume est un 
point", sondern ais ein kleines korperliches Element. Deshalb tr itt  zum 
Ausdruck point auch meistens ein anderer, erklarender hinzu, so z. B.: 
„wir betrachten die Korper endlicher Masse ais Anhaufungen von unend- 
lich yielen Punkten oder kleinen Kórperchen".3) Am deutlichsten tr i tt  
der Zusammenhang zwischen der Auffassung yom Begriff des materiellen 
Punktes und der Yerwendung der Differentialrechnung aus folgender 
Stelle heryor: „ich bemerke hierzu, daB man die gegebene Masse nicht 
betrachten muB ais eine Anhaufung yon unendlich yielen zusammen- 
hangenden Punkten, sondern yielmehr, gemaft dem Sinn der Infinitesimal-
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1) p. 80: „or un corps d’un yolume et d’une figurę quelconque, n ’etant que 
1’assemblage d’une infinite de parties ou points materiels*. Diese Bemerkung zeigt, 
daB sich die Auffasssung yon A. Voss, Encycl. d. math. Wiss. IV: 1 p. 24, Anm. 39: 
„ L a g h a n g e  kennt die Bezeichnung „materieller Punkt” noch nicht, . . .  “ nicht halten laBt.

2) Vgl. hierzu L a g r a n g e , Theorie des fonctions (Oeuvres t. 9), Introduction.
3 ) p. 80: „considerer les corps de masse finie comme des assemblages d’une 

infinite de points ou corpuscules.“
4*
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rechnung, sie ansehen muB ais eine Zusammensetzung yon unendliehkleinen 
Elementen, die von derselben Grófienordnung sind wie die ganze M asse11. 1) 
D er materielle Punkt ist also nach L AGkange  ein Korper-, ein Massen- 
element.

Mit dieser Auffassung ist jedocłi keinerlei Aussage iiber eine etwaige 
Zusammensetzung der Korper gemacht; die physikalische K onstitution der 
Materie kommt gar nicbt in Betracht. Denn siebt man sich einmal die 
Ausdriicke an, die yerwandt sind, so bemerkt man sofort, daB z. B. 
„molecule“, „corpuscule", „partie materielle" stets dasselbe bedeuten, daB 
also „molecule" nichts mit dem zu tun hat, was man gewohnlich unter 
Molekuł yersteht. Fem er meint L a g ra n g e , man diirfe sich einen Korper, 
je nach der zu behandelnden Aufgabe, in ganz beliebige Elemente teilen; 
so denkt er sich z. B. einmal eine Fliissigkeit in lauter rechtwinkelige 
Parallelepipeda zerlegt, dereń Seiten den Axen X , Y, Z  parallel sind.2) 
Dies Yorgehen ist offenbar nicht erlaubt, wenn die „points materiels" in 
irgend einen Zusammenhange standen mit etwa im Korper wirklich 
existierenden kleinsten Elementen. Daraus geht also klar heryor, daB der 
materielle Punkt bei L agran ge  nichts weiter ist ais ein Begriff, der durch 
die Methode der Differentialrechnung erfordert wird. Der materielle Punkt 
ist zu verstehen ais ein Massenelement, dessen GroBe, Gestalt und Ver- 
wendung zu bestimmen aber einzig und allein in dem Ermessen des 
Analytikers liegt.

So ist hier die bei E u l e r  einsetzende Entwickelung yollendet, die 
den materiellen Punkt ais mathematischen Hilfsbegriff fafit.

Laplace. L a p l a c e , der letzte groBe M athematiker des 18. Jahr- 
hunderts, steht im scharfen Gegensatz zu seinem unm ittelbaren Yorganger 
L a g r a n g e . Die Fassung des Begriffes des materiellen Punktes ist bei ihm 
hervorgewachsen ans der konsequenten Anschauung einer atomistischen 
Konstitution der Materie; der materielle Punkt ist, m it einem W ort gesagt, 
gleichzusetzen den wirklich im Korper existierenden Teilchen, mag man 
sie nun Atom, Molekuł oder sonstwie anders nennen. Zugleich aber ist 
stillschweigend die Yoraussetzung gemacht, den so definierten Punkt in

1) p. 81: „je remarque ensuite, qu’au lieu de considerer la masse donnee comme 
un assemblage dune infinite de points contigus, il faudra, suirant 1’esprit du calcul 
in fin itesim al, la considerer plutót comme composee d’elemens infiniment petits, qui 
soient du meme ordre de dimension que la masse entiere“.

2) p. 188: „qu’on suppose la figurę de cette particule une parallelipede rectangu- 
laire, dont les cótes sont paralleles aux axes des x, y, z ; cette supposition est tres 
permise, puisąuon peut imaginer le fiuide partage en elemens infiniment petits d’une 
figurę quelconque“.



der Rechnung ais mathematischen Begriff zu yerwenden. Eine Erklarung 
hierfiir fehlt; es fehlen auch alle die beilaufigen Bemerkungen, daB man 
sich den materiellen Punkt bald ais mathematischen, bald ais physischen 
zu denken habe. Die beiden Gegensatze stehen sich schroff gegenuber.

Gleich auf der ersten Seite seiner „himmlischen Mechanik'*1) tritt uns der 
zuerst von L a g r a n g e  an einer Stelle gebrauchte terminus „point materiel" 
ohne jede Erklarung entgegen. Die Korper bestehen aus einer unendlichen 
Anzahl yon materiellen Punkten; ihre Yerschiedenheit erklart sieli aus 
einer Yerschiedenheit der Lagę, eyentuell einer wesentlichen Yerschieden
heit der Punkte.2) Doch sind derartige Erorterungen fiir die Mechanik 
belanglos, fiir sie geniigt es, wenn die beiden Annahmen gelten, daB zwei 
materielle Punkte, die mit gleicher Geschwindigkeit aufeinander stoBen, 
im Gleichgewicht sind, und zweitens, daB fiir sie das NEWTONsche Attrak- 
tionsgesetz gilt.3)

Sind so alle materiellen Punkte ais gleich angenommen, ist es erklar- 
lich, wenn die Masse eines Korpers einfach der Anzahl der materiellen 
Punkte gleichgesetzt wird,4) und analog die Dichte gleich der Zahl der 
Punkte in einem bestimmten Yolumen.5)

Aber seltsamerweise yerschwindet der Ausdruck „materieller Punkt", 
der im Anfang unumschrankt herrscht, ohne jemals durch andere Bezeich- 
nungen ersetzt zu werden, nach den ersten 40 Seiten yollkommen. Auf den 
noch folgenden etwa 2000 Seiten tr itt  an seine Stelle das W ort „molecule". 
Doch ist gliicklicherweise dieser W echsel nur ein W echsel im Ausdruck, 
nicht in der Sache; dadurch daB das „molecule" in alle Rechte des „point 
materiel" eintritt, bleibt alles beim alten. L a pla c e  hat diesen Wechsel 
wohl yorgenommen, um auf das deutlichste zu zeigen, daB der materielle 
Punkt eben ein ganz bestimmtes, konkretes Element ist; andererseits aber 
schlieBen sich an das „molecule" auch die physikalischen Erorterungen, 
die er gerne gibt, zwangloser an.

Bei den fliissigen Korpern tritt  zu den beiden oben erwahnten An
nahmen noch die hinzu, daB die Molekule frei beweglich untereinander 
sind.6) Aber auch die gasformigen Korper muB man sich analog vor- 
stellen, auch sie bestehen aus einer unendlichen Anzahl von Molekiilen. 
Ganz interessant ist hier, um ein Beispiel zu geben, dife Anschauung,
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1) L a p l a c e , Mecanique celeste (Paris 1799).
2 ) I ,  p .  3 7 .

3 ) I ,  p .  3 7 .

4) I, p. 36: „la masse d’un corps est le nombre de ses points materiels*.
5) I, p. 37: „la densite des corps depend du nombre des points materiels qu’ils 

renferment sous un yolume donne“.
6) Bd. II, p. 2 1 6 ,  2 2 2  u. a.



d ie  sich L a p l a c e  macht, wenn verschiedene Gase zusammentreffen. Denken 
w ir  uns e t w a  drei Gase, die sich im Yerhaltnis 1 : 2 : 3  mischen. 1 m die
Bewegung dieses Konglomerates zu erforschen, betrachtet man ein M olekuł;. 1
dann sind in diesem Molekuł wieder alle drei Gase vereinigt, und zwar 
im Yerhaltnis 1 : 2 : 3.1) L a p l a c e  denkt sich also — wenigstens fiir die 
mechanische Behandlung — die Gase, wenn wir uns einmal so ausdriicken 
diirfen, nicht ais Gemenge, sondern ais Verbindung. Eine weitere Er- 
klarung wird nicht gegeben, wohl aber erwartet L a p l a c e ,  daB einst die 
Chemie auf diese feinsten und subtilsten Pragen Antwort geben werde.2)

Das ist die Ansicht von L a pl a c e . Der Begriff des materiellen Punktes 
wird durch eine ganz bestimmte Form ulierung eingefiihrt und erweist seine 
Berechtigung dadurch, daB man mit ihm zum Ziele kommt. Irgend welche 
Diskussionen iiber ihn fehlen vollkommen. Man kann iiber diese Art 
und Weise der Darstellung zweierlei Meinung sein: man bedauert, daB
eine solche Grundannahme ohne jede Diskussion oder auch nur Erklarung 
gemacht wird, zunial wenn man von ihrer inneren Berechtigung nicht 
iiberzeugt ist; oder man erklart, daB es das Yerniinftigste ist, in den ex- 
akten W issenschaften solche Prinzipien, iiber die man zu einer objektiven 
Entscheidung doch nicht gelangen kann, einfach ais Axiome einzufiihren. 
W ir stehen auf dem ersteren Standpunkt und miissen daher L aplaces 
Auffassung ais einen gewissen Riickschritt gegeniiber der Entwickelung 
E u l e r , d A l e m b e r t , L ag ra n g e  bezeichnen. Andrerseits darf man die 
Klarheit und Konsequenz nicht yerkennen, die in L a pla c e s  Formulierung 
und Yerwendung liegt. In  ihm reichen sich Anfang und Ende des 
18. Jahrhunderts die Hande; denn in seiner Auffassung der atomistischen 
Grundlage geht er vollkommen auf den Begriinder der analytischen Mecha
nik, auf N e w t o n  zuriick. Aber alles, #was bei N e w t o n  unbestimmt und 
schwankend und erst am Schlusse seines W erkes, gleichsam ais Recht- 
fertigung auftritt, steht bei L a pl a c e  am Anfang klar und scharf ausge- 
sprochen und konsequent durchgefiihrt.

54. T h e o d o k  K o r n e r .

Schlufi,

I. Z u sam m en fassen d e  D a rste llu n g  d er  A n sic h te n  d es 18. Jah rh u n d erts.
Das 18. Jahrhundert ist, was den Begriff des materiellen Punktes angeht,

1) Bd. V, p. 94: „on peut donc concevoir le melange comme un gaz simple dont 
cłiaque molecule serait un groupe infiniment petit des molecules des diyers gaz, 
melees dans la merne proportion que dans le melange to tal“.

2) Bd. IV, p. 6 8 .
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zu keinerlei AbschluB und zu keiner allgemein angenommenen Formulie-O o
rung gekommen. Ansichten iiber den Zusammenhang des materiellen 
Punktes mit der pbjsikaliscben Konstitution der Korper finden sicb im 
Anfang, verscbwinden dann, und sind am Ende wieder d a ; mathematiscbe 
Abstraktionen treten auf einen Augenblick mit aller Scharfe bervor und 
geben wieder, scbeinbar spurlos, unter. So ist eine sicb durcb die Mechanik 
des ganzen Jabrbunderts hindurcbziehende einbeitlicbe Entwickelung nicht 
zu konstatieren. Das liegt zum Teil darin, daB der betrachtete Zeitraum 
ausgefiillt war durch eine rastlos schaffende Produktivitat, die fiir kritische 
Arbeiten im einzelnen keine Zeit h a tte ; zum anderen Teil aber im 
Wesen des Begriffes selbst.

Der Begriff des materiellen Punktes verdankt, wie wir mehrfach her- 
rorhoben, seine Formulierung nicht nur ausschlieBlich mechanischen Be- 
trachtungen, sondern auch scheinbar weiter entfernt liegenden mathema
tischen, physikalischen und philosophischen Erorterungen. Bevor wir 
daher mit unserer Besprechung an die eigentliche Auffassung des 18. Jah r
hunderts herangehen, haben wir uns kurz die Einfliisse zu yergegen- 
wartigen, die zu Beginn und in den ersten Zeiten des 18. Jahrhunderts 
auf die Gestaltung des Begriffes einwirken konnten.

1. Philosophische Uberlegungen kommen hauptsachlich ' nach zwei 
Richtungen hin fiir den materiellen P unkt  in Betracht: in der Frage nach 
dem W esen der Materie und im Unendlichkeitsbegriff. Schon friih hatte 
man den Yersuch gemacht, die Mannigfaltigkeit der Korperwelt auf wenige 
Grundbedingungen zu reduzieren; man dachte sich den ganzen Kosmos auf- 
gebaut aus kleinen und kleinsten Teilchen. Durch derartige Betrachtungen 
war der Yersuch gemacht, Erscheinungen des Endlichen, Augenfalligen 
aus dem Yerhalten und den Eigenschaften gewisser kleinster, unsichtbarer 
Grundelemente zu erklaren. Nahm man diese Erklarung an, so konnte man 
den Versuch machen, die Anschauung vom materiellen Punkt mit ihr zu 
verkniipfen. Dann aber traten sofort zwei Fragen auf, erstens: soli man
den materiellen Punkt mit den genannten kleinsten Teilchen identifizieren 
oder nicht?, und zweitens: wie viel solcher materieller Punkte hat man 
sich in einem endlichen Korper zu denken, unendlich oder endlich yiele? 
Damit sind aus der historischen Entwickelung heraus die beiden Fragen 
angedeutet, die wir einerseits bei den Bernoullis und Clairaut, und 
andererseits bei E uler ausfiihrlich besprochen haben.

Im engen Zusammenhange mit derartigen Erorterungen iiber die 
Zusammensetzung der Korper treten gewisse physikalische Betrachtungen 
auf. W ir denken hier speziell an Optik und Chemie, wenn wir diese 
letztere zur Physik im weitesten Sinne rechnen. In beiden Gebieten ging 
man auf kleinste Teilchen zuriick, um mit ihnen die Erscheinungen zu
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erklaren; da lag es auch fiir die Mechanik nahe, solche Teilchen zur Er- 
klarung der Bewegungsgesetze zu benutzen.

Neben diese Uberlegungen treten Einfliisse mathematischer Art. Hier 
sind es vor allem die Betrachtungen iiber den Schwerpunkt. Der Schwer- 
punkt ist ein mathematischer Punkt, in dem man sich bestimmte Eigen- 
schaften des Korpers konzentriert denkt, Eigenschaften, dereń EinfluB man 
durch geeignete MaBregeln in diesem Punkte yemichten kann. Die ganze 
Anschauung und Bestimmung des Schwerpunktes abstrahiert von den un- 
mittelbar wahrnehmbaren Tatsachen; durch sie war einer mathematischen 
Fiktion vorgearbeitet, die mit der Anschauung vor der K onstitution der 
Korper nichts zu tun hatte.

Ahnlich stand es, wenn man in der Astronomie in gewissen Fallen 
die Planeten ais Punkte ansah. Auch hier fand ein Zusammenziehen statt; 
der ganze Planet wurde in einem Punkte konzentriert. Aber der Grund 
des Konzentrierens war hier ein anderer wie beim Schwerpunkt. Man 
darf sich die Schwerewirkung eines Planeten ais von seinem M ittelpunkt 
ausgehend nur yorstellen, weil der Planet naherungsweis ais Kugel ange- 
sehen werden kann, und weil seine Dimensionen gegeniiber der Entfernung 
yon einem anderen Planeten yerschwinden. Dies Letztere barg einen 
neuen wichtigen Gedanken fiir den Begriff des materiellen Punktes in sich: 
die Moglichkeit gewisser Yernachlassigungen. W enn man sag te , die 
Planeten bewegen sich in Ellipsen um die Sonne, so dachte man an ganz 
bekannte, geometrisch genau bestimmte Kury en, ohne an die, nach 
irdischen Yerhaltnissen gemessen, ungeheure Breite des W eges zu denken, 
die der Planet wirklich im W eltenraum  beschreibt. An den Dimensionen 
der Ellipse gemessen, sind die Abweichungen, die durch die Ausdehnung 
des Planeten hervorgerufen werden, yerschwindend klein. So fand der 
Begriff des materiellen Punktes aus diesen Betrachtungen zweierlei yor: 
erstens die M oglichkeit der Konzentration, zweitens die Berechtigung, 
Nebenumstande zu yernachlassiffen.

Am eindringlichsten jedoch muBte eine mathematische Gestaltung 
durch die in der analytischen Mechanik gewollte Methode gefordert werden. 
Sobald man mit mathematischen Operationen, seien es geometrische oder 
analytische, an die Bewegungserscheinungen heranging, muBte man mathe
matische Begriife, muBte man mathematische Punkte yorziehen.

2. In dieser Weise war dem Begriff des materiellen Punktes von ver- 
schiedenen Seiten vorgearbeitet, fórdernd und hemmend. Fordernd dadurch, 
daB sich Analogien auf anderen Gebieten fanden, die bereits langer be- 
kannt waren; hemmend, daB diese Anregungen yon yerschiedenen Dis- 
ziplinen ausgehend einer allgemein angenommenen Definition im W ege
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standen. Alle Einfliisse yereinigten sich und gingen dann in z we i Rich-O o o
tungen auseinander, in die physikalische und die mathematische Auffassung.

Die physikalische Form ulierung, die den materiellen Punkt ais kon- 
kretes, wirklich im Korper existierendes Element betrachtet, schlieBt sich
— die Richtigkeit der Atomtheorie zugegeben — eng an unsere Grund- 
auffassung der Naturerscheinungen an. Im 18. Jahrhundert hat sie ent- 
schieden das Ubergewicht, doch tritt  sie bei den yerschiedenen Autoren 
nicht in einheitlicher Form auf, sondern yariiert yornehmlich in zwei 
Richtungen. Die extreme Seite vertreten L a pla ce  und Cla ir a u t , die den 
materiellen Punkt einfach mit dem Atom oder Molekiil des Korpers identifi- 
zieren; eine yorsichtigere Auffassung findet sich bei E u ler  und i/ A lem bert , 
die den materiellen Punkt in der Hauptsache zwar auch ais physikalisches 
Gebilde fassen, aber meinen, daB man nicht ohne weiteres sagen konne, 
ob er mit den Atomen gleichzusetzen sei; bei ihnen tritt  immer mehr 
das Streben in den Yordergrund, den materiellen Punkt ais Hilfsbegriff 
der Mechanik zu yerwenden. Bei dieser letzten Auffassung erhebt sich 
die Frage, mit welchem Rechte man yon derartigen Teilchen, die in W irk- 
lichkeit gar nicht existieren, ausgehen kann, um aus ihrer Bewegung auf 
die Bewegung des Ganzen zu schlieBen. Die logische Begriindung der 
letzten Auffassung ist entschieden schwieriger ais die der yolligen Identi- 
fikation von Atom und materiellem Punkt.

Aber dieser Nachteil verschwindet gegeniiber anderen, die beiden 
Seiten der physikalischen Form ulierung gemeinsam sind. Nirgends war 
die physikalische Auffassung konseąuent durchgefiihrt, immer wieder fanden 
sich, bald starker, bald weniger klar ausgedriickt, Bemerkungen, die be- 
sagen, daB man in gewissen Fallen den materiellen Punkt ais mathe
matischen Punkt, d. h. ohne alle Ausdehnung auffassen miisse. Und das 
ist ganz erklarlich, denn es ist eo ipso unmoglich, konsequent an einer 
physikalischen Definition festzuhalten. Sobald die Rede auf Schwerpunkte, 
Massenmittelpunkte, Rotationszentren etc. kommt, schwindet jede physika
lische Anschaulichkeit. Mag man noch so kleine physikalische Gebilde 
nehmen, stets haben sie einen Schwerpunkt; diesen Punkt mit einem be- 
stimmten Molekiil oder einem konkreten, im Korper yorhandenen kleinsten 
Teilchen zu identifizieren, ist nicht angangig. Die Schwerpunkte sind eben 
yollkommen mathematische Punkte.

Eine letzte und groBte Schwierigkeit ergibt sich aus der GroBe des 
materiellen Punktes. Soli er ais physikalisches Gebilde aufgefaBt werden, 
so hat er eine ganze bestimmte Ausdehnung; diese kann kleiner und 
kleiner gedacht werden, sie kann sehr klein werden, aber nie unendlich 
klein im mathematischen Sinne. Ganz abgesehen dayon, daB man bei der 
Identifikation des materiellen Punktes mit den Atomen eine bestimmte
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Gestalt oder sogar Oberflache unberucksichtigt lassen muB, muB man bei 
jeder Auffassung die Ausdehnung „vernachlassigen“. Diese Yernach- 
lassigung mag in yielen Fallen erlaubt sein, und man kann, um sie noch 
glaubwiirdiger zu machen, von yornherein festsetzen: der materielle Punkt 
soli so klein genommen werden, daB seine Ausdehnung neben allen anderen 
in der Rechnung yorkommenden GroBen yollkommen yerschwindet. Diese 
Forderung ist jedoch, wie ein kurzes Nachdenken zeigt, nicht durchzufiihren. 
Sobald man mit Hilfe der Differentialrechnung Bewegung im Unendlich- 
kleinen yerfolgt, ist es nicht mehr moglich, die Dimensionen eines solchen 
Punktes — wenn iiberhaupt die Ausdehnung einen EinfluB auf die Be
wegung hat — zu „vernachlassigen“. Ein physikalisches Gebilde, mag es 
noch so klein sein, hat stets eine ganz bestimmte GroBe, die neben dem 
niathematisch Unendlichkleinen immer in Betracht zu ziehen ist. W enn 
man den materiellen Punkt ais physischen Punkt faBt, kann man von 
yornherein gar nicht auf richtige Resultate rechnen. E u l e r  selbst, der 
eine physikalische Auffassung yertritt, sagt in der E inleitung zu seiner 
Differentialrechnung, wo er das Differential absolut der N uli gleich setzt, 
daB es nicht angangig sei, das Differential nur ais sehr klein zu nehmen; 
das werde in yielen Fallen wobl ausreichen, aber es lieBe sich auch sehr 
gut denken, daB in einer Rechnung der durch eine geniigend groBe 
Summation aller kleinen Yernachlassigungen begangene Fehler sehr wohl 
ein endlicher werden konne. Nun, das gilt auch in unserem Falle. Die 
Meinung, man sei berechtigt, die Ausdehnung des materiellen Punktes ver- 
nachlassigen zu diirfen, beruht somit auf einer ungenauen Auffassung des 
Unendlichkleinen, speziell auf einer Verkennung des Unterschiedes, der 
zwischen dem, was wir unendlich klein, d. b. yerschwindend klein im 
physikalischen Sinne nennen, und dem niathematisch Unendlichkleinen.

So drangt alles zu einer mathematischen Formulierung. Eine Uber- 
gangsstellung nimmt im 18. Jahrhundert N e w t o n  ein. Bei ihm ist die 
Auffassung des materiellen Punktes aus der atomistischen Yorstellung durch 
mathematische Uberlegungen hervorgegangen. Zeitweilig, und das im 
groBen Umfange, tritt  der materielle Punkt jedoch rein ais mathematischer 
Punkt auf, was N e w t o n  ausdriicklich betont. Auf eine solche Anschauung 
wurde N ew t o n  schon dadurch gebracht, daB er eine moglichst yon allen 
physikalischen Erorterungen freie Darstellung der Bewegungsgesetze geben 
wollte.

Die Vertreter einer rein formalen Auffassung sind F o n ta in e  und 
L ag ran ge . F o n ta in e  ist bemerkenswert, weil er zuerst klar und prazis aus- 
gesprochen hat, daB der materielle Punkt ein streng m athematischer Begriff 
ist. L agra n g e  gibt ais Grund seiner Auffassung die gewollte Verwendung 
der Infinitesimalrechnung an. Hier kommt also schlieBlich das in Betracht,



was wir iiber den Begriff des Unendlichkleinen gesagt haben: der mate
rielle Punkt muB ais mathematischer Punkt gefafit werden, sobald man 
in exakter Weise mit mathemątischen Uberlegungen die Bewegung ver- 
folgen will.

II . A llg em e in e  B etrach tu n gen . 1. W enn wir diese letzten Betrachtungen 
etwas allgemeiner fassen und in ihren Konseąuenzen yerfolgen, so stellt 
sicb der materielle Punkt ais mathematischer Punkt dar, dem jeder be- 
liebige Massenwert ais Koeffizient zuerteilt werden k a n n ; dieser Koeffizient 
gibt an, in welchem MaBe der betrachtete Punkt bestimmten Gesetzen 
unterworfen ist. Dabei braucht man sich keinerlei Yorstellung dariiber 
zu machen, wie man sich eine endliche Masse in einem Punkt konzentriert 
denken kann. Die Masse ais Raumerfiillendes interessiert uns gar nicht, 
nur die W echselwirkung der Massen untereinander. Daher kann man 
den materiellen Punkt ebensogut ais Kraftzentrum wie ais Massenpunkt 
auffassen. Denkt man sich weiter den Korper aus materiellen Punkten zu- 
sammengesetzt, so hat man mit dem Korper ais physikalischem Gebilde 
nichts zu tun, sondern nur ais mathematischem; er wird zu einem Raum- 
yolumen, das mit einer bestimmten, sei es endlicben oder unendlichen, 
Anzahł yon Punkten angefiillt ist. Diese Punkte gehorchen gewissen 
Bedingungsgleichungen, die die physikalischen Eigenscbaften des Korpers 
in die Sprache der Mathematik iibertragen.

Mit einer solchen Definition geht natiirlich jede physikalische An- 
schaulichkeit yerloren. Aber da wir sahen, daB diese stets auf W ider- 
spriiche stieB und konsequent nicht durchzufiibren war, ist sie im Grunde 
eine auBerliche, die nur in bestimmten Fallen ausreicbt. Die mathematische 
Formulierung geniigt jedoch immer. Allerdings konnte man an eine 
Scbwierigkeit denken: wenn jede physikalische Berechtigung fiir die Ein- 
fiihrung des materiellen Punktes in der genannten W eise fehlt, so fragt 
es sich, ob man iiberhaupt mit ihm zum Ziele kommt. Diese Frage ist 
a priori nicht zu beantworten. Es ist keineswegs selbstverstandlich, daB 
die analytische Mechanik auf diesem W ege zum Ziele kommt. N ur die 
Erfahrung, und diese allein kann zeigen, ob die auf solcher Grundlage 
aufgestellten Rechnungen m it dem Y erlauf der N atur er scheinungen iiber- 
einstimmen. Und sie hat es getan, deshalb ist die Annahme berecbtigt. 
Ihre R ichtigkeit laBt sich yon yornherein yermuten, weil bier nur eine 
allgemein gebrauchliche Methode yerwandt ist, die zur Geltung kommt, 
wenn man m it der Mathematik an Naturerscheinungen herangeht: alle 
physikalischen Eigenschaften werden dargestellt durch bestimmte formale 
Gesetze zwischen bestimmten mathematischen Begriffen. Ein solcher mathe
matischer Begriff ist auch der materielle Punkt. Die Berechtigung, ihn 
zu yerwenden, muB im System der analytischen Mechanik eyentuell durch
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ein Axiom gefordert werden, das innerhalb der Beobachtungsgrenzen eben 
nur durch die Erfahrung yerifiziert werden kann.

W enn es so ais allein richtig  erscheint, den materiellen P unkt ais 
mathematischen Begriff zu fassen, so konnte man doch zwei, anscheinend 
sehr gewichtige Einwiirfe machen, erstens: Reicht der materielle P unkt 
ais yerschwindend kleines Element gefaBt nicht immer aus, wenn man 
sich m it einer angenaherten Darstellung der Tatsachen begniigt, d. h. 
wenn man die Mechanik ais Gebiet der Approximationsmathematik be- 
trachtet? Und zweitens: W oher erklaren sich bei der schwankenden und 
vielfach inkorrekten Auffassungsweise des in Frage stehenden Begriffes 
die ungeheueren Erfolge, die die analytische Mechanik gerade im 18. Jahr- 
hundert errungen hat?

Beide Fragen kommen im Grunde auf dasselbe hinaus, und ihre Be- 
antw ortung wird sich ohne Schwierigkeit ergeben, wenn man die mathe- 
matische Auffassung konsequent verfolgt und anwendet.

2. W enn der materielle P unkt —  nun noch einmal physikalisch auf- 
gefaBt — zu den Grundbegriffen der analytischen Mechanik gezahlt wird, 
so ist das richtig  zu yerstehen. E r gehort zu einer ganz anderen Art 
von Prinzipien wie etwa der Tragheitssatz oder der Satz der Gleichheit 
yon actio und reactio. Der Tragheitssatz gibt bis zu einem gewissen 
Grade eine E rklarung der Bewegung, der materielle P unkt nicht. Der 
materielle Punkt ist, kurz gesagt, ein rein formaler Begriff, der mit 
dem Korper ais solchem, ais physikalischem Gebilde nichts zu tun  hat, 
sondern erst durch uns in ihn hineingetragen wird. W as diesem formalen 
Begriff im Korper entspricht, ist fiirs erste nebensachlich, er ist nur ein 
Symbol, ein Punkt, eine Zahl im mathematischen Sinn. Demnach ist klar, 
daB eine physikalische Fassung nicht nur nicht yorteilhaft, sondern, streng 
genommen, iiberhaupt nicht erlaubt ist. Alle Definitionen, die im Sinne 
dar a u f hinauskommen, den materiellen Punkt ais Materieguantum von 
unendlichkleinen Dimensionen zu definieren, bedeuten einen logisehen Fehler.

Nun frag t es sich, ob man diese scharfe mathematische Definition 
nicht fallen lassen kann oder fallen lassen muB, wenn man ins Gebiet der 
A pproximationsmathematik kommt und sich m it einer angenaherten Be- 
rechnung der Bewegung begniigt. Aber Approximationsmathematik heiBt 
n icht angenaherte Mathematik, sondern M athematik der angenaherten Be- 
ziehungen; nicht die Begriffe ais solche, mit denen man operiert, sondern 
nu r die Beziehungen, die zwischen diesen Begriffen statthaben, werden 
angenahert darstellt. Dies wird fiir unseren Fali yielleicht am besten 
durch ein konkretes Beispiel klar. W enn man im Laboratorium  die

Richtigkeit des Grayitationsgesetzes m 1 r ™2- auf irgend eine W eise aus der



Anzielmng zweier Kugeln nachpriifen will, so hat man den Zentralabstand 
dieser beiden Kugeln zu bestimmen. Diese Messung ist nicht absolut 
genau auszufiihren, sondern wird mit einem gewissen Fehler behaftet sein, 
der mit in Rechnung zu ziehen ist. In den Nenner der angefiihrten 
Formel tr itt  also statt r  etwa r + Q, wobei r + q heiBt, daB die Ent- 
fernung zwischen den W erten r -f- Q und r — q schwankt. Dies konnte 
man sich nun so yorstellen, daB man sich die Anziehungszentra beider

Kugeln nicht ais Punkte sondern ais kleine Kugeln vom Radius y  denkt

und dann die Entfernung yon irgend einem Punkte der einen Kugel 
zu irgend einem anderen Punkte der anderen Kugel miBt. Das ist aber 
nicht angangig; denn die Richtung von r  muB zusammenfallen m it der 
Richtung der Attraktionswirkung, diese aber kann bei einer Kugel, mag 
sie noch so klein sein, nur ais von ihrem M ittelpunkte ausgehend gedacht 
werden und nicht von einem anderen Punkte. Zwischen zwei Kugeln 
kann man immer unendlich viel Linien ziehen, und allein zwischen zwei 
Punkten nur eine. Man darf sich also den materiellen Punkt nicht ais 
kleine Kugel denken, sondern muB ihn ais einen Punkt betrachten, der die 
Terschiedenen Lagen innerhalb der kleinen Kugel annehmen kann. Analog 
ist es in anderen Fallen.

Der materielle Punkt ais physikalisches Gebilde hat seine Berechtigung 
und seinen, oft groBen, W ert nur dann, wenn er dazu dient, abstrakte 
Uberlegungen anschaulich zu machen; er ist ein sinnlich wahrnehmbares 
oder die sinnliche Yorstellung erleichterndes Symbol fiir einen in der 
Uberlegung verwandten, bestimmt definierten Begriff. W enn man geneigt 
ist, in diesem Sinne den materiellen Punkt ais physikalisches Gebilde zu 
definieren, so ist dagegen wohl nichts einzuwenden.

In diesen letzten Bemerkungen liegt auch die Antwort auf unsere 
zweite Frage, die Erklarung der groBen Erfolge des 18. Jahrhunderts. 
Denn im Grunde ist alles das, was wir im 18. Jahrhundert ais berechtisrt7 O
nicht anerkennen konnen, nichts weiter ais ein Streben nach Anschaulich- 
keit und ein Ankniipfen an Bekanntes. Denn sobald der materielle Punkt 
in die Rechnung eintrat, wurde er zum mathematischen Punkt, zur be
stimmten Zahl, nur daB der W iderspruch zwischen Definition und Yer- 
wendung nicht erkannt wurde. Daher ist die ungestorte Entwickelung 
sehr wohl erklarlich; denn das Bestreben, den Begriff des materiellen 
Punktes in moglichster Klarheit und Prazision herzustellen, entspringt in 
erster Linie nicht einem sachlichen, sondern einem asthetischen oder 
formalen Bediirfnis. Fiir den Ausgang der Rechnung ist es in vielen 
Fallen vollkommen ohne Belang, ob man den materiellen Punkt ais physi
kalisches oder mathematisches Gebilde betrachtet, der Effekt wird derselbe
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sein. Fur den W unsch aber nach einer moglichst formyollendeten und 
logiscb einwandfreien Darstellung ist die A rt der Yorstellung und die 
Entscheidung fur die eine oder andere Auffassung yon allerwesentlichster 
Bedeutung. W enn man will, ist dies Interesse ein untergeordnetes, und 
die Geschichte lehrt ja  auch, daB es sich erst herausbildete, ais die sach- 
liche Entwickelung zu einem gewissen AbschluB gekommen war. W enn 
man aber andererseits bedenkt, daB gerade in der N atur das ZweckmaBigste 
oft auch das Formvollendetste ist, treffen beide Interessen, das sachliche 
und das formale, wieder zusammen.

3. Aus der strengen Auffassung des materiellen Punktes ais m athe
matischen Bogriffes folgt dann noch ein Letztes. Da die angewandte 
Methode den Begriff erfordert, bestimmt sie ihn auch, und wenn sich die 
Methode andert, muB sich auch der Begriff in gewisser W eise andern. 
Daher ist es nicht moglich, ihn aus dem Zusammenhang herauszureiBen 
und nach allen Seiten hin festzulegen, sondern man kann, wie wir es eben 
yersucht haben, nur bestimmte Grundlagen festlegen, die im groBen und 
ganzen wohl immer gelten miissen. Aber je nach der Darstellung der 
analytischen Mechanik muB er andere Form en annehmen; er ist ein anderer, 
wenn man von der E rfahrung ausgeht, ais wenn man m it rein hypothe- 
tischen Yoraussetzungen beginnt; wenn man die Masse in den Yordergrund 
stellt, ais wenn man die K raft zum obersten Prinzip m acht; usw.; immer 
wird er an einer anderen Stelle, im anderen Zusammenhange und auch in 
anderer Auffassung eingefiihrt werden. Je mehr sich daher die analytische 
Mechanik zu einem zusammenhangenden, logisch geschlossenen System 
entwickelt, desto schwieriger wird es, den Begriff des materiellen Punktes 
fur sich kritisch zu betrachten.

6 2  T h .  K o r n e r : Der Begriff des materiellen Punktes in der Mechanik des 1 8 . Jahrh.
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Die Geschichte der Mathematik und der 
Universitatsunterricht,

Yon G. E n estro m  in Stockholm.

Seit mehr ais dreiBig Jahren sind an Universitaten Yorlesungen iiber 
Geschichte der Mathematik gehalten w orden,]) und wiihrend der letzten 
Jahre hat sich die Zahl der Hochschulen, an denen solche Yorlesungen 
regelmafiig gehalten werden, nicht unerheblich rerm ehrt;2) auch mathe- 
matisch-historische Seminariibungen gibt es jetzt, freilich bis auf weiteres 
eigentlich nur an der Technischen Hochschule in Munchen.3) Fast ohne 
Ausnahme4) diirfte der mathematisch-historische U nterricht von einem 
Professor oder Privatdozenten der M athematik, der auch andere mathe- 
matische Yorlesungen halt, erteilt werden. Je mehr aber die Geschichte 
der Mathematik zu einer besonderen W issenschaft ausgebildet wird, um 
so schwieriger muB es werden, wirklich gute Yorlesungen iiber diesen 
Gegenstand zu halten ohne im eigentlichsten Sinne Fachmann zu sein; 
der Leiter des mathematisch-historischen TJnterrichts muB dadurch veranlaBt 
werden, sich eingehend mit bistorischen Forschungen zu beschaftigen, und 
friiher oder spater wird es wohl notwendig werden, besondere Universitats- 
lehrer fiir Geschichte der M athematik zu haben.

Seit einigen Jahren gibt es aber Bemiihungen, den mathematisch- 
historischen U niversitatsunterricht in eine ganz andere Bahn zu lenken.

1) Uber die altesten Yorlesungen iiber Geschichte der Mathematik siehe G. E n e s t r o m , 

Om matematikens historia sasom studieamne md nordens hdgskolor; T id s sk r . fo r 
M athem . 44, 1880, S. 6 2 -73 .

2) Ygl. P. M a n s io n , Programme du cours d’histoire des mathematiąues de l'uni- 
versite de Gand; B ib l io th .  M athem . I 3 , 1900, S. 232, sowie die Notizen iiber 
mathematisch-historische Universitatsvorlesungen in der „Wissenschaftlichen Chronik“ 
der letzten Bandę der B ib l io th e c a  M a th e m a tic a .

3) Siehe die Notizen von A. v o n  B h a u n m u h l  in der B ib l io th .  M athem . 9 2 , 
1895, S. 89—90; 112, 1897, S. 113—115; 3 3, 1902, S. 403-404.

4) Ausnahmsweise sind von N e ss e l m a n n  in Konigsberg und von P. T a n n e r y  in 
Paris Yorlesungen iiber Geschichte der Mathematik gehalten worden.
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Der erste internationale KongreB fiir Geschichte der W issenschaften, : ) 
der 1900 in Paris gehalten wurde, sprach namlich den W unsch aus, es 
mochten an den groBten franzosischen Hochschulen besondere Yorlesungen 
iiber die allgemeine Geschichte der W issenschaften eingerichtet werden, 
und die Geschichte der W issenschaften ein besonderes Priifungsfach bilden.2) 
Auf dem zweiten internationalen Kongresse fiir Geschichte der W issen
schaften in Rom 1903 wurde dieselbe Pragę noch einmal behandelt, und 
der KongreB sprach dabei den W unsch aus, es mochten an den TJniver- 
sitaten vier besondere Yorlesungen iiber Geschichte der W issenschaften 
gehalten werden, namlich 1) fiir M athematik und Astronomie, 2) fiir Physik 
und Chemie, 3) fiir Naturgeschiehte, 4) fiir Medizin, und erlaubt werden, 
sich ais Priyatdozent fiir Geschichte der W issenschaften zu habilitieren.3) 
Preilich wurde es nicht ausdriicklich gesagt, daB die ganze Geschichte 
der W issenschaften zu einem besonderen Lehrfach yereinigt werden sollte; 
im Gegenteil scheint es die Ansicht des zweiten Kongresses gewesen zu 
sein, daB es z. B. spezielle Privatdozenten fiir Geschichte der Mathematik 
und Astronomie geben konnte.4) Indessen diirfte es kaum yermieden 
werden konnen, daB die Erfiillung der W iinsche der zwei Kongresse ais 
Konseąuenz die Griindung von Professuren fiir allgemeine Geschichte der 
W issenschaften ergeben wiirde. Schon der Umstand, daB die Yersammlungen, 
auf welchen die Antrage allgemeine Zustimmung fanden, gerade den Zweck 
hatten, ein Zusammenwirken der Arbeiter auf dem Gebiete der Geschichte 
der W issenschaften anzuregen, scheint mir dafiir zu sprechen, zumal wenn 
man in Betracht zieht, daB es yiel leichter sein muB, eine Professur fiir 
allgemeine Geschichte der W issenschaften ais vier Professuren fiir die oben 
genannten besonderen Arten derselben zu bekommen.

Diese Konseąuenz kann aber m eines Erachtens fiir das wissenschaftliche 
Studium der Geschichte der M athematik gefahrlich werden. Ich will nicht 
in Abrede stellen, daB yon einem hoheren Gesichtspunkte aus die Yer- 
einigung der Geschichte der besonderen W issenschaften zu einem einzigen 
Lehrfach berechtigt werden kann, und daB die allgemeine Geschichte der 
W issenschaften etwas mehr ais nur eine Juxtaposition der Darstellung des 
historischen Yerlaufes der einzelnen Zweige umfaBt. Indessen bin ich mit

1) Ich brauche in diesem Artikel der Kurze halber das W ort „Wissenschaften” ais 
Ubersetzung des franzosischen „sciences* und des italienischen „scienze“. Richtiger 
ware natiirlich „Mathematik und Naturwissenschaften“.

2) Vgl. B ib lio th .  M ath em . 2 3, 1901, S. 142.
3) Vgl. B ib l io th .  M ath em . 4 3 , 1908, S. 280—281.
4) Ygl. P. T a n n e r y , L ’histoire des sciences au congres de Borne 1903 (Paris 1903)

S. 7: „L’abilitazione alla libera docenza possa essere concessa anche per la storia
delle scienze, secondo la divisione del 1. comma.“
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H errn P. T a n n e r y 1) dariiber einig, daB diese allgemeine Geschichte der 
Wissenschaften noch nicht so weit bearbeitet worden ist, dafi die Mehrzahl 
der Fachmanner, und noch weniger das Publikum, eine klare Vorstellung 
derselben haben kann. Aus diesem Grunde ist es zu befiirchten, daB bei 
den eYentuellen Ernennungen der Professoren fiir Geschichte der W issen
schaften es oft Yom Z ufali abhiingen wiirde, welche Forderungen an die 
Inhaber gestellt werden. Die eine Behorde konnte in Betracht ziehen, 
daB ein Gelehrter, der die Geschichte jeder einzelnen Wissenschaft ein- 
gehend behandeln will, sich vorzugsweise auf den Stand derselben im 
Altertum und im M ittelalter beschranken muB, und auf Grund dieser 
Erwagung einen Mann zum Professor ernennen, dem die Geschichte der 
modemen W issenschaft fremd ware. Eine andere Behorde konnte dasegenO O
von demselben Ausgangspunkte zu dem Resultate gelangen, daB man Yon 
dem Professor iiberhaupt keine eingehenden historischen Arbeiten fordern 
soli, sondern zum Inhaber der Professur einen Mann ernennen, der nur 
die historische Entwickelung der wissenschaftlichen Methoden mehr oder 
weniger griindlich studiert hat. Aber weder der eine noch der andereO O
wiirde ein wissenschaftliches Studium der Geschichte der Mathematik be- 
fordem konnen; im Gegenteil ware es zu befiirchten, daB der Professor zu 
einer oberflachlichenBeschaftigang mit dem Gegenstande veranlassen konnte.

Nun kann man ja einwenden, daB die ITbelstande, die moglicherweise 
mit einer noch nicht befindlichen Anordnung Yerbunden werden konnen, 
leicht iibertrieben werden, wenn man Yon vorn herein die fragliche An
ordnung nicht billigt, und daB es zu friih ist, sich hieriiber auszusprechen, 
beYor irgend eine Erfahrung vorliegt. Aber ungliicklicherweise liegt in 
W irklichkeit schon eine solche Erfahrung Yor, die die Richtigkeit meiner 
soeben auseinandergesetzten Ansicht durchaus bestatigt. Bekanntlich gibt 
es seit 1892 am „College de France" in Paris eine Professur fiir allgemeine 
Geschichte der W issenschaften, dereń erster Inhaber P ie r r e  L a f f it t e  
wurde. Ais dieser am Anfange des Jahres 1903 gestorben war, wurde 
nach langerem Zogern ais sein Nachfolger teils Herr P a u l  T a n n ery  you 
21 Stimmenden, teils Herr Ge o r g e s  W y r o u h o ff  Yon 15 Stimmenden Yor- 
geschlagen.2) W er die wissenschaftliche W irksam keit der beiden Kandidaten 
kennt, muB sofort die Ansicht bekommen, daB es sich hier um einen 
prinzipiellen M einungsunterschied unter den Stimmenden handelte. Ver- 
gleicht man namlich die Yerdienste der Herren T a nn ery  und W y r o u b o ff  
um die Geschichte der W issenschaften, so ist es durchaus unmoglich,

1) T a n n e r y , a .  a .  O . S. 7 —8 .
2 ) Siehe P. B a u d in , La chaire d'histoire generale des sciences au College de France 

(Paris 1904), S. 3.
Bibliotheca Mathematica. III. Folgę. Y. 5
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zweifelhaft z u  sein, wer vorgeschlagen werden sollte. H err T a n n e r y  ist em/ o o
selir yielseitiger, scharfsinniger und produktiver H istoriker, der auf mehr ais 
einem Gebiete ais eine anerkannte A utoritat ersten Ranges gilt, wahrend H err 
W y r o u b o ff  ein Chemiker ist, der sich nie mit eigentlichen Forschungen auf 
dem historischen Gebiete beschaftigt hat. N un wies ja  das Stim m ungsresultat 
darauf hin, daB der wirkliche Fachmann auf gerade dem Gebiete, das die 
Professur umfaBte, die Mehrzahl der. Stimmenden fiir sicb batte , und in- 
sofern konnte man hoffen, daB in diesem Falle die sonst zu befiirchtenden 
Ubelstande beseitigt waren; in dieser Hoffnung wurde man noch mehr 
befestigt, ais das „Institut de France" sich fast einstimmig zugunsten des 
Herrn T a nn ery  ausspracb. Aber gegen die Verm utung fast aller Inter- 
essierten wurde ani 29. Dezember 1903 H err W y r o u b o ff  yom franzosischen 
Unterrichtsminister zum Professor fiir Geschichte der W issenschaften am 
„College de France" ernannt, und ais Gegenstand seiner ersten Yorlesung 
hat er die moderne Evolution der physisch-chemischen Theorien gewahlt. 
Auf diese W eise ist tatsachlich fiir die Geschichte der W issenschaften 
(und ganz besonders fiir die Geschichte der M atbematik) eine schon yor- 
handene Professur verloren gegangen, und zwar gerade in einem Falle, in 
dem man die kraftigsten Griinde anzunehmen hatte, daB die Professur fiir 
ihren eigentlichen Zweck gewahrt werden konnte. Ich benutze absicbtlich 
den Ausdruck „die kraftigsten Griinde", denn H err T a n n er y  hat sich ja 
in so eminentem Grade fiir eine solche Professur m eritiert, daB sie eigentlich 
fiir seine Rechnung begriindet werden sollte, wenn sie noch nicbt ezistierte.

W enn icb bisher nur die Ubelstande heryorgehoben babe, die die 
Begriindung von Professuren fiir allgemeine Geschichte der W issenschaften 
mit sich fiihren, so bedeutet dies nicht, daB meiner Ansicht nach ahnliche 
Ubelstande in betreff einer Professur fiir Geschichte der M athematik durch- 
aus undenkbar sind. Nehmen wir an, daB es schon eine solche Professur 
gabe, und daB entweder H err P a u l  T a n n ery  oder ein anderer Mathe- 
matiker, der sicb nie mit eigentlichen historischen Forschungen beschaftigt 
ha t, ernannt werden sollte, so ist es gewiB nicht undenkbar (es wird 
immer Falle geben, in denen man befiirchten muB, daB der alte Satz: 
„stat pro ratione voluntas" zur Anwendung kom m t), aber dennoch sehr 
unwabrscheinlicb, daB dieser die Professur bekame. In  der Tat gibt es 
ja  jetzt eine sehr reichhaltige m athem atisch-historische L iteratur, und an 
yielen Universitaten werden regelmaBig Yorlesungen iiber Geschichte der 
Mathematik gehalten, so daB man in weiten Kreisen eine klare Yorstellung 
von dem Begriff dieses Lehrfaches haben muB; ein' prinzipieller Meinungs- 
unterschied in betreff der Bedeutung des Ausdruckes „Geschichte der 
M athematik" ist darum kaum denkbar, und es war gerade die Moglich- 
keit eines Meinungsunterschiedes dieser A rt, die ich oben ais den
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groBten Ubelstand hinsichtlich der Professuren fur Geschichte der Wissen- 
scłiaften herrorgehoben batte.

Icb bin also der Ansicht, daB man, um den Universitatsunterricht 
der Geschichte der Mathematik zu befordern, in erster Linie die Lehrer 
der M athematik anregen soli, Yorlesungen iiber die Geschichte ihrer 
W issenschaft zu halten; dann soli man yersuchen, an den groBten Uni- 
yersitaten besondere Lehrer, und wenn irgend moglich besondere Professoren 
fiir diesen Gegenstand zu bekommen. Das Streben, die allgemeine Ge
schichte der W issenschaften ais Lehrfach an den Universitaten einzufiihren, 
kann moglicherweise indirekt dem mathematisch - historischen Studium 
niitzlich werden, aber auf der anderen Seite darf man meines Erachtens 
nicht die Ubelstande ubersehen, die dadurch entstehen konnen.

5*



68 G . E n e s t r o m .

Kleine Mitteilungen.

Kleine Bemerkungen zur zweiten Auflage von Gantors „Vorlesungen iiber 

Geschichte der Mathematik“.
Die erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der „Vorlesungen“. 

BM =  B ib l io th e c a  M a th e m a tic a .
1 : 1 2 ,  sieh e  BM 1 3 , 1 9 0 0 ,  S. 2 6 5 .  —  1  :  1 5 ,  sieh e  BM 3 3, 1 9 0 2 ,  S. 3 2 8 .  —

1  : 2 2 ,  2 9 ,  3 4 ,  siehe BM 1 3, 1 9 0 0 ,  S. 2 6 5 — 2 6 6 .  —  1 :  3 6 ,  6 4 ,  siehe BM 3 }, 1 9 0 2 , 
S. 1 3 7 . —  1  :  1 0 3 ,  sieh e  BM 1 3, 1 9 0 0 , S. 2 6 6 .  —  1  : 1 3 5 ,  sieh e  BM 1 3 , 1 9 0 0 ,  S. 2 6 6 ;  
3 j, 1 9 0 2 ,  S. 1 3 7 . —  1 :  1 4 4 ,  1 5 5 ,  1 6 9 ,  1 7 1 ,  sieh e  BM 3 3, 1 9 0 2 ,  S. 1 3 7 — 1 3 8 . —  
1 : 1 9 0 ,  siehe BM 1 3, 1 9 0 0 ,  S. 2 6 6 .  —  1 : 1 9 5 ,  s ieh e  BM 3 3, 1 9 0 2 ,  S. 5 6 .  —  1 :  1 9 7 ,  
2 0 2 ,  siehe BM 1 3, 1 9 0 0 , S. 2 6 6 .  —  1  : 2 0 7 ,  sieh e  BM 4 3, 1 9 0 3 ,  S. 2 8 3 .  —  1 : 2 2 5 ,  
2 3 4 ,  siehe BM 3 3, 1 9 0 2 ,  S. 1 3 8 . —  1 : 2 5 5 ,  sieh e  BM 3 3, 1 9 0 2 ,  S. 2 3 8 .  —  1 : 2 7 2 ,  
sieh e  BM 4 3, 1 9 0 3 ,  S. 3 9 6 . —  1  : 2 8 3 ,  sieh e  BM 1 3 , 1 9 0 0 ,  S. 4 9 9 .  —  1 :  2 S 4 ,  3 2 1 ,  
siehe BM 1 3 , 1900, S. 266-267. —  1  :  3 7 0 ,  siehe BM 1 3, 1900, S. 319. —  1  : 3 8 3 ,  
siehe BM 1 3, 1900, S. 267. —  1 :  3 9 5 ,  siehe BM 33, 1 9 0 2 ,  S. 323. —  1 :  4 0 0 ,  siehe 
BM 1 3 , 1900, S. 267. —  1 : 4 2 9 ,  siehe BM 33, 1 9 0 2 , S. 324. —  1 : 4 3 2 ,  siehe BM 1 3,
1900, S. 267. —  1  : 4 3 4 — 4 3 5 ,  siehe BM 4 3, 1903, S. 396-397. —  1 :  4 3 6 ,  siehe BM 33,
1 9 0 2 , S. 1 3 8 .  —  1 : 4 3 7 ,  4 4 0 ,  siehe BM 1 3 , 1900, S. 267. —  1  : 4 5 7 ,  siehe BM 33,
1902, S. 238. — 1 :  463, siehe BM 3 3, 1902, S. 139, 324. — 1 :  466, siehe BM 4 3,
1903, S. 397. — 1 :467, 469, siehe BM 1 3, 1900, S. 267. — 1 :4 7 5 , siehe BM 13,
1900, S. 267—268; 3 3, 1902, S. 139; 4 3, 1903, S. 283. — 1 :4 7 6 , siehe BM 13, 1900,
S. 268.

1 : 508. In Y. R o s e s  neuer Ausgabe von V it r u v iu s  ist der Test in betreff
des Durchmessers des von Herrn C a n t o r  erwahnten Rades berichtigt; statt 4

ist 4-jt- zu lesen, so dafi der Naherungswert von n  nicht 3̂ - sondern = 3

wird (yergl. W. S c h m id t , B ib lio th . M athem . 1 3, 1900, S . 299).
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2  : 7, siehe BM 2 3, 1901, S. 351. — 2 : 8 ,  10, siehe BM 13, 1900, S. 501—502.
— 2 : 1 4 —15, siehe BM 2 3, 1901, S. 144. — 2 :2 0 ,  siehe BM 13, 1900, S. 502; 3 3,
1902, S. 239. — 2  :25, siehe BM 13, 1900, S. 274. — 2 :3 1 ,  siehe BM 2 3, 1901,
S. 351—352; 3 3, 1902, S. 2 3 9 -2 4 0 . — 2 : 3 4 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 144. —  2  : 37, 
s ieh e  BM 13, 1900, S. 502. — 2 :3 8 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 352. — 2 :3 9 ,  siehe  
BM 13, 1900, S. 502. — 2  : 41, 57, siehe BM 2 3, 1901, S. 352. — 2  : 59, sieh e  BM 13, 
1900, S. 502. — 2  : 03, siehe BM 4 3, 1903, S. 206. — 2  : 70, siehe BM 13, 1900, . 
S. 417. — 2  :7 3 , 82, 87, 88,  89, 90, 92, siehe BM 1 3 , 1900, S. 502—503. —  
2 :9 7 ,  sieh e  BM 3 3, 1902, S. 406. — 2 :9 8 ,  siehe BM 13, 1900, S. 269—270. — 
2 :1 0 0 ,  sieh e  BM 3 3. 1902, S. 140. — 2 :1 0 1 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 325. — 
2 :1 0 4 —105, siehe BM 13, 1900, S. 503; 4 3, 1903, S. 397—398. — 2 :  111, siehe  
BM 2 3, 1901, S. 352. —  2  : 110, siehe BM 3 3, 1902, S. 406. —  2 : 122, siehe BM 1 3, 
1900, S. 503—504. — 2  : 126, 127, siehe BM 3 3, 1902, S. 406. —  2  : 128, siehe BM 13. 
1900, S. 504. — 2  :132, siehe BM 13, 1900, S. 515—516. — 2 :1 4 3 , siehe BM 13, 
1900, S. 504. — 2  : 157, 158, sieh e  BM 2 3, 1901, S. 352. — 2  :163, 166, siehe BM 13,
1900, S. 504. — 2 :1 7 5 , siehe BM 3 3, 1902, S. 140. — 2 :2 1 0 , siehe BM 2 3, 1901,
S. 352—353. — 2 :2 1 8 , siehe BM 4 3, 1903, S. 284. — 2 :2 1 9 , siehe BM 2 3, 1901,
S. 353. — 2  : 229, 242, 243, siehe BM 13, 1900, S. 504—505. — 2  : 253, siehe BM 2 3,
1901, S. 353. — 2 :  273, siehe BM 13, 1900, S. 505. — 2 :2 7 4 , siehe BM 3 3, 1902,
S. 325. — 2 :282, 283, siehe BM 13, 1900, S. 506; 2 3, 1901, S. 353—354. — 2 : 284, 
286, 287, 289, 290, 291, siehe BM 13, 1900, S. 506—507. — 2 :296, siehe BM 2 3,
1901, S. 354. — 2  :313, siehe BM l 3, 1900, S. 507.

2 : 317. Die Angabe, dafi bei V i t r u v i u s  ein mai der Naherungswert 3 | 
fiir 7t vorkommt, ist unter Bezugnahme auf die Bemerkung zu 1: 508 (oben 
S. 68) zu berichtigen.

2 : 3 2 8 ,  siehe BM 33, 1 9 0 2 ,  S. 1 4 0 ;  43, 1 9 0 3 , S. 2 8 5 .  —  2 : 3 3 4 ,  siehe BM 13, 
1 9 0 0 ,  S. 5 0 7 .  —  2 : 3 5 3 ,  siehe BM 1 3, 1 9 0 0 , S. 5 0 7 ;  43, 1 9 0 3 ,  S. 8 7 . —  2 : 3 5 8 ,  3 6 0 ,  
siehe BM 4 3,  1 9 0 3 ,  S. 8 7 .  —  2 : 3 8 1 ,  siehe BM 1 3 , 1 9 0 0 , S. 5 0 7 .  —  2 : 3 8 5 ,  siehe 
BM 33, 1 9 0 2 ,  S. 8 1 ;  43, 1 9 0 3 ,  S. 2 0 7 .  — 2 : 3 8 6 ,  3 9 5 ,  4 0 1 ,  4 0 5 ,  4 2 5 ,  siehe BM 13, 
1 9 0 0 ,  S. 5 0 7 — 5 0 8 . —  2 : 4 3 0 ,  siehe BM 23, 1 9 0 1 ,  S. 1 4 5 . —  2 : 4 4 0 ,  siehe BM 43, 1 9 0 3 , 
S. 2 8 5 .  —  2 : 4 4 2 ,  siehe BM 33, 1 9 0 2 ,  S. 3 2 5 .  —  2 : 4 4 9 ,  siehe BM 33, 1 9 0 2 , S. 1 4 0 . —
2 : 4 5 4 ,  siehe BM 33, 1 9 0 2 , S. 2 4 2 .  —  2 : 4 7 4 ,  4 8 0 ,  siehe BM 33, 1 9 0 2 ,  S. 1 4 0 — 1 4 1 . —
2  : 481, siehe BM13, 1900, S. 508. — 2  : 482, siehe BM 1 3, 1900, S .508; 2 3, 1901, S.354; 
3 3, 1902, S. 240. — 2 :4 8 4 , siehe BM 3 3, 1902, S. 141. — 2 :486 , 489, 490, siehe BM13, 
1900, S. 509. — 2  : 497, siehe BM 1 3, 1900, S. 509; 4 3, 1903, S. 87. — 2  : 509, siehe BM 13,
1900, S. 270, 509. — 2 :510 , siehe BM 13, 1900, S. 509. — 2:512 , siehe BM 3 3, 1902, S. 141.
— 2 :5 1 4 , 516, 517, siehe BM 13, 1900, S. 509. — 2 :5 3 0 , siehe BM 2 3, 1901, S. 354 
—355; 3 3, 1902, S. 141. — 2  : 532, 535, 541, 548, 549, siehe BM 13, 1900, S. 509—510.
— 2  : 550, siehe BM 2 3, 1901, S. 355. — 2  : 554, siehe BM 1 3, 1900, S. 510. — 2  : 555, 
565, 567, 568, siehe BM 4 3, 1903, S. 285—286. — 2 :5 6 9 , siehe BM 13, 1900, S. 510.
— 2 :5 7 2 —573, siehe BM 1 3, 1900, S. 510; 3 3, 1902, S. 141. — 2  : 576, siehe BM 2 3,
1901, S. 355—356. — 2 :579 , siehe BM 2 3, 1901, S. 145. — 2  : 580—581, siehe BM 43,
1903, S. 207. — 2 :5 8 2 , siehe BM 13, 1900, S. 510. — 2 :5 8 3 , siehe BM 13, 1900, 
S. 270; 2 3, 1901, S. 356.

2 : 585. Herr C a n t o r  macht darauf aufmerksam,• dafi V ii':te  fiir die 
Dreiteilung eines Winkels dieselbe Konstruktion angibt, die sich in einer dem 
A r c h im e d e s  zugescliriebenen arabisclien Schrift findet, welche Schrift aber erst 
nach Y i e t e s  Tode in lateinischer Ubersetzung veroft'entlicht wurde. Dann fiigt 
Herr C a n t o r  hinzu: „daraus geht hervor, dafi die Dreiteilung des Winkels, 
welche Y i e t a  lehrte, kein Anlehen bei einem alten Schriftsteller, sondern selbst- 
standige Nacherfindung war“. Diese Schlufifolge ist indessen nur dann berechtigt, 
wenn es bestatigt wird, dafi die fragliche Konstruktion von keinem abend- 
landisclien Mathematiker vor 1593 gelehrt wurde, und soviel ich weifi, sind
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noch keine eingehenden Untersuchungen iiber diese Frage angestellt worden. 
An sich ist es ja gar nicht unwahrscheinlich, dafi diese K onstruktion, die be- 
kanntlich den arabischen Mathematikern gelaufig w ar, durch eine U bersetzung  
oder Bearbeitung aus dem Arabischen im  Abendlande bekannt, und von einem  
Mathematiker des 16. Jahrhunderts in einer gedruckten Schrift erwahnt 
worden ist.

Aber angenomman, dafi die angedeuteten Untersuchungen w irklich ein 
negatives Eesultat ergeben wiirden, so scheint mir dennoch die Schlufifolge des 
Herrn C a n t o r  nur bis zu einem gewifien Grade berechtigt. In der Tat hat 
er selbst S. 82  hervorgehoben, dafi die bei J o r d a n u s  N e m o r a r iu s  vorkommende, 
yon den drei Brudern entlehnte W inkeldreiteilung im  Grundgedanken m it dem 
8 . Lemma des A r c h im e d e s  nahe verwandt ist , und S. 105  angegeben, dafi 
gerade dies Verfahren des J o r d a n u s  in einem A n h a n g e  zum 4. Buche der  
RATDOLTsehen EuKLiD-Ausgabe von 1 4 8 2  gelehrt wird. A ber d ieser  A n h a n g  
findet sich auch in vielen folgenden E u k l id - A usgaben , und dem V i ż t e  kann 
das Verfahren kaum unbekannt gewesen sein. Nun g ib t C h a s l e s  (siehe ćre- 
schichte der Geometrie, iibertr. durch L . A. S o b n c k e , S. 5 9 7 ) ganz bestimmt 
ais Prinzip des Verfahrens die A R cm M E D ische Konstruktion an, und wenn 
dies richtig ist, ware es wohl mehr angebracht V i ż t e s  W inkeldreiteilung eine 
w enig wesentliche Modifikation eines schon vor ihm  allgem ein bekannten Yer- 
fahrens zu nennen. 6 .  E n e s t r o m .

2 : 5 9 2 ,  sieh e  BM 23, 1901, S. 146. — 2 :594 , siehe BM 13, 1900, S. 270. — 
2 : 597, siehe BM 13) 1900, S. 270; 23, 1901, S. 146. — 2 : 5 9 9 —600, siehe  
BM 23, 1901, S. 146. — 2 : 6 0 2 ,  603—604, sieh e  BM 1 3, 1900, S. 270—271 — 
2 : 6 1 1 ,  siehe BM 23, 1901, S. 356—357. — 2 : 612, sieh e  BM 13, 1900, S 277- 
23, 1901, S. 146. — 2 : 613, siehe BM 23, 1901, S. 357. — 2 : 614, 620, sieh e  BM 3, 
1902, S. 141. — 2 : 621, 623, siehe BM 13, 1900, S. 277; 23, 1901, S. 1 4 6 -1 4 7 . — 
2:638, sieh e  BM 23, 1901, S. 147. — 2 : 6 4 2 ,  643, siehe BM 13, 1900, S. 271. — 
2 : 655, siehe BM 23, 1901, S. 357. — 2 : 656, sieh e  BM 4 3, 1903, S. 286. — 2 : 659, 
660, siehe BM 2 3, 1901, S. 147—148. — 2  : 665, siehe BM 13, 1900, S. 271. — 2  : 674, 
siehe BM 4'). 1903. S. 88. — 2 : 6 8 3 .  siehe RM 1901 S 148 __ o  .

33, 1902, S. 142. — 2  : 746, siehe BM 13, 1900, S. 273. — 2 : 7 4 7 ,  siehe BM
1900, S. 173; 2 3, 1901, S. 225. — 2 :  749, siehe BM 4 3, 1903, S. 88. — 2  : 76<;! 
siehe BM 33, 1902, S. 142. — 2  : 767, siehe BM 2 3, 1901, S. 148, 357—358 —
2  : 770, siehe BM 43, 1903, S. 208. — 2 :  772, 775, siehe BM 2 3 , 1901, S. 358
—359. — 2 :  777, siehe BM 2 3, 1901, S. 148; 33, 1902, S. 204. — 2  : 783, siehe 
BM 2 8, 1901, S. 359; 43, 1903, S. 8 8 -8 9 . -  2 : 7 8 4 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 148 -
2  : 802, siehe BM 43, 1903, S. 208. — 2  : 812, siehe BM 4 3, 1903, S. 37. — 2 :  820, 
825, 840, siehe BM 2 3, 1901, S. 148— 149. — 2  : 843, siehe BM 33, 1902, S. 328.
— 2 : 8 5 6 ,  865 , siehe BM 2 3, 1901, S. 149. — 2 : 8 7 6 ,  878 , 879 , siehe BM 13,
1900, S. 511. — 2 : 8 9 1 ,  siehe BM 13, 1900, S. 273. — 2 : 8 9 8 ,  siehe BM 4 3,

® ■ ^01, siehe BM 13, 1900, S. 511. — 2 :  T III (Yorwort), siehe 
BM 33, 1902, S. 142. — 2 :  IX , X  (Yorwort), siehe BM 13, 1900, S. 511— 512.
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3 : 1 2 3 ,  siehe BM 13, 1900, S. 513; 43, 1903, S. 399. — 3 :1 2 4 , siehe BM 3 3, 1902, 
S. 407—408; 4 S, 1903, S. 400. — 3  :126, siehe BM 43, 1903, S. 288. — 3 : 1 3 1 ,  siehe 
BM 43, 1903, S. 210. — 3 : 1 5 1 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 326. — 3 : 1 6 7 ,  172—173, 
siehe BM 43, 1903, S. 400. — 3 :1 7 4 , siehe BM * 3, 1901, S. 149—150. — 3  : 183, 
siehe BM 13, 1900, S. 432. — 3  :188, siehe BM 3 3, 1902, S. 241. — 3  :201, siehe 
BM 13 , 1900, S. 513. — 3  :207, siehe BM 13, 1900, S. 519. — 3 :2 1 5 , siehe B M 23,
1901, S. 150. — 3  :218, siehe BM 1 3, 1900, S. 513. — 3  :220 , siehe BM 3 3, 1902, 
S. 326. — 3  : 224, siehe BM 13, 1900, S. 514. — 3 :  225, 228, siehe BM 3S, 1901,
S. 150. — 3 : 2 3 2 ,  siehe BM 13, 1900, S. 514. — 3 : 2 4 6 ,  siehe BM 13, 1900, S. 514; 
» 3. 1901, S. 151. — 3 :2 5 0 ,  siehe BM 13, 1900, S. 514. — 3 : 3 0 3 ,  siehe BM » 3,
1901, S. 155. — 3 : 330—331, siehe BM 33, 1902, S. 241—242. — 3 : 447, 455, siehe 
BM » 3, 1901, S. 151. — 3 : 473, siehe BM 2 3, 1901, S. 154—155; 4), 1903, S. 401. —
3 : 477, 479, siehe BM 2 3, 1901, S. 151—152.

3 : 5 0 7 .  Ais Erscheinungsjahr der vier Bandę der Opera omnia von 
J o h a n n  B e r n o u l l i  gibt Herr C a n t o r  1 7 4 2  an, und diese Angabe ist insofern 
richtig, ais alle vier Bandę auf dem Titelblatt 17 4 2  ais Druckjahr tragen. 
Da aber das Yorwort des Herausgebers am Anfange des ersten Bandes vom  
1. Marz 17 4 3  datiert ist, so folgt schon daraus, dali das richtige Erscheinungs
jahr nicht 17 4 2  sondern 1 7 4 3  ist. Ubrigens geht aus einem Passus eines von 
F u ss (Correspondance mathematiąue et physiąue de ąueląues celebr es geometres du 
X V I I I ime siecle, tome II, p. 511 ) yeroffentlichten Briefes von D a n ie l  B e r 
n o u l l i  an E u l e r  hervor, daB der vierte Band am Ende des Jakres 1 7 4 2  noch 
nicht fertig war. D a n i e l  B e r n o u l l i  schreibt namlich am 12. Dezember 1 7 4 2 :  
„Sonsten werden meines Vaters sammtliche opera in Lausanne in vier tom is in 
4 0 gedruckt. Es wird eine uberaus schone Edition seyn , und wird solche in
4 oder 5 Monaten ganz fertig  seyn , indem allbereits 3 tom i yollig  gedruckt
sin d “. Der vierte Band kann also jedenfalls nicht vor April 1 7 4 3  erschienen
sein. In diesem Bandę gibt es ubrigens eine Datierung, die nicht nur inkorrekt, 
sondern wesentlich irreleitend ist, und welche ich darum hier erwahne, obgleich  
es sich nicht um eine Abhandlung der reinen Mathematik handelt, sondern um  
die „H ydraulica“ (S. 3 8 7 — 488). Der Titel dieser Abhandlung lautet: „Hy- 
draulica. Nunc primum detecta ac demonstrata directe ex fundamentis pure 
mechanicis. Anno 1 7 3 2 “, aber sie besteht aus zwei Teilen, von denen der
erste am 7. Marz 1 7 3 9  der Petersburger Akademie der W issenschaften iiber- 
reicht wurde, und der zweite zuerst am 31. A ugust 1 7 4 0  fertig  war (vgl. 
B ib l io t h .  M a th em . *2 3 , 1 9 0 1 , S. 447 ) —  der B rief von E u l e r ,  dessen 
Anfang ais Einleitung zur Abhandlung dient, ist vom 18 . Oktober 1 7 4 0 , was 
freilich die Opera omnia yerschweigen. Ich sagte soeben, dafi die Datierung  
nicht nur inkorrekt, sondern auch wesentlich irreleitend ist; in der Tat be- 
komm t der Leser dadurch die unrichtige V orstellung, J o h a n n  B e r n o u l l i
sei schon im Jahre 1 7 3 2  im Besitze yieler der Satze, die D a n ie l  B e r n o u l l i  
1 7 3 8  in seiner Hydrodynamica yeroffentlichte (vgl. F u ss , a. a. O. S. 530 ), 
gewesen.

Beilaufig bemerke ich, dafi in dem oben zitierten Briefe von D a n i e l  B e r 
n o u l l i  an E u l e r  (siehe F u ss , a. a. O. S. 5 1 0 ) folgender Passus vorkommt: 
„Ich habe auch dieses Alles meinem Bruder, scriptorum paternorum editori, 
dem onstrirt”, und daB man hieraus folgern konnte, J o h a n n  II. B e r n o u l l i  sei Mit- 
herausgeber der Opera omnia gewesen (vgl. P . M e r ia n ,  Die MathemałiJcer 
B e r n o u l l i ,  Basel 1 8 6 0 , S. 31 , 49). Indessen is t  es m oglich, daB sich diese
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W orte des D a n i e l  B e r n o u l l i  nicht auf die Opera omnia, sondern nur auf 
d ie  in  den C o m m e n ta r ii  der Petersburger Akademie yeroffentlichten Ab- 
handlungen beziehen. G. E n e s t r o m .

3 :5 2 1 ,  siebe BM 2 3, 1901, S. 441. — 3 : 5 3 5 ,  siehe BM 43, 1903, S. 401. — 
3 : 5 6 5 ,  571, siehe BM 3 3, 1902, S. 326—327.

3  : 571 . Einen w eiteren, freilich nicht sehr bedeutenden Schritt in das 
Gebiet der Maxima und Minima yon beliebig yielen unabbangigen Verander- 
lichen machte M a c la u r in  etwas spater in seinem Treatise of fluxions (1 7 4 2 ). 
Dort bewies er namlich (Art. 92 0 , 921 ), dafi das Produkt

x y nz m ............  (x Ą- y  -\- z  - { - . . . .  =  &)
ein Maximum wird, wenn

x  __ y z
1 n m

ist, und daB ebenso das Produkt

sinm#  • sin łt«/ • sin ’"#- s in sv . . . .  (x Ą- y -\- z -\- v =  k)
ein Maximum wird, wenn

tg  a  _  tg y  _  tg £  _  tg  v _  
m n r s

G. E n e s t r o m .

3 : 578, siehe BM 33, 1902, S. 327. — 3 : 614, siebe BM 4 3, 1903, S. 89—90. —
3 : 6 3 6 -6 3 7 , siehe BM 2 3, 1901, S. 441. — 3 : 652, siehe BM 2 3, 1901, S. 446. —
3 :660 , 667, 689, 695, siehe BM 2 3, 1901, S. 441—442. — 3 : 750, 758, 760, 766, 
siehe BM 23, 1901, S. 446—447. — 3 :  774, 798, siehe BM 2 3, 1901, S. 442—443. —  
3 : 8 4 5 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 447; 3 3, 1902, S. 327—328. — 3 : 8 4 8 ,  881, siehe 
BM » 3, 1901, S. 443. — 3  : 882, siehe BM 2 3, 1901, S. 447. — 3 : 890, siehe BM 43,
1903, S. 401. — 3 : 8 9 2 ,  siehe BM 33, 1902, S. 143. — 3 : IV (Vorwort), siehe 
BM 2 3, 1901, S. 443.

Anfragen und Antworten.

115. P a sc a l u n d  d e r  b in o m is c h e  L e h r sa tz  f i i r  n ic h t  g a n z z a h lig e  
E x p o n e n te n . Im yierten Bandę seiner Opera omnia hat J o h a n n  B e r n o u l l i  
(S. 169  192) „Remarąues sur le livre in titu le Analyse des infiniment petits,
comprenant le calcul integral, dans tout son etendue etc. par M. S t o n e “ ver-
oflentlicht. D ort findet sich (S. 173) in betreif der Binom ialreihe fiir einen 
beliebigen Exponenten folgende Bemerkung: „Nous avous trouyś ce thóoróme, 
aussi bien que Mr. N e w t o n ,  d’une manifere plus simple que la sienne. Feu
Mr. P a s c a l  a ete le premier qui l’a in ven tee“. Der erste Teil dieser B e
merkung bezieht sich selbstyerstandlich auf die 48 . Lektion der „Lectiones 
mathematicae de methodo integralium , aliisque“ (Opera omnia III, S. 5 2 2 — 525), 
wo J o h a n n  B e r n o u l l i  den binomischen Lehrsatz fiir einen beliebigen Exponenten
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angegeben bat. Dagegen ist es schwierig zu yerstehen, wie die W orte: ,,feu 
M. P a s c a l  a ete le premier qui l ’a inventee“ yerstanden werden sollen. Zwar 
hat P a s c a l  die allgem eine Formel fiir die Herstellung der Zahlen, die in der 
Binomialreihe ais Koeffizienten vorkommen, aufgestellt, aber teils hat J o h a n n  
B e r n o u l l i  selbst (siehe Opera omnia I ,  S. 460) hervorgehoben, daB P a s c a l  
diese figurierten Zahlen nicht m it der Binomialreihe in Verbindung gebracht 
hatte, teils habe ich in P a s c a l s  Schriften keine Stelle auffinden konnen, wo 
eine Binom ialreihe m it nicht ganzzahligen Exponenten auch nur angedeutet ist.

Hat man irgend einen Grund anzunehmen, daB J o h a n n  B e r n o u l l i  eine 
jetzt Yerlorene oder wenigstens bisber ungedruckte Scbrift von P a s c a l  gekannt 
hat, worin die fragliche Form el yorkam? G. E n e s tr o m .

A n tw o r t  a u f  d ie  A n fr a g e  114 iib e r  d ie  G e sc h ic h te  d es  T e r m e s  
„ T o r s io n “ . S a in t  - V e n a n t  fiihrt in seinem Memoire sur les lignes courbes 
non planes (J o u r n . ec. p o ly t .  T. 18 [Cah. 30], 1 8 4 5 , S. 55) die Bezeichnung 
„Torsion“ auf L. L. V a l l ź e  zuriick, der in seinem Traite de geometrie descrip- 
tive, 1819 , ch. III, nos 671 , 6 7 3  diese Bezeichnung vorgeschlagen habe. In 
der mir yorliegenden zweiten A uflage dieses Werks vom Jahr 18 2 5  findet sich 
die Bezeichnung „torsion“ und „angle de torsion“ in Nr. 774  (S . 2 9 5 ), eine 
Begrundung dieser Bezeichnung in der Note zu Nr. 776  (auf S. 2 9 6  u. 297). 
Y a l l ź e  schlagt auch den Ausdruck ,,courbes gauches“ statt „courbes a double 
courbure“ vor (S . 295). S a in t - Y e n a n t  beanstandet die Bezeichnungen „flexion“ 
fiir die 1., „torsion“, „seconde courbure“ fiir die 2 . Kriimmung und schlagt fiir 
die erste Kriimmung „courbure“, fiir die zweite „cambrure" vor (1. c. S. 54 —  62 ).

Stuttgart. E. R a t h .
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Rezensionen,
A. VOn Braumntthl. V o r le su n g en  iib er  G esch ich te  d er  T rigon om etrie .

Zweiter Teil. Yon der Erfindung der Logarithm en bis auf die Gegenwart.
Leipzig, Teubner 1 9 0 3 . X I -J- 2 6 4  S. 8 °. Mark 10.

Der erste Band der Vorlesungen v . B r a u n m u h ls  iiber Geschichte der Trigono
metrie erschien 1 9 0 0 , und man erwartete seitdem  m it gespanntem  Interesse 
den nun vorliegenden zweiten Band. Bei einer fluchtigen D urchsicht dieses 
letzteren schon wird man den Eindruck gewinnen, daB die seit 1 9 0 0  verflossenen 
drei Jahre kaum dem Yerfasser dazu geniigt haben wurden, das ungem ein umfang- 
reiche Materiał in  der A rt, wie es bier geschehen ist, zu bew altigen und zu 
sichten; es m ag w ohl schon beim  Erscheinen des ersten Bandes vieles fiir den
zweiten vorbereitet gewesen sein. Yon vornherein war es klar, daB hier noch
ganz andere Schwierigkeiten zu iiberwinden sein mufiten, ais beim ersten Teil. 
Zunachst erstreckten sich die Vorarbeiten groBeren Umfanges, w ie etwa C a n to r s  
grofies W erk, nur bis ungefahr in die Mitte des 18. Jahrhunderts. W as dariiber 
hinaus reicht, d. h. die zweite Halfte des vorliegenden Bandes, muBte nicht nur 
ganz in Einzelnen aus der iiberaus reichen Literatur besonders des 19 . Jahr
hunderts zusammengesucht werden, sondern es waren hier auch die Gesichts- 
punkte, die fiir die Entwickelung mafigebend sind, und nach denen eine Ordnung 
des Materials zu erfolgen hatte, erst aufzustellen. Gerade dies wird bei einer 
Geschichte der Trigonom etrie durch einen im iibrigen giinstigen Umstand er- 
schwert. Da namlich bei ihr das praktische Form elgebaude schon vor 1 8 0 0  im 
wesentlichen fest stand, so besteht die weitere Fortentw ickelung in einem Ausbau 
des Vorhandenen nach sehr verschiedenen, and divergierenden R ichtungen hin, 
ohne daB doch dabei Resultate von umwalzender, und deshalb durchaus charak- 
teristischer Bedeutung auftreten. Es handelt sich m eist auBer um  K ritik und
um  Yerallgemeinerungen speziell auch um  neue Auffassungen des schon Be-
kannten, durch welche Beziehungen zu anderen Zweigen der mathematischen W issen
schaften gewonnen werden. Ein einheitlicher Gesichtspunkt fiir die Entwickelung  
ist hier, im Vergleiche m it anderen Gebieten der Mathematik, schwerer, oder kaum 
aufzustellen; andererseits auch eine Abgrenzung des behandelten Stoffes nur 
indiyiduell zu treffen, und deshalb stets Einwanden ausgesetzt.

Dazu kommt noch eine andere Schwierigkeit, die ganz allgem ein eine aus- 
fiihrliche D arstellung der Geschichte der Mathematik bis in die Gegenwart hinein 
zu einer nahezu kaum lósbaren Aufgabe m acht —  wenn sie allerdings auch gerade 
bei der Geschichte der Trigonom etrie nicht ganz so stark in Betracht kommt. 
Die Methoden, dereń sich die M athematik bis zum Ende des 17 ., ja  des 18. 
Jahrhunderts bediente, sind dem durchschnittlichen M athematiker heutzutage im  
ganzen bekannt und gelaufig; aucb die damals gewonnenen R esultate gehoren
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der Hauptsache nach zum Bestande seiner Kenntnisse. F iir die spezialisierteren 
und zahlreicheren Arbeiten insbesondere des 19. Jahrhunderts g ilt dies ganz 
und gar nicht mehr. Sobald es sich hier also um eine ins einzelne gehende 
historische Darstellung handelt, die mehr ais eine Charakteristik der grofien 
wissenschaftlichen Stromungen und Gesamtresultate geben soli, ist der M ittelweg  
zwischen einem Literaturverzeichnis und einer yollstandigen Enzyklopadie des 
betrefFenden W issenszweiges nicht leicht zu finden. Anders gesagt, es ist schwer, 
die einzelnen Momente des Fortscbrittes der W issenschaft auch dem der Spezia- 
litat ferner stehenden Leser zum wirklichen Yerstandnis zu bringen, ohne ihn 
mehr, ais unbedingt ntitig , m it den Details zu ermiiden, und ohne den zur 
Verfugung stehenden knappen Raum zu iiberschreiten. DaB dies im vorliegenden  
W erke im grofien und ganzen gelungen ist (man sehe z. B. den Bericht iiber 
die Untersuchungen yon M ó b iu s  und die daran ankniipfenden, etc.), betrachten 
wir ais einen der bedeutsamsten Yorziige desselben; daB dabei fiir manche 
schwierigere Untersuchungen, die an der Grenze des behandelten Gebietes liegen  
(wie die iiber die Transzendenz von n) nur die einschlagigen Arbeiten und ihre 
Resultate ohne Darlegung ihrer Methoden angegeben sind, war nicht zu umgehen.

Durchblattern w ir den Band, um einen Uberblick iiber den Inhalt zu ge- 
winnen, so finden w ir zunachst die Geschichte der Erfindung der Logarithmen  
u n d  der sich daran ankniipfenden Umformungen der trigonometrischen Formeln, 
die man von nun an, anstatt durch Summen, durch Produkte und Quotienten 
darzustellen bemiiht war. D ie Beziehung der B uR G ischen  wie der NEPERSchen 
Logarithmen zu den natiirlichen wird ais eine sehr lose erkannt, insofern sie 
bloB besagt, daB zwei aufeinander bezogene Reihen, von dereń die eine in 
geometrischer, die andere in arithm etischer F olgę fortschreitet, durch geeignete 
Diyision auf die Formen (1 - |-  s)n und ±  en gebracht werden kann, was fiir

kleine £ der angenaheiten Basis e ~ ^  entspricht. W eiter heryorgehoben wird 
dann die geistreiche, yon N e p e r  einwandfrei b ew iesen e, spater von L a m b e r t  
genau ebenso wieder aufgenommene Beziehung der zirkularen Stiicke eines recht- 
w inklig spharischen D reiecks, die neuerdings auf eine gruppentheoretische 
Deutung gefiihrt hat. Endlich wird ein Bericht iiber die damals erschienenen 
Tafelwerke gegeben, und auf die dabei yerwendeten genialen neuen Differenzen- 
methoden kurz hingewiesen. In den folgenden beiden Kapiteln wird zunachst 
eine Ubersicht der trigonometrischen Lehrbiicher des 17 . Jahrhunderts gegeben, 
wobei aufier den durch Einfiihrung der Logarithm en direkt bedingten Ande- 
rungen gegeniiber der friiheren Darstellung noch die erste Benutzung von Hilfs- 
winkeln erwahnenswert ist. Es folgen die Methoden zur Berechnung kleiner 
W inkel aus ihren Sehnen und Sinus, w ie sie H u y g e n s  in  so geistreicher W eise 
entwickelte, und die Uberholung dieser Methoden durch die der neu erfundenen 
Differential- und Integralrechnung besonders auf dem Gebiete der Reihenlehre. 
Die Bemiihungen um goniometrische Formeln fiir sinus und cosinus der Vielfachen 
eines W inkels fiihrten zur Entdeckung des M oiyR ESchen Satzes, dessen Bedeutung  
im Sinne der Einfiihrung des Rechnens m it imaginaren Grofien allerdings w eit 
iiber die Grenzen der Trigonom etrie hinausgriff. Ebenfalls in die ersten Jahr- 
zehnte des 18. Jahrhunderts fallen D e  L a g n y s  goniometrische Untersuchungen, 
die ihn iiber J. G r e g o r y s  Behauptung der U nm oglichkeit der Kreisąuadratur 
hinaus zu der sehr einsichtig formulierten Behauptung der Unm oglichkeit des 
rationalen Zusammenhanges zwischen Bogen und Tangente fiihrten. Freilich  
ist sein Beweis nicht minder triigerisch, ais es der G r e g o r y s  gewesen war.
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Das Ende des dritten Kapitels b ildet wieder eine Besprechung der bis zu E u l e r s  
Arbeiten im 18. Jahrbundert erschienenen Lehrbiicher der T rigonom etrie, von 
denen besonders dasjenige von F r .  W . v o n  O p p e l  iiber die W iederholung des 
langst Bekannten hinausgeht.

Das yierte Kapitel ist ganz der yielseitigen  T atigkeit E u l e r s  gewidm et. 
Sie war ebenso bahnbrechend in A ufstellung neuer, an Eleganz w ie an Menge 
uniibertroffener, Form eln fur numerisclie Berechnungen, w ie fiir die Einfiibrung  
einer definitiven Bezeichnungs- und Schreibweise bei trigonom etrischen Grofien 
und Figuren. Moclite die N otw endigkeit solcher Bezeichnungen und Abkiirzungen  
seit G ir a r d  sich geltend machen, und mochten von O u g h t r e d  bis F r .  O h. M a ie r  
und O p p e l  die Bem iihungen, ein konseąuentes und praktisches System  fiir sie 
zu gewinnen, nicht aussetzen, es blieb dem praktischen Genie E u l e r s  vorbehalten, 
der Bezeichnung Eingang zu yerschaffen, die uns jetzt ais selbstverstandlich er- 
scheint, und die sofort zu einer Ubersichtlichkeit der Form eln fiihrte, die eine 
gute Illustration zu der bekannten These von O le b s c h  bildet: „ Maximum iu
mathesi est ratio designandi“. Und ebenso w ie E u l e r  die Behandlung der trigono
metrischen Funktionen ais Verhaltnisse, und ihr Zeichen in den yerschiedenen  
Quadranten gah, so ging er andererseits nach der R ichtung der Yerallgem einerung  
der Vorstellungen der Trigonom etrie fiir andere Flachen ais die K ugel ais 
erster voran.

Seit E u l e r s  Zeit ist die Trigonom etrie im  a lten , elementaren Sinne im 
wesentlichen ais dem Inhalte und den Resultaten nach yollendet zu betrachten; 
es treten von nun an Bestrebungen in den Yordergrund, einerseits das ge- 
wonnene Instrum ent fiir spezielle Anforderungen der Praxis noch geschmeidiger 
zu machen —  hierher gehort die Um form ung der Form eln zur Berechnung 
kleiner W inkel, die A ufstellung der Differentialbeziehungen bei Anderung eines 
Stiickes, die Ersetzung eines kleinen spharischen Dreiecks durch ein ebenes —  
andererseits eine A usdehnung der gefundenen Form eln und Theoreme fiir Kreis- 
funktionen auf andere Funktionen (wie die Hyperbelfunktionen) und fiir Dreiecke 
auf beliebige Polygone, zu geben —  endlich den alten Fragen von der Kreis- 
ąuadratur in dem neuen seit G r e g o r y  und D e  L a g n y  dafiir gewahlten Gewande 
der Frage nach der rationalen Zusam m engehorigkeit von W inkeln und W inkel- 
funktionen naher zu treten. Mit allen drei Beziehungen ist L a m b e r t s  Gestalt 
yerkniipft; grofitenteils steht sie ganz im M ittelpunkte des Interesses, w ie sie denn 
auch das fiinfte Kapitel beherrscht. Erwahnenswert sind hier schliefilich noch die 
grofien neuen Tafelwerke, die zur Zeit der franzosischen R eyolution unter 
L e g e n d r e s  und D e la m b r e s  M itwirkung berechnet wurden, und unter den Com- 
pendien der damaligen Zeit K l u g e l s  Analytische Trigonometrie, wo zuerst aus- 
driicklich die trigonom etrischen Funktionen ais Zahlenyerhaltnisse zw eier Seiten  
im rechtwinkligen Dreieck definiert sind.

D ie Trigonom etrie des 19 . Jahrhunderts, die im  sechsten Kapitel dargestellt 
ist, fiihrte die oben charakterisierten Betrachtungen w eiter fort. Daneben aber 
treten teils rein analytische A bleitungen sam tlicher Eigenschaften der trigono
metrischen Funktionen, die von der Funktionstheorie ihren A usgang nehmen —  
w ie die A bleitung der Periodizitat aus dem Reihenansatz, oder die H erleitung  
des sinus und cosinus aus dem Additionstheorem  —  dann auch, entsprechend der 
allgem einen Tendenz der Entwickelung der M athematik nach der kritischen Seite 
hin besonders die Bem iihung, den ganzen A ufbau  allen Anforderungen der 
m athematischen Prazision entsprechend auf m oglichst geringen Yoraussetzuugen
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zu bewerkstelligen oder m it neuen Zweigea der Mathematik, w ie der Gruppen- 
und der Invariantentheorie zu yerkniipfen. In diese Richtung fallen in gewissem  
Sinne schon die vom  Cosinussatze ausgehenden Rechnungen von L a g r a n g e ;  dann 
aber die CARNOTsehen Theorien der inyersen GroBen und der korrelativen Systeme, 
w eit spater die Arbeiten yon M o b iu s , und wieder ein halbes Jahrhundert spater 
die yon K le i n  und S t u d y ;  sowie viele minder wichtige dazwischen. W eiter 
finden wir in neuerer Zeit eine Tendenz zu Verallgemeinerungen, wie sie 
sich z. B . ergeben, wenn statt des Dreieoks das Tetraeder den Untersuchungen 
zugrunde gelegt wird, oder wenn man statt von Kreis oder Hyperbel von
hoheren Kury en ausgeht, wenn die Quaternionen beniitzt werden, etc. DaB
diese letzterwahnten D inge, w ie auch die aus der Geodasie herstammenden 
Fragestellungen yielfach nur sehr kurz behandelt, oder, w ie etwa die W inkel- 
beziehungen im w-dimensionalen Raume, bei Seite gelassen werden, lieg t in der 
Natur der Sache, da eine eingehende Behandlung doch mehr Raum erfordern
wiirde, ais hier zur Y erfiigung steht, und ais im allgemeinen auch der
praktischen Bedeutung besonders der Yerallgemeinerungen entspricht.

W ie diese kurze Inbaltsangabe zeigt, bietet der yorliegende Band einem 
jeden Mathematiker eine reiche F iille von interessanten und anregenden Mit- 
teilungen und neuen Gesichtspunkten. Von ganz besonderem W erte wird das 
Werk aber fiir den sein, der selbst auf demselben Gebiete weiter zu arbeiten 
wiinscht. W enn in dem gew altigen Materiał, das hier zusammengetragen ist, 
‘einzelnes fehlen sollte, so wird es gerade ein wiinschenswerter Erfolg des Buches 
sein, derartige Erganzungen zu yeranlassen. Jedenfalls wird es yon nun an 
keine Entschuldigung mehr dafiir geben, wenn immer wieder langst aufgestellte 
Form elsystem e oder Ableitungen der Trigonom etrie aus Unkenntnis der vor- 
handenen Literatur ais neu yeroffentlicht werden. Niemand aber wird das Buch  
aus der Hand legen, ohne dem Verfasser fiir die m iihevolle Arbeit, durch die 
er aus dem uniibersehbaren Stoffe ein so iibersichtlich interessantes und be- 
lehrendes W erk zu gestalten wuflte, aufrichtigen Dank zu wissen.

W ir erwahnen noch einige Versehen, resp. Druckfehler, die uns beim 
Durchlesen des Bandes aufgefallen sind :

6 . Zeile 6 sollte stehen: — (— — • 1 0 7 statt ~  • 1 0 7.pag. _. n  \  n J n  \  n
pag. 13. Bei Vergleichung der zirkularen Stiicke der Dreiecke B S P  und

C P S  soli es heifien:
G ' Z = 9 0 < > - < £ £  , , ,  C Z —  B S
9 0 ° —  ^ Z = B S  9 0 °  —  < Z =  9 0 ° -  < 5 .

pag. 47 . Zeile 19  ist A M  statt A C  zu setzen.
Zeile 24  ist d nicht Fufipunkt der Senkrechten von B, sondern

derjenigen vom hochsten Punkte des Kreises C M B  
iiber Kreis C M  A  (so daB also Md  =  cos C ist).

„ 57. In der Form el (p^> . ■ • der AnmerkuDg 3 fehlt rechts von
der Summand -f* sin (P- 

„ 62 . Zeile 5 ist 2 (x  —  x 2) statt 2 x  —  x 2 zu lesen. Ferner fehlt
hier das Moment B K .

„ 94 . Zeile 6 ist (p2 zu streichen.
Ci Z

„ 95 . Zeile 10. In der Form el ist y  vor — einzufiigen.
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pag. 97 . Zeile 10. Z P  ist nicht gegeben, also zu streichen.
„ 1 0 9 . Zeile 8 von unten ist einmal sin statt cos verdruckt.
„ 134 . Zeile 21 ist sin h nnd cos h vertauscht, ferner unter diesen 

Zeichen statt <p u zu setzen.
„ 2 2 5 . Zeile 7. Im Nenner der Form el soli (4 m  +  3 ) statt ( 4 m  +  3 ) 2

stehen. W eiter ist die Bem erkung von L ucas, daB diese
Reihe rasch konyergiert, ziemlich optim istisch, da sie in

m —  oo

der A rt von ^  —r fortschreitet.■— m° m= 1
„ 23 3 . Zeile 8 von unten ist 2 e  =  zu streichen.

Miinchen. W . M. K u tta .

Al-Battanl siv e  A lb a ten ii op u s astron om icn m . A d  fid em  c o d ic is  escuria-  
le n s is  arab ice e d itu m , la t in e  versu m , a d n o ta tio n ib u s  in stru c tu m  a
Carolo Alphonso Nalliuo. Pars I. Yersio capitum  cum animadversi- 
onibus. Mediolani 1 9 0 3 . LXXX +  3 2 7  S. 4 ° . (Pubblicazioni del R. Osser- 
vatorio di Brera in Milano, No. XL. P. I.)

In dieser Zeitschrift (13, 1 9 0 0 , p. 2 8 5 — 2 8 6 ) wurde der III. Teil dieses 
Werkes, den arabiscken Text enthaltend, einer kurzeń Besprechung unterzogen, 
jetzt fo lg t nach vier Jahren auch die lateinische U bersetzung nach. W er die
51 Bogen dieses Grofiąuartbandes auch nur fiiichtig iiberblickt, der wird iiber 
die ungeheure A rbeit, die in diesem Bandę aufgespeichert is t , erstaunen, und 
deshalb den Zeitraum, der zwischen der Ausgabe der beiden Teile lieg t, wohl 
begreifen konnen.

Die Vorrede umfafit ohne das Yerzeichnis der benutzten Quellen und 
die Addenda und Emendanda 64 Seiten, die Ubersetzung des arabischen Textes 
nim m t 1 5 0  Seiten in Anspruch, den Anm erkungen (,ad n otation es“) kommen 
die letzten 1 7 7  Seiten des Bandes zu. Vorrede und Anm erkungen enthalten 
eine F iille des interessantesten Materials zur Geschichte der Astronom ie und 
M atbematik bei den Arabern sow ohl, ais auch bei den Griechen, Babyloniern, 
Indern etc., und lassen die groBen historiscben und astronomischen Kenntnisse 
N a l l i n o s ,  sowie auch die schon langst bekannten seines beruhmten Mitarbeiters 
G iov. S c h i a p a k e l l i  in schonstem Lichte erscbeinen; w ir erhalten durch diese 
A rbeit eine nahezu vollstandige Kenntnis des astronomischen W issens der Araber, 
yollstandiger und richtiger ais sie bis jetzt irgendwo auseinandergesetzt worden ist.

A u f rein astronomische und auf sprachliche Fragen trete ich im  folgenden 
im allgem einen nicht ein, sondern iiberlasse die Besprechung des W erkes nach 
diesen Seiten hin den Fachgelehrten; ich werde nur diejenigen Punkte hervor- 
heben, die fiir die Geschichte der mathematischen W issenschaften von Bedeutung  
sind, und besonders auch auf gew isse Stellen meines Buches (Die MathematiJcer 
und Astronomen der Araber und ihre Werke; A b h a n d l.  z u r  G e sc h . d. 
m a th e m . W is s e n s c h a f t e n ,  1 0 , 1 9 0 0 ) zu sprechen kom m en, die durch vor- 
liegende Arbeit in irgend einer W eise alteriert werden.

Praefatio, p. V III, N ote 13 : D ie Stelle in e l - B a t t a n i s  Lebensbeschreibung: 
ivawarada U d  Bagdad . . . .  f i  zulamat Jcdnat lahum, habe ich (s. mein Buch  
p. 4 6 ) m it Andern iibersetzt durch: „W egen der U nterdriickungen, die ihnen  
(n&mlich ihm  und den BenI e l - Z a i . t a t )  z u  te il wurden, zog er m it diesen nach 
B a g d a d  es soli aber nach N a l l e n o  (vergl. auch D o z y ,  Suppl. aux dictionn.
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arabes II , 2 9 1 )  heifien: „er kam nach • Bagdad, um einen Tribut, der ihnen 
(den Beni e l - Z a i j a t )  ungerecht auferlegt worden war, riickg&ngig zu m achen.“

P- X I— X V III handelt N a l l i n o  iiber Geburtsort, Abstam mung, Glauben 
und Tod e l - B a t t a n i s ,  und kommt zu dem Schlusse, dem wir nach niiherer 
Priifung wobl beistimmen konnen, dafi e l - B a t t a n i s  Vorfahren, vielleicht der 
Vater nocb, Harranische Sabier (w obl zu unterscheiden von den Sabiern des Qorans) 
gewesen seien, dafi er selbst aber ais Muhammedaner geboren sei, was scbon 
sein Name M u h a m h e d  beweise, und worauf auch schon Ib n  C h a l l i k a n  und 
A b u l  - F e d a  aufmerksam gemacht haben. Ob Battan oder Bittan ein Ort 
im Gebiete von Harran, oder nur ein Quartier oder nur eine Strafie yon Harran 
gewesen sei, lafit sich bis jetzt noch nicht entscheiden. Dagegen ist ais sicher 
anzunehmen, dafi der Ort, wo el-BATTANi gestorben ist, das Schlofi el-Giss (oder 
Gass), von dem Chalifen e l - M o 't a s im  in der Nahe von Samarra erbaut, gewesen 
ist, und nicht die Stadt el-Hadr, die damals schon in Ruinen lag.

p. XIX— X X in  kommt N a l l i n o  auf die kleinern Schriften e l - B a t t a n i s  
zu sprechen. W ir  miissen hier die T itel zweier Schriften berichtigen, die wir 
(in unserm Buche p. 4 6 )  teils infolge falscher Lesarten, teils aus Unkenntnis 
der darin auftretenden astrologischen Kunstausdrucke nicbt richtig ubersetzt 
haben: „Uber die Kenntnis der Aufg&nge der Hauser nach den vier Quadranten 
der Sphare* soli heifien: „Uber die Kenntnis der A ufgange der Tierkreiszeichen, 
die zwischen den vier Hauptpunkten der Ekliptik liegen “ ; es handelt sich hier 
um  die Berechnung der sog. directiones, fiir dereń Erklarung ich auf p . 3 1 3
— 3 1 7  der Anmerkungen yerweise. „Abhandlung iiber die Yerifizierung der 
W irkungen der Konjunktionen“ soli heifien: „Ein B rief iiber die Yerifizierung 
der Grofien der applicationesu; iiber diesen astrologischen Begriff yergleiche man 
p. 3 0 5 — 3 1 3  der Anmerkungen; iiberhaupt enthalten die letzten Seiten der 
Anmerkungen ( 3 0 4 — 3 2 7 )  eine Reihe von Aufschliissen iiber astrologische Dinge, 
iiber die bis jetzt yiele noch im  Unklaren sein mogen; ich trete des Raumes 
halber nicht auf dieselben ein, sondern erwahne hier nur, daB nach N a l l i n o  
von den m ittelalterlichen Kommentatoren astrologischer Schriften H e n r ic u s  
B a t e s  das grofite Verstandnis fiir diese Fragen bekundet hat.

p. X X — X X III zeigt N a l l i n o ,  was auch schon A h l w a r d t  (Yerzeiclmis 
der arabischen Handschr. der k. Biblioth. zu Berlin, V  p . 2 7 4 )  bemerkt hat. 
dafi der Berliner Codex 5 8 7 5  nur Ausziige aus dem Quadripartitum des 
P t o le m a u s  und keinen Kommentar e l - B a t t a n i s  dazu enthalt; ferner ist der 
Codex 9 6 6 , 2 °  des Escorial, der diesen Kommentar enthalten haben soli, ver- 
loren gegangen.

p. X X III— XXXI behandelt N a l l i n o  Schriften, die e l - B a t t a n i  falschlich  
zugeschrieben werden, woraus wir folgendes hervorheben: p. XXV und auch 
p. XLIX nennt N a l l i n o  R u d o lp h u s  B r u g e n s i s  (oder B r u g g e n s i s )  ais den 
Ubersetzer von M a s la m a s  Rezension des PlanispMriums des P t o le m a u s ;  es ist 
hier darauf aufmerksam zu machen, dafi B j o r n b o  (in B i b l i o t h .  M a th e m . 43 ,
1 9 0 3 ,  p. 1 3 0 — 1 3 3 )  nachgewiesen hat, dafi H e r m a n n u s  S e c u n d u s  der Uber
setzer dieser Schrift ist, und dafi ais Jahr der Ubersetzung 1 1 4 3  (nicht 1 1 4 4 )  
zu lesen ist (p. X LIX steht richtig 1 1 4 3 ,  p. XXV aber 1 1 4 4 ) ;  N a l l i n o  konnte 
diese Abhandlung noch nicht kennen. —  p. X X VI zitiert N a l l i n o  eine Schrift 
yon A b u  M a 'ś a r ,  betitelt mudakarat (—  colloąuia), enthaltend Antworten auf 
astrologische Fragen, die A b u  Sa^ id  S a p a ń  b. B a h r  an ihn gerichtet hatte 
(yorhanden in Cambridge, N r. 1 0 2 8 ,  nach E. B r o w n e ,  A handlist of tlie muham.
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manuscr. of Cambridge, 1900 ); diese Schrift fehlt in meinem Buche, ich kannte 
damals das Verzeichnis von E. B r o w n e  noch nicht. -— p. X X V III— XXX gibt 
N a l l i n o  nieiner Ansicht nach iiberzeugende Grunde dafiir an, dafi die W erke: 
Centiloąuium, de horis planetarmn, de ortu triplicitatum, die einem B e t h e n  
oder B e t h e m  zugeschriebeu werden, nicht yon e l - B a t t a n i  stam m en, was ich 
schon auf g iitige  briefliche M itteilung N a l l in o ,s  hin in meinen Naehtrdgen und 
Berichtigungen (A b h a n d l. zu r  G e sch . d. m a th e m . W is s e n s c h .,  1 4 , 1 9 0 2 , 
p. 164) richtig gestellt habe; dafi der Name B e t h e n  (auch B e r e n i  komm t vor) 
aber m it B e l e n i ,  B e l i n i  ( =  A p o l l o n i u s  v o n  T h y a n e )  identisch sein konnte, 
mochte ich, entgegen N a l l i n o ,  fiir wahrscheinlich halten.

p. XXXI— LXIV behandelt N a ll in o  in erscliopfender W eise das Haupt- 
werk. E r scheint von seiner friiheren Ansicht, die er m ir brieflich m itgeteilt 
hat, dafi das W erk nicht in zwei Ausgaben erschienen sei, zuriickgekommen zu 
sein, denn p. XXXII bem erkt er, T a b it b. Q o rra , der im  Febr. 901  gestorben 
ist, erwabne schon eine Stelle aus dem 52. K apitel, w ahrend im  Codex des 
Escorial und in der PLATonischen Ubersetzung zwei w ichtige Beobachtungen 
aus dem Jan u ar und A ugust des Jahres 901  angegeben w erden; das yorliegende 
W erk wiirde also die zweite Ausgabe bilden; in diesem Sinne ist also meine 
A nm erkung 2 0 a (in meinem Buche, p. 211) und die Stelle „Zu A rt. 8 9 “ (in 
den Naehtrdgen, etc. p. 164) abzuandern. — p. X X X III erw ahnt N a ll in o  eine 
Schrift eines anonymen Schiilers von Ahmed b. Muh. e l-S ig z i, be tite lt tastih 
el-suwar we tabltli el-kuwar, iiber die K onstruktion der A strolabien, die noch 
in Leiden (1 0 6 8 , nicht 1 0 7 8 , wie N a ll in o  hat) yorhanden is t, und in  der 
e l - B a t ta n i  zitiert w ird , wozu N a ll in o  in Note 4) die B em erkung hinzufiigt, 
dieses W erk fehle bei B ro ck e lm an n  und bei m ir: da die Schrift anonym ist, 
so habe ich sie eben grundsatzlich nicht aufgenommen. —  p. XXXV spricht 
N a ll in o  in Note 5) die V erm utung aus, der Hum enus (oder auch E um athius), 
dessen astronomische Tafeln (gdnóri) yon e l - Z a r q a l i  yerbessert herausgegeben 
w urden, und von denen noch ein M anuskript in Miinchen (Nr. 85 3 ) esistiert 
(yergl. mein Buch, p. 109 , Note d), sei der A lexandriner Ammonius (der Sohn 
des H erm ias, Ende des 5. Jahrh.), welcher nach S tep h an u s  P h ilo so p h u s  (erste 
H alfte des 8. Jabrh .) Tafeln fiir die A ra des P h ilip p u s  A rid a u s  (Halbbruders 
A le x a n d e rs  des Grofien) yerfafit habe. —  p. X X X V I, Note 1) zeigt N a llin o , 
dafi die h in te r G e r h a r d s  Theorieae planetarum  (Bologna 1 4 8 0 ) , gedruckte 
A bhandlung De motu octave spere nicht diejenige T a b i t s  iiber diesen Gegenstand 
sei, wie S t e i n s c h n e i d e r  ( Z e i ts c h r .  f. M a th e m . 1 8 , 1 8 7 3 , p. 3 3 1 — 338,
u. a. a. O.) behauptet h a t, sondern die eines Anonym us; ferner trage die 
Schrift, die 1 5 1 8  in Venedig herausgegeben w urde, und die von S t e i n 
sc h n e id e r  ebenfalls ais diejenige T ab its  De motu octave spere bingestellt wurde, 
den T ite l: Tebith de imaginatione spere; meine Angaben (Nachtrdge und Be
richtigungen, p. 163) sind also in diesem Sinne zu berichtigen. —  p. XXXIX 
w iderlegt N a ll in o  die oft wiederholte irrtiim liche B ehauptung, Edm. H a l l e y  
habe aus den Beobachtungen e l - B a t ta n is  die sakulare Beschleunigung der 
M ondbewegung hergeleitet; eine solche habe erst 1 7 4 9  R. D u n th o rn e  durch 
V ergleichung der damaligen M ondbewegung m it den Angaben e l - B a t ta n is  ver- 
m utet. — W eiter kom m t dann N a llin o  noch auf unrichtige Auffassungen iiber 
e l -B a t ta n is  Leistungen bei L a la n d e , B a i l ly ,  M o n tu c la  und D e lam b re  zu  
sprechen, besonders der letztere ha t bekanntlich aus e l - B a t ta n is  trigono- 
metrischen Form eln mehr herausgelesen ais darin steh t, w ir kommen hierauf
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spater noch zuriick. —  p. X LI kommt N a llin o  auf die Quellen zu sprechen, 
au f die sich e l - B a t ta n !  in seinem W erke stiitzt, riihm t seine groBe Bescheidenheit 
und seine E hrfurch t vor seinem groBen Yorbilde P to lem au s , dessen Fehler er 
stillschweigend, oder ihren Urheber sogar entschuldigend (vergl. p. 127 — 128  
der Ubersetzung) yerbessert. E r erwahnt dann, wie e l - B a t ta n i  geflissentlich 
tecbnische Ausdriicke indischen und persiscben Ursprungs yermeide; so kommt 
bei ibm weder aug ( =  Apogeum), noch gaib (—  sinus), noch buht ( =  ungleiche 
tagliche Bewegung der Planeten) vor, die sich bei andern arabischen Astronomen 
finden. Dann yergleicht N a llin o  das W erk e l-B a t ta n is  m it dem Almagest, 
die Fehler und die Vorziige des einen und andern heryorhebend, spricht von 
der oft schwer yerstandlichen Ausdrucksweise des Verfassers, die auch an dem 
scharfen Urteile schuld is t, das R egiom ontan und D elam bee, besonders das 
26. K apitel betreffend, abgegeben haben. — Es mag auch von Interesse sein 
zu erfahren, welcher Instrum ente sich e l - B a t ta n i  bei seinen Beobachtungen 
bedient hatte; er erw ahnt an yerschiedenen Stellen das Astrolabium, das Seh- 
rohr (umbub =  tubus), das hier zum erstenmal bei den A rabern erw ahnt wird, 
den Gnomon, den Himmelsglobus m it fiinf R ingen, das Triąuetrum oder die 
parallaktischen Lineale, den M auerąuadranten und die Sonnenuhren. Was den 
tubus W a la f r ie d  S tra b o s  anbelangt, den N a llin o  ebenfalls zitiert (p. 272), 
so rnufi hier bem erkt werden, daB sich diese Notiz auf eine A rbeit P . M a rty s  
im Einsiedler Schulprogram m  yon 1 8 5 6 /5 7  stiitzt, betitelt: „W ie man vor 
1 0 0 0  Jahren lehrte und le rn te“ ; nun stam m t aber nach einer brieflichen M it- 
teilung M a rty s  an den Verfasser dieser Besprechung (yergl. Z e i t s c h r .  f. 
M a th em . 2 9 , 1 8 8 4 ; h is t.- litte ra r. A bteil. p. 17,8 f.) diese Arbeit nicht aus 
einem wirklich yorhandenen Tagebuche S tra b o s , sondern ist grofitenteils ein 
P rodukt der Phantasie M a r ty s , das immerhin in gewissen Punkten einer 
historischen Grundlage nicht entbehrt, denn in der T at existiert im Codex 18  
der St. Galler Stiftsbibliothek (aus dem 10 . Jahrh.) p. 43 ein Bild eines Monchs, 
der auf einem Schemel stehend durch e in . langes Fernrohr nach dem Himmel 
blickt (in Holzschnitt reproduziert in den M i t t e i l u n g e n  d e r  a n t i ą u a r i s c h e n  
G e s e l l s c h a f t  z u  Z u r ic h  19, 1 8 7 7 ).

D ie  T r ig o n o m e t r ie  a l - B a t t a n i s .  W ir fassen unter diesem Titel alles 
zusammen, was w ir in der Vorrede, der Ubersetzung und den Anmerkungen 
fiir diese Besprechung der Erwahnung wert gefunden haben.

p. XLV I— X LVK I anerkennt N a l l i n o ,  daB erst in v . B r a u n m u h ls  Vor- 
lesungen iiber Geschichte der Trigonometrie die Fehler, die D e la m b r e  und 
andere hierin begangen haben, erkannt und yerbessert worden seien. W ir 
unterlassen es also, hier das zu wiederholen, w a s in dem genannten W erke sich 
hieriiber befindet, und geben nur noch einige Zusatze, die v . B r a u n m u h l bei 
Unkenntnis des arabischen Textes entgehen muBten.

Den Sinussatz fiir das ebene Dreieck spricht allerdings e l - B a t t a n i  noch 
nicht ais allgem ein giiltigen  Satz aus; es findet sich aber doch eine Formel, 
in der er enthalten ist: p. 85 (Kap. XL) g ibt e l - B a t t a n i  zwei Losungen der 
Aufgabe, die Entfernung des Mondes von der Erde zu berechnen, die aber durch 
eine Liicke im Text bei P l a t o  von Tivoli zu e in e r  unyerstandlichen zusammen- 
geflossen sind; diese Liicke haben nun N a l l i n o  und S c h i a p a r e l l i  in sehr ge- 
schickter und der W ahrheit ohne Zweifel entsprechenden W eise erganzt, die 
erste Losung lautet nun: , M ultipliziere den Radius (der Erde) m it dem Sinus 
der scheinbaren Zenitdistanz (des Mondes), und teile das Produkt durch den 
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Sinus der Mondparallaxe, was sich ergibt, ist die Distanz des Mondes von der 
E rde“, also

^ r  . sin z 
sin p

N a l l i n o  halt es fur wahrscheinlich, daB e l - B a t t a n i  diese Form el aus zwei 
rechtwinkligen Dreiecken erhalten hat, und g ib t p. 2 6 5  eine dementsprechende 
A bleitung. Hierzu ist nun zu bem erken, daB N a l l i n o  in den Addenda (p. 
LXXIII) uns eine fiir die Geschichte der M athematik bei den Arabern hochst 
w ichtige Notiz bringt, die zuerst N a l l i n o  selbst (yergl. p. 1 8 1 ) und leider 
auch mir entgangen ist, daB namlich der Sinussatz fiir das ebene D reieck schon 
von e l - B i r u n i  (gest. 1 0 4 8 )  und nicht erst von N a s ir  e d - d i n  ausgesprochen  
worden ist: in seiner Chronologie der alten VolJcer (Arab. Text von E . S a c h a u ,  
p. 184 , englische Ubersetzung yon demselben, London 1 8 7 9 , p. 1 6 6 )  heiBt es 
in ungezwungener Ubersetzung aus dem Arabischen: „Es ist aber denjenigen,
welche die Geometrie studiert haben, schon bekannt, daB das Yerhaltnis einer 
Seite zu einer andern Seite in einem Dreieck gleich  ist dem Yerhaltnis des 
Sinus des der einen Seite gegeniiberliegenden W inkels zum Sinus des der andern 
Seite gegeniiberliegenden W inkels. “ E l - B ir u n i  stellt also diesen Satz ais einen 
den Geometern schon bekannten hin; ware es da nicht m oglich , daB ihn auch 
e l - B a t t a n i  schon gekannt hatte? Diese S telle e l - B i r u n i s ,  auf die also N a l l i n o  
zum erstenmal aufmerksam gem acht hat, is t  geeign et, uns zu der Annahme 
zu yerleiten, daB alles was in dem trigonom etrischen Lehrgebaude (salcl el-qattd') 
des N a s ir  e d - d in  uns geboten wird, schon yor ihm  den arabischen Mathematikern  
bekannt gewesen sein mochte.

W ir finden auch bei e l - B a t t a n i  (p . X L V II, p. 7 8 — 79, Kap. 89) eine 
astronomische Aufgabe, in welcher der Fali yorkommt, in einem ebenen Dreieck, 
yon welchem zwei Seiten und ein Gegenwinkel gegeben sind, die dritte Seite 
direkt zu berechnen, er tu t dies nach der Form el

& cos C . i /  o b2 sin2 C
a =  — r—  +  Vc2 -------- — ,

welche N a l l i n o  fiir aus der F igur des Almagesłes (V, 1 3 ) abgeleitet halt und 
auch selbst w ieder ableitet (p. 2 5 5  —  25 6 ). —

W ie im Almagest, so findet man auch bei e l - B a t t a n i  die vier ersten 
Fundamentalformeln fiir das rechtwinklige spharische Dreieck, aber die Tangente 
stets durch sin : cos ersetzt, da er w ohl die beiden Funktionen tg  und cot kannte, 
fiir dieselben aber nur Tafeln fiir die Gnomonlange 12P (statt 60P, wie der 
Radius bei den Sinustafeln angenommen ist) zur Bestim m ung der Sonnenhohe 
dienend, berechnet hatte. Bekanntlich hat dann H a b a ś , e l - B a t t a n i s  Zeitgenosse, 
Tangenten- und Cotangententafeln fiir den Radius =  6 0 ?  berechnet. —  Dafi e l -  
B a t t a n i  auch den spharischen Sinussatz fiir das rechtwinklige Dreieck gekannt 
habe, halt N a l l i n o ,  aus yerschiedenen Form eln zu schlieBen, fiir ziem lich sicher 
(sehr wahrscheinlich hat ihn T a b i t  b . Q o r r a  schon gekannt);. w ir haben nur 
seine Verweisung auf Form el a) (p. 183) zu beanstanden:

i . /» . . s in  h. sin  ®
sin  d in er , h o n z o n . =  ---------------- —

cos qp

kann nicht durch Anwendung des spharischen Sinussatzes auf ein rechtwinkliges 
Dreieck entstanden sein; ebenso handelt es sich p. 194 , worauf N a l l i n o  ebenfalls
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verw eist, um den Sinussatz fur das schiefwinklige Dreieck und nicht um  den- 
jenigen fiir das rechtwinklige.

D ie meisten Formeln aber leitet e l - B a t t a n i  nach der Projektionsmethode 
ab, d. h. aus Orthogonalprojektionen der Him melskugel auf den Horizont und 
au f den Meridian. Besonders w ichtig sind die Formeln, die er auf diese W eise 
zur Bestim m ung eines Stiickes eines spharischen Dreieckes findet, yon dem zwei 
Seiten und der eingeschlossene W inkel gegeben sind; vor allem heworzuheben  
ist hier die Formel des 26. Kapitels (p. 37 —  40 und 2 0 0 — 204), durch welche 
e l - B a t t a n i  die Bogendistanz zweier Sterne darstellt, und welche, wenn man 
den Radius =  1 setzt und die modernen Bezeichnungen einfuhrt, in unsere 
heutige Form el ubergeht:

cos dist. =  sin /? sin /?' -|- cos fi • cos fi' ■ cos (L  —  L ')  
wo und /?' die Breiten und L  und L ’ die Langen der beiden Sterne sind. 
Die Losung ist von derjenigen des G e o r g  A m ir u c iu s  (vergl. S. G u n th e r ,  Studien 
zur Gesch. der math. und phys. Geographie, 1 8 7 7 ,  p. 3 0 7 ;  v . B r a u n m u h l,  
Yorlesungen iiber Gesch. d. Trigonometrie, I, p. 1 3 4 ;  und C a n to r , Yorlesungen, 
I I 2, p. 4 1 6 — 4 1 7 )  nicht wesentlich yerschieden; statt w ie A m ir u c iu s  (vergl. die 
Figur a. a. O.) die Sehne cd nach der Form el cd =  Vbd2 —  b f2 -|- f c2 berechnet, 
yerwandelt e l - B a t t a n i  diese in V (/e +  bf) (fc  —  bf) -}- bd2 oder V&c • de +  bd2, 
also in eine fur die Berechnung einfachere Formel; die Sehnen be, de und 
bd berechnet e l - B a t t a n i  auf trigonometrische W eise, so ist z. B. be =

2 sin (L~ j  C°  ̂ ^ u sw ., wahrend A m ir u c iu s  nur Sehnentafeln anwendet. Es

ist nicht unwahrscheinlich, dafi A m ir u c iu s  seine Losung derjenigen e l - B a t t a n i s  
entnommen hat. Dieselbe Aufgabe wird von e l - H a s a n  b. ' A l i  aus Marokko 
(vergl. S e d i l l o t ,  Traite des instrum. astr on. des Arabes, Paris 1 8 3 4 , T. I, 
p. 3 2 1 — 322) und in den Prolegomena zu den Tafeln U l u g  B e g s  (Ubersetzung 
v. S ź d i l l o t ,  Paris, 185 3 , p. 1 1 6 — 119) m it H ilfe rechtwinkliger spharischer 
Dreiecke gelost. A lle diese Losungen beweisen * ur Geniige, dafi den arabischen 
Astronom en, wie schon v. B r a u n m u h l (Yorlesungen uber Gesch. d. Trigono
metrie I, p. 53) richtig bemerkt hat (entgegen D e la m b r e ,  dem die neuern bis  
auf v . B r a u n m u h l gefolgt sind), der spharische Cosinussatz nicht bekannt war.

W ir miissen hier noch auf einen fiir die Geschichte der Trigonometrie 
nicht unwichtigen Punkt eintreten. W ir haben oben gesehen, dafi e l - B a t t a n i  
es yerm eidet, Tangenten und Cotangenten in seine Form eln einzufuhren; in 
auffallendster W eise zeigt sich dies bei der Formel, die e l - B a t t a n i  im 5 . Kapitel 
fiir die Eektaszension der Sonne oder irgend eines Punktes der Ekliptik  m it 
der Deklination ó g ib t:

sin  8 . cos a
sin a  =  r  • -----  -----;—

cos 8 ■ sin  s

wo e die Schiefe der Ekliptik bezeichnet. Nun teilt uns N a l l i n o  p. 163  mit, 
dafi H a b a ś ,  der nach ihm ein Zeitgenosse von e l - B a t t a n i  gewesen sein soli, 
diese Form el in folgender W eise gibt:

sin a  =  r ■ tg  ó  • cot e.

A lso in einem W erke, das, wie N a l l i n o  selbst zugibt, nur w enig spater (hochstens
10  Jahre) ais die Astronomie e l - B a t t a n i s  yeroffentlicht wurde, treten die ge- 
nannten Funktionen, die letzterer geflissentlich yermeidet, in den astronomischen 
Formeln auf. D iese Erscheinung lafit sich nur auf zwei Arten erklaren: entweder

6 *



8 4 Rezensionen.

wurden sOfort nach dem Erscheinen der Astronomie des B a t ta n i  Tangenten- 
und Cotangententafeln fur den Radius =  6 0 p hergestellt, oder die Tafeln, die 
das Berliner Manuskript 5 7 5 0  dem H a b a ś  zuschreibt, sind nicht von diesem, 
sondern Yon einem spatern Astronomen. Nun te ilt mir N a llin o , dem ich meine 
Zweifel hieruber geaussert hatte, in einem Briefe so gew ichtige Griinde fur 
die Echtheit der Berliner Tafeln des H abaś mit, dafi ich gezwungen bin, die 
erste der beiden Annahmen ais die richtige anzuerkennen. H abaś, in dessen 
noch yorhandenen „erprobten* oder „arabischen" Tafeln w ir zum erstenmal 
Tangenten und Cotangenten fur den Radius =  6 0 p angewendet finden, wird 
also erst nach 925  gestorben sein; in diesem Sinne sind also meine Angaben  
(in meinem Buche p. 1 2 — 13) zu andern; ebenso soli es in Anm erkung 5b 
(ibid. p. 2 0 8 ) heifien, das Berliner Ms. enthalte die „erprobten11 Tafeln des H abaś.

p. XLIX— LX spricht N a ll in o  iiber die U bersetzungen des yorliegenden 
W erkes, erw ahnt die Yerlorene des R o b e r tu s  R e t in e n s i s ,  die noch vorhandene 
des P l a t o  Yon Tivoli, und eine sp a n isch e , v o n  der n o c h  ein Exem plar in Paris 
(Biblioth. arsenalis Nr. 8 3 2 2 ) existiert. —  p. L , Note 3) w ird ein Fehler 
W u s te n fe ld s  rektifiziert, der auch in unser Buch (p. 4 6) iibergegangen ist, 
dafi R o b e rtu s  R e tin en s is  nu r die Tafeln e l - B a t ta m s  und zwar nach einem 
Auszuge, den M aslam a e l - M a g r i t i  aus denselben gem acht ha tte , iibersetzt 
habe; wie viel er Yom W erke e l-B a t ta n is  iibersetzt hat, is t nicht bekannt, und 
M aslam a hat nu r die Tafeln der Gleichungen der Sonne, des Mondes und der 
fiinf P laneten aus dem W erke e l - B a t t a n i s  ausgezogen. D er Fehler m ag daher 
kommen, dafi R o b e rtu s  die Tafeln e l-B a t ta n is  fiir alle m ittleren  Bewegungen 
dem Meridian von London angepafit und herausgegeben hat. —  p. L V II stellt 
N a ll in o  die Behauptung S te in sch n eed ers  rich tig , der K om m entar des Ahmed 
b. J u s u f  b. e l-D a je  zum Centiloąuium des P to le m a u s  sei nicht von Jo h . H ispa- 
l e n s i s ,  sondern von P l a t o  von Tiyoli ins Lateinische iibersetzt worden, weil 
der erstere in seinen Zeitangaben sich nie der arabischen Zeitrechnung bedient 
habe; nun weist aber N a llin o  •nach, dafi in der Ubersetzung des A lf ra g a n u s , 
die unbestritten von Jo h . H isp a lensis  stam m t, in verschiedenen Codices das 
D atum  der Yollendung in arabischer Zeitrechnung angegeben ist; die U ber
setzung des Kommentars zum Centiloąuium ist also, wie es bis au f S te in sc h n e id e r  
im m er g e sc h e h e n  ist, dem Jo h . H isp a len sis  zuzuschreiben.

A u f die Beschreibung des Codex des Escorial, die N a llin o  p. L X — L X n  
gibt, trete ich hier nicht ein.

p. LXVI. N a llin o  halt den Namen Abu Muh. 'A b d e lg a b b a r  b. A bdel- 
g a b b a r EL-CnARAQi, den wir in unserm Buche (p. 116 , Art. 2 7 6 ), ais den 
unrichtigen betrachtet haben, fiir den richtigen dieses A utors, und nicht A b i t  

B e k r  Muh. b. Ahmed b. Abi B iśr e l-C h a ra q i , was wahrscheinlich aus der 
Yerwechslung unseres Autors m it dem beruhmten Juristen letztern Namens 
(gest. 1 1 3 8 /3 9 )  entstanden sein wird.

p. LXXVI weist N a llin o  nach, dafi das dem T a b it b. Q o rra  zuge- 
schriebene W erk De ąuantitatibus stellarum etc., das in verschiedenen Exem- 
plaren noch vorhanden ist, sehr wahrscheinlich unecht sei.

p. LX X V III und p. 3 0 1  erwahnt N a llin o  das von e l-B iru n i in seiner 
Chronologie (Ubersetzung von E. S achau , p. 322 ) zitierte, von den Arabern 
dem P to le m a u s  zugeschriebene W erk Introductio ad artem sphaericam; er ver- 
gifit hinzuzufugen, dafi nachgewiesen ist, dafi dieses W erk die in einer spatern 
Um arbeitung noch griechisch vorhandene Isagoge des Geminus ist (vergl. die
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Ausgabe derselben durch C. M a n it iu s ,  Leipzig, 1898); die von e l - B ir u n i  zitierte 
Stelle findet sich leider infolge einer Liicke nicht im griechischen Text, dagegen 
im lateinischen der Codices von Dresden und Florenz (Laurent. 168), aus denen 
M a n it iu s  die erwahnte Liicke erganzt hat (1. c. p. 286).

Es folgt nun p . 1 — 150  die lateinische Ubersetzung des Textes des B a t t a n i  
(ohne die Tafeln); auf eine Vergleicbung dieser Ubersetzung mit dem arabischen 
Texte trete ich , wie ich schon im Anfange bemerkt habe, hier nicht ein, ich
hebe nur das grofle Yerdienst N a l l i n o s  heryor, den wahren W ortlaut und
Sinn mancher verdorbener Stellen des Textes richtig erkannt, und uns so eine 
tadellose, die PLATONische hoch iiberragende Ubersetzung dieses wichtigen Buches 
gegeben zu haben.

Zu p. 1 0 — 11, wo iiber die ganzen Sehnen und Sinusse, die also e l - B a t t a n i  
cliordae integrae, bez w. chorclae nennt, gehandelt wird, gibt N a l l i n o  p. 154  
— 156  Erlauterungen, die sich besonders auf die Geschichte der W orter jyd  
(oder jiva) =  gaib =  sinus beziehen; w ir heben hieraus eine bis jetzt noch
nicht gegebene R ichtigstellung einer Ubersetzung A t h e l a r d s  heraus; dieser
gab in den Tafeln des C h o w a r e z m i gaib ma'kus durch gaib1) diminutus wieder, 
es soli aber heilien gaib versus =  sinus versus; auch gaib planus fiir gaib 
mustawi ist keine gute W iedergabe, besser ware gaib rectus; es scheint, ais ob 
A t h e l a r d  diese Ausdriicke nicht verstanden habe. —  Zu p. 11 bemerkt N a l l i n o  
in Note c) p. 1 5 6 ,  daB das Berliner Ms. 5 7 5 2  die Sinustafeln des Ib n  J u n is  
von Minutę zu Minutę berechnet enthalte.

p. 1 2 — 13 (Kap. IV) handelt yon der Schiefe der Ekliptik; hierzu macht 
N a l l i n o  p. 1 5 7 — 162 interessante Zusatze, aus denen wir entnehmen, daB den 
arabischen Astronomen nach e l - B a t t a n i ,  wie z. B . 'A b d e r r a h m a n  e l - C h a z in i  
und N a s ir  e i) -d in  e l - T u s i  die Abnahme der Schiefe der Ekliptik wohl bekannt 
war; der letztere kniipft eine Reihe von Folgerungen an diese Tatsache an.

Zu p. 23  (Kap. XI) macht N a l l i n o  p. 185  in Note 1) die Bemerkung, die 
Ansicht v. B r a u n m u h ls  ( Vorlesungen iiber Geschichte der Trigonometrie I, 52  
Note 1), daB R e g io m o n ta n  die Beweise des A l b a t e g n i u s ,  die in der Druck- 
ausgabe nicht angefiihrt sind, doch kannte, sei nicht richtig; fiir R e g io m o n ta n  
war es keine grofie Schwierigkeit, die Beweise selbstandig zu finden.

p. 3 6 — 37 (Kap. XXV). DaB die Formeln dieses Kapitels samtlich falsch 
sind, zeigen N a l l i n o  und S cm a p a r e l l i  p. 1 9 7 — 199; sehr wahrscheinlich liegt  
hier eine spatere Einschiebung in den Text vor.

p. 4 0 — 42 (Kap. XXVII) spricht e l - B a t t a n i  iiber die Lange des Jahres 
und erwahnt, daB die A gypter und Babylonier die Jahreslange zu 3 6 5 d 6 h 12m 
angenommen hatten; N a l l i n o  w eist in den Anmerkungen hierzu (p. 2 0 4 — 2 0 9 )  
nach, daB wenigstens die Babylonier (Chaldaer) der spatern Zeit (c. 1 0 0  y. Chr.) 
das siderische Jahr gekannt haben, und daB es wahrscheinlich von ihnen auf 
die Inder und Perser iibergegangen sei; er fiihrt aber auch die neuesten Arbeiten 
von F. X. K u g l e r  an (Die babylonische Monclrechnung etc., Freiburg i. Br. 
19 0 0 , p. 91), aus denen heryorgeht, daB die Babylonier schon im 3. und 4. 
Jahrh. v. Chr. die Lange des siderischen Jahres zu 3 6 5 a 6 1* 1 3 m 4 3 s ange- 
geben haben. —  p . 42  gibt e l - B a t t a n i  den Zeitpunkt seiner Beobachtung eines 
Herbstaquinoctium s in Raqqa an; nach den Tafeln R. S c h r a m s (Hilfstafeln fur  
Chronologie, in den D e n k s c h r i f t e n  d e r  A k a d e m ie  d e r  W is s e n s c h a f t e n

1) A t h e l a r d  iibersetzte das Wort gaib nicht.



86 Rezensionen.

z u W ie n  (mathematische Klasse) 45, 1 8 8 2 ) fand dasselbe im Jahre 8 8 2 , am
18. September, l l h 4 9 m statt (Greenw. Zeit), N a l l i n o  w eist nach, dafi die An- 
gabe e l - B a t t a n i s  m it derjenigen S c h r a m s  bis anf l h 1 0 m stim m t: gewifi ein  
ausgezeichnetes Resultat, wenn man die astronomischen H ilfsm ittel jener Zeit in 
Beriicksichtigung zieht! Und nicht ausgeschlossen is t ,  daB auch in den Be- 
rechnungen S c h r a m s  ein Fehler liegen konnte.

p. 44  (Kap. XXVIII) wird iiber die eigene B ew egung des A pogeum s ge- 
sprochen, die e l - B a t t a n i ,  wie schon D e la m b r e  richtig bemerkt h at, infolge  
der schwierigen Beobachtung der Lange des A pogeum s nicht erkannt hat; hierzu 
zitiert N a l l i n o  p. 217  eine Stelle A b u ’l - H a s a n s  von Marokko ( S e d i l l o t ,  Traite 
des instrum. astron. des Arabes I, p. 132), die bis je tzt unberiicksichtigt ge- 
blieben ist, nach welcher e l - Z a r q a l i  eine Vorwartsbewegung (im  Sinne der 
Zeichen) des Apogeums von 1° in 2 9 9  Jahren gefunden habe, was m it der 
beutigen Beobachtung von 1 1 ,4 6 "  per Jahr sehr schon ubereinstim m t; allerdmgs 
nahm e l - Z a r q a l i  diese B ew egung w ie die Prazession periodisch yorwarts und 
riickwarts gehend an.

p. 49  (Kap. XX IX). Aus den letzten Satzen dieses Kapitels schliefit 
S c h i a p a r e l l i  (p. 22 3 , N ote d), daB e l - B a t t a n i  zwei w ichtige Facta schon 
erkannt habe, namlich daB erstens die Zeitgleichung sich langsam m it der 
sakularen Bew egung des Apogeum s andere, und daB zweitens die Ansicht des 
P t o le m a u s  von der Unyeranderlichkeit des Abstandes des Sonnenapogeums vom  
Friihlingspunkte falsch sei.

p .  5 6 — 63  (Kap. XXX) w e r d e n  v o n  e l - B a t t a n i  z w e i  S o n n en - u n d  zw ei 
M o n d fin stern isse  b esp ro ch en ; p . 2 2 6 — 237  z e ig t  S c h i a p a r e l l i ,  daB d ie  A n g a b e n  
e l - B a t t a n i s  m it  den  B e re ch n u n g e n  y o n  O p p o lz e r ,  G in z e l  u n d  S c h r a m  r ec h t  
sch o n  stim m en . —  p . 2 3 6  b e m e rk t N a l l i n o ,  dafi e l - B a t t a n i  im  Gegensatz 
zu  P t o le m a u s  d ie  Variabilitat d es sc h e in b a ren  S o n n e n d u r ch m esse rs  erk a n n t  
h a b e, er  g ib t  ais M in im u m  3 1 ' 20", a is  Maximum 33' 40"  an.

p. 77 (Kap. XXXIX) wird yon den Parallaxen gehandelt; bekanntlich hatte 
P t o le m a u s  die Parallaxen aller fiin f Planeten ais unm erklich erklart; diesem  
widersprechen e l - F a r g a n i  und e l - B a t t a n i  wenigstens in B ezu g auf Merkur 
und Venus; hierzu fahrt N a l l i n o  (p. 2 5 2 ) eine Stelle G a b ir  b . A f l a h s  an 
(lib. VII, p. 103), worin dieser m it Recht P t o le m a u s  angreift, w eil er der 
Sonne eine Parallaxe von 2' 51" zuschreibe, den naher an der Erde sich be- 
findenden Planeten Merkur und Venus aber keine.

p. 85 —  92  (Kap. XLI) kom m t e l - B a t t a n i  auf die schw ierige Aufgabe, 
die Zeit der ersten Sichtbarkeit der Mondsichel nach dem Neumonde zu be- 
recbnen; S c h i a p a r e l l i  gibt zu diesem nicht leicht zu yerstehenden Kapitel 
einen interessanten Kommentar (p. 2 6 6 — 26 8 ), an dessen Schlusse er bemerkt: 
„Tota haec theoria ingeniosissime et elegantissim e condita est . . .  . Tamen 
hodie etiam difficillim um  est m elius facere*.

p. 9 9 — 1 0 0  (Kap. XL1II) wird die Flachę der yerdunkelten Mondscheibe 
bei einer Mondfinsternis berechnet; S c h i a p a r e l l i  g ib t p. 2 7 6  eine sehr schone 
A bleitung der Regeln e l - B a t t a n i s  und nennt dessen Losung m it Recht „ yere 
elegantissim a".

p . 1 1 5  (Kap. XLVII). Das in der lateinischen Ubersetzung des P l a t o  
an zwei Stellen yorkom mende, bis jetzt uuverstandliche W ort effregion lautet 
im  arabischen Text nicht an beiden Stellen gleich, sondern an der ersten Stelle
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afigijun ( =  ajtóyeiov), an der zweiten ferigijun ( =  7t£oiy£iov) ; sie sind von 
e l - B a t t a n i  a u s  dem ins Arabische iibersetzten Almagest hiniibergenoirunen.

p. 1 2 0 — 124  (Kap. L) handelt iiber die Entfernungen der Planeten von 
der Erde; N a l l i n o  gibt hierzu eine Reihe von Stellen arabischer und griechischer 
Autoren wieder (p. 2 8 6 — 289), aus denen wir nur eine heworheben: e l-B I k u n i  
erwahnt in seiner Indischen Chronili (Edit. S a c h a u ,  Text II, p. 2 3 4 — 236, 
Ubersetzung II , p. 6 8 — 69) ein Buch des P t o le m a u s ,  betitelt el-mansiirdt 
( =  res vulgatae); N a l l i n o  verm utet, dafi dies die llypotyposes des P r o k l u s  
seien; hierzu ist nur zu bemerken, daB dieses W erk des P r o k l u s  in der 
arabischen Literatur nirgends genannt wird, und daB in demselben P t o le m a u s  
mehrmals zitiert wird, was die arabischen Autoren, und besonders einen B ir u n i  
auf den Gedanken hatte bringen sollen , daB dasselbe nicht von P t o le m a u s  
herstamme; immerhin ist die M oglichkeit von N a l l i n o s  Hypothese nicht aus- 
geschlossen.

p. 1 2 3  finden sich Angaben iiber die scheinbaren Durchmesser yon Sonne, 
Mond und der P laneten, die von den iibrigen im Werke yorkommenden sich 
hierauf beziehenden Zahlen sehr abweichen; p. 2 9 0 — 2 9 2  zeigen S c h i a p a r e l l i  
und N a l l i n o  iiberzeugend, daB diese Stelle von einem Westaraber interpoliert 
worden ist.

p. 126  (Kap. LII) spricht e l - B a t t a n i  iiber die Theorie der Trepidation 
der Fixsterne und yerwirft sie; p. 2 9 8 — 3 0 4  gibt N a l l i n o  eine Reihe von  
Stellen aus griechischen und arabischen Astronomen wieder, um die Geschichte 
dieser Theorie zu beleuchten; die arabischen Astronomen schopften sie teils 
aus griechischen, teils aus indischen Quellen; A b r a h a m  b a r  C h ij ja  berichtet, 
dafi die W eisen Indiens, des ostromischen Reiches und der Chaldaer diese Vor- 
stellung von der Hin- und Herbewegung der Fixsterne gehabt hatten; e l - B e t r o g i  
( A l p e t r a g i u s )  und A b r a h a m  Z a c h u t  fiihren ais Gewahrsmann den mythischen  
Astrologen H e r m e s  an. D ie ostarabischen Astronomen liefien diese Theorie bald 
nach 10 0 0  fallen, bei den Westarabern und im christlichen Abendland hielt sie 
sich viel langer.

p. 128  (Kap. LIII) wird yon der sogenannten revolutio annorum ge- 
handelt. Dieser so oft yorkommende astrologische Ausdruck, den ich in meinem  
Buche m it „Um lauf der Jahre“ iibersetzt habe, ware nach N a l l i n o  (p. 304)  
besser durch conversio ( =  Umwandlung) annorum wiederzugeben; er gibt dazu 
folgendes Beispiel: „Jemand ist am 26. A ilu l 1 1 0 0  (der Seleucid. Ara) um  
1 7 h 45111 geboren, da die Sonne im Grade x der Ekliptik stand, es wird der 
Zeitmoment gesucht, in welchem im Jahre 1 1 2 6 , da der Betreffende 26  Jahre 
zuriickgelegt h at, die Sonne zum selben Punkte zuriickkehrt“. Diese Be- 
rechnung wird also conversio annorum nativitatum  =  Umwandlung der Ge- 
burtsjahre genannt; fiir Ereignisse der Volker, Stadte, etc. lieifit die analoge 
Berechnung „Umwandlung der Jahre der W e lt“.

p. 1 3 9 — 141 (Kap. LY II) g ib t e l - B a t t a n i  eine interessante Beschreibung 
einer Armillarsphare, zu der S c h i a p a r e l l i  eine entsprechende Zeichnung in 
yorziiglicher W eise entworfen hat. p. 1 4 3 — 144  werden die parallaktischen 
Lineale beschrieben.

Es folgen nach dem LYII. K apitel acht Anhange, welche N a l l i n o ,  den 
yierten und sechsten ausgenom m en, ais echt betrachtet, obgleich sie in der 
Ubersetzung des P l a t o  fehlen; da sie sich meistens auf die Tafeln beziehen, 
hat sie w ohl P l a t o  w ie diese selbst weggelassen.



88 Rezensionen.

p. 310 , Note 3: In meinem Buche (Die Matliematiker und Astronomen der 
Araber, p. 14, Z. 21 v. o.) is t  nach N a l l i n o  statt „Almagestiibersetzung“, die 
R a b b a n  e l - T a b a r i  gem acht haben so li, zu lesen „Ubersetzung des Quadri- 
p a r t i t u m dementsprechend sind auch Z. 26  v. o. die W orte in  der Klammer 
„sollte heifien: I s h a q  b . H o n e in “ z u  streichen, denn H o n e in  hat in der Tat das 
Quadripartitum iibersetzt.

p. 318  bespricht N a l l i n o  e l - B a t t a n i s  Berechnung des Azim utes der Qibla; 
es ist richtig, dafi e l - B a t t a n i s  Form el (p. 137) nur eine angenaherte is t , sie 
entspricht eben der einfachen K onstruktion, die er auf der Sonnenuhr (1. c.) 
gibt. In der H erleitung der genauen Form el fiir das A zim ut der Qibla, die 
N a l l i n o  hierauf folgen lafit, begeht er aber zwei Fehler, indem er erstens das 
Dreieck A B C  ais bei C rechtwinklig yoraussetzt, wahrend ja  die O st-W estlinie 
auf dem Meridian des Beobachtungsortes und nicht auf dem jenigen yon Mekka

senkrecht steht, und zweitens cos A =  R  S|n ^  statt =  B ■ . '  setzt; so’ sin A B  tg A B
kommt er auf die Formel: cos az • =  R  ■ B̂n ^  ec>g y  statt auf die

sin dist.
. , tj sin ( L —U ) cos w

rich tige: cos az • =  K ■-------- ^ ^ ----- - •
sin dist.

Zum Schlusse diirfen w ir einen wesentlichen Vorzug dieses ausgezeichneten  
Werkes nicht unerwahnt lassen: es ist dies die Korrektheit der W iedergabe 
fremdsprachlicher Zitate; ein Y orrecht, das bekanntlich seit langer Zeit die 
deutschen Gelehrten fiir sich in Anspruch genommen haben, ist, w ie gewifi alle
unparteiischen Leser zugestehen werden, m it dieser Leistung glanzend durch-
brochen worden; das baben w ir nur den grofien Sprachkenntnissen N a l l i n o s  
und seinem gewissenhaften und sorgfaltigen Arbeiten zu yerdanken.

Mochten andere arabische Astronomen und Mathematiker bald eine Ausgabe 
erhalten, w ie sie hier e l - B a t t a n i  zu teil geworden ist.

Kilchberg, b. Ziirich. H e in r ic h  S u t e r .
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scient. 5 3 , 1904, 282—284. (H. B o s m a n s . )

Bollettino di bibliografia e storia delle 
scienze matematiche pubblicato per cura 
di G. L okia . Torino (Genova). 80. [2

1903 : 4. — 1904 : 1.

Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathe
matik herausgegeben von E. L a m p e  und 
G. W a l l e n b e r g .  Berlin. 8 °. [3

32 (1901): 3.

Revue semestrielle des publications mathe- 
matiąues, redigee sous les auspices de 
la societe mathematiąue d’Amsterdam 
par P. H. S c h o u t e ,  1). J. K o r t e w e g ,  
J. C . K l u y v e r ,  W. K a p t e y n ,  J. C a r d i n a a l .  
Amsterdam. 8 °. [4

12 : 1 (avril — octobre 1903).

Compte rendu du deuxisme congres international 
des mathśmaticiens tenu a Paris du 6 au 12 
aout 1900. Proces-verbaux et Communications 
publićs par E. D t j p o e c q  (1902). [Rezension:] 
Zeitschr. fiir Mathem. 49,1903, 469. ( W o l f f i n g . )
— Jornal de sc. mathem. 15, 1903, 89. (G. T.)

_______ [5

Cantor, M., Vorlesungen iiber Geschichte der 
Mathematik. — l 2 (1894). [Kleine Bemerkun- 
gen :] Biblioth. Mathem. 43 , 1903, 396—397. 
(G. Enestbóm.) — 2 2 (1900). [Kleine Bemer
kungen :] Biblioth. Mathem. 43, 1903, 397—398. 
(G. Enestrom.) — (1901). [Kleine Bemer
kungen:] Biblioth. Mathem. 43,1903,399—401. 
(G. Enestrom, A. von Braunmltil.) [6

*Darmstii(lter, L. und D u B ois-R ey
mond, R., 4000 Jahre Pionier-Arbeit 
in den exakten Wissenschaften. Berlin, 
Stargardt 1904. [7

8°, V +  389 S. — [5 M.] — [Rezension:] Deut
sche Literaturz. 25, 1904, 106—108. (E. Ger-
L i S D .)

Tropfke, J., Geschichte der Elementar-Mathematik 
in systematischer Darstellung. II (1903). [Re
zension :] Biblioth. Mathem. 4 3 , 1903 , 404— 
412. (G. E n e s t r ó m . )  [ 8

Zeuthen, H.G., ForelaesningeroverMathematikens 
Historie. II (1903). [Rfesumć:] Kobenhavn,
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Vidensk. Selsk., Oyersigt 1903, 553—572. (H.
G  Z e u t h e n . )  — [Rezension:) Bullet. d .  sc. 
mathfem. 272, 1903, 298—299. [9

Zenthen, H. G., Geschichte der Mathematik im 
XVI. und XVII. Jahrhundert. Deutsche Aus
gabe (1903). [Rezension:] Bullet. d. sc. mathćm. 
272, 1903, 298—299. [10

Braniimiihl, A. von, Vorlesungen iiber Geschichte 
der Trigonometrie. II (1903). [Rezension:] 
New York, Americ. mathem. soc., Bulletin 
102, 1903, 153—157. ( P .  C a j o r i . )  [11

Carrara, B., I tre probierni classici degli antichi 
in relazione ai recenti risultati della scienza.
II (1903). [Rezension:] Bruxelles, Soc. scient., 
Revue des quest. scient. 53, 1904, 285—287. 
(H. B o s m a n s . )  [12 |

* Mach, E ., La mecaniąue. Etude histo- 
riąue et critiąue de son developpement. i  

Traduite sur la ąuatrieme edition alle- 
man.de par E. B e k t k a n d .  Avec une j 
introduction par E. P i c a r d .  Paris, 
Hermann 1904. [IB j

8, VIII +  496 S. — [Rezension:] Bullet. d. | 
sc. mathfm. 272, 1903, 261—283 ; Bruxelles, 
Soc. scient., Revue des quest. scient. 5 3 , 
1904, 198—217. (P. Duhem.)

Duliern, P „  L’evolution de la mecaniąue.
[14

Revue gćnćr. d .sc .1 4 ,1903. — [Sonderabzug:] 
Paris, Joanin 1903. 8°, (3) +  348 S. — [Pol- 
nische Ubersetzung von S. D i c k s t e i n  :] Wia
domości matem. 7, 1903, 113—168, 244—288.

Dannemann, F ., Grundrifi einer Geschichte der [ 
Naturwissenschaften. II. Aufl. 2 (1903). [Re
zension :] Naturwiss. Rundschau 18 , 1903, 1 
618. <P. R.) [15

b) Geschichte des A ltertum s.
L orey, W ., Die Mathematik und das 

klassische Altertum. [16 j

Zeitschr. fiir das Gymnasialwesen (Berlin) 57, |
1903, 815-822.

* Boftito, (x., Cosmografia primitiva, clas-
sica e patristica. [17 j

Roma, Accad. pontif. dei N. Lincei, Memorie 
19— 20, 1903. — [Rezension:] Bruxelles, Soc. 
scient., Revue des quest. scient. 5 3 , 1904, 287 
—288. (H. B o s m a n s . )

Crespi, A ., Intorno all’ interpretazione 
di un luogo matematico di Platone. [18 

Riyista di filosofia (Bologna) 5 :1, 1903, 343.
Heiberg, J. L„ Paralipomena zu Euklid (1903). 

[Rezension:] BruxelXes, Soc. scient., Revue des 
quest. scient. 5 3 , 1903, 284—285. (H. B o s 
m a n s . )  [19

S chm idt, W ., Uber den griechischen 
Mathematiker Dionysodoros. [20

Biblioth. Mathem. 43, 1903, 321—325.
Cl. Ptolemaei Opera. Edidit J. L. H e i b e r g .  I : 2

(1902). [Rezension:] Deutsche Literaturz. 25, 
1904, 242—243. (K. M a n i t i u s . )  [21

* Goodspeecl, E. J ., The Ayer papyrus. [22
Americ. mathem. monthly 10, 1903, No. 5.

c ) G e s c h i c h t e  des M i t t e l a l t e r s .

Bjornbo, A. A., Uber ein bibliographisckes 
Repertorium der handschriftlichen mathe- 
matischen Literatur des Mittelalters. [23 

Biblioth. Mathem. 43, 1903, 326—333.

E nestrom , Gr., Uber einen Brief von 
Gerbert an Adelbold. [24

Biblioth. Mathem. 43, 1903, 402. — Anfrage.
Curtze, M., Urkunden zur Geschichte der Matho- 

matik im Mittelalter und der Renaissance
(1902). [Rezension:] Bruxelles, Soc. scient., 
Revue des quest. scient. 53, 1904, 288—295. 
(H. B o s m a n s . )  — Nyt Tidsskr. for Mathem. 14,
1903, B : 67. [25

Guttinami, M., Abraham bar Chijja Saya- 
sorda geometriajanak III. fejezete mint 
adalek Euclidesnek 71cql Siccigeascov 
piphor czimii elveszett munkajahoz bol- 
cseszettudori ertekezes ket Miincheni 
codex alapjan kiadta, forditotta es jegy- 
zetekkel eilatta. Budapest 1903. [26

8°, 28 +  15 +  (1) S + 1  Taf. — Das 3. Kapitel 
der Geometrie des A b r a h a m  b a r  C h i j j a  S a v a -  
s o r d a ,  ais Beitrag zur Kenntnis der ver- 
lornen Schrift E u k lh > ’s  i f t ę i  Jiaipta£tov |i<- 
ftXlov. Nach zwei Miinchener Handschriften 
herausgegeben, iibersetzt und erlautert.

Diinner, L., Die alteste astronomische Schrift des 
Maimonides (1902). (Rezension:] Zeitschr. fur 
Mathem. 49, 1903, 387. (C . W. W i r t z . )  [27

Bjornbo, A. A., Die mathematischen S. Marco- 
handschriften in Florenz (1903). [Rezension:] 
Deutsche Literaturz. 25, 1904, 370—371. [28

Lazzarini, M ., Leonardo Fibonacci, le
sue opere e la sua famiglia. [29

Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 6, 1903, 
98—102; 7, 1904, 1—7.

Lazzarini, M ., I giuochi aritmetici di
Leonardo Pisano. [30

Supplemento al Periodico di matem. 7, 1903, 
2—7.

Duhem, P ., Leonard de Yinci et la com- 
position des forces concourantes. [31 

Biblioth. Mathem. 4 3, 1903, 338—343.
Favaro , A ., Sul matematico cremonese 

Leonardo Mainardi. [32
Biblioth. Mathem. 4 3 , 1903, 334—337.

d) G eschichte der neueren Zeit.
Papperitz, E., Uber die wissenschaftliche Dar

stellung der neueren Geometrie und ihre Ent
wickelung (1901). [Rezension:] Deutsche Lite
raturz. 24, 1903, 2840. [33

* B ashfortli, F ., Historical sketch of the 
experimental determination of the re- 
sistance of the air to the motion of 
projectiles. Cambridge 1903. [34

8 °, 30 S. +  1 Taf. — [1 sh.]
W alln er , C. R ., Uber den deutschen 

Mathematiker Andreas Alesander. [35 
Biblioth. Mathem. 43, 1903, 403. — Antwort 
auf eine Anfrage.
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T oledo, L. O. de, Dos yersiones espafiolas 
de los Elementos de Euclides. [36

Riyista trimestrial de matem. 3, 1903, 65—66.
P e la  Campa, S ., Traducciones castellanos 

de los Elementos de Euclides. [37
Riyista trimestrial de matem. 3, 1903 113 
-114.

Enestrom , G., Iiber einen geometrischen 
Quadranten von 1594. [38

Biblioth. Mathem. 4 3, 1903, 403. — Antwort 
auf eine Anfrage.

*Feldlians, F . M., Die Begriindung der 
Lehre vou Magnetismus und Elektrizitat 
durcli W illiam Gilbert ( f  1603). Heidel
berg, Winter 1904. [39

8°. — [0.80 M.]
Favaro, A ., Amici e corrispondenti di 

Galileo Galilei. IX. Giovanni Camillo 
Gloriosi. [40

Venezia, Istituto Veneto, Atti 63 : 2, 1903, 1 
—48.

Oudemans, J. A. C. et Bosscha, J . , Galilće et 
Marius (1903). [Rezension:] Bruxelles Soe. 
scient., Reyue des ąuest. scient. 5 3 , 1904, 295 
—297. (H. B o s m a n s . )  [41

Maupin, G., Opinions et curiositfes touchant la 
mathematiąue. II (1902). [Rezension:] New 
York, Americ. mathem. soc., Bulletin 102,
1904, 206—207. (F. Cajobi.) — Reyue gćnfer. 
d. sc. 14, 1903, 520. [42

*J)es Marez, G., Notices sur les doeuments 
relatifs a Michel-Florent van Langren 
conseryes aus arcbives de la yille de 
Bruxelles. [43

Reyue des bibliotheąues et archiyes de Belgi- 
que 1903.

Schreiber, P. J., Christoph Scheiner und seine 
Sonnenbeobachtungen (1902). [Rezension:] 
Brumlles, Soc. scient., Reyue des ąuest. 
scient. 5 3 , 1904, 297 —298. (H. B o s m a n s . )  [44

Shedd, J . C., The w ord Barometer. [45 
Science 192, 1904, 108—110.

Lagrange, CU., Newton et le principe de 
la limite (l’infiniment petit absolu). [46 

Bruxelles, Acad. de Belgique, Bulletin 1903, 
659—683.

Lorey, W ., Nachtrag zu der Notiz iiber 
Newtons Grabdenkmal. [47

Zeitschr. fiir mathem. Unterr. 35, 1904, 88.
Cajori, F .,  War die Binomialreihe auf 

Newtons Grabstein eingemeiselt? (48 
Zeitschr. fiir mathem. Unterr. 35, 1904, 89.

Bopp, K.. Antoine Arnauld, der groCe Arnauld 
ais Mathematiker (1902). [Rezension:] Bollett. 
di bibliogr. d. sc. matem. 6, 1903, 124—125.

[49
* Saccheri, G., Euclide emendato. Tradu- 

zione e note di G. B o c c a r d i n i .  Milano, 
Hoepli 1904. [50

1 6 0  24 4-126 S. — [Rezension:] Periodico di 
matem. 19, 1903, 149—150.

F avaro , A ., Due lettere inedite del P. 
Girolamo Saccheri a Yincenzo Viviani, 
pubblicate ed illustrate. [51

Riyista di fisica (Payia) 4, 1903. 15 S.

V ailati, G., Di un opera dimendicata del 
P. Gerolamo Saccheri („Logica demon- 
strativa“, 1697). [52

Riyista filosofica (Payia) 1903. 15 S.
Godefroy, JI., La fonction gamma. Thśorie, 

historique, bibliographie (1901). [Rezension:] 
Arch. der Mathem. 7 3, 1904, 149—151. (R.
Haussner.) [53

Stande, O., Die Hauptepochen der Entwickelung 
der neueren Mathematik (1902). [Rezension:] 
Deutsche Literaturz. 24, 1903 , 2960—2961. [54

Burkhiirdt, H., Entwickelungen nach oscillieren- 
den Functionen (1901—1903). [Rfesumfe:] Deut
sche Mathem.-Verein., Jahresber. 12, 1903, 563 
—565. (H. Bukkhardt.) [55

Enestrom , G., Der Briefwechsel zwischen 
Leouhard Euler und Johann I. Bernoulli. I.

[56
Biblioth. Mathem. 43, 1903, 344—388. — [Re
zension:] Deutsche Literaturz. 25, 1904, 499.

Mackay, J . S ., Mathematical correspon- 
dence. Robert Simson, Matthew Stewart, 
James Stirling. [57

Edinburgh, Mathem. soc., Proceedings 21,
1903, 2-39.

*A lasia , C ., Sul stato  d ella  teoria  delle  
congruenze b in om ie avanti i l  1852. [58

Riyista di fisica (Payia) 4 : 2, 1903, 149—208.
M uir, T li., The theory  o f  ax isym m etric  

d eterm inan ts in  th e  h isto r ica l order o f  
deyelop m en t up to 1841. [59

Edinburgh, Royal soc., Proceedings 24, 1903, 
555—571.

Amodeo, F ., Nicolo Fergola. [60
Napoli, Accad. Pontaniana, Atti 33, 1903.
32 S .

Wolffing, E ., Mathematischer Biicherschatz. I
(1903). [Rezension:] New York, Americ. mathem. 
soc., Bulletin IO2 , 1904, 261—263. (D. E. S m i t h . )
— Arch. der Mathem. 73, 1904, 137—146. (F. 
M U i/ l e k . )  —  Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 
6 , 1903, 109—110. (G. L.) — Bullet. d. sc. 
mathćm. 2 7 2 , 1903, 343. (G. D.) — L’enseigne- 
ment mathćm. 6 , 1904, 83. (H. Fehk.) [61

H ettner, G., Alte mathematische Probleme 
und ihre Klarung im neunzehnten Jahr- 
hundert. Berlin 1904. [62

4°, 18 S. — Rede in der Technischen Hoch- 
schule in Berlin am 26. Januar 1904.

R osan es, J . , Charakteristische Ziige in 
der Entwickelung der Mathematik des
19. Jahrhunderts. [63

Deutsche Mathem.-Verein , Jahresber. 13,1904, 
17—30. — Rektoratsrede.

S tiick el, 1‘. ,  Iiber die Geschichte des 
Begriffes „zweite Kriimmung“ und des 
Termes „Torsion11. [64

Biblioth. Mathem. 43, 1903, 402. — Anfrage.
Sim on, M., Zur Geschichte der regularen 

Sternpolyeder. [65
Arch. der Mathem. 7 3 , 1904, 109. — Uber ein 
Zitat von P o i s s o n  (1809).

* S tr e it , H ., Die Fortschritte auf dem 
Gebiete der Thermoelektrizitat von der



92 Neuerschienene Schriften.

Entdeckung bis zur Mitte des yorigen 
Jahrhunderts. Kattowitz 1903. [66

8°, 84 S. -f- 2 Tabellen +  1 Taf. — [Rezension:] 
Zeitschr. fur mathem. Unterr. 35, 1904 , 79.
(M e y e r .)

Gauss, C. F., Werke. Herausgegeben yon 
der koniglichen Gesellschaft der W issen
schaften in Gottingen. Band 9. Got- 
tingen 1903. [67

4°, (3) +  528 S. — [26 M.] — [Rezension:] 
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 13,
1904, 59—60. (F. K l e i n . )

Dickstein, S . , Jan Joachim Livet (1783 
— 1812). [68 

Wiadomości matem. 7, 1903, 225—243.
*Klores, Zur Geschichte der Steiner- 

schen Konstruktionen einer Flachę zwei- 
ter Ordnung. Rostock 1903. [69

8», 39 S. +  2 Taf.
Niels Henrik Abel. H ftm oria l publić a l ’occasion 

du centenaire de sa naissance (1902). [Rezen
sion:] Journ. des sayants 1903, 109—119. (E. 
P i c a r d . )  [70

*H libow icky, K. [Niels Henrik Abel und 
seine Bedeutung in der Mathematikl.

[71
Lemberg, Seycenko-Gesellsch., Abhandlungen
9, 1903, No. 1. 88 S. — In kleinrussischer 
Sprache.

Cantor, M., Ferdinand Schweins und Otto Hesse
(1903). [Rezension:] Bollett. di bibliogr. d. sc. 
matem. 6, 1903, 127. [72

Konigsberger, L., Hermann von Helmholtz (1902 
—1903). [Rezension:] Arch. der Mathem. 7 3 ,
1904, 158—159. (E. J a h n k e . )  — Naturę 68, 1903, 
193. — Philos. magazine 56, 1903, 288. — Zeit- 
schrift fiir mathem. Unterr. 35, 1904, 60—68. 
(A. W a n g e r i n . )  [73

Lord Kelvin and his first teacher in natural 
philosophy. [74

Naturę 68, 1903, 623—624.
*M lodziejowski, B. K. [Karl Michai- 

lovitch Peterson und seine geometrischen 
Arbeiten]. [75

Moskwa, Matem, obchtch., Sbornik 24, 1903, 
1—21. — Russisch.

*Egoroff, 1). Th. [Die Arbeiten von K. 
M. Peterson auf dem Gebiete der par- 
tiellen Differentialgleichungen]. [76 

Moskwa, Matem, obchtch., Sbornik 24, 1903, 
22—29. — Russisch.

Scheffers, G., Uber Integrationstheorien 
von Sophus Lie. Yorlaufiger Bericht. [77 

Deutsche Mathem.-Yerein., Jahresber. 12,1903, 
525—539.

J. C. Poggendorffs Biographisch-literari- 
sches Handworterbuch zur Geschichte 
der exakten Wissenschaften. Yierter 
Band (die Jahre 1883 bis zur Gegenwart 
umfassend), herausgegeben von A. J. 
v o n  O e t t i n g e n .  Lief. 12— 17. Leipzig, 
Barth 1903. [78

8°, S. 793—1224. — [18 M.] — Rezension der 
Lief. 1—13:] Zeitschr. fur Mathem. 49. 1903, 
469—470. (K. W olffjng.)

W a rd , R. De C ., M eteoro log ica l b ib lio -  
graph ies. [^9

Science I 8 2 , 1903, 795.

e) N ek ro lo g e .
Karl Anton Bjerknes (1825— 1903). [80

Naturę 6 8 , 1903, 133. (G. H. B r y a n . )

Luigi Cremona (1830— 1903). [81
Roma, Accad. d. Lincei, Rendiconti 125 :2, 
1903 , 664—678 [mit Schriftverzeichnis]._ (G. 
Veronese.) — Torino, Accad. d. sc., Atti (sc. 
fis.) 38, 1903, 549-551. (E. d ’Ovidio.) — II 
Pitagora 10 , 1903, 1—3 [mit Portrat]. (G. 
F a z z a r i . )  — Naturę 6 8 , 1903, 393—394. (P. 
B l a s e r n a . )

Hermann Gerlach (1826— 1903). [82
Zeitschr. fiir mathem. Unterr. 34, 1903, 583 
—590 [mit Portrat und Schriftverzeichnis],
(W. A h r e n s . )

Josiah Willard Gibbs (1839— 1903). [83
Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 7, 1904, 
29. — Naturę 6 8 , 1903, 11. (G. H. B r y a n . )  — 
Revue gfcnftr. d. sc. 14, 1903, t44—648. (H. 
L e C h a t e l i e r . )

Meyer Hamburger (1838—1903). [84
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 13,1904, 
40—53 [mit Portrat und Schriftverzeichnis], 
(E. L a m p e . )

Julius Lange (1846— 1903). [85
Berlin, Deutsche physik. Gesellsch. 6 , 1904, 
85—100. (E. L a m p e . )

Sophus Lie (1842—1899). [86
Giorn. di matem. 41, 1903, 145—180. (Uber
setzung durch A. V i t e r b i  des Nekrologes yon 
M. N o e t h e r  in den M athem . A nn. 53,1900.)

Leon Ripert (1840?— 1903). [87
L ’enseignement mathfein. 6 , 1904, 69—70. (C.
A. L.)

George Gabriel Stokes (1819— 1903). [88 
Paris, Acad. d. sc., Comptes rendus 136, 1903, 
841—846. (J. M a s c a r t . )

f) A ktuelle Fragen.
B audin, P ., La chaire d’histoire generale 

des sciences au College de France. 
Lettre au ministre de 1'instruction pu- 
bliąue. Paris 1904. [89

8°, 7 S. — Abdruck aus der Zeitung „Le 
siecle“ 31. Januar 1904. — Uber die Ernennung 
des Herrn W y b o c b o f f  zum Professor anstatt 
des in erster Linie yorgeschlagenen Kandi- 
daten Herrn P a u l  T a n n e r y .

Muller, F elix , W elche Bedeutung hat fiir 
den Lehrer der Mathematik die Kenntnis 
der Geschichte, Literatur und Termino
logie seiner Wissenschaft? [90

Zeitschr. fur Gymnasialwesen (Berlin) 57, 
1903, 801^815. — [Rfesumfe:] Verhandl d. 47. 
Vers. deutscher Philol. und Schulm. (Leipzig 
1904), S. 160—162.

M iiller? F elix , Zur Frage der Begriindung 
einer mathematischen Zentralbibliothek.

Biblioth. Mathem. 43, 1903, 389-391.
[91
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Enestrom, Uber Ausstellungen mathe- 
matischer Literatur. [92

Biblioth. Mathem. 43l 1903, 392-395.

B eyel, Clir., Die Bezeichnung in der
darstellenden Geometrie. [93

Zeitsehr. fiir mathem. Dnterr. 34 1903 542 
—550.

Loria, (i., Les femmes mathematiciennes.
[94

Reyue scient. 214, 1903, 385—392.

Richter, A., Die Stuclenten der Mathe
matik auf den technischen Hochschulen.

[95

Zeitsehr. fiir mathem. Dnterr. 34, 1903, 473 
-479.

[Yerhandlungen des Kongresses fur Ge
schichte der Mathematik und Physik 
in Rom 1903.] [96

Revue I n t e r n a t i o n a l e  de 1 'e n s e i g n e m e n t  (Paris) 
1903. 8  S. (P. T a n n e r y . )

[Yerhandlungen der deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung in Kassel 1903.]

[97
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 12,1903, 
517—524. (A. K r a  z e r . )  —  New York, Americ. 
mathem. soc., Bulletin 102, 1904, 230—239. 
(R. E. W i l s o n . )  — L’enseignement mathćm. 6, 1904, 59-60.
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Wissenschaftliche Chronik,
Erneim im geii.

— Dr. H. F. B a k e r  in Cambridge (Eng- 
land) zum „Lecturer of mathematics" an der 
Uniyersitat daselbst.

—  Dr. G. A. B l i s s  in Minneapolis zum 
Professor der Mathematik an der Uni
yersitat in Chicago.

—  J. W. B r i s t e r  zum Professor der 
Mathematik an derUniyersitat in Nashyille.

— Professor J. B . D a l e  in Cambridge 
zum Professor der Mathematik am „Kings 
college" in London.
— Professor G. B . H a l s t e d  in Texas zum 

Professor der Mathematik am „Kenyon 
college", Gambier (Ohio).

—  Professor P. W. H a n a w a l t  in Mount 
Pleasant (Iowa) zum Professor der Mathe
matik und Astronomie am „ Albion college" 
(Michigan).
— Dr. E. W. H o b s o n  in Cambridge (Eng- 

land) zum „Lecturer of mathematics" an der 
Uniyersitat daselbst.

— Professor E. Lacour in Nancy zum 
Professor der Mathematik an der Uni
yersitat in Rennes.

— M. A. M a c k e n z i e  in Toronto zum Pro
fessor der Mathematik an der Uniyersitat 
daselbst.
— Dr. H. C. d e  M o t t  zum Professor der 

Mathematik an der „Illinois Wesleyan 
uniyersity".

—  Dr. H . C. R i c h a r d s  zum Professor der 
Physik an der Uniyersitat yon Pennsyl- 
vania.

—  Professor H . S t r u y e  in Konigsberg 
zum Professor der Astronomie an der 
Uniyersitat in Berlin.

—  Professor E. S t u d y  in Greifswald zum 
Professor der Mathematik an der Uni
yersitat in Bonn.
— S. A. P. W h i t e  in Oxford zum Pro

fessor der Mathematik am „Kings college" 
in London.

— Professor F. G. W r e n n  zum Professor 
der Mathematik am „Tufts college"•

Todesfalle.
— M a r c u s  B a k e r ,  Kartograph an der 

geologischen Untersuchung derYereinigten 
Staaten, geboren in Kalamazoo (Mich.), 
den 28. September 1849, gestorben in 
Washington den 12. Dezember 1903.

— G i o y a n n i  F e r r e t t i ,  Doktor Philo- 
sophiae in Rom, geboren in Mestre den
24. April 1879, gestorben in St. Moritz 
(Schweiz) den 28. August 1903.

—  A d o l p h  E d m u n d  H e s s ,  Professor der 
Mathematik an der Uniyersitat in Marburg, 
geboren in Marburg den 17. Pebruar 1843, 
gestorben daselbst den 24. Dezember 1903.

—  LiSon R i p e r t , pensionierter „Chef de 
bataillon", geboren 1840 (?), gestorben 
im August 1903.

— G e o r g e  S a lm o n ,  „Proyost" der Uni
yersitat in Dublin, geboren in Dublin den
25. September 1819, gestorben daselbst 
den 22. Januar 1904.

— W i l h e l m  S c h e l l ,  Professor der Mecha
nik und synthetischen Geometrie an der 
technischen Hochschule in Karlsruhe, ge
boren in Fulda den 31. Oktober 1826, ge
storben in Karlsruhe den 13 Februar 1904.

Demnachst erscheinende matliematisch- 
literarische Arbeiten.

— In einem der nachsten Bandę der 
A b h a n d l u n g e n  zur  G e s c h i c h t e  der  
m a t h e m a t i s c h e n  W i s s e n s c h a f t e n  
wird eine Einfuhrung in die mathematische 
Litei atur von F e l i x  M u l l e r  erscheinen. 
Das Buch wird ungefahr 12—15 Bogen 
umfassen. Es soli keine mathematische
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Bibliographie sein, sondern den Studie- 
renden und Lehier der Mathematik in 
der Literatur seiner Wissenschaftszweige 
orientieren. Der Yerf. hat bei Abfassung 
seines Buches die Ratschlage und Studien- 
plane beriicksichtigt, die den Studierenden 
der Mathematik yon den Dozenten der 
Universitaten Gottingen, Jena, Leipzig, 
Greifswald u. a. wiederholt gegeben wur- 
den. In diesen wird ausdriicklich betont, 
dafi das in den Vorlesungen und Ubungen 
erworbene Wissen durch privates Studium 
yeryollstandigt werden muB, und auf die 
Wichtigkeit friihzeitigen Literaturstudiums 
hingewiesen, das die Fahigkeit entwickelt, 
sich in fremde Gedanken hineinzuleben. 
Die Einfuhrung in  die mathematisćhe 
Literatur soli dieses Studium erleichtern. 
Zu dem Zweck wird eine systematische 
Ubersicht iiber die wichtigsten Original- 
schriften, Einzelwerke sowohl wie Journal - 
abhandlungen, der einzelnen Disziplinen 
gegeben, sowie auf einfuhrendeLehrbucher, 
Kompendien, Aufgaben-Sammlungen, Ta- 
feln u. dgl. hingewiesen. Die systema
tische Anordnung der Disziplinen ist die- 
selbe, die fiir die Redaktion der F o r t -  
s c h r i t te  d er M a t h e m a t i k  sich bewahrt 
hat. Den einzelnen Abschnitten gehen 
kurze Notizen iiber die Entstehung, den 
Zweck und den Inhalt der einschlagigen 
Disziplinen yoraus. Das Buch soli zugleich 
dem Lehrer der Mathematik die litera- 
rischen Hilfsmittel an die Hand geben, 
Liicken in einzelnen Zweigen zu erganzen, 
und ihn in den Stand setzen, in spateren 
Jahren der weiteren Entwickelung der 
Wissenschaft zu folgen.

Neuer KongreB fiir Geschichte
der mathematischeu und physischen 

Wissenschaften.
— L’interet excite, au premier congres 

de philosophie, par des Communications 
purement historiąues faites a la section 
de logiąue et histoire des sciences, a pro- 
yoąue dans ce congres meme la proposition 
de dedoubler a l ’avenir cette section. Le 
comite d’organisation du 2 me congres Inter
national de philosophie, qui sera tenu a 
Geneve 4— 8  septembre 1904, a cru inter- 
essant, au moins a titre d’essai, de donner 
suitę au desir ainsi manifeste. De la sorte, 
la section de logiąue et philosophie des

sciences serait reseryee aux Communi
cations et aux discussions concernant les 
ąuestions de methode et de theorie de la 
connaissance scientifiąue. Dans la section 
d’histoire des sciences, les savants peuvent 
d’autre part traiter librement des ąuestions 
purement historiąues, qu’ils aient d’ailleurs 
ou non des preoccupations philosophiąues 
particulieres. En leur offrant ainsi de 
former une section autonome dans un 
congres de philosophie, le comite d’organi- 
sation a desire a la fois temoigner de 
1’interet majeur que presente Thistoire des 
sciences pour les philosophes et donner a 
ceux-ci une occasion de se familiariser avec 
l’esprit et les methodes des travaux his
toriąues en matiere de sciences.

La section d’histoire des sciences sera 
organisee au reste ayec le concours et sous 
la direction de la commission internatio- 
nale permanente nommee par la section 
correspondante du congres des sciences 
historiąues de Rome 1903. Toutes les 
Communications relatiyes a cette section 
doiyent etre adressees au president de la 
commission, M. P a u l  T a n n e r y , directeur 
des tabacs, Pantin (Seine), a France. Les 
adhesions seront reęues par le secretaire 
generał du congres de philosophie, M. En. 
C l a p a r e d e  (Champel 11, Geneve), auąuel 
on peut aussi faire paryenir le montant 
de la cotisation (20  francs).

Preisfragen gelehrter Gesellscliaften.
— Academia de ciencias exactas, fisicas 

y  naturales de M a d r i d .  Estudio completo 
de una clase especial de integrales sin- 
gulares, procedentes de aąuellas ecuaciones 
diferenciales en que los yalores de las deri- 
yadas resulten indeterminados, siempre 
que existan ciertas relaciones entra los 
yalores simultaneos de las yariables prin- 
cipales. ' (Etude complete d’une classe 
speciale d’integrales singulieres provenant 
des equations difierentielles pour lesquelles 
les yaleurs des deriyees deyiennent in- 
determinees quand il existe certaines rela- 
tions entre les yaleurs simultanees des 
yariables principales.)

Yermischtes.
— L’academie des sciences de Paris a 

decerne en 1903 le prix Binoux a M. H. 
G. Z e u t h e n  pour ses magistrales etudes
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sur 1’historie des sciences. Ce meme prix 
sera decerne aussi en 1905 a un auteur 
de travaux dans 1’histoire des sciences.

— Die bibliographische Kommisaion der 
Deutscben Mathematiker - Yereinigung 
(siehe B i b l i o t h .  M a th em .  43l 1903,
S. 419) hat die deutschen Mathematiker 
aufgefordert, Yerzeichnisse von solchen 
Werken und Zeitschriften, welche sie sich 
im Verlaufe ihrer Arbeiten gar nicht oder 
nur schwer verschaffen konnten, einzu- 
senden. Solche Schriften, die auf samt- 
lichen deutschen Bibliotheken fehlen, 
werden bei passender Gelegenheit zur

Anschaffung an irgend einem Orte vor- 
geschlagen werden.
— Unter dem Titel M a t h e m a t i s c h -

n a t u r w i s s e n s c h a f t l i c h e B l a t t e r  wird
seit dem Anfange des Jahres 1904 mit 
Herrn P. O e s t r e ic h  i n  Barmen-W upper- 
feld ais Redakteur und im Kommissions- 
verlage von B. G. Teubner i n  Leipzig ein 
Organ des Yerbandes mathematischer und 
naturwissenschaftlicher Vereine an Deut
schen Hochschulen herausgegeben. Die 
Zeitschrift erscheint monatlich, und der 
Abonnementspreis betragt 3 Mark fiir das 
Jahr.
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Sur l’arithmetique geometriąue des G-recs et des Indiens.

Par H . G. Z e u th e n  a Kjobenhavn.

On sait quALKA RCHi demontre le theoreme
l 3 +  23 +  . . . +  n 3 =  (1 +  2 +  . . . n)» 

de la  m aniere su iT ante.1) S o it  A  C (fig . 1) un carre dont le  cóte  
A B  =  1 +  2 +  . . . -f- n, e t so ien t B B '  —  n, B 'B "
—  n  — 1, B " B '"  =  n ■— 2, etc. Qu’on construise 
egalement des carres sur A B ',  A B " , A B '" , . . .  Alors 
le gnomon B C 'D  =  B B '  . B G  +  B D ' . C’D ' —  
n ( B C + G ' D ' ) .  Or B G  =  \ n ( n +  1), G 'D ' =
\ n  (n — 1); donc B C  +  C'D' —  n 2, et par conseąuent 
B C ’D  —  n 3• de menie B ' G " D '  =  (yn — l ) 3, . . .
Le carre A C  se compose donc des gnomons n 3,
(n — l ) 3, . . . 1, c. q. f. d. —

Tout en se serrant du nom grec de „gnomon" H a n k e l  cite expresse- 
ment cette demonstration comme exemple de la maniere indienne de 
conceToir ce genre de ąuestions. E tant donnę, en effet, que les Indiens 
ont connu le resultat en question et que; d’autre part, ils se sont servis 
d’illustrations geometriques, il est bien possible qu’ils en aient fait usage 
dans ce cas; mais pour en m ontrer la probabilite; H a n k e l  aurait du 
tacher de trouTer aussi dans les sources indiennes des exemples d’un 
procede semblable; car les Indiens etaient assez bons calculateurs pour 
avoir pu obtenir le resultat par voie d ’une induction numerique. 
Cependant H a n k e l  avait bien saisi la naturę intuitive du savoir geome- 
trique des Indiens, qu’il opposait aus notions exactes qui font la base des 
conclusions de la geometrie greccjiie, et il desirait montrer par un meilleur
exemple que n ’en offrait la litterature indienne qui etait a sa disposition,

o ” n" jy  :d
Fig. 1.

1) Nous citons ici la demonstration avec les notations de H a n k e l : Zur Ge
schichte der Mathematik in Alterthum und Mittelalter (Leipzig 1874), p. 192 note. 

Bibliotheca Mathematica. III. Folgę. V. 7
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1’emploi de cette geometrie intuitive. Nous verrons plus loin que des 
decouvertes faites apres sa mort ont confirme en partie ses vues sur la 
naturę de la geometrie indienne; malłieureusement cette m ort prematuree 
l ’a empecbe de s’occuper assez de l ’epoque la plus brillante de la geo
metrie grecque1) pour se rendre compte du role considerable qu’a joue 
l ’intuition; meme dans la geometrie exacte des Grecs. En effet, 1’algebre 
algebrique, dont les procedes sont assez bien definis pour etre exacts en 
meme temps qu’intuitifs, rend aux geometres grecs les memes services 
que demandent les modernes aux symboles de 1’algebre litterale. Les figures 
de l ’une aussi bien que les formules de l ’autre revetent les conclusions 
exactes d’une formę que peut saisir Tintuition et qui permet ainsi d’em- 
brasser en pensee, de retenir en memoire et de representer tout ce qui fait 
l ’objet des conclusions. De meme que 1’algebre litterale est applicable aussi 
aux nombres entiers, de meme 1’algebre geometrique grecque comprend 
une aritbmetique grecque, qui semble 1’ayoir precedee.

A p res avo ir  ex p liq u e  ces m etb od es dans m on  Histoire des mathe- 
matiąues dans Tantiąuite et le mogen dge, e t  apres le s  avo ir  illu strees  

par des ex em p les , j ’ai p u  fa ir e 2) de la  d em on stra tion  d’ALKAKCHi une  
a p p lica tio n  to u t  a fa it d itferente de ce lle  qu’en  fa it  H a n k e l .  P o u r  m ontrer  
q u ’un  resu lta t p resq u e eq u iv a len t a c e lu i dALKAROHl, e t  q u i se trou ye  

in d iq u e dans N ic o m a q u e  sans d em on stra tion  exp resse , e ta it  a la  p ortee  
des m etb od es grecq u es d on t j ’avais deja rendu  com p te , j ’ai c ite  la  d em on 
stration  dALKARCHi. J ’ayou e que j ’y  ai jo in t  la  su p p o sit io n  que le  resu ltat  

p lu s co m p let de 1’au teur arabe eta it  con n u  des Grrecs, su p p o s it io n  que 
sem b le confirm er un  fa it  h isto r iq u e  sur le q u e l je  rev ien d ra i p lu s  tard.

Cependant comme M. E n e st r o m  a mis en doute mes conclusions 
a ces differents egards3), je ne crois pas inutile de m ontrer ici que N iC O  
m aque  lui-meme mentionne expressement tous les elements dont se compose 
la demonstration dALKARCHi; ce n ’est que la derniere des conclusions 
tirees par cet auteur arabe qui manque cbez lui.

P o u r s ’exp liq u er  son  ab sen ce et p our b ien  com p rend re la  form ę des 
con tr ib u tion s de N ic o m a q u e  a n otre  co n n a issa n ce  de l ’aritb m etiq u e grecq ue, 
i l  fau t se rap p eler qu’il  n ’est p as u n  au teur o r ig in a l au p o in t de vu e  

m ath em atiq u e: la  p lu p art des p rop rie tes des n om b res d o n t il  s ’o ccu p e de- 
y a ien t etre a la  p ortee  de to u t le c teu r  d ’EuCLiDE. E n  revan cb e il  n ou s  

fo u m it  des ren se ig n em en ts p rec ieu x  con cern an t la  form ę sou s la q u e lle

1) Abstraction faite de 1’admirable fragment qu’il a laisse (1. c. p. 389—410) sur la 
theorie des proportions d’EucLiDE.

2) Edition allemande p. 244, edition franęaise p. 205.
3) B i b l i o t h .  M a them .  33, 1902, p. 146.
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le s  Grecs se rend aient com p te de ces p rop rietes trop  sim p les pour etre  
l ’objet des rech erch es des grands geom etres.

On trou ye su rtou t dans son  livre  la  d escrip tion  de ces arrangem ents  
geom etr iąu es des u n ites , represen tees par des p o in ts  (ou  d’autres sign es), 
qui on t donn ę lie u  aux n om s geom etr iąu es de differentes classes de 
nom bres, te ls  que p l a n s  e t  s o l i d e s ,  c a r r e s  e t  c u b i ą u e s ,  t r i a n g u l a i r e s ,  
p o l y g o n a u x ,  p y r a m i d a u x ,  a in si qu ’a l ’ap p lica tion  aritb m etiqu e du 
g n o m o n  que n ou s v en on s de rencontrer dans la  dem onstration  d ’ALKAKCHL 

L es d en om in ations rem onten t aux an ciens P y tb a g o r ic ie n s; l ’u sage des 
arrangem ents qu ’ils  exp rim en t d o it rem onter au ssi lo in . E u c l id e  s’en  
sert pour determ iner d’une m aniere generale le s  tr ian g les  rectan g les a cotes  
com m ensurables, et ces figures etant ju stem en t ce lle s  qui seryent a exprim er  
geom etriqu em en t le s  op eration s a lgebriqu es; on a du ayoir a ce tte  epoque  
1’b abitud e de le s  m anier. Q uant aux p rop rietes des nom b res qu’en on ce  
N icom aque  sans d em on stration  exp resse , le s  d its arrangem ents en  donnent  
des yerification s assez im m ediates pour ju stifier  ce tte  ab sen ce de dem onstra- 
tion s , et i ls  n ou s a id en t a com prendre le  sens num erique de ses en on ces  
de form ę geom etriqu e.

L orsq ue; par exem ple, au n° 12 du secon d  livre  de son  arith m etiqu e, 
NiCOMAQUE dit qu’un n om b re quadrangulaire ou  carre se com p ose de 
deu x n om bres tr ian gu la ires co n se cu tifs , c ’est sa m aniere d’exp rim er que 

( l  +  2 +  3 +  . . -  +  n) +  ( l  +  2 +  8 +  . . . »  —  1) =  « 2;
car, d’apres ce qui a e te  en on ce au n° 8 , u n  nom bre
trian gu la ire  est la  som m e des n om b res n atu rels. L e  resu lta t  
se presen te im m ed iatem en t (fig . 2 ) s i l ’on  arrange les  

nom bres d ’apres leurs denom inations.
Le menie arrangement montre que le nombre triangulaire

1 2 +  . . . +  n  est la moitie du rectangle ou du nombre
beteromeque n(n  +  1), les nombres beteromeques etant les produits de
deux nombres entiers consecutifs. On le yoit en ajoutant (fig. 2) une serie
de n  points au carre n 2, decompose comme au n° 12.

NiCOMAQUEn’en o n eep as  fo rm ellem en t ce tbeorem e, qu i se ra it l ’expression  
g recąu e  de n o tre  fo rm ule

l  +  2 +  . . . + n - ^ + H ,

et qu i e ta it connu  p a r  A rch im k d e , m ais il se m o n tre  assez yerse  dans les 
som m ations de series a rith m etiq u es, so it p a r  la  decom position  d’u n  carre  
en  deux  tr ia n g le s  que n o u s yenons de c ite r, so it p a r  ses enonces des 
re la tio n s  que n o u s  ex p rim erions p a r  les fo rm ules

n 2 +  « (n  +  1) —  1 +  2 +  3 +  . . . +  2 n,
# ( »  +  l )  +  (« +  l ) 2 = l  +  2 +  . . .  +  2 »  +  1.

•  7*
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u i
O n se sera  p e rsu ad e  a lo rs  de la  ju s te sse  de 

ces deux  re la tio n s , so it en  p la ę a n t (fig- 3) le 
lo n g  des có tes de l ’e te rom eque  les deux  tr ia n g le s  
in eg au x  qu i re su lte n t de la  d eco m position  d u  carre , 
so it en fa isan t u n e  ad d itio n  sem blab le  des deux

n n  triangles egaux dont se compose l ’heteromeque au
Fig. 3. carre.

Ici comme toujours les figures sont les formules de la matbematique 
grecąue.

n, q u i se ra it au jo u rd ’h u i la  sou rce  de la  connaissance  des 
d ifferen ts tb eo rem es enonces p a r  N ic o m a q u e , e t qu i c o n d u it im m ed ia tem en t 
a la  som m atio n  gen era le  des p ro g re ss io n s  a r itb m e tiq u e s , s’ex p liq u e  peu t- 
e tre  p a r  le  fa it que  ses a rra n g e m en ts  g eo m etriq u es  des n o m b res condu isen t 
to u t  aussi fac ilem en t a to u s  ces re su lta ts  d iffe re n ts , de faęon  q u ’on n ’a 
pas b eso in  d’en  so u lig n er u n  seul. II ne  fa u t p a s  du  re s te  eb e reb e r dans 
son liv re  u n  expose b ien  sy stem atiq u e  au  p o in t de vue  m a tb em atiq u e , et 
il  depend  de c irco n stan ces e tra n g e re s  a  la  m a tb em a tiq u e , q uelles se ron t 
les connaissances a ritb m e tiq u es  des G recs q u ’il n o u s  decouyrira . E n  effet, 
en b o n  n eo p y tb ag o ric ien , il  a v a it en  vue u n  a u tre  system e p lu s  pb ilo - 
soph ique. L es tr ip a r ti t io n s , p a r  exem ple, p o ssed en t a ses y eux  u n e  beau te  
sy s te m a tiq u e ; e t p o u r  en  e ta b lir  p a r to u t  il  classifie  les n o m b res  im pairs 
de la  m an iere  su iv an te : n o m b res p rem iers , n o m b res  decom posab les e t —  
catego rie  in te rm ed ia ire  —  n o m b res qu i so n t p rem ie rs  re la tiv e m e n t a un 
a u tre  nom bre.

C’est a cette tendance systematique de l ’auteur; pbilosopbe plutót
que matbematicien, que nous devons la transmission du tbeoreme dont 
celui d’ALKARCHi n ’est qu’une consequence presque immediate. Nico-
maque commence par rappeler les rapports qui ont lieu entre les c a r r e s  
et les nombres i mp a i r s .  Un carre (w2) est la somme des premiers 
nombres i m p a i r s  (1 +  3 +  ■ • • +  (2 n  — 1)). Dans une progression 
geometrique commenęant par un , les termes a numero i m p a i r  sont 
des car res .  A ces remarques Nicom aque se rejouit de pouvoir ajouter 
(II, 20) que les nombres c u b i q u e s ,  qui presentent dans une dimension 
de plus la meme egalite de cótes qui caracterise les nombres c a r r e s ,  
sont dans un rapport semblable avec les nombres i m p a i r s .  „En effet, si 
en commenęant par un, on ecrit tous les nombres impairs, le prem ier sera 
le premier nombre cube, la somme des deux suivants, sera le second cube, 
la somme des trois suivants, le troisieme, celle des quatre suiyants, le 
quatrieme, et ainsi de suitę." On n ’aura qu’a ecrire la serie des nombres
impairs, comme le prescrit N icomaque, et se rappeler ce qu’il a dit un

L ’absence d’un enonce formel du resultat de la sommation 1 +  2
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peu  p lus h a u t su r la  som m e de tous les nom bres im pairs  depuis 1, po u r 
deduire de son d ern ie r theo rem e la  fo rm ule

1 3 +  2 3 +  . . . +  rc3 =  (1 +  2 -f- . . . +  n)2.
II es t v ra i que N ico m aq u e  ne dem ontre  pas expressem ent son theorem e, 

qu i p o u rra it  e tre  a in si le  re su lta t d ’une  in d u c tio n  n um erique ; m ais dans 
ce qu i le  p recede il a donnę to u t  ce q u ’il fau t p o u r  en yerifier la  generalite . 
L a  decom position  d’u n  n o m h re  ca rre  en  u n e  som m e de nom bres im pairs, 
y  a ete p resen tee  com m e la  decom position  d ’u n  carre  en une u n itę  en touree 
de gnom ons successifs de la  la rg e u r 1, e t rep re sen tan t les nom bres im pairs 
(II, 9). E n  com posan t successiyem ent les deux p rem iers, les tro is  su iyan ts, etc. . 
les n  su ivan ts gnom ons, on a u ra  p rec isem en t la  decom position  du carre  
(1 +  2 Ą- n )2 q u ’em plo ie A lk a e c h i .  E t  q u an t a  la  som m ation
d ’oii depend son ca lcu l de ces gnom ons, n o u s venons de la  tro u v e r  e n o n c |e  
expressem ent dans le  n° 12.

P ro b ab lem en t c’est de quelque  d em o n stra tio n  com plete  de la  som 
m ation  des p rem iers nom bres cub iques que N ic o m a q u e  a tire  la  re la tio n  
en tre  les nom bres cub iques e t les nom bres im pairs , re la tio n  qui, a cause 
de 1’analog ie  q u ’elle p resen te  ayec celles qu i o n t lieu  en tre  les nom bres 
carres e t les nom bres im pairs, 1’in te re ssa it p lu s que le  re su lta t  fina ł de 
ce tte  som m ation. II devait en e tre  au trem en t p o u r  ses p redecesseurs p lu s 
m athem atic iens. E n  effet, le  p rob lem e de la  som m e des nom bres cubiques 
devait se p re sen te r de lu i-m em e des q u ’AECHiMEDE eu t tro u v e  la  som m ation  
des nom bres carres e t q u ’il eu t reco n n u  1’u tilite  de ce tte  som m ation , e t 
de eelle des nom bres n a tu re ls , p o u r resoudre  les m em es questions que 
n o u s faisons au jo u rd ’h u i dependre  des q u ad ra tu re s  \ x l d x  e t \x d x .  II 
est m em e assez p robab le , com m e le p resum e M. P . T a n n e r y  x), q u ’ A rc h i-  
m ed e  lui-m em e, d o n t nous ne  possedons pas tou s les trav au x , e t d o n t 
YecpodiKÓr a con tenu , a  co te  de ses deux  q u ad ra tu re s  de la  parabo le , 
d ’au tre s  d e te rm in a tio n s in fin itesim ales,2) a a jo u te  au x  deux  som m ations 
que n o u s yenons de c ite r  celle des nom bres cubiques, qu i p e u t e tre  em- 
ployee p o u r  la  so lu tio n  des questions que nous fa isons dependre  de la  
q u a d ra tu re  j x s d x ,  p a r  exem ple p o u r  la  d e te rm in a tio n  du  cen tre  de 
g ray ite  des pyram ides. C ette som m ation  q u ’on p e u t fa ire  dependre  d’ope- 
ra tio n s  dans le  p lan , ce que  nous yenons de yo ir, a u ra it  a lo rs p resen te  
m oins de difficultes que celle des nom bres carres.

A ussi sa  d e te rm in a tio n  de la  som m e des n o m b res  carres  nous 
in teresse-t-e lle  au  p o in t de vue de l ’a rith m e tiq u e  g eo m e triq u e ; elle est 
en effet id en tiq u e  a la  d e te rm in a tio n  des nom bres p y ram id au x  q u ad rila te res .

1) B i b l i o t h .  Math em.  83, 1902, p. 257—258.
2) H e r o n s  Yermessungslehre, e d .  S c h o n e  (Leipzig 1903), p. 130— 131.
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Neanmoins A rc h im e d e  ne tient nullement compte de 1’arrangement 
stereometrique des unites qui donnę lieu a ce nom. Au contraire, sa 
demonstration est algebrique. Elle a, bien entendu, la formę geometriąue 
que donnaient les Grecs aux operations algebriques, et cette formę a 
amene un arrangement des segments l a ,  2 a, 3 a, . . .  , n a  dont il s’agit 
de sommer les carres et des memes segments pris dans l ’ordre inverse 
suivant ] ’ h e t e r o m e q u e ,  arrangement qui conduit immediatement a l ’ex-

pression M ^  ^  a  de leur somme: le reste se fait a l ’aide de l ’expression
u

du carre  d’u n  b inóm e e t m o y en n an t de sim ples add itio n s. II dem o n tre  
a insi que

n n
3 Z n 2 =  (n  +  1) »* +  E n .  (i)

i i
Cette demonstration pourrait sembler indiquer que du temps d’A rc h im ed e  

on ne se soit pas occupe des nombres pyramidaux? ou du moins pas assez 
pour supposer connues des expressions resultant de cette representation 
stereometrique. E n effet, la plus simple de ces expressions serait celle

d’un nombre pyrainidal triangulaire, n n ^ -w E n en profitant et

en  d ecom posan t u n e  p y ram id e  n u m eriq u e  e t q u a d rila te re  en  deux  py ram ides 
tr ia n g u la ire s  de la  niem e m an ie re  d o n t n o u s  aTons v u  N icom aque  
decom poser u n  q u a d rila te re  p la n  e t n u m e riq u e 7 A r c h im e d e  en  au ra it 
p u  co n c lu re  im m ed ia tem en t

_ n ( n + l )  (n +  2) , (n —  1) n  (n - f  1)
\ n ~  6 +  6----------

Cependant Sp e u s ip p e , eleye de P l a t o n , cite expressem ent1) les nombres 
pyramidaux comme appartenant aux nombres pythagoriciens, et il serait 
difficile d’ expliquer une si longue duree de l ’interet attache a ces arrange- 
ments si l ’on n ’ayait meme pas su en deduire le calcul d’un nombre 
pyramidal triangulaire, calcul dont nous allons yoir la simplicite et la 
connexion avec les procedes stereometriques les mieux connus.

N ou s serions dispose's a c ro ire  que du  tem p s d ’ARCHiMEDE on  co n na issa it 
b ien  ce calcu l, p e u t-e tre  aussi celu i des n o m b res p y ra m id a u x  q u a d r ila te re s ; 
m ais q u ’ARCHiMEDE ne y o u la it p as  fa ire  u sage  dans la  g eo m etrie  de ces 
connaissances a rith m e tiq u es  auxquelles on  n ’av a it p as  donnę ce tte  form ę 
rig o u re u se m e n t exacte  q u ’il obserye to u jo u rs  e t qu i d ey a it lu i  sem bler 
p a rtic u lie rem en t necessa ire  p o u r  b ien  e ta b lir  ses nou v elles  d e te rm in a tio n s  
in fin itesim ales. II p re fe re  donc y  a p p liq u e r les fo rm es o rd in a ire s  de 
l ’a lgeb re  des G recs, e t a lo rs il en fa it ap p lic a tio n  a  une de 'te rm ination

1) P. T a n n e r y ,  Pour l'histoire de la science hellene (Paris 1887), p. 387.
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directe de la somme des carres sans s’occuper aussi des nombres pyramidaux 
triangulaires.

Quoi qu’il en soit, nous sommes informes par une source romaine et 
bien posterieure, sur laąuelle nous allons reyenir, qu’a une epoque dont 
on ignore la date, les Grecs ont trouve une regle generale pour calculer 
tous les nombres pyramidaux; a moins qu’on ne yeuille attribuer a un 
Romain cette decouyerte faite sur un terrain laboure par les Grecs depuis 
les Pytbagoriciens.

On a donc raison de se demander, comment cette regle a pu resulter 
des procedes dont se servent ailleurs les Grecs, soit dans la geometrie, 
soit dans les decompositions dont parle N ic o m a q u e  dans ses Communications 
sur les nombres polygonaux. Si nous paryenons ainsi a des formes que 
nous retrouyons cbez A r c h im e d e  et dans notre source romaine, il n ’est 
pas encore bien certain que nous ayons reproduit le detail de la deduction 
grecque; mais alors nous aurons du moins explique que ces resultats 
etaient a la portee des methodes que nous ayions deja rencontrees dans les 
mathematiques grecques, et nous aurons montre un yeritable usage qu’on 
a pu faire de 1’arrangement stereometrique des nombres dits pyramidaux.

Designons, avec M. Ca n t o r , 1) par le nombre m -gonal dont les 
cótes et diagonales sortant d’un sommet contiennent n unites, et par P ”
le nombre pyramidal a m  faces et dont les aretes contiennent n unites.

On sait alors que p 3 —  n ^ \  et on yoit par la decomposition de 
N ic o m a q u e  d’un m-gone en un (m  — l)-gone  au cóte n  et un triangle 
au cote n —  1 que

n n . n —  1

P m = P m -  1 + P 3 . (2>
En appliquant la meme decomposition a une pyramide P ” on trouye 

que de meme

K - K - i  +  % 7 1 ®
Ensuite il ne s’agit que de trouver une expression de P ”. A cet 

effet, il suffit de decomposer le prisme triangulaire numerique, (n +  1) P̂ < 
a la bauteur n +  1 et a la base p™, de la meme maniere dont on de- 
compose un yeritable prisme triangulaire pour calculer le yolume d’une 
pyramide. Commenęant par la decomposition en une pyramide triangulaire 
et une pyramide quadrilatere on aura

(» +  1) K  =  Pa +  ^ ;-

1) Vorl. iiber Geschichte der Mathem. I 2, p. 519. Selon moi sa demonstration 
de la meme ezpression profite trop des transformations que permet la formę moderne 
de Talgebre.
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En appliąuant ensuite a P ” la decomposition indiąuee par la formule 
(3), on trouvera

(» +  1) p n3 =  2 P ” +  P ” ~ l, 

ou bien, puisque P ” ~  ' +  p*  =  P ” et p ” =  ” ^

T>n  ^ ( /  I 1 \ W I ?l\ W “I-  1 /  Ci W I \ ̂  ~~ł~~ ^  nrP' (A \

p 3 =  3 ^3  +  P3) =  ~ 6  ( 2 ^3  +  WJ =  3 3" W

Remarquons d’abord 1’analogie que la premiere de ces expressions 
presente avec celle (1) quARCHiMEDE ayait donnee pour le calcul de P (, 
Pour la yoir il suffit de se rappeler que

n  n
9 71 \~r O "D ^  L  V  ^

n —  P a> Z n =  a ^ n —  P  3'
1 1

N ou s pouyons a jo u te r que m em e la  d em o n stra tio n  a lg eb riq u e  d ’ARCHi- 

m ede eq u iv au t a p eu  p res a une  deco m p o sitio n  du  p a ra llep ip ed e  (w +  l ) j> ” 

analogue a celle que nous venons d ’a p p liq u e r au  p rism e  (n  +  1) p^i 

m ais il se ra it difficile de tro u v e r  d irec tem en t p a r  u n e  decom position  
sem blable  de p rism es n -g o n au x  les exp ressions des au tre s  n o m b res  pyra- 
m idaux. O n les au ra  p lu tó t  tro u y ees p a r  u n  u sag e  su ccessif de la  
decom position  s te reo m etriq u e  que n o u s ayons exp rim ee  p a r  la  fo rm u le  (3). 
R em arquons, p o u r  p a ry e n ir  im m ed ia tem en t au  re s u lta t  g en era ł, qu i a  ete 
sans d o u te , dans l ’a n tiq u ite , le  f ru i t  d ’ex tensions successives, q u ’en sub-

stituant P ” 1 =  n p^  1 dans la formule (3), et en eliminant ensuite 

p^ ~ 1 de cette formule et de (2), on trouve

Ces expressions sont donc independantes de la valeur de m.  En faisant 
usage de l ’expression (4) de P ”, on trouye qu’elles seront egales a

ou a n n̂6~  ̂ II en resulte que

K  -  n- V  ( * * :  +  »), (o
fo rm ule qu i exprim e p rec isem en t la  reg le  du  ca lcu l d ’u n  n o m b re  p y ram id a l 
quelconque qu i a ete com m uniquee  p a r  1’a u te u r  ro m a in  E p a p h r o d it e .1)

Que cet auteur n ’ait pas trouye les regles qu’il enonce meca- 
niquement, nous le pouvons inferer de cette circonstance qu’il ne sait 
pas meme faire la distinction de mesures geometriques et de nombres 
d’unites ordonnees suivant une figurę donnee. II ne faut pas non plus lui 
attribuer la sommation des nombres cubiques dont nous trouyons le 
premier enonce formel dans son livre. Nous nous rangeons au contraire du 
cóte de M . Ca n t o r  dans la discussion qu’il yient d’ayoir sur ce point ayec

1) C a n t o r ,  Die rómischen Agrimensoren (Leipzig 1875), p. 124.
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M. E n e s t r ÓM1) et croyons que ce resultat lui a egalement ete fourni par 
quelque auteur grec. II est vrai qne, comme le fait obseryer M. E n e s t r ÓM, 
une facile induction numerique fait decouyrir la loi generale; mais cette 
facilite meme le rend encore moins yraisemblable que la formule, dont 
N ic o m a q u e  possedait la demonstration complete, soit echappee aus Grecs.

On y o it  qu ’ALKARCHi p eu t avo ir  ete con d u it a son  resu lta t par la
lecture du liyre  de N ic o m a q u e , assez con n u  aux A rabes, et qu’il  a pu  y
p u iser en su ite  to u te  la  dem onstration  que n ou s ayon s p rise p our p o in t de 
depart. P eu t-etre  a-t-il trou ve et le  resu lta t et sa d em on stration  cbez un  
auteur anterieur a N ic o m a q u e . II eta it du reste assez b on  m ath em aticien  
et assez yerse dans le s  p rocedes grecs p our rein yen ter lu i-m em e le  theorem e  
et le  dem ontrer de ce tte  m aniere grecque. D ’un  autre co te  il  est tres peu  
p rob able que le s  su g g estio n s  so ien t yen u es du có te  in d ien  a ce t adm irateur 
en th ou siaste  des Grecs q u i n e g lig e  m em e de m en tion n er le s  grands  
ayan tages du ca lcu l indien.

E t lorsqu’il s’agissait comme ici d’etablir rigoureusement une loi generale, 
il n ’a pas eu tort de se laisser inspirer p lutót par les Grecs que par la 
geometrie indienne. Le caractere in tu itif meme que lui attribue H a n k e l , 
aurait rendu celle-ci moins faite pour des recherches de cette naturę.
D’ailleurs on a emis des doutes sur le caractere original de la geometrieO O
in dien ne en con sid erant le s  p retend us resu lta ts d’u ne in tu it io n  geom etr iq u e  
com m e dus a 1’in fluence de la  geom etr ie  grecque.

Cependant, les decouyertes litteraires qu’on a faites apres la mort de 
H a n k e l  sont yenues affaiblir plusieurs des arguments qui avaient ete allegues 
en fayeur de 1’infłuence grecque, et servent ainsi a confirmer l ’bypothese 
emise par ce sayant sur Toriginalite des yues geometriques des Indiens. 
Nous faisons allusion aux decouyertes des Sulbasutras indiens et des 
M etńgues de H e r o n .

La publication, en 1875, d’une partie des Sulbasutras, qui contiennent 
des regles pour tout ce qui avait egard aux sacrifices des Indiens, pour 
1’orientation et la construction geometrique des autels, etc., ne prouvait 
encore rien parce qu’a ce moment il n ’etait pas possible d’en faire 
remonter les dates a une epoque assez ancienne pour exclure l ’influence 
grecque. M. Ca n t o r 2) a donc pu , meme dans la nouyelle edition de 
la premiere partie de ses Yorlesimgen, attribuer a cette influence la

1) B i b l i o t h .  M at hem .  43, 1903, p. 5, 115, 231.
2) Je cite M. C a n t o r  parce qu’il a donnę un expose su m  des faits qui lui 

semblent indiquer une influence grecque; mais, il faut l’avouer, ses vues a cet egard 
avaient ete adoptees par la plupart des liistoriens des mathematiques — y compris 
1’auteur de ces lignes.
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concordance desdites regles avec des procedes eon m is par les Grecs; mais 
cela n’est plus possible apres la  publication, en 1901, de V A pastamba- 
Sulbasutra, du moins si les remarques cbronologiąues que l ’editeur, M. 
A l b e r t  B u r k ,  y joint dans son in troduction1) sont aussi bien fondees 
que la plupart de ses remarques geometriques. Selon lui, le Sulbasutra 
en question appartient au plus tard au 4e ou au 5e siecle avant Jesus-Christ, 
et les regles rituelles qu’il nous fait connaltre doivent dater d’une epoque 
plus ancienne, probablement meme beaucoup plus ancienne. Ces regles 
supposent la connaissance: 1° du „theoreme de P y t h a g o r e " ,  2° de ses 
applications a la construction d’un carre egal a la somme ou a la difference 
de deux carres donnes, a la multiplication d’un carre et meme a la trans- 
formation d’un rectangle en un carre, et 3° de la determination de triangles 
rectangles a cótes rationnels. La troisieme de ces connaissances, qui est 
celle de solutions entieres de l ’equation indeterminee

x 2 Ą- y 2 —  z 2,
s’obtient selon M. B u r k ,  precisement comme ebez les Grecs depuis 
P y t h a g o r e ,  par la consideration des gnomons de carres. La difference 
des deus carres z 2 et y 2 est representee sous la formę d’un gnomon a la 
largeur s  — y. Tandis qu’EuCLiDE en fait usage2) pour trouYer la 
solution generale du probleme, les Sulbasutras se bornent a traiter un 
certain nombre de cas assez simples. Les gnomons dont la largeur 
z  — y  =  1 seront les nombres im pairs; tous les carres impairs fourniront 
donc des solutions de l ’equation. On aura ainsi la regle attribuee a 
P y t h a g o r e ;  les Sulbasutras en contiennent les cas suivants (3, 4, 5) 
(5, 12, 13), (7, 24, 25). Pour la largeur 2 du gnomon on obtient la 
regle attribuee a P l a t o n ;  les Sulbasutras en contiennent les cas ( 8 , 15, 17) 
et (12, 35, 37).

On y trouve encore certains triangles dont les cótes sont le meme mul- 
tiple d’un de ces groupes de nombres. Lorsque B a u d h a y a n a ,  qui a precisement 
pour but d’illustrer le „theoreme de P y t h a g o r e " ,  cite dans son Sulbasutra, 
a cóte de trois triangles derives au moyen d’un gnomon a la largeur 1, 
le triangle (15, 36, 39), cet exemple peut avoir eu tra it a une construction 
pratique ou on a fait un usage effectif d’un triangle dont les cótes sont 
ces multiples d’une unitę donnee; mais il est aussi possible que, comme 
le presume M. B ii r k ,3) ce cas doit servir d’exemple de triangles derives 
d’un gnomon a la largeur 3. Quoi qu’il en soit, la formation, par multipli
cation, de nouveaux triangles n ’etait pas inconnue a ses predecesseurs.

1) Z e it s c h r i f t  d er d e u ts c h e n  m o r g e n la n d is c h e n  G e s e l le c h a f t  55, 1901, 
p. 543-577.

2) Elementa, livre X, prop. 28.
3) Z e it s c h r i f t  d er d e u ts c h e n  m o r g e n la n d is c h e n  G e s e l ls c h a f t  55 , p.571.
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Jusque-la la plus ancienne geometrie indienne est a peu pres identique 
a la plus ancienne geometrie grecque, a celle qu’on peut essentiellement 
faire remonter a P y t h a g o r e  et a ses eleves. La transformation d’un 
rectangle en un carre se fait de la meme maniere que dans le second 
livre des Elementa1): on commence par transformer le rectangle en un 
gnomon ou bien en la difference de deus carres et fait usage ensuite du 
„tbeoreme de P y t h a g o r e "  Cette construction a ete pour les Grecs un des 
premiers pas dans cette voie d’une algebre geometrique qui deyait les conduire 
assez vite a de brillantes decouvertes; mais nous ne rencontrons rien de 
semblable cbez les Indiens. E t meme si plus tard nous les trouyons en 
possessioji de quelque yerite geometrique, ils ont eu le plus souyent trop 
d’occasions de la tenir de source grecque pour qu’il soit necessaire d’y yoir 
une decouyerte independante. Comme source grecque M. C a n t o r  a cite en 
premiere ligne H e ro n .  Toutefois, les renyois a cet auteur grec par lesquels 
M. C a n to r  yeut demontrer l ’existence d’erreurs communes a lui et aux 
Indiens, renyois qui du reste illustrent mieux les connexions bistoriques 
que les yerites connues dans les deux pays differents, perdent leur force 
probante par la decouyerte du texte des Metrigues de H e r o n  qui ne 
contient pas ces erreurs. II faut au contraire y yoir des additions 
byzantines derivant de source indienne plutót que l ’inyerse.

A cóte de yerites geometriques que les Indiens ont pu emprunter aux 
Grecs, il existe en tout cas, dans la geometrie indienne de l ’epoque qui 
nous est la mieux connue, un groupe de recbercbes assez immediatement 
liees aux anciennes recbercbes dont nous yenons de parler et se presentant 
sous une formę assez originale pour qu’on y reconnaisse un trayail propre 
aux Indiens. E t nous yerrons que precisement ces recbercbes semblent 
ayoir donnę de feconds resultats.

II s’agit d’une continuation de l ’etude des figures a cótes rationnels. 
Les triangles rectangles aux cótes (3, 4, 5) et (5, 12, 13) etant connus,
il etait assez naturel de former du premier, par multiplication, le triangle 
(9, 12, 15) et de former ensuite, par juxtaposition des deux triangles a 
un cóte commun, le triangle aux cótes (13, 14, 15) dont l ’aire sera 
rationnelle a cause de cette formation. On n ’a donc pas besoin de 
croire a un rapport de dependance pour expliquer que H e r o n  et les 
Indiens se seryent de ce meme exemple tres commode pour illustrer 
les calculs relatifs a un triangle a cótes donnes. E t les Indiens n ’en 
sont pas restes la. E n etendant a quatre cette juxtaposition de triangles

1) Prop. 14. E u c l id e  ne dit pas comment il trouve sa construction; con- 
formement a sa representation syntlietiąue, il la demontre apres coup. Mais l ’analyse 
resultant de l ’inversion de sa demonstration synthetique exprimerait le procede prescrit 
dans les Sulbasutras.
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rec tan g les  a u n  som m et com m un, ils on t fo rm ę la  figurę  qu i p a r  une  
tra d u c tio n  p eu  h eu reu se  a o b ten u  le  nom  de t r a p e z e  de B R A H M A G O U P T A .  

E n  rea lite  ce q u ad rila te re  n ’est p as  u n  trap eze  dans le  sens de ce m o t 
adm is depuis E u c l id e ;  m ais il  re su lte  de la  co n s tru c tio n  su iy an te :

Soient a, b, c et a', V, ć ,
ou c2 —  a2 -\- b2, c’2 =  a'2 +  b'2

les cótes de deux triangles rectangles. 
On en formę quatre nouveaux triangles 
en m ultipliant les cótes de l un par les 
cótes de 1’angle droit de 1’autre. Ensuite 
on formera le „trapeze de B r a h jia g o u pta "  
A B  C D  par la juxtaposition de ces 
quatre triangles que m ontre la fig. 4.

A y a n t  la construction de ce „tra
peze", B r a h j i a g o u p ta  nous fait connaitre 
quelques proprietes appartenant a certains 
quadrilateres, tout en negligeant de nous 
indiquer quels sont ces quadrilateres. II 
y a toutefois des proprietes dont il dit 

expressement qu’elles ne sont pas applicables aux trapezes. B r a h s ia g o u p ta  
a donc vu, et probablement il a y o u I u  dire, que les „trapezes," dont il va 
s’occuper presque immediatement a p re s ,  possedent les autres proprietes en 
question. Pour le croire on n ’a pas meme besoin de Toir ayec H a k k e l  
dans cet ordre, inyerse a celui qui est le plus naturel a nous autres eleyes 
des Grecs, une finesse particuliere aux Indiens: il suffit de se rappeler que 
B r a h j i a g o u p ta  ne donnę dans ce chapitre (le 12e) que des lemmes utiles 
pour l ’etude de l ’astronomie, lemmes qui etaient sans doute connus ayant 
lui. Des lors il n ’est pas certain qu’il les ait enonces dans 1’ordre le plus 
logique.

B rahm a g o u pta  a donc co n n u  les p ro p rie te s  su iy an tes  de ses trapezes 
(y o ir fig. 4 ):

(1) A C -  B D  =  A B  - C D  +  B C -  D A ,

^  A C  _  A B - A D  +  BG ■ CD
B D  A B - B C + C D - D A ’

proprietes qu’au moyen d’un simple calcul on deduit des expressions des 
cótes et des diagonales (eu egard aux relations c2 =  a2 +  b2 et c'2 =  a'2 -j- V 2). 
(3) Le trapeze est inscrit a un cercie au diametre cc'. La verite de cet 
enonce se voit si l ’on donnę (yoir fig. 4) au triangle A B C  la position 
C E  A. Alors les angles D C E  et D A E  seront droits, et D E ,  bypotenuse 
commune a deux triangles rectangles aux cótes be', ac et ca', cV , sera
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egale a cc . Elle sera en meme temps diametre d u n  cercie passant aussi par
A , B  et C. Elle sera encore hypotenuse d’un triangle rectangle anx cótes 
B D ( =  ab' +  ba ) et B E (—  bb' — aa ). La figurę illustre donc en 
meme temps la relation numerique tres usitee par les Indiens:

{aV  +  b a y  +  (bb' —  a a ’) 2 =  (a 2 +  J 2) (a ' 2 +  b'%

relation qui sert a deduire de deux triangles rectangles et rationnels un 
nouTeau triangle de la meme naturę.

Connaissant par les Sulbasutras le point de depart de la geometrie 
indienne on n"a besoin d'aucune influence grecque pour expliquer la 
connaissance de ces trois proprietes des „trapezes4*. II est yrai que la
premiere constitue un cas particulier du „tbeoreme de P tolemee"  et il
est possible quune influence se soit fait valoir a son egard; mais dans ce 
cas les Indiens ont au moins donnę a ce tbeoreme et a ses applications
une formę indiyiduelle et conforme a leur propre geometrie. Pour ce
qui est de
i 4 l’expression 1 (s —  z) ( s —  fi) (s — y \  (s —  ó i de l'aire du trapeze, 
ou fi, y , (5 sont les cótes, s leur demi-somme, expression qui a surtout 
interesse les geometres modemes, je crois Tolontiers a une influence grecque. 
E n  effet, cette expression indique la connaissance anterieure de l expression 
analogue de l ’aire d'un triangle et la maniere dont celle-ci est mentionnee 
dans les M etrigues  de H e k o x  fait supposer quelle a ete bien connue 
aran t lui, c’est-a-dire longtemps aTant B r a j i m a g o t t t a .  La naturę de ces 
deux expressions est aussi tres 'diflerente de celle des autres qu’on trouye 
dans la geometrie indienne. D un autre cóte, il aura ete tres facile a 
B k a h m a g o u p ta  de rerifler apres coup 1‘application de l ’expression a ces 
trapezes, donues numeriquement. II serait du reste tres interessant de 
savoir si quelque Grec ou Indien a su que cette expression est applicable 
a tous les quadrilateres inscriptibles.

Pour le moment c’est la construction des trapezes et leurs trois 
premieres proprietes qui nous interessent. Soient a, b, c, a', b', c’ des 
nombres entiers (rationnels): on a alors deduit de la connaissance de 
deus triangles rectangles a cótes entiers celle d un trapeze dont les diago- 
nales, 1'aire et le diametre du cercie circonscrit sont egalement entiers 
(rationnels).

Quel est m aintenant 1’aTantage obtenu par ces determinations de figures 
a cótes exprimables par des nombres entiers? On en aura une idee en se 
demandant comment il a ete possible aux Indiens, qui ne connaissaient 
pas lartifice d 'expnm er par une le ttre  un nombre contra mais quelconque, 
d'executer les operations que nous aTons exprimees ici par les symboles
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algebriques et qui servent a verifier les trois premieres proprietes des 
trapezes. En effet, nous autres mathem aticiens modernes, qui apprenons 
depuis notre enfance l ’usage de symboles, perm ettant d’executer des 
calculs insurm ontables sans eux, nous sommes trop des enfants gates 
lorsqu’il s’agit de se passer de nos instruments. E u c l id e ,  A rc h im e d e  et 
A p o l lo n iu s  se seryent a leur defaut de l’algebre geometrique; en representant 
geometriquement les quantites connues mais quelconques; mais DlOPHANTE 
nous apprend un autre moyen. II attribue a ces quantites des valeurs 
determinees et assez simples, dont il se sert pour executer les calculs; 
ensuite il retient en memoire p lutot ces calculs que leurs resultats 
numeriques, ce qui lui perm et de voir immediatement ce qu’on aurait 
obtenu en attribuant d’autres yaleurs aux quantites supposees connues. 
E n attribuant de meme des yaleurs determinees aux quantites inconnues, 
on obtient de pouvoir effectuer un calcul d’essai qui fait souyent decouvrir 
ensuite la yeritable valeur cbercbee. Les Indiens, dans leur resolution 
des equations indeterminees du second degre, se m ontrent tres yerses dans 
cet emploi de nom bres cboisis arbitrairement.

Pour bien manier les calculs effectues ainsi et pour en tirer les lois 
generales et independantes des nombres arbitrairem ent choisis; jouant 
seulement le role de nos symboles, il faut que non seulement les nombres 
cboisis mais aussi ceux qu’on en tire successiyement soient assez simples. 
Voila le but de la recbercbe de solutions entieres d’equations indeterminees. 
Yoila en meme temps dans la geometrie elementaire, ou les irrationnalites 
s’introduisent par le „theoreme de P y t h a g o r e"  l ’utilite des triangles 
rectangles a cótes entiers. Les „trapezes" de B r a h m a g o u pta  montrent 
combien il est commode d’en connaitre deux. Ses commentateurs font en 
particulier usage de ceux ou

a =  3, l  =  4, c 5 et a' =  5, V =  12, ć  =  13.

On pourrait qualifier de geometrie aritbm etique un tel usage des
nombres obtenus originairement par l ’arithmetique geometrique; mais 
pour justifier cette denomination, il faut m ontrer que la recbercbe peut 
avoir un autre but plus geometrique et generał qu’une telle construction 
de nouyelles figures rationnelles. Or, dans le triangle rectangle (yoir
fig. 4) D B E  que nous avons construit pour m ontrer la justesse de la
determination du diametre du cercie circonscrit, l ’angle B E D  est egal a 
la somme x  y  des angles x  et y  opposes a a et a' dans les deux 
triangles donnes. L ’expression de sin (x  -f- y) est donc representee par 
la figurę. Notre s in u s  t a b u l a i r e  serait immediatement B D  si c =  c' —  1 
et par consequent aussi D E  —  c ć  =  1 ; car alors a =  sin x, b =  cos x, 
a' =  sin y, b' =  cos y, B D  =  ba' 4- ab' =  sin (x  +  */); mais meme sans
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ce tte  h y p o th ese  p lu s  m oderne il e ta it facile de ra p p o rte r  a u n  rayon  
q u e lconque  les s i n u s  qu i co rresp o n d en t aux  rayons c, ć  et cc'.

On voit que de la meme maniere 1’autre diagonale fournira l ’expression 
de cos (x  —  y ). Le t r a p e z e  de B r a h m a g o u p ta  a donc pu seryir a 
representer la proposition fondam entale*) de la trigonometrie, et nous 
savons que celle-ci etait connue aux Indiens et qu’ils en faisaient usage
pour calculer des tables de s in u s .

Qu’on se soit propose en effet un tel but tri gono metr i que, c’est ce 
qui semble encore resulter de ce fait que les theories geometriques exposees 
dans le 12e chapitre de l ’ceuvre de B r a h m a g o u p ta  deraient seryir de 
lemmes a cette ceuvre astronomique, et ses autres chapitres nous informe- 
raient peut-etre, s’ils etaient connus, de l ’usage effectif qu’on en a fait; 
mais en tout cas ce chapitre montre que les Indiens disposaient des moyens 
necessaires pour construire une trigonometrie independante. De l ’autre 
cóte celle qu’ils possedaient montre son independance de celle d’HiPPARCHE 
et de P to l e m e e  par son emploi de tables de sinus au lieu de tables de 
cordes.2)

C’est un double but que nous avons ainsi attribue aux figures de 
B ra h m a g o u pta : 1° la formation de figures a cótes entiers et 2° la demon
stration du tlieoreme fondamental de la trigonometrie. Ce qui explique
le double emploi des figures dont le premier a son origine dans la plus
ancienne geometrie des Indiens, et le second conduit a la plus utile 
application qu’ils en ont faite, c’est que les figures a cótes entiers leur 
etaient necessaires pour se representer a leur faęon, c’est-a-dire par des 
calculs numeriques, les operations generales qui font la base theorique 
de la trigonometrie. Du reste on retrouye ailleurs dans 1’histoire des mathe- 
matiques ces doubles emplois de la formule en question, sayoir a la trigono
metrie et a la theorie des nombres. En effet, V ie t e , qui ne connaissait 
certainement pas les mathematiques indiennes, se sert aussi, dans ses Notes 
a la Logistique specieuse, des expressions du s in u s  et du c o s in u s  de la 
somme de deux angles pour deduire de deux triangles rectangles a cótes 
entiers un troisieme de la meme naturę.

Quant a 1’application de la trigonometrie a la sphere, nous ne retrou- 
yons plus la meme independance des procedes grecs. Ceux des Indiens

1) J ’avais deja en 1876 attire 1’attention sur ces faits, dans un article publie dans 
le T id s s k r i f t  fo r  M a th e m a tik .

2) Le diametre etant pris pour unitę, les cordes de ces tables grecąues sont 
toutefois de yeritables sinus, mais seulement des moities des arcs auxquels ils sont 
rapportes.



sont, en effet, a peu pres les memes qu’on trouve dans YAnalenime de 
P t  O l e m  e e . 1) lis les doivent donc probablement aux Grecs dont les 
recherches a cet egard sont tres anterieures a celles des Indiens dont la 
connaissance est arriyee jusqu’a nous.
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1) Voir ma Note sur la trigonometrie de Tantiąuite; B i b l i o t h .  M a th e m .  I 3, 
1900, p. 20.
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Entwickelungsgeschichtliche Momente bei Entstehung der 
Infinitesimalrechnung,

Von C. R, W a l l n e r  in Miincłien.

Es ist meistens sehr schwer oder ganz unmoglich, die treibenden 
Krafte anzugeben, dereń Zusammenwirken die exakten W issenschaften ihre 
W eiterentwickelung yerdanken, wie denn der innere AnlaB aller natiirlichen 
Entwickelung noch vollig unbekannt ist. W ir mussen zufrieden sein, 
wenn wir wenigstens diejenigen Einfliisse ermitteln konnen, die eine solche 
Entwickelung iiberhaupt moglich machten. Diese Aufgabe ist schwer 
genug; denn neben der langsamen normalen W eiterbildung zeigt die Ge-
O o ' o o o

schichte der W issenschaften oft Epochen, die sich durch eine Fiille schein- 
bar ganzlich unvorbereiteter neuer Erkenntnisse auszeicbnen. In der Ge
schichte der Mathematik speziell bedeuten die 50 Jahre, innerhalb derer 
die Infinitesimalrechnung entstanden ist, einen Aufschwung, der in keinem 
Yerhaltnis zu den Gesamtleistimgen friiherer Jahrhunderte zu stehen 
scheint; trotzdem ist die erste Anlage der beiden Haupterrungenschaften 
jener Epoche, des Grenz- und des Differentialbegriffs, die vorher der 
Mathematik yollkommen fehlten, schon weit frilher in den W erken 
A rc h im e d s  und in der mittelalterlichen Philosophie zu finden.1)

Konnen wir demnach die inneren Ursachen, die jene lang angelegten 
Keime zur plotzlichen Entwickelung und Reifung brachten, kaum erkennen, 
so sind wir doch imstande, innere Umstiinde anzugeben, welche die E n t
wickelung hintangehalten oder verzogert haben. In unserm Falle ist es 
klar, daB bei den geringen mathematischen Kenntnissen bis zu Beginn des 
17. Jahrhunderts herauf die oben erwahnten Keime eines Grenz- und 
Differentialbegriffs nicht gedeihen konnten; dieser Aufsatz soli daher nur 
diejenigen Momente bringen, die noch wahrend der Entstehung der 
Infinitesimalrechnung auf diese hindernd einwirkten. Man sieht, daB z. B.

1) Ygl. die Aufsatze des Yerfassers: Die Wandlungen des Indwisibilienbegriffs
von C a v a l i e r i  bis W a l l i s ; B ib lio th . M athem . 43, 1903, 28— 47 und Uber die Ent
stehung des Grenzlegriffes; ebenda 4s, 1903, 246—259.

Bibliotheca Mathematica. III. Folgę. V. 8
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F e r m a t  oder gar B a r k ó w  mit ihren Tangentenmethoden dem D ifferenzieren  
scheinbar schon  seh r nahe gekommen waren, und f ra g t sich, w a iu m  m 
diesen und iihn lichen  Fallen das N ah elieg en d e  doch  n ic h t gefunden  Murde.

A ufiere Griinde, wie der Mangel an Fachzeitschriften nsw . kommen 
hierbei nur in geringerem Mafie in Betracht, obwohl ihre B ed eu tu n g  durch- 
aus nicht zu unterschiitzen ist. So war F e r m a ts  Q u a d ra tu r  allgemeiner 
Parabeln vom Jahre 1636 weiteren Kreisen vollkommen unzuganglich; 
W a l l i s  glaubte daher noch 1655 in seiner Arithmetica infinitorum  dieses 
Problem zuerst behandelt zu haben. Ja  L e ib n iz  hatte B a r r o w s  Lectiones 
tum opticae tum gcometricae m it dessen Tangentenmethode sogar im Besitz, 
aber allem Anschein nach hat er dieses W erk nicht vollstiindig studiert,1) 
so dafi ihm jene fur seine eignen Porschungen hochst wichtige Methode 
yollig entgangen ist.

Der eigentliche Grund liegt tiefer, namlich in dem Faktum  des histo- 
rischen W erdens selbst. Je  langsamer, je gleichmaBiger eine Entwickelung 
verlauft, desto weniger tr itt  der tatsachlich erreichte Fortschritt liervor. 
Dadurch wird aber leicht bewirkt, dafi der W ert, die Bedeutung dieses 
Fortschritts unerkannt bleibt. Auch bei Erfindung der Infinitesimalrechnung 
war ganz besonders der Umstand hinderlich, dafi man die neugewonnenen 
Methoden der Korpermessung usw. immer m it dem Verfaliren der Alten 
identifizierte. Dadurch gelangte man lange Zeit n icht zu der Erkenntnis, 
dafi die Probleme der Quadratur, Schwerpunktsbestimmung usw. von denen 
der gewohnlichen Geometrie prinzipiell verschieden sind, dafi ihnen eine 
Schwierigkeit innewohnt, die letztere nicht besitzen. Diese Schwierigkeit. 
besteht in einer gewissen Unbestim mtheit der Fragestellung; so ist z. B. 
im Falle der K ubatur der Inhalt eines beliebigen Korpers von vornherein 
noch nicht definiert. Solange man aber neue und alte Methoden fur 
gedanklich identisch hielt, konnte auch keine Aussicht bestehen, jene allen 
Integrationsproblem en eigentiimliche Schwierigkeit zu erkennen, und somit 
konnte auch kein Mittel gefunden werden, dieselbe systematisch zu heben.

Der Grund fiir die erwiihnte Identifizierung lag einerseits in den 
scheinbar wirklich geringfiigigen Unterschieden zwischen alten und neuen 
Yerfahren; man hat dabei immer zu beriicksichtigen, dafi wir heutzutage 
jene Unterschiede natiirlich leicht konstatieren und ihrer Bedeutung nach 
wiirdigen konnen, weil wir eben auch die Kenntnis spaterer Entwickelungs- 
stadien fiir uns haben, die damals fehlte. E in andrer Grund war der, dafi 
man jenen neuen Methoden Burgerrecht verschaffen wollte, indem man sie 
ais yereinfachte alte bezeichnete; dadurch glaubte man dann z. B. die 
Yerwertung der begrififlich ziemlich unbestimmten unendlichkleinen GroBen 
rechtfertigen zu konnen.

1) Ygl. C a n t o r , Yorles. iib. (iesch. d. Mathem. IIJ-, S. 161 u. f.



A nstatt also die gedanklich wesentlicli neue Grundlage ihrer Beweis- 
fiihrung zu betonen, haben Mathematiker wie Cavalieri und PASCAL 
immer wieder die Yerwandtschaft von alter und neuer Behandlungsweise 
betont. Man ist also durchaus nicht berechtigt anzunehmen, daB jene 
Mathematiker erkannt hatten, daB die Losung der yerschiedenen Integrations- 
probleme nur durch neue Anschauungen und neue Begriffe zu bewerk- 
stelligen i s t ; wollte doch H uygens selbst nach Erfindung der Infinitesimal- 
rechnung die ZweckmaBigkeit der darin yerwerteten neuen Begriffe und 
ihre Uberlegenheit gegeniiber seiner Methode nicht anerkennen. Auch 
Leibniz beherrschte schon langst die sog. Integrationsmethoden seiner 
Zeitgenossen, bis er erkannte, daB es sich dabei um eine neue Rechnungs- 
art handle. AuBer ihm und N ewton hatte nur noch der englische 
Mathematiker J ames Gregory die Idee einer neuen Rechnungsart; derselbe 
spricht in der Einleitung zu seiner Vera circuli et hyperbolae ąuadratura 
klar und deutlich aus, daB die Schwierigkeiten der Integrationsprobleme 
nur durch Einfiihrung einer n e u e n  R e c h e n o p e r a t i o n ,  der Grenzwert- 
bildung, iiberwunden werden konnen.

Die Erkenntnis, daB es sich bei den Integrationsproblemen um eine 
Gruppe eigenartiger, nur durch besondere Hilfsmittel zu losender Probleme 
handelt, sowie eine ungefahre Abgrenzung dieser Gruppe gegeniiber der 
gewohnlichen Geometrie, wurde dadurch yorbereitet, daB man allmahlich 
die innere Verwandtschaft von scheinbar ganz Yerschiedenen Methoden 
erkannte. Z. B. beniitzten Y a le r io ,  F e rm a t u . a. Quadraturen zu 
Schwerpunktsbestimmungen, wahrend G uld in  mit Hilfe des bekannten 
Schwerpunkts Inhaltsbestimmungen yornahm ; dadurch kam man dazu, die 
Methoden der Quadratur und der Schwerpunktsbestimmung ais gleichartig 
anzusehen, da sie sich gegenseitig zu ersetzen vermogen. Ebenso stellte 
sich heraus, daB die Auffindung Yon Kuryentangenten, Maximalwerten und 
Doppelwurzeln einer Gleichung durch Methoden geleistet werden kann, die 
sich ganz analog sind. Dadurch muBte sich dann allmahlich die Erkenntnis 
bilden, daB diese auBerlich ganz verschiedenartigen Probleme innerlich ver- 
wandt sind. Auf diese Weise war man noch vor Leibniz dazu gelangt, alle 
infinitesimalen Probleme in zwei groBe H auptgruppen zu ordnen, die 
unseren heutigen Integrations- und Differentiationsproblemen entsprechen. 
W ahrend man aber immerhin bis zu einem gewissen Grad erkannte, daB 
beliebige Probleme ein und derselben Gruppe einer gleichartigen Be
handlungsweise fahig sind, so fehlte doch jede Einsicht, daB die Probleme 
der einen Klasse die umgekehrten Aufgaben der andern sind. Dieser 
wesentliche Fortschritt war Leibniz und N e w to n  yorbehalten.

Aus der Art und Weise des historischen W erdens wird auch die 
lange Zeit erklarlich, die zur Bildung neuer Begriffe erforderlich ist. Ich
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habe bereits friiher gezeigt, wie langsam und allmahlich die Begriffe der 
G renze und der unendlich kleinen GroBen entstanden sind und wie sch w er  
sie sich in die Mathematik Eingang verschafft haben. Gerade daraus; 
daB die Hilfsmittel und Begriffsbildungen, die der In fin ites im a lrech n u n g  
eigentiimlich sind, gar kein Analogon in der gewohnlichen M athematik 
besaBen, daB sie alle erst neu geschaffen werden muBten, kann man die 
gewaltige Gedankenarbeit ermessen, die zu ihrer Auffindung notwendig 
war. Ohne sie ware sicher niemals eine Infinitesimalrechnung entstanden; 
aber sie selbst sind erst aus der Behandlung infinitesimaler Probleme 
heryorgewachsen. Die Bedeutung dieser Begriffe wird dadurch nicht 
widerlegt, daB D e s c a r t e s  bei seiner Behandlung des um gekehrten Tan- 
gentenproblems, H u y g e n S an dem Problem der Kettenlinie zeigten, daB 
scharfsinnige M athematiker m it yerhaltnismaBig geringen Hilfsm itteln und 
desto groBerem Gedankenapparat Heryorragendes zu leisten imstande sind; 
denn es ist zu bedenken, daB derartige geistreiche Losungen gewisser- 
maBen durch Umgehen der der Aufgabe charakteristischen Schwierig- 
keiten zustande kommen und darum auch ihr eigentliches W esen nicht 
erkennen lassen.

Das ist aber gerade der Yorteil y o n  L E iB N izens Algorithm us se^en-o o o o
iiber der Methode yon H u y g e n s , daB er nicht auf Kunstgriffen beruht, 
sondern die yerschiedensten infinitesimalen Probleme alle systematisch auf 
zwei Grundproblem e: die Bildung des Differentialquotienten und des un- 
bestimmten Integrals, zuruckzufiihren gestattet, und daB er ferner nicht 
schwierige Uberlegungen erfordert, sondern all das rein mechanisch auf 
rechnerischem Wege leistet, was H u y g e n s  in jedem einzelnen Pall wieder 
durchdenken muB, denn darin liegt liberhaupt der W ert jedes rechnerischen 
Yorgehens, daB gedankliche Energie eingespart wird, die dann der Be- 
waltigung wieder andrer Schwierigkeiten zugute kommen kann. Noch 
einen andern Yorteil zeigte die rechnerische Behandlungsweise speziell 
bei den Methoden von H u d d e  und S l u z e  zur Bestim m une von 
Maxima- und Minimawerten bezw. Kurventangenten. Da sich namlich 
diese Methoden ganz schematisch handhaben lieBen, so konnten sie den 
Gedanken an die M oglichkeit formaler Operationen yon ganz andrer Be
deutung ais die gewohnten Grundrechnungsarten, d. i. an die Existenz 
eines neuen Kalkiils, der Differentialrechnung, anregen. Denn je mehr das 
gedankliche Element aus einer praktischen Rechnung yerdrangt wird, 
desto leichter gewinnt diese den Charakter einer bloBen Schablone- und 
der ist nótig, um das BewuBtsein ihrer Entstehungsweise zu ertoten und 
das Gefiihl yon ihrer Selbstandigkeit und Eigenart zu erwecken.

1) Vgl. C a n t o b , a. a. O. IIa, S. 917—920.



W e n n  w ir  a b e r  f ra g e n , w a ru m  m a n  b e i d en  v ie len  Y o rz iig e n  e in e r  
re c h n e r is c h e n  B e h a n d lu n g  d e r  in f in ite s im a le n  P ro b le m  e n ic h t  sc h o n  f r iih e r  
e ine  so lc h e  a n g e w a n d t h a t ,  so w a re n  h ie r f i ir  d ie  v e rsc h ie d e n s te n  G riinde  
m aB gebend . E r s t l i c h  w a re n  d ie  u r s p r i in g lic h e n  d e ra r t ig e n  P ro h le m e  a lle  
r e in  g e o m e tr is c h e r  N a tu r  u n d  d ie  a n a ly tis c h e  B e h a n d lu n g sw e ise , in sh e so n d e re  
d ie  a n a ly tis c h e  G eo m e trie  sei list, w a re n  n o c h  v ie l zu  w e n ig  e n tw ic k e lt, 
u m  b e re its  a u f  d ie sem  G eb ie t a n g e w a n d t w e rd e n  zu  k o n n e n . Ca v a l ie r i, 
R o b e r v a l , Gr e g o ir e  d e  S t . Y in c e n t  w a re n  re in e  G eo m ete r, u n d  a u c h  

PASCALs G e d a n k e n g a n g  w a r  m e h r  g e o m e tr is c h  a is  a lg e b ra is c h . E in  w e ite re r  
G ru n d  w a r  d er, daB m a n  j a  u r s p ru n g l ich  g a r  k e in e  D e f in it io n  des F la c h e n -  
o d er R a u m in h a lts  besaB, d essen  B e s tim m u n g  im  A n fa n g  d ie  w ic h t ig s te  
A u fg a b e  b ild e te . Ca v a l ie r i , R o b e r v a l , Gr e g o ir e  lia b e n  j a  n u r  K r i te r ie n  
o d er B e w e ism e th o d e n , u m  zw ei G eb ild e  a is  in h a lts g le ic h  n ac h z u w e ise n , 
u n d  e in ig e  w e n ig  a llg e m e in e  Satze ; e r s t  P a s c a l  d e f in ie r t d ie  F la c h ę  ais 
Summę u n e n d lic h  v ie le r  u n e n d lic h  k le in e r  R e c h te c k e , w e n n  e r  a u c h  n ie  
w irk lic h  e in e  so lc h e  Summation durchrechnet, so n d e rn  sich im m e r noch 
des CAVALiERischen Satzes1) h ed ie n t. W a l l is  is t  d e r  e rs te , d e r  F la c h e n -  
in h a lte  f a k t is c h  d u rc h  A u fs u c h e n  des G re n z w e rts  d e r  Summę a l le r  d e r  
F la c h ę  e in b e sc h rie b e n e n  R e c h te c k e  fin d e t. M an  d a r f  d a h e r  n ic h t ,  w ie  d ies 
schon o ft geschehen is t, in f in ite s im a le  Untersuchungen v o r  P a s c a l  undo / ~
W a l l is  in bestimmten Integralen wiedergeben, da vor diesen nichts vor- 
handen ist, was unserm Begriff des bestimmten Integrals (im RlEMANNSchen 
Sinne) vergleichbar ware. W ir hahen noch einen wichtigen Grund zu 
erwahnen, der besonders hei einer Beurteilung der Arbeiten P a sc a l s  nie 
zu vergessen ist. P a s c a l  hat ja  unzweifelhaft vor L e ib n iz  weitaus das 
Klarste und Beste auf dem Gebiete der infinitesimalen Probleme geleistet; 
er hat in die widerstreitenden, verschwommenen Anschauungen i ib e r  das 
Unendlichkleine Ordnung gebracht, hat den Begriff des Inhalts eines be- 
liebigen Gebildes definiert, ja  sogar Quadratur, Kubatur, Schwerpunkts- 
bestimmung allgemein auf die Erm ittlung gewisser algebraischer Summen 
von ganz charakteristischem Bau zuruckgefiihrt.2) Man mochte meinen, daB 
die schleppende Darstellung dieser Summen in W orten geradezu darauf 
hingedrangt hatte, eine algebraische Bezeichnung einzufiihren. In dem- 
selben M o m e n te  h a t te  P a s c a l  s c h e in b a r  auch sc h o n  d ie  Hauptformeln d e r  
Integralrechnung besessen, so nahe sind seine Satze m it  dieser verwandt.o o /
Und warum hat er das Naheliegende dann doch nicht getan? Yielleicht, 
weil er immer moglichst geometrisch bleiben wollte? Dafiir sprache ja, 
daB er z. B. neue Korper, die „onglet", aufstellt, nur um durch sie gewisse
-------------

1) Vgl. D ie Wandlungen des Indwisibilienbegriffs, S. 36.
2 ) Besonders deutlich in dem Brief an C a k c a v y ; vgl. auch C a n t o r ,  a. a. 0 .  

112, s. 911 u. f.
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algebraische Summen zu yeranschaulichen; dafiir sprache, daB es ihm  bei 
Quadraturen, bei Rektifikationen immer um die Auffindung yon inhalf s- 
gleicben bezw. gleicblangen geometrischen Gebilden und nur um  die Ei- 
m ittelung von Zahlenwerten zu tun ist. Dennoch erklaren d iese  Griinde 
die Sacbe n ich t; man frage sich vielmehr: was hatte P a s c a l  m it se inem  
Integralalgorithm us anfangen sollen ? E r hatte dann wohl F orm eln  b esesse n , 
welche die Struktur, den inneren Bau einer R a u m g ro fie  d eu tlich  hatten 
erkennen lassen, aber in jedem einzelnen Fali hatte e r  d o c h  wieder den 
CAVALlERTschen Satz yerwenden miissen, den er a u c h  so benutzte. W ir 
finden ja  heutzutage den W ert eines bestimmten Integrals ganz anders; 
meistens g e h e n  wir v o m  unbestimmten Integral aus, suchen dasselbe mit 
Hilfe einer eignen Rechenoperation ais Funktion seiner oberen Grenze zu 
e r  mi tt ein und setzen dann erst die speziellen Grenzen ein. PASCAL kennt 
weder den Begriff der Funktion noch des unbestimmten Integrals und 
ohne einen yon beiden kann er das Integrieren selbst ais Rechenoperation 
nicht finden. Denn man kann wohl vom unbestim m ten Integral leicht 
zum bestimmten gelangen, aber nicht imigekehrt, da das bestimmte Integral 
nur den Grenzwert einer Summę darstellt, also auch ohne irgend welche 
Integrationen erm ittelt werden kann. L e ib n i z , der m it KuryengleichungenO ' o  o

X 1operiert, kom mt dagegen zu Ausdriicken wie J x  =  , die noch die un-

bestimmte Koordinate x  entbalten und infolgedessen unbestimmte Inte- 
grale sind.

Jetz t ist auch klar, daB, solange der Funktionsbegriff fehlte, ohne 
analytische Geometrie nie ein Integralalgorithm us entstanden ware. Dieser 
bedingt namlich wegen der impliziten Y erwertung des Funktionsbegriffes 
eine Schreibung in Variabeln, zu einer solchen konnte aber nur die An- 
wendung der analytischen Geometrie Yeranlassung geben. So yerdankte 
also die Infinitesim alrechnung der Praexistenz der analytischen Geometrie 
ihre Entstehung, hat aber dafur dann um gekehrt auf die Entwickelung 
der letzteren den machtiarsten EinfluB geiibt.o o

W egen dieser Bedeutung fiir die Erfindung der Infinitesimalrechnung 
wollen wir etwas auf die Entstehung der analytischen Geometrie ein- 
gehen. Der Ausgangspunkt fiir dieselbe ist zweifellos in den W erken 
Y i e t e s  z u  suchen, denn die Annahme, die analytische Geometrie sei 
etwa durch graphiscbe Darstellung unbestimm ter (DiOPHANTischer) Glei- 
chungen und Beobachtung der yerschiedenen dabei entstehenden Kuryen ge- 
funden worden, ist durchaus unberechtigt. E rstlicb war zu der in Frao-e 
kommenden Zeit die graphische Darstellung noch kein mathematiscbes 
Untersuchungsmittel, zum andern aber batte  man sich bereits gewohnt, bei 
derartigen Gleichungen nur die ganzzahligen Losungen ins Auge zu fassen.



EntwickelungsgesckichtlicheMomente bei Entstehung der Infinitesimalrechnung. H 9

Yielmehr yerdankt die analytische Geometrie ihr Entstehen der An- 
wendung der Buchstabenrechnung, der Algebra, auf geometrische Fragen. 
W ahrend man friiher algebraische Probleme, insbesondere die Bestimmung 
der W urzeln einer gegebenen Gleichung auf geometrischem W ege gelost 
hatte, so wandte jetzt umgekehrt Y ie t e  systematisch die Resultate der 
bereits hochentwickelten Algebra auf die Geometrie an. E r brauchte zu 
dem Zweck nur geometrische Langenrelationen in algebraische Schreib- 
weise einzukleiden, um, unabhangig von Figur und geometrischer Uber- 
legung, rechnen zu konnen; das Wesen seiner Behandlung geometrischer 
Probleme liegt in der Aufstellung und Losung gewisser Gleichungen. 
Besonders bequem rnuBte sich fiir ihn die Untersuchung krummliniger 
Gebilde gestalten. Hier hatten schon die Alten ihre gewohnlichen auf 
dem Prinzip der Strecken- und W inkelvergleichung beruhenden Deckungs- 
methoden verlassen; schon die Behandlung der Kegelschnitte war ihnen 
nicht ohne Benutzung einer grofien Anzahl von Streckenrelationen, die 
man heutzutage ais Koordinatenrelationen bezeichnen wurde, moglich ge- 
worden, wenn sie auch den Koordinatenbegriff explizit nicht enthielten. 
Dieser hatte sich aber im Laufe der Zeit gebildet; schon die romischen 
Feldmesser gebrauchten den Ausdruck „lineae ordinatae"1), die Astronomen 
des Mittelalters fuhrten systematisch spharische Koordinaten ein, und bei 
L u c a  V a l e r io  treffen wir bereits 1604 die Zusammenstellung „ordinatim 
applicata“.2) W ie sehr der Koordinatenbegriff zu Beginn des 17. Jahr-

»
hunderts bereits in  die Mathematik eingedrungen war, beweist Ca v a l ie r is  
Indivisibilienmethode, die ja, wie friiher gezeigt, indirekt auf ihm
beruht.3)

/
Wiihrend aber bei Y ie t e  die Koordinaten dort, wo sie Yorkommen, 

nur zufallig benutzt werden, fiihren jetzt F er m a t  und D e s c a r t e s  die- 
selben mit Tollem BewuBtsein planmaBig in die rechnende . Geometrie ein. 
Diese beiden M athematiker haben aber noch einen Schritt getan, der die 
algebraische Behandlungsweise geometrischer Probleme erst zur analytischen 
Gepmetrie machte: sie erkannten im Gegensatz zu V ie t e , daB nicht nur 
fiir alle Punkte einer Kurye eine gewisse Gleichung gelte, sondern daB 
um gekehrt auch diese Gleichung die Punkte der Kurye selbst bestimme 
daB sie also gewissermaBen das algebraische Bild der Kurve sei.

Im tibrigen stehen F e r m a t  und D e s c a r t e s  noch ganz im Banne derO O
Auffassung Y ie te s  ; es handelt sich bei ihnen immer noch genau wie bei 
diesem um die Aufstellung und Losung gewisser Gleichungen, nur daB

1) C a n t o r , a. a O. I2, S. 515.
2) V a l e r iu s , De centro graoitatiu libri tres, 1. III. pr. 4.
3) Die Wandlungen des Indivisibilieńbegriffs, S. 36.
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die Auffassung derselben ais Reprasentantinnen der betreffenden Kuryen 
neu hinzugekommen ist, jeder Funktionsbegriff liegt yollkommen fern. Ja, 
nicht einmal ein Yariabilitatsbegriff ist yorhanden, das beweisen die Aus- 
driicke „equaticn“ und „inconnue" statt der unsern heutigen Anschau- 
ungen mehr entsprechenden Funktion und Yariable. x  und y  sind noch 
lange iiber D e s c a r t e s  hinaus nicht Yeranderliche, nicht Bestimmungs- 
stiicke des Kuryenpunktes (x, y ) nar ś§o/rjv, sondern die Bestimmungs- 
stiicke des jeweils gesuchten festen Punktes.1) Es ware ja  nach der 
Anschauung der damaligen Zeit widersinnig gewesen, bei einem Punkt, 
der nur der einen Beschrankung unterworfen ist, auf einer gegebenen 
Kurve zu liegen, der also nicht vollig bestimmt ist, von Bestimmungs- 
stiicken zu sprechen. Ein Durchlaufenlassen der x-Koordinate yon 0 bis oo 
findet sicb lange Zeit nirgends; man erteilte hochstens dem x  der Reihe 
nach einzelne bestimmte feste W erte und sah zu, welche W erte dabei y  
annahm. Immerhin wurde auf diese W eise wenigstens der Begriff der 
Abhangigkeit vorbereitet, der dann in Verbindung mit dem Y ariabilitats
begriff den F unktionsbegriff bilden konnte.O o

Es ist merkwiirdig, daB bereits viel friiber einmal ein ziemlich aus- 
gebildeter Funktionsbegriff in der M athematik yorhanden war, der aber 
anscheinend auf die Entwickelung der Infinitesimalrechnung und der ana- 
lytischen Geometrie nicht den geringsten EinfluB ausgeiibt hat. Bekannt- 
lich wuBte der franzosische Mathematiker N ic o l e  O r e s m e  (ungefahr 
1323— 1382) in seinem Tractatus de latitudinibus formarutn  Koordinaten- 
begriff, Abhangigkeitsbegriff und graphische Darstellung praktisch zu 
yerwenden.

Meiner Ansicht nach ist in W irklichkeit der Funktionsbegriff folgender- 
maBen entstanden. Durch die Moglichkeit, in einer Kurvengleichung der 
einen Koordinate yerschiedene W erte beizulegen, sowie ganz besonders 
durch den EinfluB des Grenzbegriffs, speziell der Vorstellung des Uber- 
gehens einer F igur in eine andere, gelangte man zunachst dazu, x  und y  
ais yariabel anzusehen. In der Tat findet sich der Yariabilitatsbegriff 
(neben der alten Auffassung) haufiger zuerst bei W a l l is , der bereits mit 
dem Grenzbegriff yertraut war. Andrerseits konnte man Differenzieren 
und Integrieren nicht an Kurvengleichungen selbst, sondern im allgemeinen 
erst dann yornehmen, nachdem die y -Koordinate durch * dargestellt, d. h.

1) Es ist z. B. bezeichnend, dafi die Figuren in den Sectiones conicae des W a l l is  

aussehen, wie die zu infinitesimalen Problemen gehorigen: es sind namlich eine Un- 
masse yon Koordinaten gezogen, offenbar um anzudeuten, dafi die fiir einen einzelnen 
speziellen Kurvenpunkt durchgefiilirte Untersuchung ebenso auf jeden beliebigen  
andern angewandt werden kann.
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auf die Form einer expliziten Funktion von X  gebracht worden war. Durch 
den Umstand aber, daB man aus praktischen Riicksichten die eine Koordi- 
nate ais Funktion der andern darstellte, muBte unter gleichzeitiger Yer- 
wendung des Yariabilitatsbegriffs der Funktionsbegriif selbst entstehen. 
Dabei ist darauf hinzuweisen, daB in den mechanischen und kinematischen 
Methoden yon D e s c a r t e s  und R o b e r v a l  ja  nicht ein yerkappter Funktions- 
begriff zu suchen i s t ; denn der innere Zweck dieser Methoden, dessen 
sich allerdings ihre Erfinder nicht bewuBt wurden, ist lediglich der, durch 
den Begriff der Bewegung Stetigkeitsbetrachtungen oder Grenziibergange 
zu ersetzen.

Y o n  gan z andrer S eite  g e la n g te  N e w t o n  zum  F u n k tion sb egriff: bei 
ihm  steh t das p h y sik a lisch e  D en k en  im  Y ord ergru nd  und b eh errscht auch  
seine m ath em atisch en  A n sch au u n gen  vo llk om m en . So l ie g t  es ih m  v ie l  
naher eine K urve m ech an isch  erzeu gt s ich  vorzu ste llen , a is in  ihr ein  
G ebilde zu sehen , das durch  eine G le ich u n g  defin iert ist. E s is t  darum  
b egre iflich , w en n  er oh ne N o t (im  G egen satz zu D e sc a r t e s  und R o b e r y a l ) 
B ew egu n gsT orste llu n gen  auch  in d ie G eom etrie e in fiih rt und fo lg lic h  in  
der an a ly tisch en  G eom etrie x  und y  ais K oord in aten  e ines „ b ew eg lich en  
P u n k tes"  ansieht. AuBerdem  w ar N e w t o n  iib erhau p t sch o n  y o n  der se it 
Ga l il e i h o ch en tw ic k e lte n  M ech anik  h er m it dem  F u n k tio n sb eg r iff  ver- 
tra u t1) und b rau ch te ih n  nur n o ch  a u f A lg eb ra  u nd  an a ly tisch e  G eom etrie  

zu ubertragen.
N ur die Kenntnis yon dem ganzlichen Mangel2) eines Funktions- 

begriffes in der Mathematik yor Erfindung der Infinitesimalrechnung liiBt 
uns auch F e r m a ts  Maxima- und Minimamethode richtig  beurteilen.3) 
Y ie t e  hatte bereits gezeigt, wie sich in der Gleichung

B  xn — x m —  Z

die GroBen B  und Z  durch zwei W urzeln A  und E  darstellen lassen.4) 
Es bestehen niimlich nach V i e t e s  Ausdrucksweise die beiden „aeąuationes 
ancipites"

B A n — A m =  Z  und B E n —  E m =  Z-
daraus fo lg t

1) In der Mechanik war es ja ein Hauptproblem, die Koordinaten des Bahnorts 
eines bewegten Punktes ais Funktionen der Zeit zu ermitteln.

2J Abgesehen natiirlich yon dem oben erwahnten Tractatus de latitudinibus 
formarum.

3) In den meisten Abhandlungen iiber seine Methode hat F e r m a t  ihre Ent- 
stehung anscheinend absichtlich yerheimlicht. Das Schriftstiick, auf das sich die 
Darstellung im Text griindet, findet sich nebst andern wertyollen Arbeiten iiber die 
Maximalmethode yeroffentlicht in F e r m a t s  Briefwechsel, herausgegeben von P. T a n n e r y .

4) De aeąuationum recognitione ct emendatione.
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7> Am — E™
An — E n ’

ein Ausdruck, der noch m it A — E  gekiirzt werden kann. Ist B  gefunden 
so ergibt sich Z  unmittelbar.

Diese Darstellung kom biniert nun F e r m a t  m it einer Stelle bei P a p p u s . 
Dieser hatte namlich das Minimum eiues Yerhaltnisses ais ó fiova/óg  
Aóyog ual iAd^iOrog, d. i. „minima et siugularis p:roportio“ nach 
C o m m a n d in o s  Ubersetzung, bezeichnet. Dadurch nun, daB C o m m a n d in o  
den Ausdruck „singularis" nicht zu erklaren vermochte, wurde F e r m a t  
zu weiterem Nach denken angeregt und kam so zu der Erklarung, daB 
das Minimum charakterisiert werde durch das Yorhandensein einer einzigen 
Losung eines Problems, das sonst immer zwei Losungen besitze. Ist 
z. B. die Aufgabe vorgelegt, das Rechteck groBter Flachę m it gegebenem 
Umfang 2 B  zu finden, so gibt es im allgemeinen zwei Losungen: E in
Rechteck m it der Grundlinie A  und der Hohe E  und ein solches mit der 
Basis E  und der Hohe A. In der Nahe des Maximums werden die zwei 
moglichen Basislangen A  und E  sehr wenig yerschieden sein, fur das 
Maximum selbst zusammenfallen. Nach Y ie t e  werden aber A  und E  die 
Wurzehi der Gleichung

B  x  — x 2 —  Z

sein7 wo Z  die Flachę der betreffenden Rechtecke ist. Dann ist B  =  A  +  E. 
Im Falle des Maximums sind beide W urzeln gleich zu setzen, d. i. A  =  E. 
Also wird

Damit hat F e r m a t  eine Methode gewonnen, die ziemlich allgemein 
yerwendbar ist; da jedoch praktisch das Kiirzen m it A — E  Schwierig- 
keiten machen kann, nennt F e r m a t  die zweite W urzel von vornherein 
nicht E , sondern A —E , wodurch die friihere Differenz A — E  in E  
iibergeht.

Aus allem geht ’hervor, daB das FERM ATsche E  ja  nicht ais eine 
Yariable, sondern nur ais eine Unbekannte angesehen werden darf; auch 
ist der Ausdruck „adaequare“, der in der Beschreibung seiner Tangenten- 
regel1) yorkommt, einfach m it „gleichsetzen“ wiederzugeben. ,So sehr 
also auch F e r m a t s  Methode an unser Differenzieren erinnert, so ist sie 
doch noch ganz ungeheuer weit davon entfernt; F e r m a t  wird sich ja  in 
keiner W eise bewuBt, daB er mit seiner Methode die Denkweise der ge- 
wohnlichen Algebra iiberschritten und durch das Gleichsetzen seiner

1) Ygl. C a n t o r , a. a, O. II'2, S. 858.



Unbekannten A  und E  bezw. A — E  implizit einen Grenziibergang voll- 
zogen hat.

W ir haben jetzt einigermafien die entwickelungsgeschichtlichen Momente 
kennen gelernt, die fiir die Vorgeschichte der Erfindung der Infinitesimal- 
rechnung in Frage kommen Zum Schlusse sei noch eine kurze Uber- 
sicht iiber die Entwickelung der einzelnen damaligen Methoden zur Be
handlung yon infinitesimalen Problemen gegeben.

N achdem  m an a llm ah lich  w ieder dazu g e lan g t w ar, die S chriften  
der an tik en  M athem atiker, insbesondere A rchim eds , ih rem  In h a lt, w enn 
auch  n ic h t ih rem  G eiste n ach  zu yerstehen , erw eiterte  zuerst K e p l e r  die 
Z ah l der m ath em atisch en  P rob lem e, indem  er eine R eihe von Inha lts- 
bestim m ungen  te ils  se lb st ausfiih rte , te ils den M athem atikern  seiner Z eit 
vorleg te . W esen tlich  is t n u n  h ie rbe i der P u n k t, dafi die M ethoden der 
A lten  n u r  bere its  gefundene R esu lta te  zu bew eisen gesta tte ten ; m an suchte 
also je tz t  n ach  Y erfahren , die g le ichze itig  N eues zu finden erlaubten . 
Z u n ach st f iih rte  Ca y a lier i K epler s  U n te rsu ch u n g en  nach  einer bereits 
friih e r ausfiih rlich  beschriebenen  M ethode1) fort. D ie le tz te re  w urde 
w eite r ausg eb ild e t von  R o berv a l  und  P ascal, der den B egriff der F lachę  
m it H ilfe  der un en d lich k le in en  Grofien a llgem ein  definierte und  das Problem  
der In h a ltsb es tim m u n g  sowie verw andte  P rob lem e zu einem  gew issen 
A bschluB  b rach te . W a l l is  a rith m e tis ie rte  dann  seine R esu lta te . U nab- 
h a n g ig  davon  en tw ickelte  s ich  aus den S ch riften  A rchim eds du rch  
Y a l e r io , Gr eg o ir e  d e  St . Y in c e n t , T a cquet  und  W a llis  der Grenz- 
beg riff und m it ihm  die T heorie  der u nend lichen  R eihen. D er B egriff 
der u n en d lich k le in en  Grofien, zu dessen E n ts te h e n  Gr eg o ir e  u n ab sich tlich  
seh r viel b e ig e trag en  h a tte , w urde  yon besonderer W ic h tig k e it fiir das 
R ek tifik a tio n sp ro b lem , dessen B eh an d lu n g  zu einer ba ld  m ehr, ba ld  m inder 
bew ufiten  E in fiih ru n g  des Q uo tien ten  zw eier un en d lich k le in er Grofien 
n o tig te . Y on D ifferen tia tionsp rob lem en  w urden  an fang lich  besonders 
T an g e n te n k o n s tru k tio n e n  behandelt. H ie r gab  R obervals m echanische 
E rzeugungsw eise  der T angen te , ausgeb ilde t yon B arrow , sowie die k ine- 
m atisch e  von  D esc a r tes  seh r e legan te  R esu lta te . R echnerische  M ethoden 
w aren  die von  D esc a r tes , die a u f  dem  G leichsetzen zw eier G leichungs- 
w urzeln  b e ru h ten , gen au  wie die M axim am ethode F erm ats. D ie analy ti- 
schen  T an g en ten m etlio d en  sind  deshalb  Yon so h o h er B edeu tung , w eil sie 
den A nstofi zu einem  rech n erisch en  Y org eh en  u n d  zur Y erw ertu n g  der 
an a ly tisch en  G eom etrie in  F ra g e n  in fin itesim aler N a tu r  gegeben  haben. 
E s  w ar seh r w ich tig , dafi d u rch  a ll die g en an n ten  M ethoden  eine M enge 
srlanzender R esu lta te , besonders iiber die Z ykloide, schon  v o r E rfin d u n g
O  7
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1) Siehe Die Wandlungen des Indioisibilieńbegriffs, S. 31 u. folg.
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des Infinitesimalkalkiils entdeckt wurden, sodaB N e w to n  und L e ib n iz  
die M oglichkeit hatten, die Ricłitigkeit ihrer Recłmungen an ihnen zu 
erproben. Es wird ja  begreiflich erscheinen, daB diese beiden Entdecker 
ein Mittel brauchten, um sich von Zeit zu Zeit von der Zuverlassigkeit 
ihrer Schritte zu liberzeugen. Insbesondere fiir L e ib n iz  war die Grelegen- 
heit zu einer Kontrolle sehr angenehm, da sein rein formales, abstraktes 
Yorgehen an Kiihnheit bis dahin nicht seines gleichen hatte , wahrend 
N e w to n  mit seiner mechanischen Grrundlage der Fluxionsrechnung immer 
im Bereich gewohnter Yorstellungen und Methoden blieb.
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Luigi Cremona et son ceuvre mathematiąue.
P a r  G ino  L oria  a  Genova.

Avec un portrait en phototypie comme frontispice.

T a b 1 e,
1. Enfance et jeunesse.
2. Etudes universitaires. Premieres pu- 

blications.
3. Sejour a Cremone.
4. Recherches de C r em o n a  sur les cu- 

biąues gauches.
5. C rem o n a  au lycee de Milan et a 

l ’universite de Bologne.
6 . Etudes de Cr e m o n a  sur la theorie des 

courbes planes.
7. Les transformations birationnelles 

planes.
8 . Recherches de C r em o n a  sur ąueląues 

courbes algebriąues speciales.
9. Recherches de C r e m o n a  sur quelques 

surfaces algebriąues speciales.
10. Recherches de C r e m o n a  sur la theorie

11.

12.

13.

14.

generale des surfaces algebriąues 
planes et particulierement sur celle 
du 3° ordre.
Cr em o n a  professeur de geometrie de- 
scriptive et de geometrie analytiąue. 
Cr e m o n a  a l’institut techniąue supe- 
rieur de Milan.
Travaux de C rem o n a  sur les courbes 
du point de vue du genre. 
Transformations rationnelles de l’es- 
pace; leur application a la represen- 
tation piane des surfaces.
C rem o n a  et le polytechnicum de Romę. 
C r em o n a  dans 1’administration publi- 
que et au gouyernement.

Listę chronologiąue des publica- 
tions mathematiąues de L. C r e m o n a .

A li’ a l t a  im p re sa  c a r i ta d e  sp ro n a .
P e t r a r c a .

1. Enfance et jeunesse.1)
Le g ran d  geom etre , d o n t au jo u rd ’hu i on p leure  la  p e rte  irreparah le , 

a p p a r tin t  a nne  fam ilie  d istinguee  o rig ina ire  de N ovare  qu i jo u it d ’une

1) Pour rediger la partie biographiąue du present travail, des notes ecrites par 
M “° I t a l a  C o z z o l in o - C r e m o n a  (filie de l’illustre geometre) m’ont ete d’un tres grand 
secours. M. L. B e r z o l a r i  a eu la bonte de faire a ma priere des recherches dans les 
archives de l ’universite et du gymnase de Pavie et de mettre a ma disposition leuis 
remarąuables resultats. M M . E. B e r t i n i  et M isan i m’ont encore four-ni des renseignements 
precieux. Que tous reęoiyent mes remerciments les plus sinceres. La belle Commemo- 
razione del socio Law i Cremona, faite par M. Y e r o n e s e  a, 1’academie des „Lincei“ le 
6 decembre 1903, ąuoiąue arriyee lorsąue mon trayail etait fini, m’a seryi pour 
ajouter ou corriger ąueląues details.
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considerab le  aisance a une  epoque  pas tre s  e lo ignee de nous. S a g ra n d ’m ere 
(Ma r g h e r it a  F er r a r i Crem ona ) ,  veuve tre s  jeu n e  e t an im ee de g o u ts  
depensiers, fu t  la  cause p rin c ip a le  des rey ers  de fo rtu n ę  de la  fam ilie. 
Q uand  en 1770 le  p ere  du  g ra n d  ho  min e (Ga u d e n z io ) v in t au  m onde, le  
b ien  p a te rn e l e ta it d ilap id e ; m ais, m a lh eu reu sem en t il  e ta it aussi p a r  n a tu rę  
p o r t e 'a  la  depense, e t ne su t p as  d o n n er l ’en e rg iq u e  coup  de b a rre  in- 
d ispensab le  p o u r  sauyer le  b a teau  du  nau frage . A  l ’age de 25  ans, a y an t 
o b tenue  a P ay ie  le  degre  de d o c teu r en  d ro it, il epousa  Ca t e r in a  Ca r n e r a l i, 
qu i lu i donna tro is  en fan ts : J o s e p h , J e a n  e t J e a n n e ; l ’a ine s’e ta b lit  a 
Y en ise  e t y  d ev in t avoca t d is tin g u e ; J ea n , fu t  m a itre  des com ptes; e t 
la  jeu n e  filie epousa  a G roppello  G. B. M a g e n t a . E n  1818 Ga u d en z io  
Crem ona  fu t o b lige  de q u itte r  M ilan, ou il  e ta it e tab li p o u r  su b y en ir a 
sa fam ilie ; et il  accep ta  a lo rs u n  em plo i tre s  h u m b le  a la  d e leg a tio n  au tr i-  
ch ienne de Payie. R este  veuf, il se m aria  une  seconde fois le  28 novem bre  
1829 ; e t b ien  q u ’il co m p ta  p lu s  que 59 ans, il ch o is it com m e com pagne 
une  jeu n e  fem m e qu i n ’en c o m p ta it que 20. D e ce no u y eau  m ariag e  q u a tre  
au tre s  fils n a q u ire n t, say o ir: le  7 decem bre 1830, dans la  m aison  qu i p o rte  
a u jo u rd ’łm i le  n um ero  8 dans la  ru e  Severino  B oezio , A n to n io  Lu k ;i 
Ga u d en zio  Giu s e p p e , ce lu i qu i d ey a it a c q u e rir  une renom m ee e te rne lle  dans 
le  cham p sc ien tifique  au  nom  de Cr e m o n a ; d e u s  ans ap res  P ię t r o , m o rt
en  1855, encore e tu d ia n t en in a them atiques, d ’une p th is ie  p u lm o n a ire  q u ’il
te n a it de sa m ere; ap res F rancesca , m o rte  a d ix  ans, v ic tim e de la  m em e 
m alad ie ; e t enfin  le  10 a v ril 1837 , T r a n q u il l o , le  fu tu r  g ra n d  pe in tre , 
m o rt a M ilan  le  10 ju in  1878.

Le second m ariag e  de G a u d e n z io  C re m o n a , p o u r  des ra iso n s q u ’il
i

est facile  de com prendre , fu t  d esapp rouve  e t c o m b a ttu  p a r  les fils du 
p rem ie r l i t ;  to u te fo is  le  fils Giu s e p p e  ne  se re fu sa it p as  de seco u rir  souyen t 
une  fam ilie  q u ’il re co n n a issa it d igne  n o n  seu lem en t de com passion , m ais 
aussi de la  p lu s  łiau te  estim e. E t  ces secours d ey in ren t to u t-a -fa it in- 
d ispensables, lo rsq u e  en  1841 le pere  Crem ona , a la  su itę  d ’une  m allieu reuse  
chu te , fu t  ob lige  de g a rd e r  le  l i t  e t m o u ru t au  b o u t d ’u n e  annee, la issa n t 
u n e  veuye qui, a 30 ans e t avec u n e  p e tite  p en s io n  p o u r  u n iq u e  ressource , 
d evait to u te  seule e n tre te n ir  e t e leyer q u a tre  e n fa n ts , d o n t le  p lu s  g ran d  
n ’av a it pas p lu s  de onze ans.

L ’em o u v an t spectac le  de la  lu t te  q u o tid ienne , que d ey a it so u te n ir  ce tte  
jeu n e  m ere e t q u ’elle  so u te n a it ayec une  n o b le  e t sereine fierte , a u ra  sans 
d ou te  exerce une  influence b ien fa isan te  su r  L u ig i C re m o n a  e t co n tr ib u e  
p u issam en t a faęonner son ca rac tere  irre p ro c b a b le  e t ferm e; on p e u t d ire  
en effet que dans to u te  son ex istence est fide lem ent reflech ie  l ’im age de la  
pby sio n o m ie  m ora le  de sa yeneree m ere. A  la  m o rt de son  p ere  il su iv a it 
le  d e rn ie r cou rs du  gym nase ; d e s iran t h a te r  le  jo u r  ou il  p o u r ra it  e tre
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utile a sa familie, il redoubla d’ardeur et d’activite a l ’etude, de telle sorte 
que durant les classes secondaires il obtint la note „eminent" dans toutes les 
matieres et fut toujours le premier de ses condisciples. Pendant son cours 
„philosophique“ (j’emploie la nomenclature officielle de l ’epoque) il sentit 
toujours un grand penchant pour les lettres; c’est ainsi que non seulement se 
forma cet admirable style que tous les mathematiciens connaissent, mais en 
meme temps il se familiarisa avec le Latin et le Grec presque autant qu’avec 
1’Italien. II est bon ici de remarquer qu’il resta, plus age, ce qu’il avait ete 
plus jeune; en effet, lorsqu’en 1901 on discuta encore une fois en Italie 
la suppression du Grec du programme de 1’enseignement classique, il se 
mit du cóte des conservateurs, soutenant publiquement que „la vera scuola 
classica, col latino e col greco, deye rimanere intatta; e tale rimanendo, 
sara sempre la scuola preferita dalie intelligen/.e elette'1.1)

Les heros d ’H0MERE et de Y ir g il e  enflam m aient le jeune  Cremona  
d a m o u r  p o u r sa pauv re  p a tr ie , qui e ta it a lors p ro fondem ent ag itee  pal
ce g ran d  m ouvem ent rey o lu tio n n a ire  qui, p rep a ran t la  g lorieuse annee 1848, 
m e tta it en efferyescence to u te  la  jeunesse stud ieuse a u s  un iversites de Payie 
e t de Padoue. Si l ’on considere encore que p a rm i les condisciples du fu tu r  
sav an t se tro u y a ie n t E nrico  e t Gio van ni Ca ir o l i e t q u ’il p assa it a G roppello  
to u te s  ses vacances avec les d eu s  freres ainees B e n e d e t t o  e t E r n e st o , 
on ne s’e to n n era  pas d ’ap p ren d re  que, lo rsq u e  le  ba ta illo n  „ Ita lia  libera", 
fo rm ę de 160 e tu d ian ts  n ap o lita in s  a lian t com battre  1’A u triche , trav ersa  
P ay ie , il aban d o n n a  la  m aison m aternelle  p o u r les su ivre „senza rim orso  
(ecrivait-il) perch e  avrei c redu to  di m ancare ai de ttam i della p iu  san ta  
delle re lig io n i e di com m ettere  un  a tto  di y ilta  e in e ttitu d in e  ricusando 
di dare  il  sangue p e r la  p a tria" . A  peu  de jo u rs  de la, un  au tre  fu tu r  
g ran d  m athem atic ien , E nrico  B e t t i, se b a tta it  a C urta tone  ( to u t p res de 
M antoue) sous le com m andem ent de O. P . M o sso tti, le celebre p ro fesseur 
de p h y siq u e  m athem atique.

Le bataillon ou Crem ona  avait pris le seryice, alla le 12 ayril 1848 
a Ferrare pour rejoindre le generał piemontais D urando  ; celui-ci le dirigea 
tout de suitę sur Polesella et de la, par une marche tres fatigante, a 
Treyise, sous la conduite du capitaine M auro . C’etait toujours avec une 
emotion grandę et profonde que l ’obscur jeune homme, devenu une des 
gloires d’Italie, racontait les episodes de la guerre a laquelle il prit part, 
les attaques contrę les Autrichiens a Neyesa sur le Piave, le siege de 
Trevise et particulierement l’energique defense du rem part yoisin de la porte 
St. Thomas; „in quel giorno (il disait) sparayamo tanto e cosi serrato che

1) Yoir une lettre a M. R a m o e in o , datee „Yallombrosa, 29 Luglio 1901“ et inseree 
dans le całiier d’aout 1901 de la revue A te n e  e Rom a ,  publiee a Plorence.
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uno squadrone di cayalleria nemica non pote avanzarsi“. Son courage et son 
activite lui yalurent sa nomination de caporal, bientót suiyie de celle de 
sergeant.

T o u te  resis tan ce  e ta n t desorm ais in u tile  en cam pagne  o u v erte  co n trę  
u n  ennem i ex trem em en t n o m b re u x , le  b a ta illo n  „ I ta lia  l ib e ra "  c o u ru t 
au  secours de Y enise  qu i, p a r  u n  siege celebre, r e ta rd a it  l ’b e u re  sup rem e 
d ’une c a p itu la tio n  inev itab le . L. Cr em o n a , a rriv e  a Y en ise , se re n d it  
a la  m aison  de son  fre re  a ine  Giu s e p p e , p lu tó t  p o u r  ay o ir des n o u y e lle s  
de sa p au v re  m ere que p o u r  lu i dem ander des secours; e t ap res  une  
co u rte  rep rim an d e  p o u r  son escapade, son  frere , q u i e ta it  au  fond  tre s  
fier des ex p lo its  d ’u n  m em bre  de sa fam ilie , m it a  sa d isp o sitio n  sa 
m aison  e t sa tab le  p o u r  to u t  le  tem p s de son  se jou r a Y enise. M ais la  
leg io n  „ Ita lia  lib e ra "  fu t b ie n tó t e n ro y ee  a C b io g g ia  ( fo r t de B ro n d o lo ), 
p u is  a la  defense du  fo r t  de M argbera . L. Crem ona  jo u a  u n  ró le  si 
a c tif  dans ce tte  defense m em o rab le , que le  cap ita in e  M auro  le  m o n tra it 
au x  so lda ts  com m e u n  m odele de v e rtu s  c iv iles e t m ilita ire s  a cause de 
son  cou rage , de son in te lligence , de sa d isc ip lin e  e t de sa p ro b ite . O n sa it 
que ce tte  defense ne  fin it que lo rs q u ’u n  am on ce llem en t de ru in es  m arq u a  
la  p lace  du  fo r t  de M argbera . A lo rs  la  co m p ag n ie  a la q u e lle  a p p a r te n a it 
n o tre  heros, se re tira  a Y enise, ou, b ien  que  p e rsecu tee  p a r  le  ch o le ra  e t p a r  
une  affreuse d ise tte , elle coopera  a la  defense ach arn ee  du  p o n t q u i tray e rse  
la  L agunę. M ais m a lg re  1’hero ism e sans p a re il  de to u te  la  p o p u la tio n , le  tr is te  
aube d u  24  a o u t 1849, la  d e rn ie re  de 1’ind ep en d an ce  yene tienne , fin it p a r 
p a ra itre . E t  Crem ona  eu t au  m oins une  d ern ie re  su p rem e co n so la tio n , celle 
que les debris de l ’arm ee n a tio n a le  p u re n t defiler avec to u s  les h o n n eu rs  des 
arm es, les d rap eau x  deployes e t les ta m b o u rs  b a tta n ts , d ev an t les generaux  
a u trich ien s  ebah is en  v o y an t que c ’e ta it u n  p e t i t  co rp s  de recru es  pales 
e t decharnees, m ai ye tues e t a  pe in e  ch au ssees , qu i a v a it te n u  en echec 
p e n d a n t p lu s ieu rs  m ois une  arm ee en tie re  de v e te ran ś  consom m es dans 
to u te s  les ru ses de la  guerre .

2, Etudes universitaires. Premieres publications.
Sans ressources financieres, fatigue et malade, Luifii C re m o n a  reprit 

tristem ent la route de Pavie, accable par le chagrin de voir qu’apres tan t 
de sang verse, sa chere patrie etait toujours esclaye. Mais sur le seuil 
de la porte de sa maison une nouyelle et plus grandę douleur 1’attendait; 
sa pauvre mere etait morte depuis quelque mois. E n presence de la deso- 
lation du present, de 1’incertitude de l ’avenir et des grares responsabilites 
qui pesaient sur lu i, il ne se perdit pas d’esprit, mais il comprit que 
c’etait le moment de se montrer a la hauteur de la charge que le destin 
semblait lui avoir confiee. Remis qu’il fut d’une attaque de fievre typhoide,
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dont il avait apporte les germes de Yenise, il reprit avec ardeur les 
etudes qu’il avait interrompues, et le 27 novembre 1849 il obtient ce 
degre qu’on appelait alors „assolutoria negli studi filosofici". En conse- 
quence, dans les annees suivantes il put suivre dans l ’universite de Pavie
les cours dm genieur civil sous la  direction de A. B o r d o n i1), A. G a b b a 2),
et un peu plus tard de F. B r io s c h i3). Les 5 janvier, 5 mars et 6 mai 
1853 il fut admis a subir les „examens de rigueur"4) en obtenant dans 
chacun et par tous les examinateurs (parmi lesquels se trouvait toujours 
B o r d o n i  et dans les deux premieurs aussi B r io s c h i)  le certificat „valde

1) Q uoique a  cette  epoąue B ordoni evit deja du abandonner la  chaire de caloul 
in fin itesim al pour celle  de geod esie  elem entaire, tou tefo is, com m e directeur des etudes 
m athem atiq ues dans la  facu lte  de sc ien ces, i l  n ’avait cesse d ’exercer une influence  
preponderante.

2 ) Ce professeur de geometrie superieure est cite avec reconnaissance par C r em o n a  

dans une Prolusione dont nous parlerons un peu plus bas.
3) En plusieurs occasions C r em o n a  a declare ses dettes de reconnaissance envers

B r i o s c h i ; d’abord dans la Prolusione citee tout-a-l’heure, ou il donnę „testimonianza 
di gratitudine alFillustre B r i o s c h i , al quale devo tutto quello cbe per awentura non 
ignoro“ ; plus tard, en 1878, ayant ete invite a participer aux fetes commemoratives
du 25” anniversaire de la fondation du polytechnicum de Milan, il ecrivit une lettre
ou l ’on lit les pbrases suivantes: « F r a n c esc o  B r io s c h i comincio ad essermi maestro 
quando io ne seguii le lezioni di meccanica nell’ anno 1851—1852; ma quelle lezioni 
comunque riccbissime di contenuto non furono se non la parte minima di istruzione 
matematica onde mi sento a lui debitore. Egli continuo ad assistermi eon insegnamenti 
in priyato e eon consigli nei successiyi anni cbe passai in Pavia, cioe sino al 1857, mi 
inizio allo studio delle funzioni ellittiebe ed abeliane e alle opere magistrali di A b e l  

e J a c o b i. Non esagero affermando cbe il B r io s c h i mi communico il sacro fuoco ond’egli 
stesso ardeva e mi disebiuse per primo gl’infiniti orizzonti dell’ alta matematica. 
Quando io lasciai Payia gia cominciavo a sapere studiare e lavorare da me, ma di cio 
era pur sempre debitore all’ esempio del maestro. Ne’ primi tempi ebbi degli scorraggia- 
menti, ma basto una sua lettera a dissiparli e d ’allora in poi mi crebbero sempre piu 
le forze ed il corraggio. Yero e che i miei studi personali presero ben presto altro 
indirizzo; mi presi d’amore per la geometria, mentre B e io s c h i  mi aveva awiato per 
Fanalisi. Ma la scienza e una sola; ed e 1’analisi che prima mi aveva dato le armi 
necessarie per penetrare nei misteri della sintesi geometrica . . . Gli anni cbe passai 
eon B r io s c h i , come scolaro e poi collega nell’ insegnamento, sono gran parte della mia 
v ita ; nei primi imparai ad amare la scienza, negli altri poi a tragfonderla in un grandę 
cercbio di uditori. La memoria degli uni e degli altri e un vincolo di affetto, di 
ammirazione e di gratitudine cbe mi unisce a B r io s c h i».

4) Yoici les matieres sur lesquelles eurent lieu ces examens:
1. Introduction aux mathematiques superieures. Geodesie et hydrometrie. 

Economie rurale. Histoire naturelle en generał. Dessin geometrique.
2. Calcul differentiel et integral. Arcbitecture civile; dessin relatif. Geometrie 

descriptive.
3. Mathematiques appliquees. Architecture bydraulique. Dessin de machines 

et d’architecture. Legislation.
Bibliotheca Mathematica. III. Folgę. V. 9
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bene“, et il fut declare ensuite „approbatus p. unanimia cum applausuin‘ . 
Un decret du 9 mai 1853 1’appela a soutenir le jour suiyant la discussion 
publique pour ayoir le degre academiąue de „docteur dans les etudes 
d’ingenieur ciyil et arcbitecte"; ce degre lui fut aussi accorde a l ’universite 
et ayec acclamation. x)

Parmi les compagnons d’armes que C re m o n a  eut dans le cours 
de sa glorieuse campagne, il distingua N i c o l a  F e r r a r i ,  jeune genois 
ami et admirateur de M a z z in i.2) F e r r a r i  etait republicain et C re m o n a  
monarchistę; toutefois ils tombaient toujours d’accord dans leur aspiration 
finale: l ’unite de l ’Italie et son affranchissement. N i c o l a  lisait souvent 
a son ami les lettres, fremissantes de patriotisme, que lui ecriyai,t sa 
soeur E l i s e ,  alors directrice de l ’asile des enfants de Genes.3) E t
C re m o n a  decouvrit, a trayers ces lettres, la femme digne de deyenir sa
compagne pour la yie; personnellement il fit sa connaissance a Genes en 
1853, mais elle devint sa femme seulement le 4 aout de l ’annee suiyante; 
a cause du cholera qui sevissait alors sur Genes, le mariage eut lieu a 
Groppello dans la maison M a g e n ta .  D’apres la declaration de C re m o n a  
lu i-m em e4), sa femme le conseilla dans toutes les circonstances diffi- 
ciles de sa vie et toujours sagement; se chargeant de tous les soins 
domestiques et de 1’education de ses fils, elle lui a rendu possible le trayail 
continuel et fecond. Elle fut le bon genie de toute sa familie jusqu’au

1) La discussion de doctorat devait se faire sur une des quatre theses suiyantes 
proposees du candidat:

1. Mathematiąues appliguees: Lorsqu’on connait le mouyement du couple de 
moment minimum d’un systeme invariable de forces dans 1’espace, on peut 
determiner par une simple construction graphique les moments des couples 
resultants et composants par rapport a tous les points de l ’espace.

2. Geodesie: Si toutes les droites tracees sur une feuille de papier restent
droites apres que cette feuille a ete pliee, il existe une relation du premier
degre entre les coordonnees d’un point quelconque dans les deux positions.

3. Geometrie descriptive: Deux diametres conjugues de l ’ellipse perspective 
d’une autre sont la perspectiye du diametre de 1’ellipse objective conjugue 
a ses cordes paralleles a la tracę de son plan sur le tableau et la perspectiye 
d’une de ces cordes.

4. Dessin geometriąue: Les problemes d’un degre superieur au second ne 
peuyent pas se resoudre tous geometriquement par le seul emploi de la 
regle et du compas.
C r e m o n a  c b o i s i t  l e  1 "  s u j e t .

2 )  N .  F e r r a r i  mourut jeune et sur sa tombe le grand agitateur ecriyit, sous la 
formę d’une lettre a la soeur d’un decede, un eloge splendide qui a ete publiee- 
Yoir: B. A c q u a i i o n e ,  Bicordo di E l i s j  F e r r a r i- C r e m o n a  (Siena, Poggibonsi 1884).

3) Yoir: S o f i a  A l b i n i ,  In memoriam (1 6  settembre 1882).
4) Voir 1’opuscule precite de B . A c q u a r o n e  et une lettre a M. B e r t i n i ,  publiee 

partiellement par M. Y e r o n e s e  dans sa Commemorazione.
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16 juillet 1882, ou elle mourut serainement a Rome; elle merite ainsi 
une place d’honneur dans la biographie de son celebre mari.

Les premieres annees du mariage de Cr e m o n a  furent une e p o ą u e  de 
souifrances et de luttes continuelles; le gouvernement autricbien n ’etant 
pas dispose a donner une place dans l ’instruction publiąue a 1’ancien 
defenseur de Venise, il dut se resigner a accepter des repetitions dans les 
meilleures familles de Payie. Mais enfin, par arrete du 22 novembre 1855, 
il fut admis a faire dans le gymnase de Pavie le necessaire „an d’epreuvea. 
(„Probejahr"); le 26 novembre il commenęait sa carriere de professeur 
publiąue, en s’occupant particulierement de la pbysique. II parait que les 
services rendus par lui de cette maniere a 1’instruction, aient e te  bien satis- 
faisants, car il fut nomme pour 1’annee suivante (par arrete du 17 decembre
1856) professeur suppleant, aux bonoraires annuels de 1620 lires autri- 
cbiennes.

Dans les annees qui suivirent son doctorat, Cr em o n a  fit la connaissance 
de E . B e l t r a m i, etudiant a l ’universite de Pavie de 1853 a 1856, et de 
F. CASORATI, qui prit son degre en 1856. A la meme epoque, il inaugura 
son ccuyre mathematique. Ses premiers travaux correspondent parfaitement 
au type qu’on peut construire a priori d’un eleve de B o r d o n i et de 
BRIOSCHI, car ils se rapportent tous a la geometrie analytique elementaire 
(yo ir1) [4], [5], [6], [7]) et a 1’analyse pure ou appliquee a la geometrie.

Le plus ancien [1], ecrit dans 1’automne 1855, traite une belle question 
de geometrie infinitesimale et a ete inspire par la note placee a la fin 
du memoire du B o r d o n i Sidle figurę isoperimetre esistenti in una superficie 
ąualsivoglia.2) Cette note indique une vaste generalisation que peut receyoir 
la the'orie des tangentes con.jugue'es de D u p in ; si l’on considere une ligne 
quelconque r  tracee sur une surface 2  et un systeme de oo 1 surfaces dont 
cbacune a avec I  un contact de l ’ordre r  en un point P  de F, alors on 
a en P  deux droites remarquables, savoir, la tangente a T  et la tangente 
en P  a la correspondante caracteristique de l ’enveloppe de ce systeme de 
surfaces. Or B o r d o n i a prouye que la relation qui existe entre ces deux 
droites est symetrique; cela explique et justifie le nom -de „tangentes con- 
juguees" qu’il a employe. Lorsque r  —  1 et que les surfaces considerees 
sont toutes planes, on retombe sur la notion de tangentes conjuguees 
ordinaires; mais si, r  etant toujours =  1 , on suppose que ces surfaces 
soient des spheres, on arriye aux tangentes sphero-conjuguees de Cr e m o n a .3)

1) Les nombres entre [ ] renyoient a  la listę des publications de C r e m o n a , placee 
a la fin de cet article.

2) Publie dans le t. 1 (1832) des O p u s c o l i  m a t e m a t i c i  e f i s i c i  (Milano 1832).
3) Denomination que M. F e l i x  Mdlłeb ajoutera certainement a une nouyelle 

edition de son escellent Vocabulaire mathematiąue.
9*
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En appliquant une formule ge'nerale de B o r d o n i ,  o u  bien r a i s o n n a n t  

directement, notre geometre prouye la constance du produit des tangentes 
trigonometriąues des angles que deus lignes a tangentes sphero-con juguees 
existant sur une surface et passant par un meme point P  de ce tte  surface 
font avec une des lignes de courbure qui passent par P- U rem arąue 
ensuite que si l ’on a une serie de spheres tangentes a une surface quel- 
conque le long d’une ligne de courbure, elles sont osculatrices a cette ligne 
en chacun de ses points, offrant ainsi le prem ier exemple d’une espece de courbes 
que plus tard M. D a r b o u x  a le prem ier etudiees dans toute leur generalite.') 
C re m o n a  ajoute que les droites tangentes en un point P  d’une surface 
aux deux lignes de courbure qui s’entrecroisent en P  sont, non seulement 
conjuguees ordinaires, mais aussi spliero-conjuguees; cette propriete peut 
meme servir a caracteriser les lignes de courbure. Ces propositions subsistent 
quelle que soit la loi de variation du rayon r  de la sphere mobile dans 
le systeme considere; mais il y en a d’autres qui naissent en supposant 
qu’il existe des relations particulieres entre r  et les rayons de courbure 
principaux I ł  i et B 2 de la surface au point de contact; C re m o n a  suppose 
successiyement que r  soit moyen aritbmetique, geometrique ou Łarmonique 
entre B i  et B 2, et arrive de la sorte a des propositions qui nous semblent 
assez elegantes pour ayoir une place dans les futurs traites de geometrie 
differentielle.

Cinq ans apres, C re m o n a  est revenu sur ces memes questions [21], pro- 
bablement a cause d’une imperfection qu’il ayait remarquee dans son premier 
trayail.2) Mais au lieu de refaire simplement ses anciens calculs, il gene- 
ralisa les questions qui s’y rapportaient; sayoir il supposa que, dans la tbeorie 
de B o r d o n i ,  r  etant toujours =  1, les 001 surfaces du systeme ne fussent 
pas des spberes, mais qu’elles eussent la propriete que leurs points de 
contact avec Z  fussent des ombilics; et, par un procede d’une elegance 
parfaite, il arriya a faire acquerir a ses resultats prim itifs une generalite 
extremement remarquable. Je ne sais pourquoi les traites de geometrie in- 
finitesimale tiennent un silence complet sur ces recbercbes de C re m o n a , 
comme sur celles cle B o r d o n i ,  d’ou elles deriyent.

E n revenant au groupe d’inyestigations que Cr e m o n a  fit en sortant 
de l’universite, nous signalerons une belle petite note [2] ayant pour but 
d’etablir le theoreme d ’ABEL dans le cas particulier que 1’immortel geometre

1) Les courbes tracees sur une surface, et dont la sphere osculatrice est tangente 
en cliaque point a la surface {C o m p t e s  r e n d u s  P a r i s  73, 1871, p. 732—736); voir aussi 
les autres travaux cites a la p. 1 5 8  de mon ouyrage I I  passato ed il presente delle 
principali teorie geometriche (Torino 1 8 9 6 ;  2“ ed.).

2) Cette inexactitude consiste eu ceci que dans les formules (1) du memoire [ 1] 
(p. 384) il faut changer en — les signes -j- des binomes: &i y —(- cx /3, e j« -f- «i y, a\ p ^  a
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signala dans une lettre celebre a L e g e n d r e .  x) Ayant C re m o n a  ce cas 
avait ete etudie par O. J. B r o c h 2); mais le raisonnement employe par 
notre mathematicien est d’une simplicite incomparable. II est fonde sur une 
formule de S p o t t i s w o o d e  3), dont C rem o n a  expose une remarquable de- 
monstration due a B r io s c h i  et dont il fit un peu plus tard usage [15] 
pour etablir et p r e c i s e r 4) la formule suivante de M. R o b e r t s :

a OL -(- d . a Ą -n— 1 ó
a +  ó z  +  2d . a (n+2) (n
oc -f 2<5 a +  3ó . .  a +  ó = ( - i )  2

a -f- n — i <5 a -j- n d . . a Ą-n  — 2 ó

3, Sejour a Cremone.
Ces trayauz et les resultats donnes par 1’enseignement de C rem o n a  

au gymnase de Pavie montrerent a 1’autorite superieure qu’il etait bien 
digne d’une place plus elevee et moins precaire que celle qu’on lui ayait 
donnee. En effet, par arrete du 17 janvier 1857, il fut envoye au gymnase 
de Cremone, avec le titre de professeur ordinaire. II se rendit tout de suitę 
ayec sa familie a sa nouvelle destination et dans le deuzieme semestre 
de la meme annee il donna l ’enseignement mathematique aux eleves des 
six dernieres des huit classes qui formaient cet etablissement. Pour juger 
combien lourde etait la tache du nouveau professeur, il sutfit de remarquer 
qu’il devait faire cbaque semaine dix-sept beures de leęon et montrer 
l’aritbmetique, 1’algebre elementaire (jusqu’aux progressions, le binóme de 
N e w to n  et les logarithmes), la geometrie intuitive, la geometrie du plan 
et de l ’espace, la trigonometrie et encore des notions sur l ’application 
de l ’algebre a la geometrie.5) Du zele et de l ’ardeur deployes par C re m o n a  
dans son role de professeur, le souyenir est encore tres vif chez un homme 
qui etait alors un de ses eleves, M assim o M isa n i (actuellement directeur 
de 1’institut technique d’Udine), qui rappelle la clarte, la rigueur et 
1’efficacite de sa metbode didactique; nous tenons aussi de lui que, comme 
il n ’y avait pas alors en Italie de bons textes pour 1’enseignement mathe- 
matique, C re m o n a  avait la patience de rediger des resumes de ses leęons 
que les eleyes copiaient pour leur usage.

1) Jou rn . fiir  M athem . 6, p. 73—80; Oernres completes (1’Ahel, nouv. ed. (1881) 
t. II, p. 276—277.

2) Sur quelques proprietes d’une certaine classe de fonctions transcendantes (Journ. 
fiir  M athem . 20, 1840, p. 178—188).

3) Hlementary theorems relating to determinants (Journ. fiir  M athem . 51, 1856).
4) R o b e r t s  avait ecrit +  dans le second membre de l ’equation.
5) Yoir le P ro g r a m m a  d e l l ’ I. R. g in n a s io  l i c e a l e  d i C rem on a , 1857.
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Cette implicite declaration du peu d’estime qu’il avait pour les trait^s 
qui avaient alors cours dans les ecoles italiennes, nous ex p liq n e  la- J010 

qu’il eprouya lorsque parurent les traductions italiennes de YAlgebi e de 
B e r t r a n d  et de la Geometrie d ’AMiOT; le contentement pour la  p ren iie re  
nous est connu par le temoignage de ce meme eleve de C r e m o n a  que 
nous avons cite ci-dessus7 et la satisfaction produite par la seconde se 
trouva publiquement declare dans un sayant article bibliogTapliique [22 J, 
malbeureusement inacbeve, que lui consacra notre s a ra n t  et qui a sans 
doute contribue puissamment au succes d’un liyre qui assura une bonne 
instruction geometrique a plusieurs generations d’etudiants au deęa des Alpes.

Peu de temps apres avoir ete nomme professeur ordinaire, C re m o n a  
fut invite a ecrire un memoire scientifique pour le P ro g ra m m e  de 1’institut 
dont il faisait partie (c’est un coutume qui subsiste encore en Allemagne 
et en Autricbe); ayant accepte, il cboisit comme sujet de son travail [3] 
quelques tbeoremes enonces par L a f i t t e  dans le cabier de mai 1857 des 
N o u v e lle s  a n n a le s  de m a tb e m a t iq u e s 1); pour les demontrer, il employa 
cette metbode, si elegante et puissante lorsqu’il s’agit de la geometrie de 
position, que les matbematiciens anglais appellaient „abridged notation". 
Les tbeoremes dont il s’agit se rapportent aux figures bomograpbiques 
et aux sections coniques; nous n ’en rapporterons pas les enonces; nous 
remarquerons seulement que; en les etablissant, C re m o n a  s’est montre 
tout-a-fait le maitre du procede employe, procede qui, generalise a 1’espace, 
devait bientot le conduire a des resultats de la plus grandę importance.

De Cremone est encore date un travail de notre geometre [8] trayail 
qui bien qu’etant un simple article bibliograpbique, merite d’etre signale, 
avant tout parce qu’il donnę la preuve des etudes superieures que C re m o n a  
faisait alors, et ensuite parce qu’il renferme des declarations de principe 
qui nous semblent importantes. II s’agit d’une analyse des deux premiers 
cabiers des Beitrdge zur Geometrie der Lage; C re m o n a  n ’etait pas alors 
admirateur entbousiaste de la metbode pure du celebre professeur de 
Niirnberg, et lorsqu’il disait que „les proprietes descriptiyes et les pro- 
prietes metriques des figures sont si etroitem ent liees entre elles, qu’il n ’est 
pas avantageux de prononcer entre elles un diyorce complet", il prenait 
rang dans 1’armee ayant pour generaux C h a s le s  et S t e i n e r ,  ou  il devait 
combattre toute sa vie en capitaine plein d’ardeur et de courage.

4, Recherches de Cremona sur la theorie des cubiąues ganches.
Pendant son sejour a Cremone notre matbematicien ecrivit bon 

nombre de travaux qui fixerent sur lui 1’attention des savants et qui, meme

1) N eu f tlieoremes de geometrie segmentaire (N o u v. ann.  de m at l ie m.  16, 1857
p. 202—207).
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aujourd’hui, ont encore une grandę importance; j ’ai en vue surtout ceux 
qui ont pour sujet les courbes gauches du troisieme ordre.

Le premier de ces oiwrages [9], ecrit au printemps 1858, est un memoire 
soigne, ayant pour but principal la demonstration des theoreines enonces 
par C iia s le s  dans la note XXXIII de YAperęu historiąue et plus com- 
pletement dans la note intitulee Proprietes des courbes a double courbure 
du troisieme ordre.1) Suivant l ’exemple de son maitre B r io s c h i  (qui, dans 
la courte note Sulle costruzioni del C h a s l e s  per le linee del terzo e ąuarto 
ordine,2) avait prouve 1’utilite de l’algebre dans 1’etude des proprietes 
descriptiyes des figures), C re m o n a  eut recours, pour atteindre son but, a 
une methode analytique dont le plus eclatant merite est prouye par cela 
qu’il n’a pas ete' possible de la remplacer par une autre plus elegante et 
plus feconde: c’est une methode qui sous une autre formę se trouye dans 
le Barycentrischer Calcul (1827) de M óbius, mais que C re m o n a  decouvrit 
de son cóte trente ans apres; elle repose sur la remarque que, A , B , C, 
D  etant quatre fonctions lineaires independantes des coordonnees carte- 
siennes d un point de 1’espace, deux cónes ayant une generatrice commune 
peuvent se representer par deux equations du type suivant:

S D _ C 2 =  0, A G  —  B 2 =  0.
Cela prouye que la courbe ou ils se coupent (on 1’appelle c u b iq u e  g a u c h e , 
d’apres la proposition faite par C re m o n a  et acceptee generalement depuis), 
peut se representer analytiquement a l ’aide d’un parametre co par les 
formules suivantes:

A :  B : C : D  =  co3 : w2 : w : l ;  
la tangente au point (w) de la courbe est alors representee par les equations 

A  —  2 ojB  +  oj2 C = 0 , B  —  2 o) C  +  cj2 D =  0, 
et le plan osculateur par l ’equation

A  —  3 g) B + ' 3 gj2 C —  co3 D =  0.
Tout le monde sait aujourd’hui que cette representation analytique 

conduit par le chemin le plus direct et le plus court aux proprietes 
fondamentales des points, des tangentes et des plans osculateurs de la 
courbe. A celles que l ’on connaissait avant lui, C re m o n a  en ajouta de 
nouyelles, parmi lesquelles nous choisissons les suivantes: „Si une droite, 
coupant en un point une cubique gauche, est 1 axe d un faisceau de plans, 
les couples de points ou ces plans rencontrent encore la courbe forment 
une inyolution. Un plan osculateur yariable dune cubique gauche coupe 
un plan fixe n  suiyant une droite et la developpable osculatrice suivant

1) C o m p tes re n d u s P a r is  45, 1857, p. 189— 197. Comp. Mapport sur les 
progres de la geometrie en France (Paris 1870), p. 246—247.

2) A n n a li  d. sc. m atem . 6 , 1855; ou bien Opere matematiche di F. B r io s c h i

t. 1 (Milan 1901), p. 177.



136 G in o  L o r ia .

une conique (inscrite dans la deyeloppable); le pole de cette droite pal 
rapport a cette coniąue a comme lieu geometrique une autre conique> 
dont le plan ti' s’appelle conjoint au plan tt; en particulier lo rsq u e  n  est 
a lm fini, on voit que le lieu des centres des coniques inscrites dans la 
deyeloppable osculatrice d’une conique gauche est une section comque. 
Si un plan n  est conjoint a j i } inversement n' sera conjoint a n  et les 
intersections de la courbe avec it et n  seront accouplees en involution. 
Soient P\, P%, P 3, P 4 quatre points quelconques d’une cubique gaucbe 
et O un point exterieur; on determine les points P *  et Pim 011 l a courbe 
est encore coupee par les deux plans O Pi P/,, O Pi P m (i, k, l, m  etant 
un permutation quelconque de 1, 2, 3, 4) et enfin celui P  oh elle le s t  
par le plan O Pik Pim\ ce point P  est independant de la perm utation i  li l m, 
et s’appelle point oppose aux quatre points Py, P 2, P 3, P 4“

Au concept de plans conjoints d’apres la loi de dualite correspond celui 
de points conjoints; tous les deux sont les fondements d’un nouveau chapitre 
de la theorie des cubiques gauches, que S t a u d t  ecriyit de nouveau apres 
C re m o n a .1) Celui-ci developpa considerablement cette theorie dans un autre 
m em oire[10], ou il combina ces concepts avec la consideration du N u lls y s te m  
lie a toute cubique gauche, comme nous allons le montrer. Soient: jz un 
plan quelconque de 1’espace; P  son foyer; A , JB, C les points ou n  coupe 
la cubique gauche consideree et p  la droite (directrice) polaire du point 
P  par rapport a la courbe du troisieme ordre formee par les droites P C , 
C A , AJB. Appelons conjointes deux coniques de la  developpable circon- 
scrite lorsqu’elles se trouyent sur deux plans conjoints, conjoints les triangles 
ou la cubique gauche est coupee par deux plans conjoints et conjoints les 
deux triedres formes par les plans osculateurs correspondants. On peut 
alors prouyer les theoremes suivants: „La droite qui jo in t les foyers de 
deux plans conjoints est une corde de la courbe, tandis que 1’intersection 
de ces plans est la directrice de tous les deux. Par un point quelconque 
de l ’espace passent trois directrices reelles ou bien une seule, suiyant que 
par ce point passent trois plans osculateurs ou un seul. Les droites ou 
se coupent les faces correspondantes de deux triedres conjoints et les 
deux coniques conjointes relatives appartiennent au meme hyperboloide 
a une nappe". Etc. etc.

Ces proprietes subsistent pour toutes les cubiques gauches, tandis 
qu’il y en a d’autres dont la yalidite depend de la situation de la courbe par 
rapport au plan a 1’infini. Une classe remarquable de ces proprietes a ete 
etudiee par C re m o n a  [12 ] en essayant de generaliser a 1’espace les belles 
propositions relatives aux coniques circonscrites a un quadrangle ou bien

1) Beitrage zur Geometrie der Lage, 3. Heft (Niirnberg 1860), p. 278.
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inscrites dans un quadrilatere, que venaient alors d’etablir ou d’enoncer 
T r u d i 1) et S t e i n e r 2). A cet effet il commenęa par la remarąue que, en 
choisissant d’une maniere conyenable les axes cartesiennes, il est toujours 
possible de representer une cubiąuegaucbe 7 'par des equations du type suivant:

x  __ y  ______ -9- z _ -9-.
a  cp b  cp c  cp

i) est un parametre, <p =  (i) —  a ) 2 +  / i2, et la constante a peut toujours
etre supposee egale a 0 . Les plans osculateurs de T  forment une surface
deyeloppable du 4e ordre et de la 36 classe renfermant oo4 coniąues 
(inscrites dans la deyeloppable); or en appliquant les equations ci-dessus, 
C rem o n a  trouva que:

1. Si V  a a 1’infini trois points reels, toutes les coniques inscrites 
sont des byperboles dont les centres forment une ellipse; par la courbe 
passent trois cylindres du second ordre, tous byperboliques.

2. Si au contraire T7 n ’a a 1’infini qu’un point reel, entre ces coniques 
il y a oo1 ellipses, oo1 byperboles et deux paraboles; le lieu des centres 
de ces coniques est une byperbole dont le plan est parallele et egalement 
eloigne des plans de ces deux paraboles; par la courbe ne passe qu’un 
cylindre du second ordre, qui est elliptique.

Cela prouTe la conyenance de faire de toutes les cubiques gaucbes 
deus grandes categories. Mais a C re m o n a  n’ecbappa pas l’existence de deux 
sous-classes remarquables, dont l ’une comprend les cubiques gaucbes 
tangentes au plan a 1’infini et qu’on peut representer par les equations du 
type suirant:

x  ___ ij ___  ■9-2 z  ___  ■9’
a (& — cc)3’ b — a)2> c & — a ’

et l ’autre les cubiques gaucbes osculatrices au meme plan et qui peuyent 
se representer par des equations telles que les suivantes

~  f  -  =  d. a ’ b ’ c
On arrive de la sorte a la classification des cubiques gaucbes que 

S e y d e w i tz 3) ayait proposee auparayant, dans un memoire qui C re m o n a  
ne connut que plus tard.4) A la fin de son travail il donnę la preuye

1) Mem. d e l l ’ acc. d. sc. d i N a p o l i  1, 1856.
2) Vermischte Sćitze und Aufyaben, § HI (Journ. fu r M ath em . 55, 1858, ou 

bien Ges. Werke T. II, p. 678).
3) Lineare Construction einer Curve doppelter Krummung ^ .r ch . d er M ath em .

10, 1847).
4) Cette classification a ete de nouveau signalee par notre geometre au cours

de la solution qu’il donna [13] d’une ąuestion proposee dans les N ou v . ann. de
m ath em . touchant les cubiques gauches; lorsque C r e m o n a  connut plus tard le travail de
S e y d e w it z , il accepta la nomenclature que celui avait proposee (comp. [24] §§ Y, YI).



J g g  G in  o  L o r ia .

qu’il ayait des alors compris combien remarquable est la cubique gancbe 
osculatrice an plan a 1’infini; et peu apres il etablit un beau tbeoreme 
[17], qui fait yoir une frappante analogie entre cette courbe a double
courbure et la parabole ordinaire.

II est bon de rem arąuer ici que le memoire [ 12] que nous yenons 
d’analyser est to u t-a -fa it analogue a un autre [ 11] plus ancien relatif 
aus surfaces du second ordre, qui a aussi ete compose dans le but 
de generaliser a 1’espace les tbeoremes susmentiones de T r u d i  et de 
S te in e r .  Dans ce nouveau trayail C rem o n a , en employant les coordonnees 
tangentielles, s’est propose de cbercher de quelles especes etaient les oo1 
surfaces de 2 e classe inscrites dans une deyeloppable de la quatrieme 
classe. On sait que parmi ces oo1 surfaces il y a quatre coniques, dont les 
plans forment un tetraedre autopolaire par rapport a toutes ces surfaces; 
or C re m o n a  prend comme origine des coodonnees un sommet de ce tetraedre 
et comme axes coordonnes les aretes sortant de ce sommet; il exclut en 
consequence les cas ou le tetraedre dont il s’agit a quelque element im aginaire; 
comme ces cas peuyent bien se presenter, son analyse n ’est pas complete 
et (si on ne l’a pas encore fait) il serait a desirer que quelqu’un p rit la peine 
de la com pleter1). — Mais il y a un tres remarquable systeme de quadriques 
inscrites dans la meme deyeloppable pour leąuel le tetraedre polaire est 
toujours completement reel; c’est le systeme des quadriques bomofocales. 
C h a s le s ,  dans la Note XXXII de YAperęu historiąue et plus tard dans un 
Resume d’une theorie des surfaces du second ordre homofocales2), en enonęa 
les proprietes les plus essentielles; or C re m o n a  dans une importante 
R e y u e  b i b l i o g r a p b i q u e  [19], apres avoir etabli analytiquement les 
quatre principaux tbeoremes enonces par le grand geometre franęais3), en 
signala un plus generał d’ou il sut tirer ces quatre cas particuliers.4)

Apres cette digression, que nos lecteurs youdront bien nous pardonner, 
nous continuerons 1’analyse des trayaux de C re m o n a  sur les cubiques gaucbes. 
Le premier que nous trouyons [24], est posterieur d’environ une annee au 
dernier qui nous a occupe [12]. L ’actiyite bors 1-igne deployee par notre 
geometre a donner toujours imicuiąue suum  nous perm et de determiner la 
cause du cbangement de direction qu’il manifeste; dans cette annee il prit 
connaissance directe des recbercbes sur les cubiques gaucbes qu’avaient

1 ) II est bon de remarąuer que la ąuestion correlatiye (recberche des differentes 
especes de surfaces du 2" ordre d’un faisceau) a ete parfaitement resolue plus tard 
par C r e m o n a  d’une maniere synthetiąue: voir Grundzuge einer allgemeinen Theorie der 
Oberflachen, p. 2 7 6 — 2 8 2 .

2 ) C o m p tes r e n d u s  P a r is  50, 1 8 6 0 ,  p. 1 0 5 5 — 1 0 6 3 ,  1 1 1 0 — 1 1 1 5 .

3 ) Comp. Rapport sur les progres de la geometrie, p. 2 3 3 .

4) Ajoutons qu’un probleme special relatif aux quadriques homofocales a ete 
resolu par C re m o n a  dans un autre trayail [3 2 ] .
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depuis longtemps accomplies M óbius et S e y d e w itz  et de celles plus recentes 
que S c h r o t e k  avait publiees dans les t. 54 et 50 du J o u r n .  fi ir Mathem. ;  
par ces dernieres C re m o n a  se fit la conviction que les procedes logiques 
employes par S c h r o t e r  sont les plus adaptes pour etudier les cubiques 
gauches (et aussi d’autres figures geometriques plus compliqueesl); par 
consequence le memoire [24 ] nous apparait doue du plus grand interet, car 
il manifeste une nouYelle direction prise par la pensee de notre mathematicien, 
direction a laquelle il deyait demeurer toujours fidele et qui lui fit atteindre 
les sommets de la gloire. Dans ce memoire C rem o n a  etablit avant tout la 
generabilite de toute cubique gauche a l ’aide d’un faisceau de plans et des 
g o 1 generatrices d’un systeme d’une quadrique en correspondance projectiye, 
ou bien a l ’aide d’elements correlatifs, en rem arquant des cas speciaus de ces 
generations L/utilite de ses methodes de generation est prouvee par C rem o n a  
par les solutions de deus questions proposees, l ’une par C h a s le s  et l ’autre 
par S te in e r ;  la premiere consiste dans la construction des (deus) cubiques 
gauches appartenant a un hyperboloide a une nappe et passant par cinq 
points de cette surface; l ’autre a ppur but la determination du nombre 
(quatre) des points dont chacun est 1’intersection de quatre plans corre- 
spondants en un meme nombre de faisceaux projectifs de plans.

L’impression que firent sur C re m o n a  ces travaus de S c h r o t e r ,  non 
seulement ne s’etfaęa pas avec le temps, mais on dirait qu’elle devint toujours 
plus profonde; car au printemps 1861 il jugea utile de reprendre ex novo 
la theorie des cubiques gauches [38], ayant tout pour donner un historique 
detaille et complet des travaus de ces demiers (M ób ius, C h a s le s ,  C a y le y , 
S a lm o n , S e y d e w itz  et S c h r o t e r ) ,  et apres pour esposer sous une formę 
purement geometrique sa theorie des points conjoints et des plans conjoints 
par rapport a une cubique gauche, et pour determiner, sans ayoir recours 
a 1’analyse, les especes de coniques inscrites dans une developpable du 4e 
ordre et de la 3e classe. Ce trayail, pour la nouyeaute des resultats, n ’est 
certainement pas comparable a d’autres du meme auteur, mais a cause de 
la methode employee et de la purete de son style, il est bien digne de 
1’admiration generale dont il fut 1’objet.

S’etant mis en train  d’etudier les cubiques gauches au point de yue 
de la geometrie moderne, C re m o n a  aperęut bientót la necessite de resoudre 
les questions relatives a la construction de ces courbes; il composa en 
consequence un remarquable memoire [39] pour esposer la construction 
d’une courbe du 3® ordre a double courbure determinee par n  de ses 
points et 6 — n  de ses cordes (n =  6 , 5, . . ., 0). II est bon d’observer que 
dans le cas n  =  0  le probleme a six  solutions, circonstance que C re m o n a

1) Comp. aussi N ouv. ann. de m a th em . I 2, p. 291 note.
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a remarquee le premier.1) Notons encore que C re m o n a  rencontra, au cours 
de ses recberches, le correlatif du tbeoreme suiyant: „si deus cubiques 
gaucbes n ’ont pas de points communs, elles auront dix cordes communes ; 
proposition qu’il demontra en substituant a une des courbes donnees le 
systeme formę par une conique et une droite qui la coupe; c’est un des 
premiers exemples (mais pas le seul qu’ait offert C re m o n a )  d’un fecond 
procede de recbercbe aujourd’hui tres employe et qui appartient aux 
applications du „principe de la conservation du nombre“ de M. S c h u b e r t .2) 
C’est peut-etre en etendant ce procede logique que notre auteur parvint 
a cette autre proposition bien plus generale, qu’il se borna a enoncer: 
„Si deux courbes gaucbes des ordres m, m!, douees de a, a' points doubles 
apparents, se coupent en r  points, le nombre de leurs cordes communes 
sera exprime par

mm! (m — 1) (m — 1)' , r (r — 1 ) u
----------- ^-------------- r  a a n------ 2---- '

C re m o n a  donna une autre contribution remarquable a la tbeorie qui 
nous occupe maintenant, en cbercbant [57] le nombre des quadriques de 
revolution qui passent par une cubique gaucbe donnee; la rem arque qu’il
utilisa pour decouvrir ce nombre est qu’une surface du 2e ordre de
reyolution est bitangente au cercie imaginaire a l ’infini; de sorte que le 
nombre cberche est egal a celui des coniques circonscrites a un triangle 
donnę et bitangentes a une conique appartenant au plan de ce triangle; 
ce nombre est donc ąuatre lorsqu!il s’agit d’une byperbole gaucbe, deux 
si la courbe est une byperbole parabolique ou bien une byperbole gaucbe 
coupant deux fois le cercie imaginaire a Tinfini3). Ce dernier cas
particulier des courbes du 3e ordre a double courbure a etś rencontre
par C re m o n a , aussi en cbercbant [60] le lieu geometrique des pieds 
des perpendiculaires abaissees des points d’une droite sur les plans pro- 
jectivement correspondants d’un faisceau; dans cette occasion il proposa

1) M. Reye 1’attribue au contraire a M. S t u r m  (Der gegenwartige Stand unserer 
Kenntnisse der Icubischen Baumkunen ubersichtlich dargestellt; F e s t s c h r i f t  der 
m ath em . Ges. in  H a m b u r g , 1890, p. 48).

2 ) M. R .  S t u r m  est arrive au meme resultat par une autre voie dans sa note 
Combien y a-t-il des secantes communes a deux cubiąues gaućhes? (A n n a li d i m atem . 
3 2i p. 2 8 — 3 2 ) .

3 ) D r a c h  puisa aux memoires sur les cubiąues gauches que nous yenons d’analyser, 
pour ecrire son Einleitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte (Leipzig 1867). 
B e l t r a m i  jugea que l ’etroite liaison qui existe entre ce livre et les travaux de C re m o n a  

n’avait pas ete indiąuee assez nettement par D r a c h  et il en fit l ’observation dans la 
derniere partie (p. 412—419) de ses notes Sulla teoria delle cubiche gobbe (R end. de 11’ ist . 
Lom b. 12, 1868); or cette partie polemiąue du trayail de B e l t r a m i  (qui, p ou r  s a t i s f a ir e  
au d e s ir  de C re m o n a ,  n ’a p a s  e te  in s e r e e  d a n s le s  Opere matematićhe de B e l t r a m i )  

ne doit pas etre oubliee dans 1’etude des memoires du savaut dont nous nous occupons, 
en raison des rectifications qui y sont indiquees et qui proyiennent de ce dernier.
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de designer la cubiąue gauche resultante sous les noms de cercie gauche 
ou cubiąue gauche circulaire.

C rem o n a , s’etant tourne, par une evolution naturelle de sa pensee, 
vers 1’etude des courbes planes algebriąues (voyez plus bas § 5 ), ne perdit 
jamais de vue la theorie ou pour la premiere fois il s’etait affirme 
yraiment original: trois de ses trayaux sont la, pour le prouyer. Dans l ’un 
d’eux [46] il exposa un certain procede (auąuel il donna le nom de projection 
hyperboloidigue) pour etablir une correspondance entre les points d’une 
cubiąue gauche r  et ceux d’une section coniąue; yoici comment on y 
paryient. La projection de F  faite d’un de ses points S  sur un plan n  est 
une coniąue K  circonscrite au triangle A B C ,  dont les sommets sont les 
intersections de T  et tc- or K  peut se considerer comme la courbe premiere 
polaire d’un certain point O de n  par rapport au trilatere A B C .  En con- 
seąuence, a chaąue point S  de F  correspond un point 0  de n, et, lorsąue 
S  decrit T, 0  parcourt une coniąue Q circonscrite au triangle A B C .  
De cette maniere (suivant 1’opinion de C re m o n a ) les problemes relatifs 
a la cubiąue F  se transforment en autant de ąuestions p l u s  f ac i l e s  
relatives a la coniąue Q] mais ąuels sont les problemes ąui peuyent 
ainsi se resoudre, ni C rem o n a , ni personne apres lui ne nous l’ont encore 
dit. — Dans un autre court article [41], notre geometre a prouve cet 
elegant theoreme: „E tant donnees une cubiąue gauche F  et une droite r 
ąui ne la rencontre pas, on mene par r  un plan ąuelconąue jr ąui coupe F  
aux points A , B, C; or, par rapport au triangle A B C ,  a la droite r 
correspondent un point et une coniąue comme enveloppes-polaires de la 
l e et de la 2e classe; et lorsąue n  tourne autour de r, P  decrit une droite 
et Tc une surface du 4e ordre, dont r  est la droite double". — Plus etendu 
est un autre memoire [54], par leąuel C re m o n a  a youlu tenir une ancienne 
promesse (yoir [ 12]) de s’occuper particulierement de la cubiąue gauche 
osculatrice au plan a 1’infini. La longue route que nous deyons parcourir 
nous empeche de rapporter toutes les profondes considerations exposees 
dans ce travail et les belles conseąuences ąu’en deduisit C rem o n a , mais 
sur un point le devoir de 1’historien nous oblige de nous arreter. C’est 
le passage ou C re m o n a  signale les cas particuliers que peut presenter une 
parabole gauche caracterisee par la supposition qu’elle ait un terne (et par 
conseąuence ao1 ternes) de plans osculateurs par couples orthogonaux, ou 
bien un terne (et par suitę oo1) de droites tangentes deux a deux ortho- 
gonales. Dans le premier cas il y a une droite ąui est le lieu geometriąue 
des sommets des triedres trirectangles osculateurs a la courbe, et une autre 
droite par laąuelle passent tons les plans determines par les ternes de 
points de contact; par chaąue point de la premiere passent trois des 
directrices des paraboles inscrites dans la deyeloppable circonscrite a la
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courbe consideree. Eli bien! ces proprietes, caracteristiąues d’une categene 
de cubiąues gauches, ont ete retrouyees yingt ans apres par W . FRANZ 
M e y e r 1) et O. B ó k l e n 2), a 1’attention desquels le memoire [54 ] de C re m o n a  
avait certainement echappe. Ajoutons que dans ce trayail on rencontre 
encore le cas special de parabole gauche caracterise par l’existence d’un 
plan diametral perpendiculaire aux cordes qu’il coupe en parties egales; 
notre mathematicien determine les conditions pour qu’il se presente.

La suitę de memoires de C re m o n a  sur les cubiques gauches, commencee 
en avril 1858, ne se termina qu’en avril 1879; elle commence par le premier 
trayail yraiment original de notre mathematicien et finit par celui qu’on 
pourrait dire le demier [109]. Dans ce memoire, la consideration de certaines 
courbes planes etudiees par E m il W e y r 3) et Gr. D a r b o u x 4) est etendue, non 
seulement a 1’espace ordinaire, mais a tous les espaces lineaires. E n eifet, 
C re m o n a  etablit ayant tout le theoreme suivant: „Si dans un espace de 
m  dimensions on a un systeme de oo1 plans

t —  xo -j- T X i  - f  t 2 +  . . . -f- x m  =  0 
du genre 0 et de la classe m, et si la surface de l ’ordre n

(ou r | ,  r 2, . . ., rm — i sont m nombres dilferents choisis dans la serie 
1, 2 , . . ., n  +  ni —  1 et les h sont des constantes), qui contient tous les

sommets du polyedre complet dont les ^  ~  faces sont les n -\-m — 1 plans

^1 = =  0 ,  ^2  = =  0 ,  • . t n  Ą . m  —  1 =  0

du systeme, passe par m  des sommets du polyedre formę par n  +  1 autres 
plans du meme systeme, elle passera aussi par les autres". Dans le cas 
m —  3, ce systeme est formę par les plans osculateurs dune  cubique gauche; 
sur ce cas Cr e m o n a  s’arrete assez longtemps, etablissant un systeme par- 
ticulier de coordonnees pour les points de 1’espace ordinaire (chaque point 
etant determine par les parametres des trois plans osculateurs de la courbe 
qui le contiennent) et en en faisant plusieurs applications tres ele'gantes; citons 
comme exemple la proposition suiyante: „Les sommets de trois polyedres 
complets, dont chacun est formę par n  plans osculateurs d’une cubique 
gauche, se trouyent toujours dans une surface de l’ordre n  —  2  contenant 
les sommets de oo2 polyedres analogues". Cela est bien suffisant a prouyer 
que Cr e m o n a  a su couronner dignement l ’edifice geometrique qu’il ayait 
construit en etudiant les cubiques gauches.

1) Wann besitzt die kubische Parabel eine Directrix? (M athem . -n a  tu r  w is  s 
M itt. [S tu t tg a r t ]  1, 11—16).

2) Uber die kubische Parabel mit Directrix (Z e itse h r . fiir  M ath em . 2t)? p. 378_782)
3) Uber Invołutionen hóherer Grade (Journ. f iir  M ath em . 72, 1870, p. 285—292)
4) Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algebriqiies (Paris 1873)
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5. Cremona au lycee de Milan et a l’universite de Bologne.
Le desir de faire paraitre la dependance log kpie qui relie les differents 

travaux de notre heros, nous a oblige d’abandonner dans notre narration
/ o

1’ordre exactement chronologique; mais a present nous allons reprendre 
le fil de sa biographie.

Son sejour a Cremone dura moins de trois ans. La Lombardie 
ayant ete liberee du joug etranger, le gouvernement italien (par un arrete 
du 28 novembre 1859) le nomma professeur au lycee St. Alexandre 
(aujourd’bui Beccaria). De Milan est date un memoire de geometrie 
analytique [18], dont un resume parut dans les N o u v e l l e s  a n n a l e s  de 
m a t h e m a t i q u e s  (yoir [16], 2e partie), en reponse a une question (498) 
de ce journal. La question dont il s’agit est un cas tout particulier de 
la suivante: „Etant donnes une droite O A , un de ses points O et un 
point B  au debors d’elle, trouyer dans le plan A B  O une courbe telle 
qu’en menant une quelconque de ses tangentes et par B  la parallele a 
cette tangente, les segments OM , O N  de la droite O A  compris entre ces 
droites et le point 0  soient lies par une relation algebrique du degre n 
F ( 0  M , ON) —  0“. C’est precisement le probleme generał que C rem o n a  
a tiaite  en maitre, en employant les coordonnees tangentielles. Mais il a 
encore remarque que sa solution pourrait servir a resoudre la question 
analogue de 1’espace, que l’on peut enoncer comme il suit: „Etant donnes 
une droite O A, un de ses points A  et deux points B, C  au debors, trouver 
une surface telle qu’en menant ad libitum  un de ses plans tangents et par
B, G les plans paralleles a ce plan, les segments OL, OM , O N  de la 
droite O A  compris entre ces plans et le point O soient lies par une 
relation algebrique du degre n F ( O L ,  OM,  O N )  =  0“.

C re m o n a  ne devait pas rester longtemps au lycee de Milan. La 
Romagne ayant ete reunie au royaume d’Italie, le dictateur F a r i n i  institua 
dans 1’uniyersite de Bologne une chaire de geometrie superieure; et 
T. M am iani, qvrt etait alors ministre de 1’instruction, appela C re m o n a  a 
1’occuper comme professeur ordinaire (arrete royal du 10 juin 1860), 
personne ne lui paraissant mieux indiqae pour etre designe a une cbaire 
analogue a celle illustree par M. C h a s le s .  Par suitę de cette decision notre 
matbematicien fixa en noyembre 1860 son domicile dans le chef-lieu de 
1’Emilie. „Per me (ecriyait-il le 26 noyembre 1870; voir [97]) i ricordi de’ sei 
anni yissuti in Bologna sono tu tti pieni del nome di DomeniCO P i a n i 1). 
Egli mi ricevette a braccia aperte al mio primo giungere in cotesta citta; 
e mi preparo, presso i collegbi e gli uomini piu cbiari per sapere, si cortesi

1) Yoir sur ce mathematicien peu connu: D. S a n t a g a t a ,  Della vita e delle opere 
di D o u e n i c o  P i a n i  (Mem, d e  11 ’ acc. d. s c .  di B o lo g n a  I 3 ,  1871).
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accoglienze che, dove credevo di entrare uomo nuovo, troyai indulgenza 
e beneyolenza. Ne il suo patrocinio mi venne mai meno; anzi coli andar 
del tempo si fece sempre piu affettuoso ed intimo, e non cesso che colla vita. 
— Mais P ia n i  ne fut pas le seul savant qui ait contribue a faire que 
C re m o n a  ait trouye si attrayante la residence de Bologne; une bonne partie 
du uierite appartient aussi a E. B e l t r a m i  (nonmie professeur d’algebre a 
Bologne, sur la proposition de C re m o n a )  et D. C h e l in i  (qui y enseigna 
la mecanique rationnelle durant les annees 1860— 64); leur accord fut 
toujours parfait et l ’on peut affirmer que C re m o n a , avec B e l t r a m i  et 
C h e lin i ,  a fonde la baute reputation mathematique dont jou it encore la 
moderne faculte des sciences de Bologne. Tous les trois deyaient rester 
amis toute leur yie et se retrouyer plus tard  a Rome; ayant survecu aux 
deux autres, C re m o n a  dedia a leur memoire des notices biograpbiques 
(voir [108], [110], [ 111], [ 120 ]) ou l ’on adni re  egalement le sentiment 
et la doctrine: et la C o l l e c t a n e a  m a t h e m a t i c a  i n  m e m o r i a m  D. C h e lin i ,  
n u n c  p r i m u m  e d i t a  c u r a  et  s t u d i o  L. C re m o n a  et  E. B e l t r a m i  est 
et sera toujours un temoignage de sentiments eleyes, qui embellissent et 
ennoblissent la yie bumaine.

Ayant ete appele a Bologne pour occuper une cbaire de recente 
ęreation, C re m o n a  pensa de commencer par un discours d’ouverture le 
nouvel enseignement, pour en exposer le but et la naturę. Ce fut aussi le 
sentiment de C h a s le s  lorsqu’il inaugura son cours de geometrie superieure 
a la Sorbonne. Mais tandis que le grand geometre franęais, deja mur et 
encore tout imbu de ses celebres recberches historiques, jugea bon de 
commencer ses leęons en jetant un regard sur ce que la geometrie a y a i t  
e te ,  le professeur italien, dans 1’instant ou, jeune et plein d’ardeur, il prenait 
possession de sa cbaire, prefera exposer [25] ce que la geometrie e t a i t  
a l o r s  et ce qu’elle a s p i r a i t  a deven i r .  L ’ancien, mais toujours ardent 
yolontaire, en parlant dans une ville encore toute emue et fremissante de 
la reyolution qui l ’ayait affrancbie de la domination papale, ne crut pas 
devoir adopter le langage froid de la science abstraite qu’if professait; tout 
son discours est en consequence comme un bymne a la science et a la 
patrie; qu’il me soit permis d’en donner une idee, par la transcription de 
son eloquente peroraison:

Gioyani alunni, cbe v’ accingete a seguirmi in questo corso di 
geometria moderna, non y’ accostate che eon saldo proposito di studi 
pertinaci. Senza un’ incrollabile costanza nella fatica non si giunge 
a possedere una scienza. Se questo nobile proposito e in voi, io yi 
dico cbe la scienza vi apparira bella e ammiranda, e yoi 1’ amerete 
cosi fortemente cbe d’ allora in poi gli studi intensi yi riusciranno 
una dolce necessita della yita. Me fortunato se potessi raggiungere
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lo splendido risultato d’ inyogliare questa generosa gioventu allo 
studio ed al culto di una grandę scienza che ha gia procacciato tanta 
gloria agli stranieri e che fra noi non ha che rarissimi e solitarii 
cultori!

Respingete da voi, o giovani, le malevole parole di coloro 
che a conforto della propria ignoranza o a sfogo d’ irosi pregiudizii 
vi chiederanno eon ironico sorriso a che giovino questi ed altri 
studii, e vi parleranno dell’ impotenza pratica di quegli uomini che 
si consacrano esclusivamente al progresso di una scienza prediletta.
Quand’ anche la geometria non rendesse, come rende, immediati
servigi alle arti belle, all’ industria, alla meccanica, all’ astronomia, 
alla fisica; quand’ anche un’ esperienza secolare non ci ammonisse che 
le piu astratte teorie matematiche sortono in un tempo piu o meno 
yicino ad applicazioni prima neppur sospettate; quand’ anche non ci 
stesse innanzi al pensiero la storia di tanti illustri che senza mai
desistere dal coltivare la scienza pura, furono i piu efficaci promotori 
della presente ciyilta —  ancora io vi direi: questa scienza e degna 
che voi 1’ amiate; tante sono e cosi sublimi le sue bellezze, ch’ essa 
non puo non eserćitare sulle generose e intatte anime dei gioyani
un’ alta influenza educativa, elevandoli alla serena e inimitabile poesia 
della verita! I sapientissimi antichi non vollero mai scompagnata la 
filosofia, che allora era la scienza della vita, dalio studio della geo
metria, e P l a t o n e  scriveva sul portico della sua accademia: Nessuno 
entri qui se non e geometra. Lungi dunque da voi questi apostoli 
delle tenebre; amate la verita e la luce, abbiate fede nei servigi che 
la scienza rende presto o tardi alla causa della civilta e della liberta. 
Credete all’ aw enire! questa e la religione del nostro secolo. O
giovani felici, cui fortuna concesse di assistere nei piu begli anni 
della yita alla risurrezione della patria vostra, svegliatevi e sorgete 
a contemplare il novello sole che fiammeggia sull’ orizzonte! Se la 
doppia tirannide dello sgherro austriaco e del lm d o  gesuita vi teneva 
oziosi e imbecilli, la liberta invece vi vuole operosi e yigili. Nelle 
armi e nei militari esercizii rinvigorite il corpo; negli studii severi 
e costanti spogliate ogni ruggine di servitu, e alla luce della scienza 
imparate ad esser degni di liberta. Se la yoce della patria vi chiama 
al campo, e voi accorrete, pugnate, trionfate o cadete, certi sempre 
di yincere: le battaglie della nostra indipendenza non si perdono
piu. Ma se le armi posano, tornate agli studii perocche anche eon 
questi seryite e glorificate l’Italia. L ’avyenir suo e nelle yostre 
mani; il valore dei suoi pro di la strappera tu tta  dalie ugne dello
straniero, ma ella non durerebbe felice e signora di se oye non la
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rendesse onoranda e temuta il senno dei suoi cittadini. Ancora una 
volta dunque, o giovani, io vi dico: non la turpe inerzia clie stibra 
anima e corpo, ma i m ilitari e li scientifici studi vi faranno ajutatori 
alla grandezza di ąuesta nostra Italia che sta per rientrare, al cospetto 
dell’ fittonita Europa, nel consorzio delle potenti e libere nazioni; eon 
una sola cap i tale, Roma, eon un solo re, Y i t t o r i o  E m a n u e le ,  eon 
un solo e massimo eroe, G a r ib a ld i .

L ’enseignem ent u n iv e rs ita ire  de Crem ona  rep o n d it- il aux  esperances 
q u ’on fon d a it su r le  m aitre , su r le  sav an t e t su r 1’a u te u r de ce tte  m agn ifiąue  
Prolusione? C’est op in ion  un iverse lle  q u e , n o n  seu lem en t il  m a in tin t, 
m ais q u ’il a lla  b ien  p lus lo in  de ce q u ’on a tte n d a it de lui. C onyaincu  
de la  sa in te te  de la  m ission  confiee a u n  m a itre  quelconque, il  ded ia it 
de longues heures de co n cen tra tio n  a  p re p a re r  ses leęons; son  ex p osition  
e ta it to u jo u rs  calm e et rig o u reu se , m ais en m em e tem p s vive e t a ttra y a n te ; 
ayec ses eleyes il n ’e ta it pas avare  de conseils et d ’assis tan ce ; e t il 
le u r  reco m m an d ait sans cesse de se p o u ry o ir  d ’am ples connaissances 
an a ly tiq u es , d o n t il reco n n a issa it la  necessite  p o u r  to u t  g eo m etre ; on 
re tro u y e  donc en  Crem ona  m a itre , ce m a th em atic ien  au x  idees larges 
qu i a p p a ra it aux  lec teu rs  de ses m em oires sc ien tifiques. U n  g roupe 
de ses n o m b reu x  e t b rilla n ts  eleyes, ay an t desorm ais u n e  p lace  d istinguee  
dans l ’h is to ire  de la  g e o m e trie , fo rm ę le p lu s  b eau  te m o ig n ag e  de 
1’im p o rtan ce  de son oeuvre d id ac tiq u e : q u ’il nous suffise de ch o is ir  de 
ce g ro u p e  les nom s de A. A r m e n a n t e , E . Ca p o r a l i, R . d e  P a o l is  et 
E m il W eyr  p a rm i les m orts , E . B e r t in i, G. J ung  e t G. V e r o n e s e  p arm i 
les v ivants.

Cette notice sur Finfluence de Crem ona  sur 1’enseignement mathe- 
matique contiendrait une deplorable lacune si l ’on ne faisait pas mention de 
1’interet qu’il p rit toujours et qu’il exprima efficacement a 1’enseignement 
secondaire pendant toute sa v ie : nous citerons seulement deux manifestations 
publiques de cet interet. La premiere se trouve dans la traduction italienne, 
qu’il commenęa a faire paraitre en 1865, des Elemente der M athematik de 
R. B a l t z e r , pour doter les instituts techniques italiens d’un texte conforme 
aux exigences de la science.1) La seconde consiste dans la campagne 
qu’il soutint a cote de B r io sc h i et seconde par B e t t i , pour obtenir 
l’introduction des E l e m e n t s  d ’EuCLiDE comme livre de texte dans les ecoles 
classiques; il commenęa cette campagne en 1867 lorsque, ayant ete charge 
par le gouyernement de faire une enquete sur le ta t  de 1’enseignement de

1) Je cite ici, faute d’une meilleure occasion, un autre ouvrage dont la traduction 
porte le nom de C re m o n a ,  c’est le suivant: B r e m ik e r ,  Tatole logaritmico-trigonometriche 
eon cinąue decimali (Milano, Hoepli 1877).



Luigi Cremona et son ceuvre mathem atiąue. 147

la geom etrie , il  recom m anda 1’ad o p tio n  de 1’E u c lid e  p u r  e t sim ple com m e 
tex te  dans les lycees1) ; ce tte  cam pagne lu i causa b ien  des c h a g r in s2), m ais 
elle eu t l ’h eu reu x  re su lta t de (j’em ploie les m ots m em es de Cr em o n a 3) 
„sband ire  innum ereyo li lib e rco li, com pila ti p e r  p u ra  speculazione, cbe 
in festavano  ap p u n to  ąuelle  scuole dove e m aggio re  pei lib ri di testo  il 
b isogno  del r ig o re  scientifico e della  b o n ta  del m etodo".

6. Etudes de Cremona snr la theorie des courbes planes.
Un probleme beau, grand et tres important marąue le commencement 

des recherches geometriąues que Crem ona  a faites a Bologne: celui 
de recueillir, coordonner et exposer sous une formę geometrique et 
methodiąue les nombreuses proprietes qu’on avait decouvertes dans les 
courbes algebriąues de tous les ordres; la grandę renommee atteinte par 
YIntroduzione ad una teoria geometrica dalie curve piane [29] fournit la 
preuYe eclatante de la genialite de la solution qu’il en a donnee. D’apres 
les declarations memes de 1’auteur,' il fut pousse a composer ce trayail par 
le desir d’etablir geometriquement les propositions que St e in e r  avait 
enoncees sous le titre  Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Curven; 
et comme il resulte de ce que dit le grand geometre suisse, qu’il avait 
applique amplement la theorie des courbes polaires d’un point par rapport 
a une courbe piane, Crem ona  crut bon de commencer par etablir 
methodiquement cette theorie; mais pour cela etant necessaire d’employer 
d’autres notions, notre geometre, pour etre complet, les reunit dans le 
l er chapitre de son ouvrage. Dans celui-ci dominent les concepts de rapport 
anharmonique et d’involution, qui, malgre les travaux anterieurs des 
geometres franęais et allemands, etaient alors trop peu repandus chez nous; 
et on y trouve encore largement exposee la theorie des centres harmoniques. 
Comme noureautes nous y remarquons une consideration et un nom: la 
consideration des quatraines de points ayant des rapports harmoniques fon- 
damentaux egaux et le nom d ’e q u i a n h a r m o n i q u e  pour la yaleur commune 
de ces rapports4). II n ’est pas necessaire de nous arreter plus longtemps

1) Comp. G iorn. d i m atem . !), 1871, p. 182— 183.
2) Yoyez l ’avant-propos des Elementi di geometria projettiva.
3) Yoir une lettre [84] publiee pour repondre a la traduction (faite dans un but 

polemiąue evident) d’un discours de J. M. W i l s o n  sur E u c l w e  come testo di geometria 
elementare (G iorn. d i m atem . 6 , 1868, p. 361—368). Au meme discours avait deja 
repliąue J. H o u e l  (Id. 7, 1869, p. 56) ąui, sous le titre de L ’enseignement de la geometrie 
elementaire en Italie (Nouv. ann. de m ath em . 82, 1869, p. 278—283), fit paraitre 
une traduction commentee de cette lettre [84].

4) Dans les travaux de C re m o n a  on remarąue un tres grand nombre d’applications 
de la notion de rapport eąuianharmoniąue. Une des plus anciennes se trouve dans 
le theoreme suivant: „Un ąuadrilatere complet a pour couples de sommets opposes

10*



148 GrINO L o r i a .

su r le p rocede de d em o n stra tio n  d o n t C re m o n a  fit u sag e ; to u t  le  m onde 
en co n n a it les m erites e t les defau ts; to u t  le m onde sa it que, to u t  en 
e tan t sy n tb e tiq u e  au  dehors, il e s t au  fond  analy tiq u e , et p erso n n e  n  ig n o re  
les efforts q u ’on a fa its  p o u r m e ttre  a sa p lace  u n  p rocede oii les coor- 
donnees ne jo u e n t pas, com m e dans celu i de C re m o n a , le  ro le  de Deus 
ex machina. —  D ans le 2d c b a p itre  n o tre  g eo m etre  expose la  tb e o rie  des 
po laires, su iv an t les idees de ses in v en teu rs  ( B o b i l l i e r ,  P l u c k e r ,  G ra s s -  
MANN, d e  J o n q u ie r e s )  avec des add itio n s d u n e  y a leu r consid erab le  e t des 
app lica tio n s p ro fondes e t yastes qu i so n t a u ta n t de tro p b e e s  des v ic to ires  
de la  geom etrie  p u re  et qu i ne ta rd e re n t pas a deyen ir c la ss iq u es; qu  il 
suffise de c jte r  les in y estig a tio n s su r les system es de co u rb es e t su r les 
courbes coyarian tes auxquelles on donnę au jo u rd  bu i, d ’apres C rem o n a , 
les nom s de H e s s i e n n e ,  S t e i n e r i e n n e ,  C a y l e y e n n e  e t J a c o b i e n n e .  
Sous le  ra p p o r t de la  m etbode de ra iso n n em en t, s ig n a lo n s sa rig o u reu se  
u n itę  e t les nom breuses a p p lica tio n s  q u ’il ren ferm e du  p r i n c i p e  d e  l a  
c o n s e r v a t i o n  d u  n o m b r e ;  des co rrec tio n s de d e ta il in d isp en sab les  fu ren t 
signalees p a r  l ’a u teu r lu i-m em e [5 6 ]; M. C u r t z e  en  t in t  com pte  dans 
sa tra d u c tio n  allem ande de Y Introduzione1). —  D ans le  3e cb ap itre , 
C re m o n a , qu i av a it deja expose dans les deux  p reced en ts  les p ro p rie te s  
ca rac te ris tiq u es  des sec tions c o n iq u e s2), ap p liq u e  la  th e o rie  gen era le  des 
courbes a lg eb riq u es a celles du tro is iem e o rd re  to u t-a -fa it generales. 
M a c la u r in  (1748), C h a s le s  (1 8 3 7 ), P l u c k e e  (1839 , 1847), C a y le y  (1844,
1857), H e sse  (1844 , 1848 , 1849), S t e in e r  (1 8 4 6 ), A r o n h o l d  (1850), 
Salm on  (1851 , 1859), S. R o berts  (1 8 6 0 ) e t Cl e b sc h  (1 8 6 1 ), p a rc o u ra n t 
des ro u te s  differentes, e ta ien t a rriv es  a u n  g ra n d  n o m b re  de p ro p rie te s  
de ces cou rb es; Crem ona , ap res avo ir p ris  co nnaissance  des tra v a u x  de

aa, W , cc et pour diagonales |3y, ya, aji. Chacun des cótes (ale, ab'c\ a'bć, abć) 
du ąuadrilatere contient trois points; soient a>, m' les deus points formant avec ces 
trois l a  un systeme equiharmonique. Chacune des diagonales (aa'-(3y; bb' ■ -ya; cc ■ a(S) 
contient quatre points; soient i et i' les points doubles de l ’involution qu’ils determinent. 
Les huit points analogues a  <b, ca et les six analogues a  i, i' appartiennent a  la 
meme conique“. II a ete enonce par Ckemona [52], puis demontre geometriquement 
par lui-meme [70] et encore etendu a  l ’espace [58]. Des recherches analytiques de 
H a t t a g l i n i  et J a n n i  (G iorn. d i m atem .; 2 ,  p. 49—52), de F e k r e k s  (One tlie fourteen 
points eonie; M e s se n g e r  o f  m a th em . 8 , p. 68—70) et W. A. W i t h w o r t h  (Quadrilinear 
coordinates, Id. p. 77—79 et On de fiftypoints conicoid, Id. p. 144— 145) prow ent la 
valeur qu’on a reconnue en Italie et en Angleterre a  ce theoreme. Comp. S a lm o n -  

F i e d l e r ,  Analytische Geometrie der Kegelsclinitte, 6. Aufl. (Leipzig 1903), p. 636.
1) Einleitung in die geometrische Theorie der ebenen Kurven. Nach der neuen 

ReclaTction unter Mitwirkung des Yerfassers ins Deutsche iibertragen (Greifswald 1865). 
Du meme ouvrage il existe une traduction tchcque due a  E m . W e y r  (1873).

2) Une application des theoremes fondamentaux sur les faisceaux de coniques 
se trouye dans la note [33],
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ses devanciers et p rojetant sur eu x  la  lu m iere qui em anait de sa theorie  
g en era le , reu ssit a le s  coordon n er parfaitem ent et a le s  com p leter en  
p lusieu rs p o in ts  im p ortan ts.1) L a th eorie  des courbes p lanes du Se ordre 
que l ’on  trou va dans 1 'lntrodusione com prend p r e s q u e  tou tes le s  d ifferentes 
q u estion s que ce tte  th eorie  p r o v o q u e 2); tou tefo is  ce lle  de la  form ę que 
p eu yen t prendre ces courbes en est to ta lem en t exclu e. Or deux b elles  
q uestions, p rop osees par S y l v e s t e r  p en dan t le  sejour qu ’i l  fit a N a p les  en  
janyier 1 8 6 4 3), p ou sseren t Cr e m o n a  a fixer son  a tten tion  de ce cóte. P our  
resoudre ces q u estion s, i l  part [5 1 ]  du th eorem e de N e w t o n  qui affirm e la  
p o ssib ilite  de p rojeter tou te  cu b iqu e p ian e su ivan t une des p a r a b o l e s  
d i v e r g e n t e s ,  c ’est-a-d ire u ne des courbes qu’on p eu t representer par une  

eq u ation  de la  form ę
a x 3 +  3 b x 2 +  3 cx  +  d  =  —  3  e y2.

II p rou ye que si le  d iscrim inan t Ii du p rem ier m em bre est >  0 , la  
courbe est com p osee d ’u ne branche in fin ie et d ’u ne ovale , tand is que si 
R  <  0  l ’oya le  m anque; dans le  cas R  =  0  la  courbe a un  p o in t  
d oub le ou  de rebroussem ent. C rem on a  ajoute que dans le  p rem ier cas 
le  rapport anharm onique de la  cou rb e est reel et que dans le  secon d  il  est  
toujours im agin aire , h orm is le  cas de la  cu b iq u e h arm on iq u e; une te lle  
cu b iq u e p eu t d onc etre form ee de deu x p arties ou  d’u ne seu lem ent, tand is  
qu’u ne cu b iqu e an harm onique n e p eu t etre form ee que d ’une branche  
in fin ie  seule. C ette re la tion  entre la  figurę et le  rapport anharm onique  
d’une cu b iqu e a e te  trou yee dep uis sou s u ne autre form ę par D u r e g e ; 4) 
e lle  est si im p ortan te qu’e lle  ne d o it faire n i fa it defaut dans aucun traite  
com p let sur le s  cou rb es du tro isiem e o rd re5).

Cr e m o n a , c ro y a n t av ec  ra is o n  que , p o u r  p ro u y e r  la  fe c o n d ite  e t 
re p a n d re  la  c o n n a is sa n c e  d ’u n e  m e th o d e , i l  n ’y  a  p a s  de sy s tem e  m e ille u r  
q u e  c e lu i d ’en  m o n tre r  des a p p l ic a tio n s  d if fe re n te s , n e  la is s a  e c h a p p e r  

a u c u n e  o c c a s io n  fa y o ra b le  p o u r  e x p o s e r  des c o ro lla ire s  q u ’o n  p e u t  p lu s  ou

1) Une elegante application de la theorie des cubiques planes a ete faite par 
C re m o n a  [ 3 4 ]  a la resolution du „probleme de rhomographie" propose par M. C h a s l e s  et 
resolu anterieurement par A b a d ie  (Nouv. ann. de m ath em . 14, p. 42), P o u d r a  (Id. 15, 
p. 58) et d e  J o n q u i £ r e s  (Id. 17, p. 399). Comp. B ib lio th . m ath em . 83, 1902, p. 282.

2) Parmi les ąuestions dont C re m o n a  ne s est pas occupe ex professo, remarąuons 
les methodes de generation, pour noter qu’il en a, au moins partiellement, traite dans 
un article [17] consacre aux generations decouvertes par G ra s s m a n n ,  article qui pose 
C re m o n a  parmi ceux qui furent des premiers a apprecier et employer les methodes de 
1’ Ausdehnung slehre.

3) G iorn . d i m atem . 2, p. 29.
4) Uber die Formen der Kurven dritter Ordnimg (Journ . fiir  M ath em . 75 et 

76, 1873).
5) Yoir en effet S c h r o t e r ,  Die Theorie der ehenen Kur ren dritter Ordnung (Leipzig 

1888), p. 146.
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moins aisement faire decouler des theories qui composent 1’ Introduztone. 
Par exemple il jugea bon de s’arreter [43] a etablir geometriąuement quel- 
ques beaux theoremes sur les coniques enonces par T r u d i ,  quoique des 
demonstrations en eussent deja ete publiees. En outre il ne dedaigna pas 
de prouver [61] que d’elegants tbeoremes sur des systemes de courbes du 
2e ordre enonces par S c h r o t e r  n ’etaient que des simples consequences de 
proprietes de la Cayleyenne d’un reseau. E t des questions, proposees par 
F a u r e  et relatives aux lieux des foyers des coniques inscrites dans un
quadrilatere ou circonscrites a un quadrangle, le conduisirent a etablir les
caracteres du lieu geometrique analogue pour les courbes d’un degre 
quelconque [52]. Enfin une question relatiye au lieu geometrique des 
pieds des perpendiculaires abaissees des points d’une conique sur leurs 
polaires par rapport a une autre conique lui fournit 1’occasion d’appliquer 
[60] les tbeoremes de Y Introduzione a l ’etude du lieu analogue qu’on 
obtient en substituant a la premiere conique une courbe algebrique quel- 
conque et meme de la question correspondante dans 1’espace.

Mais 1’application la plus importante (et par suitę la plus connue) 
qu’ait faite C re m o n a  de la theorie generale des lignes algebriques est (voir 
[67]; comp. [63]) celle relatiye a cette merveilleuse courbe que S t e i n e r  
a signalee dans une celebre communication faite a 1’academie de Berlin le 
7 janvier 1856x). C’est la courbe enyeloppee par les droites de Sim son 
de tous les points d’un cercie par rapport a un triangle inscrit; cette 
courbe est du 4e ordre et de la 3e classe, et tangente a la droite a
1’infini du plan aux points circulaires; or C rem o n a , pour etablir les pro-
positions enoncees par S t e i n e r 2), part precisement d’une courbe douee de 
ces proprietes et, en se seryant de la 3e partie de VIntroduzione, il arriye 
a tous les tbeoremes dont on connaissait deja l ’enonce et a d’autres 
nouyeaux; p. ex. il paryient a etablir que cette courbe est un bypocycloide 
a trois rebroussements et a en decouvrir la presence dans la tbeorie des 
cubiques gaucbes. La beaute de la methode geometrique dont se seryit 
C re m o n a  fit une impression tres viye sur un grand analyste, A. C le b s c h , 
qui se hata de prouyer3) qu’on pouyait la traduire en formules d’une elegance 
parfaite; c’est une qualite de cette methode qu’on ne doit pas oublier.

Nous ne pouvons ni ne voulons finir cette rapide analyse des con- 
tributions donnees par notre mathematicien a la theorie des courbes planes 
sans dire quelques mots du role qu’il a joue dans la formation de la theorie

1) Uber eine besondere Kunę dritter Klasse (und merten Grades) (Journ. fiir  
M athem . 53, 1857).

2) Non seulenaent dans la note precedente, mais aussi dans quelques Vermischte 
Satze und Aufgaben (Ges. W e r k e , T. II p. 677—678, no. 6).

3) Note zur vorstehenden Abhandlung (Journ. fiir  M ath em . 64, 1865, p. 124__125)
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des systemes de coniąues. Meme lorsqu’eUe se trouvait dans son enfance, il 
s’efforęait et reussit 147 ] a expliquer 1’apparente contradiction qu’on trouve 
lorsqu’on cherche a appliquer la theorie generale des systemes de courbes 
a la determination du nombre des coniques passant par n  points donnees 
et tangents a 5 —  n  droites donnees. Mais lorsąue C h a s le s  fit paryenir 
cette theorie a sa maturite, en substituant ses deux c a r a c t e r i s t i q u e s  a 
1’i n d i c e  de E. d e  JoN ąuiER ES1), C re m o n a  se hata de donner [49] des 
demonstrations lumineuses des theoremes enonces par ce geometre dans 
sa celebre communication du l er fevrier 1864; de cette maniere il arriya a 
effacer le desaccord (note par C h a s le s  lui-meme) existant entre ces 
theoremes et une formule plus ancienne de BiSCHOFF.2) J ’ajoute que sous 
le modeste cadre d’une revue bibliographique, C re m o n a  donna [50] un 
commentaire complet de la theorie des caracteristiques, exposee par C h a s le s  
dans les seances que tint l ’Institut de France dans les jours 1 et 15 feyrier, 
7 mars, 27 ju in , 4 et 18 juillet, 1 et 22 aout 1864. Ce commentaire 
(que M. C u r tz e  a insere dans sa traduction de 1’Introduzione) a sans 
doute puissamment contribue a faire comprendre et a yulgariser la theorie 
des systemes de coniques; comme chose originale il renferme une extension 
de la methode de C h a s le s  aux systemes de oo2 coniques, qui a ete jugee 
par celui-ci assez importante pour etre communiquee a 1’academie des 
sciences [55]. — L ’interet de C re m o n a  pour la theorie creee par C h a s le s  
ne s’eteignit pas de si tót; deux de ses publications seryent a le prouver: 
dans l ’une [65] on trouye la generalisation aux systemes de co1 surfaces 
du 2d ordre des celebres formules qui lient les caracteristiques d’un systeme 
de oo1 coniques aux nombres des coniques exceptionnelles qu’il renferme; 
la seconde (c’est une lettre a M. C h a s le s  [75]) contient quelques consi- 
derations de geometrie a trois dimensions qui amenent a des courbes 
exceptionnelles d’un systeme de co1 lieux algebriques, courbes dont l’etude 
etait alors a l ’ordre du jour.

7. Les transformations birationnelles planes.
Pendant son sejour a Bologne, C re m o n a  a jete les fondements 

d’une theorie qui lui appartient d’une maniere si indiscutable que son 
nom est pour toujours lie a elle; il est a peine necessaire de dire que 
nous youlons parler des transformations birationnelles d’un plan en un 
autre. C re m o n a  fut amene a s’en occuper par 1’etude d’un memoire lu

1) Yoir mon essai sur L’ceuvre mathematiąue d’EnNEsx de JoNęuii:itEs (B ib lio th .  
M ath em . 33, 1902, p. 295 et suiv.).

2) Hinige Satze iiber die Tangenten algebraischer Kunen  (Journ. fiir  M a th em . 56, 
1859, p. 166— 177).
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a 1’academie des sciences de Turin par un jeune homme destine a devenir le 
prince des astronomes italiens;1) ce memoire lui suggera l ’idee d’etudier [35j 
les transformations planes correlatiyes a celles considerees par S C H I A P A R E L L I ,  

c’est-a-dire celles dans lesąuelles a cbaque droite correspond une droite et 
a chaque faisceau de droites une conique inscrite dans un triangle lixe. 
En employant les coordonnees pliickeriennes pour les droites et en im itant 
je procede de S c h i a p a r e l l i ,  il prouva que, a l ’aide de transformations 
homographiques, on peut reduire la plus generale des dites transformations 
a deux types tres simples, dont les equations sont une des suivantes:2)

t>  ___  £  y j  _ _ _  V

S — f  +  v2’ I Ł2 +  rj2’

, , 1 , 1
S  =  — V =  ~T'* y 1 Ł

Ces formules prouren t que deux droites correspondantes quelconques 
sont en generał paralleles, mais qu’elles coincident lorsqu elles sont 
tangentes respectivement a l ’une ou a l ’autre des coniques:

<?2 +  r f =  1, =  1 .
Dans une transformat]on du premier type, aux points du deuxieme
plan correspondent les oo1 paraboles bomofocales

x §  +  W  +  =  0 ;
tandis que dans une transformat]on du second type, aux points (x , y ) 
correspondent dans le premier plan les oo1 paraboles

%£ +  w  +  ^ ;  =  o.
Dans les transformations de tous les deux types, deux droites correspon
dantes quelconques sont paralleles entre elles, mais dans celles du premier 
leurs distances de 1’origine sont inyersement proportionnelles. Etc. etc.

II  y  a  u n  cas  p a r t ic u l ie r  d e  ces tr a n s f o r m a t io n s  d o n t  B e l t e a m i  

(p a rm i a u tre s  g e o m e tre s )  s’e s t o c c u p e 3) ;  v o ic i c o m m e n t o n  y  p a ry ie n t :  
„ S i aa', bb', cc' s o n t le s  t r o is  c o u p le s  de so m m e ts  o p p o se s  d ’u n  q u a d r i-  
la te r e  c o m p le t  e t  a , jj, y  le s  p o in ts  d ia g o n a u x , o n  c o n s id e re  le s  p o in ts  

c o n ju g u e s  b a rm o n iq u e s  des p o in ts  o u  u n e  d ro ite  q u e lc o n q u e  r  co u p e  
le s  d ia g o n a le s ,  p a r  r a p p o r t  a u x  c o u p le s  aa', bb', c c ces p o in ts  a p p a r-  
t ie n n e n t  a  u n e  a u tre  d ro ite  r ' 4) ;  e t  lo r s q u e  r  to u r n e  a u to u r  d ’u n  p o in t

1) Sulla trasformazione geometrica delle figurę ed in particolare sidła trasformazione 
iperbolica (Mem. d e l l ’ acc. d. sc. d i T o r in o  212 , 1864, p. 227—319).

2) C r e m o n a  ne les a pas ecrites; nous les avons ajoutees, car elles conduisent 
immediatement aux propositions qu’il s’est borne a enoncer.

3) Yoyez mon essai E u g e n io  B e l t r a m  e le sue opere matematiche (B ib lio th .  
M athem ., 23, 1901, p. 427).

4) Les droites r, r' coupent en ąuatre points harmoniąues toute coniąue inscrite 
dans le ąuadrilatere considere; cette propriete enoncee par C r e m o n a  dans les 
E d u c a t io n a l  t im e s  a ete reproduite comme Question 872 dans les N ou v . ann. 
de m a th em . P 237.
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fixe, r' enyeloppe une coniąue inscrite dans le trianglea p  y “. Or notre 
geometre rem arąua [71] qu’en supposant que les points i, i' soient les 
points circulaires a l ’infini, les oo1 coniąues inscrites dans le ąuadrilatere 
donnę out toutes comme foyers les quatre points a, a', b, b', et y  comme 
centre, et que deux droites correspondantes r, r' sont l’une tangente et 
l ’autre normale a la conique du systeme qui passe par le point r r . Dans 
cette transformation, que C rem o n a  signala a M. F i e d l e r / )  il a reconnu une 
methode rationnelle pour traiter toute la theorie des coniques homofocales; 
nous la recommandons aux futurs propagateurs de cette importante theorie.

Le memoire de S c h i a p a r e l l i ,  que nous avons cite plus haut, a ete 
le point de depart d’autres recherches de C rem o n a , dont 1’importance est 
bien plus grandę, et dont nous allons rendre compte. Par la maniere dont 
S c h i a p a r e l l i  posa la question de determiner les transformations univoques 
entre les points de deux plans, il fut amene a conclure que les seules de 
cette naturę sont celles ou aux droites du plan correspondent des droites 
ou bien des coniques circonscrites a un triangle fixe. Or l ’existence d’autres 
transformations univoques resultait des ce temps de quelques phrases qu’on 
lit dans l’avant-propos (p. YII) de la Sammlung von Aufgaben und Lehrsutse 
aus der analytischen Geometrie (Berlin 1833) de M ag n u s , et encore du resume, 
deja publie, d’un memoire bieu connu de E. d e  JoNQUIERES2). Quoique ces 
phrases et ce resume paraissent ayoir echappe a notre mathematicien, il 
remarqua que le produit de plusieurs transformations lineaires ou quadra- 
tiques est, contrairement a la proposition de S c h i a p a r e l l i ,  une transform ation 
univoque en generał plus compliquee que les transformations effectuees. Cette 
remarque le conduisit a se proposer la recherche de toutes les transformations 
birationnelles entre deux plans, et pour 1’accomplir il etait admirablement 
prepare par les etudes, qu’il venait alors de finir, sur la theorie generale des 
courbes algebriques planes. La remarque qui sert de base a la solution donnee 
par C re m o n a  [36] du probleme enonce, est que dans toute transformation 
de la naturę indiquee, aux droites d’un des plans consideres correspondent 
dans l’autre oo2 courbes unicursales d’un degre n, formant un reseau tel 
que deux quelconques de ces courbes n ’ont qu’un point d’intersection 
mobile (c’est-a-dire n ’appartenant pas a toutes). Par consequent, si ces 
courbes ont x r [r —  1, 2 , . . ., n ■— 1 ) points r-tiples communs a toutes, 
on aura les deux celebres relations suivantes:

r — n —  1

(1) 2  r 2 x r =  n 2 — 1,
r =  1

1) Y oy ez  S a lm on -F ied ler  , Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 6. Aufl., 
Z w eiter T e il (L eip zig  1903), p. X X I e t  796.

2) V oir B i b l i o t h .  M a t h e m . 83,  1902, p. 309 et suiv. —  II fa u t b ien  dire que  
de JoNQDii:RES n ’a pas „traite le s  m em es ą u e s t io n s ' ąue Cremona, com m e on l it  a la  
page 561 du t. 22 (1863) des N o u v .  a n n . d e  m a t h e m .



(2) ' =nT 1 r (r  +  *) x  _  n  (w +  3) _  2-
\*) ^  2  —  2  ’ 

r =  1

cTou il suit
* = ^ ~  1 r  (r — 1) ^ __  (n —  1) (n — 2)

-2 , 2 ---------------- 2“r  =  1
A toute transformation birationnelle du plan correspond une solution des 
equations (1), (2), mais rien n ’autorise a enoncer la proposition reciproque; 
on peut seulement dire que, pour toute yaleur de n, il existe au  m o i n s  
u n e  transformation birationnelle de ce degre; c’est la solution 

X\ —  2 (n — 1), x2 —  . . . =  xn~  2 =  0, xn — i =  0; 
et Cr e m o n a  prouve que la transform ation correspondante (appelee aujour- 
d’hui „transformation de J o n q u ie r e s “) peut se construire en sectionnant 
par deux plans quelconques les oo2 droites qui rencontrent une courbe 
de l’ordre n  —  1 et une droite la coupant en n  — 2 points.

Cette note [36] demeura un peu de temps isolee. Mais quelques annees 
apres, son auteur, ayant eu 1’occasion d’approfondir certaines questions 
relatiyes aux courbes du plan [56], lui donna une suitę [6 6 ] pleine d’idees 
originales et d’une importance hors ligne. Telle est la consideration des
r e s e a u x  c o n j u g u e s  existant dans deux plans en correspondance uni-
voque et des c o u r b e s  j a c o b i e n n e s  de ces reseaux. Par une analyse 
dont la spontaneite cache la profondeur, il prouva que, un des reseaux 
conjugues etant donnę, l ’autre est par suitę determine, et on peut en 
decouyrir la structure.1) Pour eclairer la route qui mene a ce resultat, 
ayant tout il etudia tout au long les cas n  =  2, 3, . . ., 10, et ensuite, en 
elargissant la recherche, il s’occupa de nouyeau de la transform ation de 
d e  J o n q u ie r e s  et ensuite des cas n =  0, 1 (mod. 2) ou bien n  =  0, 1,
2 (mod. 3) ou enfin n =  0, 1, 2 , 3 (mod. 4). Le simple examen du 
tableau resultant reyela a Cr e m o n a  la yerite de la proposition suiyante: „si 
(x\, X2, ■ ■ ■, %n — i) et (yi, y%, ■ ■ •, y n — i) sont deux reseaux conjugues, les 
nombres X\, x%, . . x n — \ ne different que par leur ordre des nombres 
2/i, 1J2, ■ ■ ■, yn — \“'i on sait que cette proposition empirique a ete demontree 
rigoureusement par Cl e b s c h 2). Cr e m o n a  rem arqua encore qu’une corre
spondance univoque de l ’ordre n entre les points du meme plan a n  +  2
points unis; il en tira  la generalisation de la methode, que DE JoNQUiERES 

ayait proposee,3) pour engendrer des courbes gauches d’ordre quelconque,

1) Ce resultat fondamental est resume dans un theoreme que C r e m o n a  chargea 
son ami T. A r c h e r  H ir s t  de faire connaitre a la „British association for the adyancement 
of science11 [64].

2) Zur Theorie der Gremonaschen Transformationen (M athem . A nn. 4 , 1871, 
p. 490—496).

3) Comp. B ib l io th . m ath em . 83, 1903, p. 309.
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c ’es t-a -d ire  en  p ro u v a n t  q u e  „ d e u x  g e rb e s  de ra y o n s  en  c o rre sp o n d a n c e  
u n iv o q u e  de l ’o rd re  n  e n g e n d re n t u n e  c o u rb e  de l ’o rd re  11 +  2“, d o n t i l  tro u v a  
to u s  les c a ra c te re s ; m ais  q u a n t au  d e g re  de g e n e ra lite  de la  c o u rb e  re su l-  
ta n te , c ’e s t u n e  q u e s tio n  q u e  Cr e m o n a  n e  s’e s t p a s  p o see  e t q u e  p e rso n n e  
n ’a  tr a i te e  ap re s  lu i.

Si la yaleur des recherches de Cr e m o n a  sur les transformations qui 
portent son nom n ’etait pas connue de tout le monde, nous pourrions 
citer deux faits qui la prouyent; c’est: 1°) que les expositeurs ulterieurs 
de cette theorie1) ne lui ont apporte aucun changement essentiel; 2°) que 
la seule addition yraiment importante qu’elle ait reęue (en meme temps 
par Cl if f o r d , N o t h e r , R o s a n e s ) en laisserent intacte la physionomie 
generale; or ąuelle theorie a eu le meme sort dans ces dernieres annees 
de fievreux renouvellement pour tous les champs de recherche scientifique?

8. Kecherches de Cremona sur quelques courbes gauches algebriąues
speciales.

De Bologne sont aussi dates plusieurs autres memoires de Cr e m o n a  
qui, sans ayoir obtenu la celebrite de ceux que nous avons examines dans 
les deux paragraphes precedents, m eritent toutefois (meme si l’on veut pour 
un moment ne pas considerer les resultats im portants qu’elles renferment) 
une consideration particuliere, d’abord parce qu’ils preparent les etudes plus 
generales dont nous aurons bientót a nous occuper (yoyez le § suiy.), 
et ensuite parce qu’ils refletent cette periode historique si attrayante ou 
la geometrie superieure, assise sur des bases definitives, aspirait a montrer 
sa yaleur par des nouyelles yictoires. E t personne, mieux que Cr e m o n a , 
dans la lutte pour 1’hegemonie, si longtemps disputee entre 1’analyse et la 
geometrie, n ’a contribue a ce que cette derniere n ’ait pas ete yaincue.

Dans un memoire [27] sur les surfaces gauches du 3e degre, dont nous 
deyrons bientót nous occuper, Cr e m o n a  avait indique quelques proprietes 
de la courbe gauche du 4e ordre par laquelle passe une seule surface du 
2d ordre, courbe qu’il croyait avoir ete decouyerte par S t e in e r , tandis 
que (comme il reconnut plus tard) c’est S a l m o n  qui l ’a signalee le premier. 
Ayant continue a s’en occuper, il la choisit comme sujet de sa premiere 
communication a l’institut de Bologne [28]. S i l ’on yeut juger 1’originalite 
de ces recherches, il faut se ressouvenir que de cette courbe (suiyant 
Cr e m o n a  on 1’appelle aujourd’hui courbe gauche du 4e ordre et de la 2e

1) Sans parler de la traduction que M. D e w u l f  fit des trayaux [36] et [66] 
(Sur les transformations geometrigues des figur es planes, d’apres les memoires publies 
par M. C r e m o n a  et des notes inedites; B u lle t .  d. sc. m ath em . 5, 1873, p. 207—240), 
je me borne a  citer la premiere partie du celebre memoire de C a y l e y  On the rational 
transformation bełween two spaces.



espece) on ne connaissait alors que la propriete d’etre 1’intersection (1 line 
quadrique avec une surface du 3 e degre, la coupant encore su iv an t deus 
generatrices du meme systeme; mais que, de la deyeloppable qui lui corre- 
spond par dualite, C a y le y  et S a lm o n  s’etaient deja occupes. C r e m o n a  
remarqua la constance du rapport anbarmonique des plans qui projettent 
quatre points fixes de la courbe d’une des oo1 droits qui la coupent en 
trois points; il signala differents procedes pour la construire et considera 
differentes surfaces reglees naissant de la consideration simultanee de la 
courbe et de deux droites. II determina ensuite le nombre des intersections 
de deus quartiques de la 2 e espece ou bien d’une quartique et d’une cubique 
gaucbe situees sur le meme hyperbololde; il considera, non seulement la 
deyeloppable osculatrice de la courbe mais aussi celle formee par les
plans qui coupent cette courbe en quatre points equianbarmoniques ou
barmoniques; il etudia encore les projections sur un plan d’une des
courbes dont il s’agit; etc. En un mot, en employant les ressources que
lui offrait la geometrie pure, il explora tous les domaines ou regne la 
courbe gaucbe du 4e ordre et de la 2e espece.

Quelques annees plus tard, des recherches d’une naturę bien differente 
(voir [72]) l ’amenerent a s’occuper [78] d’une quartique gaucbe rationnelle 
tres remarquable, dont la decouverte appartient a, Ca y l e y 1). Cette courbe 
est douee de deux points singuliers (A , D), ou les tangentes ( A B ,  DC)  
ont chacune un contact de 2d ordre ayec la courbe; si X  =  0, y  =  0, 
z  —  0 , w =  § sont les equations des plans A B C ,  A B D ,  A C D ,  B C D ,  
la courbe pourra se representer par les equations2) 

x  : y  : z  : w —  o)4 : tos : to : 1 .
Elle se trouye sur l’byperbolo'ide x  w — y  z  == 0 et sur la surface (reglee) 
x  z"2, — w y 2 —  0 L ’equation generale du plan osculateur etant 

x  — 2 oj y  -f- 2 (o3 z  — co4 iv =  0 , 
la courbe correspond a sa deyeloppable osculatrice par rapport a un Nidl- 
sysłrm, qui est la source de ses plus belles proprietes.

Le travail de Cr e m o n a  sur les quartiques gaucbes unicursales [28] avait 
ete deja lu a 1’institut de Bologne, mais, non encore imprime, lorsque, le 3 juin 
1861, M. Ch a s l e s  exposa a 1’academie des sciences de Paris diyerses Pro- 
prietes de Vhyperbololde a une nappe et d ’une cerłaine surface du 4e ordre.3) 
La lecture de ce travail prouya tout de suitę a C r e m o n a  que bon nombre

1) On a special sextic deueloppable (Q uart. jou rn . o f  m a tliem . 7 , 1866, 
p. 105— 118).

2 ) Cette remarquable representation parametriąue n’echappa pas a C a y l e y , qui 
prefera la presenter sous cette formę:

a — 2, b =  — t, c =  t3, d —  — 2 i4.
3) C om p tes re n d u s P a r is  52 , p. 1904—1104.
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des proprietes qu’il avait reconnues a ces quartiques etaient des cas 
particuliers de proprietes dont jouissent deux classes de courbes apparte- 
nant a un byperboloide (yoir [30])x). Une de ces classes avait ete deja 
remarąuee par Ch a s l e s ; elle comprend des courbes de l’ordre 2 m  +  1 
engendrees cbacune par trois faisceaux projectifs formes deux par des plans 
et le troisieme par des surfaces de l’ordre m- les tbeoremes que Cr e m o n a  
enonęa a leur sujet ont tra it aux relations de ces courbes avec les 
generatrices de l’hyperboloide qui les contient, a leurs caracteristiques 
et a leurs projections planes. Cbaque courbe de l ’autre de ces classes 
est engendree par trois faisceaux de plans, dont deux sont projectifs entre 
eux et le troisieme est formę par les groupes d’une involution de l ’ordre m 
projective aux deus premiers faisceaux. La courbe resultante est de l’ordre 
m  +  2 (pour m  =  1 c’est une cubiąue gaucbe et si m =  2 une quartique 
de 2e espece), dont Cr e m o n a  decouyrit une foule de belles proprietes, 
dont quelques unes prouvent qu’une quelconque des courbes en question 
est la figurę correlative d’une certaine deyeloppable deja etudiee par 
Ca y l e y 2) et S a l m o n 3) et qu’en consequence son equation tangentielle a 
pour premier membre le discriminant de la fonction 

a t m + 2 +  (m  +  2) b t m ~ l 
a, b, . . . etant des fonctions lineaires des coordonnees bomogenes d’un 
point de 1’espace.

9. Recherches de Cremona sur quelques surfaces algebriąues speciales.
Un groupe non moins remarquable de memoires sur des surfaces 

algebriques particulieres fait pendant a 1’ensemble des rechercbes que nous 
avons analysees dans le paragraphe precedent.

Les plus anciennes se trouvent dans un memoire [27] ayant comme 
principal fondement ce principe de correspondance special (entre les points 
d’une droite et les couples de points d’une involution quadratique pro- 
jectiye) que Ch a s l e s  enonęa et appliqua dans sa note sur la Construction 
geometrigue des rucines des eąuations du troisieme et du ąuatrieme degre4) ; 
il semble fournir le moyen le plus naturel pour etudier les surfaces reglees 
du 3e degre, qui sont precisement le sujet de ce memoire. On y apprend 
differents procedes pour determiner et engendrer une de ces surfaces, 
plusieurs tbeoremes relatifs a leurs directrices, leurs points et leurs plans

1 ) Ce travail, qui ne renferme que des enonces, a eu l ’honneur d’etre cite par 
C h a s l e s  dans son Rapport (p. 249).

2) Note sur les hyperdeterminants (Journ. fiir  M athem . 24, 1847); On the 
developable dericed from an eąuation of tlie fifth order (C a m b r id g e  and D u b lin  
m ath em . jou rn . 5 , 1850).

3) C a m b rid g e  an d  D u b lin  m ath em . jou rn . 3, p. 169 et 5, p. 152.
4) C om p tes r e n d u s  P a r is  41 , 1855, p. 677—685.
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cuspidaux, les plans tangents et les sections planes, etc. Citons encore le 
bean tbeoreme suiyant: „Le lieu des póles d’une generatrice g d’une surface 
gauche du 3e degre O par rapport aux g o 1 coniąues suiyant lesquelles $  
est coupee par des plans passant par g est une droite h, ayant comme 
lieu geometriąue une surface W de la meme espece que Notre geometre 
ne manque pas de signaler la formę generale [y ( x 2 +  k w 2) — x z w  =  0 ] 
a laquelle peut toujours se reduire l ’equation de toute surface cubique 
reglee; et il observe que, lorsque les points cuspidaux sont reels, elle peut 
se representer par l ’equation x 2z — y w 2 —  0 ; alors r 2t Ą - s u 2 =  0 est 
l ’equation tangentielle de la surface 'IJ correspondante; d’ou il suit que W 
est la surface polaire reciproque de (P par rapport a la quadrique 
x 2 y 2 -\- z 2 iv2 =  O1).

Ca y l e y , au reęu d’un extrait de ce trayail, se hata d’ayertir Cr e m o n a  
(lettre du 1 2 juin 1861) qu’il existe une surface cubique particuliere tres 
remarquable, naissant de celle etudiee par notre mathematicien en faisant 
coincider la droite directrice simple avec la directrice double, et qu’on peut 
engendrer d’une maniere tres simple. Cela engagea C r e m o n a  a reprendre 
l ’etude de ses surfaces [40] pour trouyer avant tout des procedes de generation 
des surfaces generales conservant un sens determine dans le cas particulier 
decouvert par Ca y l e y , pour etablir ensuite des propositions metriques relatives 
aux surfaces reglees du 3e ordre. P. ex. il prouva que, parm i les coniques 
qui se trouyent sur une telle surface, il y a trois cercles, et que par chaque 
generatrice de la surface on peut mener trois plans qui la coupent encore 
suiyant une hyperbole equilatere et deux qui la coupent suiyant une parabole;
il ne manqua pas d’examiner encore comment il faut enoncer ces proprietes 
lorsqu’on distingue les cas oi\ la surface a 2 , 1 ou 0  points cuspidaux reels, 
ou bien quand elle a des relations particulieres avec le plan a l ’infini2)

En raison de leur sujet et aussi de la methode employee, aux deux 
memoires que nous yenons d’analyser sont etroitement lies deux autres trayaux 
d’une date un peu plus recente. Le premier est une courte note [77] ayant pour 
but de deyelopper la theorie des surfaces reglees d’un degre quelconque ayant 
deux directrices rectilignes coincidentes, que C a y l e y  yenait alors de signaler3)

1) Un de ces resultats a ete cite avec eloges par B e r t r a n d  dans son article 
Źtude des surfaces algebriąues insere au J o u r n a l d es s a v a n ts  et reproduit a u t. 72 
(1868) des N o u y e l le s  a n n a le s  de m a t łie m a tią u e s .

2) Les memoires [27] et [40] ont ete amplement utilises par un disciple de 
C r e m o n a , E m il  W e y r , lorsqu’il se proposa d’ecrire une exposition methodiąue de la 
theorie des surfaces cubiąues reglees; yoir Geometrie der raumliclien Erzeugnisse 
ein-zweideutiger Gebilde insbesondere der Begelflache dritter Ordnung (Leipzig 1870)

3) Yoir l ’Art. 12 de A second memoir on skew surfaces otherwise scrolls (P h ilo s .  
tra n s . L o n d o n  154, 1864).
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et dont la surface reglee du 3e degre de Ca y l e y  est un cas tout particulier: 
Cr e m o n a  en decouyrit bon nombre de proprietes elegantes que le desir d’etre 
bref nous empeche d’enoncer ici. — Le second est un long memoire [81] qui 
est sans doute un des plus celebres parmi ceux de la plume feconde de notre 
geometre1). Son but est l ’etude et la classification des surfaces reglees du 
4e degre, sujet dont 1’importance est eyidente et qui ayait deja occupe deux 
grands geometres: Ch a s l e s  et Ca y l e y ; le premier avait d it2) (sans toutefois 
le prouver) qu’il existe ąuatorze especes differentes de surfaces reglees du 
4e ordre, tandis que le second n ’en avait rencontre que huit au cours de ces 
recbercbes sur le lieu des oo1 droites qui s’appuient en meme temps a trois 
directrices fixes (differentes ou no n )3), et deus autres surfaces avaient ete 
ajoutees par lui a la suitę de quelques remarques de S c h w a r z 4). Or 
Cr e m o n a , a l ’aide de considerations geometriques directes et simples et 
en cboisissant comme critere de classification la consideration simultanee 
de la ligne double de la surface et de sa deyeloppable bitangente, trouva 
douze especes differentes5), et decouyrit pour cbacune les proprietes les 
plus saisissantes et les principales methodes de generation. L ’bistoire de la 
geometrie dans ces demieres trente-cinq annees prouye que cette classi
fication de Cr e m o n a  est toujours adoptee; elle a ete utilisee meme par les 
constructeurs de modeles, qui durent seulement ajouter des sous-especes, en 
introduisant la consideration indispensable des elements reels et imaginaires.6)

On peut d’ailleurs remarquer que notre mathematicien s’etait deja 
occupe de surfaces reglees du 4e degre, et precisement de developpables, 
en cbercbant et en trouyant [6 8 ] des demonstrations geometriques de 
quelques propositions relatives aux surfaces d’egale pente circonscrites 
aux coniques; les demonstrations qu’on en lit dans la l <-re edition du Traite  
de geometrie deseriptwe de L a G o u r n e r ie  sont analytiques, et ce geometre, 
dans une lettre publiee au cahier de decembre 1864 du J o u r n a l  de 
m a t b e m a t i q u e s  p u r e s  e t  a p p l i q u e e s ,  ayait emis le yoeu qu’on en 
trouyat de geometriques. Or Cr e m o n a , en considerant une des surfaces 
dont il s’agit comme circonscrite a une conique a distance finie et a une

1) Les principaux resultats de ce travail furent communiąues a C a y l e y  par 
1’auteur en date du 22 noyembre 1868; yoyez C a y l e y , Collected papers t. (!, p. 327.

2) C om p tes r e n d u s  P a r is  53 , 1861, p. 888.
3) A second memoir on skew surfaces otlierwise scrolls (P h ilo s . tran s. 

L o n d o n  154, 1864).
4) A third memoir on skew surfaces otlierwise scrolls (P h ilo s . tra n s . L on d on  

159, 1869).
5) Ce resultat, communiąue a C a y l e y  par une lettre de C r e m o n a  du 20 noyembre 1868, 

est cite dans une Addition au memoire dont le titre se trouve dans la note precedente.
6) K. R o h n , Die verschiedenen Arten der Regelflachen 4. Ordnung (M athem . 

Ann. 28, 1887).



160 G in o  L o r ia .

autre bitangente au cercie imaginaire a 1’infmi, paryint a ces demonstrations 
d’une maniere qui eut la complete approbation de L a GtOURNERIE x).

Une annee auparavant il s’etait deja occupe avec succes [58] de la 
plus rem arąuable parmi les surfaces du 4e degre non reglees, c’est-a-dire de la 
surface (,,romaine“) de S t e in e r . On sait que K u m m e r  fit en juillet 1863 une 
communication a 1’academie des sciences de Berlin, ou cette surface apparait 
comme le dernier element de la serie de surfaces du 4e ordre dont chacune 
renferme oo1 sections coniques; on sait encore que W e ie r s t r a s s  se hata de 
declarer que cette surface avait ete decouyerte auparayant par S t e in e r  pen
dant son yoyage a Rome en 1844, et S c h r o t e r  demontra bientót les pro- 
positions relatiyes decouvertes par S t e in e r  et publiees par W e ie r s t r a s s . 

Or trois mois apres, Cr e m o n a  ecriyit sur le meme sujet un m em oire2) qui 
peut servir encore a present comme base a une exposition synthetique des 
proprietes de la surface dont il s’agit et qui contient aussi plusieurs belles 
proprietes de celle-ci qui ayaient echappees aux geometres cites ci-dessus. 
Mais la propriete dont elle jouit, de pouyoir etre representee uniyoquement 
sur le plan, en fournissant la methode la plus naturelle et la plus feconde 
pour 1’etudier a fond, fit negliger la methode purement geometrique employee 
par notre mathematicien; il est bon de rem arquer qu’il ne fut pas etranger 
(yoir [72]) a ce resultat, en fournissant dans cette occasion la plus belle 
preuye qu’il n ’etait pas un geometre exclusif et du vues etroites.

Nous finirons cette reyue des recbercbes que C r e m o n a  fit a Bologne 
sur des surfaces particulieres en disant quelques mots sur ses etudes 
relatiyes aux surfaces developpables du 5e degre [37]. La developpable 
circonscrite a deux surfaces du second ordre est en generał de la 4e classe 
et du 8 e ordre; mais son ordre s’abaisse a 6 , lorsque les deux surfaces ont 
entre elles un contact ordinaire en un point, et a 5, lorsque ce contact est 
stationnaire. L ’equation de la developpable a ete obtenue par Ca y l e y  en 
1850 dans tous les cas3); d’ailleurs Ch a s l e s  dans son trayail Proprietes 
des courbes a double courbure du 4e ordre provenant de Vintersection de 
deux surfaces du second ordre4) enonęa plusieurs theoremes sur la deve- 
loppable generale: or c’est precisement ce memoire qui decida C r e m o n a  

a s’occuper des plus particuliers de ces deux cas. La deyeloppable est 
alors correlatiye a son arret de rebroussement, et (d’apres une remarque 
de Ca y l e y ), elle possede un tetraedre A B  GD  remarquable, dont les faces 
A C D ,  B C D  et les aretes A D ,  B G  sont respectivement deux plans 
tangentes et deux generatrices. Si l ’on appelle conjuguees deux generatrices

1) Voyez la 2e ed. du Traite cle geometrie descriptive, 2« Partie (Paris 1880), p. 121 note.
2) C h a s l e s  en parle dans son Bapport p. 355.
3) On tlie developable surfaces which arise from tivo surfaces of tlie second order 

(C a m b rid g e  an d  D u b lin  m a th em . jo u rn . 5, 1850, p. 46—57).
4) C o m p tes r e n d u s  P a r is  54 , 1862, p. 317—324, 418—425.



Luigi Cremona et son ceuvre mathem atiąue. 161

de la deyeloppable situees dans le meme plan, conjugues leurs points de 
contact avec l ’arete de rebroussement et conjugues encore les plans 
correspondants de la deyeloppable, C re m o n a  fait la remarque tout-a-fait 
essentielle que deux figures formees par des elements conjugues se 
correspondent dans une bomologie harmonique dont C est le centre et 
A B D  le plan, et qui donnę l ’explication des nombreuses et belles
proprietes dont jouit la figurę en question. Par deux generatrices con-
juguees de cette deyeloppable passent deus surfaces du second ordre 
(associees) dont l ’une est inscrite dans la deyeloppable, tandis que l’autre
passe par son arete de rebroussement; deus quadriques associes quel-
conques ont une conique commune (dont le plan passe par la droite B G )  
et sont inscrites dans le meme cóne du second ordre (dont le sommet se 
trouye sur la droite AT))- le lieu de toutes ces coniques est une surface 
du 3e ordre et de la 4® classe, tandis que 1’enyeloppe de tous ces cónes 
est une surface (de S t e i n e r )  de 4e ordre et de 3e classe; etc. Toutes 
ces elegantes propositions ne furent qu’enoncees par C re m o n a ; les demon- 
strations en furent bientót donnees par deus geometres qui etaient alors 
au debut de leur carriere scientifique: N. S a l v a t o r e - D i n o ’) et E. d ’O v id io 2) 
le premier en employant 1’analyse et l’autre en generalisant les procedes 
logiques utilises par C re m o n a  dans une autre occasion (yoir [28]). II est 
bon d’ajouter que des recberches accomplies par S c h w a r z  en juin 1864 3) 
ont prouye que la surface etudiee par C re m o n a , au point de vue projectif, 
est la plus generale deyeloppable du 5e ordre.

10. Recherches de Cremona sur la theorie generale des surfaces 
algebriąues et particulierement sur celle du 3e ordre.

Le monde, qui regulierement exige d’autant plus qu’il a reęu 
demandait que 1’auteur de YIntroduzione ad una teoria geometrica delle 
curve piane ecriyit un ouyrage analogue sur la theorie des surfaces 
algebriques; les travaux que nous ayons analyses dans les deus paragrapbes 
precedents le m ontraient admirablement prepare pour satisfaire les vceux 
de ses collegues; mais pour le decider a entreprendre cet ouyrage, il fallait 
une occasion qui, beureusement, ne se fit pas attendre longtemps.

L ’academie de Berlin, dans sa seance du 7 juillet 1864, proposa 
comme sujet de concours pour le prix S t e i n e r  de 1’annee 1866, de 
demontrer et de completer les propositions enoncees par le grand geometre

1) Sulla sviluppaUle di 5» ordine (Giorn. d i  m a t e m .  8, 1865).
2) Dmostrazione di alcuni teoremi sulla superfi.de sviluppabile di 5° ordine 

enunciati dal prof. C remona (Giorn.  di  m a te m .  3, 1865).
3) De superficiebus inplanurn explicabilibusprimorum septem ordinum ( Journ.  fiir 

M a th em .  64, 1865, p. 1—16).
Bibliotheca Mathematica. III. Folgę. V. 11
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suisse dans son  celebre m em oire  Uber die Flachen dritten G rades1). 
Ceem o n a  se se n tit  a tt ire  a s’a lig n e r p a rm i les co n cu rren ts ; m ais au  lieu  
de ch e rch e r s im p lem en t a d em o n tre r  les tb eo rem es de St e in e e , su iv an t le  
m em e o rd re  d ’idees que celu i-ci a v a it ad o p te , il  p re fe ra  les fa ire  decou ler 
com m e des cas p a r tic u lie rs  de ceux  qu i fo rm en t la  th eo rie  genera le  des sur- 
faces a lg eb riq u es, co m p tan t q u ’a in si il  a u ra it p u  aussi ob ten ir d ’u n e  m an iere  
un ifo rm e les au tres  p ro p o sitio n s  su r les m em es su rfaces q u ’avaien t decouvertes 
a u p a ra y a n t Ca y ley , S alm on , S y l v e s t e r , S c h l a f l i, Geassm ann , A u g u st , 
B e io s c h i e t Cl e b s c h . L e Memoire de geometrie pure sur les surfaces du 
troisieme ordre, q u ’il p re se n ta  a v an t le  l er m ars 1866  a ce concours e t 
que  1’academ ie de B e rlin  ju g e a  d igne  (com m e celu i p re sen te  p a r R. Stu em ) 
du  p rix , es t red ig e  p rec isem en t su r  ce p lan . „S ie  g r iin d e t nam lich  (d it le 
ra p p o r te u r  K u m m er) die T h eo rie  d er k u b isc h e n  F la c h e n  a u f  eine voraus- 
g esch ick te  au sfiih rlich e  U n te rsu c h u n g  iiber die a llgem einen  E ig en sch a ften  
der F lach en  a lle r G rade. D ie STEiNEfischen S atze e rg eb en  sich  a u f  diesem  
W ege sam tlich  ais spezielle  F a lle  allgemeiner Theoreme u n d  es t r i t t  eben 
desw egen  die w ah re  B ed eu tu n g  derse lben  u m  so k la re r  h e rv o r. A u c h  h a t  
s ich  der Y erfasser n ic h t  d a ra u f  b e sc h ra n k t, d ie von  St e in e e  u n d  an d eren  
G eom etern  au fg es te llten  S atze iiber die F la c h e n  d r it te n  G rades zu  b eg riin d en , 
so n d ern  h a t  m eh rere  w ertvo lle  h in zu g efiig t, d ie e r se lb s t g efu n d en  h a t.“ 2) 

Or ces ch a p itre s  d ’in tro d u c tio n  du  Memoire de Cr em o n a  fu re n t le  
g erm e e t le  n o y au  des Prelim inari di una teoria geometrica delle superficie 
[74], qu i, tra d u its  en a llem an d  p a r  M. Cu e t z e  ayec le  d it  Memoire, et 
en rich is  de nom b reu ses  ad d itio n s  de 1’au teu r, fo rm en t enco re  a p re se n t le

1) Yoici l ’enonce complet de la ąuestion de concours: „In einer in den 
M o n a tsb er . der Akademie vom Jalire 1856, sowie dem 53. Band des CRELLEsehen 
Jo urn. yeroffentlichten Abhandlung bat S t e in e r  eine Reibe von Fundamentaleigen- 
scłiaften der Flachen dritten Grades m itgeteilt, und dadurch den Grund zu einer 
reingeometrischen Theorie derselben gelegt. Die Akademie wiinscht, daB diese aus- 
gezeichnete Arbeit des groBen Geometers nach synthetischer Methode weiter ausgefiihrt 
und in einigen wesentlichen Punkten vervollstandigt werde. Dazu wiirde es zunachst 
notwendig sein, zuerst die grofitenteils nur angedeuteten oder gar fehlenden Beweise 
der aufgestellten Hauptsatze zu geben; dann aber mufite die Untersuchung auch auf 
die von S t e in e r  nicht beriicksichtigten Falle, in denen die zur geometrischen Kon
struktion der in Rede stehenden Flachen dienenden Elemente zum Teil imaginar sind, 
ausgedehnt werden. AuBerdem ist eine genaue Charakterisierung der verschiedenen 
Gattungen von Raumkurven, in welchen solche Flachen sich schneiden konnen, zwar 
nicht unumganglich erforderlich, wiirde aber von der Akademie ais eine wichtige Er- 
ganzung der SiEiNERSchen Theorie betrachtet werden".

2) M o n a t s b e r ic h t e  d er A kad . d .W is s .  zu B e r l in ,  Sitzung 5. Juli 1866. 
Yoir aussi l ’avant-propos de B o r c h a r d t  au t. 68 de son J o u rn a l. Ajoutons ici que 
le prix S t e in e r  fut donnę integralement a C r e m o n a  le 2 juillet 1874 „ais Anerkennung 
fiir seine ausgezeichneten geometrischen Arbeiten1.
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meilleur livre de texte pour l ’etude geometrique des surfaces algebriques: 
cette traductionx) nous apparait en consequence comme une edition definitiye 
des Preliminari, et merite ainsi d’etre choisie par nous comme base de 
la courte analyse que nous allons en faire.

Les Grundzuge comprennent trois parties dm sees respectivement, en 
h u i t ,  d ix  et s e p t  cbapitres. Comme dans 1’Introduzione, 1’auteur y etudie 
exclusivement les proprietes projectiyes des figures considerees; les raisonne- 
ments sont exposes sous formę geometrique, mais au fond de toute la 
theorie il 11’est pas difficile d’aperceToir des considerations algebriques, 
qu’on reconnait particulierement dans les frequentes (et tres ingeuieuses) 
applications du principe de la conservation du nombre.

Dans la l e partie, apres avoir etendu aux cónes les theoremes sur les 
courbes planes, CREMONA s’occupe de courbes a double courbure pour 
paryenir aux celebres formules de Ca y ley . II passe ensuite a l ’expose des 
propositions essentielles de la theorie des surfaces 2) et, apres les avoir appli- 
quees aux quadriques, il traite des systemes lineaires de surfaces algebriques; 
puis, faisant des applications on ne peut plus heureuses de 1’induction com- 
plete, il offre des exemples extremement instructifs d’un procede que les 
adeptes de la geometrie a n dimensions ont utilise, en le generalisant. II n ’est 
non plus permis d’oublier le splendide chapitre qui traite des surfaces reglees, 
car il contient cette methode stereometrique pour etablir le theoreme de 
R iem a n n  sur la conservation du genre d’une courbe par transformations 
rationnelles qui a provoque et excite toujours une admiration enthousiaste1).

La 2e partie des Grundzuge s’ouvre par une exposition de la theorie 
des surfaces polaires des points de 1’espace par rapport a une surface 
algebrique, a laquelle, dans ces derniers trente ans, on n ’a su faire aucun 
changement substantiel; en introduisant 1’hypothese que la surface fonda- 
mentale soit deyeloppable, Crem o n a , profitant de conseils que lui avaient

1) Grundzuge der allgemeinen Theorie der Oberflaćhen in  synthetischer Behandlung. 
Aus dem Italienisćhen, unter Mitwirlcung des Verfassers ins Deutsche ubertragen von 
M. C urtze. Berlin 1870.

2) Une addition a cet expose se trouve dans le theoreme suivant: „Si deux 
surfaces ont en commun le point P , qui soit r i-p le  pour l ’une d’elles et r2-ple 
pour l ’autre, la courbe ou elles se coupent aura en P  la multiplicite r\ r% et ce point

produira dans le genre de P  une diminution de r \ i'z {r\ +  r% — 2)unites“. II a ete

enonce par C k e m o n a  et prouye par N. S a l v a t o r e - D in o  dans sa note Sul genere delle 
curve gobbe (R end. d e l l ’ acc. d. sc. di N a p o l i  18, 1875, p. 138—136).

3) M. F .  L in d e m a n n  l ’a reproduite dans son edition des Vorlesungen uber Geometrie 
von A . C l e b s c u  (Leipzig 1876), p. 683; on sait que le raisonnement de C re m o n a , 

convenablement presente, conduit a une formule plus generale; voir W e i s s ,  TJber einen 
Beweis der ZKUTUExschen Verallgemeinerung des Satzes der Erhaltung des Geschlećhtes 
(M athem . A nn. 29, 1887).

11*
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donnes Ca y l e y  *) et Z e u t h e n , parvint a  projeter une lumiere nouyelle su r  
ces importantes formes geometriąues. II s’occupe ensuite des sy s tem e s  
lineaires de surfaces algebriques et des figures qu’ils engendrent; q u e lq u e s -  
unes des propositions qu’il expose etaient connues auparavant, e t  quelques 
autres sont des generalisations assez naturelles de tlieoremes c o n n u s ;  mais 
tout ce qu’on lit dans le chapitre intitule C o m p le x e s  s y m e t r i q u e s  porte 
la marque d’une originalite si indiscutable qu’on peut dire de notre geometre 
qu’il l ’a atteinte en d’autres occasions, mais ne la s u rp a s s a  jamais. Les 
proprietes des surfaces Hessienne et Steinerienne (denominations introduites 
par Cr e m o n a  dans la science) en sont de simples corollaires; mais notre
geometre les expose tout au long, car avec raison il les considere comme
les bases de toute theorie des surfaces algebriques.

En particularisant ces propositions, Cr e m o n a , dans la 3e partie des 
Grundsuge, arriYe a la conclusion que, pour cłiaque surface du 3e ordre, 
il en existe une du 4® , douee de dix points doubles et d’un egal nombre 
de droites, ou se superposent 1’Hessienne et la Steinerienne; en etudiant 
aYec soin cette surface, il parvient au pentaedre de S y l v e s t e r , tandis 
qu’en appliquant d’autres tlieoremes generaux, il arrive aux 27 droites et 
aux 45 plans tritangents et aux proprietes de la configuration que forment 
ces elements. — Un geometre tel que C r e m o n a  devait prendre un interet 
particulier aux differents procedes de generation d’une surface du 3e ordre, 
et en effet il fit connaitre les plus rem arquables et les plus utiles; mais 
sur l ’un d’eux (generation de GrRASSMANN par trois gerbes projectives de 
plans) il s’arreta assez longtemps, car il conduit a une representation d’une
surface cubique sur le plan, dont ont peut tirer toute la geometrie sur
cette surface: C r e m o n a  faisait ainsi les premiers pas sur une route qui 
devait le conduire plus tard a des pays inconnus avant lui (Yoir § 12). 
E t pour epuiser le programme tracę par 1’academie de Berlin, il ciot son 
m agistral travail en traitan t un ordre de questions dont il ne s’etait presque 
pas occupe auparaYant; il s’agit de la classification des surfaces du 3e ordre 
reelles et generales (c’est-a-dire qu’on peut representer analytiquem ent par 
des equations a coefficients reels); en s’appuyant sur une des generations 
connues, il arrive a la division de ces surfaces en c in q  grandes classes 
que S c h l a f l i2) avait deja trouvees a l ’aide du calcu l3).

1) Comp. Collected mathematical papers t. 8, p. 76 et 87.
2) On the distribution of surfaces of the third order into species (P h ilo s . tr a n s .  

L o n d o n  158, 1863).
3) Dans son memoire couronne et dans les Preliminari C k e m o n a  ne considera 

que des surfaces du 3e ordre tout-a-fait ge nerales. Mais dans une autre occasion [90] 
il cita des cas particuliers qu’on obtient en supposant qu’un ou plusieurs des 45 
triangles formes par des droites de la surface se reduisent a un point. Or on sait
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Crem ona  s’occupa encore de surfaces du 3e ordre apres la publication 
de son memoire couronne, ainsi que nous allons yoir. En 1870 ramene a 
cette etude par sa collaboration a la traduction allemande des Preliminari 
et probablement attire par les nouveaux points de vue signales par Ca m ille  
J ordan  en appliąuant la tbeorie des substitutions -1), il cbercba un pendant 
geometrique complet aux resultats de l’eminent geometre franęais, et il 
parvint ainsi [85] a un groupe extremement interessant de proprietes de 
la configuration formee par les droites d’une surface generale du 3e ordre2). 
Pour etablir leur yaleur, il suffira de dire que de ces recbercbes il conclut:

1) la possibilite de repartir ces droites dans les 18 plans d’une des 
40 ternes de triedres conjugues;

2) la notion d ’e n n e a e d re , groupe de 9 plans tritangents contenant 
toutes les droites de la surface;

3) la necessite de distinguer deux especes d’enneaedres et la deter- 
mination des nombres (40 et 160) des enneaedres de cbaque espece;

4) la decouyerte des 40 quatemes d’bexaedres.
II est bon d’ajouter qu’ayec ces recbercbes Crem o n a  a tracę les 

premieres lignes d’une belle tbeorie, dont nous sommes redeyables a un de 
ses eleyes les plus distingues, M. E. B e r t i n i3).

A M. Y e r o n e s e  reyient le merite d’ayoir, par ses recbercbes sur Yhexa- 
grammum mysticum , pousse Crem o n a , sept ans apres, a s’occuper de surfaces 
cubiques (yoir [106]; comp. [105]); le resultat auquel il paryint couronne 
bien dignement trois lustres de travail fecond! Le but que notre geometre 
ge proposa etait de decouvir une yoie pour arriver, en traversant 1’espace 
ordinaire, aus tbeoremes decouyerts directement par V e r o n e s e , et il la 
trouya dans la consideration d’une surface du 3® ordre douee d’un point 
double et des droites qu’elle renferme4). Mais il dut reconnaitre bientót 
que si cette consideration est yraiment indispensable lorsqu’il s’agit d’etablir 
par la geometrie de 1’espace les proprietes de l ’bexagramme de P ascal , 
les tbeoremes etablis en sont tout a fait independants, car ils ne presup-

que le cas ou cette circonstance se presente le plus grand nombre de fois, a e t e  

decouvert peu apres par C l e b s c h  (voir § 16 du memoire ITber die Anwendung der 
ąuadratischen Substitution etc .; M atb em . Ann. 4 , 1871), tandis que E c k a e d t  a traite 
plus tard methodiąuement les autres cas (Uber diejenigen Flaclien dritten Grades etc .; 
M ath ein . Ann. 10 , 1876).

1) Yoir le grand Traite des substitutions et des eąuations algebriąues (Paris 1870).
2 ) J o b d a n  le cite (C om p tes r e n d u s  P a r is ,  seance du 14 feyrier 1 8 7 0 ) .

3) Contribuzione alla teoria delle 27 rette e dei 45 p iani tritangenti d’una superficie 
di 3° ordine (A n n a li d i m atem . 122 , 1884, p. 301—346).

4) Cette metbode semble assez naturelle pour expliquer qu’elle ait e t e  retrouvee 
apres; voir R i c h m o n d , A  symmetrical system o f eąuations etc. (Quart. journ. o f  
m atb em . 23 , 1888).



1 6 6 G in o  L o r ia .

p o s e n t q u e  l ’e x is te n c e  d’un systeme de 15 plans et de 15 d ro i te s ;  o r  ces 
p la n s  fo rm e n t 6  p e n ta e d re s  et 2 0  triedres, par couples c o n ju g u e s , d orL* 
le s  so m m e ts  se trouyent par ąuaternes sur 15 droites; ces s o m m e t s  et 
ces d ro ite s  composent un hexaedre qui represente le noyau d e  t o u t e  la figurę 
e t  d o n t les faces sont coordonnees a ces pentaedres. C r e m o n a  a jo u ta  la 
r e m a rą u e  im portante que cette figurę se presente c h a q u e  fo is  qu on a 
15 d ro ite s  situees en 15 plans; par consequence elle se p re s e n te  36 fois 
dans to u te  surface cubique generale; d’ou il conclut l ’e x is te n c e  de 36 
h e x a e d re s  d a n s  chaque surface du 3e ordre (yoir aussi [107]); ces hexaedres 
appartiennent a une serie infinie deja consideree par M. R e y e 1), mais 
ils n ’avaient pas ete signales auparayant. Parm i les consequences qu on 
peut en tirer remarquons seulement cette belle construction du pentaedre 
d’une surface du 3e o rd re : „considerons deux hexaedres quelconques et les 
deux deyeloppables de la 3e classe (et du 4e ordre) determines par leurs 
faces; ils ont cinq plans tangents communs, qui form ent precisement le 
pentaedre de S y ł y e s t e r  de la surface".

11. Cremona professeur de geometrie descriptiye et de geometrie
analytiąue.

A  partir de 1861 et pendant six annees, Cr em o n a  occupa aussi dans 
1’uniyersite de Bologne (presque toujours comme charge de cours) la 
cbaire de geometrie descriptiye. Le plan, suivant lequel il dirigea ses 
leęons e s t2) celui entreyu deja par B e l l a  v it is 3) et que M. F ie d l e r  
a depuis deyeloppe completement; il consiste a introduire et appliquer 
largem ent dans l’etude de la geometrie descriptiye les idees fondamentales 
de la geometrie moderne. D ’ailleurs l ’examen atten tif du cours qu’il a 
fait pendant l ’annee scolaire 1864— 1 8 6 5 4) prouye qu’il pensait bien 
a raison qu’un cours de geometrie descriptiye theoriąue  devait comprendre 
toutes les metbodes de representation connues (methode de M o n g e , per- 
spectiye, projections cotes, axonom etrie); il ajoutait aussi la theorie des 
ombres, systeme que nous n ’approuyons pas tout-a-fait, en considerant 
qu’elle formę p lutót un chapitre de la geometrie descriptiye appliąuee. 
Pour la perspectiye, il faut rem arquer que; sous ce nom, notre geometre 
embrassait le corps de doctrine base sur l ’ouvrage celebre de B ro o k  
T a y lo r , qu’il rajeunit en y introduisant bon nombre d’idees de la 
geometrie moderne, et en en form ant ainsi un tou t qui ressemble absolument

1) Yoir le no 15 du memoire G e o m e tr isc h e r  B e ic e is  d e s  SrLV E s/E R Schen  S a t z e s  etc. 
(Journ. f iir  M ath em . 78, 1874).

2) Yoyez l ’avant-propos des E lem enti d i geometria pro je ttiva .
3) Lezioni di geometria descrittiva (Padova 1851).
4) M. B e r t i n i  qui suivait ce cours, en redigea un resume qu’il eut l'extreme 

cou rto isie  de m ettre  a m a disposition.
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a la methode de la projection centrale de M. F ie d l e r . Un petit travail 
pseudonyme [69] — qu’il ecriyit pendant qu’il etait a la campagne, chez 
son collegue M a g n i, le celebre oculiste — fournit une indiscutable preuve 
de ce que nous yenons de dire.

Par arrete royal du 18 janvier 1863, Cr e m o n a  fut nomme professeur 
de geometrie analytique et descriptiye a l ’universite de Bologne, mais 
bientót apres (arrete du 8 avril 1863) il reyenait a sa chaire de geometrie 
superieure, tout en continuant son enseignement de geometrie descriptiye. 
Ce court sejour dans une chaire de geometrie analytique nous fournit 
1’occasion de mentioimer quelques travaux sur cette matiere qui ne rentrent 
dans aucune autre categorie de notre cadre. Quelques - uns [42, 44] ne 
contiennent que 1’enonce de problemes ou theoremes relatifs aux appli- 
cations geometriques de la theorie des formes; leur yaleur est prouyee 
par cela qu’un geometre tel quel B a t t a g l in i ne dedaigna pas de les 
resoudre ou dem ontrer2) ; un autre [45] contient un calcul tres simple 
ayant pour but d’etablir une formule tout-a-fait elegante pour carrer un 
segment de section conique, que S y l v e s t e r  avait decouyerte et que 
S a l m o n  ayait communiquee a notre mathematicien par une lettre du 
23 novembre 1863; le calcul de Cr e m o n a  eut 1’honneur de prendre place 
dans le plus celebre traite modeme de geometrie analytique elementaire2).

Com m e ces p u b lica tio n s  c o rre sp o n d en t a p eu  p res  a l ’epoque oil 
C re m o n a  fu t p ro fesseu r de geom etrie  an a ly tiq u e , on p o u rra it  c ro ire  que 
son  in te re t p o u r  ce tte  b ran ch e  des m a th em atiq u es fu t ne  e t m o rt en 
lu i  ayec ce tte  occu p a tio n  officielle. R ien  de p lu s  fa u x ; on p e u t d ire  que 
ce t in te re t d u ra  to u te  sa  yie. P o u r  s’en  p e rsu ad er, le  le c te u r n ’a q u ’a se 
ra p p e le r  quels fu re n t les tra v a u x  q u ’il ec riy it des son a rrivee  a C rem one 
([3 ], [4], [5], [6 ], [7 ]) ; de ce tte  v ille  est aussi datee  une  n o te  [1 4 ] ay an t 
p o u r  b u t de tro u y e r  l ’e q u a tio n  hom ogene de la  sphere  c irco n sc rite  a u n  
te traed re , tan d is  q u ’a M ilan  il  ec riy a it u n  tra y a il p lu s  lo n g  [1 6 ] co n ten an t 
des d em o n stra tio n s  d ’une  ra re  elegance des th eo rem es donnes p a r  C h a s le s  
dans son  R esum e d ’une theorie des conigues spheriąues hom ofocales3) ; p lu s  
ta rd  [6 2 ] il se p ro p o sa  d’a p p liq u e r  les coordonnees cartesiennes a e ta b lir  
une fo rm u le  assez rem arq u ab le  de M an n h e im . D ans les p rem ie rs  jo u rs  
de sa residence a B o lo g n e  il  ec riy it —  en  dehors d’u n  tra y a il d o n t nous 
ayons deja p a r le  [21 ] e t d ’une  ana lyse  e log ieuse  du  p lu s  g ra n d  ouyrage  
d id ac tiq u e  de H e s s e  [31 ] —  u n  a u tre  [20 ] „co li’ un ico  scopo di a ttira re  
l ’a tten z io n e  di qu a lch e  benevo le  le tto re  su u n a  te o r ia  che p ro m e tte  di

1) G iorn . d i m atem . 1, 1863, p. 311—316, 370—378.
2) S a ł m o n - F i e d l e e , Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 6. Aufl. (Leipzig 

1903), p. 743.
3) C om p tes re n d u s  P a r is  50, 1860, p. 623—633.
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essere feconda quanto e quella de’ luoghi omofocali, di cui la prima pu0 
derivarsi mediante la trasformazione polare". Les premieres lignes de cette 
nouyelle theorie ont ete tracees par O. T e r q u e m x)7 mais c’est C h a s l e s  qui 
en fonrnit les elements les plus im portants2); elle a pour base la consi- 
deration des couples de droites coupant une conique suiyant quatre points 
d’un meme cercie, mais il faut reconnaitre qu’elle s’est montree bien moins 
importante qu’elle ne le paraissait a son debut. C r e m o n a  en donna une 
belle exposition elementaire; bornons-nous a signaler qu’on y trouve le 
systeme de coordonnees, pour les droites d’un plan, co rre la tif  a celui des 
coordonnees elliptiques ordinaires. Une addition qu’on trouye dans un autre 
trayail [61], prouye qu’il continua a s’occuper plus tard du meme sujet.

Mais de tous les memoires de geometrie analytique dus a C re m o n a , 
le plus original et le plus im portant est le dernier qu’il ecriyit a Bologne 
[73]; le lecteur reconnaitra que nous avons raison de penser ainsi en lisant 
l ’enonce des theoremes qu’il renferme, que yoici: „Soit 
F  (x ,y )  = y 2 (a x 2 +  2 b x -\-ć )  +  2 y ( a 'x 2 - f  2 b'x Ą- ć )  Ą- (a" x 2 +  2 b "x  +  c") 

=  x 2(a y 2 +  2 a'y  - f  a") +  2 x (b y 2 +  2 b 'y  -\-b”) +  (c y 2 - \ - 2 ć y  Ą- c"); 
X ( x )  et Y (y )  soient les discriminants de F  suiyant qu’on la considere 
comme fonction de ^  ou de X  et Y  sont deus formes biquadratiques 
ayant les memes in\Tariants“.

Cette proposition est aujourd’hui bien connue par des tra \raux de 
MM. C a p e l l i 3) et Z e u t h e n 4) ;  C re m o n a  declare qu’il ignore si quelqu’un l’a 
decouyerte avant lui et nous aussi n ’avons pu la trouver enoncee dans aucune 
publication anterieure a l ’an 1867; jusqu’a preuve contraire, nous la con- 
siderons en consequence comme un th e o r e m e  de C re m o n a . N otre auteur 
dit qu’on pourrait la prouver par un calcul directe des inyariants des formes 
X  (x )  et Y (y )-  mais il en developpe une demonstration si belle qu’il faut 
que nous en donnions ici une idee. Supposons, comme il est permis, 
c" —  0, F  (x, y) —  0 est alors l ’equation d’une quartique passant par 
1’origine des coordonnees et ayant des points doubles a 1’mfini des axes;
changeant x, y  respectivement en —, —, cette courbe se transform e enx y
une cubique passant par ces memes points a l ’infini, et les equations 

x | i j  =  0, Y |^ j  =  0 representent les quatraines des tangentes a cette 
nouyelle courbe paralleles aux axes; or on sait que ces quatraines sont 
projectives, donc etc.

1) Sur les lignes conjointes dans les coniąues (Journ. de m a th em . 3 , 1838).
2) Memoire sur les lignes conjointes dans les coniąues (Journ . de m a th e m . 3, 

1838, p. 385—434).
3) Sopra la corrispondenza (2,2) etc. (G iorn. d i m a tem . 17, 1879, p. 69).
4) Dćduction de differents theoremes geometriąues d’un seulprincipe (Proc. o f t h e  

L on d on  m ath em . soc. 10 , 1879, p. 196—204).
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12. Cremona a 1’institut technique superieur de Milan,

F. B r io s c i i i ,  qui depuis 1863 etait le clief de 1’institut technique 
superieur de Milan, pensa en 1867 qu’il etait necessaire d’introduire dans 
1’enseignement des fnturs ingenieurs ces methodes graphicjues que CULMANN 
avait imaginees et que, aide par T. R ey e , il repandait de sa chaire au 
Poły technicum de Zurich; et il lui sembla que personne en Italie ne 
conyenait mieux que C rem o n a  pour occuper cette place de bataille1); en 
consequence, sur sa proposition, par arrete ministeriel du 16 octobre 1867, 
celui-ci fut charge (co m a n d a to )  du cours de geometrie superieure a Milan 
(il ne reęut que le 9 novembre 1872 le titre de professeur ordinaire). 
Ainsi tinit une nouyelle periode de la yie de notre mathematicien, qui 
avait dure sept annees, et qui, du point de vue strictement mathematique, 
est sans doute la plus heureusement feconde de toute son existence.2)

Le changement de residence de Bologne a Milan exeręa une modifi- 
cation radicale sur la direction generale des idees et des recherches 
scientifiques de C rem o n a . D’un cóte, son sejour dans un institut ayant 
un but professionnel et 1’obligation ou il fut d’enseigner la statique 
graphique, le conduisirent a des recherches ayant tra it a des applications, 
dont il s’etait toujours tenu eloigne auparayant; d’ailleurs le contact 
ąuotidien ayec le grand analyste qu’etait son ancien maitre B r io s c h i ,  
1’entraina insensiblement a abandonner la geometrie du type de C h a s le s  et 
S t e i n e r ,  pour se tourner yers les methodes plus algebriques, qui ayaient 
alors C le b s c h  comme leur plus illustre et leur plus fecond protagoniste.

Pour se former une idee des concepts directeurs choisis par C re m o n a  en 
traęant le plan de son cours a l ’ecole polytechnique de Milan, on n ’a qu’a 
parcourir les lithographies qu’on en fit pour seryir aux etudiants pendant les 
annees 1867— 68 et 1868— 69 3). Ces deu^ redactions se trouvent en generał 
d’accord; chacune est diyisee en trois groupes de leęons, dont l ’un comprend la 
geometrie de position, le second le calcul graphiąue et le troisieme la statiąue 
graphiąue; mais, tandis que, pour les deux derniers, C u lm a n n  est toujours 
conseille comme liyre de texte, pour le premier S t a u d t  est indique une fois et 
Z e c h  une autre; enfin dans la redaction plus recente, les applications sont plus 
deyeloppees et nombreuses que dans la premiere.4) Or nous allons prouyer

1) „L lta lia  pud gloriarsi d’avere, per la prima, data ospitalita alle nuoye idee, 
e coli’ insegnamento e eon pubblicazioni originali ed illustratiye. In breye yolgere 
d’anni la geometria projettiva e la statica grafica diyennero tra noi materia di studio 
ordinario, ed oggi non yi ha piu alcun ingegnere, laureato dopo 1870, che non sia 
padrone de’ metodi grafici.“ Yoila comment s’exprimait notre mathematicien, en mars 
1888, dans la prśface a La s t a t i c a  g r a f ic a  (Parte I, Milano 1888) de M. S a v i o t t i .

2) Comparez en effet la listę a la fin de notre article.
3) C’est a l ’obligeance de M. J u n g  que je dois de les ayoir pu examiner chez moi.
4) Comme ce cours est souyent cite (yoir p. ex. J u n g , EncyTclop. der mathem. Wiss.,
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que pour cłiacune des trois parties du cours professe a Milan par CbeMO^A, 
il existe des traces visibles des empreintes personnelles qu’il J  a la issees .

E n  octobre 1874 le gouvernement italien imposa de n o u v eau x  pro 
grammes pour 1’enseignement des instituts techniques (O bere  R e a l s c b u l e n ) ,  

parmi les nouveautes introduites, remarquons celle (conseillee probablement 
par C re m o n a  lui-meme) de la theorie des sections coniques basee sur les notions 
de rapport anbarmonique et d’involution. Or pour cette nourelle brancłie 
d’instruction mathematique, il n ’existait alors en Italie aucun livre de texte; 
qui mieux que C re m o n a  aurait pu le rediger, mieux que lui qui depuis une

t. 4 i : 3 , p. 299, 314) et qu’il a servi de modele pour plusieurs des cours analogues 
faits en Italie, je crois utile de donner ici la table des matieres traitees, d apres la 
redaction la plus recente:

1. Geometrie de position.
1. Formes geometriąues fondamentales. 2. Systemes harmoniąues. 8. Formes 

projectives. 4. Involution. 5. Generation des coniąues. 6 . Iheorie des poles et des 
polaires. 7. Centre et diametres des coniąues. 8. Exercices et constructions.
9. Theoreme de D e s a r g u e s . Formes projectiyes dans les coniąues. 10. Exercices et 
constructions. 11. Problemes du 2<ł degre. 12. Foyers des coniąues. 13. Quelques 
autres problemes et constructions. 14. C6nes et surfaces du second ordre reglees.
15. Exercices. 16. Proprietes des formes geometriąues fondamentales de la 2e espece.
17. Affinite et similitude des figures planes. 18. Exercices. 19. Generation des 
surfaces du 2<1 ordre. 20. Poles et plans polaires par rapport a une surface du 2d ordre. 
21. Diametres, centre, axes. 22. Affinite, similitude, congruence et symetrie des figures 
solides. 23. Exercices.

2. Calcul graphigue.
1. Addition et soustraction des lignes droites. 2. Multiplication ou diyision d’une 

droite par un rapport. 3. Elevation a puissances et extraction de racines. 4. Multi
plication de droites entre elles. 5. Transformation des aires dont le contour est 
rectiligne. 6 . Tables grapbiąues. 7. Transformation des figures circulaires. 8. Trans
formation des figures curvilignes en generał. 9. Theorie du planimetre. 10. Cubature 
de masses regulieres. 11- Cubature de masses irregulieres. 12. Calculs graphiąues 
relatifs aux transports des terres.

3 . Static[ue graplii/jue.
1. Composition des forces appliąuees a un point. 2. Composition de forces placees 

arbitrairement dans un plan. 3. Correspondance projective entre le polygone des 
forces et le polygone funiculaire. 4. Exemples et cas particuliers. 5. Moments de 
forces dans un plan. 6. Couples. 7. Eąuilibre des forces d’un plan. 8. Composition 
des forces dans 1’espace. 9. Forces paralleles dans un plan. 10. Centres de gravite.
11. Moments d’inertie. 12. Ellipsoide central. 13. Ellipsoide d’inertie. 14. Systeme 
de forces paralleles dont les intensites sont proportionnelles aux distances des points 
d’applications d’un plan. 15. Ellipse d’inertie. 16. Systeme de forces paralleles, 
agissant sur une region piane, dont les intensites sont proportionnelles aux distances 
d’un axe neutre. 17. Construction de l ’ellipse centrale et du noyau d’une figurę 
piane. 18. Ellipse centrale et noyau profil d’un raił. 19. Ellipse centrale et noyau 
d’un fer a angle. 20. Distribution des forces interieures dans les sections d’une travure.
21. Application a une trayure metalliąue encadree a une de ses extremites.
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dizaine d’annees exposait de sa cbaire les nouyelles metbodes geometriques et 
par de nombreuses et brillantes applications prouvait qu’il en connaissait 
jusqu’au fond la naturę et l’art de les manier? Notre geometre sentit le 
devoir qu’il avait a remplir et s’y prepara. C’est ainsi que naąuirent les 
Elementi d i geometria projettiva [101], qui, quoique arretes au l er tom e1) 
furent vivement apprecies en Italie et a 1’etranger2), servirent longtemps 
cbez nous a 1’enseignement superieur et furent traduits dans les principales 
langues3); ils sont en consequence tellement connus qu’il est tout-a-fait 
inutile d’en faire ici une nouyelle analyse et d’en decrire completement le plan; 
nous nous bomerons donc a quelques simples remarques. Relativement au 
nom employe par C re m o n a  pour designer la brancbe de matbematique qu’il 
traite, il faut noter qu’il a ecarte ceux de geometrie superieure et de geometrie 
moderne, alors en usage, car ils exprimaient des idees trop relatiyes et passa- 
geres, et aussi ceux de geometrie de position  et de geometrie derivee, dont le 
premier semblait exclure la consideration des relations metriques et le second 
etait d’une signification trop large; alors, pour embrasser 1’ensemble des 
theories ayant comme germe le Traite des proprietes projectives des figures, 
il emprunta a K l e i n  le nom de Geometrie projective4), en le prenant toutefois 
dans un sens tres different: cette decision obtint 1’approbation generale. 
Relativement a la metbode nous observerons que C re m o n a , tout en s’ecartent 
de la route frayee par S t a u d t ,  qui exclut completement la consideration de 
rapport anbarmonique, fit de cette notion un usage un peu plus restreint de 
ce qu’en ayaient fait M obius, S t e i n e r  et C h a s le s ;  il ne suiyit non plus 
S t a u d t  dans la theorie des imaginaires, car il exclut cette tbeorie, en preferant 
de remarquer pour cbaque probleme du second degre qu’il peut avoir 2, l  ou 0 
solutions. Ajoutons que c’est depuis la publication des Elementi di geometria 
projettiva qu’on a rigoureusement suivi le systeme de designer les points par 
les lettres grandes A , B , C, , les droites par les lettres petites a ,b , c, . .  . . 
et les plans par a, /?, y , . . . Les partisans de la fusion de la planimetrie 
avec la stereometrie y rem arqueront avec plaisir la suivante declaration: „Le 
considerazioni stereometricbe suggeriscono bene spesso il modo di rendere 
facile ed intuitiyo ció cbe in geometria piana sarebbe complicato e di

1) Le 2<ł tome etait deja commence lorsque survinrent des cłiangements radicaux 
dans 1’organisation des instituts techniąuos; Cebmona interrompait alors un trayail 
ingrat, dont il ne yoyait plus le but.

2) Yoyez les analyses qu’en firent M. Z e u t h e n  (B u lle t . d. sc. m a th em . 5, 1873, 
p. 10—15) et B e k t in i  (P eriod , d i s c ie n z e  m at. e nat. p er  l ’in s e g n a m e n to  
s e c o n d a r io ,  1 , 1873, p. 26—27); quelques inesactitudes signalees par le premier 
ont etó corrigees par l ’auteur meme (voir vol. dernierement cite p. 56—58).

3) Elements de geometrie projectiue, trad. par D e w u l f  (Paris 1875); Elemente der 
'projectwischen Geometrie; deutsch yon T r a u t v e t t e r  (Stuttgart 1882); Elements of pro- 
jective geometry;  translated by C. L e u d e s d o r f  (2i  ed., Oxford 1894).

4) M athem . Ann. 4, 1871, p. 573.
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malageyole dimostrazione", et tout le monde accordera une grandę adm iration  
a 1’eminent geometre qui sut tirer la moelle des ouvrages de ses p red ecesseu rs  
pour en former un tout homogene, ayant une physionomie b ien  nette.

Les belles qualites, si repandues dans les Elementi d i geometria 
projettiva, se retrouyent dans un petit ouyrage, que C r e m o n a  p u b l i a  peu 
apres [102], et que, si j ’osais basarder une hypothese, j e  considererais 
comme ayant avec le precedent une relation identique a c e l l e  q u e  l a  Geometrie 
der Lage de S t a u d t  aurait eue ayec la Geometrie des Maasses qu’il ayait 
projetee. En effet dans les Elementi di calcolo grafico se trouvent 
recueillies et coordonnees toutes les notions et les propositions qui rendent 
possible le remplacement d’un calcul arithmetique par un diagramme 
conyenablement choisi. Ils commencent par une exposition complete du 
principe des signes pour les segments rectilignes, les angles et les 
yolumes, puis on y trouye les methodes graphiques pour effectuer exacte- 
ment toutes les operations arithmetiques et pour resoudre, avec telle 
approximation que l ’on youdra, toute equation algebrique. La question 
traitee ensuite a un interet theorique et pratique; elle a occupe aussi les 
anciens geometres, qui tracerent les premieres lignes de sa solution; c’est le 
probleme de la t r a n s f o r m a t io n  des a ir e s ;  probleme qu’on peut resoudre 
exactement lorsque le contour est rectiligne et par approxim ation dans 
les autres cas. La derniere des questions resolues par C re m o n a  se trouve 
sur la limite entre la geometrie et la mecanique; c’est la determination 
graphique des centres de grayite; son importance est telle que C re m o n a  
y a consacre avec raison plusieurs deyeloppements. Les traductions qui 
meme recem m ent')  honorerent les Elementi di calcolo grafico prouyent que, 
aujourd’hui encore, on les considere comme la meilleure introduction aux 
methodes de C u lm a n n .

Le troisieme des trayaux de C re m o n a  lies a son enseignement au 
polytechnicum de Milan est encore plus original que les deux autres; 
il a pour objet la theorie des figures reciproques qu’on rencontre dans 
le statique graphique. Publie d’abord ( l er juin 1872) a 1’occasion des noces 
de la filie de B r io s c h i ,  il fut bientót reimprime et sept ans apres une 
nouyelle edition fut jugee necessaire et parut en effet2) par les soins de 
M. J u n g  [99]. Pour comprendre et mesurer la yaleur de l ’innovation 
introduite par notre geometre dans la dite theorie, il est necessaire de se 
rappeler que C l e r k  M a k w e l l  ayait obserye le premier que le polygone 
des forces et le polygone funiculaire (qui sont deux figures correlatiyes)

1) Elemente des graphischen Kalkitls; deutsch von M. C o r t z e  (Leipzig 1876). 
Graphical statics. Tuoo treatises on the graphical caleulus and reciprocal figures in 
graphical statics; translated by H. B e a r e  (Oxford 1890).

2) II a aussi ete traduit en anglais (yoir ei-dessus) et en franęais.
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peuTent etre consideres comme les projections orthogonales de deux 
polyedres qui, apres rotation de Vun d’eux de 90° autour d’un axe con- 
venablement choisi, sont polaires reciproques par rapport a un paraboloide 
de revolution. Or C re m o n a  decouvrit que ces deux polygones peuvent 
aussi etre consideres comme les projections orthogonales de deux polyedres 
qui, dans leur position, se correspondent par rapport a un complexe 
lineaire. „W enn es daher (dit un juge competent) x) auch nicht so wichtig 
ist, ob bei der Herstellung des reciproken Krafteplanes das Rotations- 
paraboloid oder das Nuli system zu Grunde gelegt wird, so ist doch immer- 
hin durch die Einfiihrung des Nullsystems und die Yermeidung der 
Drehung des Krafteplanes in theoretischer Richtung eine Abrundung er- 
zielt." C re m o n a  est donc justement considere comme un des „Begriinder 
der Fachwerktheorie“ 2). E t les adeptes de la geometrie de la droite dans 
1’espace lui sont reconnaissants, car, apres leur aroir appris une elegante 
representation des droites sur un certain systeme formę par co 4 coniques 
d’un p lan 3) [100], par une application pratique inattendue et importante, 
il documenta la valeur d’une branche de geometrie qui poussait alors 
ses premieres fleurs.

13. Travaux de Cremona sur les courbes au point de vue du genre.
L ’action didactique de CREMONA a 1’institut technique superieur de 

Milan ne resta pas entre les bornes indiques dans le paragraphe precedent; 
car a cette epoque 1’etablissement dirige par B r io s c h i  comptait une ecole 
normale destinee a former des professeurs pour les instituts techniques4), 
et C re m o n a  fut charge d’y faire des leęons et des conferences de 
mathematiques superieures. Parm i ceux qui eurent le bonheur de les 
ecouter, notons A. A r m e n a n te ,  G. A s c o l i ,  E. B e r t i n i ,  G. J u n g , M. 
M isa n i et Em. W e y r .  Les plus celebres de ces leęons furent celles que 
C re m o n a  fit durant l ’annee scolaire 1868— 69, conjointement a B r io s c h i  
et C a s o r a t i ,  sur la theorie des fonctions elliptiques et abeliennes. 
Du resume qu’on en a pub lie5), il resulte que, tandis que B r io s c h i  
s’etait inspire de J a c o b i  et C a s o r a t i  de R iem an n , C re m o n a  prit pour 
sruide la Theorie der A/jELSchen Functionen de C le b s c h  et G o rd a n .

1 ) H e n n e b e k g ,  Encylclopadie der mathem. Wissenschaften 4 ,  p .  3 6 3 .

2 ) H e n n e b e r g ,  article cite p. 3 6 6 ;  y o y e z  aussi H auok, Uber die reciproken Figuren 
der graphischen Statilc (Journ. fiir  M ath em . 100, p. 3 6 6 ) .

3 ) Ce sont les coniques circonscrites aux triangles circonecrits a une coniąue fixe.
4) Yoir l ’art. 16 de l ’arrete royal du 6 mars 1863, par leąuel fut fonde le poly- 

technicum de Milan.
5) A. Arm enante e G. Jdng, Belańone sopra tre corsi paralleli dei professori 

B rioschi, Cremona e Casorati sutta teoria delle funzioni ellittićhe e abeliane. G iorn. 
d i m atem . 7, 1869, p. 224—234.
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D ans la  l®re p a r t i e  de son con rs il ex posa , su iv an t la  m ethode q u i l  
ava it deja adop tee  dans son Introduzione , les th eo rem es fo n d am en tau z  
su r les courbes p lanes a lg e b r iq u e s ; dans la  2e, il  fit co n n a itre  les tro is  
p rem ieres sections de ce tte  Theorie, en lu i d o n n a n t u n  asp ec t u n  p eu  
p lus g e o m e trią u e ; e t dans la  3 e, p o u r  p ro u y e r 1’im p o rtan ce  b o rs  lig n e  
du theo rem e d’ABEL, il exposa les m ag n ifiąu es  rech e rch es que  C le b s c h  
aya it reun ies dans ses celebres m em oires des tom es 64  et 65 du  J o u r n a l  
f i i r  M a t b e m a t i k .  S i n o u s n e  n o u s tro m p o n s  pas, c ’est la  2 e p a rtie  
qu i offre u n  p lu s  g ra n d  in te re t de n o u y e a u te ; elle fo u rn it  a C re m o n a  
le  su je t d ’u n  m em oire  e te n d u  [86], ou, a l ’aide de co n sid e ra tio n s geom e- 
tr iąu es , il a rriy a , p a r  une  yoie  d ifferen te  de celle de C lebSCH  e t GoRDAN, 
a la  red u c tio n  des in teg ra le s  abeliennes a le u rs  tro is  fo rm es ty p iq u es , et 
au  tbeo rem e d ’ABEL.

U ne o rig in a lite  encore p lu s  - g ra n d ę  ca rac te rise  deux  au tre s  trau y au x , 
ay an t aussi le u r  o rig in e  dans ce cou rs, e t d o n t n o u s  devons d ire  quel- 
ques m ots.

L es coordonnees des p o in ts  d ’u n e  co u rb e  h y p e re llip tiq u e  du  g en re  p , 
p eu v en t s’ex p rim er ra tio n n e lle m e n t a l ’a ide d’u n  p a ra m e tre  A e t de la  
rac in e  ca rree  d ’une  fo n c tio n  en tie re  Q (/i) du  deg re  2p  +  2. C le b s c h  
e t G o k d a n , dans le u r  o u y rag e  c ite , a p p re n n e n t. a re d u ire  les  courbes 
h y p e re llip tiq u es  des gen res p  =  \  o u  2 a leu rs  fo rm es ty p iq u e s ; o r C rem o n a , 
g en e ra lisan t le  p rocede  an a ly tiq u e  ad o p te  p a r  ces au teu rs , e t en  em p lo y an t 
u n e  tra n sfo rm a tio n  de J o n q u ie r e s  convenab le , p ro u y a -1) [8 2 ] que, q u e l que 
so it le  gen re  p ,  u n e  co u rb e  h y p e re llip tiq u e  d u  g en re  p  p e u t se tra n sfo rm e r 
en une  cou rbe  de l ’o rd re  p  +  2 a u n  seu l p o in t s in g u lie r  p  - p le  iii, 
jo u is sa n t de ces deux  p ro p r ie te s :  1) ch aq u e  ta n g e n te  a la  co u rb e  au 
p o in t M  coupe c e lle -c i en  p  +  2 p o in ts  co in c id en ts  en  il1- 2) on 
p e u t m ener de iii"  a  la  co u rb e  p  -\- 2 d ro ite s  ta n g e n te s  a il le u rs , leu rs 
p o in ts  de c o n ta c t se tro u v a n t su r une  d ro ite  m. L a  co u rb e  tran sfo rm ee  
est b o m o lo g ico -b a rm o n iq u e  p a r  r a p p o r t  au  cen tre  i i i  e t a l ’axe ni; elle a 
8p  p o in ts  d ’in flex ion  e t 8 p  (p  —  1) ta n g e n te s  doub les. —  R em arq u o n s 
q u ’a la  classe des cou rbes h y p e re llip tiq u e s  a p p a rtie n n e n t les q u a rtiq u es  
douees d’u n  p o in t  d o u b le ; C re m o n a  s’en occupa occasio n n e llem en t [90] 
dans 1’h y p o th ese  q u ’elles fu ssen t b o m o lo g ico -b a rm o n iq u es , e t en d e te rm in a  
leu rs  con iques q u ad rita n g e n te s  et leu rs  tan g e n te s  d o u b les , en  s’a id a n t de 
consid era tio n s de geom etrie  de 1’espace, s ignalees a u p a ra y a n t p a r  M. G e i s e r 2).

D ans l ’av an t-p ro p o s de le u r  Theorie, que  n o u s ven o n s de c ite r 
p lu s ie u rs  fois, Cl e b sc h  e t Gord a n  o n t fa it a llu s io n  a la  q u e s tio n  de savo ir

1) Comp. C l e b s o h - L in d e m a n n , Vorlesungen iiber Geometrie, lB d . (Leipzig 1876), p. 720.
2) Uber die Doppeltangenten einer ebenen Kurve vierten Grades (M athem . A n n  1

1869, p. 509).
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si le nombre des modules d’une courbe da genre p  est 3p  — 3, comme 
avait dit R iem an n  dans le § 12 de sa Theorie der Aiw.ischen Functionen, 
ou bien 4p — 6, comme croyait C a y le y  x) ; cette question est depuis 
longtemps resolue, car C a y le y  non seulement a reconnu son erreur, mais 
il e n 'a  decouvert la cause 2). Toutefois, anterieurement a cet evenement, 
C rem o n a , en collaboration avec C a s o r a t i ,  se proposa [83] de chercher 
quelques raisons en faveur de l ’une ou de l ’autre de ces questions, et il 
se plaęa du cóte de la yerite, car il etablit, a l’aide de considerations 
directes, l ’exactitude de la formule de R ie m a n n  pour p  =  5 ou 63). Si 
l’on fait attention a l’epoque ou elle fut ecrite et aux procedes qui y 
sont employes, on yerra sans peine que cette note n ’est pas indigne de 
figurer parmi les travaux de notre geometre.

14, Transformations rationnelles de 1’espace; leur application 
a la representation piane des surfaces.

Les memoires de C rem o n a , que nous venons d’analyser, sont toutes 
des preuves du courant sympatbique d’idees existant alors entre lui et son 
ami C le b s c h  (comp. [96]); d’autres preuyes vont resulter de 1’analyse de 
ceux qui vont nous occuper maintenant.

Le 21 juillet 1866 C le b s c h  annonęait a C re m o n a  qu’il ayait decouvert 
„durcb Integration" que les lignes asymptotiques d’une surface de S t e i n e r  
sont des courbes gaucbes du 4e ordre et de la 2e espece4). La beaute 
de ce resultat fit naitre en notre mathematicien le desir d’y parvenir par 
une voie geometrique et des le 25 septembre de la meme annee il pouvait 
annoncer a son ami qu’il yenait d’atteindre son but. L ’artifice qu’il 
employait a cet effet consiste dans la representation de la surface sur un 
plan, representation qui resulte de la premiere communication de W e ie r -  
STRASS sur cette surface, mais que C le b s c h  (voir le memoire cite tout-a- 
1’heure) et C re m o n a  [72] ont les premiers (et independamment l’un de 
l’autre) deyeloppee et appliquee. Les lois de cette representation sont 
aujourd’hui si connues qu’il n ’est pas necessaire de les rappeler ici; mais 
les subtils raisonnements par lesquels C re m o n a  paryint a la represen
tation et a la naturę des lignes asymptotiques de la surface dont il 
s’agit, m eritent d’etre signales bonorablement. C re  m o n a  (non moins que

1) On the transformation of piane curves (Proc. o f  th e  L o n d o n  m ath em . 
soc. 1, 1865, p. 1).

2) Note on the theory o f im arian ts  (M athem . A n n . 3 , 1871, p. 268).
3) Le cas d e ^ = 4  avait ete deja epuise par A. Bkill (M athem . Ann. 1, 1869, p. 401).
4) Yoyez en effet le memoire Uber die SrE W Ensche F la c h ę ,  qui porte la date 

24 juillet 1866 et fut publie dans le premier cahier du t. 67 (1867) du Journ. 
fiir  M ath em .
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C le b s c h )  rem arąua le cas particulier de la surface de S t e i n e r  corre- 
spondant a l ’hypothese que deux des droites doubles coincident, et il 
ajouta celui, encore plus special, ou toutes les trois se s u p e r p o s e n t ;  et en 
ayant obserye que les surfaces reglees du 3e degre peuvent se representer 
sur le plan d’une maniere analogue, il arriya aussi a decouvrir les lignes 
asymptotiques de tontes ces surfaces1).

Or ce dernier resultat, certainement remarąuable en soi, nous apparait 
tres im portant si l ’on considere qu’il fut le point de depart des nouvelles 
reclierclies, couronnees d’un complet succes, que notre auteur fit [80] sur 
les surfaces reglees | m, n \ de l ’ordre m  +  n, douees chacune de deus 
directrices rectilignes, de multiplicites m  et n  et de (m  — 1) (w — 1)
generatrices doubles. Une telle surface est rationnelle; ses lignes
asymptotiąues sont toujours algebriques, de l ’ordre 2 (m +  n  — 1), si les 
deus directrices sont differentes et de l ’ordre 2 m  +  n  — 2, lorsqu’elles 
coincident. C re m o n a  paryint a ces conseąuences a trayers une foule de 
considerations et de calculs, ou je ne sais ce qu’on doit admirer le 
plus, la rigueur du raisonnement geometriąue ou 1’elegance du procede 
analytiąue. Ce qu’il ne faut pas oublier de signaler particulierement, 
c’est le moyen employe pour arriver a la representation sur un plan d’une 
surface; tandis que, d’ordinaire, pour y paryenir on part de la consideration 
de l ’ordre et de la m ultiplicite de ses lignes et de ses points singuliers, 
ou bien on transforme d’une maniere conyenable son equation, C re m o n a , 
ayant ayant tout prouye qu’une surface [m, n \ est toujours rationnelle, et
generalisant les lois de representation d’une surface [2, 1], arriye a la
representation generale cliercłiee; c’est un artifice logique qui merite d’etre 
considere, car il peut servir en d’autres cas analogues.

Dans son memoire sur la surface de S t e i n e r ,  C le b s c h  obtint les
equations differentielles des lignes asymptotiques, et il les integra. Cette
importante application de la representation piane d’une surface a la
resolution d’un probleme metrique donna a C re m o n a  l ’idee de cłiercher 
si, en generał, pour une surface rationnelle, on aurait pu resoudre assez 
aisement les plus im portantes questions de cette espece. E t en effet, dans 
un trayail tres peu connu [88], il trouva, pour toute surface algebrique, 
dont la representation univoque sur le plan soit donnee, les eąuations 
differentielles des conrbes isotropes, des lignes asymptotiques et des lignes 
de courbure, et il ajouta des remarques utiles pour leur in teg ra tion2).

1) Ce sont des quartiques d’une espece particuliere que Cremona etudia ex-jprofesso 
un peu plus tard [78].

2) Cremona observa que toute surface algebrique a toujours au moins deux lignes 
de courbure algebriques; c’est-a-dire sa section par le plan a l ’infini et sa ligne de 
contact avec la developpable circonscrite a la surface et au cercie imaginaire a Tinfini. 
Ces propositions sont elles nouvelles?



Ces equations generales furent etablies par C re m o n a  (c’est lui qui l ’a 
declare) en vne d’applications renvoyees a des occasions futures, qui mal- 
lieureusement ne se presenterent plns; mais dans le memoire dont il s’agit 
[88], il s’arreta aux surfaces du second degre, et parvint ainsi a des theoremes 
sur leurs lignes de courbure, dont la substance remonte a M o n g e , mais 
qui se presentent sous une formę si belle qu’il est a souhaiter que 
quelque geometre applique les formules generales de C re m o n a  a des 
surfaces moins connues que les quadriques.

On sait que le memoire sur la surface de S t e i n e r  est bien loin 
d’etre le seul que C le b s c h  ait consacre a la representation d’une surface 
sur le plan; en dehors de plusieurs autres exemples remarquables, il a 
compose un trayail tres etendu, aujourd’bui classique, sur la theorie 
generale de cette representation1). Impressionne par la grandeur de ces 
recherches, C re m o n a  youlut leur apporter quelques contributions; et, dans 
une note communiquee a la societe de Gottingue le 3 mai 1871, il signala 
une methode extremement feconde, pour decouyrir des surfaces rationnelles 
et leur representation sur un plan. Elle consiste dans 1’application d’une 
transformation rationnelle de 1’espace a une surface rationnelle deja 
connue; C re m o n a  a considere tout particulierement la transformation 
dans laquelle aux plans de 1’espace correspondent oo 3 surfaces du 3e ordre 
passant toutes par une meme courbe du 6® ordre et les transformations 
qui en sont des cas particuliers. De cette maniere il pu t representer sur 
un plan et etudier plusieurs surfaces remarquables, dont une du 4® ordre, 
six  du 5®, ciną du 6®, ąuatre du 7® et une du 8®.

Poursuivant dans le meme ordre d’idees, il remarqua [92] que la sur
face du 4® ordre a conique double peut s’obtenir d’une surface du 3e ordre 
en lui appliquant la transformation

Xi : x2 : X t : xA =  y x2 : y x y 2 : y x y 3 : y 2 y* — y z 2\ 
d’ou il suit une nouyelle methode pour etudier cette surface., a l’aide 
d’une representation piane. E t si l ’on applique la meme transformation 
a une surface du second ordre, on paryient [93] a un nouyeau cas 
particulier de la meme surface, echappe meme a K o r n d ó r f e r ;  c’est le 
cas ou la surface a, sur la conique double, un point singulier par lequel 
passent quatre droites de la surface, situees dans le meme plan.

Neuf ans apres, C re m o n a  fit de cette transform ation quadratique de 
1’espace une autre importante application [112], c’est-a-dire a l’etude d’une 
surface du 4® ordre ayant comme seule singularite un point double uniplanaire, 
ou la surface est tangente a elle-meme. Une telle surface, qui ayait ete signalee

1) Inforno alla rappresentazione di superficie algebriche sopra un piano  (Rend. 
d e l l ’ is t . Lom b. [M ilan o] 1 2j 1868). Uber die Abbildung algebraischer Flaćhen 
(M athem . Ann. 1 , 1869).
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p a r  N o e t h e r  dans une com m unica tion  fa ite  a la  societe de G o ttin g u e  le 7 
ju in  1871, a p p a rtie n t a u n  celebre g ro u p e  de surfaces ra tio n n e lle s  du 4 o id ie  
depourvues de lignes m u ltip les  e t de p o in ts  tr ip le s  x). E n  u n  cas p a r tic u lie r  
elle av a it ete  ren co n tree  a u p a ra v a n t p a r  Crem o n a  lu i-m em e [9 1 ]; le tu d e  
q u ’il fit du cas gen era ł p e u t p asse r p o u r  com ple te  e t definitive.

Non moins rem arąuable est une autre application q u ' i l  s i g n a l a  des 
memes idees; ayant rem arąue que, tandis qu’on c o n n a i t  un grand 
nombre de surfaces rationnelles douees de lignes doubles, on n ’en connait 
presque pas de douees de lignes cuspidales, il se proposa de combler 
cette regrettable lacune. A cet effet, deyeloppant des idees qu’il ayait 
esquissees ailleurs (yoir [91], pag. 215, lignes 3— 5), il parvint [97] a deux 
surfaces rationnelles de la dite espece et a leur representation sur un plan. 
Une de ces surfaces resulte de 1’application d’une transform ation cubique 
a une quadrique, l’autre d’une transform ation quadratique a une surface 
du 3e ordre douee de point double. La premiere est la surface (du 5e ordre 
et de la 3e classe) reciproque de la surface du 3e ordre douee d’un point 
double uniplanaire; tandis que l’autre est une surface du 4e ordre douee de 
conique cuspidale, dont il etablit le premier les proprietes caracteristiques.

Ayant de considerer comme epuisee notre analyse des contributions 
que C re m o n a  a donnees a la theorie de la representation uniyoque d’une 
surface sur un plan, rappelons que C le b s c h  (voir les memoires cites ci- 
dessus) et C a p o r a l i 2) ont indique, ayec tous les details desirables, comment 
on peut decouyrir toutes les proprietes descriptiyes dune surface rationnelle, 
dont on connait la representation piane; or C re m o n a  n’a pas juge indigne 
de lui d’appliquer ce procede a un exemple extremement instructif (yoir 
[117] et [118]). II supposa donnę un systeme de courbes du 6e degre 
ayant en commun six points doubles, dans lesquels les tangentes forment 
des inyolutions donnees, et il etablit qu’elles sont les images des sections 
planes de la surface correlatiye a la surface generale du 3e ordre.

N ou s ayons y u  que l ’in s tru m e n t em ploye to u jo u rs  p a r  Cr em o n a  p o u r 
a rr iy e r a des surfaces ra tio n n e lle s  consis te  dans 1’ap p lic a tio n  de tra n s fo r
m ations b ira tio n n e lle s  de 1’espace. C’est u n e  tbe 'orie  qu i est la  ge'ne'ralisation 
n a tu re lle  de celle des tra n sfo rm a tio n s  c rem on iennes du  p lan , e t qu i a ete 
cu ltiyee  avec succes p resq u e  en m em e tem p s p a r  Ca y ley  e t N o e t h e r 3).

1 ) N o t h e r ,  Uber die rationcilen Flachen vierter Ordnung (M athem . A nn. 3 3 , 1889)
2) Sopra i  sistemi triplamente infiniti d i curve algebriche piane  (C o lle c ta n e a  

m a th em ., Milano 1881).

3) C a fley , On the rational transformation between two spaces (Proc. o f  th e  L o n d o n  
m ath em . soc. 3, 1869). N o th e r , Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebrciischer 
Gebilde von beliebig vielen Dimensionen (M athem . Ann. 2, 1870) et Uber die eindeutigen 
Baumtransformationen (M athem . Ann. 3, 1871).
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A cet o rd re  d ’investig a tio n s ne  p o u v a it re s te r  e tra n g e r n o tre  m a th em a tic ien ; 
et, en  effet, au  p rin tem p s de 1871, il fit a 1’I s t i t u t o  L o m b a r d o  deux 
C om m unications im p o rtan te s  su r ce su jet ([94], [95]), e t l ’annee su ivan te  il 
les refo n d a it, en les co m p le tan t du có te theo riq u e , p o u r  fo rm er son celebre 
m em oire Sidle trasformazioni razionali dello spazio1) [9 8 ]; com m e ce 
m em oire  es t dem eure inacheye , on ne p e u t om ettre  de te n ir  com pte 
encore de ces d e u s  C om m unications si on v eu t se fo rm er une  idee 
com plete  de ce que Crem o n a  a fa it su r ce sujet.

On sait que, pour etablir la theorie des transformations birationnelles 
entre deus espaces, C re m o n a  part d’un systeme d’equations du type suivant

1) x x : x 2 : x3 : x± =  (pi : cp2 : cps : <p4,
ou les rp sont quatre fonctions homogenes en y1} y 2, y$, y \  de meme degre v. 
Ce systeme fait correspondre a tout point d’un espace («/) un point de 1’espace 
(x)] et si l’on suppose qu’en resolyant le systeme ( l)  il en naisse un analogue:

2 )  y\  : «/2 •• 2/3 : Vi =  W\ : Wi ■ Wz ■ Wh

ou les n> sont des formes en x1} x 2, x%, x± du meme degre fi, inversement
a tout point de (x) correspondra un point determine de (y). Dans cette
correspondance (/u, v), au plan d’un des espaces correspondent dans l ’autre 
co 3 surfaces formant un systeme tel que trois quel qu’ils soient de ses 
elements se coupent en un seul point yariable: pour un tel systeme C re m o n a  
proposa (et tou t le monde 1’adopta) le nom d’homalo'idique, que S y l v e s t e r  
avait deja employe dans le sens de l i n e a i r e 2). Un systeme homaloidique 
quelconque determine une transformation rationnelle entre deus espaces 
et par suitę un autre systeme analogue conjugue du premier; la theorie 
des transformations rationnelles est ainsi re'duite a l ’etude des systemes 
homaloidiques. Tout systeme de cette naturę a une surface Jacobienne, 
dont la consideration est essentielle et dont les singularites furent deter- 
minees par N o t h e r  analytiquement et par C re m o n a  geometriquement. 
Mais ce demier ajouta une remarque de la plus grandę yaleur, dont 
personne ne peut lui contester la priorite absolue, c’est qu’il est possible 
d’obtenir tous les systemes homaloidiques ausquels appartient une surface 
rationnelle donnee O. La methode qu’il a imaginee pour cela, perm ettant 
de m ultiplier a 1’infini le nombre des surfaces rationnelles et des trans
formations birationnelles, est estremement feconde et represente peut-etre 
le sommet le plus eleve de sa production geometrique: on peut croire 
qu’il reconnut tres bien toute la yaleur de sa decouverte, car il jugea

1) Comp. aussi la derniere partie de [91], et Dewulf, Des transformations rationnelles 
dans l’espace. Travaux de M. Cremona (B u lle t. des sc. m a th em . 7, 1874, p. 37—48)- 
Du meme memoire [98] il existe une traduction tcheąue due a Em. Weyb.

2) On certain generał properties of homogeneous functions (C a m b rid g e  an d
D u b lin  m a th e m . jo u rn .  6, 1851, p. 1).

1 2 *
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utile de 1’illustrer par un grand nombre de belles applications, dont nous 
allons faire un court resume.

En supposant que <P soit une surface du 2d ordre, C re m o n a  parvient 
a trois transformations du 2d ordre dont les inverses sont r e s p e c t iy e m e n t  

des ordres 2, 3 et 4. Si 0  est une surface reglee du 3e degre, on parvient 
a trois nouvelles transformations des types (3, 3), (3, 4), (3, 5); tandis 
que si <P est encore du 3e degre, mais non reglee, on arrive a des trans
formations du 2e degre dont les inverses sont une du 3e degre, une du 4e, 
deux du 5e et deus du 6e ; introduisant 1’hypothese que la surface du 3e 
degre <P ait un point double, on trouve des transform ations du 3e degre 
dont les inyerses sont des degres 3, 6, 7, 8, 9; si 0  en a deux, on parvient 
a sept transformations nouvelles; et si enfin elle en a trois, a quatre
autres. De nouveaux cas etudies par C re m o n a  dans ses plus anciennes
publications sur le meme sujet reposent sur 1’hypothese que O soit une 
surface du 3® ordre douee d’un point uniplanaire, ou bien une surface de 
S t e i n e r  ou enfin une surface de 5® ordre ayant une cubique gaucbe 
double. Mais plus tard, en partant de la surface du 4e ordre de N o t h e r ,  
dont il s’etait deja occupe (voir [112]), il p a rrin t [116] a une trans- 
formation birationnelle du 4® ordre dont l’inverse est du 6® ; enfin partant 
d’une surface du 6® ordre douee d’une courbe double du 7e ordre a point 
triple, il arriva [115] a une nouyelle transform ation du type (6, 5).

C ette lis tę  des p u b lic a tio n s  de C re m o n a  su r la  tb e o rie  des tra n s 
fo rm atio n s geo m etriq u es ne  se ra it p as  to u t-a -fa it co m p le te  si l ’on  n ’y 
tro u v a it  u n  m o t su r u n  m em oire  [1 0 3 ] qui, quo iq u e  (c’est 1’a u te u r  qu i le
declare) n ’ay an t d ’a u tre  b u t  que de fixer 1’a tte n tio n  des m ath em atic ien s
su r les m agnifiques tra v a u x  de L i e  x) „p le in s  d ’idees nou v e lles  et 
fecondes“, n ’est pas in d ig n e  de p o r te r  la  s ig n a tu re  de C r e m o n a 2). O n y 
trouT e a y an t to u t  la  re p re se n ta tio n  du com plexe  lin ea ire  su r  1’espace 
o rd in a ire ; des fo rm u les re la tiy es , 1’a u te u r  t ire  ce tte  ce lebre  tra n sfo rm a tio n  
de l ’espace reg lee  dans 1’espace de spheres q u i es t u n  des re su lta ts  les 
p lu s  n o u y eau x  d o n t la  g eo m etrie  so it redevab le  au  ce leb re  m a th em atic ien  
no rveg ien . C re m o n a  ay a it 1’in te n tio n  de se se rv ir  de la  re p re se n ta tio n  du 
com plexe lin ea ire  p o u r  tire r , de la  tb e o rie  de surfaces g en e ra lem en t connues, de 
n o u y eau x  system es de ray o n s rec tilig n es. M ais ce p ro g ra m m e  de recb ercb es

1) Yoir les F o rh a n d l. i Y id e n s k a b s -S e ls k . i C h r i s t i a n ia  1871 et le t. 5 
des M athem . Ann.

2) Cet elegant theoreme, qui remonte a decembre 1871, suffirait a le prouver: 
(voir Beltbami dans le T. 10, 1872, p. 48 du G io rn . di m atem .) „Si l’on prend la formę 
quadratique x '\  -|- x \  -f~ x 2., x 2i x 2b =  0 comme representant tlie absolute de 
Cayley, les X i  etant les coefficients de l’equation:

x , ( X * + Y *  +  Z » - l) +  2 x , X  +  2 x s Y + 2 x i Z + i x B( X ' +  Y* +  Z * +  1) =  0 
d’une sphere en coordonnees cartesiennes, la distance entre deux elements de 1’espace 
equivaut precisement a l’angle de deux spheres au sens ordinaire de ce m ot“.
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que, peu apres, notre geometre reproduisait, en le precisant (yoir [104]), 
est demeure malheureusement a l’etat de projet; au moins le public 
mathematiąue ue connait aucun travail qui en represente l ’execution 
de quelque maniere. Remarquons encore, ayant de finir, que le memoire 
[103] fait apparaitre Cr e m o n a  comme un des premiers mathematiciens 
qui surent mesurer la yaleur des idees de LiE; plusieurs de ses cours de 
geometrie superieure tenus a Rome depuis 1894 prouyent que cette estime 
ue diminua pas, mais, qu’au contraire, elle devint toujours plus grandę, 
lorsque, de ses idees, les racines devinrent plus robustes, les ram eaus plus 
larges et les fruits plus savoureux.

15. Cremona et le polytecłmicum de Rome.

Les nombreux memoires publies par Cr e m o n a  de 1867 a 1873, sa 
renommee toujours grandissante de professeur eminent, les manifestations 
publiques de haute estime qui arrivaient jusqu’a lu i1) de toute part et, 
mieux encore la respectueuse admiration qu’il inspirait a tous ceux 
qui 1’approchaient, le qualifiaient pour un homme duquel la science 
et la patrie pouvaient tout esperer. On ne s’etonnera donc pas si en 
1873 G. F in a li ,  alors ministre de 1’agriculture, insista pour lui faire 
accepter la place de secretaire generał; mais yiyant alors dans un

1) II sera interessant de donner ici la listę synoptiąue (redigee par C r e m o n a  

lui-meme) des academies dont il fut membre et des degres qu’on lui confera:
1861. Academie des sciences de Bologne.
1865. Athenee de Yenise.

„ Societe italienne des sciences (dite 
des XL).

1867. Academie des sciences de Lisbonne.
1868. Institut Lombard (Milan).
1871. Societe mathematiąue de Londres.
1872. Societe des sciences de Boheme 

(Prague).
„ Academie des „Lincei“ (Rome).

1876. Academie danoise des sciences 
(Copenhague).

1877. Societe philosophiąue de Cam
bridge.

1878. Academie bavaroise des sciences 
(Munich).

1879. Societe royale de Londres.
1880. Societe royale des sciences deLiege.

„ Societe des sciences de Gottingue.
1881. Societe royale de Naples.

„ Academie hollandaise des sciences 
(Amsterdam).

1881
1888
1884
1886
1887

1889.
1892.

1896.

1898.

1899.

1901.
1902.

Societe mathematiąue de Prague. 
Societe royale d’Edinburgh.
Doctor of laws, Edinburgh. 
Academie prussienne (Berlin). 
Institut d’encouragement deNaples. 
Academie romaine des Beaux Arts 
(S. Luca).
Academie des sciences de Turin. 
Doctor of sciences, Dublin. 
Academie des sciences de Modene. 
Societe physico-medicale d’Er- 
langen.
Academie irlandaise (Dublin). 
Academie des sciences de Yienne. 
Academie de Belgiąue (Bruxelles). 
Institut de France.
Academie suedoise (Stockholm). 
Academie americaine (Washington). 
Doctor sc., Christiania.
Academie des sciences de Lucąue.
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m ilieu  to u t-a - fa it  s c ie n tif ią u e  e t  eloigne de toute oecupation n ’a ja n t  pas 
trait a  la science et a  1’enseignement, C r e m o n a  ne voulut pas accepter. 
Dans le meme temps le comte A lb ic in i ,  vice-maire de Bologne, s’adressa 
a  lui pour obtenir son concours aux etudes qu’on faisait alors pour instituer 
dans cette ville une ecole des ingenieurs. Mais, pendant ces negociations, 
on elaborait le projet de reorganiser 1’ancienne ecole pontificale des 
ingenieurs a Rome, et A . S c i a l o j a ,  ministre de 1’instruction publique, 
s’adressa a C r e m o n a  pour diriger cette reorganisation et etre le chef de 
cet institut rajeuni. E n consequence, un arrete royal du 9 octobre 1873 
nomma C r e m o n a  directeur du nouyeau polytechnicum et professeur de 
statique graphique, et m it aussi un terme a la periode heroique de sa 
production scientifique. Ce deplorable resultat n ’etonnera personne si on 
reflechit a la charge particulierement importante que le gouyernement 
italien confiait a notre savant et au zele infatigable qu’il apporta a la
remplir. Pour ne pas parler des efforts qu’il dut faire pour que la
nouvelle ecole fut detachee de l’universite et installee dans 1’ancien
couvent de S. Piętro in Y incoli1), nous rem arquerons, avec le plus
ancien et fidele collaborateur de C r e m o n a 2) ,  que son prem ier soin fut 
d’etablir dans son ecole une discipline rigoureuse, et d’exciter par son 
exemple tout le monde a rem plir exactement son deyoir. E t pour que 
1’enseignement fut plus conforme au but special d’une ecole d’ingenieurs, 
tout en renforęant les etudes theoriques, il donna une ampleur considerable 
aux matieres d’application, dedoublant certaines chaires et en creant de 
nouyelles. Enfin il donna un grand developpement aux exercices pratiques 
jusqu’alors tres negliges, et n ’oublia pas de doter les cabinets scientifiques 
des moyens necessaires pour effectuer des recherches originales. Le fruit 
de tan t de soins est prouve par le grand nombre d’ingenieurs distingues 
qui sortirent de l ’ecole de Rome; si 1’Italie, arriyee la derniere dans la 
lice des etudes techniques, a desormais rejoint les autres nations les plus 
ayancees, tout le merite en revient aux fondateurs de ses trois plus grandes 
ecoles polytechniques: Q. S e l l a , F. B r io s c h i et L. Cr e m o n a .

Des son arriyee a Rome, notre geometre fonda un cours normal 
analogue a celui dont il avait ete magna pars  au polytechnicum de Milan 3). 
Mais, par suitę de la nouvelle direction que prenait toujours plus claire- 
ment l ’enseignement des mathematiques pures en Italie, ces cours normaux

1) Ce changement de domicile eut lieu au printemps 1874.
2) Yoir le discours prononce aux obseąues de C r e m o n a  par M. C e r a d in i  et publie 

dans le n. 24 du B o l le t t in o  d e l la  s o c ie t a  d e g l i  in g e g n e r i  ed  a r e h i t e t t i  
i t a l i a n i ,  1903.

3) M. B e r t in i  suivit en 1873—1874 un beau cours sur la theorie des trans
formations birationnelles dans le plan et dans l ’espace.
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e ta ie n t fa ta lem en t destines a e tre  supprim es. D ’a illeu rs la  y igou reuse  
o rg an isa tio n  que Crem o n a  ay a it to u t de su itę  doDnee a l ’ecole q u ’il 
d irig ea it, tran sfo rm a  b ie n tó t le  ro le  du d irec teu r, de celu i d ’o rg an isa teu r 
en ce lu i d a d m in is tra te u r; com m e ce ró le  n ’ab so rb a it p lu s  to u te  son 
adm irab le  ac tiy ite , Crem ona  p en sa  q u ’il p o u y a it b ien  le la isser a d ’au tres, 
et, en rev en an t a la  science p u re , rem p lir  les yoeux de ceux qu i y oya ien t 
tro p  souven t la  p lum e m agique du g ran d  m athem atic ien  lo m b ard  des- 
ceuvree. S u iy an t ce tte  idee, il ag rea  un  p ro je t fo rm ule  p a r  B e t t i  e t D in i 
e t ap p ro u v e  aussi p a r  M. B e r t in i , d ’apres leq u e l il a u ra it du occuper 
la  chaire  de g eo m etrie  su p erieu re  dans l ’u n iy e rs ite  de P ise. M ais le 
m in is tre  de l ’in s tru c tio n  p u b lią u e  (M. Co p p in o ) ne y o u lu t pas p erd re  
sa co llab o ra tio n  sayan te  e t fe rm e, e t (appuye  en cela  p a r  Q. Se l l a ) il 
im posa a  Crem o n a , com m e devo ir de b o n  p a tr io tę , de ne  pas q u itte r  la  
cap ita le  du royaum e. T o u te fo is , p o u r  ren d re  possib le  son  re to u r  a la  
science p u re , u n  a rre te  ro y a l du 10 noyem bre  1877 lu i d o n n a  la  chaire  
de m ath em atiq u es superieu res a l ’u n iv e rs ite  de R om e au  lieu  de celle de 
s ta tiq u e  g rap liiq u e  q u ’il occu p a it a l ’ecole po ly tech n iq u e . C ette d isposition  
du g o u y ern em en t n ’a pas m an q u e  son b u t;  ca r elle p e rm it a Crem o n a  
d ’exposer de sa ch a ire  les nouyelles m ethodes g eo m e triq u es1) e t 1’e n tra in a  a se 
to u rn e r  encore du  có te  des m ath em atiq u es, c h aąu e  fo is que son e sp rit n ’e ta it 
pas occupe a illeu rs : des rech erch es su r  les courbes gau ch es et les surfaces 
du 3 e o rd re  et su r les tra n sfo rm a tio n s  de 1’espace, d o n t n o u s ayons deja 
parle , e t m em e d ’au tres  de n a tu rę  d ifferen te  [119], so n t la  p o u r  le  p rouyer.

Pour en finir avec les places occupees par Cr em o n a  dans 1’instruction 
publique, il faut ajouter qu’en 1888— 1889 il fit a Rome le premier cours 
de „geometrie analytique et projective“, institue d’apres sa proposition. 
L ’importance de ce cours doit se ch er eh er dans l ’idee de fondre les 
methodes analytique et synthetique dans une seule; le but, p lutót didactique 
que scientifique, de cette innovation, etait de reduire un peu 1’enseignement 
mathematique des futurs ingenieurs. Par consequence, Cr e m o n a , ayant 
toujours en yue les theoremes aussi bien que les demonstrations, exposait 
toutes les questions, que d’ordinaire on apprend en Italie dans les cours 
uniyersitaires separes de geometrie analytique et de geometrie projectiye, 
en traitant chacune par le procede qui lui paraissait le plus simple et le 
plus elegant; il s’agissait donc plutót d’un m e la n g e  que d’une yraie 
f u s i o n 2). Le cours initie par Crem ona  subsiste encore a Rome et a ete 
fonde en quelques autres uniyersites italiennes.

1) En hiver 1 8 7 9  il eut G e g e n b a u e r  parmi ses auditeurs.
2 ) Je dois ces renseignements a M. F. G e r b a l d i , qui etait en 1 8 8 8 — 1 8 8 9  

assistant de C r e m o n a .
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16. Cremona dans 1’administration publiąue et au gouvernement.

Par arrete royal du 16 mars 1879, Cr e m o n a  fut elu senateur; et le 
senat ne fut pas pour lui une sine cura, mais un champ tres noble, ou il 
put developper son mtarissable actiyite. E n 1880, le ministre DE SANCTIS 
le nomma commissaire du gouvernement pour mettre en ordre la biblio- 
theque „Yittorio Emanuele" de Rome, charge qu’il accepta a contrecoeur 
et qui lui procura y ingt-un mois de trayail acharne et ennuyeux, au 
bout desquels une vie tou t-a -fa it nouyelle commenęa pour cet im portant 
institut. L’annee suivante, S e l l a  lui offrit le portefeuille de 1’m struction 
publique, mais Cr e m o n a  ne jugea pas devoir prendre place dans un 
ministere succedant a celui qui ayait ete preside par son ami personnel 
et politique B. Ca ir o l i  *). Pendant la XXe legislature, il fut nomme yice- 
president du senat (arrete du 5 avril 18 (7), charge qu il dut abandonnei 
pour etre ministre de 1’instruction publique; mais des thenements de 
politique generale ne le tinrent au pouvoir q u u n  mois (1 29 ju in  1898);
yoila une chose tres regrettable, car les ecoles italiennes pouyaient attendre 
un grand benefice d’un homme de superbe intelligence, ne pour gou- 
yerner, qui depuis quarante ans vivait en continuel contact ayec 
professeurs et etudiants et qui, siegeant souvent au conseil superieur de 
1’instruction publique, avait deja exerce une action tres appreciee.2) En 
1900 C r e m o n a  fut nomme president de la commission d’enquete sur les 
batiments publiques de Rome, et peu apres (15 decembre 1' 00) president 
de celle chargee d’un rapjiort sur les causes de la malheureuse chute 
des digues du Tibre et sur les moyens d’en empecher le malheur de se 
renouyeler; le savant rapport generał, qu’ecriyit C r e m o n a  dans cette 
occasion3), lui couta trois mois de trayail continuel et est yraiment un 
modele du genre; l’avoir redige, lorsąue la maladie le minait, contribua 
certainement a aggrayer l ’etat deja precaire de sa sante.

Les n o m b re u x  r a p p o r t s  e t  le s  b e a u x  d is c o u rs  q u e  C r e m o n a  f it  au  

s e n a t  s u r  des  q u e s tio n s  d ’e n s e ig n e m e n t r e n f e rm e n t  u n e  te l le  so m m e de 
sc ien ce  d ’e d u c a t io n  q u ’il  e s t  a  r e g r e t t e r  q u ’ils  s o ie n t  e n fo u is  d a n s  u n

1) M. Y e r o n e s e  a publie dans sa Commemorazione la  magnifique lettre de renon- 
cement.

2) Le seul acte de C r e m o n a  comme ministre qui nous est connu, est le projet 
de fonder un grand polytecłmicum a Turin, en reunissant l ’ecole d’application des 
ingenieurs au musee industriel; ce projet (qui, bien qu’approuve par le conseil des 
ministres, ne put pas etre presente au Parlement) est a present en train d’execution. 
Comp. A. Mosso, Di un poKtecnico a Torino (N u oya  a n t o lo g ia ,  1 decembre 1903).

3) Yoyez le beau volume: Atti della Commissione nominata del Ministro dei lavori
pubblici per riferire sui danni ai muraglioni del Tevere e proporre i necessari prowedimenti 
(Roma, tipo-litografia del genio civile 1901). 4°, 266 p. avec 7 grandes tables.
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recueil que personne ne lit sans y etre contraint, et je suis sur que si 
un editeur les publiait tous ensemble, tout le monde y pourrait apprendre 
et gagner. Le point le plus lumineux que presente son ceuvre au senat
correspond a l ’epoque ou celui-ci dut s’occuper des nouvelles lois d’in- 
struction superieure. G. B a c c e l l i , ministre de 1’instruction publique, 
presenta le l ei mars 1884 un projet de loi intitule „Modificazioni alle 
leggi yigenti per 1 istruzione superiore del Regno“, que la chambre des 
deputes avait fini par approuver a une faible majorite, apres une dis- 
cussion qui avait dure 41 seances (20 noyembre 1883—28 feyrier 1884). 
Or le senat se m ontra tout de suitę hostile au principe d autonomie uni- 
yersitaire qui formait la base de ce projet; et lorsque M. C o p p in o  eut 
succede comme ministre a B a c c e l l i, le bureau du senat traęa les lignes 
generales d’un contre-projet, en chargeant Cr e m o n a  de lui donner la 
formę complete et definitiye. Cr e m o n a  accepta cette tacbe et la remplit 
ayec 1’energie et la hauteur qui caracterisent tous les actes de sa yie; et 
le 15 mars 1885 il put presenter au senat son contre-projet, precede 
d’un long rapport ou toutes les questions relatives aux universites sont 
traitees a fond et ou la profondeur de la doctrine n ’est surpassee que 
par la logique rigoureuse de 1’ensem ble1). M. C o p p in o , qui etait encore 
ministre, accepta les idees fondamentales du rapport de Cr e m o n a  et le 
senat discuta (seances 27 novembre 1886 — 25 janvier 1887) le contre- 
projet de son bureau et finit par l ’approuver2). Mais la cbute du ministere 
(29 juillet 1887), ou peut-etre cette lassitude qui envahit les assemblees 
non moins que les hommes lorsqu’elles se sont occupees longtemps d’un 
meme sujet (particulierement en Italie quand’il s’agit de lois d’instruction) 
empecherent ce beau projet de devenir loi d’etat. Le long et serieux 
travail fait il y a dix-huit ans par le senat italien n ’a donc pas encore 
donnę de resultats visibles; toutefois je suis persuade qu’il ne restera pas 
toujours sterile, et le rapport de Cr e m o n a  parait a mes yeux comme une
semence precieuse, qui attend du destin un terrain favorable, un air
vivifiant et un soleil assez cbaud pour donner les fruits auxquels la
naturę l ’a destine.

Ce combat entre le bureau du senat et le gouvernement est peut-etre 
celui qui fit le plus grand bruit, mais ce n ’est pas le seul dont notre 
savant ait ete le heros. II faut, en effet, se souyenir que P. B o s e l l i , 
alors ministre de 1’instruction publique, presenta au senat du royaume 
d’Italie (seance du 14 juin 1889) un projet de loi ayant pour but de

1)Yoyez: Senato del regno. Sessione 1882—83— 84—85—86. Atti interni Vol. III, 
1886. N. 100-A.

2) Yoyez: Atti parlamentari della Camera dei senatori. Biscussioni. Legisla
tora XVI, Sessione 1886, p. 242 et suiv.
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don ner une yie nouyelle a 1’enseignement pratiąue dans les ecoles d’archi- 
tecture, dont le niveau etait descendu trop bas. Or le 3 feyrier suivant, 
Cr e m o n a  presentait, au nom du bureau; un rapport magnifique, o u  etaient 
exposees les raisons, de fait et de principe, pour lesąuelles le senat, tout 
en applaudissant a l ’initiative prise par le gouvernement, declarait qu’il 
n ’etait pas fayorable aux moyens indiąues pour atteindre le but desire et 
en proposait d’autres meilleurs. E t le ministre, trouvant tout-a-fait sensees 
les raisons enumerees et les propositions faites, abandonnait son projet 
pour le contre-projet, qui bientót obtint 1’approbation du senat1).

Pour finir, il nous faut dire quelques mots d’un dernier succes obtenu 
par Cr e m o n a  au senat. Dans la seance du 15 ayril 1902 le m inistre de 
1’agriculture, d’accord avec ses collegues de 1’instruction publique et des 
finances, presentait a cette assemblee un projet de loi, ferme par un seul 
article, ayant pour titre: „Scambio di alcuni seryizi tra  il ministero della 
pubblica istruzione ed il ministero di agricoltura, industria e commercio". 
Sous la trompeuse modestie de ce titre, se cacbait une reforme extremement 
grave, car, si ce projet eut abouti, les instituts tecbniques auraient subi 
un demembrement complet. Or le bureau du senat, mesurant sans peine 
toute la portee de cette reforme, jugea qu’elle n ’etait pas mure et qu’elle 
pouyait devenir dangereuse; il decida en consequence de s’y opposer et 
cbargea C r e m o n a  de rediger le rapport dans ce sens. Notre mathematicien 
s’acquitta de cette charge d’une maniere qu’on ne saurait assez louer1); 
et le senat, adoptant les idees de son bureau, ajourna toute deliberation 
sur le projet ministeriel et rejeta ce projet: 1’integrite des instituts 
techniques fut ainsi sauyee.

Ce rapport de C r e m o n a  porte la date 6 mai 1903; le style eleye et 
vigoureux ayec lequel il est ecrit, la sobre erudition dont il est rempli, les 
robustes argumentations qui en forment la squelette et meme la fine ironie 
qui perce sous la formę compassee d’un document officiel, tou t prouye la 
persistante yigueur intellectuelle dont jouissait notre sayant, malgre ses 73 
ans. E t il faut remarquer que C r e m o n a  s’en occupa dans une epoque oń 
ii etait presque chaque jour attaque par des crises angmoidales, causees par 
les progres de 1’arteriosclerose. Malgre ses souffrances, le 6 ju in  dernier, il 
voulut reunir encore une fois le conseil des professeurs de l ’ecole qu’il 
dirigeait; yingt-quatre heures plus tard une yiolente attaque d’angine de 
poitrine annonęait la fin de sa noble vie; il perdit bientót l’usage de la parole, 
et son beau regard ne se ranima plus que par moments a 1’approche de sa 
seconde femme (A n n a  M a n e r  M u l l e r ) et de ses trois fils: le 10 ju in  la 
nouyelle Italie apprenait la perte irreparable du plus grand de ses geometres.

1) Tous les documents relatifs a cette ąuestion se trouyent publies dans 
le T. 18, 1890, p. 562-605, et 669-690 du B o l le t t in o  u f f i c i a le  d e l l '  is t r u z io n e .
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C’est ainsi que tomba le vaillant et courageux combattant, frappe en 
plein coeur, mais ayec les armes a la main et sans avoir donnę le moindre 
signe de faiblesse ou de lassitude. Si 1’infatigable ouyrier, arriye a la 
fin de sa feconde journee, en prononęant sereinement le nunc dimittis, a 
jete un regard sur 1’ceuyre accomplie, il aura pu reconnaitre, ayec un 
orgueil bien legitime, que toute sa vie ayait ete depensee pour la science 
et pour la patrie. A 1’Italie il offrit le secours de son bras et le sacrifice 
de sa yie, en brayant la mort dans les luttes pour l ’independance; le sort 
l’ayant epargne, il put rendre d’autres grands seryices a son pays comme 
professeur, comme senateur, comme ministre, et s’acquittant avec droiture, 
intelligence et fermete des cbarges diffłciles que le gouyernement lui 
confiait sans cesse. Non moindres sont les obligations que la science a 
envers lui; ses nombreuses publications mathematiques d’une yaleur extra- 
ordinaire en raison de 1’e te n d u e  du champ qu’elles embrassent, de 
1’im p o r ta n c e  des resultats qu’elles ont fait acquerir a la science et de 
la m e r y e i l l e u s e e r u d i t io n  qu’on y trouve, en sont le brillant temoignage.

Sous le rapport de Yetendue, bornons-nous a remarquer qu’elles em- 
brassent toutes les brancbes de la geometrie, depuis 1’humble trigono
m etrie1), jusqu’a la superbe tbeorie des espaces a plusieurs dimensions 
(voir [98], [103], [109]), et toutes les branches de l ’analyse depuis la 
theorie des determinanta jusqu’a celle des fonctions abeliennes; ajoutons 
que pour resoudre les questions qu’il rencontrait, Cr e m o n a , en s’in- 
spirant a un eclecticisme bien entendu, faisait recours a tous les pro- 
cedes qui lui semblaient utiles, depuis les methodes classiques de 1’analyse 
la plus rigoureuse jusqu’a celles, un peu fantaisistes et pour cela encore 
discutees, de la geometrie enumeratiye.

Sous le rapport de Yimportance, observons que les consequences aux- 
quelles C r e m o n a  arriya, sont tellement definitiyes que 1’histoire a prononce 
deja sur elles un jugem ent sans appel; en effet pour la theorie des cubiques 
gauches et des surfaces du 3e ordre, il est inscrit parmi les fondateurs; 
ses traites sur la theorie generale des courbes planes et des surfaces alge- 
briques sont entre les mains d’etudiants et de professeurs de tous les pays 
ciyilises, et sur les propositions qui forment la theorie des transformations 
rationnelles, il a de droits de propriete que personne n ’essaiera jamais de 
lui contester. Les geometres qui le suiyirent, purent bien ajouter des 
anneaux a la chaine d’or forgee par lui; mais personne ne put trouver la 
moindre imperfection dans les anneaux precedents; quel meilleur eloge pour- 
rait-on faire dans une epoque revolutionnaire et iconoclaste comme la notre?

1) Comp. N ouy. ann. de m ath em . 3 2> p. 73, ou est enoneee une demonstration 
donnee par C r e m o n a  de certaines relations („Question 681“) entre les angles d’un 
triangle rectiligne.
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E n fin  Y em d itio n  de premiere main, si riche dans toutes les productions 
de notre matheinaticien, merite d’etre remarquee, car par elle on arnve a 
connaitre ses procedes de recherche et a s’expliquer comment, dans la 
periode relativement courte ou il se consacra tout entier a la science, il 
ait pu y donner un si grand nombre de contributions si importantes. 
CREMONA, bien persuade que toute la science de la vie enseigne que ce 
qui est nouveau, pour avoir droit a vivre et subsister, doit pousser comme 
une branche yigoureuse sur un tronc ancien, dans chaque occasion ou il 
dut traiter quelque question (de geometrie ou d’enseignement ou meme 
d’administration), commenęait par etudier a fond tout ce qui avait ete 
fait sur ce sujet; ayant pris ainsi exacte connaissance des regions deja 
explorees, il partait ayec courage vers la terra incognito,; et l ’experience 
acquise s’alliant a son genie naturel, le portait surement a un but eloigne. 
Profonde et sage maniere de trarail, que deyraient apprendre ceux qui, 
adoptant la sotte maxime „beati qui nihil legunt, omnia inrenient", preferent 
gaspiller le temps a retrouver ce qui est connu, au lieu d’etudier les 
travaux anciens pour se mettre a mesure d’en faire de nouveaux.

Une derniere note caracteristique de la production cremonienne merite 
d’etre remarquee, ce fut sa rapidite admirable. Or, si personne ne songe a 
demander combien de veilles a coUte au D a n t e  la D ivina commedia, ni en 
combien de journees furent peintes les loges de R a p h a e l , puisque les 
biographes de V ic t o r  H uoo constatent avec ebahissement qu’il ec rm t 
Le roi s ’amuse en yingt jours et H ernani en yingt-sept, il nous sera 
bien permis de remarquer le peu de temps qui fut necessaire a Cr e m o n a  

pour composer ces memoires admirables, dont la perfection, exterieure et 
interieure, semblerait le fruit d’un long trayail.

La reyolution franęaise venait d’eclater quand tout a coup, a la yeille 
des terribles evenements qui devraient bouleyerser la France, M ir a b e a u  

manqua a 1’admiration passionnee de son pays. Eh bien, 1’histoire 
assure que dans les jours qui suiyirent sa mort, quand a 1’Assemblee 
nationale on se debattait fievreusement pour resoudre les questions dont 
dependait le salut de la France, tous les yeux se tournaient instinctivement 
yers la place vide du grand tribun et semblerent demander a Dieu un 
miracle pour entendre encore la voix inspiree du puissant orateur.

Or, apres la mort de Cr e m o n a , le meme sentiment de yide in- 
supportable nous envahit a notre tour, nous qui nous adonnons a l ’etude 
de la geometrie, nous qui, du plus eminent au plus modeste, cherissons 
l’idee d’etre fils ou petit-fils du grand mathematicien, dont un conseil 
amical ou un eacouragement bienyeillant ne nous faisait defaut en aucune 
occasion. Moins malheureux pourtant que les contemporains de M ir a b e a u
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nous pouvons encore evoquer la voix du maitre illustre et venere; car 
ses ceuvres immortelles sont la, guide Yaillant et sur, source d’enseigne- 
ment et d’inspiration qui ne tarira jamais.

Genes, 31 janyier 1904.
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p .  4 1 - 4 3 .
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1858.] A n n a li  d i m atem . 2, p. 19 — 29.
11. Intorno alle superficie della seconda classe inscritte in una stessa superficie 

sriluppabile della ąuarta classe. Nota. [Cremona, 14 Dicembre 1858.] A n n a li d i 
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1) C’est le seul des ouyrages de C r e m o n a  que je  ne connais pas, quoique je  l’aie 
cherche partout. Dans une listę redigee par C r e m o n a  lui-meme, on lit qu’il est extrait 
d une R i v i s t a  giur[id ica?] ou ginn[asiale?] publie en 1858; mais dans ancune 
bibliotheque je n ’ai trouve une telle revue.
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37. Sur les surfaces dereloppables du cinquieme ordre. [Seance du 17 mars 1862.] 
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addition 27 octobre 1862.] N ouv. ann. de m ath em . I 2, p. 287—304, 366—378, 
436-446 .

39. Note sur les cubiąues gauches. [Bologne, 24 juin 1861.] Journ . fiir  
M athem . (50, p. 188—-192.
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42. Questioni proposte 16—18. G iorn. d i m atem . 1, p. 280.
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m ath em . 3, p. 88—91.
1867.
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[M ilano] 4 , p. 15—23.

73. Un teorema intorno alle formę quadratićhe non omogenee fra  due variabili.
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sc. d i B o lo g n a . 1 8 6 5 -6 6 , p. 7 6 -7 7 ;  1 8 6 6 -6 7 , p. 7 2 -7 3 . Mem. d e l l ’ a cc  d 
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p. 420—424.
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[M ilano] 22, p. 620—625.

84. (Avec F. B r io s c h i .) A1, sig. direttore del Giornale di matematiche ad uso 
degli studenti delle unwersita italiane. [Milano, 24 Febbrajo 1869.] G iorn . d i m atem . 7, 
p. 51—54.

1870.
85. Sulle ventisette rette di una superficie del terzo ordine. [Seance 24 mars 1870.] 

R end. d e l l ’ is t . Lom b. [M ilano] 82* p. 209—219.
86. Sugl’ integrali a differenziale algebrico. [Seance 8 avril 1869.] Mem. d e l l ’ 

acc. d. sc. d i B o lo g n a , IO25 p. 3—33.
87. Lettera in lode del P i a n i . Mem. d e l l ’ acc. d. sc. d i B o lo g n a  I 3, p. 40—41.
88. Sulle linee di curvatura delle superficie di 2° grado. Memoria letta nella 

sessione 12 Maggio 1870. R en d . d e l l ’ acc . d. sc. d i B o lo g n a  1870—71, p. 86—88. 
Mem. d e l l ’ acc. d. sc. d i B o lo g n a  I 3, p. 49—67.

89. Sulla trasformazione razionale di 3° grado nello spazio, la cui irnersa e di 
4° grado. Mem. d e l l ’ acc. d. sc. d i B o lo g n a  1 3, p. 365—386.

90. Observations geometriąues a propos de la note de Mr. B r io h c b i  „Suv les tangentes 
doubles d’une courbe du 4 e ordre avec un point double11. [Milan, avril 1871.] M athem . 
Ann. 4 , p. 99—102.

91. Uber Abbildung algebraisćher Fldchen. N ach r. d. G e se lls c h . d. W iss . 
in  G o tt in g e n  1871, p. 129— 148. M athem . Ann. 4 , p. 213—230.

92. Sulla superficie di ąuart’ ordine, dotata di una conica doppia. Nota. [Seance 
9 mars 1871.] R en d . d e l l ’ is t . Lom b. [M ilano] 42, p. 140— 144.

93. Sulla superficie di ąuart’ ordine dotata di una conica doppia. Seconda nota. 
[Seance 23 mars 1871.] R end. d e l l ’ is t . Lom b. [M ilano] 42, p. 159— 169.

94. Sulle trasformazioni razionali della spazio. Nota I. [Seance 4 mai 1871.] 
R en d . d e l l ’ is t . Lom b. [M ila n o ] 42, p. 269—279.

95. Sulle trasformazioni razionali dello spazio. Nota 11. [Seance 1 juin 1871.] 
R en d. d e l l ’ is t .  Lom b. [M ilan o] 4-j, p. 315—324.
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1872.
96. Commemorazione di C l e b s c h . R en d. d e l l ’ is t . Lom b. [M ilano] 3 2 5 P- 1041 

— 1042.
97 . Rappresentazione piana di alcune superficie algebriche dotate di curve cuspidali. 

[Seance 18 avril 1872.] Mem. d e l l ’ acc. d. sc. d i B o lo g n a , 23, p. 117— 128.
98. Sulle trasformazioni razionali dello spazio. A n n a li  d i m atem . 625 p. 131— 168.
99. Le figurę reciproche nella statica grafica. Milan (3e ed., Milan, Hoepli 1879).
100. Corrispondenza. [Milan, janviei; 1872], G iorn. di m atem . 10, p. 47—48.

1873.
101. Elementi di geometria projettwa. Vol. I. Torino.

1874.
102. Elementi di calcolo grafico. Torino.

1876.
103. Sulla corrispondenza fra la teoria dei sistemi di rette e la teoria delle super

ficie. [Seance 6 juin 1875.] Mem. d e l l ’ acc. d e i L in c e i  [Rom a] 82, p. 285—307.
104. Sur les systemes de spheres et les systemes de droites. R ep. o f  t b e B r i t .  ass. 

1876 (Glasgow), p. 12—13.
1877.

105. Ossernazioni sull' liexagrammum mysticum. A t t i  d e l l ’ acc . d e i L in c e i  
[R om a], T r a n s u n ti I 3, p. 142—143.

106. Teoremi stereometrici dei ąuali si deducono le proprieta dell’ esagramma di 
P a s c a l . [Seance 8  ayril 1877.] Mem. d e l l ’ acc . d e i L in c e i  [Rom a] I 3, p. 854— 874.

1878.
107. Ober die Polarhexaeder bei den Flachen dritter Ordnung. [Am 19. Sept. 1877 

der Natui'forscłierversammlung in Miincben vorgelegt ] M atb em . Ann. 13, p. 301—303.
108. (Ayec E. B e l t e a m i . )  D o m e n ic o  C h e l i n i . G iorn. d i m atem . 16, p. 345.

1879.
109. Sulle superficie e le curve cha passano pei certici d’ infiniti poliedri formati 

da piani osculatori di una cubica gobba. [Seance 17 avril 1873.] R en d . d e l l ’ is t . Lom b. 
[M ilano] 122, P 347—352.

110. Commemoraziore di D o m e n ic o  C h e l i n i  (A tti d e l l ’ acc . d e i L in c e i  
[Rom a], T r a n s u n ti 33, p. 53—57. B u lle t .  d. sc. m atb em . 32, p. 228—238.

1881.
111. Elenco delle pubblicazioni scientifićhe di D o m e n ic o  C h e l i n i . C o lle c ta n e a  

m a tb e m a tic a  (Milano), p. XXIX—XXXII.
112. Sopra una certa superficie di ąuart’ ordine [Roma, Giugno 1881], C o lle c 

ta n e a  m a tb e m a tic a  (Milano), p. 413—424.
1883.

113. Commemorazione del prof. IL J. S. Smith. A t t i  d e l l ’ acc . d e i L in c e i  
[R om a], T r a n s u n ti 73, p. 162— 163.

114. Commemorazione di W. S p o t t is w o o d e . A tt i  d e l l ’ acc . d e i L in c e i  [R o m a l 
T r a n su n ti 73, p. 308—309.
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1884.
115. Sopra una trasformazione birazionałe del 6° grado dello spazio a tre dimensioni, 

la cni inversa e del 5° grado. [Lue 28 ayril 1884.] Proc. o f th e  L on don  m ath em . 
s o c ie t y  15, p. 242—246.

116. On a geometrical transformation of the i ih order, in space of three dimensions, 
the innerse beeing of the 6th order. [Lue 8 mai 1884.] T rans, o f  th e  Ir ish  ac. 
[D u b lin ]  28, p. 279—284.

1885.
117. Esempio del metodo di dedurre una superficie da una figura piana. [Seance 

21 avril 1884.] P roc. o f  th e  r o y a l soc. o f  E d in b u r g h  12, p. 599—601.
118. An example of the method of deducing a surface from a piane figurę. [Seance 

21 avril 1884.] T rans, o f  th e  r o y a l soc. o f  E d in b u r g h  32:2, p. 411—413.

1895.
119. (juestion 470. L ' in te r m e d ia ir e  d es m a th e m a t ic ie n s  2, p. 20.

1900.
120. Commemorazione del senatore prof. E u g e n io  B e l t b a w . A tt i  d e l l ’ acc. 

d e i L in c e i  [R o m a ], Adunanza solenne 1900, p. 462 —472. R en d . d e l c irc . m atem , 
d i P a lerm o  1 4 , p. 275—289; G iorn . d i m atem . 3 8 , p. 355—375; O pere m a te -  
m a tic h e  d i E u g e n io  B e l t k a m i ,  T. I. p. IX—XXII.
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Ist es zweckmafiig, dafi mathematische Zeitschriftenartikel 
datiert werden?

Yon G. E n e s t r o m  in Stockholm.

W ahrend der letzten Jahrzehnte ist das mathematische Forschungs- 
gehiet durch Entdeckung ganz neuer Theorien hochst wesentlich erweitert 
worden, aher der Zuwachs der Zahl von A rbeitern auf diesem Gebiete 
scheint noch rascher gewesen zu sein, so daB es in unseren Tagen wohl 
ofter ais friiher Yorkommt, daB zwei oder mehrere M athematiker sich mit 
demselben Gegenstande beschaftigen. Aus diesem Grunde ist es nunmehr 
nicht selten schwer zu entscheiden, wer zuerst einen neuen Satz aufge- 
stellt oder eine neue Methode entdeckt h a t, in zweifelhaften Fallen liegt 
es wohl dabei am nachsten zu untersuchen, in welcher Schrift der Satz 
oder die Methode zuerst yeroffentlicht worden ist. Aber auch wenn man 
annahme, daB jeder Forscher sich beeilte, seine Entdeckungen fiir den 
Druck zu redigieren, so ware es dennoch gar nicht sicher, daB die Schrift 
des ersten Entdeckers auch zuerst zum Abdruck gelangen wiirde. Im  Gegen- 
teil kommt es ziemlich oft vor, daB yon zwei A bhandlungen, die gleich-

t 0 7 o

zeitig zur Verofientlichung fertig sind, die eine sogleich erscheint, aber 
die andere auf Grund ungiinstiger Yerhaltnisse viele Monate unheraus- 
gegeben liegt. Unter solchen Umstanden muB zuweilen die Entscheidung 
von Prioritatsfragen besonders schwierig werden, und da Fragen dieser 
A rt nicht nur fur die betreffenden Forscher selbst, sondern auch fiir den 
H istoriker von Interesse sind, so ware es gu t, wenn es ein Verfahren 
gabe, wodurch wenigstens eine Yerzogerung in betreff der Drucklegung 
schon fertiger Schriften fiir die Entscheidung der Prioritatsfrage be- 
deutungslos wiirde. E in solches Yerfahren ist anscheinend das Hinzu- 
fiigen des Datums des Tages, wo eine Schrift beendet worden ist, und 
dadurch wiirde also dem ersten Entdecker eines Satzes das ihm gebiihrende 
Recht gewahrt, yorausgesetzt daB er nicht selbst unterlaBt, die MaBregeln 
zu ergreifen, die ihm dazu helfen konnen.

Dies iiberaus einfache Verfahren ist gewiB sehr zu empfehlen, wenn 
der Leser einer gedruckten Schrift sicher sein kann, daB ihr Inhalt m it



dem des entsprechenden Manuskriptes identiscłi ist, und in der Tat gibt 
es Yerfasser, die beim Korrekturlesen nur die etwaigen Satzfehler andem. 
Auf der anderen Seite finden sich, wie jeder Herausgeber einer Zeitschrift 
aus eigener Erfabrung kennt, viele Yerfasser, die in die Korrekturen mebr 
oder weniger wesentlicbe Yerbesserungen der zum Absatz gelangten 
Manuskripte anbringen. Zuweilen kommt es aucb vor, daB ein Yerfasser 
nocb vor dem Absatze seines Artikels den Herausgeber ersucbt, gewisse 
Yerbesserungen einzelner Stellen im Manuskripte selbst bineinzutragen, und 
hier tritt  also die Frage auf: „W ie weit diirfen einzelne Stellen einer 
Schrift yerandert werden, ohne daB es notig ist, yon zwei besonderen 
Redaktionen zu sprechen, und darum auch das urspriingliche Datum mit 
einem anderen zu yertauschen?" Aber auf diese Frage kann selbstver- 
standlich nie eine geniigende Antwort gegeben werden, wenn man yon 
einer solchen fordert, daB sie auch in schwierigen Fallen maBgebend sein 
soli. Anscheinend kleine Anderungen konnen auf Grrund besonderer Um- 
stande wesentliche Bedeutung bekommen, und wenn der Herausgeber einer 
Zeitschrift yersuchen wiirde zu entscheiden, welche Anderungen ais eine 
neue Bearbeitung zu betrachten waren, so wiirde er oft finden, daB ihm 
die fiir diesen Zweck nótige Sachkunde fehlt. Ich bin selbst nicht ganz 
ungewohnt nachtraglich meine Artikel zu erganzen, und ich muB gestehen, 
daB ich nicht immer imstande wiire zu sagen, welches Datum ich einem 
gewissen Artikel hinzufugen wiirde, wenn dies Datum sich auf die wesent
liche Beendigung des Artikels beziehen sollte.

Aber yorausgesetzt, daB die Frage der Identitat einer Schrift wirki i cli 
erledigt werden konnte, so ist der Leser dennoch nicht sicher, daB das 
hinzugefiigte Datum richtig  sein muB. Yiele Yerfasser, die ihre Schriften 
regelmaBig datieren, legen namlich kein Grewicht auf diese Datierung, und 
lassen darum das urspriingliche Datum stehen, unabhangig yon den groBeren 
oder kleineren Yerbesserungen, die sie spater eingefiigt oder hinzugefiigt 
haben, und wenn es sich um Gresellschaftsschriften handelt, gibt es oft 
keinen Redakteur, der kom petent ist zu uberwachen, daB die Datierung 
im Bedarfsfalle geandert wird.

Aus dem soeben gesagten diirfte hervorgehen, daB es nie moglich 
sein wird, sich auf die Datierungen mathematischer Zeitschriftenartikel zu 
yerlassen, sofern es sich um die Entscheidung einer Prioritatsfrage handelt. 
Dagegen ist es nicht undenkbar, daB die Zuyerlassigkeit der Datierungen 
durch gewisse Anordnungen grosser gemacht werden kann, und es ware 
also in Erwagung zu ziehen, ob es angebracht ist, solche Anordnungen 
anzuregen. Meiner Ansicht nach ist dies nicht der Fali und zwar wegen 
der groBen Schwierigkeiten, die dabei iiberwunden werden miiBten. In 
der Tat scheint es, ais ob man in gewissen Kreisen die Auffassung hiitte,
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das Datum, das einer gedruckten mathematischen Schrift gegeben worden 
ist, brauche sich gar nicht auf die Fertigstellung dieser Schrift zu beziehen. 
Dafi es wirklich eine solche Auffassung gibt, erlaube ich mir durch ein 
ein kleines Beispiel zu belegen.

Im Jahre 1885 wurde vom Konig O sk ar II. yon Schweden ein Preis 
fiir die Beantwortung einer Pragę iiber das Problem der drei Korper gestiftet, 
und die Preisschriften sollten vor dem 1. Juni 1888 eingereicht sein, um dann 
von drei Preisrichtern, darunter K. W e ie rs tra s s , gepriift zu werden. Die 
eine Halfte des Preises wurde H errn H. P o in c a re  zuerkannt, und im 
13. Bandę der A c t a  M a t h e m a t i c a  erschien im Jahre 1890 eine Arbeit 
yon ihm unter dem T ite l: Sur le probleme des trois corps et les eąuations 
de la dynamigue. Memoire couronne du p r ix  de S. M . le roi O s c a r  I I  
le 21 janvier 1889. W enn man iiberhaupt von der Zuyerlassigkeit einer 
Datierung sprechen darf, ware es wohl erlaubt zu behaupten, dafi die im
13. Bandę der A c t a  M a t h e m a t i c a  yeroffentlichte Arbeit des H errn 
P o in c a re  am 21. Januar 1889 fertig vorlag — moglicherweise konnte 
man so weit gehen, dafi sie am 1. Juni 1888 fertig gewesen sein mufite. 
Aber nach einem kiirzlich erschienenen Berichte des H errn H ugo Buch- 
h o l z , 1) der mit den betreffenden Yerhaltnissen sehr yertraut ist, mufi die 
yeroffentlichte Arbeit des H errn P o in c a re  eine wesentlich andere sein 
ais die moglicherweise am 1. Jun i 1888 fertige und angeblich am 
21. Januar 1889 yorhandene Preisschrift. Nach H errn B u c h h o lz  yerhalt 
es sich namlich so, dafi die wirklich eingereichte Preisschrift im Jahre 
1889 (die Bogen sind yom 29. A pril bis 13. November 1889 gedruckt 
worden) zusammen m it Zusatzen des Yerfassers unter dem T itel: Sur le 
probleme des trois corps et les eąuations de la dynamiąne. Memoire couronne 
du p r ix  de S. M . le roi O s c a r  I I  le 21 janvier 1889. Avec des Notes 
par Vauteur gedruckt wurde, um in den A c t a  M a t h e m a t i c a  zu erscheinen, 
aber ihre Ausgabe im letzten Moment —  Sonderabziige waren schon yer- 
sandt —  yermieden wurde, weil man auf einen Fehler in  der Preisarbeit 
aufmerksam ward, der die Grundlagen der gekronten Arbeit derart 
beriihrte, dafi er ihre Ausgabe unmoglich machte. An Stelle dieser ver- 
fehlten Arbeit redigierte Herr P o in c a re  eilends nach dem 13. November 1889 
eine andere Abhandlung, namlich die oben erwiihnte im Jahre 1890 yer
offentlichte (die Bogen sind vom 28. April bis 21. Oktober 1890 gedruckt). 
Aus dem Umstande, dafi die Arbeit ausdriiclilich ais am 21. Januar 1889 
gekront bezeichnet worden ist, darf man also nicht einmal folgern, dafi

j g g  G. E n e s t r o m .

1) H .  B u c h h o l z ,  P o in c a r ź s  Preisarbeit von 1889190 und G y i .d e n s  Forschung iiber 
das Problem der drei Korper in ihren Ergebnissen fiir die Astronomie; P h y s ik a l i s c h e  
Z e itsch r . 5, 1904, 180— 186.



H err P o i n c a r e  vor dem 21. Januar 1889 die darin enthaltenen Resultate 
gefunden hatte. W enn aber in einem solcben Falle (mit W e i e h s t r a s s  

selbst ais offiziell angezeigtem1) Preisricbter!) die Datierung wesentlich irre
leitend ist, so ist es wohl erlaubt zu behaupten, daB man in einigen Kreisen 
ahnlichen Angaben iiberhaupt keine Bedeutung zuerkennt.

Aber wenn dies der Fali ist, lohnt es wohl kaum der Muhe zu ver- 
suchen, die Datierungen mathematischer Zeitschriftenartikel zuyerlassiger 
zu machen, sondern es ware besser, wenn solche Datierungen allmahlich 
in Fortfall kamen. W enn es einem Yerfasser beliebt, kann er ja an 
passender Stelle angeben, wann er ein gewisses Resultat, das er ais wichtig 
betrachtet, zuerst gefunden hat, und diese Angabe kann zuweilen von 
groBerem Interesse sein ais die, welche die Datierung der Schrift selbst 
enthalt. Auch eine solche Angabe kann gewiB unzuverlassig sein, aber 
die W ahrscheinlichkeit dafur ist viel geringer ais in betreff der Datierung 
eines Zeitschriftenartikels.
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Kleine Mitteilungen,

Kleine Bemerkungen zur zweiten Auflage von Cantors „Vorlesungen iiber 
Geschichte der Mathematik11.

Die erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der „Vorlesungen“. 
BM =  B ib l io t h e c a  M a tb e m a tic a .

1 :1 2 , siehe BM 1 3, 1900, S. 265. — 1 : 15, siebe BM 33, 1902, S. 323. —
1 :22 , 29, 34, siehe BM 13, 1900, S. 265—266. — 1 :3 6 ,  64, siehe BM 33, 1902, 
S. 137. — 1 : 103, siebe BM 13 , 1900, S. 266. — 1 :1 3 5 , siehe BM 13, 1900, S. 266;
33, 1902, S. 137. — 1 :  144, 155, 169, 171, siehe BM 33, 1902. S. 137— 138. — 
1 :1 9 0 , siehe BM 1 3, 1900, S. 266. — 1 :1 9 5 , siehe BM 33, 1902, S. 56. — 1 : 197, 
202, siehe BM 13, 1900, S. 266. — 1 : 207, siehe BM 4 3, 1903, S. 283. — 1 :  225,
234, siehe BM 33, 1902, S. 138. — 1 : 255, siehe BM 33, 1902, S. 238. — 1 :2 7 2 ,
siehe BM 43, 1903, S. 396. — 1 : 283, siehe BM 13, 1900, S. 499. — 1 : 2S4, 321,
siehe BM 13, 1900, S. 266—267. — 1 : 370, siehe BM 13, 1900, S. 319. — 1 : 383,
siehe BM 13, 1900, S. 267. — 1 : 3 9 5 ,  siebe BM 3 3, 1902, S. 323. — 1 :  4 0 0 , siehe
BM 13, 1900, S. 267. ‘ ’ ’ " "  " ------ ~ J ' -------
1900, S. 267.
1902, S. 138.
1902, S. 238. — 1 :4 6 3 , siehe BM 3 3, 1902, S. 139, 324. — 1 :4 6 6 , siehe BM 4 3|
1903, S. 397. — 1 :467, 469, s ie h e  BM 13, 1900, S. 267. — 1 : 475, s ie h e  BM 13,
1900, S. 267—268; 3 3, 1902, S. 139; 4 3, 1903, S. 283 — 1 :4 7 6 , s ie h e  BM 13, 1900, 
S. 268. — 1  : 508, s ie h e  BM 5 3, 1904, S. 68. — 1 :5 1 0 , s ie h e  BM 13, 1900, S. 314. — 
1 : 5 1 9 —520, s ie h e  BM 3 3, 1902, S. 239. — 1 :5 3 7 , 540, 542, s ie h e  BM 13, 1900, 
S. 268. — 1 : 622, s ie h e  BM 2 3, 1901, S. 143. — 1 :  641, s ie h e  BM 3 3, 1902, S. 139. — 
1 :6 6 1 , s ie h e  BM 1 3, 1900, S. 499. — 1 : 662, s ie h e  BM 13, 1900, S. 499; 3 3, 1902, 
S. 139. — I : 663, s ie h e  BM 3 3, 1902, S. 405. — 1 : 671, s ie h e  BM 13, 1900 S. 499. — 
1 :6 8 7 —689, siebe BM 2 3, 1901, S. 143— 144 ; 4 3, 1903, S. 205—206. — 1 : 6 9 4 ,  siebe

1900, S. 501. — 1 : 854, siebe BM 13, 1900, S. 501; 3 3, 1902, S. 324; 4 3 , 1903, 
S. 206. — 1  : 855, siehe BM 1 3, 1900, S. 501.

2  : 7, siehe BM 2 3, 1901, S. 351. — 2 : 8 ,  10, siehe BM 13, 1900, S. 501—502.

2 : 14. In einer mir unzuganglichen Schrift von G. M il a n e s i :  Documenło 
i n e d i to  i n t o r n o  a  L e o n a r d o  F ib o n a c c i  (Rom 1867) soli eine jetzt verschollene 
Arbeit von L e o n a r d o  P is a n o :  Libro di mercatanti detto di minor guisci zitiert 
werden (siehe M. L a z z a r in i ,  B o lle tt. di b ib lio g r. d. sc. m atem . 7, 1904,
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2 : 1 4 —15, siehe BM 2 3, 1901, S. 144. — 2 :20 , siehe BM 13, 1900, S. 502; 3 3,
1902, S. 239. — 2 : 2 5 ,  siehe BM 13, 1900, S. 274. — 2 : 3 1 ,  siehe BM j»3, 1901,
S. 351—352; 3 3, 1902, S. 2 3 9 -2 4 0 . — 2  :34 , siehe BM 2 3, 1901, S. 144. — 2 : 3 7 ,
siehe BM 13, 1900, S. 502. — 2 : 3 8 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 352. — 2 : 3 9 ,  siehe
BM 13, 1900, S. 502. — 2  : 41, siehe BM 2 3, 1901, S. 352.

2 : 53 . DaB L e o n a r d o  P is a n o  nicht m it dem Jahre 1 2 2 8  w ie ein 
Meteor verschwunden ist, scheint aus einem von F. B o n a in i  herausgegebenen 
Aktenstuck: Memoria unica sincrona di L e o n a r d o  F ib o n a c c i  n u o v a m e n t e  t r o v a ła  

(Pisa 185 8 , XIV S. 8 °; Sonderabzug aus dem G io r n a le  s t o r ic o  d e g l i  a r e h iv i  
t o s c a n i  1, 18 5 8 ) hervorzugehen. Nach diesem Aktenstiicke, das aus der Zeit 
1 2 3 3 — 12 4 1  herstammen diirfte, bekam L e o n a r d o  (siehe a. a. O. S. VIII) von 
der Stadt Pisa ais Anerkennung seiner Yerdienste eine jahrliche Pension von 
20 Liren 'et amisceria consueta’. G. E n e s tr o m .

2  : 57, siehe BM 2 3, 1901, S. 352. — 2  : 59, siehe BM 13, 1900, S. 502. -  2  : 63, 
siehe BM 43, 1903, S. 206. — 2 : 7 0 ,  siehe BM 13, 1900, S. 417. — 2 : 7 3 ,  82, 87, 
88, 89, 90, 92, siehe BM 13, 1900, S. 502—503. — 2  :97 , siehe BM 3 3, 1902, S. 406.
— 2 :  98, siehe BM 13, 1900, S. 269—270. — 2 : 1 0 0 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 140. — 
2 :1 0 1 , siehe BM 3 3, 1902, S. 325. — 2 : 1 0 4 —105, siehe BM 13, 1900, S. 503; 4 3,
1903, S. 397—398. — 2 :1 1 1 , siehe BM 2 3, 1901, S. 352. — 2  : 116, siehe BM 3 3,
1902, S. 406. — 2  :122 , siehe BM 13, 1900, S. 503—504. — 2  :126, 127, siehe BM 3 3,
1902, S. 406. — 2 :1 2 8 ,  siehe BM 13, 1900, S. 504. — 2 : 1 3 2 ,  siehe BM 13, 1900, 
S. 515—516. — 2 : 1 4 3 ,  siehe BM 13, 1900, S. 504. — 2  :1 5 7 , 158, siehe BM 23,
1901, S. 352. — 2 :163, 166, siehe BM 13, 1900, S. 504. — 2 :175, siehe BM 3 3, 1902, 
S. 140. — 2 : 2 1 0 ,  siehe BM 23, 1901, S. 352—353. — 2 : 2 1 8 ,  siehe BM 43, 1903, 
S. 284. — 2 : 219, siehe BM 23, 1901, S. 353. — 2 : 2 2 9 ,  242, 243, siehe BM 13, 
1900, S. 504—505. — 2 : 2 5 3 ,  siehe BM 23, 1901, S. 353. — 2 :2 7 3 ,  siehe BM 13,
1900, S. 505. — 2 : 2 7 4 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 325. — 2 : 2 8 2 ,  283, siehe BM 13,
1900, S. 506; 23, 1901, S. 353—354. — 2 : 284, 286, 287, 289, 290, 291, siehe BM 13, 
1900, S. 506—507. — 2 :296 , siehe BM 23, 1901, S. 354. — 2 :313, siehe BM 13,
1900, S. 507. — 2 : 317, siehe BM 53, 1904, S. 69. — 2 : 328, siehe BM 33, 1902,
S. 140; 43, 1903, S. 285. — 2 : 334, siehe BM 13, 1900, S. 507. — 2 : 353, siehe BM 1 3, 
1900, S. 507; 4 3, 1903, S. 87. — 2 :358 , 360, siehe BM 43, 1903, S. 87. — 2 :381, 
siehe BM 13, 1900, S. 507. — 2 : 385, siehe BM 33, 1902, S. 81; 4 3, 1903, S. 207. — 
2 : 3 8 6 ,  395, 401, 405, 425, siehe BM 18, 1900, S. 507—508.

2 : 4 2 9 . Hier ist eine kleine Notiz iiber die „Reguła cecis" eingeschaltet, 
und zwar aus dem Grunde, weil C h r . R u d o l e f  diese Art yon Aufgaben zuerst 
im Drucke bekannt machte. W o die Notiz am besten eingefulnt werden soli, 
kann ja eine Geschmacksache sein, aber jedenfalls wiire es yon Interesse, auch 
etwas iiber die iiltere Geschichte der „Reguła cecis“ zu erfaliren. In eister 
Linie wiire teils auf 1 : 7 8 7 — 7 8 8 , wo eine Aufgabe dieser Art bei A l k u in  
erwiihnt wird, teils auf 2 : 50, wo iiber L e o n a r d o  P isa n o s  Behandlung einer 
iihnlichen A ufgabe berichtet w ird, hinzuweisen. W eiter sollte M. Cu rtzes  
Abhandlung Ein Beitrag zur Gcscliichte der Algebra in Deutschland im fiinf- 
zehnten Jahrhundert (A b h a n d l. zu r  G esch . d. M a th em . 7, 1 8 9 o ) z itie it  
werden; hier erwiihnt C u r t z e  S . 35 eine Handselirift aus dem dreizehnten oder 
yierzehnten Jahrhundert (Cod. lat. Monac. 14 684 , BI. 30  3 1 ), wo eine geieim te
A uflosung (abgedruckt in der B i b l i o t h .  M a th em . 1 8 9 5 , fe. ( 8 , <9) d ei
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Aufgabe yorkommt, und bring t zum Abdruck eine andere H andscbrift aus der 
Mitte des funfzebnten Jahrhunderts (Cod. lat. Monac. 14 9 0 8 , BI. 40b 0.), worin 
die Aufgabe verm ittels der „Reguła fa ls i“ gelost wird. D iese Losung gibt 
freilich immer ein System yon Zahlen, die den Bedingungen der Aufgabe 
geniigen; dafi man aber a u f diese W eise nieht im m er ganzzablige Losungen 
bekommt (wie C u rtz e  nach einer Bem erkung auf S. 48 seiner A bhandlung zu 
glauben schien), sieht man am leichtesten, wenn man in betrefF des ersten Bei- 
spieles yon den zwei Ansatzen 4, 4, 12 und 1, 3, 16 ausgeht. Noch ungeniigender 
ist die Losung, die G o t t f r ie d  W o la c k  in E rfu rt etw a um dieselbe Zeit (1468) 
angab (siehe E. W a p p le r , Zur Geschichte der Mathematik im funfzelmten 
Jahrhundert; Z e itsc h r . f u r  M a th em . 45, 1900, H ist. Abt. S. 51); hier wird 
ohne weiteres darauf yerzichtet, ganzzahlige W erte zu bekommen, und die Auf
gabe unrichtig  nach der Gesellschaftsrechnung behandelt. A uf diese W eise erhalt 
W o la c k  aus den Gleichungen

ax  -f- by  +  cs —  100, 
x  y z  —  100

, 100rt 100 b lOOc
die W erte x =  —:——:— , y  =« —)— & c ’ a - j - 6 + c ’ a - \-b - \-c ’
was ja yoraussetzt, dafi

n2-fb2+ c 2__
ci +  b +  c ’ 

obgleich gerade in dem von W o l a c k  behandelten Spezialfalle
a1 +  b1 +  c2 __ 3̂ 
a +  b +  c 2

ist. Aus der Zeit vor R u d o l f f  ruhrt wahrscheinlich noch die richtige Losung 
der „Reguła cecis“ in der Algebra des I n it i u s  A l g e b r a s  her (siehe Cu r t z e , 
Urlcunden zur Geschichte der Mathematik im Mittelalter und der Renaissanee; 
A bhandl. zu r Gesch. d. m athem . W issensch . 13, 1902, S. 571— 574).

G. E n e st r o m .
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2 : 642, 643, siehe BM 13, 1900, S. 271. — 2: 655, siehe BM 23, 1901, S. 357 —
2 : 656, siehe BM 4 3, 1903, S. 286 — 2 : 659, 660, siehe BM 23, 1901, S. 147—148 —
2  : 665, siehe BM 13, 1900, S. 271.

2 : 669. Die yon Herrn C a n t o r  ais ratselhaft bezeichnete ScH W EN TER sehe  
Angabe, der Satz fiir die Dreiecksflache stamme a u s  der „ G e o m e tr ia  J o r d a n i “ 

ist insofern richtig, ais ein Beweis des Satzes tatsachlich einer d e m  J o r d a n u s  

N e m o r a r i u s  zugeschriebenen Schrift, namlich De ponderibus, angehangt ist 
(vgl. A. A. B j ó r n b o ,  A bhandl. zur Gesch. d. m athem . W issensch. 14,
1902, S. 147— 148). Ob dieser Anhang wirklich von J o r d a n u s  N e m o r a r i u s  

herruhrt, wird man wohl niemals feststellen konnen. G. E n e s t r o m .

2 : 674, siehe BM 43, 1903, S. 88. — 2 :  683, siehe BM 2 3, 1901, S. 148. —
2  : 693, siehe BM 43, 1903, S. 287. — 2 :7 0 0 ,  701, 703, 704, 705, siehe BM 1 3, 
1900, S. 271—273. — 2 :  719, siehe BM 2 3, 1901, S. 357. — 2  :720, siehe BM 43
1903, S. 287. — 2 :  721, siehe BM 13, 1900, S. 273. — 2 :  742, siehe BM 1 3, 190Ó’, 
S. 273; 3 3, 1902, S. 142. — 2  : 746, siehe BM 13, 1900, S. 273. — 2  : 747, siehe BM 13, 
1900, S. 173; 2 3, 1901, S. 225. — 2 :  749, siehe BM 43, 1903, S. 88. — 2 : 7 6 6 ,  
siehe BM 3 3, 1902, S. 142. — 2 : 7 6 7 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 148, 357—358. — 
2  : 770, siehe BM 43, 1903, S. 208. — 2 :  772, 775, siehe BM 2 3, 1901, S. 358 
—359. — 2  : 777, siehe BM 2 3, 1901, S. 148; 33, 1902, S. 204. — 2 : 7 8 3 ,  siehe 
BM 2 .3, 1901, S. 359; 43, 1903, S. 88—89. — 2 :  784, siehe BM 2 3, 1901, S. 148. — 
2  : 802, siehe BM 43, 1903, S. 208. — 2 :  812, siehe BM 4 3, 1903, S. 37. — 2  : 820, 
825, siehe BM 2 3, 1901, S. 148.

2 : 832. H e r r  C a n t o r  macht darauf aufmerksam, dafi man die Ent
stehung d e r  Geometria indimsibilibus continuorum nova ąuadam ratione promota 
des C a v a l i e r i  n a c h  riickwarts bis zum Jahre 1626 yerfolgen kann. Dieser 
U m s t a n d  ist gewifi von Interesse, aber ebenso grofies Interesse bietet e s  meines 
Erachtens d a r ,  die Entstehung des C A V A L iE R ischen  GesamtheitsbegrifFes ('omnes 
lineae’) noch weiter nach riickwarts zu yerfolgen und dies gelingt bis zum 
Jahre 1621. Am 15. Dezember 1621 schrieb namlich C a v a l i e r i  an G a l i l e i  

(siehe Le opere di G a l il e o  G a l i l e i , Editione nazionale, Yol. IB, Firenze 1903, 
S. 81): 'Se in una figura piana s’intender& tirata una linea retta come si
yoglia, et in quella poi tirateli parallele tutte le linee possibili a tirarsi, 
chiamo ąueste linee cosi tirate tutte le linee di quella figura; e se in una figura 
solida s’intenderano tirati tu tt’i piani possibili a tirarsi paralleli ad un certo 
piano, questi piani gli chiamo tu tt’i piani di q u e l  solido. Hora yorrei sapere 
se tutte le linee d'un piano a tutte le linee d’un altro piano habbino proportione, 
per che potendosene tirare piu e piu sempre, pare che tutte le linee d’una data figura 
sieno infinite, e pero fuor della diffinitione delle grandezze che hano proportione; 
m a  perchfe poi, se si aggrandisse la figura, anco le linee si fano maggiori, 
essendovi quelle della prima et anco quelle di piu che sono nelFeccesso della figura 
f a t t a  maggiore sopra la data, pero pare che non sieno fuora di quella diffinitione: 
pero desidero esser da V. S. sciolto di questo dubbio’. So weit bekannt ist, 
bekam C a v a l i e i i i  keine Antwort auf seine Frage, aber einige Monate spater 
scheint er von der Zulassigkeit seines GesamtheitsbegrifFes iiberzeugt z u  sein, denn 
a m  22. Marz 1622 spricht er in einem Briefe an G a l i l e i  (siehe a.a.O., S. 86— 87) 
vom 'bel principio che tutte le linee di due figurę piane e tutte le superficie
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di due figurę solide habino proportione’ und fahrt fort: ril che parmi facile 
da dimostrare; perchfe, multiplicando l ’una delle dette figurę, si m ultiplicano anco 
tutte le linee nelle piane e tutte le superficie nelle solide, sj che tu tte le linee 
duna figura overo superficie, possono, cresciute, avanzare tutte le linee, o 
superficie" dell’ altre, e cosi sarano ancor esse fra le grandezzo cli’ hanno 
proportione’. Er fugt noch hinzu: 'come io p igli poi questo termine (tutte 
le linee d’una figura piaua, o tu tte le  superficie d u n  solido) , das habe er in 
einem Traktat gezeigt, den er gleichzeitig an G a l il e i  iibersende; hieraus geht 
also heryor, daB Ca v a l ie r i  schon 1 6 2 2  eine Schrift iiber seine Indivisibilien- 
metbode redigiert hatte. Yon diesem Traktat spricht Ca v a l ie r i  noch in seinen 
Briefen an G a l il e i  vom 9. A pril und 16. A ugu st 1 6 2 3  (siehe a. a. O., S. 1 1 4 ,1 2 3 ) .  
Etwa vier Jahre spater sclieint Ga v a l ie r i  eine ausfiihrlichere A bhandlung iiber 
seine Methode yerfafit zu haben, und diese sandte er im November 1 6 2 7  an
G. Cia m p o l i . An Ga l il e i  schrieb Ca y a l ie r i  ani 17 . Dezember 1 6 2 7  (siehe
a. a. O., S. 38 1 ), er habe sich auch in dieser Abhandlung des Gesamtheitsbegriffes 
('fondamento che chiamo tutte le linee di una figura piana o tu tti i piani 
d un a solida’) bedient, weil dieser Begriff ihm hinreichend klar und fest be- 
griindet scheine. G. E n e s t r o m .

2 i 840, siehe BM 23, 1901, S. 148—149. — 2 : 843, siehe BM 33, 1902, S. 328,
— 2 : 8 5 6 ,  805, siehe BM 23, 1901, S. 149. — 2 : 8 7 6 ,  878, 871), siehe BM l 3,
1900, S. 511. — 2 : 8 9 1 ,  siehe BM 13, 1900, S. 273. — 2 : 8 9 8 ,  siehe BM 43,
1903, S. 37, 208. — 2 : 901, siehe BM 13, 1900, S. 511.

2 : 919. A u Ii er den zwei im Text erwahnten Briefen von H u d d e  gibt 
es noch einen d ritten , ebenfalls an S ch o o ten  gerichtet, der gedruckt worden 
is t, und zwar in franzosischer Ubersetzung. Dieser vom 21. N o ran b er 1659 
datierte Brief wurde zuerst 1713 in  einer hollandischen Zeitschrift ( J o u r n a l  
l i t e r a i r e  in Haag) yeroffentlicht, und ist spater S. 272 —  274 der Ausgabe des 
Commericum epistolicum von B io t und L e f o r t  (1856) abgedruckt worden; ein 
anderer Abdruck findet sich im Briefwechsel von G. W. L e ib n i z  mit Mathe- 
matilcern, herausgegeben von C. I. G e rh a rd t ,  Band I  (Berlin 1899), S. 2 3 4 — 237. 
H ud d e  gibt hier eine Losung des Tangentenproblem s fiir algebraische Kurven 
yerm ittels derselben M ethode, dereń er sich in  seiner Schrift De maximis et 
mininis bedient hatte , und die also m it dem SLUSEschen Verfahren nahe ver- 
w andt ist. Is t f  (x, y) —  0 die Gleichung der gegebenen algebraischen Kurve, 
so kann man die H u d d e sche Regel so ausdriicken, dafi die Subtangente

gf{x,y) +  y*-Lf f )
b f (x, y) +  x y)

ist, wo a und b zwei w illkiirliche Konstanten sind. Setzt man a =  b —  0, 
erhalt man die gewohnliche Formę], G . E n e s t r o m .

2 : Y III (Vorwort), siehe BM 3 3, 1902, S. 142. — 2 : IX, X  (Vorwort), siehe 
BM 13, 1900, S. 511—512.
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R M ’| Sle?o n?  0 i l 901, S - 359- —  3  : 1 0 ’ siehe BM i s .  1900, S. 518. —  3 : 1 1 ,
RM 1 1Qnń Q i i o  A ~  3 : 1 2 ’ 17’ siehe BM X3> 1900- s - 5 i 2 - —  3 : 2 2 > sielleBM 1 3, 1900, S 512; 4 3, 1903, S. 209. — 3 : 2 4 ,  siehe BM 4 3> 1903, S. 209. —
3 . _ o ,  siehe BM 4 3, 1903, S. 209, 399. — 3 : 2 6 ,  siehe BM * 3l 1901, S. 359. —
q ‘oTn ’ S1t  l a ’ 1900’ S- 512—513. — 3 : 7 0 ,  siehe BM » 3, 1901,

oin  ~  »  ’ ?1®h eB M  g 3, 1901, S. 149. — 3 : 1 1 2 ,  siehe BM 4 3, 1903, S. 209
Q ~  U: o? ; BM 13 , 1900, S. 513. — 3  : 117, siehe BM 13, 1900, S. 518. —
q 407 ’ / n a * o 0?’ 8 ' 513; 4 s ’ 1903’ S‘ 399' ~  siehe BM 3 3, 1902,
n w  A~' o’ 1 5  S- 40°- ~  3  :12,;’ sieho BM 4 3- l 003- s - 288 — 3  :131, siehe 

,1'™ ~  3 : 1 5 1 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 326. — 3  :167, 172—173,
siehe BM 43 1QAQ a " • 1"‘ • 1 ™ - - -  ~ — 7
siehe 
BM 1;
1901,
S. 326. —
S. 150. — 3  :232 , siehe BM 13’ 1900, S. 514,

3 : 2 4 4 — 2 4 5 . D ie Angabe, dafi die Analyse des infiniment petits in 
wiederholten A uflagen  171 6 , 1 7 2 0 , 1768  gedruckt worden ist, hat Herr C a n t o r  

offenbar ohne weiteres aus P o g g e n d o r f f s  Biographisćh-literarischem Hand- 
worterbuch I, 11 4 6  entnommen. Indessen habe ich die angebliche A uflage von 
1720  in keiner zuyerlassigen bibliographischen Arbeit erwahnt g e f u n d e D , und 
da in eben demselben Jahre eine neue Ausgabe von H o p it a l s  Traite analytigue 
des seetions coniąues erschien, ist es wohl anzunehmen, dafi hier eine Yer- 
wechselung yorliegt. A uf der anderen Seite ist die Angabe der wiederholten 
A uflagen der Analyse des infiniment petits insofern unvollstandig, ais noch im  
Jahre 1 7 8 4  eine solche in Paris erschien (vgl. J. W . M u l l e r , Auserlesene 
mathematische Bibliothek, Niirnberg 1 8 2 0 , S. 4 2 ; andere Bibliographen geben 
ais Druckjahr 1 7 8 0  an). Von der zweiten A uflage, die nach P o g g e n d o r f f  

und ein paar anderen Bibliographen 1 7 1 6  erschien, g ibt es Exemplare m it dem 
Druckjahr 1 7 1 5 .

A uf den E rfolg der Analyse des infiniment petits weisen aber nicht nur 
die neuen A uflagen, sondern auch die Ubersetzungen hin. Dafi eine englische 
Ubersetzung von E. S t o n e  im Jahre 1 7 3 0  erschien, hat Herr C a n t o r  selbst 
S . 737 angegeben. D azu kommt noch eine lateinische Ubersetzung, die zuerst 
in Wien 1 7 6 4 , dann nochmals in W ien 1 7 9 0  herausgegeben wurde (vgl. J. W . 
M u l l e r , a. a. O . S . 42).

In betreff der Bem erkung des Herrn C a n t o r , dafi die Analyse des in
finiment petits lange Zeit das einzige Lehrbuch der Differentialrechnung war, 
kann darauf h ingewiesen werden, dafi schon 12 Jahre nach der Veroffentlichung 
des Buches ein anderes franzosisches Lehrbuch erschien, das einen Abrifi der 
Differentialrechnung enthielt, namlich L ’analyse demontree von C h . R e y n e a u . 

Freilich hat J o h a n n  B e r n o u l l i  nicht m it Unrecht in seinem Briefe an L e i b n i z  

vom 8 . A pril 1 7 1 1  hervorgehoben, dafi R e y n e a u  die neue Rechnung nicht 
griindlich genug studiert hatte, um ein wirklich gutes Lehrbuch schreiben zu 
konnen. G. E n e s t r o m ,

3 : 2 4 6 ,  siehe BM 13) 1900, S. 514; 8 3, 1901, S. 151. — 3 : 2 5 0 ,  siehe BM l 3,
1900, S. 514. — 3 : 3 0 3 ,  siehe BM » 3, 1901, S. 155. — 3 : 3 3 0 - 3 3 1 ,  siehe BM 3 3,
1902, S. 2 4 1 -2 4 2 .
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3  : 337 . DaB F r a n c i s  R o b a r t e s  nicht m it F r a n c is  R o b e r t s  identisch is t ,  
scheint daraus hervorzugehen, daB diese in dem 1 7 8 7  erschienenen General- 
register der 70 ersten Bandę der P  h i 1 o s o p h i c a l t r a n s a c t i o n s  ais zwei 
Personlichkeiten aufgefiihrt werden. A u f der anderen Seite hat F r a n c is  R o b a r t e s  
wirklich eine mathematische Schrift herausgegeben, namlich Concermng the 
proportion of matliematical points to eacli other. B y the honourable F r a n c i s  
R o b a r t e s , esq; yice-president of the Royal soc. (P h i lo s .  t r a n s .  2 /  n® 3 3 4 ,  1 7 1 2 ,
g_ 4 7 0 __4 7 2 ). Freilich wird durch diese Schrift die C a n t o r s c 1i 6 Bemerkung,
d afi R o b a r t e s  nur sehr nebensachlich ais Mathematiker gelten  kann, durchaus 
bestatigt, denn der Verfasser sucht darin zu beweisen, dafi das Yerhaltnis zweier 
Punkte zueinander im allgemeinen nicht gleich 1 gesetzt werden darf, sondern 
sogar eine unendlich grofie Zahl sein kann. H andelt es sich z. B. um den 
Beriihrungspunkt eines Kreises und dessen Tangente, so ist die Grofie dieses 
Punktes nach R o b a r t e s  v o m  Durchmesser des Kreises abhangig.

G. E n e s t r o m .

3 : 447, 455, siehe BM * 3, 1901, S. 151. — 3 : 473, siehe BM » 3, 1901, S. 154—155; 
43) 1903, S. 401- — 3 :477, 479, siehe BM 2 3 , 1901, S. 151— 152. — 3 : 507, siehe BM 
53, 1904, S. 71—72. — 3 :  521, siehe BM 8 3, 1901, S. 4 4 1 .— 3 : 5 3 5 ,  siehe BM 43,
1903, S. 401.

B : 53 6 . Die erste A uflage der Logica demonstrativa von G. S a c c h e r i  

erschien nicht 1701  oder 1692, sondern 1 6 9 7 ;  siehe G. Y a i l a t i ,  Di un’ opera 
dimendicata del P. G e r o l a m o  S a c c h e r i  („Logica demonstrativa“, 1697); R i 
y i s t a  f i l o s o f i c a  190 3 .

3 : 565, siehe BM 33, 1902, S. 326—327. — 3 : 571, siehe BM 33, 1902, S. 327;
53, 1904, S. 72. — 3 : 578, siehe BM 33, 1902, S. 327. — 3 : 014, siehe BM 4 3, 1903, 
S. 89—90. — 3 : 6 3 6 —637, siehe BM 8 3, 1901, S. 441.

3  : 6 4 6 — 64 7 . D ie Rekursionsform el fur die BERNOumschen Zahlen, welche 
Herr C a n t o r  ais einen von M o iv r e  yollzogenen Fortschritt bezeichnet, gehort 
sicherlich J a k o b  B e r n o u l l i  selbst an. J a k o b  B e r n o u l l i  sagt namlich: „sunt 
autem hi coefficientes ita  comparati, u t singuli cum suis ordmis coefficientibus 
complere debeant unitatem" und diese W orte enthalten ja, w ie Herr C a n t o r  

S. 347  richtig angedeutet hat, die Rekursionsform el
i _  1 | 1 , c . - c ( c - l ) ( c - 2 ) c (c— 1 ) (c— 2) (c— 3) (c— 4)

c 1 2 2 2 . 3 . 4  +  2 .  3 .  4 .  5 .  6 <- +  •••
M o i v r e , der ubrigens ebensowenig w ie J a k o b  B e r n o u l l i  die Rekursions

form el ausschreibt, schlagt ein anderes Yerfahren yor, um  die Zahlen A, B , C , . .. 
zu berechnen, das er etwas beąuemer findet; er setzt namlich nacheinander 
c =  2, 4, 6 ......... und erhalt dadurch zuerst

dann
1= = “3 +  \  +  oder A =  Y ~ Y ’

1==y  + T  + T^ + -8’ oder B==Y ~ T  ~ Y A’
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weiter

1=4  +  T  +  U  +  r r l * + C ,  oder C =
usw. Abei dies Verfahren kann wobl kaum ein Fortschritt genannt werden.

G. E n e st r o m .

3 :  652, siehe BM 8 3 , 1901, S. 446.

3 : 652. Im Ansclilufi an den Bericht iiber S t i r l i n g s  Formel fiir die
Summę einer Anzabl von Logaritbmen ware es angezeigt mitzuteilen, daB die
bekannte Formel dieser Art, die man jetzt ziemlich allgemein (siebe z. B.
A. M a r k o f f , Differenzenreelmung, deutsche Ubersetzung, Leipzig 1896, S . 135; 
EncyJclojoadie der mathematiscJien Wissenschaften, Band I, S . 931) gewohnt ist 
ais die S T n tL iN G S ch e  Formel zu bezeicbnen, namlich

log (1 • 2 • 3 . . .  x) =  y  log 2 n  - f  (x  +  ~ )  log x  —  x  - f  A 2 ~  - f  A i ~

zuerst yon M o iv r e  im Anbange zu den Miscellanea analytica (1730) angegeben 
und hergeleitet wurde. M o iv r e  bericbtet selbst, dafi S t i r l i n g  ibm brieflich die 
Formel

log (1 . 2 . 3 . . .  x) =  y  log 2 n  +  (x +  y )  log (x  + —) — (« +  y )

______i____ + ____ -1 _______
2 .1  2 (x + | )  ^  8 . 3 6 0 (x + -i-)3 '' ‘

mitgeteilt hatte, und dafi er selbst dadurch angeregt wurde, die neue Formel
auf einem ganz anderen Wege aufzufinden. G. E n e s t r o m .

3 :660, 667, siehe BM 8 3 , 1901, S. 441—442.

3 :6 6 7 . Vor 15 Jahren bemerkte ich in meiner kleinen Notiz Sur le 
premier emploi du symbole n  pour 3,14159 . . . (B ib lio th . M athem. 1889,
S. 28), dafi E u l e r  sich des Buchstabens u  fiir den Umfang des Kreises mit 
Durchmesser =  1 schon in den Comment. acad. sc. P e tro p . 9, 1737 (ge- 
druckt 1744) bediente, und mit Bezugnahme auf diese Bemerkung bat F. R u d io  
in seiner Scbrift A r c b im e d e s , H u y g e n s , L a m b e r t , L e g e n d r e . Vier Abhand- 
lungen iiber die Kreismessung (Leipzig 1892), S. 53 angegeben, dafi E u l e r  
wohl daselbst zum ersten Małe den Buchstaben n  in dieser Bedeutung benutzte; 
dieselbe Angabe hat auch Herr C a n t o r .  Indessen gibt es eine fruhere Schrift 
von E u l e r ,  w o  das Yerhaltnis des Kreisumfanges zum Durchmesser mit n  
bezeichnet wird, namlich die Meehanica sive motus seientia analytice exposita 
(Petropoli 1736). Dort findet sich namlich S. 115 des 1. Bandes der Passus: 
„denotante igitur 1 : n  rationem diametri ad peripheriam, erit A M C  — -\a
und ebenso S. 119: „si enim est m =  \ ,  terminus respondens invenitur deno
tante 1 : 7t rationem diametri ad peripheriam “. Die Bezeichnung wird dann
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S. 120 , 122 , 123  angewendet, worauf am Ende der S. 1 2 3  zum dritten Małe 
die Erklarung; „denotantibus . . . J t : 1 rationem peripheriae ad diametrum* folgt; 
spater wird die Erklarung wenigstens achtmal w iederłiolt, namlieh Band I, 
S. 2 5 1 , 260 , 267  und Band II, S. 70, 2 8 4 — 28 5 , 304 , 4 1 1 , 4 9 2 .

6 .  E n e st r o m .

3 : 6 8 6 .  Die Angabe, dafi 17 3 7  der Endzeitpunkt der von M a c l a u r in  im  
Treatise of fluxions benutzten Literatur sein diirfte, ist insofern zu modifizieren, 
ais M a c l a u r in  im Art. 906  die Hydrodynamica von D a n ie l  B e r n o u l l i  zitiert, 
die bekanntlich 1 7 3 8  erschien. G. E n e st r o m .

3  : 689, 695, siehe BM » 3, 1901, S. 442. — 3  : 750, 758, siehe BM %3, 1901, S. 446.

3  : 759 . W enn Herr Ca n t o r  sagt, dafi E u l r r  in seiner Mechanica (1 7 3 6 )  
den Satz von den homogenen Funktionen andeutete, so ist diese Ausdrucksweise 
gewifi richtig inbetreff des zitierten § 1 0 6  ( =  S. 49  des Originals), denn dort 
gibt E u l e r  den Satz nur fur den Spezialfall n =  \  an. D agegen ist er am 
Ende des 2. Bandes der Mechanica (S. 4 6 4 )  noch einnial auf den Satz zuriick- 
gekommen, und an dieser Stelle wird derselbe nicht angedeutet, sondern be- 
stim m t ausgesprochen. E u l e r  sagt namlicli: „aeąuationis

P d x = R d z - \ -  Q dy
haec erit proprietas ut sit

R  z Qy —  n | Pd# 
und diese Worte enthalten ja  genau den Satz

S qp , 8 m

wenn man d cp statt P d  x  setzt. G. E n e st r o m .

3 : 760, 766, siehe BM 2 3, 1901, S. 4 4 6 -4 4 7 . — 3 : 774, 79S, siehe BM 2 3,
1901, S. 442—443. — 3 : 845, siehe BM » 3, 1901, S. 447; 33, 1902, S. 327—328. — 
3 : 8 4 8 ,  881, siehe BM » 3, 1901, S. 443. — 3 : 8 8 2 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 447. —
3 : 890, siehe BM 43, 1903, S. 401. — 3 : 892, siehe BM 33, 1902, S. 143. — 3 : IV 
(Yorwort), siehe BM 2 3, 1901, S. 443.

Anfragen.

11(). C avalieri u n d  d er  Satz v o n  d er  F la c lie  e in er  S p ira llin ie .
Um zu erklaren, wie es m oglich war, dafi sowohl Ca v a l ie r i  in der Geometria 
indivisibilibus continuorum nova ąuadam ratione promota (1 6 3 5 )  ais G r e g o ir e  
d e  S t .-V in c e n t  in dem Opus geometricum ąuadraturae circuli et sectionum coni 
(1 6 4 7 ) die Quadratur der Spirallinie auf die Auffindung der Flachę eines 
Parabelabschnittes zuruckfiihren konnten, stellt Herr Ca n t o r  zuerst das Dilem m a
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auf: entweder ist das Yerfahren von G r ź g o ir e  d e  S t .-Y in c e n t  dem Ca v a l ie r i 
oder um gekehrt yon Ca v a l ie r i  dem G r e g o ir e  d e  S t .-V in c e n t  entnommen. 
Indessen gibt Herr Ca n t o r  noch eine dritte M oglichkeit an, namlich dafi beide 
M&nner, jeder fiir sich, auf dasselbe Verfahren kamen, yerzichtet aber darauf, 
sich fiir irgend eine der drei M oglichkeiten zu entscheiden.

Meines Erachtens ist d ie  d r itte  M o g lic h k e it  an s ic h  d ie  w ah rsch ein lich ste*  
und zw a r  aus d em  von Herrn Z e u t h e n  S. 42  und 291  se in er  Geschichte der 
M athem atik im  X V I . u nd X V I I .  Jahrhundert a n g e fiih r te n  Grunde, ab er  am 
besten w are es natiirlicb, w en n  m an d a r leg en  k o n n te , dafi G r e g o ir e  de S t . - Y in c e n t  
un d  C a v a l i e r i  tatsachlich das Verfahren u n a b h a n g ig  yo n e in a n d er  gefunden 
h a tten . Fiir diesen Zweck ist es n ic h t  o h n e Interesse z u  bem erk en , daB C a v a l i e r i  
sch o n  am  9. A pril 1 6 2 3  ein en  Aufsatz iib er  Spirallinien an G a l i l e i  sandte 
(siehe L e  opere d i G a li le o  G a l i le i .  E d iz io n e  n a z io n a le , Y o l. 1 3 ,  F ir en ze  1 9 0 3 , 
S. 114), und dafi er v o r  dem  28. M ai 16 2 5  an C. M a r s i l i  e in e  v o n  der  
ARCHiMEDESSchen a b w eich en d e  H e r le itu n g  der Flachę der  Spirallinie schickte 
(siebe a. a. O., S. 273), w a h ren d  G r ź g o ir e  d e  S t . - V i n c e n t  erst g e g e n  E n d e  
des Jabres 16 2 5  n a c h  Rom g e la n g te  (siehe H. B o sm a n s, Documents inedits  
sur G re g o ire  d e  S t.-V in c e n t;  A n n a le s  d e  l a  s o c i e t e  s c i e n t i f i q u e  de  
B r u x e l le s  27 : 2, 190 3 , S. 7 des Sonderabzuges).

Ist die Abhandlung, die Ca v a l ie r i  16 2 5  an Ma r s il i  schickte, noch auf- 
bewahrt, und kann man durch dieselbe oder durch den an G a l il e i  iibersandten 
Aufsatz bestatigen, daB Ca v a l ie r i  schon am Anfange des Jahres 16 2 5  die 
Quadratur der Spirallinie auf die Auffindung der Flachę eines Parabelabschnittes 
zuriickgefubrt hatte? H at man auf der anderen Seite irgend einen Anlafi 
anzunehmen, dafi den italienischen Mathematikern, m it denen G r e g o ir e  d e  
St .-V in c e n t  1 6 2 5 — 16 2 7  in Rom yerkehrte, die CAVALiERischen Untersuchungen  
iiber die Spirallinie bekannt waren? G. E n e str o m .

117. U b e r  d ie  G e sc h ic h te  e in e r  S u m m e n fo r m e l, d ie  m it  d er  
E u le r s c h e n  v e r w a n d t  is t . Es wird zuweilen behauptet (vgl. R . R e i f f , Ge
schichte der unendlichen JReihen, Tiibingen 188 9 , S. 84), dafi die von S t ir l in g  
in seiner Methodus differcntialis (1 7 3 0 ) fiir die Summę der Logarithmen be- 
liebig yieler Zahlen in arithmetischer Progression angegebene Form el ein Spezial- 
fall der EuLERSchen Summenformel ist. Da aber in der STiRLiNGSchen Form el 
nicht die B e r n o u l l i  schen Zahlen, sondern (vgl. z. B . R e i f f , a. a. O. S. 78)

7 SI 127 511die Zahlen —  --- . — —r, etc. ais Koeffizienten auftreten, so kann diesewanien 3g(), 126Q, 16g(), 1] 8g,

Behauptung offenbar nicht ganz exakt sein. A uf der anderen Seite ist die
STiRLiNGSche Form el ein direkter Spezialfall einer anderen allgemeinen Sum m en
formel, die M a c l a u r in  in seinem Treatise of fluxions (1742 ) § 3 5 0  und § 832  
angegeben hat, und die in moderner Bezeichnung auf folgende W eise ausgedruckt 
werden kann:

die Koeffizienten C2, . . . sind dieselben, die in der Kosekantenreihe vor-
kommen.

Bibliotheca Jlathematica. III. Folgę. V. 14
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Diese Summenformel scheint im 18. Jahrhundert wenig beachtet worden 
zu sein, und im 19. Jahrhundert ist sie mehr ais einmal neu entdeckt worden. 
So z. B. hat S . S p i t z e r  dieselbe in seinem Artikel: Formeln fiir die Summen- 
und Differenzenreclinung (Arch. der M athem . 24, 1855, S. 97— 109) ais 
neu aufgestellt, und nach einem Referate in den F o r t  sehr. d. M athem . 15 
(1883), S. 239, ist sie in einem Aufsatze von G. F. H a r d y  On some formulae 
for approximate summation vom Jahre 1883 hergeleitet worden, ohne dafi ihr 
Vorkommen bei M a c l a u r i n  erwahnt wird. Ob sie auch mit der yon Herrn
G. B o h l m a n n  in der EncyMopiidie der mathematischen Wissenschaften, Bd. 1, 
S. 879 zitierten J. W. L uB B O O K Schen  Summenformel aus dem Jahre 1830 identisch 
ist, habe ich nicht entscheiden konnen, da mir die einschlagige Literatur nicht 
zuganglich ist.

Es ware von Interesse, eine Geschichte der fraglichen M a c l a u r i n schen 
Summenformel zu haben. G. E n e s t r o m .
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Rezensionen,
H. G. Zeuthen. F o r e la e s n in g e r  o v e r  M a th e m a tik e n s  H is to r ie . I I .  16de og  

17de A a r h u n d r e d e . Kjobenhavn, Host 1 9 0 3 . 8 °, (3) -|- V I -J- (2)
+  612  S.

H. G. Zeutlieil. G e sc M c h te  d e r  M a th e m a tik  im  X V I . u n d  X V I I . Jah r-  
h u n d e r t . Deutsche Ausgabe unter M itwirkung des Verfassers besorgt yon 
K. Meyer. Leipzig, Teubner 1 9 0 3 . [ =  Abhandlungen zur Geschichte
der mathematischen W issenschaften 17.] 8 °, V III -j- 4 3 4  S. Mark 16.

G leichzeitig sind danisch und deutsch erschienen die Resultate der mathe- 
m atisch-historischen Untersuchungen, m it denen sich Herr Ze u t h e n  seit yielen  
Jahren beschaftigt hat. D ie T itel der zwei Ausgaben unterscheiden sich in- 
sofern, ais das danische Original ais Fortsetzung der Vorlesungen des Verfassers 
iiber Geschichte der MathematiJc im Altertum und Mittelalter (1 8 9 3 , deutsch 
1 8 9 6 ) bezeichnet wird, wahrend in betreff der deutschen Ubersetzung eine solche 
Angabe fehlt. W ahrscheinlich hangt dieser Unterschied ganz einfach davon ab, 
dafi die deutsche Ubersetzung jetzt in einem anderen Verlage ais friiher erscheint, 
aber auf der anderen Seite konnte man sich wirklich denken, dafi der Verfasser 
unsicher war, ob er seine neue Arbeit ais eine Fortsetzung der alteren betrachten 
sollte oder nicht, und darum den zwei Ausgaben etwas abweichende Titel 
gegeben hat. Vom  chronologischen Gesichtspunkte aus ist die neue Arbeit 
gewifi eine Fortsetzung der alteren, denn jene setzt fort, wo diese endet, aber 
in betreff der Darstellungsw eise findet ein nicht unbedeutender Unterschied statt. 
Dam it babe ich nicht sagen wollen, dafi der Verfasser bei seiner Behandlung  
des Stoffes jetzt wesentlich andere Grundsatze wie friiher angewendet hat; viel- 
mehr denke ich in erster Linie daran, dafi der Stoff selbst so yerschieden g e
wesen ist, dafi schon dadurch eine nicbt unbedeutende Modifikation der Dar
stellungsw eise angezeigt wurde. Hierzu kom m t noch, dafi die fortgesetzten  
historischen Forschungen des Verfassers ohne Zweifel einen yorteilhaften Einflufi 
auf seine Behandlung des yorhandenen Materials gehabt haben.

D ie jetzt yorliegende Arbeit des Herrn Z e u t h e n  bringt zuerst (S. 1— 80*) 
einen historiscli-literarischen Uberblick der mathematischen Forschungen des 16. 
und 17 . Jahrhunderts; die Ordnungsfolge ist teils chronologisch, teils geo- 
graphiscli. Hier werden yiele biographische Notizen m itgeteilt und ziemlich 
ausfiilirlich iiber den personlicben und bneflichen  ̂ eikehr dei behandelten

*) Ich zitiere immer in dieser Besprechung die Seitenzahlen der d e u ts c h e n  
Ausgabe, sofern nicht ausdrucklich auf das danische Original yerwiesen wird.

14*
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Mathematiker berichtet, sowie iiber die iiuBeren Umstiinde, denen man einen  
Einflufi auf die mathematischen Entdeckungen zuschreiben kaun. D agegen  
kommen bibliographische Notizen sparlicher vor. Dann fo lgt die eigent- 
liche Geschichte der mathematischen Theorien, die in zwei Hauptabteilungen, 
die Analyse des Endlichen (S. 81— 233) und die Infinitesim alrechnung (S. 234
__426) zerfallt. Die erste Hauptabteilung beginnt mit der algebraischen
Losung von Gleichungen 3. und 4. Grades, worauf die algebraische Zeichen- 
sprache und die allgemeine Theorie der algebraischen Gleichungen behandelt 
werden. Dann fiigt der Verfasser ein Kapitel iiber die Trigonometrie ein, weil 
ihre Weiterentwickelung der Algebra zugute gekommen ist, und hiervon ist 
der Ubergang zu numerischen Berechnungen und Logarithmen ziemlich natiir- 
lich. Die drei folgenden Kapitel sind der Zahlentheorie sowie der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung und yerwandten Gegenstanden (Binomialkoeffizienten, Kombina- 
torik) gewidmet. Nun folgt ein Bericht iiber die reine Geometrie, haupt
sachlich unter Beriicksichtigung der Arbeiten von D e s a r g u e s , und den Schlufi 
der ersten Hauptabteilung bildet eine Ubersicht der yorzugsweise analytisch- 
geometrischen und algebraischen Untersuchungen von F e r m a t , D e s c a r t e s  und 
ihren Naclifolgern bis gegen das Ende des 17. Jahrhunderts.

Der zweiten Hauptabteilung dient ais Einleitung ein Kapitel iiber die 
mechanischen Probleme zu Aufang der neueren Zeit, sofern diese zur Erfindung 
der Infinitesimalrechnung beigetragen haben. Weiter bespricht der Verfasser 
ausfuhrlich die yerschiedenen Yerfahren (von K e p l e r , Ca v a l ie r i , T o r r ic e l l i , 
G rkgo irh  d e  S t . -V in c e n t , F e r m a t , P a s c a l , W a l l is  u . a.), wodurch tatsachlich 
Integrationen schon yor der Erfindung der Integralrechnung ausgefiihrt worden 
sind, berichtet iiber die unendlichen Naherungsprozesse (besonders unendliche 
Reihen) vor N e w t o n , und behandelt die Methoden, die yon T o r r ic e l l i , R o b e r - 
v a l , D e s c a r t e s , H u d d e , F e r m a t , S l u s e  und H u y g e n s  fiir Tangenten-, Nor- 
malen- und Maximalbestimmungen erfunden wurden. Die zwei folgenden 
Kapitel beziehen sich auf die Untersuchungen iiber die Cykloide und iiber 
Evoluten, sowie auf die Versuche, die umgekehrte Tangentenaufgabe zu losen. 
Das iibrige der Abteilung ist hauptsachlich der Entdeckung der Infinitesimal- 
rechnung durch N e w t o n  und L e ib n iz  gewidmet, wobei der Verfasser ausfuhr
lich iiber N e w t o n  handelt und ein besonderes Kapitel iiber die Principia ein- 
fiigt. Mit der YerofFentlichung dieser Schrift endet die Zeit, die Herr Ze u t h e n  
sich yorgenommen hat, in seiner Arbeit zu behandeln, und nur ziemlich kurz 
berichtet er im Schlufikapitel iiber die Geschichte der Mathematik wahrend der 
nachsten Jahre bis zum Ende des 17. Jahrhunderts. — Die Seiten 427 —434 
enthalten ein Namen- und Sachregister.

Dafi Herr Ze u t h e n  vor die eigentliche Geschichte der mathematischen 
Theorien eine Abteilung allgemeineren Inhalts gestellt hat, ist ohne Zweifel sehr 
angezeigt, denn auch der Entwickelungsgang der mathematischen Forscłrang im 
allgemeinen verdient gewifi eine Darstellung, und iibrigens gibt es Umstande, 
die auf die Ausbildung der Mathematik Einflufi geiibt haben, ohne dafi man 
sie in die Geschichte einer besonderen Theorie unterbringen kann. Solche 
Umstande sind z. B. die politischen und sozialen Yerhaltnisse, der Stand der 
der Mathematik yerwandten Wissenschaften, sowie die wissenschaftlichen Gesell- 
schaften. Herr Ze u t h e n  hat indessen in der allgemeinen Abteilung auch 
anderes gebracht, hauptsachlich biographische Notizen iiber die behandelten 
Mathematiker. Dafi Notizen dieser Art in eine Entwickelungsgeschichte der
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M athem atik  —  u n d  ais eine solche Geschichte w ill H e rr  Z e u th e n  seine A rbeit 
b e trach te t haben —  gehoren  konnen, gebe ich gern  zu, die F rage is t nu r, wie 
w eit m an gehen soli. N a tu rlich  soli in  ers te r L in ie alles m itg e te ilt werden, 
was die w issenschaftliche W irksam keit eines M athem atikers beeinflufit hat, aber 
sonst konn te  es w obl genugen anzugeben, w ann und  wo er geboren und  ge- 
sto rben  ist, sowie einige Zeilen iiber seine ausseren Lebensum stande hinzuzu- 
fiigen. H err  Z e u th e n  is t etwas w eiter gegangen, u n d  da er im  allgem einen 
die A usfuh rlichke it d er Notizen nach der B edeu tung  der betreffenden M athe
m atike r anpasst, so is t gegen sein Y erfahren  eigentlich  nichts zu sagen. F re ilich  
sieh t m an  oft n ich t ein, w arum  gewisse N otizen m itg e te ilt w erden; so z. B. 
erfahren w ir (S. 29, 50, 52) Iiber P. d e  F e rm a t , E. H a l l e y  und I. B a e ró w , 
dafi sie beziehungsw eise Sohne eines L ederhandlers, eines reichen Seifensieders 
und  eines L einw andhandlers w aren , w ahrend  in  betreff der m eisten iibrigen 
M athem atiker g a r  n ichts iiber den S tand des Y ate rs  gesag t w ird . V ielleicht 
b e ru h t dieser U m stand  au f der grofieren oder geringeren  A usfiih rlichkeit der 
yon H errn  Z e u th e n  benutzten  b iographischen Quellen, denn es is t w ohl kaum  
anzunehm en, dafi er z. B. in  den A rbeiten  yon H a l l e y  etwas eigentiim liches 
gefunden hat, das n ich t e rk la r t w erden kann, sofern m an n ich t weifi, dafi sie 
von dem  Sohne eines Seifensieders herriih ren . Dafi H err  Z e u th e n  im  danischen  
O rig inal ausfiihrlich  iiber die L ebensum stande der zwei danischen  G elehrten 
T y ch o  B r a h e  und  O la f  R om er b erich te t h a t, finde ich natu rlich , dafi es aber 
zweckmafiig ist, diese B erich te  auch  in  die deutsche A usgabe (S. 1 5 — 18,
18__19) einzufiihren, ist mir nicht klar, denn B r a h e  hat ja  in der Geschichte
der Mathematik eine sehr unbedeutende Rolle gespielt, R om er  sogar eine noch 
unbedeutendere. In der allgem einen A bteilung finden sich noch bibliogiaphische 
Angaben und Ubersichten der literarischen Geschichte gewisser Fragen, z. B. der 
Losung der Gleichungen 3. und 4. Grades. D ie bibliographischen Angaben  
konnen sehr gut ihren Platz hier haben, und meiner Ansicht nach sollten sie 
noch ausfiihrlicher s e in ; nur allzuselten kommt es vor (vgl. S. 29), dafi auf 
das Vorhandensein von gesamm elten W erken der Mathematiker aufmerksam  
gemacht wird. A uch die literarische Geschichte der einzelnen Theorien konnen 
ja hier untergebracht werden, wenn man beabsichtigt, in der folgenden Dar- 
stellung nur die m athematischen Momente der Entwickelung zu beriicksichtigen, 
was gewifi seine Y orteile hat. A uf der anderen Seite scheint Herr Ze u t h e n  
nicht grofies Gewicht darauf gelegt zu haben, immer konseąuent zu sem, denn 
in den folgenden A bteilungen seiner Arbeit finden sich viele bibliographische 
und literarische Notizen; so z. B. w ird S. 327  unm ittelbar nach der Be- 
merkung, dafi H u d d e  die algebraische Behandlungsweise D e s c a r t e s  weiter 
entwickelt und in Anwendung gebracht bat, hinzugefugt: „Dies geschieht m 
zwei Schriften iiber die Reduktion von Gleichungen und iiber M asuna und 
Minima die gleichfalls in der Ausgabe der Geometrie D e s c a r t e s  durch v a n  
S c h o o t e n  ais Anhang ihren Platz gefunden haben, “ was ja  eme rem biblio-
graphische Angabe ist. . ,

Gehe ich jetzt zu der Geschichte der einzelnen Theorien uber, und sehe 
ich von dem soeben bemerkten Umstande ab, dafi sich darin yiele Notizen finden, 
die wohl lieber der allgem einen A bteilung angehoren mochten, so kann ich jene 
kurz ais eine wirklich wissenschaftliche Behandlung der Geschichte der Mathe
matik charakterisieren. Ihr Ziel ist, w ie Herr Z e u t h e n  selbst un Vorwort 
angegeben hat, die E ntwickelung der Mathematik klar heryortreten zu lassen.
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Fiir diesen Zweck hat der Yerfasser, un ter B enutzung der yorhandenen mathe- 
matisch-historischen L iteratur, den passenden geschichtlichen Stoff ausgewahlt, 
dann in den meisten Fallen die Quellen selbst eingehend stud iert, und endlich 
die Resultate seiner Forschungen fiir seine D arstellung yerw ertet; bei diesem 
Studium  der Quellen hat er zuweilen einzelne nicht unw ichtige Stellen auf- 
gefunden, die der Aufm erksam keit der Fachgenossen bisher entgangen sind. 
Sowohl m it der Auswahl des Stoffes ais m it der V erw ertung desselbeu kann 
ich mich im grofien und ganzen einyerstanden erklaren; selbstyerstandlich w ird  
man immer in einzelnen Fallen die B edeutung einer historischen Tatsache ver- 
schiedentlich beurteilen konnen, und wenn ich auch hie und da einiges yerm isst 
habe, das meines Erachtens erwahnenswert ist, so w ill ich dennoch nicht be- 
haupten, daB die A rbeit an den angedeuteten Stellen unyollstandig ist, denn es 
scheint m ir sehr wohl denkbar, dafi das Fehlende von H errn  Z e u th e n  absicht- 
lich weggelassen worden ist. N ur in  betreff des Berichtes iiber die Entw ickelung 
der algebraischen Zeichensprache (S. 93— 102) mochte ich entschieden eine 
ausfiihrlichere D arstellung yerlangen. Zu kurz sind z. B. m einer Ansicht nach 
die Notizen iiber die W orter p lus  und m in u s , sowie die entsprechenden Zeichen 
+  und — ; hinsichtlich ih rer Anwendung ais gewohnliche Ausdriicke fiir 
Addition und Subtraktion  erfahrt der Leser nur, dafi dies nach W idm ann (also 
nach 1489) eintraf, und was H err Z eu th en  iiber das Vorkommen der Zeichen 
bei W idm ann sagt, is t so knapp ansgedriickt, dafi es leicht mifiyerstanden werden 
kann. Auch iiber die Bezeichnung der Potenzen vor D e s c a r te s  hatte derV erfasser 
etwas ausfiihrlicher berichten sollen; so z. B. ware es angezeigt, S. 95 einzu- 
schalten, dafi S t i f e l  (1553) die Potenzen einer unbekannten Grosse durch 1 A, 
1 AA, 1 AAA, usw. bezeichnete, so dafi die m it den friiheren Bezeichnungen 
yerbundene Unbeąuemlichkeit, dafi sie n u r eine Unbekannte yoraussetzten, schon 
vor S tev in  beseitigt wurde.

Da Herr Z e u t h e n  m it der neuesten m athem atisch-historischen Literatur 
yertraut is t , und dieselbe kritisch benutzt hat, so ist es im yoraus anzu- 
nehmen, dafi die Zahl der in seiner Arbeit yorkommenden Fehler oder Unge- 
nauigkeiten sehr klein sein mufi —  alle solche yollstandig zu yerm eiden ist 
kaum m oglich. In der Tat sind die A usstellungen in betreff einzelner Angaben, 
die ich zu machen gehabt habe, ziemlich unbedeutend; die Folgenden seien bier 
unten erwahnt.

Yorwort S. VI. Unter Verweisung auf C u r t z e , A b h a n d l.  z u r  G e sch . 
d. m a th e m . W is s .  13, 1 9 0 2  g ib t Herr Ze u t h e n  an, dafi m it der „Reguła 
cecis“ eine Uberlieferung yon ihrem indischen Ursprunge yerkniipft war. Es 
ist richtig, dafi Cu r t z e  a. a. O. S. 5 4 5  und 574  behauptet, die „Reguła ceci“ 
werde im 2. Traktat des 3. Bandes der A lgebra des I n it iu s  A l g e b r a s  den 
Indem  zugeschrieben, und an der yon Cu r t z e  angedeuteten Stelle wird gesagt, 
dafi A u ia b r a s  „der Inder“ die betreffende Methode in seinen „daten“ auseinander- 
gesetzt hat. Indessen verdient diese A ussage meiner M einung nach keine Beach- 
tung, denn die Notizen, die sich in der „Algebra des I n it iu s  A l g e b r a s “ finden, 
sind zum Teil so phantastisch, dafi man denselben iiberhaupt keinen historischen  
W ert beilegen kann, sofern sie nicht anderweitig bestatigt werden.

S. 7 (vgl. S. 178 , 179 , 195). Der hier unter dem Namen G u id o  U b a l d o  
erwahnte italienische Mathematiker hiefi bekanntlich D e l  M o n t e  —  G u id o  und 
U b a l d o  waren seine zwei Yornamen.
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S. 1 1 . Ob A d a m  R ie s e  wirklich zu „ den bedeutendsten Cossisten “ gehort, 
scheint mir zweifelhaft zu sein; jedenfalls ware es von Interesse hinzuzufugen, 
d aB  die R iE S E S c h e  Coss nur handschriftlich vorbanden ist, und daB Ausziige 
daraus erst im  19. Jahrhundert yeroffentlicht wurden (vgl. die entsprechende 
Bemerkung des Verfassers in betreff Ch u q u e t s  Triparty in der Geschichte der 
Mathematik im Altertum und Mittelalter S . 325). Mit ebenso grofiem Rechte 
konnte v ielleicht H e in r ic h  S c h r e ib e r  (G r a m m a teu s) erwahnt werden, da sein 
gedrucktes deutsches Rechenbuch vom Jabre 1 5 1 8  einen Abrifi der Algebra 
enthalt, d e r  einen entschiedenen Fortschritt hinsichtlich der mathematischen 
Zeichensprache reprasentiert (vgl. C. I. G e r h a r d t , Geschichte der Mathematik 
in  Deutscliland, Munchen 187 7 , S. 5 1 — 5 4 ).

S. 13 . DaB W e r n e r s  Trigonometrie nicht yerloren gegangen ist, bat Herr 
Ze u t h e n  selbst S. VI der Vorrede bemerkt. Merkwiirdigerweise wird die yon  
H erm  B jo r n b o  entdeckte Handschrift dieser Arbeit in einem Buche erwahnt, 
das allgem ein bekannt und yon den mathematisch-historischen Forschern oft 
zitiert worden ist, namlich H e il b r o n n e r s  Historia matheseos universae (Leipzig 
174 2 , S. 543 ). Freilich  nennt H e il b r o n n e r  sowobl im Texte ais im  Namen- 
register ais Yerfasser der Trigonometrie „Joannes V ornerius“ statt J o h an n es  
W e r n e r  (mit Hinzufiigen von „Neuburgensis“ statt „Noribergensis"), und darum  
habe ich erst yor kurzer Zeit zufalligerweise die HEiLBRONNERSche Notiz auf- 
gefunden, obgleich ich schon vor yielen Jahren alle Stellen seines Buches 
genau untersuchte, w orauf im Register unter ,,W e r n e r 11 hingewiesen ist.

S. 14. Der ais „yorlaufige A nzeige“ bezeichnete Commentariolus des 
K o p p e r n ic u s ,  ist , wie L. B ir k e n m a j e r  in seiner Arbeit M ik o ł a j  K o p e r n ik . I 
(W arszawa 190 0 , S. 70 —  8 8 )  nachgewiesen hat, eine selbstandige Schrift des 
K o p p e r n ik u s  uber ein heliozentrisches System  m it zwei Epicykeln, und wurde 
nicht um 153 3 , sondern schon yor 1 5 1 2  redigiert (vgl. B r a u n m u h l,  Yorl.
uber Gesch. der Trigon. II, Vorwort S. VII).

S. 17. Nach einer brieflichen M itteilung von F . R. F r iis  an B r a u n m u h l  
ist die von S t u d n ić k a  herausgegebene trigonometrische Handschrift nicht yon 
T ych o  B r a h e , sondern von einem seiner Schiller geschrieben (vgl. B r a u n m u h l , 
a. a. O. S. VIII).

S. 25 . A lb e r t  G ir a r d  starb am 9. Dezember 1 6 3 2  (ygl. z. B . Ca n t o r , 
Vorl. iiber Gesch. der Mathem. I I 2, S. 656).

S. 29 . DaB die von F r ć n ic l e  d e  B e s s y  in den Scbriften der franzosischen
Akademie der W issenschaften publizierten Scbriften wirklich etwas von besonderem  
Interesse darbieten, scheint mir aus den Bemerkungen yon Herrn G. V a c c a  
in der B i b l i o t h .  M a th em . 23, 1 9 0 1 , S. 3 5 9  und von mir ebendaselbst 43 ,
1903 , S. 8 8 — 89 heryorzugehen.

S. 32 . W enn Herr Z e u t h e n  hier die Schrift: Calciil de Mons. D e s c a r t e s  
011 introduction a sa geometrie vom  Jahre 1 6 3 8  ais ungedruckt bezeichnet, so 
ist diese Angabe insofern richtig, ais die Schrift den Zeitgenossen des 
D e s c a r t e s  nur handschriftlich zuganglich wurde. Dagegen ist sie im Jahre 
18 9 6  yon H. A d a m  im B u l le t .  d. sc. m a th e m . 2 0 2, S. 2 2 1 — 2 4 8  yeroffent- 
licht worden.

S. 41  (vgl. S. 78). Es ist ohne Zweifel richtig, daB Jon  a n n  B e r n o u l l i  
ein w enig zu w eit ging, ais er die Analyse des infiniiłient petits des Marc^uis 
d e  l H ó p it a l  eine blofle Bearbeitung seiner eigenen M itteilungen an den 
Marąuis nannte, daB aber im Buche yiele solche schriftlichen M itteilungen
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benutzt worden sind, liifit sich sehr gut kontrollieren auf Grund des 
Briefwechsels zwischen J o h a n n  B e r n o u l l i  und H ó p i t a l .  Einige fiir eben i e s e n  
Zweck bestimmte Ausziige aus dem Briefwecbsel liefi J o h a n n  B e r n o u l l i  se s 
in den A c ta  E r u d it o r u r a  17 2 1  in der yon seinem Schiller J o h a n n  u r c a r d  
verfaCten Epistoła ad virum clarissimum B ro o k  T a y l o r  yeroffentlichen.

S. 44  (vgl. S. 3 2 8 ). D ie Behauptung, d a f i  H u d d e s  T atigkeit a i s  m a t h e -  

matischer Schriftsteller sich auf d ie  b e id e n  Anhange zur D E SC A R T ESSchen 

Geometrie beschrankt, ist kaum r i c h t i g .  Zuerst w e if i  man aus e in e m  Briefe 
von L e i b n i z  an O l d e n b u r g  vom 28 . Noyem ber 1 6 7 6 , dafi jener in Amsterdam  
viele Manuskripte yon H u d d e  g e s e h e n  h a t t e ,  d ie  w e r t v o l l e  m a t h e m a t i s c h e  Ent- 
deckungen enthielten; etwas davon n o t i e r t e  L e i b n i z ,  u n d  seine Aufzeichnungen  
liegen im  Druck vor (vgl. z. B. C. J. G e r h a r d t ,  Der Briefwechsel von G. W. 
L e i b n i z  mit MathematiJcern I ,  Berlin 1 8 9 9 , S. 2 2 8 — 2 2 9 ). Beschrankt m a n  
sich a b e r  auf gedruckte Schriften von H u d d e ,  so g i b t  es a u f i e r  d e n  zwei y o n  

Herrn Z e u t h e n  e r w a h n t e n  n o c h  e in e  d r i t t e  s o lc h e ,  n a m l i c h  eine Losung des 
Tangentenproblems, die z u e r s t  1 7 1 3  yeroffentliclit w u r d e ,  u n d  d a n n  v ie l f a c h  

a b g e d r u c k t  w o r d e n  i s t  (vgl. B i b l i o t h .  M a th em . 53 , 1 9 0 4 , S. 2 0 4 ).
S. 52 . Dafi J a m e s  G r e g o r y  1 6 6 7  in Padua die Vera circuli et hyper- 

bolae ąuadratura herausgab, und dafi spater die Geometriae pars uniuersalis 
hinzukam, ist sicherlich durchaus exakt, aber yom  bibliographischen Gesicnts- 
punkte aus y ielleicht ein w enig undeutlich ausgedriickt. D ie erste A uflage der 
Vera circuli et hyperbolae ąuadratura erschien, w ie Herr Z e u t h e n  angibt, in 
Padua 1 6 6 7 , und ein zweiter Abdruck daselbst 1 6 6 8  unter dem T ite l:  Vera 
circuli et hyperbolae ąuadratura. Cui accedit geometriae pars universalis. Die 
Quelle der P o g g e n d ORFFSchen, von C a n t o r  (a. a. O. I I I2, S. 1 5 7 )  wiederholten  
Angabe, dafi die Yera circuli et hyperbolae ąuadratura erweitert unter 
dem T itel Geometriae pars unwersalis, insermens ąuantitatum currarum 
transmutationi et mensurae in  Venedig 1 6 6 7  erschien, is t  mir zur Zeit nicht 
bekannt.

S. 55 . D ie alte Geschichte, dafi es N e w t o n  w egen der ungenauen Kennt- 
nis des Erdradius zuerst nicht gelang, yolle Ubereinstim m ung zwischen der 
wirklichen und der berechneten Geschwindigkeit zu finden, und dafi er sich 
yorlaufig m it der M oglichkeit anderer m itwirkender Versuche trostete, bis er 
1 6 7 2  zu der Yollen B estatigung seiner H ypothese gelangte, riihrt nach W . W.
B. B a l l  (An e s s a y  on N e w t o n s  Principia, London 1 8 9 3 , S. 1 6 — 18, 23) 
zunachst von J. R o b i n s o n  (1 8 0 4 ) her, und ist wenigstens zum Teil unrichtig. 
Es ist namlich konstatiert worden, dafi N e w t o n  erst 1 6 7 9  Untersuchungen  
iiber die Frage wieder yornahm.

S. 69 . In betreff der Bemerkung, dafi L e i b n i z  den B rief von N e w t o n  

a u g e n b l i c k l i c h  m it einer yollstandigen A useinandersetzung der einfachsten 
Differentiationsregeln und der nachstliegenden Anwendungen derselben beant- 
worten konnte, erlaube ich m ir auf B i b l i o t h .  M a th e m . 132, 1 8 9 9 , S. 2 6 — 27;
2 3 , 190 1 , S. 155  zu verweisen.

S. 79 . Herr Z e u t h e n  gibt hier einige Notizen iiber den Streit zwischen 
J a k o b  und J o h a n n  B e r n o u l l i , und behauptet dabei, dafi es jener war, der 
den Streit 1 6 9 5  vor die Óffentlichkeit brachte. Meiner A nsicht nach ist es 
kaum m oglich diese Frage zu entscheiden, denn tatsachlich hatte sich J o h a n n  

B e r n o u l l i , vor Dezember 1 6 9 5 , mehr ais einm al in seinen gedruckten Auf- 
satzen auf eine W eise geaufiert, wodurch sich J a k o b  B e r n o u l l i  m it JRecht
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vei etzt fiiblen konnte (vgl. die von mir in meiner Abbandlung Framstdllning 
n f striden om det isoperimetrislca problemet; U psala u n iv e rs ite ts  a r s s k r if t

76, Matem, och natury. II, S. 13 zitierten Stellen). Darum pflichte ich 
liebei dei folgenden Aufierung von P. M e r ia n  (Die Małhematiker B e r n o u l l i , 
Basel 1860, S. 12) bei: „Wenn man bloB die gewechselten Streitschriften zu 
Rate ziebt, und die gemessene, freilich oft sehr sarkastische Haltung yon J a k o b  
B e r n o u l l i  yergleicht mit den sich selbst iiberhebenden, oft alles Mafi iiber- 
schieitenden AuBerungen von J o h a n n  B e r n o u l l i ,  so ist man allerdings geneigt, 
den letztern ais Urheber der Storung des briiderlichen Verhaltnisses anzusehen“. 
Uberhaupt bin ich der Ansicht, daB man am besten tut, wenn man in einem 
Kompendium der Geschichte der Matbematik nur erwahnt, daB die Briider 
B e r n o u l l i  yiele offentliche Streite miteinander hatten und die Gegenstiinde 
der wichtigsten derselben nennt.

S. 82. DaB es zweifelhaft ist, ob das hier erwahnte italieniscbe
Manuskript, wo die kubiscbe Gleichung unrichtig gelost wird, aus dem 14. 
Jahrhundert herriihrt, habe ich in der B ib lio th . M athem . 1899, S. 106 
heryorgehoben.

S. 95— 96. Hinsichtlich der Notizen iiber die Entwickelung der algebra- 
ischen Zeichensprache sind ein paar kleine Verbesserungen angebracht. Die 
Behauptung, daB Wurzelgrofien zu Anfang der neueren Zeit durch It vor der 
Potenz bezeichnet wurden, und daB dies R  sowohl bei S t e v in  ais Y ik t e  in 
unser iibergegangen ist, kann beanstandet werden; der erste Teil dieser
Behauptung ist wesentlich unyollstandig, weil in Deutscbland ais Wurzelzeichen 
zuerst nicht ein R  sondern ein Punkt benutzt wurde, und es ist fast sicher, 
daB unser Wurzelhaken aus diesem Punkte entstanden ist. Da hierzu noch
kommt, daB der Haken schon in St if e l s  Arithmełica Integra (1544) fast wie
der heutige aussieht, so kann man ebensogut annehmen, St e v in  habe sein 
Wurzelzeichen aus St if e l s  Arbeit entnommen (vgl. T r o p f k e , Geschichte der 
Elementar-Mathematik I, Leipzig 1902, S . 216 — 222). V ie t e  scheint den 
Wurzelhaken uberhaupt nicht angewendet zu haben (vgl. T r o p f k e , a. a. O. 
S. 222), obgleich dies Zeichen spater yon dem Herausgeber seiner gesammelten 
Werke statt der yon V ić t e  selbst benutzten Zeichen substituiert wurde. — 
Die Bemerkung, „sonderbarerweise tritt also dies jetzt allgemein gebrauchliche 
algebraische Zeichen der Vereinigung [d. b. die Klammern] zum ersten Małe 
[namlich bei G ir a r d ] in einer Verbindung auf, wo man sich jetzt statt der 
Klammern des von Y ie t a  auch sonst gebrauchten Zeichens der Zusammen- 
geborigkeit [d. h. des wagerechten Striches] bedient* muB den Leser zu der 
unricbtigen Ansicht yeranlassen, G ir a r d  wende die Klammern nicht ais gewohn- 
licbes Multiplikationszeichen bei Polynomen an (vgl. B ib lio th . M athem. 43,
1903, S . 216).

S. 101. Ganz wie im danischen Original wird hier behauptet, D e s c a r t e s  
gebe „gleich* durch das Zeichen 00 wieder, aber bekanntlich ist das DESCARTEssehe 
Zeicben yon etwas anderem Aussehen, namlich X> (links findet sich eine 
Óffnung). Vermutlich liegt hier nur ein kleines Ubersehen beim Korrektur- 
lesen yor.

S. 118. Die bei J o r d a n u s  N e m o r a r iu s  yorkommende Konstruktion der 
Winkeldreiteilung ist dem Liber trium fratrum  entnommen, und sein erster 
Beweis stimmt fast wortlich mit dem der drei Briider iiberein (ygl. Der Liber
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trium fratrum  de geom etria , herausg. v o n  M. C u r t z e ; N o y a  a c ta  d e i  
d e u ts c h e n  A k a d e m ie  d er  N a t u r f o r s c h e r  49, H alle 1 8 8 5 , S. 1 5 5 —-157).

S. 148. Das Vorkommen der „Reguła cecis“ bei irgend einem arabischen 
Verfasser ist, so viel ich  weifi, noch nicht nachgewiesen.

S. 1 6 2 — 164. H err Z e u th e n  gib t h ier einen Beweis des FERMATSchen 
Satzes, dafi der Flacheninhalt eines rechtw inkligen Dreiecks, dessen Seiten 
ganze Zahlen sind, keine Quadratzahl sein kann, und behauptet, dieser Beweis 
sei nur eine V ervullstandigung des yon F e rm a t in seiner ,,Observatio XLV“ 
angedeuteten. Aber meiner Ansicht nach is t der ZEUTHENSche Beweis yielmehr 
ais eine Yerbesserung  des FERMATschen zu bezeichncn. H err Z e u th e n  weist 
namlich nach, dafi, wenn es ein rechtw inkliges Dreieck g ib t, das den Be- 
dingungen geniigt, so kann man immer ein kleineres rechtwinkliges Dreieck 
auffinden, das auch den Bedingungen geniigt, d. h. dessen Seiten ganze Żabien 
sind und dessen Flacheninhalt eine Q uadratzahl ist. F e rm a t selbst folgert aus 
den Bedingungen zunachst, dafi es zwei Q uadratzahlen geben wiirde, dereń 
Summę sowohl wie Differenz w iederum  Quadratzahlen waren, und deutet an, 
wie man daraus beweisen kann, dafi es zwei kleinere Q uadratzahlen geben 
wiirde, dereń Summę sowohl wie Differenz wiederum  Quadratzahlen waren. 
Der Unterschied der zwei Beweise is t ja  nicht besonders grofi, aber ich sehe 
nicht ein, w arum  es iiberhaup t notig  gewesen ist, den FERMATschen Beweis zu 
yerbessern. —  Vielleicht hatte H err Z e u th e n  an dieser Stelle angeben konnen, 
dafi F re n ic le  d e  B essy  schon 1676 eine ahnliche modifizierte Rekonstruktion 
des FERMATschen Beweises yeroffentlichte (vgl. B ib l io th .  M a th e m . 43, 19 0 3, 
S. 8 8 — 89); F re n ic le  le ite t aus den Bedingungen b e r, dafi es ein rechtwink
liges Dreieck geben wiirde, dessen ungerade K athete gleich einer Quadratzahl 
und dessen gerade K athete das Doppelte einer Q uadratzahl ware, und weist 
dann nach, dafi es moglich ware, ein kleineres rechtwinkliges Dreieck m it den- 
selben Eigenschaften zu finden.

S. 19 1 . D ie 16 7 3  yon L a  H ir e  herausgegebene Nouvclle methode en 
geom etrie p o u r  les sections coniąues des superficies coniąues et cy lin driąu es  ist 
g a r  n ich t yerlo ren  u n d  n ic h t einm al besonders seiten  (vgl. B i b l i o t h .  M a th e m .
43, 1 9 0 3 , S. 288).

S. 2 3 2 . Da Herr Z e u t h e n  erwahnt, in  welcher Zeitschrift die Abhandlung von 
T s c h ir n h a u s  M ethodus au ferendi omnes term inos in term edios ex da ta  aeguatione 
yeroffentlicht wurde, ware es angebracht, auch das Druckjahr 1 6 8 3  liinzuzufiigen.

S. 3 2 7 . Der D eutlichkeit halber soli te Z. 4  vor „A usgabe“ das W ort 
„zweiten11 eingefugt werden (vg l. S. 43).

S. 330 . In betreff der Angabe, dafi O r e s m e  bem erkt hatte, dafi die Funk
tion gerade in dem Augenblick nicht yariiert, in welcbem  ein Maximum oder 
Minimum durchlaufen w ird , yerweise ich auf B i b l i o t b .  M a th e m  1 3, 190 0 , 
S. 5 1 5 — 516.

S. 4 1 8 . Es ist durchaus richtig, dafi in der A n alyse  des in fin im en t petits  
die Differentiation zur Bestim m ung der Grenzwerte solcher Grofien, welche den 
W ert #  annehmen, angewendet worden ist, und dafi dies damals ein neues Er- 
gebnis war, aber es ware angebracht h inzuzufugen , dafi diese A nw endung von 
J o h a n n  B e r n o u l l i  herriiht (vgl. E n e s t r o m , Om upptaćkten  a f  sa tte t a t t  medels 
differen tia tion  bestam m a viirdet a f  en b rakfu n ld ion , da tiiljare och n dm nare  
sam tid ig t l l i f v a  noll; Ó f v e r s ig t  a f  [ s v e n s k a l  y e t e n s k a p s a k a d .  f o r h a n d l
51, 189 4 , S. 2 9 7 — 305).
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Die kleinen Schreib- oder Druckfehler, die im danischen Original ziemlich 
haufig yorkommen, sind in der deutschen Ausgabe m eistenteils verbessert 
worden. Yon den noch riickstandigen habe ich die folgenden notiert. S. 35  
Z. 24 wird 1 6 3 0  ais Druckjahr der Pratiąue de la perspective des D e s a r g u e s  
angegeben, wahrend S. 179  die richtige Jakreszahl 16 3 6  yorkommt. —  S. 49  
steht „Browncker' ganz wie im dSnischen Original aber S. 4 2 7  richtig  
B r o u n c k e r . —  M e r c a t o r s  Logarithmotechnia ist nach S. 50 im Jahre 166 7 , 
nach S. 55 im Jahre 16 6 9  erschienen, wahrend 16 6 8  das richtige Druckjahr

zu setzen. —  S. 2 9 6  wirdist. —  S. 164  ist zweim al 2 j" statt

H u y g e n s ’ Horologium oscillatorium unter dem Namen „Horologium  mirificum11 
zitiert. —  S. 3 8 0  Z. 1 lies 16 7 1  statt 1 7 7 1 .

Die deutsche Ubersetzung gibt, wenigstens uberall, wo ich verglichen habe, 
den Sinn des Originals richtig wieder, was ja nicht eigentlich wundernehmen 
kann, da jene unter der M itwirkung des Verfassers entstanden ist. Der Uber- 
setzer hat sich im allgemeinen seiner Vorlage wortlich angeschlossen; nur aus- 
nahmsweise hat er yersucht, an solchen Stellen, wo der Periodenbau des 
Originals besonders yerwickelt ist, das Studium  des Buches dem Leser ein 
wenig zu erleichtern. Eine solche Stelle findet sich S. 3 5 0  des Originals und
S. 2 5 0  der deutschen Ubersetzung, und lautet folgendermassen:

O r ig in a l  

Den gaar ud paa, at det Legeme, som 
frembringes ved Omdrejning af en lukket 
plan F igur (F ) om en Axe i samme 
Plan (hyilken dog ikke overskjaerer 
Figuren), er ligę stort med det Stykke 
af en ret Cylinder med F  t il Grund- 
flade, som afskjaeres af den Plan gjennem  
Omdrejningsaxen, der paa Linier yinkel- 
rette paa den giyne Plan afskjaerer 
Stykker ligę storę med Periferierne af 
de Cirkler, der til Radier have Linier- 
nes Afstande fra Axen.

U b e r s e t z u n g  

Dieser Satz besagt, dafi ein Korper, 
der durch die Umdrehung einer ge-  
schlossenen ebenen F igur (F ) um eine 
Achse in derselben Ebene (die jedoch  
die F igu r nicht durchschneidet) erzeugt 
wird, dem Stiick eines geraden Zylin- 
ders m it F  ais Grundtiache gleich ist, 
das eine folgendermafien durch die Um- 
drehungsachse gelegte Ebene abschneidet: 
yon den Loten auf der Grundflache
schneidet sie Strecken ab, die den Peri- 
pherien der Kreise gleich sind, dereń 
Halbmesser die Entfernungen der Lote 
von der Achse sind.

Durch das hineingeschobene W ort „folgenderm afien” und den folgenden  
Satz: „von den Loten etc.“ wird das Yerstandnis der Stelle freilich leichtei’,
aber besonders schon ist diese sprachliche W endung gewifi nicht. S. 22  steht: 
„In Frankreich wirkte . . . C h u q u e t “ , wahrend das Original S. 31 : „I Frankrig 
traf vi . . . C h u q u e t “  hat; die Anderung ist y ielleicht stilistisch eine Ver- 
besserung, aber dennoch weniger angebracht, w eil C h u q u e t s  Arbeit, abgesehen 
von dem durftigen A uszuge bei D e l a  R o c h e , kaum irgend eine Einwirhung
auf die Zeitgenossen gehabt hat, und bekanntlich erst in unseren lagen  ent-
deckt wurde. Etwas auffallig wird es wohl den meisten Lesern der deutschen 
Ubersetzung sein zu yernehmen (S. 18), dafi L o n g o m o n t a n u s  sich „mit west- 
jiitischer Treue“ T y c h o  B r a h e  anschlofi, denn diese Art von Treue ist ihnen 
sicherlich durchaus unbekannt —  das W ort hatte am besten gestrichen werden 
sollen.
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Das Register ist yon Herrn A. A. B j o r n b o  bearbeitet worden, und zwar 
nach Regeln, fiir die der Verfasser selbst im  Vorworte die Y erantw ortlichkeit 
iibernommen hat. Meiner Ansicht nach ist die Zahl der Stichworter entschieden  
zu klein; so z. B. fehlen „E llipse“ und „H yperbel“, und wer die Stellen, wo 
die Geschichte der Hyperbel behandelt wird, nachsehen w ill, mufi alle unter 
„Kegelschnitte“ aufgefiihrten Seiten yergleichen, ebenso fehlen „Pluszeichen“ und 
„Minuszeichen“, so dafi man, wenn man die Geschichte des Pluszeichens studieren 
will, auf die Benutzung des Stichwortes „Zeichensprache, algebraische“ angewiesen  
ist. Ein w enig inkonsequent is t  es, ,,Raum kurven“ aber n icht „Raumkoordi- 
naten“ (die einschlagigen Stellen  miissen unter ,,Koordinaten, Raum-“ gesucht 
werden) ais Nachschlagewort aufzufiihren.

Das Erscheinen der jetzt yorliegenden A rbeit des Herrn Z e u t h e n  wird 
sicherlich von allen Freunden der m athem atisch-historischen Forschung mit 
Freude begriifit werden. Besonders den Uniyersitatslehrern, die Yorlesungen  
iiber Geschichte der Mathematik halten wollen ohne Spezialisten auf diesem 
Gebiete zu sein, wird die Arbeit sehr w illkom m en sein, und es ist zu hoffen, 
dafi gar mancher junger Mathematiker durch dieselbe angeregt werden wird, 
sich mit w irklich wissenschaftlichem  Studium  der Geschichte der Mathematik 
zu beschaftigen.

Stockholm. G. E n e s t r o m .
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Neuerschienene Schriften.
Das Zeichen * bedeutet, daB die betreffende Schrift der Redaktion nicht yorgelegen hat.

Autoreu-Register.
Al Battani, 19.
Andi'6, 64.
Bjerknes, 47.
Bobynin, 3, 38. 
Braunmuhl, 10. 
Buchholz, 42.
Cantor, 6.
Curtze, 20.
Duhem, 12.
Enestrom, 2, 5, 21,26,67. 
Fayaro, 23, 24, 25. 
Fazzari, 15.

Fehr, 61. 
Foerster, 17. 
Gauss, 33. 
Gerhardt, 56. 
Gmeiner, 51. 
Godefroy, 29. 
Hamberg, 59. 
Hobson, 32. 
Hultsch, 16. 
Kewitsch, 14. 
Kobald, 51. 
Konigsberger, 39.

Korner, 27. 
Loria, 9. 
Ludwig, 45. 
Macfarlane, 31. 
Mach, 11.
Muir, 28, 35, 37. 
Nallino, 19. 
Noyati, 22. 
Oppolzer, 60. 
Oettingen, 40. 
Poggendorff, 40. 
Pringsheim, 68.

Rath, 34.
Roseyeare, 53. 
Schonflies, 36.
Stolz, 51.
Tannery, 4, 18. 
Tropfke, 8. 
Tuckerman, 41. 
Whittaker, 52. 
Wolfflng, 30, 43, 44. 
Zeuthen, 7.

a) Z eitsch riften . A llgem ein es.
Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen 

Wissensehaften 14 (1902). [Rezension:] Zeitschr. 
fiir mathem. Unterr. 35, 1904, 138—140. (S.
G tłN T H E B .) [1

Bibliotheca Mathematica. Zeitschrift fiir 
Geschichte der mathematischen Wissen- 
schaften. Herausgegeben von G. Ene
s t r o m . Leipzig (Stockholm). 8 ° .  [2

53 (1904): 1.
•SimKO-MaTeMaTH^eciria H ayiai b ł  x o s ,Ł r a t  

pa3BHTia. JKypHajii H3flaBaeMHfi B. B. Eo- 
ftblHHHHMT). MoCKBa. 8 °. [3

12:11. — Die physisch-mathematischen Wis- 
senschaften im Laufe ihrer Entwickelung. 
Zeitschrift herausgegeben yon Y. Y. B o b y n i n .

Tannery, P ., De 1’histoire generale des 
sciences. [4

Reyue de synth^se historiąue 8, 1904, 1—16. 
Enestrom, G., Uber regelmaBige und un- 

regelmaBige historische Entwickelung 
auf dem Gebiete der Mathematik. [5 

Biblioth. Mathem. 5 3, 1904, 1—4.
Cantor, M., Yorlesungen iiber Geschichte der 

Mathematik. — l a (1894). [Kleine Bemerkun- 
gen:] Biblioth. Mathem. 5 3 , 1904, 68. (G. E n e 
s t r o m .)  — 2 2  (1900). [Kleine Bemerkungen :] 
Biblioth. Mathem. 6 3 , 1904, 69—70. (G. E n e 
s t r o m .) —  3 2 (1901). [Kleine Bemerkungen :J 
Biblioth. Mathem. 5 3, 1904, 71—72. (G. E n e 
s t r o m .)  [6

Zeuthen, H. G., Geschichte der Mathematik im 
XYI und XVII. Jahrhundert. Deutsche Aus
gabe (1903). [Rezension:] Mathesis 43, 1904, 60.

| Tropfke, J . , Geschichte der Elementar-Mathe- 
matik in systematischer Darstellung. I—11 
(1902—1903). [Rezension:] Deutsche Literaturz. 
25, 1904, 885— 886. (F. E n g e l  ) —  Pedagogisk 
tidskrift (Stockholm) 40,1904, 82—84. (G. E n e 
s t r o m . )  [8

Loria, O., Spezielle algebraische und transseen- 
dente Kurven. Theorie und Geschichte. Deut
sche Ausgabe (1902). [Rezension:] Amsterdam,  
Soc. mathfem., Revue semestr. 12:1 , 1904, 168. 
(G. M a n n o u r y .)  — Reyue gśnśr. d. sc. 14, 
1903, 625. [9

Braunmuhl, A. von, Yorlesungen iiber Geschichte 
der Trigonometrie. II (1903). [Rezension:] 
Biblioth. Mathem. 53, 1904, 74—78. (W. M. 
K u t t a .) [10

Mach, E., The science of mechanics. A critical 
and historical aecount of its deyelopment. 
Translated. Second edition (1902). [Rezension:] 
Monatsh. fiir Mathem. 15, 1904, 30. (St. M.)

[U
Duliem, P .,  Les origines de la statiąue.

[12
Bruxelles, Soc. scient., Reyue des quest. scient.
6 3 . 1904, 560-596.

b) G esch ich te  des A lter tu m s.

La ąuadrature du cercie dans 1’ancienne 
Egypte. [13

Reyue scient. 21j, 1903, 91.

K ew itsch, G., Zweifel an der astronomi- 
schen und geometrischen Grundlage des
60-Systems. [14

Zeitschr. fiir Assyriologie (StraBburg) 18,1904, 
73-95.
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Fazzari, G., Breve storia dell’ aritmetica 
e dell’ algebra nei tempi antiohi. [15

II P itag o ra  10, 1904, 49—54.

H ultseh , F ., Eudoxos yon Knidos. [16 
Das W e lta ll (Berlin) 4, 1903, 208-214.

F oerster, W., La precession des equinoxes 
d’Hipparque a Ptolemee et a Kepler. [ 17 

R evue gfenfer. d. sc. 14, 1903, 537—541.

Tannery, P ., Sur le symbole de soustrac
tion chez les Grecs. [18

B iblio th . M athem . 53, 1904, 5—8.

c) G eschichte des M ittelalters.
Al-Battani sive Albatenii opus astronomi- 

cum. Ad fidem codicis escurialensis 
arabice editum, latine yersum, adnota- 
tionibus instructum a C. A. N a l l i n o .  

Pars I. Yersio capitum cum animad- 
versionibus. Mediolani 1903. [19

Milano, O sseryatorio  di B rera , P ubh licazion i 
4 0 :1 . L X X X + 327  S . — [Rezension:] B iblioth. 
M athem . 53, 1904, 78—88. (H. S u t e k . )

C urtze, M ., U rku n d en  zu r G eschichte der M athe
m a tik  im  M itte la lte r und  der R enaissance
(1902). [R ezension :] M athesis 43, 1904, 66. [20

Enestrom, G., Ist Jordanus Nemorarius 
Yerfasser der Schrift: „Algorithmus de- 
monstratus“ ? [21

B ib lio th . M athem. 53, 1904, 9—14.

Noyati, F ., Un agrimensore cremonese del 
sec. XV. Leonardo Mainardi e la sua 
opera. [22

B o lle tt. di b ib liogr. d. sc. matem. 7, 1904, 
26—28. — Aus dem „A rchiyio storico Lom- 
b ardo“ 173, 1902, 482—483.

Favaro , A ., Intorno al presunto autore 
della „Artis metrice practice compilatio“ 
edita da Massimiliano Curtze. [23 

Venezia, I s ti tu to  V eneto , A tti 68 : 2, 1904, 377 
-3 9 5 .

d) G eschichte der neueren Zeit.
Favaro, A., Serie dccimaąuinta di scam- 

poli Galileiani. ' [24
Padova, Accad. d. sc., Atti e memorie 20,1904, 
5 -2 9 .

Fayaro, A ., Amici e corrispondenti di 
Galileo Galilei. X. Giovanni Battista 
Agucchi. [25

Venezia, I s ti tu to  V eneto, A tti  63 : 2, 1904, 167 
—187.

Enestrom, G., Pascal und der binomische 
Lehrsatz fur nicbt ganzzahlige Ex- 
lionenten. [26

Biblioth. M athem . 53, 1904, 72—73. — A nfrage.

Korner, Th., Der Begriff des materiellen 
Punktes in der Mechanik des achtzehnten 
Jahrhunderts. [27

B iblioth. M athem. 53, 1904, 15—62. — [R ezen
sion:] D eutsche L ite ra tu ra . 25, 1904, 1333.

Muir, Th., A t h i r d  l i s t  of w r i t in g s  o n  
d e te r m in a n ta .  L °

S outh a frican  associa tion  for th e  adyance- 
m en t of science (Cape Tow n), R eport 1, 19uo. 
75 S.

Godefroy, M., La fonction  gam m a. T hśorie , histo- 
rique,bibliographie(1901). [R ezension:]Z eitsehr. 
fiir m athem . U n te rr. 35, 1904, 144—145. (R.
Haussner.) [29

W o lffing , E .,  M athem atischer B iicherschatz. I 
(1903). [R ezension:] M athesis 43, 1904, 65. [30

M acfarlane, A., B i b l io g r a p h y  o f  q u a te r -  
n io n s  a n d  a l l i e d  s y s te m s  o f  m a th e m a t ic s .  
D u b l in  1904. [31

8°, 86 S.

Hobson, E. W ., On the infinite and in- 
finitesimal in mathematical analysis.

[32
London, M athem. soc., P roceedings 35, 1903, 
117—140. — Zum groBen Teil h istorischen 
In h a lts .

G auss, C. F . ,  W erke. B and IX (1903). [Rezen
sion  :] D eutsche L ite ra tu rz . 25, 1904, 563—564. 
(H. W eber .) [33

R ath, E., Uber die Geschichte des Termes 
„Torsion". [34

B iblio th . M athem. 53, 1904, 73. — A ntw ort auf 
e ine A nfrage.

M uir, Th., T h e  t h e o r y  o f  g e n e r a ł  d e te r -  
m i n a n t s  i n  t h e  h i s t o r i c a l  o r d e r  o f  d ev e - 
l o p m e n t  u p  to  1846. [35

Edinburgh, R o y a lso c ., P roceed ings 25, 1904.
61—91.

Schiinflies, A ., Uber den wissenschaft- 
lichen NachlaB Julius Pluckers. [36 

M athem. A nn. 58, 1904, 385 -  403.

Muir, T h., T h e  t h e o r y  o f  c o n t in u a n t s  in  
t h e  h i s t o r i c a l  o r d e r  o f  i t s  d e v e lo p m e n t  
u p  to  1870. [37

Edinburgh, R oya l soc., P roceed ings 25, 1904, 
129—159.

I»o0 i»ih  iiHTt, B .  B . ,  J lH T epaiypa  h  .u te e j r a  
HCTopin MaieMaTBKii b ł Ś X .  Biitf). IoraBirt 
ro iK jjp H flt (I'pn,i.iernn,. [38

F iziko-m atem . n a o u k i 12, 1904, 324—331. — 
B obynin, V. V., Die L ite ra tu r  und  die A rbeiter 
a u f  dem m ath em a tisc h -h is to risc h en  Gebiete 
im  19. Ja h rh u n d e r t. J ohann Gottfkied F eied- 
le in .

K onigsbergcr, Ł ., H erm ann  yon H elm holtz  (1902 
—1903). [R ezension:] M onatsh. fiir Mathem. 
15, 1904, L it.-B er. 17—26. (G. J.) [39

J . C. Poggendorffs Biographisch-literari- 
sches Handworterbuch zur Geschichte 
der exakten Wissenschaften. Vierter 
Band (die Jahre 1883 bis zur Gegen- 
wart umfassend), herausgegeben von 
A. J. von O e t t in g e n . Lieferung 18-—19. 
Leipzig, Bartb 1904. [40

8«, S. 1225-1368. — [6 M .]

T uekerm an, A ., Index to the literature
of the spectroscope (1887—1900). [41
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Washington, Sm ithsonian in s t i tu t io n , Mis- 
cellaneous collections 1902. — I R ezension :] 
Science 192, 1904, 380-381. (C. E. M.)

B ucliholz, H.? Poincarćs Preisarbeit von 
1889/90 und Gyldens Forschung iiber 
das Problem der drei Korper in ihren 
Ergebnissen fiir die Astronomie. [42 

P hysikalische  Z e itsch rift (Leipzig) 5, 1904, 
180—186. — H isto risch-kritisclie  E rlau te ru u g en  
zu  einem  Y ortrage von K. S c h w a r z s c h i l d
(1903) iiber H im m elsm echanik.

Wolffing:, E .? Abhandlungsregister 1902 
— 1903. [43

Z eitschr. fiir Mathem. 50, 1904, 165 -  219. — 
Aus dem Gebiete der angew and ten  M athe
m atik .

W olffing, E ., Yerzeicłmis yon Abhand- 
lungen aus der angewandten Mathe
matik, die im Jahre 1902 in technischen 
Zeitschriften erschienen sind. [44

Z eitschr. fiir M athem. 50, 1904, 219—232.

Ludwig, F ., Neuere Literatur iiber das 
Grenzgebiet der Biometrie. III. [45 

Z eitschr. fiir M athem. 50, 1904, 163—161.

e) N ekrologe.

Friedrich August (1840— 1900). [46
L eopoldina 36, 1900, 46—47.

Karl Anton Bjerknes (1825— 1900). [47
B j e e k n e s  , V . , C a r l  A n t o n  B j e r k n e s .  Ge- 
dachtnisrede gehalten vor der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu  Christiania am, 17. April 
1903. Leipzig, B a rth  1904. 8°, 31 S. +  P o rtra t.

Octaye Callandreau (1852—1904). [48
L ’enseignem ent mathfem. 6, 1904, 150.

Maximilian Curtze, (1837—1903). [49
B ollett. d i b ib liogr. d. sc. m atem . 7, 1904,
28—29.

Franęois Deruyts (1864— 1902). [50
A  la  m e m o ir e  d e  F r a n ( O is  D e r u y t s .  B ruxelles, 
H ayez 1902. 8°, 25 S.

Leopold Gegenbauer (1849— 1903). [51
M onatsh. fiir M athem . 15, 1904, 3—10, 129— 
136. (O. S t o l z , E. K o b a l d , J . A. G m e i n e b .)

James Glaisher (1809— 1903). [52
London, M athem. soc., P roceedings 3 5 ,  1 9 0 3 , 
470—4 7 1 . (E. T. W h i t t a k e e .)

Robert Baldwin Hayward (1829— 1903).
[53

London, M athem. soc., P roceed ings 35, 1903, 
466—470. (W. N. R obeyeake )

Adolph Edmund Hess (1843—1903). [54
L ’enseignem ent m athćm . 6, 1904, 146—147. — 
Zeitschr. fiir m athem  U nterr. 35, 1904, 95.

Władysław Kwietniewski (1837—1902). [55 
W iadomości m atem . 7, 1903, 109—110. (S. D.) 

Max Mogelin (1855—1902). [56
G e b h a k d t ,  O ., G eddchtnisrede a u f  M a x  M o g e 
l i n .  Program m  des K onigstad tischen  Real- 
gym uasium s in  B e rlin  1902, S. 15—20.

Josef Petzval (1807—1901). [57
B ollett. di b ib liogr. d. sc. m atem . 7, 1904,
29-30 .

Charles Hall Rockwell ( ? — 1904). [-58
New York, Americ. m athem . soc. 10o, 1904, 
324.

Robert Rubenson (1829—1902). [59
Stockholm, V etenskapsakad., Arbok 1903, 119 
—129 +  P o r tra t  [m it Schriftyerzeichnis]. (H. 
E. H a m b e r g .)

Yojtech (Adalbert) Śafarik (1829—1902).
[60

Leipzig, A stron. Gesellsch., Y ierteljahrsschr. 
37, 1902, 326—327. (E. t o n  O p p o lzee .)

George Salmon (1819— 1904). [61
New York, Americ. m athem . soc., B ulle tin  
103, 1904, 324. — L ’enseignem ent m athśm . 
6, 1904, 222. (H. F f.re .)

Wilhelm Schell (1826-1904). [62
New York, Americ. m athem . soc., B u lle tin  
102, 1904, 366. — L ’enseignem ent m athóm . 
6, 1904, 222—223.

Ernst Schroder (1841— 1902). [63
B ollett. di b ib liogr. d. sc. m athem . 7, 1904, 28. 

Eugene Vicaire (1839—1901). [64
Paris, Soc. p h ilo m ath ., B u lle tin  4<i, 1902, 123 
—126 [nur Schriftyerzeichn is]. (D. A n d b ć .)

Anna Winlock ( ? — 1904?). [65
Science 19a, 1904, 157.

Giuseppe Zurria (1810— 1896). [66
Catania, Accad. g ioen ia , A tti 154, 1902. 19 S. 
-)- P o rtra t.

f) A ktuelle Fragen.

Enestrom, (*., Die Geschichte der Mathe
matik und der Uniyersitatsunterricht.

[67
B iblio th . M athem. 53, 1904, 63—67. 

P i in g s h e im ,  A., Uber Wert und angeb- 
lichen TJnwert der Mathematik. Fest- 
rede gehalten in der Sitzung der Aka
demie der Wissenschaften zu Munchen 
am 14. Marz 1904. Munchen 1904. [68 

4°, 44 S.
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Wissenschaftliche Chronik.

Erueimmigen.
—  Dozent G. B o c c a r d i in Catania zum 

Professor der Astronomie an der Uniyer- 
yersitat in Turin.

—  Dozent H . B u is s o n  in Marseille zum 
Professor der Physik an der Uniyersitat 
von Aix-Marseille.

— Priyatdozent R. D a u b l e b s k y  v . S t e r n e c k  
in Wien zum Professor der Matbematik 
an der Uniyersitat in Czernowitz.

— Dozent E. D e l a s s u s  in Grenoble zum 
Professor der Mathematik an der Uniyer
sitat in Besanęon.

— Professor F. E n g e l  in Leipzig zum 
Professor der Mathematik an der Uniyer
sitat in Greifswald.

— Priyatdozent A. H a g e n b a c h  in Bonn 
zum Professor der Physik an der Tech- 
nischen Hochschule in Aachen.

Todesfalle.
—  O c t a v e  C a l l a n d r e a d , Professor der 

Astronomie an der „Ecole polytechnique“ 
in Paris, geboren in Angouleme den 
18. September 1852, gestorben in Paris 
den 18. Februar 1904.

VorIesungen iiber Geschichte
der mathematischen und physischen 

W issenschaften.
— An der Uniyersitat in Berlin hat Pro

fessor W. F o r s t e r  fiir das Sommersemester 
1904 eine zweistiindige Yorlesung uber 
Geschichte der neuen Astronomie seit 
N e w t o n  angekiindigt.

— An der Uniyersitat in Bonn liest 
Priyatdozent H. K o h e n  im Sommersemester 
1904 iiber „Einzelbilder aus der Geschichte 
der Physik".

— An der Uniyersitat in Freiburg i. B. 
hat Professor A. L o e w y  fiir das Sommer
semester 1904 eine zweistiindige Yor
lesung iiber Geschichte der Mathematik 
angekiindigt.

— An der Uniyersitat in StraBburg 
bespricht Professor W . F. W is l ic e n u s  im 
Sommersemester 1904 die neuesten lite- 
rarischen Erscheinungen auf dem Gebiete 
der Astronomie in einer zweistiindigen 
Vorlesung.

Preisfragen gelehrter Gesellscliaften.
— Academie des sciences de Danemark 

a Kjół>enhavn. Concours pour l ’annee 
1904. Contributions nouyelles a la con- 
naisance de la biographie du sayant danois 
Ole Rojier (1644—1710) et de son actiyite 
m ultiple, en insistant naturellcment sur 
son ceuyre scientifiąue.

Tennisehtes.
—■ In Miinchen ist ein Museum yon 

Meisterwerken der Naturwissenschaft und 
Technik gegriindet worden, das u. a. den 
Zweck hat die historische Entwickelung 
der naturwissenschaftlichen Forschung 
darzustollen. In dem Museum werden 
Iiildnisse und Lebensbeschreibungen her- 
yorragenderForscher auf den einschlagigen 
Gebieten Aufnahme finden. Herr W  yon  
D y c k  ist Mitglied des Yorstandes.
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Die Sexagesimalrechnungen in den Scholien zu Euklids 

Elementen.
Yon F r ie d r ic h  H u l t s c h  in Dresden.

In den Scholien zum X. Buche der Elemente ist eine groBe Anzahl 
von sexagesiinalen Ausrecłinungen iiberliefert. W ir zitieren sie nach den 
Seiten und Zeilen der Ausgabe von H e ib e r g ,  E uclidis opera,  vol. V. 
Der Stellenwert ist in den Handschriften lediglicłi durch Neben- oder 
Untereinanderstellung bezeichnet, z. B. in griechischen Buchstaben s  ve

I
At] vy u oder in indischen Ziffern } .  Indem wir die Ganzen mit e, d. i.

PVE in h e it*), und die ersten Sechzigstel durch l , die zweiten durch 11 usw. 
bezeichnen, erhalten wir bei dem ersten Beispiele 6e 551 3811 53m 20IV, 
bei dem letzteren l e 41 2711.

W enn auch die Scholien in ihrer jetzigen Gestalt erst im Mittelalter 
ahgefaBt worden sind, so reicht doch ihr Ursprung in weit friihere Zeiten 
zuriick. Um die E rklarung der Elemente haben H e r o n  to u  Alexandria, 
Ge m in o s , P a p p o s , P r o k l o s , S im p l ik io s  und andere sich verdient gemacht. 
Aus dem Kommentare H e r o n s  ist manches in unsere Scholien iiberge- 
gangen 2). Die ebenda iiherlieferten Einleitungen zu dem ersten, fiinften 
und anderen Buchern der Elemente scheinen aus G e m in o s  entlehnt zu 
sein, der seinerseits den P o s e id o n io s  benutzt hat (108, 16— 18 ygl. mit 
81, 4; 82, 28; 102, 17; 107, 1, 20). Ais Autor des langeren Scholions 
zu X : 9  (450,16—452,9) hat sich, wie ein anderes von H e ib e r g  spater 
yeroffentlichtes Scholion3) zeigt, P r o k l o s  herausgestellt und yon diesem 
riihren auch yiele andere Erlauterungen her, die zum Teil aus dem

1) Die Ganzen werden ausdriicklich ais fioraSeg 491,8— 10 bezeichnet; 493,10 be- 
deutet / i l u  soyiel ais 1 u o v d g ;  494,23, ist f i o i ę a g  wahrscheinlich auf eine irrtumliche 
Auflosung des Compendiums fi, =  [ioratiag zuruckzufiihren.

2) H e l b e k g ,  Om Scholierne til E u k l id s  Elementer; D a n sk e  Y id e n sk . S e lsk . 
Skr.; histor.-philos. Afd. 2U : 3, 1888, 293, 304. Paralipomena zu E o k l i d ;  H erm es  
38 (1903), 58f.

8) Paralipomena, 341 nr. 17.
Bibliotlieca Mathematica. III. Folgę. V. 15



Kommentar des P a p p o s  geschopft sind1). Noch iilteren U r s p r u n g e s  sind 
die Ausdriicke dvva/ug rer^dnoyg, e§dnovs, duTujroug und ahnlic e is 
óuTcouaib£KaJtovS  448, 15— 22; 467, 5— 7; 489, 11, denn nach P l a t o n  
Theaet. 147 D  hatte der Mathematiker T h e o d o r o s  nicht bloB die Qua rat 
zahlen 4, 9 und 16 je ais eine óvva/ui£ (Potenz) im Betrage von 4, 9, 
16 Ful5, d. i. Quadrateinheiten, benannt, sondern auch eine dvva[M£ rguroyg, 
n£VTanov£ usw., d. i. Quadrate in den Betragen yon 3, 5 usw. Quadratein- 
heiten, gesetzt und die Seiten dieser Quadrate ais W urzeln aus 3, 5 usw. 
in Reihen yon binaren Briichen ausgerechnet2). Daher erklart sich auch 
die Bemessung der Quadrate nach so und so yielen Fu fi oder Quadrat- 
einheiten, denn der griechische jtovg zerfiel ais LangenmaB in Halften, 
Yiertel, Achtel und Sechzehntel.

In welcher Zeit die sexagesimalen Ausrechnungen zu den im X. Buche 
der Elemente gesetzten GroBen entstanden sind, bleibt im Dunkeln. Die 
iiuBerste Grenze ist die erste Hiilfte des 14. Jahrhunderts, in welcher 
Maximos P la n u d e s  schrieb. Denn dieser behandelt in seinem yon 
G e r h a rd t  herausgegebenen indischen Rechenbuche (tpr](po(poQla war’ 
’Ivdovg) ahnliche Palle sexagesimaler Ausrechnungen, wie sie in den 
Scholien zu E u k lid  yorkommen und teils mit griechischen, teils mit in
dischen Zahlzeichen dargestellt sind. Da aber andererseits eine altere 
Tradition nachgewiesen ist, die bis auf P la to n s  Zeit zuriickgeht und 
hauptsachlich durch P r o k lo s  zusammengestellt worden ist, so scheint es, 
daB eine seit dem 6 . Jahrh. n. Chr. vorliegende und spater noch teilweise 
erweiterte Scholiensammlung zum X. Buche im 11. Jahrh. yon einem Ge- 
lehrten, der in dem Rechnen m it indischen Ziffern bewandert w ar, iiber- 
arbeitet worden i s t3). Hieran mogen andere Schriften iiber das sexagesi- 
male Rechnen mit indischen Ziffern sich gereiht haben, die dann yon 
P la n u d e s  in dem zweiten Teile seines Rechenbuches (S. 23 ff.) benutzt 
worden sind4).

1) Om Scholierne, 285 f., 297.
2) H u l t s c h ,  Die Naherungswerte irrationaler Quadraticurzeln bei Arcijimedks; 

N ach r. d er Ges. d er W is s e n s c h . in  G o tt  in g e n  1893, 376 ff.
3) Ygl. H e u s e r g , Om Scholierne, 242, 252 f., 298 ff. Der cod. Yindob., in welcliem 

die meisten Scholien zum X. Buche sich finden, stammt aus dem 11. bis 12. Jahrh. 
( H e ib e r g , E u c l .  op. Bd. I, IX; Bd. V, XI). Verschieden von dieser jiingeren Sammlung 
sind die von H e ib e r g  aus Handschriften des 9. und 10. Jahrh. herausgegebenen 
Scholien, dereń auf alteren Quellen beruhende Hedaktion yon diesem in das 6. Jahrh. 
verlegt wird (a. a. O. 242, 298).

4) Unter den Scholien zu den Elementen finden sich pag. 327—329 und 513 f. 
auch zwei, die von P l a n u d e s  herruhren. Diese enthalten Erlauterungen zu VI def. 5 
und zum Lemma zu X prop. 32, bei denen kein AnlaB zu sexagesimalen Ausrech
nungen yorlag.
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Ais Beispiel einer Summierung yon zwei fiinfstelligen W erten fiihre 
ich zunachst pag. 554, 9— 11 an:

27® 141 43”  48UI 1IV
____ +  4 58 0 8 49

zusammen 32 12 43 56 50.

Die Nuli beim zweiten Summanden wird, wie auch sonst iiblich, 
durch ovóev, „Nichts“ bezeichnet.

Zwei fiinfstellige Quadratzahlen werden pag. 552, 6— 11 addiert. Bei 
den ersten Sechzigsteln der Summę hat sich der Fehler vd =  54 einge- 
schlichen, wofiir mit H e ib e r g  v0 =  5 9  zu lesen ist:

14® 391 2211 5IU 24IV 
+  1 20 34 53 4

zusammen 15 59 56 58 28.

DaB diese Summę so gut wie genau 16 Ganze betragt, wird zwar nicht 
gesagt, doch erscheint in Z. 17 eine Gerade E Z  yon 4 Einheiten ais Seite 
eines Quadrates von 16 Einheiten.

Eine Summierung von zwei, ebenfalls fiinfstelligen Quadratzahlen und 
die Abrundung der Summę auf 25 Ganze findet sich pag. 482, 29— 483, 7. 
Das Yiertel des Quadrates einer Geraden A  und das Quadrat einer Geraden 
EA  betragen

a) 12e 151 4 n 4111 441V
b) 12 44 45 54 16.

Die Summę beider Zahlen ist pag. 483, 5 fehlerhaft iiberliefert, indem 
va statt vt) =  59 erste Sechzigstel und vd  statt ,u0 =  49 zweite Sech- 
zigstel erscheinen. Die richtige Summę

24e 591 4911 59ni

wird pag. 483, 5— 7 sacbgemaB zu 25 Ganzen abgerundet. W ie hier das 
Quadrat yon 5 erscheint, so erkennen wir, daB das Yierfacłie des soeben 
erwałmten W ertes a =  49e O1 1611 18ni 56IV zu 49 =  72 Ganzen 
(483, 9 f.) abzurunden ist.

Betreffs der SubtraTction geniigt es auf pag. 482, 14— 27 zu yerweisen. 
Dort werden ausgerechnet

25 — 12e 151 =  12® 451 
5 _  3e 341 1411 =  ie 251 4611 

1 0 — l e 251 46”  =  8® 341 14“ .

Die Sexagesimaliechnungen in den Scholien zu Euklids Elementen. 227
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Die Multiplikation sesagesimaler Reihen m it ganzen Żabien findet 

sich. haufig, z. B.
2 X  l 6 43* 55n =  3e 271 5011 pag. 493,2
2 X  l l e 371 57n 49nI 53IV =  23® 151 55n 39111 46IV pag. 554, 9, 12.

Aufgegeben wird pag. 494, 2 f. die M ultiplikation einer Geraden E A  =  
l e 91 16n mit 3. Dies wurde 3e 271 4811 ergeben. Das ist das angenaherte 
Quadrat einer Mediallinie A , welches pag. 494, 19 auf 3e 271 4911 26HI 40n
ausgerechnet ist.

Die M ultiplikation 6 X  5e l l 1 46n  wird pag. 465, 10— 17 sowohl in 
griechischen ais indischen Ziffern zunachst ausgefiihrt zu

30e 661 27611,
dann wird diese gemischte Zahl emgerichtet (tuvtci zu

31e 101 3611.

Die Gerade B  =  2e 471 3011 steht zu A  =  l e 511 4011 nach pag. 
493, 24 f. - 394, 17 f. in dem anderthalbfachen Yerhaltnis (tjjiuóAios Aóyoę). 
Dies wird bestatigt, wenn wir 1® 511 40n mit multiplizieren. So er- 
halten wir

le 511 4QH

______+  0 55 50
zusammen 2 47 30,

wie an den angefilhrten Stellen iibeiiiefert ist.

Ais Produkt der dreistelligen W erte 5e 531 7n mai l e 511 40n wird 
pag. 554, 15— 19 angegeben 10e 571 1211. W ir kontrollieren die Berech- 
nung, indem wir der Reihe nach die Glieder des ersteren W ertes m it den 
anderen Gliedern multiplizieren. So ergeben sich

5® 531 7n 
+  5 0 8 57IU

_______ +  0 3 55 25
zusammen 10 57 11 22.

W enn die 22 dritten Sechzigstel ais 1 zweites Sechzigstel gerechnet werden, 
erhalten wir die iiberlieferte Zahl 10® 571 12n .

W enn zwei sezagesimale Zahlen, dereń jede bis zu den zweiten
Sechzigsteln reicht, miteinander m ultipliziert werden, wird die Ausrechnung
in der Regel auch dritte und yierte Sechzigstel ergeben. Pag. 554, 8 f. 
wird ais Produkt yon

5e 131 l l 11 X  2® 131 4311 
11® 371 5711 49m 53IV

g  F r i e d r i c h  H u l t s c h .
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angegeben. W ir recbnen aus
5e 131 l i 11 X  2 ............  =  10e 261 22”
0e 51 13”  l l 111 X  13 . . . =  1 7 51 23m
0e O1 5n 13m 11IV x  43 =  0 3 44 26 531V

zusammen 11 37 57 49 53,
was mit der Uberlieferung iibereinstimmt. Nebenbei sei bemerkt, daB das 
Resultat besser zu 11® 371 5811 gekiirzt worden ware. Eine ahnliche 
Multiplikation wird pag. 491, 3— 9 yorgenommen; docłi ist hier im Pro
dukt eine falsche Lesart zu verbessern. Denn die Ausrechnung yon

2e 261 58" X  l e 24’ 51”  
ergibt 3e 271 50n 7111 18IV. Aus der Handschrift aber teilt der Heraus-
geber v£ statt v  £  ( =  5011 7111) mit. Sowie wir diese Trennung lier-
stellen, erhalten wir mit uova<)ojv tqiojv ual AejtT&r v £ ir] das 
richtige Ergebnis bis zu den Yierten Sechzigsteln. Doch darf, ahnlich 
wie Yorher, nur die Reihe 3e 271 5011 ais gesichert gelten.

Ais eine besondere A rt der M ultiplikation ist die Quadrierung anzu- 
sehen. W ir wiihlen ais Beispiel ( l e 511 40n ) 2 =  3e 271 49u 261" 40IV 
pag. 493, 24— 27; 494, 19. Die bis zur dritten Stelle gekiirzte Aus
rechnung wiirde 3e 271 49n lauten. Sie halt gerade die Mitte zwischen 
den weniger genauen Produkten 2 X  l e 431 5511 == 3e 271 5011 (pag. 493, 2) 
und 3 X  l e 91 16”  =  3e 271 4811 (ob. S. 228).

Das Quadrat einer Geraden B , welche pag. 493, 24 und 495, 12 zu 
2e 471 3011 angesetzt ist, wird pag. 494, 5, 22 f. auf 7e 471 36H 15111 0IV 
berechnet1) und zwar wird das Fehlen Yon Yierten Sechzigsteln durch 
ovdćv (Nichts) bezeichnet. Der Scholiast hat richtig gerechnet, doch wiirde 
er besser in dem Produkte die dritten und Yierten Sechzigstel gestnchen 
haben.

Noch zwei Quadrierungen fiihre ich an, weil hier die Abrundung aut 
ganze Zahlen richtig  gefunden worden ist. Das Quadrat von 3e 271 50n 
wiirde sich beziffern auf l l e 591 54n und etwa noch 42m, wofiir pag. 466, 2 
die ganze Zahl 12 eingesetzt worden ist. Ahnlich ist pag. 464, 4 f. das 
Quadrat Yon 5e l l 1 4611, dessen Ausrechnung 26e 591 58n er g ib t ,• auf
27 Ganze abgerundet worden.

Leicht Yollzieht sich die Division einer gemischten durch eme ganze 
Zahl. Pag. 497, 21— 23 soli 9® 141 511 26m 40IV durch 4 geteilt werden; 
doch hat der Scholiast hier auBer den Ganzen nur die ersten und zweiten 
Sechzigstel ausgerechnet, die dritten und Yierten aber abgeworfen. Um

1) So ist auch pag. 495, 13 f. zu lesen, wo statt der 47 ersten Sechzigstel

=  46 iiberliefert sind.
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die Teilung d e r  g e m i s c h t e n  Zahl 3e 271 5 711 18111 durch die dreistellige 
Zahl l e 431 55n h a n d e l t  e s  s i c h  pag. 493, 10— 12. Bei der A u s r e c h n u n g  

w i i r d e n  z u n a c h s t  d i e  Ganzen d e s  Quotienten zu erm itteln s e i n .  Es ist 
l e i c h t  z u  e r s e h e n ,  daB 2 n i c h t  z u  groB s e i n  wird. So r e c h n e n  wir aus 

3e 271 57“  18m  — 2 ( l 6 431 5511), d. i.
— 3® 271 50n 

Rest 0e O1 7n  18™"
Dieser Rest wiirde noch durch l e 431 55n zu teilen sein. Man wiirde

711 18m
dann g235m 0( êr na^ ezu ^ IV erhalten. Diesen winzigen Rest hat der

Scholiast mit Recht abgeworfen und ais Resultat 2 Ganze niedergeschrieben.
Das Wurzelausziehen nach der sexagesimalen Methode bietet unge- 

wohnliche Schwierigkeiten. W ollte man z. B. V 3 zunachst auf 1 Ganzes 
bestimmen und es versuchen, aus dem Reste 2 die ersten und zweiten 
Sechzigstel zu ermitteln, so wiirde man nicht weiter kommen. Jeder ge- 
gebene Radikand ist zu zerlegen in eine Quadratzahl und einen Rest.
Bezeichnen wir die W urzel der Quadratzahl m it a und den Rest mit n,
so wird der nachste Sexagesimalbruch der W urzel nach der theonischen

Formel n co zu berechnen sein1). Die gewiinschte Annaherung kann

jedoch nur dann gefunden werden, wenn a2 m erklich groBer ais x  is t2). 
Das finden wir sofort bei der Darstellung yon \  3 bestatigt, wenn wir 
einem aus dem Almagest zu entnehmenden W inkę folgen3). Dort sind

1) H d l t s c h  bei P a u l y - W i s s o w a ,  Jiealencyclopćidie der class. Altertumswiss. Bd. II, 
1085 f. Im Kommentar zu P t o l e m .  Synt. (Bd. I 185 f. ed. H a lm a )  erklart T h e o n  von 
Alexandria das \  erfahren des P t o l e m a e u s  nach EuKLiuiscber Methode mit Hilfe einer 
geometrischen Figur, wofiir bei P a u ł y - W i s s o w a  die rein arithmetische Form herge- 
stellt worden ist.

2) Dies ist deutlich zu ersehen aus der Ausrechnung von V4500 bei T h e o n . Vgl. 
H d l t s c h , a. a. O . 1085.

3) Bei P t o l e m . Synt. I 35, 15 f. ed. H e ib e r g  wird die Sehne zu 120°, d. i. die Seite

des in den Kreis eingeschriebenen regularen Dreiecks (ebd. Z. 9 f.), =  103-f- —

Einhundertzwanzigsteln des Diameters gesetzt. Das sind ebensoviele Sechzigstel des
Radius (r), Da nun das Quadrat der Seite des eingeschriebenen Dreiecks = 3  r'*

! S d' l '  mitbin die Seite =  r l /¥  is t ’ B0 erg ibt sich der obige Wert103 , 5 o , _ 2 3  i . ...
60 GO2 603 a ls  e in e  A n n a h e r u n g  fiir  V 3 . V g l.  G u n th e r  Quadratische Irrationalitaten;

A b h a n d l. zu r G esch . d er M ath em . 4, 1882, 22. Nur hatte dieser dafur nicht die 

unvollkommene Annaherung |  einsetzen sollen; denn die von H i p p a r c h  entlehnte

Sexagesimalzahl des P t o l e m a e u s  stellt, wie sich bald zeigen wird, die bis zur siebenten 
Dezimalstelle genaue Ausrechnung von V3 dar.
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ais erstes Glied der die 3 darstellenden Sexagesimalreihe 103 erste 
Sechzigstel ( =  1® 4 3 1) gesetzt. Da nun 1032 =  10609 ist, so erkennen 
wir, daB der Radikandus 3, um die W urzelausziehung zu erleichtern, auf 
10800 zweite Sechzigstel zuriickgefiihrt und diese Zahl in das Quadrat 
von 103 ersten Sechzigstelu und in 191 zweite Sechzigstel zerlegt worden 
ist. Aus dem Reste 19111 werden nun noch die zweiten und dritten 
Sechzigstel von \  3 zu berechnen sein. Nach der theonischen Formel 
setzen wir

191 2.103a:
6 0 ^  60 ’

woraus die Yorlaufige Annaherung
191.60 0,927 55,62

X 602.2 .1 0 3  60 60-

sich ergibt. W ir setzen dafiir rund 55 zweite Sechzigstel (wobei zugleich 
die Bedingung erfiillt wird, daB bei der nun folgenden Ausrechnung ein 
Rest yerbleiben wird, aus welchem weiter die dritten Sechzigstel zu be
rechnen sind). Nun ist auszurechnen

2 .103 . 55 , j 55 \ 2 __  11330 3025
60.602 r  ^602j 60:i 604

Statt des ausgehenden Gliedes -gp- setzen wir die Annaherung -gp und
11380 . . . . 191 11460 i

erhalten zusammen 6Q3— Diese smd yon den obigen 603 abzu'

ziehen, wobei ais Rest yerbleiben. Damit ist V 3 103‘ 55" be'

stimmt und es eriibrigt nur noch, aus dem Reste die dritten Sechzigstel 
der W urzel auszuziehen. W ieder yerfahren wir ahnlich wie yorher und 
erhalten nach umstiindlichen Zwischenrechnungen 23 dritte Sechzigstel,
w ie b e i P t o l e m a e u s  i ib e r lie fe r t  is t.

Die Sehnentafelu im I. Buche des Almagest sind aus einem Werke 
des groBen H ip p a r c h o s ,  welches dann M e n e l a o s  benutzt hat, entlehnt1). 
Also sind auch die geometrischen und arithmetischen Hauptsatze, ohne 
welche die Berechnung der Sehnen nicht moglich gewesen wiire, auf 
H ip p a r c h  zuriickzufiihren und da dieser, wie wir sahen, beim Anfange 
seiner Rechnungen die Zahl 3 in 10800 zweite Sechzigstel yerwandelt 
hat so wird er wohl auch die weiteren Ausrechnungen nach derselben 
Methode ausgefiihrt haben, wie sie weit spater T h e o n  uns iiberliefert hat. 
GewiB haben auch alle genau rechnenden griechischen Astronomen m der 
Epoche zwischen H i p p a r c h  und T h e o n  die sogenannte TH EO N ische, m 
W irklichkeit aber HiPPARCHische Methode befolgt.

1) H u ł t s c h , Die Sehnentafelu der griechischen Astronomen; D as W e l t a l l  2  (1 9 0 1 ) ,

S. 50, 53 ff.



W e n n  also der Scholiast zu E u k l id s  Elementen pag. 466, 12— 19 
d ie Ausziehung der W urzel aus 31e 101 36n dadurch vorbereitet, dafi er 
d ie  gemischte Zahl in  zweite Sechzigstel verwandelt, so folgt er ganz 
je n e r  altbewahrten Methode. Dabei hat er sich die Darstellung duich die 
teilweise Anwendung von indischen Ziffern erleichtert. Die 31 Gan zen 
macht e r  zu ersten Sechzigsteln, indem er zunachst das Zehnfache 310 
hinschreibt und dies versechsfacht zu 1860. Dazu kommen die 10 ersten 
Sechzigstel des Radikandus; gibt 1870. Diese Zahl mit 10 und das Pro
dukt mit 6 multipliziert gibt 112200 zweite Sechzigstel, zu denen noch 
d ie 3611 des Radikandus zu ziihlen sind. M ithin, so fsihrt der Scholiast 
fort, ist aus 112236 die W urzel zu ziehen. W ie dies anzustellen sei, 
wird nicht mitgeteilt; doch ist es klar, dafi die 112236 zweiten Sechzigstel 
in 112225 +  11 zu zerlegen sind und aus dem ersten Gliede dieser Summę 

835
die W urzel zu ziehen ist. Das ist soviel wie 5e 351 , wie im TextebU
angegeben wird. W eiter auch die zweiten Sechzigstel auszurechnen, lehnt 
der Scholiast ab; allein das ist leicht nachzuholen, indem man den Rest

11 oo 2 ' setzt und daraus x  ~  ^  oo 1 bestimmt. Das ist 1 zweites 
w  670

Sechzigstel der W urzel, nicht i —  10 zweite Sechzigstel, wie pag. 466, 12 
irrtum lich iiberliefert i s t 1).

Fiir die W urzeln aus ganzen Zahlen mogen wenigstens einige Belege 
hier Platz finden. Pag. 490, 18; 491, 4 f. wird \  2 =  l e 241 5111 ange
geben. Die Ausrechnung ist erfolgt, nachdem statt 2 Ganzen 7200 zweite 
Sechzigstel gesetzt und diese Zahl in 7056 +  144 zerlegt war. Aus dem 
ersten Summanden wurden ais W urzel 84 erste Sechzigstel =  l e 241 und 
aus dem Reste 144 nach der friiher erwahnten Formel noch 51 zweite 
Sechzigstel gezogen. Damit stimmen die W erte uberein, die sich aus pag. 
441, 23; 453, 2— 4 ergeben, wrenn wir ^  8 =  2 \  2 und ] 18 =  3 2 setzen.
Noch genauere Ausrechnungen ergeben sich aus pag. 495, 3— 8 und dem 
Scholion zu X: 9 bei H e ib e r g , Paralipomena ; H e rm e s  3 8  (1903), 341. 
An der letzteren Stelle wird unter Berufung auf ein Scholion des P ro k lo s  
y  8 =  2e 49l 4211 20111 gesetzt, an der ersteren Stelle werden in der 
Bruchreihe noch 10IV hinzugefiigt. Die Berechnung ist wahrscheinlich 
ausgegangen yon der Umwandlung der 8 Ganzen in 28800 zweite Sech
zigstel. Diese Zahl ist dann zu 28561 - f  239 zerlegt und aus dem ersten 
Summanden die W urzel 1691 =  2e 491 gezogen worden. Aus dem Reste 
239 ergaben sich, ahnlich wie yorher, 4211. W ie der alte Rechenmeister

2 3 2  F r i e d r i c h  H u l t s c h .

1) Nach dezimaler Ausrechnung ist }/112236 =  335,016417. Indem wir die
drei letzten Bruchstellen abwerfen, erhalten wir in sexagesimalen Betragen 5e 351 OH
57,61!!, oder in der Kiirzung bis auf die zweiten Sechzigstel 5e 35! 1!!.



weiter vorgegangen ist, muB einer spateren Untersuchung vorbehalten 
bleiben; jedenfalls hat er den richtigen W eg eingeschlagen, denn seine 
Sexagesimalzahlen 2e 491 4211 20111 10IV stimmen genau mit der dezimal 
auf 7 Stellen berechneten V 8 =  2,828427 iiberein. Daraus entwickeln wir nun 

V  2 =  le 24' 51H 10111 51V =  1,4142135, 
was bis auf die achte Dezimalstelle stimmt.

Uber die Berechnung von \  3 haben wir frliher T h eo d o r o s , den
Lehrer P l a t o n s , angefiihrt und auch auf A r c h im e pe s  hingewiesen.
Letzterer hat eine Umgrenzung fiir y 3 gesucht und dabei ais niichst- 

1351
groBeren W ert =  1,7320513 gefunden1). Nur den winzigen Betrag 

yon 0,0000003 brauchen wir abzuwerfen, um mit 1,732051 die richti^e7 ' O
siebenstellige Annaherung zu e rh a lte n ,  wie sie  auch von H ip p a r c h  g e 
funden worden is t2). In den EuKLiDscholien pag. 492, 22; 493, 10; 
495, 23 f. wird \  3 mit W eglassung der ausgehenden 23m auf l e 431 5511 
bestimmt; das ergibt in dezimaler Ausrechnung 1,73194, d. i. die nur vier- 
stellige Annaherung 1,732, womit der W ert pag. 466, 1 f. iibereinstimmt, 
wenn wir \  12 =  2 |  3 setzen. Dagegen ermitteln wir aus pag. 463, 13 
den genau en H iPPA RC Hischen W ert, wenn wir eiuen offenbaren Pehler der 
Uberlieferung verbessern. Es wird dort ^  27 =  5e l l 1 4611 50111 g e se tz t. 
Das ist weit aus zu v ie l. Auch ze ig e n  die im  Scholion folgenden W orte, 
daB die ausgehenden Sechzigstel, m it 6 multipliziert, 60 (dritte) Aeitrd 
=  1 zweites Sechzigstel ergeben sollen. Also ist statt des i ib e r lie fe r te n  
v  (50) yielmehr i (10) zu schreiben. Dann ergibt der W ert y 27 =  
5e l l 1 46n 10m  in dezimaler Ausrechnung die sechsstellige Annaherung 
5,19615, und wenn wir y  27 zu 3 V 3 umformen, so erhalten wir fur y 3 
die HiPPARGHische Reihe l e 431 55n 23in .

Diese Auswahl aus einer ungezahlten Menge von Belegen wird ge- 
niigen, um einen Einblick in die Methoden zu gewahren, nach welchen die 
Griechen die sechs Rechnungsarten vom Summieren bis zum W urzelaus- 
ziehen ausfiihrten. Die sexagesimale Rechnungsweise war zwar weit um- 
standlicher ais unsere dezimale, stand ihr aber an Sicherheit und Genauig- 
keit nicht nach. Es wird sich wohl der Muhe lohnen, alle in den Scholien 
iiberlieferten Sexagesimalzahlen zu kontrollieren und nach Bedarf zu er- 
lautern. DaB dabei auch Gelegenheit sich finden wird, manche Pehler der 
Uberlieferung zu yerbessern, laBt sich sicher erwarten; hat doch schon bei 
der yorhergehenden kleinen Auswahl AnlaB zu mehreren Berichtigungen 
sich dargeboten.

1) H u l t s c h , Die Naherungswerte usw., S. 399 und dazu Anm. 2.
2) Seine oben angefiihrte Sexagesimalreihe l e 431 55H 23HI ergibt in dezimaler 

Ausrechnung 1,732051.

Die Sexagesimalreehnungen in den Scholien zu Euklids Elementen. 233
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tiber die Erfindung der Pendeluhr.

Yon E. Ger la n d  in Klausthal.

Im yierten Band von W iedem anns A n n a le n  d e r  P h y s ik ,  welcher 
1878 erschien, habe ich auf S. 585 ff. die Geschichte der Erfindung der 
Pendeluhr ausfiihrlich behandelt. Die Quellen, aus denen ich schópfen 
konnte, waren eine Abhandlung yon v an  Sw inden aus dem Jahre 1817, 
welche unter dem Titel Verliandelingen over H u y g e n s  ais uitvinder der 
slingeruurwerlcen sich in den V e r h a n d e l in g e n  v a n  h e t  k o n in k l i jk  
N e d e r la n d s  che  I n s t i t u u t  v a n  W e te n s c h a p p e n  findet und zum 
ersten Małe den damals noch ungedruckten Briefwechsel von H uygens 
benutzt hatte, die Schriftstiicke und Zeichnungen, welche yon Florenz aus 
zu der im Kensington Museum in London 1876 stattgeliabten Ausstellung 
wissenschaftlicher Apparate gesandt worden waren und die ziemlich zahl- 
reichen Yeroffentlichungen italienischer Schriftsteller iiber denselben Gegen- 
stand. Ich kam zu dem Ergebnis, daB G a li le i  die Pendeluhr 1641 er- 
funden, aber nicht ausgefiihrt hat, daB aber H uygens olme von G a lile is  
Pliinen etwas zu wissen, die Erfindung 1 6 5 6 J) selbstiindig noch einmal 
machte und der Pendeluhr die fiir ihren Gebrauch zweckmaBige Form  gab.O O
Seitdem ist durch die Herausgabe des Gesamtbriefwechsels yon H u y g e n s , 
welcher den Inhalt der bis jetzt yeroffentlichten zebu Bandę seiner im 
Haag erscheinenden Oeuvres completes bildet, es einerseits moglich ge- 
worden, die Einfiihrung der H uY G EN Sschen Erfindung zu yerfolgen, 
andererseits daraus die Pflicht erwachsen, die obigen Ersrebnisse noch/ O O
einmal auf ihre Riclitigkeit zu priifen, und dieses letztere um so mehr, 
ais die Herausgeber der Oeuvres completes die von van  S w in d e n  ver- 
tretene Ansicht, daB Ga l il e is  Pendeluhr nur ein Ziihlwerk gewesen sei, 
von einer P rioritat des Italieners vor dem Niederlander also keine Rede 
sein konne, auch zu der ihrigen machten.

Was zunilchst die Einfiihrung der H uY G EN Sschen U hr fiir die Z w eck e  
der Zeitmessung betrifft, so hatte ihr Erfinder ihre Herstellung und ihren

1) H u g e n ii  Opera varia, Y o l .  I  p a g .  5.
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"V e rtr ie b  dem  Uhrmacher S a lo m o n  C o s te r  im  H aag  iibergeben1), ihre Be- 
sc h re ib u n g  ab er 1657 in  e iner k le inen  Horologium b e tite lten  S cb rift 
ye ro ffen tlich t u n d  eine grofie A n zah l yon E x em p laren  davon an befreundete  
G eleh rte  yersand t. C o s t e r  e rh ie lt am  16. J u n i  1657 von den G eneral- 
s taa ten  u n d  b a ld  d a ra u f  von  den S taa ten  yon H o llan d  und  W estfries lan d  
a u f  21, bezw. 20 J a h re  a u f  die H e rs te llu n g  der neuen  U h r ein P r iy ile g .2) 
Am 19. O k to b er w urde  ihm  und  dem  U h rm ach er J o h a n  v a n  C a l  ein 
ebensolches yon  der L an d sch aft G elderland  zugestanden . 3) C o s t e r  s ta rb  
indessen  b e re its  E n d e  1659;4) doch  sch e in t seine W itw e  das G eschaft 
und den Y ertr ieb  der U h re n  fo rtg ese tz t zu h a b e n .5) Jed en fa lls  g ing  
H u y g e n s  a u f  den ih m  yon  v a n  S c h o o te n  gem ach t en V orsch lag , sichO O/
nunmehr in dieser Angelegenheit an den Uhrmacher J acobus d e  S teu r  
in Leiden zu wenden6), nicht ein.

Lange hatten sich H uygens und Co ster  der alleinigen Rechte ihrer 
Priyilegien nicht zu erfreuen. Bereits im Jahre 1658 meldete ein Rotter- 
damer Uhrm acher S im on  S t o f f e l s z . D o u w , ein „dummer und unver- 
schamter“ Mensch, wie ihn H uygens  bezeichnet, eine Pendeluhr seiner 
Erfindung zum Paten te an.7) D a ihm die Generalstaaten und die Staaten 
yon Holland und Friesland ein solches erteilten8), so erhoben H uygens 
und Co ster  Einspruch und fiihrten eine Entscheidung des Hofes yon 
Holland herbei, die freilich nicht zu ihren Gunsten ausfiel, sondern dahin 
ffing, daB den drei Parteien zu gleichen Teilen die Emolumente zufallenO O; o
sollten.9) Doch wurde bei dieser Gelegenheit Douws U hr von Sachver- 
standigen untersucht. Nach der dar iiber durch va n  S c h o o t e n  an 
H uygens gemachten M itteilung ergab sich, daB der Rotterdamer U hr
macher das lange Pendel yon H u yg ens  durch ein kurzes ersetzt, dann 
aber durch ein Gegengewicht die nun zu rasch erfolgenden Schwingungen 
zu yerlangsamen getrachtet hatte. Da er der Ansicht war, daB H uygenso o /
die Lange seines Pendels nicht bestimmen konne, so hatte  er geglaubt 
auf diese W eise eine Verbesserung anzubringen.10)

Bald nach dem Erscheinen der HuYGENSschen Schrift unternahm man 
es, Stadtuhren mit dem Yertikalpendel zu yersehen. So brachte bereits 
im Januar 1658 ein Uhrmacher, wahrscheinlich Co ster ,n ) eine solche in
Scheveningen in Gang, dereń Pendel yon 24 ' Liinge mit einem 50 Pfund

1 )  H u y g e n s , Oeunres completes, II p. 2 0 9 .

2) Ib. II, p. 236 ff. Im Register des III. Bandes der Oeuvres completes ist ais 
Yornamen C o s t e r s , irrtiimlicherweise S a m u e l  angegeben.

3) G. v a n  H a s s e l t s  Geldtrscli Werlc. 1. Deel (1807).
4) H u y g e n s ,  Oeiwres completes, III p. 84, Note. 5) Ib. II, p. 125; HI, p. 284.
6) Ib. III, p. 11. 7) Ib. II, p. 235. 8) Ib. II, p. 240, 241. 9) Ib. II, p. 290.
10) lb. II, p. 249. 11) Ib. II, p. 125.



sc h w e re n  Gewichte yersehen war und im Marz desselben .Tahres wurde m 
U tr e c h t  eine Uhr der neuen Konstruktion aufgestellt.1) Allzurasch freilich 
fiihrte sich die Yerbesserung nicht ein, denn am 18. September 1659 
sc h re ib t  H u y g e n s  an B e l l a ir , daB noch in keiner Stadt zwei groBe 
Uhren seiner Eriindung yorhanden seien und daB er deshalb die Zeit noch 
nicht bestimmen konne, fiir welche solche zusammen schlagen wiirden. 
E r glaube nicht, daB sie eine lange sein werde, yielmehr seien mancherlei 
Ungenauigkeiten zu erwarten, dereń Ursachen im Schmieren oder aucho o /
in den Temperaturyeranderungen liegen konnten. Man werde da Abhilfe 
schaffen konnen, wenn man nur kleine Schwingungsweiten yerwende oder 
das Pendel zwischen cykloidalen Plattchen schwingen lasse.2) In Paris 
fand die Pendeluhr so rasch Beifall, daB sich 1660 bereits yier Uhrmacher 
mit ihrem Bau beschaftigten. In England wurde sie nach der Mitteilung, 
die W a l i j s  am 4. Dezember 1659 an H u y g e n s  machte, yerschiedentlich 
abgeandert. Namentiich legte man die Achse des Steigrades yertikal, so 
daB die mit den Paletten yersehene Rute horizontal zu liegen kam,3) eine 
Anordnung, die H u y g e n s  selbst annabm, und spater in seiner 1673 ver- 
offentlichten Schrift Horólogium oscillatorium abbildete.4) Unerfreulichere 
Erfahrungen machte er in Italien. Dort hatte ein papstlicher Uhrmacher 
nach dem Muster der Abbildung in der Schrift yon 1657 eine U hr gebaut, 
das eigentliche W erk aber sorgfaltig yersteckt angebracht. E r fiihrte sie 
einer Yersammlung yon „M athematikern" yor und erntete allgemeinen 
Beifall, bis ein Schiiler von H u y g e n s  Freund G r e g o r iu s  a  S t. Y in c e n t io , 
namens G il l is  d e  G o t t ig n ie z , den A t h a n a s iu s  K ir c h e r  eingefiihrt hatte, 
den wahren Sachyerhalt aufdeckte.5) Uber einige andere in Italien nach 
H u y g e n s  Yorgang hergestellte Uhren wird weiter unten berichtet werden.

Ubrigens scheint H u y g e n s  nicht der einzige gewesen z u  sein, der 
zur Zeit des Erscheinens seines Horologiims bestrebt war, das Pendel
zum Regulieren der Uhren zu benutzen. E r allein aber brachte etwas
Brauchbares zustande. So weit kam der Danziger Astronom H e y e l  nicht, 
der dasselbe Ziel und, wie es scheint auch auf demselben W ege erstrebte,6) 
es aber nicht erreichte, da sein „autom aturgus" mit anderen Geschaften 
iiberhauft war.7) Ais ihn dann B o u l l ia u  im Jahre 1661 besuchte, w a r 

yon d e r Uhr keine Rede mehr.^) Auch R o b e r y a l  hat lange, freilich auch 
ohne Erfolg, an einer Pendeluhr gearbeitet, w o llte  dabei a b e r  d a s  H o r iz o n ta l-  

pendel beibehalten.9) Die Erwiihnung dieser U hr in dem H uY G EN Sschen 

Briefwechsel ist fiir uns deshalb yon Bedeutung, ais sie uns zeifrt, daB
0 7  O  /

1) H u y g e n s ,  Oemres completes, II p .  1 5 6 . 2 ) Ib. Ii, p .  1 4 3 . 3 ) Ib. II, p .  5 2 0 .

4 )  H u y g e n s , Opera varia, Vol. I; Tab. II z u  p a g .  4 6 .  5 ) Ib. II, p .  4 7 2 .

6) Ib. III, p .  95, 134. 7) Ib. II, p .  261, 498. 8) Ib. III, p .  263, 290.
9) Ib. II, p .  176.
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damals sogar solche Kenner, wie H u y g e n s  doch einer war, kein Bedenken 
trugen, mit einem Pendel verbundene Raderwerke Uhren zu nennen, selbst 
wenn keine das Pendel in Bewegung haltende Kraft yorgesehen war. So 
schreibt H u y g e n s  am 14. Mai 1659 an B o u ll ia u :  „mais il (R o b e rv a l)  
n y avoit rien pour faire continuer le mouvement du pendule par la force 
de 1 horloge, ce qui toutefois est le principal",1) wahrend er in einem 
Briele an denselben Korrespondenten vom 2 1 . November 1658 R o i s e r y a l s  
Uhr „une horloge avec un pendulum" genannt hatte.2) Erst spater erfuhr 
er durch C h a p e l a i n  daB R o b e r v a l  ein Gewicht zur Aufrechterhaltuny;' O
der Bewegung des Pendels hatte benutzen wollen, aber an der Schwierig- 
keit der Ausfuhrung gescheitert war. Erwahnt sei noch, daB es auch 
P e t i t  nicht gelang, seine fiir die HuYGENSsche Uhr geplanten Yerbesse- 
rungen ins W erk zu setzen,3) und daB die von M a t t e o  C a m p a n i ange- 
brachte Anderung, die einen lautlosen Gang der U hr zu erreichen bezweckte,4) 
wohl nie angewendet worden ist. Die W eiterbildung der HuYGENSschen 
Uhr blieb einer spateren Zeit vorbehalten.

Ich wende mich nun zu einer erneuten Priifung von G a l i l e i s  Prioritats- 
anspriichen auf die Erfindung der Pendeluhr. Der Tatbestand, um den 
es sich dabei handelt, ist der folgende: Bald nach seiner Entdeckung des 
Isochronismus der Pendelschwingungen hatte G a l i le i  das Pendel zur Zeit- 
messung benutzt und es mit einem einfachen Zahlwerk verbunden, ohne 
aber dafiir zu sorgen, daB es durch ein gehobenes Gewicht oder durch 
die Kraft einer gespannten Peder langere Zeit hindurch in Bewegung 
erhalten wurde. E r hatte dann daran gedacht, es auch zur Langen- 
bestimmung zu verwenden und war zu diesem Zwecke mit Spanien und 
spater mit den Generalstaaten in Verhandlungen getreten, die aber zu 
keinem Resultate fiihrten. Ais dann 1656 H uygens die Pendeluhr erfand 
und seine im folgenden Jah r erschienene Schrift Horologium, in der er 
die Erfindung rnitteilte, durch den franzósischen Mathematiker B o u ll ia u  
dem Bruder des GroBherzogs Yon Toscana, dem Prinzen L e o p o ld  yon  
M edici Yorgelegt wurde, glaubte dieser die P riorita t der Pendeluhr fur 
G a lile i  in Anspruch nehmen zu miissen und forderte deshalb V iviani, 
denjenigen Yon G a lile is  Schulern, der auBer dessen Sohne Y incenzo 
G a lile i  bis zum Tode des Meisters um diesen gewesen war, auf, sich 
dariiber zu auBern. V iv ian i sandte daraufhin dem Prinzen einen Bericht, 
worin er erziihlte, daB bereits 1641 der damals schon erblindete G a l i l e i  

ihm und seinem Sohne die Zeichnung einer Pendeluhr diktiert habe und 
daB Y incenzo  acht Jahre nach des Vaters Tode daran gegangen sei, ein 
Modeli dieser U hr herzustellen. E r habe es so weit gefordert, daB er im

1) H u y g e n s ,  Oemres completes, II p. 4 0 5 .  2 ) Ib. II, p. 2 7 6 . 3 ) Ib. III, p. 3 9 8 .

4 ) Ib. III, p .  4 6 .



Y e re in  mit dem  B e r ic h te r s ta t te r  die R ic h t ig k e i t  der G A LlLElschen Idee 
h a b e  fe s ts te l le n  k o n n e n , sei aber durcb seinen plotzlichen Tod an der 
Yollendung des Modelles yerhindert worden. Eine A bschnft dieses Be- 
r ic b te s  und eine K o p ie  der beigefiigten Zeicbnung der G A LlLElschen 
Pendeluhr sandte darauf der Prinz L e o p o l d  an B o u l l ia ij , dieser aber 
te i l te  die Zeichnung H u y g e n s  mit, unter dessen nachgelassenen Papieren 
sie s ic h  n o c h  b e fin d e t. Die in d em  V lv iA N isc h en  B e r ic h t  aufgestellte 
Behauptung, daB Ga l il e i  1641 die Pendeluhr erfunden, in c e n z o  ein 
gangbares, wenn auch nicht ganz fertig gewordenes Modeli derselben her- 
g e s te l l t  habe, ist nun mehrfach in  Zweifel gezogen worden, neuerdings in  
einer ohne den Namen ihres Yerfassers auf S. 281 If. des YII. Bandes 
der Oeuwes completes abgedruckten langeren Note und in einem "V ortrage, 
den E m il  W o h l w il l  gelegentlich der Naturforscherversamm lung in Kassel 
im Jahre 1908 gehalten hat und dessen Inhalt in No. 42 der M iin c h e n e r 
M e d iz in is c h e n  W o c h e n s c h r i f t  m itgeteilt worden ist. Die in der 
Note gemachten Einwande lassen sich in die folgenden vier Satze 
zusammenfassen, denen sich ais fiinfter eine von W o iil w il l  aufgestellte 
Behauptung anreiht.

1. Der Apparat, der nach V iv ia n is  Bericht an den Prinzen L e o p o l d  
von Y in c e n z o  G a l il e i  hergestellt worden ist, konnte keine Pendeluhr 
sein, da er, ais solche betrachtet, n icht in Gang kommen konnte.

2. E r war ein auf G a l il e is  Rat von seinem Sohne hergestelltes Zahl- 
werk, bei dessen Konstruktion die Fehler des friiher von Ga l il e i  ange- 
gebenen verbessert worden waren.o

3. E r ist in Florenz yorhanden gewesen aber jetzt verschwunden.
4. W enn Y iv ia n i  berichtet, er habe den A pparat im Gange gesehen, 

so ist er das Opfer einer Tauschung geworden.
5. V iyiA N i hat die Pendeluhr wahrscheinlich selbst angegeben, nach- 

dem die Erfindung von H u y g e n s  zu seiner Kenntnis gekommen war.
Diese Satze sind nunm ehr auf ihre R ichtigkeit zu priifen.
1. Der Umstand, daB bei den den A pparat wiedergebenden Skizzen 

das treibende Gewicht fehlt, ist von keiner Bedeutung, da sie das Diktat 
eines Blinden darstellen und das Gewicht ohne Schwierigkeit angebracht 
werden kann. Yon groBerer W ichtigkeit sind die bei K onstruktion der 
Hemmung eingehaltenen Yerhaltnisse, die die yerschiedenen yorhandenen 
Skizzen yerschieden angeben. Die Hemmung besteht aus zwei Dornen,1) 
von denen der eine, wenn das Pendel eine seiner auBersten Lagen nahezu 
erreicht hat, die Bewegung des Steigrades hemmen soli, indem er unter

2 g g  E .  G e r l a n d .

1) Der G A L i L E i s c h e  Apparat ist u. a. abgebildet in G e k l a n d  und T k a u m u l l e r , 

Geschichte der physikalisćhen Experimentierkunst (Leipzig 1899), S. 128, Fig. 117, aucb 
in H u y g e n s ,  Oeuvres completes, I I I  S. 8 .
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einen der an dessen Oberflache angebrachte Stifte faBt, der andere die 
Bestimmung bat, einen in die dreieckigen Zahne am. Rande des Steig- 
rades greifenden Sperrhaken fur kurze Zeit abzubeben und so dem Rad 
zu ermoglichen, daB es bei jeder Pendelschwingung um einen Zabn yor- 
zuriicken vermag. Der Yerfasser der Note legt seiner Kritik die Yer- 
haltnisse derjenigen Zeicbnung zugrunde, welche F a v a ro  in seine 1891 
in \ enedig erscbienenen Nuovi studi Galileani ais diejenige aufgenonmien 
hat, welche allein in rechtmaBiger Weise zu dem ViviANischen Berichte 
gehorig betrachtet werden konne. E r weist nach, daB bei einem nach 
dieser Zeichnung gebauten Apparate keine fortriickende Bewegung des 
Steigrades eintreten, daB es yielmehr mit den Pendelschwingungen nur hin 
und her schwanken konne

W enn nun auch gegen diesen Nachweis nichts einzuwenden ist, so 
ist doch zu untersuchen, ob diese Zeichnung wesentlich die einzige ist, 
die die obige Bedingung erfiillt. Das scheint aber nicht der Pall zu sein, 
yielmehr wird man fiir die in den Oeiwres conipletes a. a. O. mitgeteilte 
denselben Anspruch zu erheben haben. Ist sie doch eine Kopie von der
jenigen, welche der Prinz L e o p o l d  m it V iv ia n is  Bericht an B o u l l ia u  sandte, 
gehorte also ganz unzweifelhaft zu dem Bericht. Gibt man den Dornen abero o
eine solche Lange im Yerhaltnis zum Abstande zweier benachbarter Stifte 
des Steigrades bis zu zweier Zahne an seinem Rande wie sie yorschreibt, 
so erhalt man ein anderes Ergebnis. Dies ergibt sich aus der Betrachtung 
der Fig. 1— 3, die die gegenseitige Lage der betreffenden Teile des

Apparates in den drei charakteristischen Zeitpunkten in Parallelprojection 
von der Achse aus gesehen, erkennen lassen. Fig. 1 zeigt das Pendel P  
in seiner auBersten Stellung links. Der Sperrhaken S  ist durch den Dorn d 
abgehoben, wahrend der Stift a an dem Dornę c anliegt. Fig. 2 gibt 
den Augenblick, in welchem c den Stift a freigibt, wahrend der Dorn d 
den Haken S  auf den Umfang des Steigrades R  gelegt hat. Yon dem 
treibenden Gewichte gezogen dreht sich nun das Steigrad so lange, bis 
der Zahn b gegen den Haken S  stoBt, der es nun festhalt. Das Pendel 
fiihrt alsdann den Rest seiner Schwingung frei aus. Zuriickkehrend findet
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es das Steigrad in der durch Fig. 3 yorgefiihrten S te llung ; der Dorn d  
hebt nun den Haken S  ab und das treibende Gewicht setzt das Rad im 
Sinne des Uhrzeigers in Drehung. Diese halt so lange an, bis der Stift a\°  O •• 1
gegen den Dorn c zu liegen kommt, der nun, wie bei Cl e m e n t s  ruck- 
springender Hemmung das Steigrad wieder so weit zuriickdrangt, bis die 
Stellung der Fig. 1 yon neuem erreicht ist, m it dem Unterschied jedoch, 
daB der Stift cii an die Stelle des Stiftes a getreten ist. W ahrend dann 
das Pendel abermals nach rechts schwingt, driickt das Gewicht den Stift «i 
gegen den Dorn c und ersetzt so dem Pendel die wahrend der yorher- 
gehenden Schwingung durch Reibung und Luftwiderstand yerlorene Energie.

Genau in derselben W eise beschreibt Y iy ian i den A organg. Gibt 
man also nur den Dornen die richtige Lange, so kann die U hr selbst 
wohl gehen und daB dies der Fali ist, haben Apparate, die man nach der 
eben zugrunde gelegten Zeichnung, jedoch unter Zufiigung des treibenden 
Gewichtes in Elorenz und im Kensington Museum in London gebaut hat, 
erwiesen. Sie blieben so lange im Gange, ais das aufgezogene Gewicht 
seine W irkung ausiiben konnte. Die obigen Figuren machen keinen An- 
spruch darauf, die zweckmaBigsten Yerliiiltnisse darzustellen, nach welchen 
man die Teile des Apparates konstruieren konnte. Es ware das auch 
unnotig, da ja  der Prinz selbst die dem Berichte beigelegte Skizze ais 
eine rohe bezeichnet.1) Doch diirfte hierdurch gezeigt sein, daB der unter 
1 angefiihrte Einwand des Yerfassers der Note nicht allgemein, sondern 
nu r fiir einen speziellen Fali gilt und sicher nicht fiir den Apparat, 
dessen Abbildung der Prinz an B o u l l ia u , dieser an H u y g e n s  sandte. 
Der letztere ist auch keinen Augenblick im Zweifel gewesen, daB die 
Zeichnung eine gangbare Pendeluhr darstellte, obwohl ihm der Bericht 
Y iy ia n is  und die darin enthaltene Beschreibung des Ganges der Uhr nie 
vor Augen gekommen ist.

2 Nachdem der Yerfasser der Note nachgewiesen hat, daB der yon ihm 
betrachtete A pparat n icht gehen konne, stellt er die Ansicht auf, daB er 
iiberhaupt keine Uhr, sondern nur ein Zahlwerk darstellen solle, zu welcher 
Ansicht ja  der Mangel eines treibenden Gewichts zu berechtigen scheint. 
Dam it setzt er sich freilich in direkten W iderspruch zu der in 1 aus- 
gesprochenen Behauptung. Denn bei der dort angenommenen Lange des 
Dornes c muB dieser ja  beim Riickgange des Pendels aus seiner auBersten 
Lage links das Steigrad, welches er yorgeschoben hatte, indem er gegen 
den Stift a driickte, immer wieder zuriickbewegen, da er nun den 
Stift «o nach unten schiebt, oder er muB, wenn der Haken S  yorher 
eingefallen sein und die Bewegung des Rades gehemmt haben sollte,

1) H o t &e n s , Oeuwes completes, III p .  468.
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entweder selbst abbrechen oder den Stift a o zerstoren. Bei der Lange 
der Dornę, die in Fig. 1—3 angenommen ist, wiirde dies freilich nicbt 
ein treten, aber es wiirde, wollte man aucb dann den Apparat ais Zahl- 
werk betrachten, die Stellung der Zahne b eine fiir diesen Zweck Yollig unge- 
eignete sein. Da sie ja  doch ein W eitergehen des Rades verbiiten sollen, ein 
Zuriickgehen bei dieser Annahme aber ausgeschlossen ist, so miiBten sie 
umgekehrt gerichtet sein. Den Anforderungen eines Zahlwerks wiirde der 
Apparat also in keinem Falle geniigen.

3. D em  d ritte n  P u n k t le g t der Y erfasser der N o te  eine ganz besondere 
W ic h tig k e it bei. P a th e tisc h  ru f t  er a u s : „C et ob je t"  (das von  Y in c e n z o  
h e rg es te llte  M odeli), „q u i a u ra it du e tre  d’un  p r ix  inestim able  aux  yeux  
du P rin ce  L e o p o ld ,  de Y iy ia n i  et de tous ceux qui a ttr ib u e n t a G a l i l e e  
1 idee d une h o rlo g e  a pendu le , ce tem oin  irrecusab le  des p re ten d u s d ro its  
de G a l i l e e ,  a d isp a ru " .1) U nd  doch  habe es P rin z  L e o p o ld  besessen, habe 
es M a t t e o  C am pan i gesehen. H ie r  lie g t eine V erw echselung  des G a l i l e i -  
schen Z ah lw erks u n d  des YiNCENzoschen M odelles zug runde, die der Y er
fasser der N o te  bei g riin d lich e re r Y erg le ich u n g  der D a ten  der betreffenden  
Briefe yerm ieden  h ab en  w iirde, die aber der G rund  ist, daB auch  diesem  
P u n k te  jed e  B ew eisk raft ab g eh t. Sehen  w ir u ns die be treffenden  A kten- 
stiicke doch  etw as n a h e r  an ! A m  28. F e b ru a r  1659 h a tte  B o u l l i a u  
H u y g e n s ’ H orologium  an  den  P rin zen  g esch ick t,2) be re its  am  31. M arz 
an tw orte te  d ieser u n d  sch rieb  u. a . : „C irca  lo  O riuolo  reg o la to  dal P endo lo  
certo  e che 1’Inyenzione  e bella , m a n o n  si deve defraudare  della  g lo ria  
douu tali a l n o s tro  S ig n o re  p e r  sem pre am m irab ile  G a l i l e o ,  che g ia  n e l 
m ille seicento  tren tase i, si io n o n  erro , p ro p o se  q u esta  si u tile  inven- 
zione a lli S ig n o ri S ta ti  d ’01anda et io  ne  ho  r itro v a to , b enche in  p a r te  
diverso c irca  la  co n stitu z io n e  delle ru o te , u n  m odello  fa tto  g ia  del m ede- 
simo S ig n o re  G a l i l e o ^ .3) D a G a l i l e i  m it den G en era ls taa ten  n u r  iiber 
sein Z ah lw erk  v e rh an d e lt h a t, so m ein t der P rin z , w as auBerdem  auch  
aus der Z e itangabe  fo lg t, h ie r  u nzw eife lhaft G a l i l e i s  Z ahlw erk . Von 
dem U h rw e rk  e rh ie lt  e r die e rs te  K u n d e  d u rch  den B e ric h t Y iv ia n is , der 
das D atu m  des 20. A u g u stes  1659 tr iig t.4) B ere its  am  fo lgenden  T age, 
dem  21. A u g u s t ab e r sc h re ib t der P r in z  an  B o u l l i a u :  „S a ra  dunque an- 
nesso a q u esta  il d isegno  del p rin c ip io  dell o riuo lo  reg o la to  dal pendolo  
che inven tó  il n o s tro  p e r  sem pre am m irab ile  S ig n o r G a l i l e o  ho inu io  
delineato  eon  q u e lla  rozzezza eon q uale  e fab rica to  il m odello  del m ede- 
simo, che n e lla  m ia  cam era  o ra  m i tro v o “.5) A uch  h ie rm it k an n  der 
P rin z  Y in c e n z o s  M odeli u n m o g lich  m einen, denn  bis zum  20. A u g u st

1) H u y g e n s , Oeuvres completes, YII p. 281, Note 3. 2) lb. III, p. 459.
3) Ib. III, p 461. 4) Ib. III, p. 484. 5) Ib. III, p. 468.
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liatte er ja noch keine Kenntnis davon, daB er dies W erk besaB. Auch 
werden wir spater nachweisen, was aus diesem Modeli geworden ist. Der 
Prinz hat also, wie der Yerfasser der Note auch, Zahlwerk und Uhrwerk 
durcheinander geworfen, er hat ein Modeli des ersteren, aber nicht des 
letzteren besessen, dessen Yerschwinden fiir uns nicht von Belang sein 
wiirde. Bei der Kurze der Zeit zwischen dem Em pfang des Berichtes 
und der Abfassung des Briefes an B o u llia u  hat er jenen nur oberflachlich 
einsehen konnen und die Pendeluhr Ga l il e is  fiir ein yerbessertes Zahl
werk o-ehalten, obwohl der SchluB des Berichtes ihn eines Besseren hatte

O  7

belehren konnen. Das Zeugnis C a m p a n i s  wollen wir entgegennehmen, 
nachdem wir die beiden folgenden Punkte betrachtet haben, die dasjenige 
V i v i a n i s  kurzerhand ais unbewuBte, ja bewuBte Tauschung beseitigen zu 
konnen meinen.

4. „ Y iv ia n i  s’est la isse  eg a re r lo rs q u ’il a ffirm a a r o i r  t u  m a rc h e r la  
m achinę de la  m aniere  q u ’il d e c rit,"1) sag t der Y erfasser d er N o te  h in- 
sich tlich  des M odelles Y in c e n z o s . In  der B o u l l i a u  lib e rsan d ten  Ab- 
sch rift des B erich tes sch ild e rt Y iy ia k i  den G ang des M odelles yon 
V in c e n z o  m it fo lgenden  W o rte n : „Cio fa tto , yo lle  il  S ig n o r Y in c e n z io  
che io (com e q ueg li ch ’era  consapeY ole di q u esta  inYenzione, e che 1’aYero 
stim o la to  ad effe ttuarla) Yedessi cosi p e r  p ro v a , e p iu  d ’u n a  Yolta com e 
p u r  Yedd’an co ra  ’1 sudd e tto  artefice, la  co n g iu n ta  operaz ione  del co n trap p eso  
e del pendo lo ; il  quale  stando  ferm o tra tteneY a ’1 m o to  d a l co n trap p eso  
m a solleYato in  fu o ri e lasc ia to  po i in  lib e rta , n e l p a ssa re  o l t r ’il  perpend i- 
colo, eon la  p iu  lu n g a  delle due code annesse a lT im p ern a tu ra  de l dondolo , 
alzava la  chiaYe che po sa  ed in cas tra  n e lla  ru o ta  delle tacch e , la  quale 
tira ta  dal co n trap p eso , Y oltandosi colle  p a r t i  su p e rio ri Yerso i l  dondolo , 
eon uno  de’ suoi p iro n i calcaYa p e r  d iso p ra  l ’a ltra  co d e tta  p iu  co rta , e le 
dava ne l p rin c ip io  del suo r i to rn o  u n  im pu lso  ta le , che serviYa d’u n a  
ce rta  acco m p ag n atu ra  a l pendo lo  che lo  faceYa solleYare fino a ll’ altezza 
donde s’era p a r ti to ;  il  q u a l ricadendo  n a tu ra lm e n te , e tra p a ssa n d o  i l  per- 
pendico lo , tornaY a a solleYare la  chiaYe, e su b ito  la  ru o ta  delle  tacch e  in  
Yigor del con trap p eso  r ip ig lia v a  il suo m o to  seg u en d ’ a  Y olgersi e sp ignere  
col p iro n  susseguen te  il de tto  p en d o lo ; e cosi in  u n  certo  m odo s’andava 
perp e tu an d o  1’an d a ta  e to rn a ta  del m edesim o pendo lo , f m a  che il peso 
po tev a  calare a basso .“2) Ic h  k a n n  es g e tro s t  dem  U rte ile  des L esers 
iiberlassen, ob e iner so e ingehenden , sach lich en  S ch ild e ru n g  creareniiber

' o O o
man wirklich daran denken kann, daB Y iv ia n i  sich habe tiiuschen lassen. 
Doch will ich nicht Yersaumen, besonders noch auf die bestimmte Art 
aufmerksam zu machen, in der Y iy ia n i die W irkung des „contrappeso^, 
des treibenden Gewichtes, hervorhebt. Dadurch zeigt er, wie scharf er

2 4 2  E. Gerland.

1) Huygens, Oeuvres completes, Y II p. 282. 2) Ib . H I, p . 482.
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zw isch en  Z ahlw erk  und U hrw erk  u ntersch eid et. D arin , daB m an a u f d iesen  
U ntersch ied  so w en ig  geach tet, Z ahlw erk und U hrw erk  im m er durch- 
einander gew orfen  hat, is t  aber der Grund zu suchen , daB die E rfindung  
der P en delu hr durch G a l i l e i  z u  der K om ódie der Irrungen gew orden  ist, ais  
w elch e sie uns aus der N o te  en tgegen tritt. E s w ar fre ilich  n ich t le ich t, 
diesen  U n tersch ied  von  vorn h erein  zu m achen. D ie  Erfindunsr yon  
H u y g e n s  h a tte  sich  deshalb  yerhaltn ism aB ig  le ich t einburgern  konnen, 
w eil s ie  ais ein fach e Y erb esseru n g  an den zu seiner Z eit bereits y ie lfach  
yerbreiteten  U h ren  an geb rach t w erden k onn te. D arauf, dafi dabei eine  
treibende K raft n o tw en d ig  war, ach tete m an zu n ach st so w en ig , daB 
H u y g e n s  se lb st, w ie  ob en  b ere its  b erich tet wurde, den A pparat R o b e r -  
VALS eine U h r n ennt, ob w oh l er g lau bte, daB b ei ih m  eine so lch e  K raft 
n ich t yorgeseh en  sei. U m gek eh rt h atte  G a l i l e i  m it dem  P en delzah ler  
b eg o n n en , ehe er se in  U hrw erk  en tw arf, und es fie l daher zu n ach st 
niem andem  ein, in  der Z u fiigu n g  einer treibenden  K raft eine n eue E rfindung  
zu  erblicken , den verbesserten  Zahler, ais w elch en  m an ih n  ansah, eine 
P en d elu h r zu nennen. D a g eg en  w andte m an d ie groB te A ufm erk sam keit 
der H em m u n g zu, dereń n eue und o r ig in e lle  E in r ich tu n g  ais das bei 
w eitem  W ic h tig s te  des n euen  A pparates erschien. D araus diirfte es sich  
denn auch  erklaren, daB in  der S k izze der GALlLEischen U h r das treibende  
G ew icht ganz feh lt, daB Y iv ia n i  in  der 1654 ersch ienenen  L eb en sgesch ich te  
seines L ehrers der E rfind un g der P en d elu h r n ich t ged en k t, w ahrend er 
sie  so fort in  das r ich tig e  L ich t ruckt, a is durch das E rsch ein en  von  
H u y g e n s  Ilorologium  d ie S ach lage eine ganz n eue gew ord en  war. Y ie l-  

le ic h t  tru g  auch  der W u n sch , s ie  b is zu  ihrer ta tsach lich en  A u sfu h ru n g  
g eh eim  zu h alten , dazu bei.

5. Einen Schritt weiter noch geht W o h i . w i l l . „Die Pendeluhr,'“ 
sagt e r 1), „die Y m A N i ihn (G a l il e i) erfinden laBt, ist hóchst wahrscheinlich 
von V iv ia n i  selbst erfunden, nachdem er von H u y g h e n s 2) Erfindung

1) Yortrag, gehalten auf der Naturforscherversammlung in Cassel im Jahre 1903; 
M iin ch en er  m e d ic in is c h e  W o c h e n s e h r if t  1903, No. 42, 43 (Sep. Abdr. S. 5).

2) Die Schreibweise H u y g h e n s  statt H u y g e n s  ist wohl dem Setzer zur Last zu 
legen. In allen in seiner Muttersprache abgefaBten Schriftstucken hat sich der be- 
riihmte Niederlander stets H u y g e n s  geschrieben. Nach den von W o h l w i l l  selbst 
gelegentlich seines Yortrages iiber die Schreibweise C o p p e r n i c u s  oder C o p e r n i c u s  auf 
der Naturforscherversammlung zu Karlsbad 1902 ausgesprochenen Grundsatzen (V er- 
h a n d lu n g e n  d er G e s e l ls c h a f t  D e u ts c h e r  N a tu r fo r s c h e r  u nd  A rz te  zu 
K a rlsb a d  II: 2, S. 117), dereń yolle Berechtigung keinem Zweifel unterliegen kann, 
muB die Schreibweise H u y g h e n s  ais unrichtig bezeichnet werden. Seine in franzosischer 
Sprache geschriebenen Briefe unterzeichnete H u y g e n s  mit H u g e n s ,  welche Schreibweise 
G e r h a r d t  in LEiBNizens mathematischen Schriften angenommen hat, in lateinischer 
Sprache unterechrieb er sich ais H u g e n i u s .  Nach jetzigem Gebrauche wird man diese 
beiden Schreibweisen nicht mehr benutzen diirfen.

16*
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Kenntnis erlangt hatte." D iese  Annahme steh t so v o ll ig  in  W id ersp ru ch  
mit Y iv ia n is  Bericht, daB es zu  ihrer W iir d ig u n g  durchaus n o tw e n d ig  ist, 
sich  ein  moglichst sicheres U rte il iib er d essen  G lau b w iird igk eit zu  b ilden . 
Ich  bem erke au sdriick lich , daB ic h  m ich  b ei d ieser U n tersu ch u n g  le d ig lic h  a u f  
den B erich t beschranke. H in s ic h tlic h  der F ra g e , ob s ich  Y iv ia n i  b e i se in en  
iib rigen  N a ch rich ten  iiber G a l i l e i  m ancher U b ertre ib u n g  sc h u ld ig  gem ach t  
habe, w ie W o h l w i l l  annim m t, w ird  m an der F iih ru n g  ein es so yor- 
s ich tig en  und k om p eten ten  F orsch ers um  so m ehr fo lg e n  k on n en , a is  am  

15. O ktober 1 6 5 9  bereits C h a p e la in  darau f au fm erksam  m ach t, daB 
„toute F loren ce est p reuenue du m erite  de G a l i l e e " ; 1) au ch  n o c h  andere 
U m stan de sp rech en  g eg e n  ihre Z u ver lassigk e it.

M it der A nnahm e, daB Y iv ia n i  m it seinem  B er ich te  e in e  T au sch u n g  
der M it- und N a ch w elt  b ea b sich tig t  habe, s teh t zu n a ch st d essen  groBe 
A u sfiih r lich k eit in  W id ersp ru ch , m it der er a u f die u n b ed eu ten d sten  
K le in igk e iten  ein geh t, y o n  denen  m an doch  n ic h t an n eh m en  kann , daB er 

a lle  erfunden habe. U m  n ur ein es an zu fiihren , so fiih rt er den  ju n gen  
S ch losser  m it N am en  auf, v on  w elch em  sich  Y in c e n z o  d ie R ader der 

U h r m ach en  lieB, um  sie  der b essern  G eh e im h a ltu n g  w e g e n  dann selbst 
zusam m enzusetzen  und beruft sich  a u f ih n , a is e in en  n o c h  leb en d en .2) 
A u ch  die Oeiwres completes k en n en  ih n  ais e in en  der im  D ien ste  des 
GroBherzogs befind lichen  M echaniker. H a tte  n u n  V iv ia n i  s ich  einer  
T au schu ng sch u ld ig  m achen  w o llen , so  h a tte  er d och  n ic h t  den Z eugen  
gen an nt, von  dem  ein  W o rt ih n  en tlaryen  k o n n te , oder m an m iiBte an
nehm en, der P rinz se i eb en fa lls im  K o m p lo tt g ew esen , w oran  m an  doch  

im E rnste n ich t denken kann. In  M a t t e o  C am pani h ab en  w ir  sodann  
einen Z eugen  dafiir, daB die GALiLEische P en d e lu h r  w irk lic h  vorh an den  
gew esen  ist. E r h at sie se lb st geseh en  und n en n t sie  e in e  „an tiq ua et 
aeruginosa  m achina m in im e absoluta". D a m it k ann  er u n m o g lic h , w ie  
der Y erfasser der N o  te w ill, G a l i l e i s  Z ah l w erk  m ein en , d enn  d ies k onn te  

n ich t ro stig  sein, da es k e in  E isen  besaB; au ch  paBt es a u f d ie B eze ich n u n g  
„ganz und gar u nfertig"  eben  so sch lech t, a is s ie  das W erk  Y in c e n z o s  
zutreffend schildert. E n d lich  h at u ns au ch  N e l l i  d ie N a c h r ic h t auf- 

bew ahrt, daB es m it dem  N ach laB  Y in c e n z o s  v o n  d essen  W itw e  verkau ft 

und im  A u k tio n sk a ta lo g  ais „U n  or iu o lo  n o n  fin ito  di ferro c o l P en d o lo , 
prim a in ven zion e d el G a l i l e o " 3) b eze ich n et g ew e sen  ist. S o  is t  es n ich t  

m  g eh eim m sv o ller  W eise  yersch w u n d en , son dern  le id er  d en  W e g  alles  
alten  E isen s  gegan gen .

W en n  w ir nun  Y iv ia n is  B erich t in  den P u n k ten , d ie w ir  anderw eitijr' O

1) H u y g e n s ,  Oemres completes, II p .  4 0 4 .  2 )  Ib. III, p .  4 8 1 .

3 ) A l b e r t ,  Le opere d i  G a l i l e o  G a l i l e i  (Firenze 1 8 5 6 ) ,  Suppl. p. 3 4 0 ,  Anmerkung.
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priifen konn en  zu verla ssig  finden, so sind  w ir zu der A nnahm e w o h l  
berech tigt, daB er auch d iejen igen  T atsachen  der W ah rh eit gemaB erzah lt, 
die dieser P riifu n g  d irekt n ich t zu g a n g lich  sind. W ir  w erden die U h r  
dem nach ais G a l i l e i s  W erk  h etrachten  m iissen  und dies um  so m ehr, 
ais sich  dafur auch  n o ch  e in ig e  w eitere Grtinde anfuhren lassen. Y iy ia n is  
B esch re ib u n g  g ib t  a u f  das G enaueste die W irk u n g  des G egen gew ich tes  
an, o b g le ich  es in  der dazu g eh o rig en  F ig u r  feh lt. D as w urde e in  F eh ler  
sein, den ein  so g ew ieg ter  M athem atiker, w ie es doch  Y iv ia n i  war, s ich  
ganz gew iB  n ich t h a tte  zu  S ch u ld en  k om m en  lassen , w enn  er d ie F igu r  
zu seinem  B erich t h erg e ste llt  h atte. Is t  aber die F ig u r  das D ik ta t eines 
B lind en , das m an unyerandert la ssen  zu m iissen  geg la u b t h at und zu der 

dann erst der B erich t g esch rieb en  w ord en  ist, so w ird  alles so fort begreif-  
l ic h  und es is t  n ich t n o tig , e ine gem achte u n w ah rsch ein lich e A nnahm e  
durch Z u fiigen  n o ch  u n w ah rsch ein lich erer annehm bar zu m achen. E in  
EinfluB der HuYGENSschen E rfind un g aber ersch ein t von  yorn h erein  aus- 
gesch lossen . I s t  doch  G a l i l e i s  U h r der H uYGENSschen so u n ah n lich  w ie  
m o g lich , m an m iiflte auch h ier w ied er annehm en, daB m an a b sich tlich  nach  
Y ersch lech teru n gen  g esu c h t h atte, um  den S ch ein  zu  w ahren  und dann  
fre ilich  das G esch ick  bew undern , daB a u f so lch e  W e ise  eine so y o lls ta n d ig  
yersch ied en e K on stru k tion  heraus gek om m en  ware. D aruber aber, daB 
und w ie  m an sich  in  F loren z  die E rfind un g von  H u y g e n s  zunutze m achte, 
sp rich t sich  der SchluB des B erich tes y o llig  u n b efan gen  aus. E r erzah lt 
uns, daB m an dort sch on  vor 1659 U h ren  in  bewuBter W eise  n ach  dem  
M uster des Horologium baute, w o ra u f w ir sch on  h ind eu teten . W ir  er- 
fahren , daB durch e in  y o n  G e n e r in i h erg este llte s  M odeli angeregt, 
T r e f f l e r  zu n ach st Z im m eruhren und dann die P a lastu h r yerfertig te, 
dereń S k izze  g le ich fa lls  durch  Y erm ittlu n g  B o u l l i a u s  an H u y g e n s  liber- 
sandt w u rd e.1) E in  B lick  darauf b ew eist uns, daB an dieser U h r das 
P en d e l in  einer W e ise  an geb rach t war, d ie d ie K en n tn is der HuYGENS
schen  E rfin d u n g  in  der T at yorau ssetzt, z e ig t  aber auch , w ie  h im m elw eit  
yersch ied en  sie  yon  der GALiLEischen K on stru k tion  gew esen  ist. Y er- 
b essert h a tte  T r e f f l e r  d ie HuYGENSsche K on stru k tion  fre ilich  n ich t, 
w ie  H u y g e n s  in  dem  B r ie f  an B o u l l i a u  yom  12. F ebruar 1660 tadelnd  

h ery o rh o b .2)

Es mag zugefiigt werden, daB auch die mannigfachen Wider- 
spriiche italienischer Schriftsteller, auf die der Verfasser der Note yielfach 
hinweist, sich aufklaren lassen, wenn man nur festhalt, daB auch sie oft 
o-enuo- sich eine Yerwechseluns des Uhrwerks mit dem Zahlwerk zuO O o
schulden kommen lassen. Die Annahme A l b e r is , daB aus Liebedienerei

1) H u y g e n s , Oemres completes, III p. 14. 2) Ib. III, p .  21.
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gegen L u d w ig  XIY . Y iv ia n i  sein en Bericht an den Prinzen gar nicht 
abgeschickt habe *), ist durch den in den Oeuvres completes veroffentlichten 
Briefwechsel zwischen diesem und B o u l l ia u  widerlegt. Die Tatsache, daB 
N e l l i , wahrscheinlich aus Eifersucht gegen F a b b o n i dem Bericht V iv ia n is  
bei seiner Herausgabe am Ende des 18. Jahrhunderts anstatt der zugehorigen 
Skizze die Abbildung einer HuYGENSschen Uhr zufiigte, entbehrt jeder Beweis- 
kraft.2) Auf mehr einzugehen, wiirde hier zu weit fiihren.

Fassen wir das Ergebnis unserer Untersuchung noch einmal zu
sammen und bedenken, daB es das Kennzeichen einer schlechten Hypothese 
ist, wenn sie fiir jede weitere zu erklarende Tatsache einer neuen Annahme 
bedarf, dagegen das einer guten, wenn alle auch spater bekannt werdenden 
Tatsachen sich zwanglos aus ihr ergeben, so diirfte dies letztere Kriterium 
fiir die Annahme, daB Ga l il e is  Apparat wirklich eine Pendeluhr war,
und gegen die andere, daB es nur ein Zahlwerk gewesen sei, sprechen. 
Denn jene laBt sich leicht mit den Angaben aller Berichterstatter des 
17. Jahrhunderts vereinigen, wahrend diese gezwungen ist, einen nach 
dem andern von ihnen, nicht etwa zu verwerfen, sondern bewuBter oder 
unbewuBter Tauschung zu zeihen. Da man aber auf sie ais einzige 
Quellen angewiesen ist, so heiBt es, den Ast absagen, auf welchem man 
sitzt, wenn man sie anstatt ihre Aussagen lediglich einer wissenschaftlichen 
Kritik zu unterwerfen, ais unglaubwiirdig jedesmal dann hinstellt, wenn 
sie nicht nach W unsch aussagen. Es wird also wohl dabei bleiben miissen, 
daB G a l i l e i  1641 die Pendeluhr erfand, indem er seinem Zahlwerk die 
treibende Kraft zufiigte, daB aber 1656 unabhangig von ihm H u y g e n s  

dieselbe Erfindung noch einmal machte, indem er die zu seiner Zeit ge- 
brauchlichen Uhren mit dem Pendel versah.

SchlieBlich sei es gestattet, noch ganz kurz auf den Grund der
Gereiztheit einzugehen, die H u y g e n s ,  nachdem die Anspriiche der Floren- 
tiner zu seiner Kenntnis gekommen waren, ofters blicken laBt. Der Yer- 
fasser der Note sieht ihn in dem bereits angezogenen Ausspruch des 
Prinzen Leopold an Boulliau vom 31. Marz 1659: „non si deYe defrau- 
dare della gloria douutali al nostro Signore per sempre ammirabile 
Galileo,"3) dessen Eindruck er freilich durch ein falschlich hinter
„defraudare" gesetztes Komma verstftrkt. B o u l l i a u  teilte diesen Brief am 
9. Mai desselben Jahres H u y g e n s  mit,4) indem er in seinem Begleit- 
schreiben denselben Gedanken mit den W orten aussprach: „que y o u s  ne

1) A l b e r i ,  Le opere d i  G a l il e o  G a l i l e i  (Firenze 1856) Suppl. p. 340, Anin.; 
v g l .  H u y g e n s ,  Oeuvres completes, I I I  S. 471.

2) A l b ć r i , a. a. O. Suppl. p .  351.

o ) H u y g e n s , Oeuwes completes, I I I  p. 461. 4) Ib. I I ,  p. 404.
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desrobberez jamais la reputation d’autruy pour t o u s  les attribuer".1) 
Keinem yon beiden nabm H uygens diesen Argwohn tibel, sonst hatte er 
doch wohl nicht am 5. Juli desselben Jahres dem Prinzen sein Systema 
Saturnium  gewidmet, hatte nicht den Briefwechsel mit B o u llia u  in dem 
friiheren freundschaftlichen Tone fortgefiihrt. Es ist ein schoner Zug in 
H uygens Charakter, daB er einen Teil des Ruhmes seiner Erfmdungen, 
wenn auch nicht ganz ohne MiBbehagen,2), an den yon ihm hochyerehrten 
G a lile i  abzutreten geneigt war. W as ihn yerdroB, das waren die yielen 
Yersuche, seine Erfindung fiir eine alte Geschichte zu erklaren oder sie ihm 
unrechtmaBiger Weise zu rauben.3) Zwar erregte es die Verwunderung 
einiger seiner eifrigen Freunde, daB der Prinz auf die Zueignung des 
System a Saturnium  nicht antwortete, aber H uygens gab dariiber in dem 
Briefe an C hapelain  vom 2. September 1659 die folgende geniigende 
Aufklarung. „ J ’ay sęeu,“ schreibt er,4) „pourquoy le Prince L eopo ld  
n’avoit point respondu a ma dedicace. A sęayoir par ce que je n ’avois pas 
envoye avec mon liyre une lettre de ma m ain ; Son Altesse n ’ayant pas 
accoustume de faire response a ces autres imprimees. Yoyla comment par 
ignorance j ’ay fait une faute, de la quelle pourtant je n ’ayois gardę de 
me douter, puisqu’aussi tost que le Prince eust receu mon livre, il fit 
escrire par ledit Sieur D a ti qu’apres 1’aYoir examine il me respondroit; 
ce que je ne scay pas encore comment il a entendu. Toutes fois apres 
ayoir receu ce dernier avis, j ’ay .escrit aussi tost, et je m’attens a cet 
heure a quelque compliment de la part de Son Altesse de qui tout le 
monde loue la grandę civilite.“ Das klingt doch auch nicht nach Gereizt- 
heit gegen den Mediceer!

1) H u y g e n s , Oeuvres completes, H  p. 403. 2) Ib. II, p. 485. 3 ) Ib. II, p. 485.
4) Ib. III, p. 119.
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Der Briefwechsel zwischen Leonhard Euler und 
Johann I  Bernoulli.

V o n  G. E n e s t r o m  in  S to c k h o lm .

II. 1736—17B8.
In der Einleitung zum Torigen Abschnitte habe ich erw ahn t/) daB 

nach dem Jahre 1731 der Briefwechsel zwischen E u l e r  und B e r n o u l l i 
fiir langere Zeit aufgehort zu haben sclieint, und daB wir yon den folgen- 
den Briefen keinen besitzen, der alter ais 1737 ist. Der erste dieser 
Briefe wurde am 2. April 1737 von B e r n o u l l i an E u l e r  geschrieben; 
indessen geht daraus herror, daB E u l e r  etwa ein Jah r friiher ein jetzt 
yerlorenes Schreiben an B e r n o u l l i  gesandt hatte.

Auf das Schreiben vom 2. April 1737 antwortete E u l e r  am 27. August; 
B e r n o u l l is  nachster Brief ist yom 6. Noyember datiert. W eitere Briefe 
von E u l e r  sind vom 10. Dezember 1737, 26. April, 30. Ju li und 20. De- 
zember 1738 datiert und alle diese wurden von B e r n o u l l i  beantwortet, 
aber die drei ersten Antworten sind yollstandig yerloren, und die vierte, 
die yom Jahre 1739 ist, gehort zum folgenden Abschnitte dieses Artikels. 
Hier werden also zusammen 7 Briefe zum Abdruck gelangen, namlich 
5 von E u l e r  und 2 von B e r n o u l l i .

DaB drei Briefe Yon B e r n o u l l i  verloren sind, und daB auch nicht 
die Konzepte derselben aufbewahrt wurden, hangt yielleicht damit zu
sammen, daB in den noch Yorhandenen Briefen von E u l e r  yiele Streichungen 
Yorkommen, die so sorgfaltig ausgefiihrt wurden, daB die betreffenden 
Stellen durchaus unleserlich sind. Auch in den Konzepten der B e r - 
NOULLischen Briefe yom 2. April und 6. Noyember 1737 sind Stellen 
unleserlich gemacht, und im Fussschen A bdruck2) des ersten Briefes fehlt 
ebenfalls das Uberstrichene. Es scheint also, ais ob E u l e r  und B e r n o u l l i  

iiber irgend eine Frage yerhandelt hatten, die yon sehr priyater Natur

1) Siehe B ib l io th . M ath em . 43, 1903, S. 345.
2) Gorrespondance mathematigue et physiąue de ąueląues celebres geometres du 

X V IIP ”“ siecle publice par P. H. Puss, T. II (St.-Petersbourg 1843), S. 12— 17.
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war. Indessen muB icli hinzufiigen, daB die Streichung im E uL E R sclien  
Briefe vom 20. Dezember 1738 offenbar vom Briefscbreiber selbst vor 
der Absendung gemacbt wurde, wie aus seinem folgenden Briefe vom
5. Mai 1739 bervorgeht. Nach einer handschriftlichen Bemerkung von 
J o h a n n  III B e r n o u l l i  riihren die iibrigen Streichungen in den E u l e r -o o
schen Briefen wahrscheinlich von J o h a n n  II B e r n o u l l i  her, und dieser 
hat wohl auch die Konzepte der BERNOULLischen Briefe an den erwahnten 
Stellen unleserlich gemacht.

Die Fragen, mit denen sich die hier in Betracht kommenden Briefe 
beschaftigen, sind wesentlich andere, ais die in den yorigen Briefen be- 
handelten. Zur reinen Mathematik gehoren drei Gegenstande, die B e r n o u l l i 
weit friiher interessiert hatten, namlich die Summation der reziproken 
Quadratzahlen, die algebraisch rektifizierbaren Kurven und die isoperi- 
metrischen Probleme.

In b etreff der Sum m ę der reziproken  Q uadratzahlen schrieb  J o h a n n  
B e r n o u l l i sch on  1691  an se in en  B ruder J a k o b , daB er den W e g , w orau f  
diese S um m ę erm itte lt w erden  k on n te , gefu n d en  h a t t e / )  aber ohne Z w eife l 
en td eck te er bald , daB er s ich  geirrt h atte, und erst 45  Jahre spater  
g e la n g  es ihm , e in e M ethode zur S um m ation  der reziproken  Q uadratzahlen  
zu  finden. F re ilic h  h a tte  E u l e r  dam als das P rob lem  schon  g e lo st  
und das R esu lta t der L o su n g  seinem  alten  L ehrer m itg e te ilt .2) A u ch  
e in ig e  andere yerw and te R eih en  w erden n eb en bei in  den B riefen  erw ahnt 

und sum m iert.
M it den a lgeb ra isch  rektifizierbaren  K urven, oder r ich tig er  au sged riick t  

m it der verw and ten  F rage, die K u rren , dereń Q uadratur a u f die Er- 
m itte lu n g  der L an ge einer a lgeb ra isch en  K urve zu riick gefiih rt w erden  
kann, zu bestim m en, h atte  s ich  J o h a n n  B e r n o u l l i  1724 ein  w en ig  be- 
sch a ftig t, aber auch  a u f d iesem  G ebiete w ar es E u le r ,  dem  ein  w esen tlich er  
F o rtsc h r itt  zu  yerdan k en  ist. In  den B riefen  g ib t d ieser A u sk u n ft iiber 
se in e L o su n g en  zw eier  h ierh er geh orend er P ro b lem e, n am lich : 1. zw ei 
a lgeb ra isch e Ivurven zu finden, d ie zw ar n ich t a lgeb ra isch  rektifizierbar  

sind, aber d ie E ig en sch a ft haben, daB die Sum m ę ihrer zu ein  und derselben  
A b sc isse  geh oren d en  B o g e n  eine a lgeb ra isch e F u n k tion  der A b sc isse  ist;
2. K urven zu finden, d ie a lgeb ra isch  rektifizierbar sind, oder dereń R ek tifi-  

k a tio n  v o n  einem  g eg eb en en  In teg ra l abhangt.

1) „Je vois deja la route de trouver la somme de
1 . 1 . 1 . 1 , ,

T  +  T  +  '9' +  l 6 + e t c - 
ce que nous ne pouvions pas autrefois“ (Brief vom 22. Mai 1691 in der herzoglichen 
Bibliothek in Gotha).

2) Ygl. E n e s t r o m , Note historiqve sur la somme des valeurs imerses des nombres 
carres; B ib l io th . M athem . 1890, S. 22—24.
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Uber isoperinietrisclie Probleme handelt E u l e r  ziemlich kurz in den 
zwei letzten hier unten yeroffentlichten Briefen, zum Teil unter Bezug- 
nahme auf eine von Da n ie l  B e r n o u l l i  gestellte Frage, namlich „unter. 
allen isoperimetrischen Kurven diejenige zu finden, wo J Qm d s (q —  
Kriimmungsradius, s =  Bogenlange) Maximum oder Minimum ista.

D ie  in den B riefen  b eh an d elten  F ra g en  aus der an gew an d ten  M athe
m atik  b ezieh en  sich  y o rzu g sw eise  a u f d ie v o n  E u l e r  1736— 1739 yer
offen tlich ten  oder in  A n g r iff  gen om m en en  A rb eiten . A nliiB lich  einer  

S te lle  der EuLEiischen Mechanica (1736) m ach te B e r n o u l l i  e in e  A us- 
ste llu n g , g eg en  w elch e  sich  E u l e r  au sfu h r lich  y er te id ig te , und im  Zusam m en- 

h an g  h ierm it bean stan dete jen er S iitze aus den A rb eiten  v on  N e w t o n  und  
H erm a n n , w ahrend E u l e r  w en ig sten s N e w t o n  in  S ch u tz  nahm . A u f  der 
anderen S eite  m ach te E u l e r  se lb st a u f e in  paar S te lle n  seiner Mechanica 
aufm erksam , w o ih m  V erb esseru n gen  an geb rach t sch ien en .

Besonders ausfuhrlich beschaftigen sich die Briefschreiber mit einigen 
Gegenstanden aus der Theorie des Gleichgewichtes und der Bewegung 
schwimmender Korper, die E u l e r  spater in seiner Scientia navalis be- 
handelte. Bekanntlich erschien diese Arbeit 1749, aber aus den Briefen 
ersieht man, daB sie schon 1737 geplant, im Anfange von 1738 in Angriff 
genommen und vor dem Ende dieses Jahres fertig war. E s ist nichto O
ohne Interesse zu beobachten, wie schwierig es den Briefschreibern bis- 
weilen war, sich iiber die eine oder die andere Frage zu yerstandigen.

D ie  B een d ig u n g  des D ru ck es des Tentamen novae theoriae musicae 
gab E u l e r  AnlaB, den B erich t, den  er sch o n  am  25. M ai 1731 an 
B e r n o u l l i  gesan d t h a tte ,1) e in  w e n ig  zu  erganzen . A u c h  d ie A rbeiten, 

die B e r n o u l l i  fe r tig g e ste llt  oder b eg o n n en  h a tte , w erd en  in  den  B riefen  
beriihrt. E in e  A b h an d lu n g  y o n  ih m  iiber die B e w e g u n g  von  K orpern  in  
yeranderlichen  und festen  B ah n en  reg t E u l e r  an, d ie darin  en th a lten en  
F orm eln  m it den se in ig en  zu  y erg le ich en  u nd  die U b ere in stim m u n g  der- 
selben  zu b esta tigen . D ie  y o n  B e r n o u l l i  in  A n g r iff  gen om m en e hydrau- 

lisch e  A bh and lu ng, d ie sp ater in  zw ei A b te ilu n g en  in  den  C o m m e n t a r i i  
der P etersb urger A kad em ie ersch ien , w ird  von  E u l e r  a is sehr ersehnt 
b ezeichnet.

Mehr im Yoriibergehen werden viele andere mathematische oder 
literarische Gegenstande erwahnt. So z. B. yeranlaBt die Summation der 
reziproken Quadratzahlen zu Bemerkungen iiber den Zusammenhang 
zwischen den W urzeln und den Koeffizienten einer Gleichung unendlich 
hohen Grades, und ganz beilaufig teilt E u l e r  einen Satz iiber die elastische 
Kurve mit. Auch iiber die Formel der lebendigen Kraft, sowie iiber dieO /

1) Siehe B ib l io th .  M a th e m . i 3, 1903, S. 3 8 3 -3 8 6 .



Theorie der Ebbe und Fiut, des Schalles, des Lichtes, des Feuers und 
iiber exzentrisches /usammenstoBen yon Korpern wird in den Briefen 
yerhandelt, zum Teil im AnschluB an Bemerkungen iiber Preisschriften 
yon E u l e r  oder den B e r n o u l l is ; iiber den Stand der Herausgabe der 

_ C o m m e n ta r i i  der Petersburger Akademie gibt E u l e r  ziemlich regel- 
maBig Auskunft.

11* .
Euler an B ern ou lli Mai (?) 1736.

Yerloren; zitiert von B e r n o u l l i  in seinem Brief vom 2. April 1737 („annus propemodum est 
quod postremas Tuas litteras accepi“).

12.
Bernoulli an E uler 2. April 1737.

Antwort auf E u l e r s  yerlorenen Brief yon 1736. Original im Archiy der Akademie der Wissen- 
sehaften in St. Petersburg; Konzept in der Bibliothek der Akademie der Wissenschaften in Stockholm. 
Yeroffentlicht yon Fuss, a. a. O. S. 12—17.

Ińhalt. Die Preisschriften yon J o h a n n  II B e r n o u l l i  iiber die Fortpflanzung des 
Lichtes und von D a n ie l  B e r n o u l l i iiber die gegenseitige Neigung der Planetenbahnen, 
sowie von J o h a n n  I B e r n o u l l i  selbst iiber diesen Gegenstand. — E u l e r s  Mechanica. — 
Der Streit iiber den Begriff der lebendigen Kraft. — Summation der Reihe der 
reziproken Quadratzahlen und Reihen von anderen Potenzen der reziproken natiir- 
lichen Zahlen. — Uber den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten und den 
Wurzeln einer Gleichung unendlich hohen Grades.

Y iro1) clarissimo ac mathematico longe acutissimo L e o n h a r d o  E u l e r o  
S. P . D . J o h . B e r n o u l l i .

Annus propemodum est, quod postremas Tuas litteras accepi; ne 
credas quaeso, diuturni silentii causam fuisse aliquam animi mei aliena- 
tionem, nosti enim et fateris ipse, quot quantaque Tibi olim dederim 
benevolentiae testimonia, ut piane non sit, cur ullam in me erga Te su- 
spiceris mutationem. Yera potius dilationis causa est partim  locorum 
longinquitas, partim  sumtus erogandi in litteras mittendas et accipiendas 
per cursorem publicum. U tor itaque hac occasione commoda, qua citra 
sumtus ad Te amandare possim dissertationem filii mei J o h a n n is  de 
propagatione luminis, condecoratam praemio superioris anni ab academia 
regia Parisina2), de qua, postquam eam perlegeris, judicium Tuum (quod 
ferre soles ex animi sententia) praestolabimur.

Yidi quae perscripsisti filio meo D a n ie l i  de utriusque nostrum disser- 
tationibus super declinationibus orbitarum planetariarum 3), id quod judicas

1) Bei dem folgenden Abdruck habe ich auch das Konzept yerglichen.
2 ) Siehe die Abhandlung von J o h a n n  II B e r n o u l l i , Recherćhes physiąues et geo

metriąues sur la ąuestion: Comment se fait la propagation de la lumiere?; P ie c e  q u i 
a r e m p o r te  le  p r ix  de 1’a c a d e m ie  r o y a le  d es s c ie n c e s ,  p r o p o se  p our  
l ’a n n e e  1736  (Paris 1736). 66 S. 40.

3 ) Siehe die Abhandlungen yon D a n ie l  B e r n o u l l i , Beclierches physiąues et astro- 
nomiąues sur le 'probleme: Quelle est la cause physiąue de 1’inclinaison des plans des
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de D a n ie l is  opere, yidei-i scilicet deproperatum fuisse summa cum festi- 
natione, idem et mihi visum fuerat, quod etiam statim ipsi exprobraveram. 
Si dicere licet quod sentio, credo ipsum ad optatum linem non peryen- 
turum fuisse, nisi paucis mensibus ante praemiorum distributionem reditum 
suum ex Moscovia per Lutetiam sumsisset, ubi occasionem invenit pren- 
sandi ąuorundam benevolentiam aut aliąuid aliud moliendi, sicuti Tu ipse 
festiye jocaris, quando dicis, in dissertatione D a n ie l is  hoc unum praecipue 
laude dignum reperiri, quod praemium reportaverit. In  solidiorem mihi 
yergit gloriam honoriflca quam fers sententia de mea dissertatione, eam 
nempe elaboratam esse magna diligentia atque insigni ingenio; quod yero 
addis Te dubitare an ipse credam, quaestionem per theoriam meam plenarie 
solutam esse: ad hoc respondeo a nemine exigi posse, ut in rebus mere 
physicis prom ittat solutiones omni exceptione majores atque ad rigorem 
geometricum demonstrabiles; sufficit si secundum principia clara et semel 
stabilita ratiocinando recte procedat. Certe non puto, C a r t e s iu m  vel 
N e w t o n e m , yel alium quemyis ex philosophis, qui systemu physicum 
condidit, ausum fuisse yitam aut animam suam oppignerare pro sjstem atis 
sui exacta conyenientia cum rerum existentia.!)

Accepi a Filio, noyam Mechanicam a Te parari ejusque tomum primum 
jamjam e prelo eyasisse, id quod intelligere summo me gaudio afficit, 
spero namque me in hoc opere yisurum multa singularia ex sagacissimi Tui 
ingenii promtuario depromta atque ab aliis Mechanicae scriptoribus in- 
tacta; a Tuo quippe mentis acumine, quod ad profundissima penetrat 
naturae mysteria, nihil non noyi, nihil non limatissimi mihi promitto: 
facile sane provideo Te non haerere tantum  in explicandis yulgaribus 
istis et trivialibus Staticae legibus atque machinarum yiribus ab aliis 
dudum occupatis; dabis operam haud dubie, u t sublimior Mechanicae pars, 
quae est Dynamica, hactenus segniter admodum tractata, a Te in plena 
sua luce prodeat, ubi praesertim ansam habebis naturam  virium vivarum 
ita penitus excutiendi, ut nullus yel pertinacissimis adyersariis relinquatur 
locus, quo suis cayillationibus ex inyidia an imperitia an ex utraque iden- 
tidem nobis obtrusis yeram earum yirium aestimationem arrodere non 
desinunt, id quidem ego nunc obtinui meis demonstrationibus, in disser-

orbites des planetes; P ie c e s  q u i o n t r e m p o r te  le  p r ix  d o u b le  de 1’a c a d e m ie  
des s c ie n c e s  en 1734  (Paris 1735), S. 95—144, und yon J o h a n n  I B e r n o u l l i , Essai 
d une nomelle physiąue celeste, sermnt a exjiliquer les principaux phenomenes du ciel, 
et en particulier la cause physiąue de l’inclinaison des orbites des planetes par raport 
au plan de Teąuateur du soleil; P ie c e s  etc., S. 1—91.

1) Hier sind 29 Zeilen des Konzeptes gestrichen ( m o g l i c b e r w e i s e  von J o iia n n  II 
B e r n o u l l i) und unleserlich. Diese Zeilen sind bei Fuss nicht abgedruckt.
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tatione mea de m otu1) tum et alibi expositis, u t nunc in Gallia passim 
yeritas trium pbet, sed Anglis usque adeo' adbuc stomacbum movet (ex 
liyore credo contra L e ib n it iu m , primum yirium vivarum assertorem) ut 
cum unum alterumye ad silentium redactum atąue e medio sublatum esse 
putamus, statim duo tresye alii prorumpant vebementius declamantes, non 
secus ac esset in Anglia Hydra Lernaea ad quam domandam Te tanquam 
Hercule opus erit. J u r in u s 2) imprimis, ut in Act. Lips. legi, borribilem 
strepitum excitat contra yirium yivarum Patronos, sed insulsis adeo atque 
jejunis argumentis utitur, u t commiserationem potius quam indignationem 
commoveat: lepidum fuit vidisse in Actis Lips. 1735 m. Majo recensionem 
quarundam dissertationum J u r i n i3) in quarum ultima inepte debaccbatur 
contra virium yivarum defensores et nominatim quidem contra me, sed 
cui recensioni immediate subjecta est mea aliqua Dissertatio De vera 
notione virium vivarum earumque usu in  dynamicis4), quasi eam dedita opera 
scripsissem in refutationem praecedentis dissertationis JuRlNianae, etiamsi 
re vera mihi nondum innotuerit a Jura NO quicquam ea de re scriptum fuisse.

Percepi porro te invenisse5) modum summandi seriem fractionum

1 +  T  +  T  +  A  +  etc‘

b. e. I + 2 2  +  P  +  P  +  etc.,

cujus nempe denominatores procedunt ut quadrata numerorum naturalium
1, 2, 3, 4, etc., id quod olim fratri meo J a c o b o  imperscrutabile fuit,

1) Discours sur les loix de la communication du moimement (siehe B ib lio th .  
M ath em . 43, 1903, S. 351).

2) J a m e s  J u k i n , Arzt in London, geb. 1684, gest. 1750.
3) Eine Anzeige der Dissertationes physico- mathematicae (London 1732) yon

J. J u r i n  findet sich in den A c ta  E r u d ito r u m  1735, S. 205—209.
4) Yeroffentlicht yon J o h a n n  B e r n o u l l i  in den A c ta  E r u d ito ru m  1735,

S. 210—230, abgedruckt in seinen Opera omnia, T. III S. 239—260.
5) In m e in e m  Aufsatze Note historiąue sur la somme des raleurs inverses des nombres

carres ( B i b l i o t h .  M a t h e m .  1890, S. 22— 24) h a b e  ic h  a n g e n o m m e n , dafi d ie  W o r te  

„ P e r c e p i p o rro “ s ic h  a u f  d en  y e r lo r e n e n  EuLERSchen B r ie f  an  J o h a n n  B ernoolli y om  

J a h re  1736 b e z ie h e n . B e a c h te t  m a n  ab er  d en  fru h e ren  P a s s u s : „ A c c e p i a filio , n o v a m  

M e c h a n ic a m  a  t e  p a r a r i“ , w ir d  es w a h r sc h e in lic h e r , dafi d ie  W o r te  „ P e r c e p i p o rro“ 

a u f  e in  S c h r e ib e n  v o n  E uler a n  D aniel B ernoulli h in w e is e n , u n d  in  d er T a t  w e ifi 

m a n , dafi d ie se r  v o r  d em  12. S e p te m b e r  1736 e in e n  B r ie f  v o n  E uler e r h ie lt  (vg l. F u ss, 

a. a. O. II, S. 435), w o  d ie  F o rm el

i 4 . i 4 . I 4 .  =  —
^  4 9 6

angegeben wurde. W ie dem auch sei, sicher ist, dafi E u l e r  schon im Jahre 1736 die
R e ih e  d er r e z ip r o k e n  Q u a d r a tz a h le n  su m m ie r t  h a t t e ,  u n d  dafi J o h a n n  B e r n o u l l i

Kenntnis davon bekam.
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sicuti ipse fatetur in tractatu suo D e seriebus infinitis p. 254; inrenisti
CCnamque snmmam illius seriei =  -g -, nominando scilicet diametrum circuli

=  1, ejusque circumferentiam =  c; volebat mens Daniel fontem ejus 
indagare, sed irrito successu, quanquam in postremis Tuis litteris ad 
ipsnm aliquid ni fallor de fundamento ei aperueris, cum primum yero

CCmihi nominasset summam a Te inventam -g -, praetereaque nihil, indeque

ego intellexissem summam seriei reduci ad quadraturam  circuli, curiosus 
unde petenda esset analysis, mox ipse proprio meo Martę totum  detexi 
mysterium, in subsidium rocato elegantissimo aliquo theoremate N e w t o n i , 
quod sine demonstratione extat in ejus Algebra p. 251 edit. Lond. an. 
1707, cujus autem demonstrationem etiam ego inveni, ubi traditur modus, 
quo ex coefficientibus terminorum datae alicujus aequationis determinatur 
summa non tantum  radicum, sed et ex radicibus summa quadratorum, 
cuborum, quadrato-quadratorum, etc. U t itaque judicare possis an rem 
acu tetigerim, exprimam hic summas serierum ubi denominatores progre- 
diuntur ut potentiae quartae, tum etiam u t potentiae sextae numerororum 
naturalium 2, 3, 4, 5, etc. Inveni enim (instituendo pro singulis novum 
calculum)

1 +  h  +  p  +  h  + etc- =  Io ’

item 1 -f- 1  +  1  +  1  +  etc.1) =

ex istis porro elicietur summa

1 +  28 +  gi +  48 +  etc.

atque ita successive progredi licebit ad altiores dimensiones. Sed calculus
gradatim fit operosior, extenditurque tantum  ad exponentes diuiensionum 
pares; quod si vero sint impares, fateor me quaesiti nondum esse com- 
potem. Si quem possideas modum pro imparibus, ex. gr. pro hac serie 
summanda

1 +  2! +  ^  +  ^  +  etc-

gratum erit a Te edoceri. Caeterum scrupulus aliquis subest in hoc 
negotio ex eo oriundus, quod pro hypothesi assumitur ex coefficientibus 
terminorum alicujus aequationis, etiam infinitae, dependere radicum deter- 
minationem, id quod quidem in genere verissimum est, sed saepissime

1) Die Summę der Reihe ist bekanntlich nicht wie J o h a n n  B e r n o u l l i

hier durch einen Schreibfehler angibt; siehe die Bemerkung in E u l e r s  Antwort-
schreiben (unten S. 257).
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accidit u t in aequatione proposita lateant praeter radices utiles (quae 
problema solvunt) etiam inutiles seu peregrinae, imo quoque impossibiles 
seu imaginariae; adeoque in bac aequatione ad quam peryenitur

e X 2 .3  2 .3 .4 .5  ^  2 .3 . . .7  e t° '

ubi x  denotat arcum circuli incognitum sinui dato e respondentem, de- 
monstrandum esset nullam contineri radicem impossibilem, nnllamque aliam, 
quam quae re yera alicui ex infinitis arcubus ad sinum e pertinentibus 
respondeat. Habeo quidem in hoc casu aliquam demonstrationis speciem 
quae mibi rem utcunque probabilem reddit: alias innumera possem afferre 
exempla, in quibus ita ratiocinando ad manifestam absurditatem dela- 
beremur, u t si posito radio circuli == 1, arcu quodam dato a, tangente 
incognita =  t, nosti utique hanc baberi aequationem

a =  t -----i-  t3 +  y  t5 — y  t 7 +  etc.,
adeoque

a — t +  y  t3 — y  t5 +  y  t7 --- etc. =  0;

baec ergo aequatio infinitas radices t habet, ex illis tamen omnibus unica 
tantum  satisfacere ipsique arcui a respondere potest.

Sed Te diutius detinere nolo. Yale, vir clarissime, et me quod facis 
amare perge.

Dabam Basileae a. d. 2. April 1737.

13.
Euler an B ernoulli 27. August 1737.

Antwort auf B e b n o u l l i s  Brief vom 2. April 1737. Original in der Bibliothek der Akademie 
der Wissenschaften in Stockholm. Einige Zeilen yeroffentlicht yon E n-e s t r o m  im B i h a n g  t i l l  
s y e n s k a  y e t e n s k a p s a k a d e m i e n s  h a n d l i n g a r  5, Nr. 21 (1880), S. 24 und in der B i b l i o t h .  
Ma t he m.  1890, S. 23.

Inhalt. Uber die Fortpflanzung des Lichtes und die G-eschwindigkeit des 
Schalles. — Uber die Mechanica des E u l e r . — Abhandlungen von J o h a n n  B e r n o u l l i  

fiir die C o m m e n ta r ii der Petersburger Akademie. — Die Pariser Preisschriften der 
jiingeren B e r n o u l l i s . Die Summę der Reihe

1 +  22» +  tk  +  p , +  etc- 
fiir besondere Werte von n, sowie der Reihe

1 +  (— 3)n ^  ( + 5)» (— 7)» “1“ ( + 9)« ( -  11)- "ł" e t c '

Uber die Wurzeln der Grleichung

a — t +  ~ t3 — y ż 5 +  etc. =  0.
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ł  +  y  +  ł  +  s  +  ^  +  ^  + etc-’
wo alle Nenner die Form ar — 1 haben, sowie iiber die Reihe

i  +  T +  i  +  ł  +  A + etc-’
wo die Nenner lauter Primzahlen sind. — Uber das unendliche Produkt

Uber die Reihe

Uber unbestimmte Infinitesimalrechnung und das Problem zwei algebraische Kurven 
zu finden, die zwar nicht algebraisch rektifizierbar sind, aber die Eigenschaft haben, 
daB die Summę ihrer zu ein und derselben Abscisse gehorenden Bogen eine algebraische 
Funktion dieser Abscisse ist.

Yiro Celeberrimo atque Excellentissimo J o a n n i B e r n o u l l i  S. P. D.
L e o n h a r d  E u l e r .

Litterae Tuae postremae d. 2. April. hujus ann i, quas quidem magno 
desiderio expectaYeram, eo mihi gratiores fuere, quod me de Tua ergo me 
benevolentia, quam non solum maximi facio sed etiam omni studio et 
opera mereri conabor, certiorem facere yolueris.

Gratias igitur Tibi, Yir Celeberrime, ago maximas cum pro insignibus 
Tui erga me amoris testmiomis, tum pro mecum communicata Filii Tui 
Clarissimi J o a n n is  dissertatione de Lumine praemio condecorata ab Acad. 
Reg. Parisina, in qua exquisitum Auctoris ingenium in hujusmodi rebus 
physicis yebementer sum admiratus. Imprimis autem mihi placuit expli- 
catio diyersitatis radiorum lucis, quam N e w t o n u s  tantum  observavit, nemo 
autem adhuc ex physicis principiis explicare nequidem est conatus; quan- 
tum mibi quidem constat. Quod autem ad celeritatem luminis attinet, 
fateor me modum quo est usus ad eam a priori determinandam, non satis 
perspicere; in boc vero eo magis haesito, quod calculus ad sonum accom- 
modatus illam ipsam praebeat celeritatem, quam N e w t o n u s  assignavit, 
quae tamen cum experientia minus congruit. Mihi ąuidem magis consen- 
tanea yidetur mea celeritatis soni determinatio quam in mea de sono disser
tatione1) exhibui, et cum experimentis apprime convenire ostendi, quam 
etiam Tute, \  ir Celeb., Tua probatione confirmare es dignatus.

Non dubito quin jam acceperis Tomos C o mme n t .  nostrorum , qui 
Tibi adhuc defuerant, una cum mea M echamca, 2) quos jam  ante Tuas 
acceptas litteras ad Te transferri curavi; prout etiam in posterum opera, 
quae hic prodibunt, Tibi transm ittentur, quae tanquam  emolumenta pro- 
missa accipere velis.

1) Ygl. B ib lio th . M athem  i 3, 1903, S. 348 Anm. 4.
2) Die Mechanica sive motus scientia analytice exposita erschien bekanntlich im 

Jahre 1736.
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Deinde Illustr. Praefectus noster mihi demandayit Academise nom ino 
Tibi gratias agere maximas pro acutissimis Tnis dissertationibus nobiscum 
communicatis, *) Teque omni studio rogare, u t in posterum eximia inyenta 
Tua nobis largiri velis atque Tibi etiam persuadeas, Academiam ea non 
solum ruaximi esse aestimaturam, sed etiam in Te Principem Matbematicorum 
summumąue societatis nostrae decus agnoscere. Quamobrem noli suspicari 
quemquam apud nos esse, qui Te non omni quam ubique es consecutus, 
aestimatione yeneretur.2)

Ex postremis litteris Parisinis non sine ingenti gaudio cognoyi ambos 
auctores auonymos, quibus boc anno ab Acad. R. Paris. praemia sunt 
decreta, Tuos esse F ilios,3) de quo tam Tibi, Yir Celeb., quam ipsis ex 
animo gratulor.

De Mechanica mea judicium Tuum integrum pariter ac Filiorum Tuorum 
summo desiderio expecto. Ex instituto autem, quod sum secutus, sine dubio 
jam intellexisti in bis tomis locum nondum fuisse ad doctrinam de yiribus 
viyis tractandam, erit autem in sequentibus tomis, ubi corporum finitae 
magnitudinis motus perpendentur.

Summatio serierum reciprocarum potestatum parium, quam scripsisti, 
apprime cum mea metbodo congruit, quippe quae theorematis circa naturam 
coefficientium yersantibus nititur; ibi lapsu calami eyenisse arbitror, quod 
pro summa bujus seriei

l + 2 «  +  p  +  pi +  etc-
C 6 q  6

posuisti cum ea sit Pro sequentibus potestatibus paribus calculus

fit non solum prolixior, sed ediam ipsae expressiones perquam fiunt 
complicata, ita

1 1 1  c8
i  _i_ _ ___ i___ i  _i___L p f n  —

2 8 ' 3 8 ~  4 8 9450
atque

1 1 c10
1 +  2ló +  3I0 +  etc- =  93555’

qui denominatores etiamsi legem tenere quandam yideantur, tamen nume- 
ratores per accidens bucusque fuerant 1, nam summa bujus

1) Die von E u l e r  angedeuteten Artikel sind wohl die zwei Abteilungen der Ab- 
handlung De motu corporum se inmcem percutientium in dem 1740 herausgegebenen 
Band 7 („ad annos 1734 et 1735“) der C om m ent. acad . sc. P etrop .

2) Hier sind 9 Zeilen gestrichen; wahrscheinlich ruhrt die Streichung yon 
J o h a n n  H B e r n o u l l i  her.

3) Siehe J o h a n n  H B e r n o u l l i ,  Discours sur les ancres (P ie c e s  q u i on t rem -
p o r te  le s  p r ix  de l ’a c a d e m ie  des s c ie n c e s  en 1737, Paris 1737, S. 1—32) und
D a n i e l  B e r n o u l l i ,  Reflexions sur la meilleure figurę a donner aux ancres et la meilleure
maniere de les essayer (P ie c e s  etc. S. 47—84).

Bibliotheca Mathematica. Ul. Folgę. V. 17



1 -I- —  4- +  etc.i  -r 212 31-

in  n u m eratore h ab et 69 1 . «nmmam n
P o te sta te s  in ip ares sum m are n eq u eo , n ec  op m or earum  sum m am  a

c irc u li quadratura p en d ere , ornnes au tem  s e n e s ,  quarum  summationem 
h o c  m od o in v en i, co n tin en tu r  iu  b a c  gen era li

1 +  JZTfŚyń +  ( +  5)« +  F-~7)» "** ( +  9)n +  (— llj »  6tC';

si quidem n  denotet numerum integrum  affirmativum siye parem siye
im parem *).

Dubium quod circa banc metbodum affers, utique magni est momenti, 
neque tam  facile dem onstratu arbitror aequationem illam nullas radices 
imaginarias continere. Interim  tamen reguła N e w t o n i  nullas radices 
imaginarias indicat, unde forte plenaria certitudo deriyari posset. At cum 
haec ipsa metbodus seriem LEiBNlTianam

l _ I  +  ł - e t c .

suppeditet, atque reliquarum  serierum summae, cum iis, quas jam diu antę 
per approximationem erui, apprime conyeniant, boc ipsum instar confir- 
mationis metbodi baberi poterit.

Praeterea yero alia metbodo longe diversa eandem inveni summam 
bujus seriei

1 + I  +  I  +  A  +  A  +  etc-’

quae metbodus est sequens.

(* dx |* dx______ 1 f  f  (lx \ 2
) n - x x  J Vl —xx  2 V JV1 — xx)

At | y = = ^  exPrim it arcum cujus sinus est x, atque posito post integrationem

f dx
x  —  1, denotabit , . - quartam  peripberiae partem, posito radio =  1,

J y 1 X X

I* clvel Tua designandi modo erit x  =  4 -
J V1 — xx 2

G . E n e s t r o m .
2 5 8

Quamobrem posito x  =  1 erit

f  dx f

J y i — xx J1
dx c

xx j  y i — xx

V) Siehe d ie  Bemerkung yon E u le e  S. 1 2 9 -1 3 0  der Abhandlung Be summis 
serierum recipiocarum; C om m en t. a ca c l sc. P e tr o p . 7, 1734/1735 (gedruckt 1740) 
sowie seine Bissertatio altera de summis serierum reciprocarum ex potestatibus numerorum 
naturdlium ortarum; M isc e ll ,  B e r o lin . 7? 1743, S. 172_192



Est vero, u t constat,

f dx 1 1 .3  , . 1 .3 .5
J v ' n = ^  —  X +  2 .3  X +  2 .4 .5  X +  27476/7 X‘ etc,>

quo valore substituto fiet

f  dx f dx _  . r x d x ____1_ r x 3dx 1 .3  f x5 dx
JVl— xx  JV1 — xx  JV1 — xx  2 -3 JVl— xx  2 .4 .5  J y i .— Xx ’

qui singuli termini sunt integrabiles, si vero post integrationem peractam 
ponatur x  —  1, babebitur ista series

1 + 0  +  0  +  7?7 +  ^ 9  +  etc'>
C2

cujus adeo summa erit -g-; unde bujus

1 +  T  +  T  +  Ł  +  etc-

summa erit prout altera metbodo inyeni, neque dubito quin etiam

simili analysi reliquae summae elici queant, etiamsi ego nondum eo 
pertingere potuerim.

Denique non yideo, cur ista metbodus in bac serie

a — ż +  y  ć3 ----- t b +  etc. =  0

ad absurditatem deducat. Quamvis enim unica radix t sit realis, tamen 

nil impedit, quin summa omnium radicum ipsius sit —: atque ita porro.
t  Cl

Magis curiosae quamvis minus utiles videntur summationes serierum, 
quarum lex progressionis ad terminum generałem revocari nequit, cujus- 
modi est baec

1 , 1 , 1 , 1 > 1 , 1 I ł
1 Y  I  I5 24 26 et°'>

cujus denominatores u u i ta,te aucti dant omnes numeros qui sunt potestates, 
bujus autem summam esse =  1 demonstravit Cel. Go ld ba ch  noster.1) Ita  
ego etiam dem onstrari2) summam serie

1 , 1 , 1 . 1 . 1 . ,
T  +  T  +  T  +  T  +  H  +  e tc ’
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1) Ygl. die Bemerkung von Edler S. 97 der Abhandlung Metliodus generalis 
summandi progressiones; C om m ent. acad . sc. P etro p . 6, 1732/1733 (gedruckt 1738), 
sowie seine Variae observationes circa series infinitas; C om m ent. acad . sc. P e tro p .  
9, 1737 (gedruckt 1744), S. 160— 188.

2) Siehe die soeben zitierte Abhandlung Yariae observationes etc., wo der Satz
S. 187— 188 aufgestellt und bewiesen ist.

17*
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cujus denominatores sunt omnes numeri primi, non solum esse infimtam 
ged etiam exprimere logaritlimum hu ju s

! , 1 , 1 , 1 ■ 1 , 4.
1 + T + 3 ~  +  T +  T  +  etc-

Pari modo ostendi1) esse
2 — 1 1.1. A. A. A. etc

1 3 3 5 7 9 ’

quae fractiones in se mutuo multiplicatae ita sunt comparatae, u t numera- 
tores sint numeri pares, denominatores yero impares unitate yel majores 
yel minores numeratoribus, deinde u t aggregata num eratorum  et denomina- 
torum fractionum singularum sint numeri prim i 3, 5, 7, etc.

S ed  missis hisce circa series speculationibus noyam analyseos infini- 
torum  partem detexi,2) cujus Tu, Y ir Celeb., primus specimen dedisti3) in 
inyestigandis curvis algebraicis, ąuarum  rectificatio a data quadratura 
pendeat. Yocari conyenit hanc partem analysin infinitorum indeterminatam, 
similique modo differt haec analyseos species a jam  cognita, quo methodus 
DiOPHANToea ab  algebra determinata. Hac autem nova analysi tales requi- 
runtur formularUm differentialium indeterminatarum determinationes, ut 
earum integratio vel algebraice succedat, yel a data quadratura pendeat; 
ita in problemate a  te soluto posita abscissa x  et applicata ] p d x ,  requiruntur

yalores pro p et x  u t j p d x  fiat quantitas algebraica, at ^ d x ^ \  1 +  pp)

a data quadratura pendeat. Hanc igitur analyseos partem  jam certis
legibus circumscripsi, atque in ordinem systematicum redegi, ita ut plurima 
problemata alias difficillima hac mea methodo facile resolyere potuerim;

qualia specimina hic jam  plura dedi. Pertinet 
buc probiema, cujus jam ante aliquot annos ad 
Celeb. Filium Tuum 4) mentionem feci, et quod 
ita se habet. Invenire (Fig. 1) duas curyas al- 
gebraicas A M  et A N  ad communem axem A P  
relatas quae non sint rectificabiles, sed quarum 
rectificatio a data pendeat quadratura; quae tamen 

Fig. i. ^ oc 11011 °bstante habeant summam arcuum A M
+  A N ,  qui eidem abscissae A P  respondent,

1) Siehe S. 180 der aufderyorigen Seite zitierten Abhandlung Yariae obsenationesetc. 
g 16 b “ <lung von Euler- De ™™is rectificabilibus algebraicis atque 

l w S T l i S S r  9 e h m ;  C o m m en t' a c ^ .  sc. P e tr o p . 5 , 1730/1731 (gedruckt

Mf  hodus commoda et naturalis reducendi guadraturas tran-
9j f U\ ad lon^ i n e s  cunarum  algebraicarum; A c ta  E r u d ito ru m  

1/^4, b. d&b—366 \abgedruckt in den Opera omnia, T. II S 582—592)

in Gotha^61 ^  ^  d6m JaŁre 1734 0̂ ń ^ 1 “  der herzogl. Bibliothek
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rectificabilem. Hujus autem problematis sequentem metbodo mea iuYeni 
solutionem.1) Sit q functio quaecunque ipsius p • et ponatur

V ( 1  +  PP) +  V ( 1  +  qq) =  N

6 t  V ( 1  +  PP) — V ( 1  +  qq) =  M

brevitatis gratia; deinde involvat j  P  d p  eam quadraturam, a qua utriusque 
curyae quaesitae rectificatio pendere debet, ita ut ergo q, N, M  et P  sint 
quantitates ex p  et constantibus compositae, ex quibus formetur

P d  p

V
diff.

d-
d

d p  
dq  
d p

\
d

d —  
d

d N
dp
dq
dp /

scilicet t aequatur fractioni, cujus numerator est P d p ,  denominator vero

d dM d_N
est differentiale fractionis, cujus numerator est d  et denominator d

^ d p  d  ~dp 
prefixione nimirum signi d differentiale totius expressiones sequentis 
denotayi Ex data boc modo quantitate t fiat

dt

d
d N
d p

atque porro

d

ds
~ d ą

dp

Ex bis denique si sumatur abscissa communis A P ,  x  =  ^  erit appli-
cata curyae A M ,  scilicet P M ,

pdr

atque alterius curvae A N  applicata P N \
qdr rdg
dp dp

Q. e. i. Si rectificatio utriusque curyae a quadratura byperbolae pendere 
debeat, simplicissimas curyas satisfacientes fore reor bas:

1) Vgl. die etwas einfachere Losung in der Abhandlung v o n  E u l e r  Imestigatio 
binarum curoarum, quarum arcus eidem dbscissae respondentes summam algebraiccim 
constituunt; C om m en t. acad . sc. P e tro p . 8, 1736 (gedruckt 1741), S. 23—29.
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I. 64 a y 3 =  27 x 4

II. (4 a z  — 8 x x ) 3 =  729 a 2 a:4.

S o lu tio  autem, q u a m  d ed i p ro  is to  p ro b le m a te  m a x im e  u n iy e rs a lis  
est, atque omnes p o ss ib ile s  so lu t io n e s  su b  se c o m p le c ti tu r ,  p a r i t e r  ac  T u  a, 
Y ir  Celeb., s o lu tio  p ro b le m a tis  HERM ANNiani;1) d a n tu r  a u te m  a l ia  p ro b le -  
m a ta  e ju sd em  g e n e r is , q u a e  h a c  m e th o d o  g e n e ra l i te r  so lv i n o n  p a t iu n tu r ,  
e tia m s i in n u m e ra b ile s  so lu tio n e s  p a r t ic u la re s  d a r i  q u e a n t ;  ta le  e s t si 
r e q u ir a tu r  c u rv a  a lg e b ra ic a  c u ju s  r e c ti i ic a t io  a  su a  ip s iu s  q u a d r a tu ra  
p e n d e a t ,  q u a  s c ilic e t p r o p r ie ta te  c irc u lu s  g a u d e t,  h u ju s m o d i c u rv a s  p o s t  
c i rc u lu m  fa c ile  in f in ita s  e x h ib e re  p o s s u m , q u a ru m  s im p lic is s im a  m ih i 

y id e tu r ,  q u a e  h a c  a e q u a t io n e
„ o , 5  ax . 125 aa . ,

y 2 =  x 2 +  - g -  +  - j g -  4 x  1ax

e x p r im itu r .  G e n e ra lite r  a u te m  h o c  p ro b le m a  la t is s im e  p a te n s  re so ly e re  
p o ssu m : d a tis  q u o tc u n q u e  fo rm u lis  d if f e r e n t ia l ib u s p d x ; q d x ; r d x \  sdx- ,  etc. 
in v e n ire  q u a n t i ta te m  z,  q u a e  in  s in g u la s  d u c ta ,  s in g u la s  r e d d a t  in te - 

g ra b ile s .
Yale, Yir Celeberrime, meque favore Tuo constanter complectere. 

Dabam Petropoli ad d. 27. Aug. 1737.

14.
Bernoulli an E uler 6. November 1737.

Antwort auf E u l e r s  Brief vom 27. August 1737. Original verloren ; Konzept in der Bibliothek 
der Akademie der Wissenschaften in Stockholm. Veroffentlicht von E n e s t r o m  im B i h a n g  t i l l  
s y e n s k a  y e t e n s k a p s a k a d e m i e n s  h a n d l i n g a r  5, Nr. 21 (1880), S. 15—20.

Inhalt. Die Preisschrift d es J o h a n n  II B e r n o u l l i  iiber d ie  F o r tp f la n z u n g  d es  

Licłites. — Die Geschwindigkeit des Scłialles. — Uber den Titel d er  EuLERseben  

Meclianica, sowie eine Bemerkung in betrefF des 89. Satzes d e s 1. Teiles d ie se r  Arbeit.
—  Kritische Bemerkungen binsichtlicb der Phoronomia von J .  H e r m a n n ,  so w ie  der  

Principia von N e w t o n .  — Die Pariser Preisscbriften der jiingeren B e r n o u l l i s .  — 
Die Methoden um die Summę der reziproken Quadratzahlen zu finden. — Die Summę 
der Eeibe

1 ,  2 2 . 4  2 . 4 . 6  2 . 4 . 6 . 8
1 . 2 -1- 1 . 3 . 4  1 . 3 . 5 . 6 1 . 3 . 5 . 7 . 8 1 . 3 . 5 . 7 . 9 .  10

— Uber die Arkustangens- und die Sinus-Reihe. — Uber die unbestimmte Infini- 
tesimalr e cbnung,

1) Die von J o h . B e r n o u l l i  geloste Aufgabe wurde von J a c o b  H e r m a n n  in den 
A cta  E r u d ito ru m  1719 gestellt; H e r m a n n  gab aucb daselbst {Solutio propria duorum 
problematum geometricorum in Actis erud. 1719 mense aug. a se propositorum) 1723, 
S. 171 183, also vor J o h . B e r n o u l l i , eine Losung. — Ygl. bieriiber P. S t a c k e l , Bei-
trage zur Flachentheorie V H ;  B e r ic h te  d er sach s. G e s e l ls c h . d. W isse n sc h .  
zu L e ip z ig  1902, S. 103, 105.



Yiro Celeberrimo atąue eximio L e o n h a r d o  E u l e r o  Mathematico 
longe acutissimo S. P. D. J o h a n n e s  B e r n o u l l i .

Accepi litteras tuas novissimas 27 Aug. st. vet. datas, mibi gratissimas, 
et paulo ante Tomos quoque C o m m e n t a r i o r u m ,  qni mibi defuerant, 
cum opere tuo incomparabili Mechanicam  tractante pro quibus omnibus 
ingentes gratias refero; de eo postmodum aliquid dicam, postquam respon- 
dero ad alia quae in litteris tuis babes. Ante omnia gratum fuit intelligere 
tibi non displicuisse filii mei J o a n n is  dissertationem de lumine; difficultas 
quam inyenis in ejus modo determinandi celeritatem tam luminis quam 
soni qui eandem pro sono dat celeritatem, quam N e u t o n u s  assignavit 
juste utique minorem, quam quae per experientiam deprebenditur, difficultas 
inquam ista jam diluitur in ipsa dissertatione, ubi origo ejus rejicitur in 
id quod fibra sonora consideratur ut linea recta, quae tamen tanquam coni 
acutissimi duplicis in yertice sibi oppositi figuram babens consideranda 
fuisset, sed quae studio non fuit adhibita, quia talis figurae consideratio 
deducit ad aequationem differentialem secundi gradus, quae ad differentias 
primas (ut fieri potest in suppositione lineae rectae) non potuit reduci in 
suppositione figurae conicae, sed simul monuit dissertationis auctor fibram, 
quae baberet figuram conicam re vera daturam esse yibrationes suas longi- 
tudinales promtiores quam dat fibra linearis, id quod per approximationem 
ope seriei conyergentis reperiretur.

N e u t o n u s , ad yeram tarditatis causam non attendens, putavit eam 
consistere in extentione corpusculorum in aere per intervalla natantium, 
quae concussiones impressas in instanti transm ittant ab uno diametri suae 
extremo ad alterum oppositum, ita ut si cujusque corpusculi diameter 
ponatur -J- vel unius interyalli, inde sequatur, majorem pro debito cele
ritatem  (quae per experientiam observetur) prodituram ; in dissertatione 
vero assumitur corpuscula solida infinities majus a se inyicem distare quam 
sit longitudo unius diametri. Tua, vir celeberrime, Dissertatio de sono mihi 
non amplius ad manus est, neque omnino memini, quomodo se habeat tua 
methodus determinandi celeritatem soni. *)

Opus tuum mechanicum quod nuper redditum mihi est a bibliopego 
nitidissime compactum, refertum utiąue est rebus sublimibus atque arduis, 
tuo ingenio ac sagacitate dignis; at nondum licuit, nisi perfunctorie tantum, 
illud perlustrare. Yidi te mei quoque aliquoties mentionem facere hono- 
rificam, id quod urbanitati tuae gratus attribuo.

Praefixisti tuo operi titulum  Mechanicae, cujus rationem reddis in 
praefatione, sed nescio, annon aptius convenisset titulus Dynamicae; t o x  

enim Mechanicae jam  antiquitus recepta fuit pro indigitandis iis scientiis,
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1) 59 Zeilen des Konzeptes sind hier gestrichen (moglicherweise von J o h a n n  II
B e r n o u l l i )  und unleserlich.
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quae tractant de yiribus mortuis, quarnm scientiarum pars est quae yocatur 
Statica; mihi videtur non temere et citra necessitatem esse mutanda nomina 
atque ad alium sensum alliganda, quando praesertim  suppetunt nomma 
notionem noviorem admodum bene significantia, quale est nomen Dynamicae 
quod L e i b n i t i u s  indidit scientiae quae yersatur circa ejusmodi yires, quae 
ipsae vivae yocantur. Sed hoc in transitu dictum esto.

Yidi te multum quoque esse in m ateria quam pertractaveram  in Act. 
Lips. anni 1713.T) Non dubitp, quin omnia bene enucleaveris, laudas mea 
pro sinceritate tu a, laudas etiam quae N e Wt o n u S dedit in eadem materia, 
sed nihil dicis de ejus erroribus, quos ibi notayeram et demonstrayeram, 
ipseque postea in nova editione Princip. Philos. ex mea admonitione partim 
correxit, nulla m onitoris facta mentione, prolaudabili sc. Anglorum con- 
suetudine; quosdam errores intactos reliquit aliosque de novo commisit. 
Perspicacia tua, vir cl., tib i detexit yarios lapsus in Dynamicis eosque satis 
grayes ab H e r m a n n o  commissos. neque tamen omnes notasti, quos ego etiam 
animadverti tam in C o m m e n t a r i i s  yestris, quam in ipsins Phoronomia, 
non dubitans, multo plures adhuc superesse, si tu  et ego yellemus studio 
adhibito in illos inquirere. Bonus H e r m a n n u s  plerumque fuit infelix 
quotiescunque ex connata sua aemulatione paria vel superiora yoluit praestare 
iis, quae ab aliis ante ipsum inventa fuerunt; id imprimis curae cordique 
habuit, ne quid a me prodiret, quod ipsius vires superare yideretur.

Permitte nunc, yir clarissime, u t moneam te arnice de errore quodam 
qui tibi elapsus yidetur ex mera inadvertentia; extat ille in solutione proble- 
matis quam tradis propositione 89 Tom. I pag. 300, ubi agitur de defi- 
nienda vi centripeta P  in orbita mobili, quam perperam inyenis exprimi 
hac aequatione

p  _  2 n n r  l  d p  4 -  1 _L d w  \
\ w 2p 3dy io2y s w3y7p* d y j ’

differt enim tam in forma quam in yalore ab ea quam jam  ante 6 circiter 
annos singulari modo calculandi inyeni et quae haec est (retentis tuis 
symbolis et nominando ds  elementum orbitae immobilis

P  =  2 aac  x ( ~ ------ ))>\y Pds \py}]

ubi yides non ingredi dw u t in tua formuła; curiosus itaque detegendi 
originem diversitatis examinayi attente totam tuam analysin deprehendique 
errorem latere in his yerbis pag. 302 contentis:

1) Jo h . B e r n o u l l i ,  De motu corporum grairium, pendulorum et projectilium in
mediis non resistentibus et resistentibus, supposita gravitate uniformi et non uniformi
atąue ad quodvis datum punctum tendere, et de variis aliis huc spectantibus, demon-
stratio geometrica; A cta  E r u d ito r u m  1713, S. 77—95, 115— 132 (abgedruckt in den
Opera omnia, T. I S. 515—558).



Der Briefwechsel zwischen Leonhard Euler und Johann I  Bernoulli. 265

„Ex hoc vero perpendiculo cognoscitur vera corporis celeritas, erit enim

v =  4 ^  (589).“w iip v '

Haec quippe propositio quam eitas ex art. 589 hic non quadrat, quando 
nempe ratio celeritatis angularis in curya vera ad celeritatem angularem 
correspondentem in orbita immobili non est constans, hoc est quando w 
est yariabile. Nosti utique yeritatem Propos, art. 589 fluere ex notissima 
illa proprietate quod in orbitis immobilibus, per corpora ad centrum fixum 
attracta descriptis tempora sint proportionalia areis sectorum circumcentra- 
lium, sed statim et levi attentione hic patet elementa horum sectorum 
circa centrum C factorum in curva vera non posse esse proportionalia 
elementis tempusculorum si nimirum w non est constans, unde małe con- 
cluditur, pro hoc casu esse celeritatem in curva vera reciproce proportio- 
nalem perpendiculari ductae ex centro virium C in tangentem M B :  ut 
paucis dicam, in casu w rariabilis, vis retrahens corpus a tangente M B  
directe non tendit ad centrum C, imo ad nullum centrum fixum tendit, 
sed habet, u t ita dicam, centrum lineare, hoc est centrum virium m utat 
locum pro quolibet novo elemento curvae verae, ut autem innotescat, quan- 
tum ex illa vi aliorsum tendente quam ad C  redundet ad ipsum C centrum 
Tirium in orbita immobili, id obtinetur decomponendo more solito vim ab- 
solutam ita u t ejus pars debita dirigatur ad G, quod si rite instituatur et 
postea calculus dextre tractetur, prodibit mea formuła

P  =  2 aac  X  ------\y pds \py))

quae pro quocumque casu yalet, sive w sit variabile sive constans, con- 
tinens quoque ipsam vim centripetam pro orbita immobili, utpote ad quam 
extenditur supponendo tantum  w esse =  1, sic enim evanescente motu 
angulari coincidit curva vera cum ipsa orbita immobili et formuła mea 
generalis abit in hanc

P >  -  2 a a c  X  ( i  -

unde immediate elucet reritas propositionis N e w t o n i Princ. Philos. 44 
libri 1 pag. 122 Edit. secunda, quae ita sonat: Differentia virium, ąuibus 
corpus in orbe ąuiescente, et corpus aliud in orbe eodem revolvente aeąua- 
liter moveri possunt, est in  triplicata ratione communis altitudinis inverse 
(supponit nempe rationem w ad 1 esse constantem). Nam si P 1 subtra- 
hatur a P  oritur statim

P  _  p i  =  2 aac  X  ( ^ - ) »
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hoc est, existente w inyariabili in triplicata ratione communis altitudm is 
inyerse. Res est clara ex formuła mea, sed demonstrationem NEWTONianam 
propter obscuritatem non satis bene intellexi. H e r m a n n u s  qui idem suo 
modo demonstrare voluit in sua Phoronomia p. 97, turpem  paralogismum 
commisit; praeterquam enim quod nullam attentionem faciat an w sit 
yariabile an invariabile, reperiretur per ejus ratiocinium

p _ p i _ ^ Z ^ ± I ) ;

fons erroris et paralogismi in boc consistit, quod admodum inepte et illicite 
decomponit ipsam celeritatem per bg (vid. ejus fig. 45) in duas celeritates 
collaterales per bm et mg,  considerando banc per mg tanquam  circu- 
lum circa centrum C,  quamvis aequo jure circa quodyis aliud centrum 
in recta bC sumtum circulatio considerari posset; praeterea quis unquam 
sanae mentis Geometra celeritati decompositae cum sit tantum  imaginaria 
yel idealis attribuit tamen affectionem realem? Quid si curya vera AN bg  
abiret omnino in lineam rectam, ita u t corpus in illa m otum , nulla yi 
attractum moyeretur celeritate aequabili, annon eodem argumento H er - 
MANNiano sequeretur circulantem celeritatem per mg circa centrum G 
producere yim centrifugam, quae tamen nulla esset vel in imaginatione 
tantum existens?

Sed in bis nimius sum; boc interim monere adbuc volui, annon 
corrigenda sint corollaria, quae tuae solutioni subjungis, saltem ea quae 
nituntur Propositione art. 589, małe applicata ad casum ubi w  est yaria
bile; baec omnia examinare, cum mibi ob tem poris penuriam non yacet 
examen instituendum tibi ipsi lubens relinquo.

Gratulationem tuam cum singulari gaudio, quod testaris, consumtam 
ob reportata a filiis meis praemia circa Ancboras proposita gratissimo 
animo accepi, tibi quoque u t omnia prospere et ex voto cedant quae sus- 
cipis, enixe apprecans.

Quae de seriebus disseris sunt omnino pulcbra atque acutissimo tuo 
ingenio dignissima; mirifice placet altera tua metbodus summandi seriem

1 +  \  +  y  +  ^  +  etc., 

quae in boc consistit, u t statim ponas

| d x  |* d x  1 / C d x  \

)V(1 — XX)  J1 y (i — x x )  2 1J y (i — x x ) )

ex quo post operationes aliquot peryenitur ad banc seriem
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unde porro fluit

1 + l  +  ł + ^ 6  +  &C =  ? ; 
institui ego calculum et successum habui asserto tuo prorsus conformem.
Haec altera methodus est demonstratiya adeoąue priori, quae procedit ex
natura radicum in aequationibus, longe praeferenda. Ad imitationem liujus

aliarn quoque inveni seriem eidem ^  aequalem nempe b an cT)

—  +  —  +  -  A  +  2~4' 6 4- 2-4 -6 ' 8 +  etc - cc.1.2 1 . 3 . 4  1 . 3 . 5 . 6  1 . 3 . 5 . 7 . 8  1 . 3 . 5 . 7 . 9 . 10  ^  —  8

Potest esse factum, ut in praecedentibus meis litteris ex festinatione scrip- 

serim ^  pro haec mihi nunc non sunt praesentia.

Quando dicis te non videre, cur ista methodus nempe prior in hac serie 

a —  t +  y ć 3 —  +  etc. =  0

ad absurditatem deducat, ex eo colligo, te meam mentem non recte per- 
cepisse; yolebam enim facere argumentum ad hominem contra eum, qui 
yellet concludere in serie sinuum ex arcubus cognoscendorum

x ~ Ł x3 +  0 X 5 ^  -  2 ^ r . 7 i x ' +  etc-

contineri praecise et necessario omnes arcus possibiles eidem sinui respon- 
dentes, nullosąue alios nec imaginarios uec peregrinos; quamyis re yera res 
ita se habeat adeoque nullam in ea aequatione esse radicem, quae non 
aliquem arcum quaesitum designet, hoc ergo si necessario ex istiusmodi 
seriebus concludi posset, simili utique modo in altera serie

a — t +  y  t3 — etc. =  O

quaelibet radix t daret unam et ab aliis diversam tangentem eidem arcui 
a respondentem, quod certe absurdissimum foret, quia una tantum  tangens 
nni arcui respondere potest, quando infiniti arcus communem sinum habere 
possunt.

Quae memoras ex nova, quam te detexisse dicis analyseos infinitorum 
parte, sapiunt sane profundissimam meditationem, dignam utique u t ex- 
colatur; gaudeo te agnoscere me primum ejus dedisse specimen, alludis 
haud dubie ad schediasma meum exhibitum in Act. Lips. 1724 m. Aug. 
ubi ad has tuas speculationes fundamentum posui. Tuo autem opus erat 
ingenio, tua sagacitate ut inde tam recondita mysteria eruerentur.

Yale, vir celeb., mihique fayere perge. Bas. a. d. 6. Noy. 1737.

1) Vgl. J o h .  B e r n o u l l i ,  Summatio seriei 1 -j- ^  4" j*g 4" e t c . ;  Opera omnia,
T. 1Y S. 20—25.
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15.

Euler an B ernoulli 10. Dezember 1737.
Antwort auf B e r n o u l l i s  Brief vom 6. Noyember 1737. Original in der Bibliothek der Akademie 

der Wissenseliaften in Stockholm. — Ausziige veroffentlicht von E n e s t r o m  im B i h a n g t i 11 s v e n s k a 
y e t e n s k a p s a k a d e m i e n s  h a u d l i n g a r  5, Nr. 21 (1880), S. 23.

Inhctlt. Erwiderung auf die Bemerkungen yon J o h a n n  B e r n o u l l i  in betreff des 
89. Satzes des 1. Teiles der Mechanica, sowie des Titels der Arbeit. — Uber ein paar 
andere Stellen der Mechanica. — Die Summę der reziproken Quadratzahlen und der 
von J o h a n n  B e r n o u l l i  im Briefe vom 6. November 1737 erwahnten Beihe. — Lber 
das Gleicbgewicbt und die Bewegung scbwimmender Korper. — Uber exzentrisches 
ZusammenstoBen yon Korpern.

Yiro Excellentissimo atque Celeberrimo J o a n n i B e r n o u l l io  S. P. D.
L e o n h a r d u s  E u l e r .

Quas ad me dedisti litteras, Yir Celeberrime, d. 6 Noyemb. summo 
cum gaudio accepi et perlegi. Imprimis autem maximas Tibi refero 
gratias, tam pro beneyolo et forsitan nimis benigno, quod de opere meo 
ferre dignatus es; judicio, quam pro exquisitissimis annotationibus Tuis 
mecum comm unicatis: enixe rogans atque obsecrans, u t cum yacayerit 
boc meum opus attentius perlustrare, de singulis judicium Tuum acu- 
tissimum perscribere yelis. Tantum enim abest, u t si qua in re cespitaye- 
rim, errorem sustinere et defendere yelim, ut potius correctionem non 
solum gratissimo animo sim accepturus, sed etiam pałam testaturus.

Hoc consilio lapsum; quem in prop. 89 Tom. I deprebendisse es 
yisus, statim etiam antequam rem diligentius considerassem, lubens 
agnovi atque quibusdam collegis aperui. Sed cum istam propositionem 
attentius inspexissem, inveni casum, quem ego tracto, prorsus diversum 
esse ab eo, quem Tibi, Yir Celeb., tractasse yidebar. Non enim quaero 
yim centripetam, quae faciat, u t corpus in orbita mobili eodem modo 
moveatur7 quo in immobili ad idem centrum attractum  moyeretur, quo 
casu solutio mea utique erronea esset, cum yis quaesita non ad centrum 
fixum tendat, nisi iv sit constans. Hunc autem casum eyolyi in prop. 
94 coroll. 2, ubi expresse notavi, praeter yim ad centrum tendentem P  
aliam insuper yim Q requiri in aliam plagam directam, quae non eyanescit, 
nisi w sit constans. In propositione yero 89 motum in orbita immobili 
tanquam incognitum specto, neque eum leges yis centripetae sequi pono; 
alioquin enim non inyenissem

ai c .
u =  ■» a’w‘ j)1

sed ponere debuissem
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Quaero scilicet in hac propositione vim ad fixum centrum tendentem, 
quae faciat, u t corpus in data orbita utcunąue mobili reyolyi queat, omissa 
ea conditione, ut corporis motus in ipsa orbita centrum respiciat, et areas 
temporibus proportionales abscindat. Hoc ipsum tam ex solutione quam 
coroll. 2 elucet, ubi notayi fieri non posse, u t corpus in eadem orbita, 
si immobilis esset, eodem modo circa centrum revolvatur, nisi w sit 
constans; idem etiam magis ex coroll. 3 colligere licet. Cum igitur ipsa 
propositio requirat, u t yerus corporis motus centrum respiciat, et arcus 
temporibus proportionales circa illud absolyat, sine ulla baesitatione posui 
veram corporis celeritatem perpendiculo M  0  reciproce proportionalem. 
Hanc autem et sequentes propositiones ideo potissimum adjeci, u t cum 
difficillimum esset motus corporum determinare, nisi vires sint admodum 
simplices, nonnullos saltem casus eruerem, quibus motum respondentem 
yiribus magis compositis assignare liceret.

Quod ad titulum  mei operis attinet, agnosco dynamicae nomen esse 
convenientius, et optarem eo usum esse, sed tum temporis in mentem 
ejus mibi non yenit.

Permitte autem, Y ir Celeb., u t Tibi ingenue fatear, quid ego ipse 
quantum mibi etiamnum pbilautia permisit, in mea mecbanica desiderem 
quod etiam Tute statim et insuper forte plura alia deprebendes, si attente 
eam perlegere dignaberis. Nescio scilicet, quonam calculo cum prop. 78 
Tom. I tractarem, eo sim deductus, ut crediderim nisi directio corporis 
initio projecti ponatur normalis ad radium yectorem, yeram curyam, quam 
corpus describit per calculum non elici; in qua etiam opinione necesse 
esse duxi primam corporis directionem in sequentibus bypotbesibus nor- 
malem ad radium yectorem ponere. Ita  deleri yellem Scbolium 2 huic 
propositioni subnexum, in quo asserui per calculum prodire curyam 
quarti ordinis, si corpus initio oblique projici poneretur, atque etiam bujus 
paradoxi causam assignare volui. Calculo enim postmodum repetito ellip- 
sin facile elicui, ita u t prima vice in calculo errorem nescio amplius 
qualem commiserim, qui me in tam incongruam opinionem tum deduxerit. 
Interim  tamem hinc toti tractationi aliud damnum non contigit, nisi quod 
per ambages yeras projectorias determinayerim, quas breyius et concinnius 
eruere potuissem. Deinde etiam diu baesitayi, utrum  projectoria in 
medio quod in duplicata ratione celeritatum resistit, quamque Tu, Yir 
Celeb., primus inyenisti,1) asy m to tam babeat yerticalem, prout projec
toria HuGENiana in medio in simplici celeritatum ratione resistente, an

1) Siehe J o h . B e r n o u l l i , Besponsio ad nonneminis provocationem, ejusąue solutio 
ąuaestionis ipsi ab eodem propositae de invenienda linea curva ąuam describit projectile 
in medio resistente; A c t a  E r u d i t o r u m  1719, S. 216—226 (abgedruckt in den 
Opera omnia, T. II S. 393—402).
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secus. Tandem quidem, quasi per transennam cognoyi, praeditam esse hanc 
curvam asymtota, sed tamen ejus distantiam et indolem reliquam  defimre 
non yalui; hanc ob rem contentum me esse oportuit in § 951 Tom. I 
tantum  indicasse istam curyam asymtota gaudere. Quocirca si tu  forte, 
V ir Celeb., hoc negotium jam confeceris, etiam atque etiam rogo, ut mihi 
plus lucis foenerari velis.

Alteram meam methodum mere analyticam, qua seriei

1 +  T  +  T  +  T& +  etc'

summan inyeni, Tibi tantopere probari vehementer gaudeo, eamque ipse 
alteri longe praeferrem, si pariter ac illa ad potestates superiores accom- 
modari posset, quod quidem adhuc praestare non potui, etiamsi non du- 
bitem eam aeque late patere. Tolluntur vero utique hujus methodi cum 
priore congruentia omnia dubia, quae circa alteram methodum moveri possunt.

Seriei

J -  4 - - L _  +  4 - etc
1 .2  ^  1 . 3 . 4  +  1 . 3 . 5 . 6  +

summam esse -g- ego quoque jam pridem deprehendi; est enim generaliter

f  dx  f dx  __  1 /  f dx  \ 2
Jv(1 — Jy(1— XX) 2 \Jy(l—xx)J

x2 . 2.x* . 2.4.x6 2 . 4 . 6.a;8 ,
1/2  +  f X 4  "T- 1 . 3 . 5 . 6  +  1 . 3 . 5 . 7 . 8  +

ex qua posito x  =  1 illa summatio sequitur; et praeter eam plures aliae 

ponendo x  =  y  vel x  —  vel —-

Quoniam intellexi institutum  meum analysin infinitorum  indetermi- 
natam  excolendi non parum placere, optarem, Y ir Celeb., u t Tuas hac 
de materia profundissimas meditationes quae forte nondum publici jnris 
sunt factae mecum communicares, meque pro iis gratissimum fore existimares.

Coepi ante aliquod tempus motus corporum aquae insidentium investi- 
gare, methodumque geometricam inyeni pro quovis corpore eum situm 
determinandi, in quo aquae insidens aequilibrium servat. Deinde si corpus 
aqnae insidens ex situ aequilibrii fuerit declinatum, in motum oscillatorram 
inquisiyi, quo circa situm aequilibrii movetur, eumque tandem recuperat; 
hunc autem motum non solum similem deprehendi motui oscillatorio 
penduli sed etiam longitudinem penduli simplicis assignare possum, quod 
suas oscillationes iisdem temporibus absolyat. Ad istam theoriam  conden- 
dam pluribus noyis principiis tam mechanicis, quam hydrostaticis opus 
habui quorum yeritatem firmissimis demonstrationibus eyici et quae cum
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principio conservationis virium vivarum apprime conveniunt. Haec eadem 
principia me etiam quasi manuduxerunt ad problema de collisione corporum 
excentrica solvendum, quod mihi Filius Tuus Clar. proposuerat,1) cui 
etiam in extremis litteris fundamenta meae solutionis perscripsi.............. 2)

Ego vero imprimis rogo, ut me favore Tuo et benevolentia complecti, 
atque Tuis exquisitissimis meditationibus erudire pergas; qui me Tibi 
omnia debere agnosco et perpetuo agniturus sum. Yale.

Dabam Petropoli d. 10 Dec. 1737.

15*.

B ernoulli an E u ler  1738.

Yerloren; zitiert von E u l e r  in seinem Brief vom 26. April 1738 („magnopere laetor, probaii 
a te, quae de situ et motu corporum aquae innatantium sum meditatus“).

16.
E u le r  an B ernoulli 26. April 1738.

Antwort auf B e r n o u l l i s  verlorenen Brief von 1738. Original in der Bibliothek der Akademie 
der Wissenschaften in Stockholm.

Inhalt. Die Phoronomia yon H erm a n n  und die Principia yon N e w t o n . — Uber 
den 89. Satz des 1. Teiles der Mechanica. — H e rm an ns Beitrag zur unbestimmten 
Infinitesimalrechnung. — E u l e r s  eigene Behandlung des Gegenstandes. — Uber das 
Gleichgewicht und die Bewegung schwimmender Korper.

Viro Amplissimo atque Celeberrimo J o h a n n i B e r n o u l l i  S. P. D.
L e o n h . E u l e r ,

Yehementer doleo tantam pecuniae jacturam , quam per decoctionem 
mercatorum es perpessus, nihilque magis exopto, quam ut alia Tibi 
prospere eveniant commoda, quibus dolor amissi tolli animusque Tuus, 
Y ir Celeb., acquiescere q u e a t .............3)

TH o tempore, quo tractatum  meum de Motu conscripsi, H e r m a n n i 

solutionem de motu absidum non examinavi,4) nunc autem Te monstrante 
paralogismum facile cognoyi. N e w t o n i  vero solutionem hoc quidem 
tempore de noyo examinare non vacat, sed memini me olim eam justam 
etsi obscuram deprehendere; eo minus autem de ea mihi dubitandum yidetur,

1) Ygl. die Briefe des D a n ie l  B e r n o u l l i  an E u l e r  vom 12. September 1736, 
25. Januar und 16. Marz 1737 (Fuss, a. a. O. S. 433—434, 437, 439).

2) Hier sind 19 Zeilen gestrichen, moglicherweise riihrt die Streichung von 
J o h a n n  H B e r n o u l l i  her.

3) Hier sind 7 Zeilen gestrichen, moglicherweise von J o h a n n  H B e r n o u l l i .

4 ) Es handelt sich um eine Stelle in H e r m a n n s  Phoronomia, seu de viribus et 
motibus corporum solidorum et fluidorum (Amsterdam 1716, S. 95).
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cum  N e w t o NUS per eam  p rim us ver ita tem  ante in co g n ita m  e licu er it;  ra- 
rissim e autem  evenire arbitror, u t ver itas an te ig n o ra ta  p er v it io su m  ratio-  
c in iu m  detegatur.

Scriptum autem quo Ipse, Vir Celeb., analjsin  Tuam boc in negotio 
adbibitam exponis, et quod mecum communicare es. polliticus, ingenti desi- 
derio expecto. Ceterum ipsa mea propos. 89 mibi non ambigua videtur, 
cum pro eo sensu, quo Tu, Y ir Celeb., eam primo es interpretatus, neces- 
sario banc conditionem adjicere debuissem, ut corpus in hac orbita mobili 
eodem modo moveatur quo in eadem quiescente atque ad idem centrum 
attractum  moyeretur, quae conditio cum sit omissa, cogitatione superaddi 
non potest. Problematis autem alterius, adjecta in bac conditione, plenaria 
extat solutio in sequente propos. 94, quae propositio etiam latius patet, 
et ex qua plurimis modis yirium inventarum decompositiones aliae facile 
possunt formari.

H e r m a n n i r e d u c tio n e m  q u a d r a tu ra ru m  a d  re c tif ic a tio n e s  c u rv a ru m  
a lg e b ra ic a ru m , q u a m q u a m  e s t in d ir e c ta ,  ta m e n  q u ia  p r im a  e s t ,  a l i isq u e  
m a g is  g e n u in is  a n sa m  d e d it, m a x im i fa c io ; f o r ta s s e  e n im  n u n q u a m  so lu tio  
g e n u in a  in  lu c e m  p ro d iis s e t,  n is i  HERMANNiana p ra e c e s s is se t.

En autem, Y ir Celeb., meam solutionem bujus problematis ex metbodo 
mea infinitorum indeterminata desum ta1). Posita curvae abscissa =  x;  sit 
applicata —  \ p d x ,  et itaque ipsa curva =  \ d x ^ ( l  pp) ,  quae ig itur formulae 
ita sunt determinandae ut j p d x  fiat quantitas algebraica et J dx\!  (1 -f- pp) 
datam quadraturam  involvat. Quia in bis duabus formulis x  aequaliter 
inest, eas transformo juxta regulas a me datas, in alias, in quibus x  finito 
modo aequaliter inest; ita erit

\ p d x  =  p x  — j x d p -
et

+ p p )  =  »V(1 +  p p )  —  '~ f~ y
Po natur jam

\ x d p  =  q

ubi \ Q d ą  yel eam ipsam quadraturam , a qua rectificatio curvae quaesitae 
pendere debet, exhibet, vel saltem involvit, ita tamen u t Q sit quantitas 
algebraica pariter ac q. His positis erit

x  =  d ą _  Qdq\{ 1 +pp)  
dp pdp ’

1) Vgl. mit dem folgenden die etwas abweichende Bebandlung des Problems in 
der auf S. 260 Anm. 2 zitierten Scbrift Ue curvis rectificcibilibus algebraicis, sowie 
S t a c k e l , a. a. O. S .  103— 104.
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unde oritur
p  =  <2V(i + p p )

atąue

V(1 -  66)
et

____dq(. 1 — 66)^
d6 ’

Quocirca curvae quaesitae erit abscissa

_ dq(  1 — 66)^.
— dC ’

applicata
__ Qdq (1 — Q® __

dQ
atque ipsa curvae longitudo

dq{  1 — 6Q)
— !Qdq-,d 6

quae formulae apprime cum Tuis, Vir Celeb., conveniunt. Possum autem 
per methodum meam plures alias expressiones invenire, quibus eidem 
problemati satisfit, quarum quae speciem maxime amplitudinis prae se 
ferunt, ita inveniuntur. Sit abscissa =  Jp d x ; applicata =  \pqdx- ,  erit 
arcus curvae jp d x ^  (1 +  Jam  quantitates p,  q et x  ita determino, ut 
tres formulae integrales yel algebraicae fi ant, vel a datis quadraturis pen- 
deant, prout libuerit. In  bunc finem omnes formulas ita transmuto ut 
faciam

] p d x  =  p x  —

\ p q d x  =  p q x  — J x d  , pq
et

Nunc pono 

unde oritur

f p d x  V(1 +  qq) =  p x  V(1 + qq) — f x d . p  V( 1 + qq). 

\ x d p  —  r, ] x d  . p ą  =  s; ^ x d  . p  V(1 +  qq) =  t ;

dr ds dt
X ' dp pdq- \ -qdp d .p \ ( l  +  qq)

Ex aequatione autem
dr ds

prodit

atque ob x  =  ~  erit

dp pdq-\ -qdp  

pdrdq
dp =

X  =

ds — qdr 

ds — qdr
pdq

Bibliotheca Mathematica. III. Folgę. V. 18
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Preterea vero ob
dr dt
dp d . p ^ ( l - { - q  q)

erit
4 £ _ * V ( ! + « ) +

quae loco dp  yalorem inventum substituendo transit in banc

d t i ( \  +  qq) =  d r  +  qds-,
qiicie praebet

drds-\ - d t ^ ( d r 2 +  ds2 — dt2)
2 =  Htf — ds*

et
, . d r d t  +  ds)/(dr* +  d s * - d t *)

V 0 + 2 2 ) = ------------ -------------------------

Definitis autem boc pacto q et V(1 +  qq) erit pro curva ąuaesita abscissa

ds  — ądr  
~  dq r ’

applicata
qds  — qqdr  

~  d j
et arcus curvae respondens

(ds —  qdr)]/(l  +  qq)
dq —  t.

Sumendis ig itur pro r,  s et t ąuantitatibus vel algebraicis vel a datis 
ąuadraturis pendentibus, curyae prodibunt, quarum abscissa, applicata et 
ipsa curva vel algebraicae erunt vel ab iisdem ąuadraturis pendebunt; ita 
u t bae formulae ad infinita problem ata buc pertinentia solvenda sint 
idoneae, multoque latius pateant, quam eae quae priori modo sunt inyentae. 
Hic autem probe notandum  est, id commode usu yenisse, quod littera p
ex calculo excesserit; quod nisi accedisset, solutio boc modo ad linem
perduci non potuisset.

Magnopere laetor, Yir Celeb., probari a Te, quae de situ et motu
corporum aquae innatantium  sum meditatus. Reduxi quoque omnes quae-
stiones buc spectantes ad puram  geometriam; nam quo corpus in dato 
situ aquae insidere queat, necesse est

1. ut pars submersa volumine adequetur pondus aquae sibi aequale;
2. u t centrum grayitatis totius corporis, et centrum gravitatis seu 

potius magnitudinis partis submersae in eadem recta yerticali sint sita, quae 
quidem ex bydrostaticis satis patent.

Sed baec non sufficiunt ad natationem in boc situ producendam; requi- 
ritu r enim praeterea, u t yis adsit quae corpus, cum ex boc situ aliquan-
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tillum  fuerit declinatum, in situm pristinum  restituatur, alioquin enim 
corpus parum per declinatum ex situ aequilibrii penitus subverteretur, 
p rout in bacillo aquae yerticaliter insistente evenit. Hanc ob rem in 
quovis casu, qui quidem duobus prioribus requisitis jam gaudet, ea vis 
determinari debet, qua corpus in eo aequilibrii statu continetur atque in 
eundem restitu itur, si aliquantillum declinetur; haecque vis vel affirma- 
tiva yel nulla vel adeo negatiya esse poterit. E x quo perspicuum est tum 
demum corpus in quodam aequilibrii situ perseverare posse, cum yis 
restituens affirmativum obtinuerit yalorem, ex bocque valore firmitatem deter- 
mino, qua corpus in quoque aequilibrii situ persistit; ita ut firmitas eo 
major sit, quo major fuerit yis restituens. Haec autem firmitas non solum 
ab interyallo centrorum grayitatis totius corporis et partis submersae pendet, 
sed etiam ab amplitudine, quam corpus in suprema aquae superficie 
occupat; quae omnia, maximam partem noya, in peculiari tractatu exponere 
coepi.x)

Ita  cubus ex materia bomogenea aqua leyiori confectus aquae ita 
innatabit, u t una bedra borizontalem babeat situm, si ejus grayitas speci- 
fica yel minor fuerit quam 211 vel major quam 789, posita aquae gravi- 
tate 1000. Sin autem cubi grayitas specifica intra limites 211 et 789 
contineatur, cubus aquae ita innatabit, u t planum diagonale borizontalem 
situm teneat quocum convenit casus cubi aqua duplo leyiori, quem Tu, 
Yir Celeb., eyolvisti. Corpora autem bis casibus minime ex situ aequi- 
librii firmo depulsa oscillationibus isocbronis peragendis restitui non solum 
in precedentibus meis litteris affirmavi, sed simul significayi me quovis 
casu longitudinem penduli simplicis isocbroni assignare posse; pro bis 
yero omnibus expediendis calculus non solum fit non intricatus, sed etiam 
mirifice simplex et facilis. Vale.

Dabam d. 26. April. 1738. Petropoli.

16*.

Bernoulli an Euler Juni (?) 1738.

Verloren; zitiert von Eułee in seinem Brief yom 30. Juli 1738 („litterae tuae erga me beneyo- 
lentiae signis . . . repletae . . . sunt redditae").

1) Aus dieser Stelle geht hervor, daB E u l e r  die Redaktion der Scientia nmalis, 
die bekanntlich 1749 erschien, schon 1738 begonnen hatte. Der yon Fuss (a. a O.,
II S. 456) ais „anachronisme apparent“ bezeichnete Umstand, daB D a n ie l  B e r n o u l l i  

schon 1739 von der Scientia nmalis sprechen konnte, ist also erklart — aus einer 
Stelle in E u l e r s  Brief yom 20. Dezember 1738 geht sogar hervor, daB die Redaktion 
der Scientia navalis damals schon beendet war.

18*
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17.
Euler an B ern o u lli 30. Juli 1738.

Antwort auf Bebnocllis yerlorenen Brief vom Ju n i (?) 1738. Original in der Bibliotliek der 
Akademie der Wissenscliaften in Stockholm.

Inhalt. A b h a n d lu n g e n  v o n  J o h a n n  u n d  N i k o l a u s  I  B e r n o u l l i  f iir  d ie  C o m m e n -  

t a r i i  d er  P e te r sb u r g e r  A k a d e m ie . —  U b e r  d ie  B e w e g u n g  y o n  K o rp ern  in  ver-  

a n d e r lic h e n  u n d  fe s te n  B a h n en . —  D ie  A r b e ite n  y o n  H e r m a n n  u n d  y o n  J o h a n n  

B e r n o u l l i ,  so w ie  v o n  E u le r  s e lb s t  a u f  d em  G e b ie te  d er  u n b e s t im m te n  In f in ite s im a l-  

r e c h n u n g . —  U b er  d a s G le ic h g e w ic h t  s c h w im m e n d e r  K orp er. —  D ie  Y o r a r b e ite n  zur  

Scientia navalis. — D ie  EuLERSche P r e is s c h r if t  iib e r  d a s  F e u e r . —  U b e r  d ie  U rsa ch e  

d er  E b b e  u n d  F iu t . —  D ie  S u m m ę d er  r e z ip r o k e n  Q u a d r a tz a h le n  u n d  d er  K e ih e

1_iO + D + łO + ł  + ł) -t(1 + '3 + '5+t) + etc-
Losung eines speziellen isoperimetrischen Problemes und die allgemeine Losung solcher 
Probleme.

Yiro Excellentissinio atque Celeberrimo J o a n n i  B e r n o u l l i  S. P. D.
L e o n h a r d u s  E u l e r .

Litterae Tuae eximiae erga nie benevolentiae signis pariter ac profun- 
dissimis nieditationibus repletae Peterhofii, ubi nunc Aula Im peratoria com- 
m oratur, ab Illustri Praeside nostro nuper, cum ibi essem, sunt redditae, 
una cum Tua problematis de motu corporum in orbitis mobilibus solutioneT), 
atque N epotis2) Tui acutissimi inyestigatione summae bujus seriei,

1 +  T  +  "9“ +  Ł  +  e tc ’

His autem litteris acceptis, atque Illustri Praesidi relatis, quae ad Ipsum 
pertinere videbantur; Tibi nunciari me jussit, u t scbedulam separatam, 
qua centum Rubelones Te accepisse testaveris, m ittere yelis: quae yero 
ceterum Ipsius nomine Tibi, Y ir Celeberrime, significarem, tum  temporis 
mibi exponere non vacavit, quia bora instabat Aulam adeundi. Quamobrem 
ad ea quae me spectant, nunc potissimum respondebo.

Quod ig itur primo ad Tuum exquisitum scbediasma attinet, id statim 
post ferias finitas in nostris conyentibus producam , atque curabo, ut 
C o m m e n t a r i i s  nostris inseratur. In  bac Tua solutione mirifice mibi 
placuit, quod differentiam virium centripetarum  tum  pro orbita immobili,

1 ) J o h .  B e r n o u l l i ,  C o m p e n d iu m  a n a l y s e o s  p r o  i n v e n t i o n e  v i s  c e n t r a l i s  i n  o r l i t i s  

m o b i l i b u s p l a n e t a r u m ; C om m en t. a e a d .s c .P e tr o p .1 0 , 1738 (gedruckt 1747), S .95—101.

2 ) N ic o j .a u s  B e r n o u l l i ,  I n ą u i s i t i o  i n  s u m m a m  s e r i e i  - r  + -i- +  4 - 4 -  — +  — 4 -
 ̂ 1 1 4 1 9 1 16 1 25 1

^ g +  etc.; C om m en t. acad . sc. P e tro p . 10, 1738 (gedruckt 1747), S. 19—22. —

Aus einem Briefe von N ik o l a u s  B e r n o u l l i  an E u l e r  vom 13. Juli 1742 gebt heryor 
(siełie F uss, a. a. O. H  S. 682), daB die Abhandlung ohne Genehmigung des Verfassers
y e r o ffe n tl ic h t  w u rd e .
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tum pro mobili a differentiali rationis inter motum ipsius orbitae et motum 
in ea liberasti, quo quidem casu ista ratio ponitur variabilis; id quod 
evenit, dum alterius yis, quae praeter centripetam requiritur, directionem 
normalem ad vim centripetam fecisti. Eo enim considerandi modo quo 
ego sum usus in prop. 94, ubi alterius vis directionem posui ad rectam 
positione datam normalam, ista insignis proprietas minus est conspicua. 
Interim  tamen Tuo contemplandi modo perspecto, meas formulas statim 
eo traducere licuit, u t illa proprietas conspiceretur, si enim placeat cum 
mea propositione figuram allegatam conjungere, atque ad coroll. 2 respi- 
cere, quo casus a Te tractatus continetur, quando motus in orbita immo
bili a yi centripeta sola proficiscitur. Duas scilicet ibi yires dedi, quarum 
altera tendit ad centrum yirium C, estque

2 a2cdp  . 2 a 2c{w2— 1) . 2a2c ą z d w
-------------------- " I ~ ---------------------------------------  ■ I ~ - ■ -q— t — y

p 3d y  y 3 p y - x d y

altera vero normaliter tendit ad rectam positione datam D C  in directione 
M P,  estque

2 a2cqdw  
p y x d y  ’

quibus conjunctis corpus in orbita mobili movetur. Si nunc yis M P  
resolyatur in duas, quarum alterius directio cadat in M C ,  alterius yero 
directio ad hanc sit normalis, reperietur ea, cujus directio est M C

2 a 2c ą z d w ' 
p y 2x d y  ’

altera yero, cujus directio est normalis ad M  C erit
2 a2cq d w  

p y 2d y

Quapropter sequentes duae habebuntur yires corpus in orbita mobili con- 
tinentes, prima scilicet tendet ad centrum yirium C, estque

_  2 a2cdp  . 2 a 2c(w2 —  1) 

p 3d y  ' y 3

altera yero directionem babebit normalem ad illam, eritque

2 a tc ą d w  
p y 2d y

Unde intelligitur excessum yis centripetae pro orbita mobili super yim 
centripetam pro orbita immobili esse

_ 2 a 2c(w2 —  1)

y3

prorsus uti Tu reperisti; sed banc conditionem adjicere necesse est, ut 
alterius yis, quae praeter vim centripetam requiritur, directio sit normalis
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ad yim centripetam. Interim ista ąuestio tantum  est casus particularis 
propositionis meae 94 , ibi enim motum quemcunque corporis in orbita 
quiescente sum contemplatus, dum in quaestione a Te soluta iste motus 
ita liinitetur, u t tempora sint areis proportionalia, quamobrem m irum  non 
est, si expressiones in solutione ipsius propositionis sint longiusculae.

Reductionem H er m a n n i quadraturarum  ad rectificationes algebraicarum 
curvarum non studio atque certa quadam metbodo esse inTentam, de eo 
quoque minime dubito, cum problematis affinibus solvendis minime in- 
seryiat. Tua vero, Y ir Celeb., metbodus multo magis analysin sapit; 
interim tamen constructiones HERMANNianae ad symbola reyocatae statim 
praebent ipsas formulas Tuas; ex neutra autem certam bujusmodi problematum 
resolvendorum rationem deriyare po tu i, etiamsi utram que magno studio 
sim persecutus. In  Tua enim solutione viam non indicas, quam secutus

ad formas ^  et — y, quas pro coordinatis assumis, pertigeris, in quo

tamen meo judicio omnis rei cardo yersatur; si enim alia hujus generis 
problemata proponerentur, quis mibi mdicaret, cujusmodi formae pro coor
dinatis essent assumendae? Quamobrem jam ante complures annos coepi 
cogitare, quomodo certa et analytica methodus inyeniri queat omnibus 
hujusmodi problematis solyendis accommodata, in qua nulla opus esset 
diyinatione: cui desiderato mihi quidem satisfecisse yideor, meaeque 
methodi beneficio hujus ipsius problem atis solutionem Tibi perscripsi, atque 
studio ipsas formulas Tuas deduxi, eum potissimum in fineni, u t non tam 
ad formulas inyentas, quam ad methodum, qua eas inveni, attendere 
velis. Praeterea vero jam  ante problematis novi multoque difficillimi 
solutionem methodo mea erutam Tecum communicavi, qua duas curyas 
algebraicas exhibui non rectificabiles, sed quarum rectificatio a data quadra- 
tu ra pendeat, quae tamen summam arcuum eidem abscissae respondentium 
habeant rectificabilem. Innum erabilia autem alia atque etiam difficiliora 
problem ata beneficio methodi meae resolvi, quae sine ea vix essent 
solubilia.

Quae de situ corporum aquae insidentium in litteris postremis Tibi 
nunciayi, Y ir Excellent.; ea Tibi probari eo magis laetor, quo parcius 
haec m ateria ante fuit exculta. A t quas mihi perscripsisti de eadem re 
meditationes profundissimas, non satis percipere possum, cujus rei causa 
esse Aridetur, quod nos dirersis modis hoc argum entum  tractem us, nam 
quae ego scripsi, Tibi aliquantum  obscura fuisse ex hoc intellexi; quod 
centro m agnitudinis aliam tribuas significationem atque ego feci. Fateor 
autem utique hoc Tocabulum minus esse congruum ad id significandum 
quod volebam; intelligebam enim centrum gravitatis seu potius inertiae 
partis aquae immersae, si pars ista ex m ateria uniformi constaret. Quo
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igitur hanc descriptionem evitarem centro neque grayitatis neque inertiae uti 
potui, ne yerum intelligeretur centrum grayitatis partis submersae, etiamsi 
haec pars ex materia maxime difformi constaret, quo casu plurimum differre 
possunt partis submersae centrum grayitatis et centrum quodvoco magnitudinis; 
atque ob banc causam bac appeUatione breyitati consulens etsi minus conyeni- 
enter uti constitui, cum commodior tum non occurreret. Quod autem prae- 
cipuum est, memini me non satis dilucide statum quaestionis exponere; 
quando enim de situ corporis cujuspiam aquae insidentis quaeritur, tum quae- 
stio bipartita est facienda. Namque primo omnes situs, quibus corpus 
aquae in aequilibrio insidere potest, examinari debent, quos uti satis constat 
ita comparatos esse oportet, u t et tantum corporis yolumen in aqua yersetur, 
quantum si ex aqua constaret ipsum corpus pondere adaequaret, et ambo 
centra tam grayitatis totius corporis, quam grayitatis partis submersae, 
si ea ex uniformi materia constaret, in eadem recta yerticali sint sita. 
Ita unumquodque corpus plerumque plures admittit aequibrii situs, 
quibus singulis aquae insidere posset, si modo omnia in perfectissima 
quiete essent posita, prout bacillus tenuissimus aquae in situ yerticali in- 
sistere posset. Secunda autem quaestio yersatur in firmitate definienda, 
qua corpus in dato aequilibrii situ aquae insidet; fieri enim potest, u t 
corpus in situ aequilibrii positum, quando tantillum  ex eo deturbatur yel 
sese restituat, yel subyertatur; priori casu situm aequilibrii firmum voco, 
posteriori vero infirmum atque subyersioni obnoxium. Maximi igitur mo- 
menti est quovis aequilibrii situ proposito definire utrum  is sit firmus 
an infirmus, et quando est firmus, quanta yi corpus ex situ aequilibrii 
depulsum restituatur, quam yim seu firmitatem commodissime metiri yideor 
per momentum yirium restituentium, quando corpus angulo quam minimo 
declinetur, ad bunc ipsum angulum applicatum. Ita  omnis cubus ex 
m ateria bomogenea confectus in aqua quidem semper aequilibrium tenet, 
si duae bedrae oppositae fuerint borizontales, reliquae yerticales; sed status 
iste aequilibrii non conseryabitur, nisi grayitas specifica cubi yel minor 
sit quam 211 ^  yel major quam 788-f. Nam si grayitas cubi intra bos 
numeros contineatur, tum situs iste aequilibrii non erit firmus, boc est 
cubus a minima yi depulsus ex boc situ penitus subvertetur in alium 
aequilibrii situm, qui sit firmus. Hic obiter indicare sufficiet limites bos 
minime congruere cum iis, qui ex Tuis formulis consequuntur, etiamsi 
non negam bos limites non multum in recessu babere. Quando ergo 
grayitas specifica cubi intra limites 211-^, et 7881 continetur, tum cubus 
aquae immissus alium aequilibrii situm occupabit; piano diagonali autem 
deorsum yerso bis tantum  casibus aquae insidebit, quando grayitas spe
cifica cubi inter bos limites 2 8 1 J- et 718 f  continebitur. Quoties ergo 
cubi grayitas specifica continetur yel intra bos limites 211 et 2 8 1 yel
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inter hos 718f- et 7 8 8 f, tum neutro situ cubus aquae insidet, sed his 
casibus situm occupabit, qua recta diagonalis ad angulos oppositos ducta 
situm yerticalem tenebit. Simili modo inveni tetraedron regulare aquae 
ita innataturum , ut una hedra borizontali situ ex aqua emineat, quando 
ejus gravitas specifica major est quam 512; sin autem levior sit pyramis, 
bedram horizontalem sub aqua babebit.

Quae porro de cono recto et conoide parabolico commemoras a meis 
maxime differunt, situs enim illi quod bujusmodi corpora in aqua habitura 
esse dicis, nequidem proprietatibus ad aequilibrium requisitis gaudent, 
cum recta ambo grayitatis centra jungens non sit yerticalis. Quamvis 
autem alius in istis corporibus detur aequilibrii situs obliquus, tamen is 
firmitatem babebit nullam, ite ut talia corpora nunquam  in aqua ejusmodi 
situm obliquum conservare queant; vehementer ig itur dubito num Tua 
cum ARCHiMEDeis conyeniant. Ceterum fundamentum principii Tui de 
interyallo planorum horizontalium 1) per ambo grayitatis centra ductorum 
non percipio neque quomodo id cum principiis bydrostaticis sit con- 
nexum yideo: mibi saltem istud principium  ad bunc scopum minus
aptum yidetur.

Quo autem Tibi, Y ir Celeb., meam methodum, qua in boc negotio
u tor, exponam, primo pro dato corpore in situs aequilibrii inquiro ex

principiis notissim is, secundum quae tum
q{ '  jD  debita pars aquae debet esse immersa, tum

centra grayitatis ambo in eadem recta yerti- 
cali posita esse oportet. Quae investigatio 
utique saepius fit admodum difficilis, quando 
situs aequilibrii obliqui desiderantur: nulla 
autem difficultate laborat in sitibus aequilibrii 
regularibus, cujusmodi sunt, quando corpora 
aquae ita im m ittuntur, u t ambo centra grayi
tatis sponte in rectam yerticalem eandem 
incidant. Inyento autem bac ratione quo-
cunque aequilibrii situ, sequenti modo in-
yestigo ejus firmitatem,2) seu yim qua corpus si 

tantillum  circa datum axem horizontalem inclinetur, in situm aequilibrii resti- 
tuitur. Sit (Fig. 2) datum corpus C A E J B D  aquae in situ aequilibrii insidens,
cujus pars aquae immersa sit A  E 13, atque sectio horizontalis in ipsa aquae

1) Siehe J o h .  B e r n o u l l i ,  D e corporuni aquae insidentium oscillationibus, et de
invenienda longitudine penduli simplicis oscillationibus illis isochroni; Opera omnia 
T. IV S. 286—296. ’

2) Vgl. J o h . B e r n o u l l i , Opera omnia, T . IV S . 29B.
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superficie facta A  M  B  N  A,  quam breyitatis gratia sectionem aquae appello. 
Sit porro Tolumen partis submersae A E  B  —  V, ejusque centrum grayi
tatis, si ex materia homogenea constaret, in O. Totius yero corporis 
pondus sit =  M,  ejusque centrum grayitatis situm sit in G, erit ob situm 
aequilibrii recta G O yerticalis, atque V  in gravitatem specificam aquae 
ductum =  M.  Nunc utrum  boc corpus, si secundum datam plagam ex 
boc aequilibrii situ minimum deturbetur, sese restituat an vero penitus 
eum relinquat, aliumque aequilibrii situm recipiat, boc modo definio. 
Illi axi horizontali, circa quem corpus inclinando ex situ aequilibrii decli- 
nari ponitur, cuique inclinationi respondens vis restituens quaeritur, duco 
in sectione aquae per ejus centrum grayitatis 1 rectam parallelam A I B ; 
quam tanquam axem considero, ad eumque ordinatas orthogonales refero- 
quo facto sit A P  —  X] P M  =  y, et P N  =  2, atque quaeratur integrale 
J O 3 +  ^3) dx  per totam sectionem aquae. Hoc inyento erit firmitas, qua 
corpus inclinationi circa axem A B  eiye parallelum reluctatur

quae expressior) quo fuerit major, eo magis corpus inclinationi resistet, 
at si fiat negatiya, quod accidere potest, quando punctum G supra O 
cadit, tum corpus inclinatum non solum non restituetur sed adeo sub- 
yertetur. Simili modo firmitas respectu alius cujusyis axis A B  definiri 
potest; at si fuerit inyenta pro duobus tantum  axibus inter se normalibus, 
tum  firmitatem respectu cujusyis alius axis aestimari licebit. Habeat 
autem firmitas inyenta yalorem affirmativum atque inclinetur corpus 
aliquantillum circa axem A  B  ex situ aequilibrii, quo facto corpus a vi 
restituente in situm aequilibrii urgebitur, atque sese restituendo oscillatio- 
nes absolyet isochronas, prout Tu, Yir Celeb., dudum observasse asseris. 
A t ego non solum inveni oscillationes istas esse isocbronas sed adeo 
longitudinem penduli simplicis isocbroni assignare possum hoc modo. 
M ultiplicentur2) singulae corporis totius particulae per quadrata distan- 
tiarum suarum a centro grayitatis G, atque posito omnium istorum 
productorum  aggregato =  M  h 2 (hujusmodi enim formam habebit hoc 
aggregatum), erit longitudo penduli simplicis isochroni

Ex his ig itur formulis determinari potest, quanta yi navis omni

3Ffc2
SV.GO + ](y* +  z3)d x '

1) Ygl. J oh . B e r n o u l l i ,  Opera omnia, T. IV  S. 293.
2) Die folgende Angabe ist unrichtig, siehe E u l e r s  Brief yom 20. Dezember 1738 

(unten S. 288).
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in c lin a tio n i resista t, et quam  celeres p erfic iat o sc illa tio n es , cum situ m  
aeq u ilib rii am iserit; u nd e u o n  tantum  p lu riu m  rerum  quas fa b n  m  
n avib u s arcb itectan d is ex p er ien tia  so la  ed o cti ob seryare so len t, Teram  
rationem  assignare ya leo , sed etiam  n o v a s  easqu e u tiliss im a s re g u la s  ad 
con stru ction em  n av iu m  sum  assecu tu s. Q uo in  n e g o tio  n o n  parum  
p raestitisse  m ib i y ideor, cum  ista  tb eo ria  a n em in e  ad b u c s it  tractata, 

atqu e adeo om nin o ign orata .

Haec autem omnia in peculiari tractatu colligere coepi, in quo non 
solum omnia, quae ad situm aequilibrii, sed etiam quae ad motum, 1110- 
tusque et situs alterationem a yiribus quibuscunque ortam pertinent, ex 
certissimis principiis mecbanicis seu dynamicis maximam partem  novis 
sum derivaturus.

Ceterum etiam atque etiam rogo, ut istas formulas tum firmitatem 
situum aequilibrii, tum  oscillationes spectantes cum Filio Tuo Celeb. 
communicare yelis.

Pro Tua tam benevola gratulatione, Y ir Celeb., ob trientem  praemii 
Parisin i1) mibi adjudicatum debitas habeo gratias, et nescio quoinodo 
iste honor mihi obtigerit; forte enim et casu alia cogitans incidi in 
quandam ignis explicationem, in qua potissimum explicui, quomodo a tum 
exigua vi, quae ad scintillam eliciendam requiritur, tam stupendus motus 
tantaque virium quantitas proficisci queat.

A lia  u tiq u e  aestu s m aris cau sa m ih i a ssig n a r i n o n  p o sse  videtur  
praeter X EWTONianam, cu m  eae quas Ca r t e s iu s  et W a l l is iu s  dedit, satis  

s in t refutatae. S ed  N e w t o n u s  tan tu m  ex  sua th eo r ia  p leraq u e aestim a- 

t io n e  d ed u xit, cum  ca lcu lu s fere in su p era b ilis  evadat. P raeterea  etiam  
N e w t o n u s  ad com p lu res c ircu m stan tia s th eoriae  suae n o n  sa tis  adtendit, 

quas m ih i ad ca lcu lu m  reyocare lic u it , u nd e s i tem p u s p erm ittet, com - 
p leta m  h u ju s p h a en o m en i cau sam  ex p lica re  p ossem . A t  m u lto  tem poris  
o tiiq u e  op us est ad h an c q u aestion em  eyo lyen d am , quae su b sid ia  y ix  

sperare p o ssu m .2)

Inquisitio summae

1 +  T  +  T  +  Ł  etc-
a Celeb. N i c o l a o  B e r n o u l l i  mecum communicata mirifice mihi placuit, 
et propterea maximas ago gratias. Statim  enim eam abstrusissimae inda-

1) Siehe die Abhandlung von E u l e r , Dissertatio de igne; P ie c e s  q u i o n t rem -  
p o r te  le s  p r i s  de l ’a c a d e m ie  d es  s c ie n c e s  en  1738 (Paris 1739), S. 1 —19.

2 )  Bekanntlieh hat E u l e r  diesen Gegenstand spater in einer von der Pariser 
Akademie der Wissenschaften im Jahre 1740 gekronten Preisschrift Sur le flux et 
reflux de la mer behandelt.



gmis esse intellexi, cum per tot serierum transmutationes tandem ad 
aeąuationem differentialem secundi gradus perveniatur, cujus resolutio 
desideratum valorem praebet. Considerans autem hanc maxime ingeniosam 
methodum, inquirere yolui, an non immediate ex serie

t ~  t !1 + y ) + t (1 + t  + t)~~ t {1 + i  + y  + t )  + etc-»

sine to t transmutationibus, summa reperiri posset, id quod mihi successit 
sequenti modo.

Ponatur

y= y  — y  (l + -J-) + y  (l + T + t )  — t ( i  + Y + T + t )  + etc

quippe quae series posito x  —  1 abit in propositam. Differentialibus 
igitur sumtis habebitur

r t y = 2 d z [ y  — a;3( l  +  | j  +  a;5( l  +  |-  +  i ) — +  |  +  i  +  +  etc.]

=  i ^ ( * - Y * 3 +  i * 5- y * 7 +  etc)
2d x  f d x

1 x x j  1 x x '

Posito nunc arcu circuli =  s cujus tangens est x, existente radio 
=  1, erit

y  =  J 2 s d s  - - ss.

Piat x  —  1 , abibit s in octavam peripheriae partem seu denotante p  : 1 
rationem peripheriae ad diametrum, erit

* =  f  at(iue 2/= i q Pp >

omnino uti acutissimus Nepos Tuus invenit. Videbis autem, Y ir Celeb., 
methodum hic a me usitatam  serierum summas a priori investigandi satis 
esse concinnam atque latissime patentem; extat ea jam  impressa1) in 6t0 
tomo Co mme n t .  nostr.; quem tomum quam primum erit absolutus, una 
cum quinto Tibi statim sum missurus.

Proposuit mihi nuper Filius Tuus Clar. istud problema,2) u t inter
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1) Siehe die Abhandlung von E u l e r  Methodus generalis summandi progressiones; 
C om m en t. aca d . sc. P etro p . 6, 1732/1733 (gedruckt 1738), S. 68—97.

2) Vgl. die Briefe des D a n i e l  B e r n o u l l i  an E u l e r  vom 12. September 1736 und
24. Mai 1738 (Fuss, a. a. O. II S. 435, 448).
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omnes curvas isoperimetras ea determinetur, in qua \ r mds  esset masimum 
vel minimum, ubi r  radium osculi, s yero arcum denotat; quod problema 
eo difficilius censebat, quod per metbodum isoperimetricam resolvi nequeat, 
ob differentialia secundi gradus, quae in r  insunt. Inveni autem ante 
aliquot annos novam metbodum bujus generis problem ata solvendi, quae 
ad differentialia cujusque ordinis est accommodata; ejus ope hanc proble- 
matis propositi inveni solutionem1), u t currae quaesitae natura exprim atur hac 
aequatione

A x  +  B y  +  Cs =  (m -f- 1) \ r mds,

in qua x  et y  denotant coordinatas orthogonales quascunque seu in quo- 
cunque axe acceptas, quam ob causam sine ulla restrictione vel A  vel B  
poni potest =  0. At si C fiat =  0, tum aequatio

A x  +  B y  —  (m +  1) §rmds

praebebit curvam, quae inter omnes omnino curvas iisdem terminis contentas, 
babebit J r mds minimum. Hoc casu si fiat m =  1, curva fiet cyclois 
ordinaria, quae ergo banc habet proprietatem, u t in ea sit J rds minimum. 
A t hoc casu Filius Tuus dissentit, negatque pro hoc casu cycloidem satis- 
facere,2) etiamsi ipsius aequatio prioris problem atis, quam eo casu quo 
est m =  1 mihi perscripsit, cum mea apprime consentiat.

Hujusmodi autem problematum solutio mea in genere ita se habet.3) 
Invenienda sit inter omnes omnino curvas iisdem terminis comprehensas 
ea, in qua j  Zdx  habeat maximum minimumve valorem. Sit autem x  ab- 
scissa, y  applicata, atque

d y  =  p d x -  dp  =  q d x ; dq —  r d x ; dr  =  s d x  etc.;

ope quarum substitutionum  ex Z  omnia differentialia exterminari poterunt, 
cujuscunque etiam sint gradus; hoc autem facto differentietur Z, sitque 

d Z - =  M d x  +  N d y  -)- P d p  +  Qdq  - f  B d r  +  S d s  +  etc.,

1) Siehe die Abhandlung von E u l e r ,  Solutio problematis a celeb. B a n .  B e r n o u l l i o  

propositi; C om m en t. acad . sc. P e tr o p . 10, 1738 (gedruckt 1747), S. 164—180.
2) D i e s e  B e m e r k u n g  y o n  E u l e r  i s t  s c h w e r  z u  v e r s t e h e n ,  d e n n  i n  d e m  z i t i e r t e n  

B r i e f e  v o m  24. M a i  1738 s a g t  D a n i e l  B e r n o u l l i  ( s ie h e  Fuss, a . a .  O. S. 448): „Wenn 
a b e r  c o n d i t i o n i  h u j u s  p r o b l e m a t i s  d i e  a e ą u a l i t a s  p e r i m e t r i  d a z u g e t h a n  w i r d ,  s o  finde 
i c h  d i e s e  a e ą u a t i o n e m ,  p o s i t o  ds c o n s t a n t i ,

2 R d R
CIS —  ~ i : i

|/( —  4 R  R  +  4 n  R  +  g)

quae est ad cycloidem, si fiat n =  0“.

3) Siehe die Abhandlung yon E u l e r , Curvarum maximi minxmive proprietate 
gaudentium imentio nova et facilis; C om m en t. aca d . sc. P e tr o p . 8 , 1736 (gedruckt 
1741), S. 159—190.
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unde facillinio negotio aequatio pro curva quaesita formabitur baec:

0 =  N -  * *  4- -  * *  4- -  etcdx ^  dx2 dxa +  dxl

At si in Z  non solum differeutialia, sed etiam integralia contineantur, 
pro ejusmodi casibus peculiarem adeptus sum solutionem, qua pariter 
statim sine ulla figurarum descriptione aequatio pro curva quaesita facillime 
formari potest; bocque modo id genus problematum quae yulgo sub 
nomine isoperimetricorum comprebendi soient, latissimo sensu atque singu- 
lari facilitate solutum dedi, ut nibil amplius in boc negotio bacque 
analyseos parte desiderandum videatur.

Sed ne Tibi tam prolixe scribendo molestus fiam, litteris bisce finem 
imponam, me meaque omnia Tibi, Y ir Celeb., submisse commendans. 
Yale, Yir Excellentissime, meque amore prosequi non desine.

Dabam Petropoli d. 30 Jul. 1738.

17*.
B ern oulli an E u ler  September (?) 1738.

Yerloren; zitiert von E u l e b  in seinem Brief yom 20. Dezember 1738 („cum litteras Tuas 
postremas ex omni capite gratissimas accepissem“).

18.
Euler an B ernoulli 20. Dezember 1733.

Antwort. auf B e e n o u l l i s  yerlorenen Brief vom September (?) 1738. Original in der Bibliothek 
der Akademie der Wissenschaften in Stockholm.

Inhatt. Die von J o h a n n  B e r n o u l l i  in Aussicht genommene Arbeit iiber die 
Hydraulik — Uber die Herausgabe der C o m m en ta r ii der Petersburger Akademie. — 
tiber den Inhalt des E u Ł E R S c h e n  Tentamen novae tlieoriae musicae. — Uber die Beendigung 
der Scientia navalis und Aufschliisse iiber den Inhalt der Arbeit. — Uber die allge
meine Losung isoperimetrischer Probleme und iiber das im yorhergehenden Brief 
behandelte Problem. — Eine merkwiirdige Eigenschaft der elastischen Kurve.

Yir o Excellentissimo J o a n n i  B e r n o u l l i  S. P. D.
L e o n a r d u s  E u l e r .

Cum litteras Tuas postremas ex onmi capite gratissimas accepissem, 
mox occasio se obtulit................................

Quamobrem Te nomine Academiae rogare jussus sum, u t novam et 
incomparabilem theoriam de motu aquarum sine ullo temporis dispendio

1) 71/2 Zeilen sind gestrichen, ohne Zweifel von E u l e r  selbst vor dem Absenden 
des Briefes, wie aus seinem folgenden Brief ersichtlich ist.
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ad nos transm ittasx) eamque vel per Filium Tuum Celeb. vel directe buc 
expedias, atque ad Illustr. Praesidem nostrum dirigas. Ego enim resti- 
tutionem sumtuum non facile obtineo ab Academia, eo quod in tali 
commercio pro litteris ad Praesidem directis nequidem portorium  postu- 
latnr. Maxime autem desidero Tuas meditationes bydraulicas perlegere, 
cum ego jam dudum imperfectionem, qua baec doctrina etiam nunc trac- 
tari solet, cognovissem, ac frustra omne studium in genuina metbodo dete- 
genda collocassem. Quo magis ergo impedimenta in bac re perspicio, eo 
majorem utilitatem  ex Tua tbeoria capere spero.

Ceterum solutionem Tuam succintam problem atis de motu corporum 
in orbitis m obilibus,2) pariter ac Filii Tui Celeb. dissertationes3) nobiscum 
communicatas in conrentibus nostris praelegi, ex quo mox C o m m e n t a r i i s  
nostris sunt insertae; speramus autem residuos tomos omnes sequenti anno 
prelo committere atque absolvere: jam  enim finitus est tomus sextus, 
continens annos 1732 et 33, et reliqui quinque anni in tribus tomis com- 
prebendentur; ita ut in posterum  finito quoque anno mox tomus Comment .  
publicari queat. Ne autem uni tomo quotannis adimplendo materia desit, 
invitandi sunt exteri Academiae sodales, u t suas meditationes communicent, 
inter quos maximam fiduciam in Te, Yir Excell., Filioque Tuo Celeb. col- 
locamus. Proximo autem vere ad Te m ittentur opera nostra quae tum 
erunt parata, Tibique adbuc desunt.

Initio sequentis anni T ra c ta tu s ..............................4) Musica quem jam
ante aliquot annos conscripseram 5) prelo c o m m itt i ................................ et
genuina barmoniae principia detexisse mibi videor: egregie e n im .............
suggessit tam cum musica yeterum quam bodierna c o n g ru u n t ...................
scilicet systema sonorum diversorum omnium ad barmoniam quandam . . 
ducendam idoneorum sub termino ąuodam generali comprebendi oportet, 
cujus singuli diyisores ipsos sonos systematis exbibeant. Ita  iste terminus

1) Die betreffende Arbeit des J o h a n n  B e r n o u l l i  wurde in zwei Abteilungen an
E u l e r  gesandt, die erste am 7. Marz 1739, die zweite am 31. August 1740 (siehe 
Fuss, a. a. O. II S. 18, 42).

2) Siehe oben S. 276 Anm. 1.

3 ) Ohne Zweifel handelt es sich um die zwei Abhandlungen des D a n ie l

B e r n o u l l i : Commentationes de immutatione et extensione principii consewationis mrium
vivarum, ąuae pro motu corporum coelestium requiritur und Commentationes de statu 
aeguilibii corporum humido insidentium in den C om m en t. acad . sc. P e tr o p . 10, 
1738 (gedruckt 1747), S. 116—124, 147—163.

4) Das Papier des Briefes ist oben beschadigt, so daB Teile yon fiinf Zeilen fehlen.
5) Uber das Tentamen novae theoriae musicae vgl. E u l e r s  Brief an J oh . B e r n o u l l i  

yom 25. Mai 1731 (B ib lio th . M athem . 43, 1903, S. 383—386).
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generalia 2łt . 3 3. 5 ,  est exponens generis diatonici P t o l e m a i c i ,  ejus enim 
divisores omnes intra rationem 1 : 2 contenti dant sonos bujus generis 
unius octavae intervallum replentes. Diyisores enim simplices neglecta 
binarii potestate, quae sonos tantum una pluribusve octayis eleyat, sunt:

1; 3; 32; 33; 5; 3 .5 ; 32.5 ; 33. 5;

quorum singuli per ejusmodi binarii potestates multiplicati, ut intra rationem 
duplam cadant, sequentes praebebunt numeros sonos generis diatonici sin- 
gulos exponentes

96: 108: 120: 128: 135: 144: 160: 180: 192.
C: D : E  : F  : Fs: G : A  : H  : c .

quod sjstem a a recepto non differt nisi quod bic ingrediatur sonus Fs,  
qui omitti est solitus, quo quidem tbeoria nil turbatur. Generis yero usu 
nunc maxime recepti diatonico-cbromatici 12 sonos intervallo unius octavae 
continentis observayi exponentem esse 2 . 3 3 . 5 2, cujus sunt duodecim 
divisores simplices

1; 3; 32; 33; 5; 3.5;  3 2.5;  3 3.5;  52; 3. 52; 32. 52; 33. 5 2;

qui per binarii potestates in unius octavae interyallum reducti, sequens 
dabunt sonorum systema

27.3: 2-1.52: 24 33 2.32.52 25.3 .5 29.1 22.33.5: 26.32 23.3.52 27.5 33.52 24.32.5
384: 400 : 432 450 480 512 540 : 576 600 640 675 720

C : Cs : D Ds E F Fs G Gs A B II

Haeque sonorum proportiones tam exacte cum iis, quae a noyissimis 
Musicis practice sunt stabilitae, conveniunt, u t unicus sonus B  aliquan- 
tillum discrepet; solent enim ponere rationem A : B  u t 25 ad 27, cum 
per tbeoriam sit u t 128 ad 135. Quemadmodum autem totum sonorum 
systema exponente exprimi potest, ita quaelibet consonantia boc modo per 
exponentem repraesentari atque ex exponente suayitas consonantiae diju- 
dicari potest; quae omnia in tractatu  breyi prodituro abunde explicavi et 
demonstrayi.

Nunc etiam ad finem perduxi tractatum  de situ et motu corporum 
aquae innatantium  quem, quia ad nayes potissimum omnes meditationes 
direxi, Scientiae navalis nomine insignire placuit; ex quo nonnulla, quae 
ad situs firmitatem aestimandam spectant, atque ad motum oscillatorium 
definiendum Tecum, Y ir Celeb., communicayi. Minime autem principia illa 
bydrostatica trita  commemorayi, quasi Tibi essent incognita, sed eum in 
finem, u t indicarem ea non sufficere ad firmitatem dijudicandam: quo enim 
corpus talem situm conservet, neque a minima vi de eo deturbetur, aliud
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qu id  in su p er re q u ir itu r , quod  firmitatem appello; quae in casu antę per- 
scrip to  m ih i est

cujus expressionis ratio ita se habet, ut ea, si corpus angulo infinite parvo 
dw circa axem illum horizontalem, ad quem formuła est accommodata, 
inclinetur, per hunc ipsum angulum m ultiplicata praebeat momentum yirium 
corpus in situm aequilibrii restituentium. Hacque circumstantia arbitror 
oinnp. dubium, quod circa hanc formulam movisti, sublatum iri. Ceterum 
utique lapsui calami est adscribendum si dixi singulas corporis particulas 
per quadrata distantiarum suarum a centro gravitatis m ultiplicari debere, 
cum distantiae ab axe illo borizontali per centrum grayitatis duet o, circa 
quem oscillationes peraguntur, computari debeant. Quod denique ad axem 
illum attinet, circa quem corpus vel oscillationes conficit, vel se in situm 
aequilibrii restituit, is perpetuo situm habet horizontalem et per centrum 
gravitatis transit, interea autem centrum grayitatis recta yel ascendere 
vel descendere poterit ita u t semper debita portio aquae maneat submersa.

Quae scripsisti, Yir. Celeb., de cono et conoide parabolico, ea calculo 
repetito rectissime se habere deprehendo, atque errorem in examine primum 
instituto m o i animadyerti; non solum autem situs aequilibrii obliqui 
a Te assignati debitis proprietatibus gaudent, sed etiam semper firmitatem 
habent, nisi respectu axis majoris in sectione aquae, cujus respectu firmitas 
eyanescit, id quod etiam rei natura declarat, cum ejusmodi corpus tali 
mutationi, qua axis corporis inclinatio ad horizontem non afficitur sed in 
aliam tantum  regionem urgetur, non reluctetur.

Ceterum in ipso tractatu  meo non adeo sollicitus fui in sitibus aequi- 
librii obliquis pro quoque corpore inyestigandis, cum omnia ad nayes prae- 
cipue direxerim, in quibus aequilibrii situs debet esse erectus et sponte 
datur. Theoria autem Filii Tui, quam de hoc eodem argumento nobiscum 
communicavit, mirifice cum meis consentit, et insignes quasdam proprie- 
tates obseryayit, quas ego non annotavi, quamobrem non dubito quin 
ipsius theoria de oscillationibus cum meis penitus sit consensura.

Quae scripsisti de oscillationibus yerticalibus :) maxime sum admiratus, 
praesertim  propter simplicitatem expressionis et insignem usum, quem in 
explorandis nayium ponderibus praestare possunt. Yeritatem  principii Tui 
de minima distantia inter ambo centra grayitatis utique agnosco, neque 
tam  de ejus yeritate quam sufficientia ad situs firmitatem definiendam 
dubitayi atque etiamnum dubito, cum firmitas non solum a positione 
horum  centrorum sed etiam a sectione aquae pendeat. E x fundamento

1) Vgl. Joh. B e k n o d l l i , Opera omnia T. IV S. 294—296.
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autem, quo istud principium nititur, scilicet ut commune corporis et aquae 
centrum grayitatis locum infimum petat, puto explicari debere, cur nayes 
in mari agitato per undas motu accelerato ascendant, retardato vero de- 
scendant; cujus phenomeni causa mibi similis videtur illi, qua levia corpus- 
cula aquae in vase quodam contentae innatantia ad latera accedant, si 
quidem aqua ad latera magis sit elevata, sed de hujus generis principiis 
hydrostaticis, quando aquae superficies non amplius est horizontalis, nil 
certi adbuc statuere valeo.

Quod ad formulam meam generałem pro problemate isoperimetrico 
attinet, ea rectissime se babet, atque ambos casus a Te allegatos utique 
sub se complectitur: substitutiones

d y  —  p d x ,  dp  =  qdx,  etc.

ideo tantum facio, ut speciem differentialium tollam; non autem quasi in 
hac substitutione noyitatem vel aliud mysterium latere putarem. Ilia qui- 
dem formuła, quam perscripsi, latissime patet, atque non solum ad problema, 
quo curvae propositae sunt ejusdem longitudinis sed etiam si quaecunque 
proprietates vel una vel plures iis sunt communes, est accommodata: quando 
autem inter omues curvas isoperimetras ea postulatur, in qua sit \ Z d x  
maximum vel minimum, existente Z  functione quacunque arcus s, abscissae x, 
applicatae y, et quantitatum

d 11 dp da= p :  —  q: j 2- =  r, etc.dx  ’ dx L̂ , dx

E rit igitur Z  quantitas finita nulla differentialia saltem specie talia in se 
continens, sed quantitates tantum  finitas s, x, y, p,  q, r, etc. Quare, si 
functio Z  differentietur, habebit d Z  ejusmodi formam

L d s  +  M d x  -f- N d y  +  P d p  4  Qdq  etc.

ac quantitates, L, M,  N, P, Q etc. erunt cognitae. Ex his vero sequens 
pro curva quaesita mihi invenitur aequatio

A d .  -----=  d. - j - 4 — t \ L d x  +  N d x  -  d P +  ^  +  etc,
V(1 +PP) ^(l+ P P ) dx dx2 ’

in qua solutione non solum ambo Tui casus continentur, sed etiam Filii 
Tui quaestio de radio osculi. Sit enim Z  functio solius arcus s, evanescent 
quantitates iii, N,  P, Q etc. eritque

A d . — Ą — - =  d . — - Ą — - ] L d x  
V (i —ł— p p ) V (i + pp)

seu integrando

Bibliotheca Mathematica. III. Folgę. V. 19

A  4 - B ^ {1 +  —  =  \ L d x ,
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quae differentiata dat
_____ _  L i x  -

p 2 y  ( i  +  p 2) V  ( i  +  p p )

u “ de f it  r  .  B d p

L i s = — t r
et g

\ L d s  =  Z =  C +  ->

ąuare cum sit p  =  %  orietur haec aeąuatio pro curya quaesita:

{Z  — G) d y  =  B d x .

Simili modo si sit Z  functio quaecunque applicatae y ,  erit

d Z  =  N d y

eyanescentibus L,  M, P, Q etc., habebiturque baec aequatio

A d  • —  —4 ^ T i

seu

et

V(l + pp)  ( l + P P h

Apdp
N d y  —

(1 +  PP)!

ita u t sit
i N i » -  z  ~  B  ~  m r w f

A d x  —  d s ( B  — Z).

Hocque modo omnia problemata, quae in hoc genere proponi possunt, 
resolvere licet, etiamsi differentialia secundi gradas, altiorumye in Z  insint. 
At si differentialia secundi gradus insint, reperitur immediate aequatio 
differentialia quarti gradus, quae ob quatuor constantes in integratione 
ingredientes, non per duos terminos, per quos curva transeat, sed per qua- 
tuor demum determinatur: cujusmodi est problem a Filii Tui, quod mihi 
omnino determinatum videtur, si curvae quaesitae vel quatuor puncta, vel 
positio tangentium  in terminis curvae detur; quod problema ope ejusdem 
canonis resolvi. Cum enim sit radius osculi

(1 +  d x  _ _  (1 +  p *f t  
dp q

ob =  2 ; et elementum curvae ds —  d x ^  (1 +  pp) ,  habebitur ista espressio
& cc

‘im  +  1
[dx (1 -j- pp) 2
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maxima minimaye efficienda; eritąue
3 m  +  1

unde ad meam solutionem sum perductus.1)
Observavi nuper insignem elasticae rectangulae proprietatem , in qua 

si abscissa ponatur x, est applicata

quae expressiones ita sunt comparatae, ut inter se comparari nequeant. 
At si abscissa sumatur =  a, inveni2) rectangulum sub applicata et arcu 
comprebensum aequale esse areae circuli cujus diameter sit abscissa =  a; 
quae observatio mibi quidem notatu maxime digna videtur.

Damnum denique ex decoctione mercatorum quod es perpessus ex 
animo doleo.

Yale, Vir Celeberrime, meque favore Tuo amplecti non desinas. 

Dabam Petropoli d. 20 Decembr. 1738.

1) Y g l. d ie  A b h a n d h m g  von E u l e r ,  Solutio problematis cajusdam a celeb. D an. 
Bebnoullio propositi; C om m en t. a c a d .  s c .  P etro p . 1 0 , 17.38 ( g e d r u c k t  1747), 
S. 164-180 .

2) Soviel ich weiss, hat E u l e b  diesen Satz zuerst am Ende seiner Abhandlung 
Theoremata circa reductionein formularum integralium ad circuli ąuadraturam (M isce ll. 
B e r o lin . 7, 1743, S. 129) veroffentlicht. Friiher geschrieben war yermutlich die Ab
handlung Be productis ex infinitis factoribus ortis (C om m ent. acad . sc. P etro p . 
11, 1739 [gedruckt 1750], S. 3—31), wo der Satz S. 11— 12 bewiesen wird.

et longitudo curvae

19*



2 9 2 F e l ix  M u LLEB.

Das Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik

1869— 1904.

Yon F e l i x  M u l l e r  in Friedenau-Berlin.

AnlaBlich des Entschlusses des H errn E m i l  L a m p e , die Redaktion 
des J a h r b u c h e s  u b e r  die  F o r t s c b r i t t e  d e r  M a t h e m a t i k  baldmoglichst 
jiingeren Kraften anzuyertrauen, bat es der Herausgeber der B i b l i o t b e c a  
M a t b e m a t i c a  fiir angebracbt gebalten, den Lesern einen kurzeń bistoriscben 
Riickblick ' auf die Entstehung und Entwickelung dieses sebr yerdienst- 
licben Unternebmens zu b ie ten ; er bat micb darum ersucbt, einen solcben 
A rtikel fiir seine Zeitschrift zu redigieren.

Es war im Dezember des Jahres 1869, ais mein lieber Freund und 
Kollege C a r l  O i i r tm a n n  mich aufforderte, ihm bei der Begriindung einer 
Zeitschrift behiilflich zu sein, die nach dem Vorbild der F o r t s c h r i t t e  
de r  P h y s i k  eine systematisch geordnete Ubersicht iiber alle neuen Er- 
scheiuungen auf dem Gebiete der mathematischen W issenschaften zu geben 
bestimmt sein sollte. Begeistert yon dem Piane, iiberzeugt von der Un- 
entbehrlichkeit eines solchen Unternehmens, die Schwierigkeiten, die sich/ O /
der Ausfuhrung desselben entgegenstellten, nicht ahnend, sagte ich mit 
Freuden meine Hilfe zu. Die nachsten W eihnachtsferien benutzten wir 
dazu, das im Jahre 1868 erschienene Materiał zu sammeln und systematisch 
zu ordnen. Die Titel der Einzelwerke entnahmen wir dem Buchhandler- 
Borsenblatt und einzelnen damals noch recht diirftigen Bibliographien. 
Die Zahl der Zeitschriften, aus denen wir die im Jahre 1868 erschienenen 
Artikel auszogen, betrug 78, unter denen 24 deutsche, 18 franzosische, 
12 englische und 12 italienische. H atten wir gewuBt, dafi schon damals 
die Anzahl der Zeitschriften mathematischen Inhalts ca. 350 betrug, so 
hatten wir yielleicht ganz und gar Abstand genommen yon unserem Yor- 
haben, aus Furcht, daB unser Jahrbuch gar zu unyollstandig wiirde. Einen 
Teil dieser Zeitschriften muBten wir durch Kauf erwerben, andere wurden 
uns im Lesesaal der Konigl. Bibliothek und der K. Gewerbeakademie zur
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Yerfiigung gestellt. Besonders dankbar erwahnen muB ich. die Unter- 
stiitzung des inzwischen yerstorbenen Bibliothekars P r i t z e l ,  eines Bota- 
nikers (die Konigl. Bibliotbek zu Berlin batte daraals noch keinen Mathe- 
matiker unter ihren Beamten).

Aber nicht nur Titel wollten wir in unserem Jahrbuche geben, sonderno /
R eferate. D esh a lb  w and ten  w ir  uns an eine grofie Z ah l von  M athem atikern  

m it der B itte , das Jah rb uch  durch U bernahm e yon  R eferaten  zu ford em . 
D er groB te T e il der a lteren  H erren  gab  uns —  w ie  w ir  vorau sgeseh en  —  
eine n eg a tiy e  A n tw ort; doch  versich erten  sie uns ibres leb h aften  In teresses  
an dem  von  u ns gegru n d eten  h o ch st yerd ien stlich en  U nternehm en. D iese  
ganze K orrespon denz w ar p sy ch o lo g isc h  in teressan t und lehrreich . E in  

ganz ju n ger  P riya td ozen t w o llte  erst se inen  L ehrer K um m er fragen , ob er 
seinen  N a  m en zu  einem  so lcb en  U n tern eh m en  h ergeb en  diirfe. E in em  
andern lieB en d ie F iille  se iner n eu en  Ideen  k ein e Z e it , sich  m it den  Ge- 
danken anderer M athem atiker zu  b esch aftigen . M ehrere erklarten  sich  
bereit R eferate zu  lie fe m , fa lls  d ie R ed ak tion  d iese lb en  yeran tw ortlicb  
unterzeichnete, w as n atiir lich  dankend a b geleb n t w urde. E s  g e la n g  uns  
en d lich , folgende Listę yon Referenten fiir den ersten Jabrgang zu ge- 
w innen: F r ie d r .  A u g u s t  (B er lin ), H. B r u n s  (B erlin ), R, H o p p e  (B erlin ),
E. H u t t  (B er lin ), E . K r e t z s c h m e r  (Frank furt a. 0 . ) ,  A . M a y n z (L ud- 
w ig s lu st) , Edm. M e y e r  (H isto r ik er , B e r lin ) , F e l i x  M u l l e r  (B er lin ), 
L. N a t a n i  (B er lin ) , E . N e t t o  (B e r lin ) , C a r l  O iir t m a n n  (B er lin ) , R ud. 
R a d a u  (B er lin ), A d . S ch u m a n n  (B er lin ), R ud . T e i c h e r t  (F reien w ald e a. O.), 
A lb . W a n g e r in  (B er lin ) und J. W o r p it z k y  (B erlin ).

U nser lieb er  F reu n d  u nd  K o lleg e  B e r n h a r d  S c h w a l b e  u n terstiitzte  

uns durch se in e b e i der R ed ak tion  der F o r t s c h r i t t e  d e r  P h y s i k  ge- 
w on n en en  E rfah ru n gen ; ihm  yerdan k ten  w ir vorn em lich  m anchen  p rak tisch en  

W in k  fiir d ie rein  tec h n isch e  S eite  der R ed aktion . D ie  rein  m ecb an isch en  

A rbeiten: das A u ssch re ib en  der T ite l,  das Z erschn eiden  der J o u rn a le , die 
b ei e in ze ln en  n icb t m it dem  B la tte  endenden  A rtik e ln  n o tw en d ig en  A b-  
scb r iften , d ie Y ersen d u n g  des M ateria ls , e in en  T e il der b eg le iten d en  
K orrespon denz, d ie H e rste llu n g  der N am en - und S ach reg ister  u. a. iiber- 
nahm  zu u nserer groB en F reu d e F rau  LuiSE Oh r t m a n n . S ie  h a t sich  
durch b ew u n d em sw iird ig en  E ifer  fur d ie S ach e und durch  u n erm iid lich en  

FleiB  ein  grofies Y erd ien st um  d ie E n tste h u n g  und F ord eru n g  des Jahr- 

b u ch es erw orben.
Da die meisten der oben genannten ersten Mitarbeiter in Berlin 

wobnten, so konnten O h r t m a n n  und ich in haufigen Besprechungen mit 
diesen Herren die systematische Einordnung der L iteratur gewissenhaft 
beraten. W ir hatten fur die Systematik 12 Abschnitte mit im ganzen 
39 Kapitelu gewahlt. Auch unsere yerehrten Lehrer B o r c h a r d t ,  K r o -
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n e c k e r  und W e i e r s t r a s s  yerpflichteten uns durch lliren stets bereiten 
freundlichen R a t  zu besonderer Dankbarkeit. Auf ibre Fiirsprache bin 
erkliirte sich G e o r g  R e im e r  bereit, den Yerlag des Jabrbuches zu iiber- 
nebmen.

Leider yerzogerte sicb das Erscbeinen des ersten Heftes durch den 
Krieg, an welchem mehrere der oben genannten M itarbeiter teilnahmen, 
bis zum Februar 1871. W ahrend meines Aufenthalts in Frankreich wurde 
C a r l  O h r t m a n n  in den Redaktionsgeschaften durch meinen Freund 
A l b e r t  W a n g e r i n  freundlichst unterstiitzt.

D ie  w o h lw o llen d e  A u fn a h m e, w e lc h e  das erste H e ft  und  die b eiden  

fo lg en d en  H e fte  se iten s der F a ch g en o sse n  fanden , yor a llem  die a llse it ig e  
A nerk en nu ng, w e lc h e  u ns fiir d ie ern stlich e  B em iih u n g  w ard, zur F ord eru n g  
m ath em atisch er S tu d ien  b eizu tragen , erm u tig te  u n s an  d ie H erau sgab e des 
zw eiten  J a h rg a n g es m it g es te ig er te r  K raft h eran zu treten . Zu unserer 
F reud e trat H err A l b e r t  W a n g e r in  je tz t  in  die R ed a k tio n  ein. E s w ar 

u ns g eg liic k t, m it m ehreren  H erau sgeb ern  m ath em atisch er  Z eitsch riften  
und m it e in zeln en  A k ad em ien  in  T au sch verk eh r zu  tre ten ; au ch  w urden  

u ns je tz t  za h lreich e E in zelw erk e und S ep aratab ziige  zu r B erich tersta ttu n g  

zu g esch ick t. G e o r g  R e im e r  ste llte  u n s in  lib era lster  W e ise  se in en  ganzen  
n eu eren  m ath em atisch en  Y er la g  zur Y er fiig u n g  u nd  b esch affte  uns eine  
R eih e  y o n  Z e itsch riften  zu  b ed eu ten d  erm aB igten  P reisen . F ern er traten  
w ir m it m ehreren  G eleh rten  des A u sla n d es in  Y erb in d u n g , d ie s ich  bereit  
erk larten , d ie u ns u n z u g a n g lic h e  L iteratu r ih res L an des fiir  u nser Jahr- 

b u ch  zu bearb eiten . U m  d ie Y er zo g e ru n g , w e lc h e  das E rsch ein en  des 

ersten  B an d es er litten  h atte , w ied er au szu g le ich en , y er e in ig ten  w ir  in  den
2. B and die b eid en  Ja h rg a n g e 1869 und 1870. M it A u sn a lim e der H erren  

Edm . M e y e r  und R. R a d a u  lie fer ten  die am  ersten  B an d ę b e te ilig te n  

R eferen ten  w eitere  B e itra g e  fiir  den  2. B and, und  zu  ih n en  traten  h in zu :
G. B a t t a g l i n i  (N e a p e l), J. C a se y  (K in g sto w n , D u b lin ) , A. C a y le y  (C am 

b rid ge), A . C l e b s c h  (G o ttin g en ), M. C u r tz e  (T h o rn ), J. G la i s h e r  (C am 
b rid ge), M. H a m b u r g e r  (B e r lin ) , P . C. V . H a n s e n  (K o p e n h a g en ), O. 
H e n r i c i  (L o n d o n ), G. J u n g  (M ailand ), F e l i x  K l e i n  (E r la n g e n ), A . K o r k in e  
(P e tersb u rg ), C a r l  N e u m a n n  (L e ip z ig ) , A . O b e r b e c k  (B er lin ), W . S c h o l z  
(B er lin ), H . S c h u b e r t  (H ild esh e im ), O. S t o l z  (In n sb ru ck ), A. W i t t s t e i n  
(L e ip z ig ) , G. Z o l o t a r e f f  (S t. P etersb u rg ).

Leider war der 2 . Band erst im Jahre 1873 yollendet, da die Be- 
schaifung der franzosischen L iteratur infolge der durch den Krieg yerur- 
sachten Yerkehrsstorungen sich yerzogerte und eine langere Arbeitsein- 
stellung in der Offizin der Verlagshandlung den Druck unterbrach. Desto 
mehr beschleunigten wir die Yorbereitungen fiir die folgenden Bandę, so 
daB in  den folgenden Jahren regelmaBig ein Band erscheinen konnte.
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Die Zahl der exzerpierten Zeitschriften betrug schon bei dem zweiten 
Bandę 100 und stieg mit dem 10. Bandę auf 170; der eigentliche Text, 
ohne die beiden Register, der beim 1. Bandę 426 Seiten umfaBt hatte, 
erreichte beim 4. Bandę 609, beim 9. 815, beim 15. 1000 Seiten. Die 
Zahl der Artikel, die im ersten Jahrgange 838 war, stieg im 4. Bandę 
auf 1068, im 9. auf 1600. Solche Zahlen lassen deutlich erkennen, wie 
viel Miihe die Herausgabe des Jahrbuches mit der Zeit erheischte, und 
wie groB die Schwierigkeiten, die ein solches Unternehmen mit sich bringt, 
mit der Zeit wurden. In allwochentlichen Konferenzen kamen wir drei, — 
Ohrtmann, W angerin und ich, — zusammen, um uns iiber laufende, das 
Jahrbuch betreffende Fragen zu beraten. Die wissenschaftliche Arbeit, 
die hier zu leisten w ar, die systematische Einordnung des Materials, die 
Yerteilung an die Mitarbeiter, die Drucklegung der eingegangenen Berichte 
und vieles Andere, gewahrte uns einen groBen GenuB. Nicht frei von 
YerdrieBlichkeiten war die Korrespondenz mit den Referenten, die haufig 
mit recht schwer zu befriedigenden Anspriichen hervortraten oder wieder- 
holt an die rechtzeitige Lieferung der Referate oder an die Riickgabe 
des Zeitschriftenmaterials u. a. erinnert werden muBten, auch bisweilen 
ganz unerwartet ihre Mitarbeit aufkiindigten. Dann hieB es neue Referenten 
zu gewinnen, die schwierigste Aufgabe der Redaktion. DaB mehrfach die 
Yerfasser yon Aufsatzen mit den Berichten, die iiber ihre Arbeiten ge- 
liefert wurden, unzufrieden waren, ist ja selbstverstandlich. Diese Unzu- 
friedenheit rief sogar ein Gegenunternehmen gegen das J a h r b u c h  ins 
Leben, das R e p e r t o r i u m  d e r  l i t e r a r i s c h e n  A r b e i t e n  a u s  
d e m  G e b i e t e  d e r  r e i n e n  u n d  a n g e w a n d t e n  M a t h e m a t i k .  
„ O r i g i n a l b e r i c h t e  d e r  Y e r f a s s  er", gesammelt und herausgegeben 
von Leo K ónigsberger und Gustav Zeuner, Leipzig, B. G. Teubner, 
B. 1—2 (1877, 1879).

A u s den m eh rstiin d igen  gem ein sam en  K on ferenzen  nahm  dann ein  

Jed er von  u ns D reien  sein  b eson d eres R ed ak tion s-A rb e itsp en su m  m it nach  
H ause. D er  L o w en a n te il der A rb eit fie l se lb stverstan d lich  unserem  lieb en  
F reun de C a r l  O h rtm a n n  z u . D esh a lb  hieB es m it R ech t vom  11. B andę  
(Jhrg . 1879) an a u f dem  T ite l:  „u nter b eson derer M itw irk u n g  der H erren  
F e l i x  M u l l e r  und A l b e r t  W a n g e r in  h erau sgegeb en  von  C a r l  O h r t -  

m an n “. U n erm iid lich  b estrebt, das von  ih m  b eg o n n en e W erk  zu yervo ll-  
k om m nen, op ferte C a r l  O h r tm a n n  a lle  K rafte und a lle  Z eit, w e lch e  ih m  
se in e a m tlich e  T a tig k e it  iib rig  lieB. E r  sch o n te  s ich  n ich t, a is se lb st die 

Y o rb o ten  der sch w eren  K ran k h eit sich  ze ig ten , der er am 22. A p r il 1885 
er lieg en  so llte . A u f  dem  sch m erzen sreich en  K rank en lager g ew ah rte  ih m  
d ie B e sc h a ftig u n g  m it dem  J a h r b u c h e  T rost und  E rh eb u n g . 15 Jah r

g a n g e  (1868—81) in  14 B an d en  h at er fe r tig g e ste llt  und den 16. fast
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bis zum Druck gefordert und sicb dadurcb ein scbones ewiges Denkmal 
in der mathematischen W issenschaft errichtet.

Uns beiden, W a n g e r i n  und mir, die wir 15 Jahre hindurch mit 
C a r l  O h r t m a n n  an der Redaktion des Jahrbuches in ungetriibter H ar
monie gearbeitet hatten, war es yergonnt, unsern lieben Freund auf dem 
Sterbebette durch die Nachricht zu erfreuen, daB es uns gelungen sei, 
durch Hinzuziehung neuer Krafte das Fortbestehen des Jahrbuches zu 
gewahrleisten. In einer von Freunden des J a h r b u c h e s  abgehaltenen 
Versammlung stellte sich an die Spitze der Leitung ein Mann, der wie 
wenige geeignet war, das J a h r b u c h  mit seltener Energie weiterzufiihren: 
E m il  L a m p e . E r hatte sich bereits ais jahrelanger Helfer des Professor 
K r o n e c k e r  bei der Herausgabe des J o u r n a l s  f iir  M a t h e m a t i k  bewahrt. 
Ihm  zur Seite tra t unser gemeinschaftlicher Studienfreund, M a x  H e n o c h ,  
ein bescheidener selbstloser Gelehrter, der, durch keine amtlichen Berufs- 
pflichten in Anspruch genommen, bereit war, seine ganze Zeit dem Jahr- 
buche zu widmen, ohne aus der Herausgabe des Jahrbuches einen Erwerb 
zu machen. In  ihm fand E m i l  L a m p e , der yon nun an die Seele der 
Redaktion wurde, einen treuen Mitarbeiter, der sich allen Anordnungen 
widerspruchslos fiigte. In den nachsten Jahren stieg die Zahl der jahrlich 
angefiihrten Artikel auf mehr ais 2000, da L a m p e , der Zeitstromung und 
seiner amtlichen Stellung Rechnung tragend, auch die technische Literatur 
beriicksichtigt wissen wollte. Es ist hier nicht der Ort, die Frage zu 
erortern, ob eine solche Erweiterung des J a h r b u c h e s  (der 20. Band 
schwoll auf 90 Bogen an! — ) yon Yorteil fiir dasselbe war. Yielleicht 
ware im Gegenteil eine Beschrankung auf die reine M athematik yorteil- 
hafter gewesen; es konnten die technischen, physikalischen und astrono- 
mischen Arbeiten, fiir welche besondere referierende Zeitschriften be- 
stehen, ganz ausgeschlossen werden.

Leider war es unserm lieben M a x  H e n o c h  nur 5 l L  Jahre lano- ver-O
gonnt, sich der ihm lieb gewordenen Arbeit an dem Jahrbuch zu widmen. 
Am 26. September 1890 erlag er einem Herzleiden, das er jahrelang mit 
groBer Geduld getragen. Auf seinen W unsch stellte sein Vater beim Tode 
des geliebten Sohnes der Redaktion die Mittel zur Verfiigung, einen 
Gehiilfen fiir die rein mechanischen iiufieren Arbeiten, die —  wie wir 
gesehen, —  in den ersten 15 Jahren von Frau O h r tm a n n  ausgefiihrt 
wurden, zu gewinnen.

Mit Beginn des Jahrganges 1898 tra t H err G e o r g  W a l l e n b e r g  in 
die Redaktion des Jahrbuches ein, und in neuester Zeit ist es Herrn 
E m il  L a m p e  gelungen, jiingere Krafte aus den Mitgliedern der B e r l i n e r  
M a t h e m a t i s c h e n  G e s e l l s c h a f t  zu gewinnen, welche bereit sind ihm 
bei Erledigung der immer groBer werdenden Redaktionsarbeit zu helfen.
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Augenblicklich ist das erste Heft des 33. Bandes (Jahrgang 1902) im 
Druck. Da aus ahnlichen Griinden, wie im 2. Bandę, auch im 25. Bandę 
2 Jahrgange (1893 und 1894) vereinigt wurden, so umfaBt bis jetzt das 
J a h r b u c h  die mathematische L iteratur yon 35 Jahren.

D ie  Z a h l d e r  R e fe re n te n  b e t r a g t  189, y o n  d en e n  n u r  a n  einem  J a h r 
g a n g e  m itg e a rb e i te t  28, a n  zw ei J a h rg a n g e n  7, a n  m e h r  a is  9 J a h rg a n g e n  
72 u n d  a n  m e h r  a is  19 fo lg e n d e  23, d ie  n a c h  d e r  D a u e r  ih r e r  M itw irk u n g  
g e o rd n e t  s i n d : (35 J . )  F e l i x  M u l l e r  u n d  A l b e r t  W a n g e r i n ,  (34)
A. M a y n z , (33) M. H a m b u r g e r f ,  (32) P. M a n s io n ,  (31) R, H o p p e  f  u n d
H . S c h u b e r t ,  (29) S. D i c k s t e i n ,  (28) F r i e d r .  A u g u s t  f ,  (27) V. S c h l e g e l ,  

(25) J . G l a i s h e r  u n d  K. M ic h a e li® , (24) A. C a y le y  f ,  A d . S c h u m a n n  f ,  
C a r l  N e u m a n n  u n d  E . T o p l i t z ,  (23) G. T e i x e i r a ,  (22) E . N e t t o ,  
(21) G. E n e s t r o m ,  u n d  (20) E m il  L a m p e , H . B r u n s ,  F r a n z  M e y e r  u n d  F r .  
E n g e l .  Y o n  y e rs to rb e n e n  M ita rb e ite rn , d ie  s ic h  u m  das J a h r b u c h  iib e r  

d ie  F o r t s c h r i t te  d e r  M a th e m a tik  g a n z  b e so n d e rs  y e rd ie n t g e m a c b t h a b e n , 
n e n n e  ic h  zu m  S ch lu B : F k i e d r .  A u g u s t ,  J o h n  C a se y , A r t h u r  C a y le y ,  
A l f r .  C l e b s c h ,  M a x  C u r t z e ,  M. H a m b u r g e r ,  M a x  H e n o c h ,  R. H o p p e , 
J u l .  L a n g e ,  W . L a z a r u s ,  S o p h u s  L ie , A n t .  O b e r b e c k ,  C a r l  O h r t -  
m a n n , A d . S c h u m a n n , W. S t a h l  u n d  F r .  S t u d n i ć k a .  E h r e  i h r e m  

A n d e n k e n !
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Welche Forderungen 

sind an Rezensionen mathematischer Arbeiten zu stellen?
Yon G. E n e s t r o m  in Stockholm.

Um yon yornherein MiBverstandnis vorzubeugen, bemerke icb sogleich, 
daB die in der Uberschrift vorkommende Frage gar nicht bedeutet, daB ich 
inbetreff der Rezensionen m athematischer Arbeiten ganz besondere Nor men 
aufstellen will, die in diesem Artikel angegeben werden sollen. Durch die 
Frage habe ich vielmehr ausdrlicken wollen, daB es auch fur den Mathe-O '
matiker von direktem Interesse sein muB in Erw agung zu ziehen, wie 
eine Rezension abgefaBt werden soli, und daB ich hier diese allgemeine 
Frage mit besonderer Riicksicht auf die Leser, fiir welche die B i b l i o t h e c aO f
M a t h e m a t i c a  bestimmt ist, behandeln werde.

Yon einer Rezension im eigentlichen Sinne des W ortes kann man 
meines Erachtens in erster Linie fordern, daB sie eine m otm erte  W ert- 
schatzung der besprochenen Arbeit bietet, aber fiir diesen Zweck ist offen- 
bar eine kritische U ntersuchung derselben notig. N un ist es aber klar, 
daB eine solche Untersuchung nicht befriedigend ausgefiihrt werden kann, 
sofern nicht der Rezensent sachkundig ist, und daB dieser dazu unparteiisch 
sein <oll, damit das Resultat nicht unzuyerlassig werde.

DaB eine wirkliche Rezension in erster Linie sachkundig sein muB, 
ist so selbstverstiindlich, daB eine E rlauterung dieser Forderung eigentlich 
iiberfliissig scheint. Indessen ist es in vielen Fallen sehr schwierig fest- 
zustellen, wie groB die Sachkunde sein soli, und tatsachlich kommt es 
vor, daB die Yerfasser besprochener Arbeiten ohne geniigende Grunde 
ihren Rezensenten die hinreichende Sachkunde aberkennen. In  diesem 
Punkte wird man nie zu einem yollstandigen EinYerstandnis gelangen, und<-> o O /
man kann nur behaupten, daB es caetens paribus um so besser ist, je 
groBere Sachkunde der Rezensent besitzt.

on groBer Bedeutung muB es auch sein, daB eine Rezension un- 
partedsch ist, denn sonst kann man nicht sicher sein, daB die besprochene 
Arbeit richtig  gewiirdigt wird. Dennoch darf man hier nicht zu weit



gehen, weil es oft fiir das mathematische Publikum von groBem Interesse 
sein muB zu erfahren, wie eine mathematiscbe Scbrift, die eine gewisse 
Richtung reprasentiert, von dem Yertreter einer anderen Richtung beurteilt 
wird. Freilicb ist es in solchen Fallen nótig, die Yoraussetzungen aus- 
driicklich hervorzuheben, die der W ertschatzung zugrunde liegen.

W ie icb schon betont habe, erfordert jede wirkliclie Rezension eine 
kritische Untersuchung der in Betracht gezogenen Arbeit, aber damit ist 
gar nicbt gesagt, daB alle Einzelheiteu dieser Untersuchung dem Publikum 
yorgelegt werden sollen. Im allgemeinen bat jede Arbeit sowohl Yer- 
dienste ais Fehler, und die Hauptfrage wird also, ob Rezensionen mathe
matischer Arbeiten wesentlich nur die Verdienste oder zugleich auch die 
Fehler hervorheben sollen; hierm it hangt auch die Frage sehr nahe zu- 
sammen, inwieweit die K ritik bei der Erwahnung der Fehler schonend 
sein soli.

Sieht man von den eigentlichen Lehrbiicbern ab, kann man wohl im 
allgemeinen behaupten, daB ein mathematischer Yerfasser keinen geniigenden 
materiellen Ersatz fiir seine Miihe bekommt, und man muB folglich geneigt 
sein anzunehmen, daB er durch seine literarische Tatigkeit beabsichtigt, 
der Wissenschaft niitzlich zu sein. Aber diese Absicht ist in jedem Fali 
lobenswert, und man konnte vielleicht hieraus folgern, daB die Renzension 
eigentlich nur konstatieren sollte, bis zu welchem Grade es dem Yerfasser 
gelungen ist, seine lobenswerte Absicht zu verwirklichen. Yon dem 
Gesicbtspunkte des betreffenden Yerfassers kann ja  diese Argumentation 
geltend gemacbt werden, wenn man auch versucht wird, dabei zu bemerken, 
daB tatsachlich einige Mathematiker mehr aus Ehrgeiz ais aus Interesse 
fiir die W issenschaft bewogen werden ais Yerfasser aufzutreten, und daB 
es iibrigens den meisten Yerfassern niitzlich sein muB, auf die etwaigen 
Fehler ihrer Arbeiten aufmerksam gemacbt zu werden. Aber es gibt einen 
anderen Gesichtspunkt, der wenigstens ebenso sehr Beachtung verdient, 
namlich der des mathematischen Publikums, und von diesem Gesichts- 
punkte aus ist es angebracbt, nicht nur iiber die Verdienste der besprochenen 
Arbeit, sondern auch iiber ihre Fehler zu berichten. W enn eine m athe
matische Schrift veroffentlicht wird, so geschieht dies wohl fast immer, 
damit sie gelesen, oft auch, damit sie gekauft werde, und eine Rezension 
ist um so wertvoller, je mehrere Fachgenossen daraus ersehen konnen, ob 
es ihnen niitzlich sein wird, die betreffende Schrift zu lesen oder dieselbe 
sogar zu kaufen. N un gibt es freilich Mathematiker, die ein gewisses 
Gebiet vollstandig beherrschen, und diese brauchen nur zu wissen, daB 
eine einschlagige Schrift wenigstens einige Yerdienste hat, um zur Ein- 
sichtnahme derselben bewogen zu werden. Aber fiir die meisten stellt 
sich die Sache wesentlich anders; sie haben weder Zeit noch Lust alles
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zu leseu, was iiber eineu besonderen Gegenstand geschrieben wird, und 
sie sind auch nicht kundig genug, um sogleich zu sehen, inwieweit die 
Einzelheiten einer ihnen yorgelegten Schrift richtig  sind. Fiir solche 
Facligenossen muB es offenbar ein Gewinn sein, wenn die Rezensionen 
auch die Fehler der besprochenen Arbeiten erwiihnen, denn sie konnen 
dadurch teils ausfindig machen, welche Arbeit ihnen am besten paBt, teils 
yermeiden, durch die Fehler dieser Arbeit irre geleitet zu werden.

Auch aus anderen Griinden kann es niitzlich sein, wenn es zur 
Gewohnheit wird, die Fehler der erschienenen Schriften offentlich zu er- 
wahnen. Die literarische Produktiyitat auf dem m athematischen Gebiete 
ist jetzt so groB, daB es zweckmaBig ist, den Yerfassem, die nicht eine 
wirklich gute Arbeit leisten konnen oder leisten wollen, die Drucklegung 
ihrer Manuskripte wenigstens bis zu einem gewissen Grade zu erschweren. 
Und diesen Zweck erreicht man meines Erachtens, wenn man das Publikum  ’ 
und dadurch auch die Yerleger mathematischer Arbeiten auf die Fehler 
solcher Yerfasser aufmerksam macht, denn auf diese W eise werden einige 
derselben abgeschreckt, weitere Schriften zu yeroffentlichen, und andere 
yeranlaBt, kiinftighin ihre Arbeiten grlindlicher zu reyidieren, bevor sie 
gedruckt werden.

Es ist auch klar, daB man im allgemeinen eine Rezension niitzlicher 
macht, wenn man den Lesern durch Heryorheben sowohl der Yerdienste 
ais der Fehler ermoglicht, sich eine selbstandige Ansicht iiber den W ert 
der besprochenen Arbeit zu bilden, ais wenn man wesentlich nur die 
Yerdienste erwahnt und dann ein Gesamturteil hinzufugt.

Mit dem, was ich bisher bemerkt habe, konnen wohl die meisten 
Fachgenossen im groBen und ganzen einverstanden sein, aber weit groBer 
muB der Meinungsunterschied werden, wenn man zu der oben angedeuteten 
Frage libergeht, inwieweit die K ritik , die in einer Rezension yorkommt, 
schonend sein soli. Inbetreff dieser Frage scheint man sehr geneigt zuO O o
betonen, daB der Yerfasser einer m athematischen Schrift einen an sich 
lobenswerten Zweck yerfolgt, namlich der W issenschaft zu dienen, und 
daB seine etwaigen Yersehen schon aus diesem Grunde mild zu beurteilen 
sind; handelt es sich um eine Arbeit, die entschieden groBe Yerdienste 
hat, geht man zuweilen so weit, daB man eine Besprechung, wo die Kritik 
etwas mehr zur Geltung kommt, fast unangezeigt findet. Mit Ansichten 
dieser A rt kann ich mich nicht einyerstanden erklaren, denn auch wenn 
der Zweck der Herausgabe einer mathematischen Schrift lobenswert ist, 
kann die Schrift selbst fiir die W issenschaft schadlich werden, sofern sie 
ohne hinreichende Sachkunde oder Genauigkeit bearbeitet worden ist. 
Eine solche Schrift kann namlich andere ebenso unberufene Yerfasser 
anspornen, Arbeiten derselben A rt zu publizieren, sie kann unter gewissen



Umstanden verhindern, daB andere, wirklich gute Arbeiten iiber denselben 
Gegenstand veroffentlicht werden, sie kann auch leicht dazu beitragen, 
daB sich le lile r unnótiger Weise verbreiten. Ist man aber iiberzeugt, daB 
eine Schrift Nachteile dieser Art mit sich bringen wird, so hat man gewiB 
keinen AnlaB, ihre Yerdienste besonders liervorzuheben, und die Fehler 
mehr im Yoriibergehen zu erwahnen.

W esentlich anders liegt natiirlich die Saclie liinsichtlich der wirklich 
wertvollen Arbeiten, aber auch hier kann es die P flich t der Kritik sein, 
auf die vorhandenen Fehler ausdriicklich liinzuweisen. Ganz besondere 
scheint mir ein solches Hinweisen notig, wenn andere Besprechungen 
einer an sich vorziiglichen Arbeit wiederholt lobende Urteile bringen, die 
den nicht sachkundigen Leser irre fiiliren konnen. Ein solcher Fali liegt 
z. B. inbetreff der zweiten Auflage der CANTORschen Yorlesungen 
iiber Geschichte der Mathematik vor. Im J a h r b u c h  iib e r  d ie  F o r t -  
s c h r i t t e  de r  M a t h e m a t i k  hat namlich der Referent, der iiber diese 
Arbeit berichtet, behauptet, daB in den besonderen Abteilungen der neuen 
Auflage „iiberall, soweit dies notig, die bessernde. Hand zu spiiren ist" 
(30 [1899], S. 1); „iiberall am rechten Platze die bessernde Hand den neu 
erschlossenen Quellen gerecht geworden ist"; (31 [1900], S. 1) „iiberall 
die bessernde Hand angelegt worden ist" (32 [1901], S. 1). Aber bekanntlich 
hat Herr Ca n t o r  bei der Bearbeitung der neuen Auflage keine besonders 
groBen Anstrengungen gemacht, um die ganze mathematisch-historische 
Literatur des letzten Jahrzehntes des 19. Jahrhunderts zu rerwerten, und 
das W ort „iiberall" des Rezensenten ist darum irreleitend, auch wenn man 
es cum grano salis nimmt. In  der Tat haben mir bisweilen jungę Yer
fasser Artikel fiir die B i b l i o t h e c a  M a t h e m a t i c a  gesandt, worin ohne 
weiteres ais abgemacht vorausgesetzt wird, daB die CANTORschen Yor
lesungen alles, was bisher iiber eine gewisse Frage publiziert war, gebiihrend 
beriicksichtigt haben, so daB es uberfliissig ist, die iibrige einschlagige 
mathematisch-historische L iteratur zu studieren. Unter solchen Umstanden 
habe ich es fiir richtig  erachtet, in meinen Rezensionen iiber die Yor
lesungen auf das wahre Sachyerhaltnis hinzuweisen, obgleich ich wuBte, 
daB dies einigen Yerehrern des hochyerdienten Yerfassers nicht angenehm 
sein wiirde.

Ich gehe jetzt zu einigen Einzelheiten iiber, die zwar nicht besonders 
wichtig sind, aber dennoch nicht ganz belanglos sein diirften.

Es ist wohl allgemein gebrauchlich, schon am Anfange einer Rezension 
den Titel der zu besprechenden Arbeit anzugeben, aber nicht immer wird 
der genaue W ortlau t desselben zitiert. Gegen Auslassungen unwesent- 
licher W orte ist natiirlich nichts einzuwenden, aber wirkliche Anderungen
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und besonders Ubersetzungen in eine andere Spracbe balte icb fiir unan- 
gebracbt. Es kommt oft vor, daB ein Bibliograpb inbetreff ibm unzugang- 
licher Scbriften auf Rezensionen angewiesen ist, und wenn darin die Titel 
nicbt richtig und in der Originalsprache angegeben sind, so konnen da
durch leicht MiBverstandnisse entstehen. —  Dem Titel soli eine genaue 
Angabe der Seitenzahlen beigefiigt werden, also z. B. auch die Seiten- 
zahlen des Yorwortes (oder der Einleitung), wenn dies besonders paginiert 
ist; bisweilen ist das Yorwort sehr lang, und dann kann das Auslassen 
der Seitenzahlen desselben zu einer unrichtigen Yorstellung vom Umfange 
des Buches yeranlassen.

Ob man yor der kritischen Abteilung der Rezension einen kiirzeren 
oder langeren Bericht iiber den wesentlichen Inhalt der Schrift bringen 
soli, ist wohl eigentlich eine Geschmacksache. Einigen Lesern wird ein 
solcher Bericht sicherlich willkommen sein, und der Yerfasser kann bis
weilen daraus ersehen, wie eingehend der Rezensent die Schrift studiert 
hat. Ausnahmsweise kommen auch Berichte vor, aus denen man ausfindig 
machen kann, daB der Rezensent die Arbeit, die er besprechen sollte, 
uberhaupt n i c h t  gelesen hat,1) und in einem solchen Falle ist ja der

1) E ig en tlic h  kann m an w oh l n ie  a u f  Grund e in es R eferates m it B estim m th eit  
sagen , dafi der B erich tersta tter  d ie  betreffende Sch rift gar n ic h t g e le se n  hat, aber 
b isw eilen  is t  d ie  W a h rsch e in lich k eit dafiir so groB, daB sie  fa st zur G ew iB h eit w ird, 
un d  d iese  B eh au p tu n g  erlaube ich  m ir h ier  m it e in em  B e isp ie le  zu  b e leg en . In der 
Z eitsch rift L ’e n s e i g n e m e n t  m a t h e m a t i ą u e  4  (1902), S. 2 2 6 — 227 k om m t eine  
B esprech ung der zw ei le tz ten  L ieferu ngen  des d r itten  B and es der Vorlesungen iiber 
Geschichte der Mathematik vor, w orin  schon  am  A n fange g e sa g t  w ird , daB „1’auteur  
aborde l ’oeuvre de Jacques B ernoulli qu i precisa  le s  n o tio n s em ises par P ascal et 
F ermat sur le s  p rob ab ilites e t  qui m it entre le s  m ains des m ath em a tic ien s le  precieu x  
in strum ent du ca lcu l ex p o n en tie l“ . N u  u is t  es zuerst k la r , daB d ie  un rich tige  
A n gabe, J akob B ebnoulli hab e den M athem atikern  d ie  E x p o n en tia lrech n u n g  zur Y er- 
fiig u n g  g e ste llt , n ic h t aus der CANTORSchen A rbeit entnom m en w orden  ist, w o  S. 232 
ganz r ic h tig  a n g egeb en  w ird, J ohann B ernoulli hab e 1697 d ie  G rundzuge der R ech nu ng  
m it E xponentia lgróB en  fe stg es te llt;  a u f  der anderen S e ite  findet sich  a u f S. 162 des 
vom  R ezen sen ten  im  Jahre 1900 h erau sg eg eb en en  B u ch es: Histoire des mathematigues 
fo lgen d er  P a ssu s: „J acques B ernoulli . . precisa  le s  n o tio n s em ises par P ascal et
Ferm at sur le s  probab ilites . Enfin e t  su rtou t on lu i e st red evab le  du C alcul exp on en tie l, 
cette  partie  de 1 ana lyse  devenue s i  feco n d e11. Schon  d iese  B eo b a ch tu n g  w ird  b e i dem  
Leser Y erd ach t erregen, daB es sich  n ic h t h ier  um  e in en  S ch reib feh ler  in  den  A uf-  
zeich n u n gen  han delt, d ie der R ezen sen t b e i dem  D u rch lesen  der zu b esp rechenden  
A rbeit g em a ch t hat, sondern daB er ohne w e iteres se in  e ig en es  B u ch  abgeschrieb en  
h a t ;  in  der T at z e ig t  e in e  V erg le ich u n g  der R ezension  m it der z itier ten  Histoire des 
maihematigues, daB jen e  w esen tlich  e in  A u szu g  aus d ieser ist, un d  zw ar so, daB das 
R eferat auch N o tiz e n  e n t h a l t ,  d ie  in  d e n  CANTORschen Vorlesungen u b e r h a u p t  n ich t  
vorkom m en. D urch d ie  fo lg en d en  Z itate  w ird  der Leser im stan d e s e in , sich  ein  
selb stan d iges U rteil h ieriiber zu b ild en .
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Bericht insofern niitzlich, daB er zeigt, wie wenig Yertrauen die Rezension 
yerdient.

W ie die eigentliche kritische Besprechung meiner Ansicht nach 
beschaffen sein soli, habe ich schon im allgemeinen angegeben, fiige aber 
hier noch ein paar kleine Bemerkungen hinzu. W enn man eine Aus- 
stellung gegen den Yerfasser macht, ist es wohl zweckmiiBig, die Richtig- 
keit derselben durch Beispiele zu belegen, es sei denn, daB die Ausstellung 
ziemlich unbedeutend ist oder von jedem Leser der Schrift unmittelbar 
bestatigt wird. Die Frage, ob man auch kleinere Fliichtigkeitsfehler sowie 
offenbare Schreib- oder Druckfehler notieren soli, kann ja yerschiedentlich 
beantwortet w erden; fiir meinen Teil halte ich solche Fehler fiir nicht 
durchaus gleichgiiltig, denn durch dieselben konnen leicht Unrichtigkeiten 
yerbreitet werden, die spater andere weit mehr fehlerhafte Angaben 
yerursachen.

Ich habe mich bisher nur mit Rezensionen im eigentlichen Sinne des 
W ortes beschaftigt, und es ware ohne Zweifel am besten, wenn jede 
mathematische Schrift wirklich kritisch besprochen werden konnte. Aber 
teils ist es leider sehr schwierig, fiir die meisten Schriften Fachgenossen 
aufzufinden, die geneigt und geeignet sind, Rezensionen zu liefern, teils

A n g e b l ic h e  R e z e n s io n  d e r  CANTORSchen 
Vorlesungen, a. a. O. S. 226, 227.

M o n t m o r t , d a n s  s o n  Essai sur les jeux 
de hazard, d o n n a  d e s  f o r m u l e s  p o u r  l a  

s o m m a t i o n  d e  e e r t a i n e s  s u i t e s  e n t r e  a u t r e s  

c e l l e  q u i  p e r m e t  d e  r e p r e s e n t e r  l a  s o m m e  

d e  n t e r m e s  d ’u n e  s e r i e  d o n t  l e s  d i f f e r e n c e s  

f i n i s s e n t  p a r  s ’a n n u l e r .

O n  y  [ d a n s  le  Traite de dynamique d e  

d A l e m b e r t ]  r e n c o n t r e  u n e  m e th o d e  g e n e 

r a le  p e r m e t t a n t  d e  r a m e n e r  to u te s  le s  lo is  

d u  m o u v e m e n t  a  d e s  ą u e s t io n s  d ’e q u i l ib r e .

II  su f f i t  d ’e x p r im e r  q u e  le s  fo rc e s  q u i  

m e u y e n t  le  s y s te m e  c o n s id e re  e q u i l i b r e n t  

le s  fo rc e s  q u i  d e p la c e r a i e n t  le s  p a r t i c u le s  

d e  1’e n s e m b le  in d e p e n d a m m e n t  le s  u n e s  

d e s  a u t r e s  e t  q u e l le  q u e  s o i t  l a  f a ę o n  d o n t  

s ’o p e re  l a  t r a n s l a t i o n .

Ausziige aus der Hisłoire des mathe 
matigues (1900), S. 167, 179.

Dans son Essai d’analyse sur les jeux 
de hazard, il [ M o n t m o r t ]  donna plusieurs 
formules pour la sommation de eertaines 
suites, entre autres celle qui permet de 
representer la somme de n termes d’une 
serie dont les differences finissent par 
s’annuler

I I  [ d A l e m b e r t ]  y  donna une methode 
generale permettant de ramener toutes les 
lois du mouvement a des questions d’equi- 
libre, en exprimant que les forces donnees 
qui meuvent le systeme considere equi- 
librent les forces qui deplaceraient les 
particules de l ’ensemble independamment 
les unes des autres et quelle que soit la 
faęon dont s’opere la translation.

frberhaupt habe ich in der fraglichen Rezension keine Stelle auffinden konnen, 
die darauf hindeutet, daB der Rezensent die zu besprechende Arbeit gelesen hat. 
Allem Anschein nach hat er nur das Inhaltsverzeichnis fliichtig angesehen und weiter 
das Yorkommen der Kamen gewisser Mathematiker konstatiert, worauf er aus seinem 
Buche einiges abgeschrieben hat, das sich auf diese Mathematiker bezieht.



fehlt es uns noch an einer besonderen mathematischen Literaturzeitung. 
Unter solchen Umstanden miissen sehr oft bloBe Anzeigen, worin vielleicht 
im Yoriihergehen ein paar kritische Bemerkungen vorkommen, ais Ersatz 
fiir wirkliche Rezensionen dienen. Man findet zuweilen die Ansicht aus- 
gesprochen, daB Bemerkungen dieser A rt iiberhaupt nicht in Anzeigen 
eingefugt werden sollen, da sie nicbt naher m otiviert werden und es also 
dem Leser durchaus unmoglich ist, ihre R ichtigkeit zu priifen. Diese 
Ansicht ist gewiB nicht vollstandig unbegriindet, aber auf der anderen 
Seite sehe ich nicht ein, warum solche Bemerkungen ganz unterdriickt 
werden miissen; wenn sie namlich m it groBer Yorsicht gemacht werden, 
konnen sie gewiB niitzlich sein.
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Kleine Mitteilungen.

Kleine Bem erkungen zur zweiten A uflage von Cantors „Yorlesungen iiber 
Geschichte der M athem atik",

Die erste (fette) Zahl bezeiehnet den Band, die zweite die Seite der „Yorlesungen". 
BM =  Bibl io theca  Mathemat ica.

1 : 1 2 ,  s ie h e  BM 13, 1900, S. 265. — 1 : 15, s ie h e  BM 33, 1902, S. 323. — 
1 :2 2 , 29, 34, s ie h e  BM 13, 1900, S. 265—266. — 1 :3 6 , 64, s ie h e  BM 33, 1902, 
S. 137. — 1 : 103, s ie h e  BM 1 ,̂ 1900, S. 266. — 1 :  135, s ie h e  BM 13, 1900, S. 266; 
33, 1902, S. 137. — 1 : 144, 155, 169, 171, s ie h e  BM 33, 1902, S. 137—138. — 
1 :1 9 0 , s ie h e  BM 13, 1900, S. 266. — 1 :1 9 5 , s ie h e  BM 33, 1902, S. 56. — 1 : 197, 
202, s ie h e  BM 13, 1900, S. 266. — 1 : 207, s ie h e  BM 4 3, 1903, S. 283. — 1 :2 2 5 ,  
234, s ie h e  BM 33, 1902, S. 138. — 1 :255, s ie h e  BM 33, 1902, S. 238. — 1 :2 7 2 ,  
s ie h e  BM 4 3, 1903, S. 396. — 1 : 283, s ie h e  BM 13, 1900, S. 499. — 1 :2 8 4 , 321, 
s ie h e  BM 13, 1900, S. 266—267. — 1 :370, s ie h e  BM 13, 1900, S. 319. — 1 :383, 
s ie h e  BM 13, 1900, S. 267. — 1 :3 9 5 , s ie h e  BM 33, 1902, S. 323. — 1 : 4 0 0 ,  s ie h e  
BM 13, 1900, S. 267. — 1 :429 , s ie h e  BM 33, 1902, S. 324. — 1 :4 3 2 , s ie h e  BM 13, 
1900, S. 267. — 1 :434—435, s ie h e  BM 4 3, 1903, S. 3 9 6 -3 9 7 . — 1 : 436, s ie h e  BM 33,
1902, S 138. — 1 :4 3 7 , 440, s ie h e  BM 13, 1900, S. 267. — 1 :4 5 7 , s ie h e  BM 33,
1902, S. 238. — 1 : 463, siehe BM 3 3, 1902, S. 139, 324. — 1 : 466, siehe BM 4 3,
1903, S. 397. — 1 :467, 469, siehe BM 13, 1900, S. 267. — 1 :475 , siehe BM 13,
1900, S. 267—268; 3 3, 1902, S. 139; 4 3, 1903, S. 283. — 1 :4 7 6 , siehe BM 13, 1900,
S. 268. — 1 :508, siehe BM 5 3, 1904, S. 68. — 1 :5 1 0 , siehe BM 13 , 1900, S. 314. —  
1 :5 1 9 —520, siehe BM 3 3, 1902, S. 239. — 1 :5 3 7 , 540, 542, siehe BM 13, 1900, 
S. 268. — l : 622, siehe BM 2 3, 1901, S. 143. — 1 :641 , siehe BM 3 3, 1902, S. 139. — 
1 :6 6 1 , siehe BM 13, 1900, S. 499. — 1 : 662, siehe BM 13, 1900, S. 499; 3 3, 1902, 
S. 139. — 1 : 663, siehe BM 3 3, 1902, S. 405. — 1 : 671, siehe BM 13, 1900, S. 499. — 
1 :6 8 7 —689, siehe BM 2 3, 1901, S. 143— 144; 4 3, 1903, S. 205—206. — 1 :  694, siehe 
BM 1 3, 1900, S. 499; 4 j ,  1903, S. 284. — 1 : 704, 706, 708, 714, 735, 736, 744, 748, 
siehe BM 13, 1900, S. 499—500. —  1 :7 4 9 , siehe BM 13, 1900, S. 2 6 8 . -  1 :  756, 757, 
767, siehe BM 13, 1900, S. 500—501. — 1 :  794, siehe BM 3 3, 1902, S. 139. — 1 :  804, 
805, 807, 808, 812, 823, 852, siehe BM 13, 1900, S. 268—269. — 1 :  853, siehe BM 13, 
1900, S. 501. — 1 : 854, siehe BM 13, 1900, S. 501; 3 3, 1902, S. 324; 4 3, 1903, 
S. 206. — 1 : 855, siehe BM 1 3, 1900, S. 501.

2  : 7, siehe BM 2 3, 1901, S. 351. —  2 : 8 ,  10, siehe BM 13, 1900, S. 501—502. 
2  : 14—15, siehe BM 2 3, 1901, S. 144; 5 3, 1904, S. 200. — 2  : 20, siehe BM 13, 1900, 
S. 502; 3 3, 1902, S. 239. — 2 : 2 5 ,  siehe BM 13, 1900, S. 274. — 2 : 3 1 ,  siehe BM 
83, 1901, S. 351—352; 33, 1902, S. 239—240. — 2  : 34, siehe BM 2 3, 1901, S. 144.
—  2 : 3 7 ,  siehe BM 13, 1900, S. 5 0 2 . -  2  : 38, siehe BM 2 3, 1901, S. 3 5 2 . -  2 : 3 9 ,  
siehe BM 13, 1900, S. 502. — 2 : 4 1 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 352. — 2 :  53, siehe BM 
5 3, 1904, S. 201. — 2  : 57, siehe BM 2 3, 1901, S. 352. — 2  : 59, siehe BM 13, 1900, S. 502.
— 2  : 63, siehe BM 4 3, 1903, S. 206. — 2  : 70, siehe BM 13, 1900, S. 417. — 2  : 73, 82, 
87, 88, 89, 90, 92, siehe BM 13, 1900, S. 502—503. — 2  : 97, siehe BM 33, 1902, S. 406.
— 2 : 9 8 ,  siehe BM 13, 1900, S. 269—270. — 2 : 1 0 0 ,  siehe BM 33, 1902, S. 140. —  
2 : 1 0 1 ,  siehe BM 33, 1902, S. 325. — 2 : 1 0 4 —105, siehe BM 13, 1900, S. 503; 4 3,

Bibliotheca Mathematica. HI. Folgę. V. 20
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1903, S. 397—398. — 2 :111, siehe BM 23, 1901, S. 352. — 2 :116, siehe BM 33,
1902 S. 406. — 2 :122 , siehe BM 13, 1900, S. 503—504. — 2  : 126, 127, siehe BM 33>
1902, S. 406. — 2 : 1 2 8 ,  siehe BM 13, 1900, S. 504. — 2 :1 3 2 ,  siehe BM 13, 1900,
S. 515—516. — 2 :1 4 3 ,  siehe BM 13, 1900, S. 504. — 2 :1 5 7 , 158, siehe BM 23,
1901 S. 352. — 2 :163, 166, siehe BM 1 3, 1900, S. 504. — 2 :175, siehe BM 33, 1902, 
S 140 — 2 : 2 1 0 ,  siehe BM 23, 1901, S. 352—353. — 2 :218, siehe BM 4 3, 1903, 
S. 284. — 2 : 2 1 9 ,  siehe BM 23, 1901, S. 353. — 2 : 2 2 9 ,  242, 243, siehe BM 13, 
1900, S. 504—505. — 2 :2 5 3 , siehe BM 23, 1901, S. 353. — 2 : 273, siehe BM J3,
1900, S. 505. — 2 :274, siehe BM 3 3, 1902, S. 325. — 2 : 282, 283, siehe BM 13,
1900, S. 506; 23, 1901, S. 353—354. — 2 : 284, 286, 287, 289, 290, 291, siehe BM 13, 
1900, S. 506—507. — 2  :296 , siehe BM 23, 1901, S. 354. — 2 : 3 1 3 ,  siehe BM 13,
1900, S. 507. — 2 : 317, siehe BM 5 3, 1904, S. 69. — 2 : 328, siehe BM 3 3, 1902,
S. 140; 43, 1903, S. 285. — 2 : 334, siehe BM 13, 1900, S. 507. — 2 : 353, siehe BM 13,
1900, S. 507; 43, 1903, S. 87. — 2 : 3 5 8 ,  360, siehe BM 43, 1903, S. 87. — 2 : 3 8 1 ,  
siehe BM 13, 1900, S. 507. — 2  : 385, siehe BM 3 3, 1902, S. 81; 4 3, 1903, S. 207.

2 : 386. Von dem Tractatus arithmełice practice qui dicitur algorismus 
des C i r u e l o  fiihrt P o g g e n d o r f f  an der von Herrn C a n t o r  zitierten Stelle eine 
Auflage aus dem Jahre 1495 auf (1496 bei C a n t o r  ist sicherlich nur ein 
Druckfehler), und in der Tat besitzt die Hofbibliothek in Darmstadt eine 
Inkunabel mit dem Titel Tractatus arithmełice practice qui dicitur algorismus, 
dereń Schlufechrift lautet: Arithmetice practice seu algorismi tractatus a 
P e t r o  S a n c h e z  C i r u e l o  noviter compilatus explicit. Impressus Parisius in 
campo gaillardo per Huidonem Mercatoris, anno domini. 1495. die 22. Februarij.

Darmstadt. F r . G r a e f e .

2 : 386, 395, 401, 405, 425, siehe BM 13, 1900, S. 507—508. — 2 : 429 , siehe BM 5 3,
1904, S. 201—202. — 2 : 430, siehe BM 23, 1901, S. 145. — 2 : 440, siehe BM 4 3, 1903, 
S. 285. — 2 : 442, siehe BM 33, 1902, S. 325. — 2 : 449, siehe BM 33, 1902, S. 140. — 
2 : 454, siehe BM 33, 1902, S. 242. — 2 : 474, 480, siehe BM 33, 1902, S. 140— 141. — 
2 : 481, siehe BM 13, 1900, S. 508. — 2 : 482, siehe BM 1 3, 1900, S. 508; 23, 1901, S. 354; 
33, 1902, S. 240. — 2 :4 8 4 , siehe BM 33, 1902, S. 141. — 2 :4 8 6 , 489, 490, siehe BM 13, 
1900, S. 509. — 2 : 497, siehe BM 1 3, 1900, S. 509; 4 3, 1903, S. 87. — 2 : 509, siehe BM | 3,
1900, S. 270, 509. — 2 :5 1 0 , siehe BM 13, 1900, S .509. — 2 :5 1 2 , siehe BM 33, 1902, S. 141.
— 2 : 5 1 4 ,  516, 517, siehe BM 13, 1900, S. 509. — 2 : 530, siehe BM 23, 1901, S. 354 
—355; 33, 1902, S. 141. — 2 : 532, 535, 541, 548, 549, siehe BM l 3, 1900, S. 509— 510.
— 2 : 550, siehe BM 23, 1901, S. 355. — 2 : 554, siehe BM 1 3, 1900, S. 510. — 2 : 555, 
565, 567, 568, siehe BM 43, 1903, S. 285—286. — 2 : 569, siehe BM 13, 1900, S. 510.
— 2 :  572—573, siehe BM 1 3, 1900, S. 510; 33, 1902, S. 141. — 2 :5 7 6 , siehe BM 2 3,
1901, S. 355—356. — 2 :5 7 9 , siehe BM 2 3, 1901, S. 145. — 2  : 5S0—581, siehe BM 4 3,
1903, S. 207. — 2 : 5 8 2 ,  siehe BM 13, 1900, S. 510. — 2 : 5 8 3 ,  siehe BM 13, 1900, 
S. 270; 2 3, 1901, S. 356. — 2  : 585, siehe BM 5 3, 1904, S. 69— 70. —  2 : 592, siehe 
BM 2 3, 1901, S. 146. — 2 : 594, siehe BM 13, 1900, S. 270. — 2  : 597, siehe BM 1 3, 
1900, S. 270; 2 3, 1901, S. 146. — 2  : 599—600, siehe BM 2 3, 1901, S. 146. — 
2 : 6 0 2 ,  603—604, siehe BM 13, 1900, S. 270—271. —  2 :6 1 1 ' siehe BM 2 3, 1901, 
S. 356—357. — 2 :  612, siehe BM 13, 1900, S. 277; 2 3, 1901, S. 146. — 2 : 6 1 3 ,  siehe

2 : 613. Mit Zuhilfenahme der Biblioteca matematica italiana (II, Sp. 506 
5 0 / )  von P. R i c c a r d i  konnen die bibliographischen Notizen uber T a r t a g l i a s  

General trattato di numere e misure unmittelbar kontrolliert und erganzt werden. 
In betreff der franzosischen Ubersetzung gibt R i c c a r d i  1578 ais Druckjahr an 
und verzeicbnet noch eine spatere Auflage vom Jahre 1613 (Paris, Ad. Perier); 
ein Exemplar dieser Auflage besass B .  B o n c o m p a g n i . G .  E n e s t r ó m .
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2 : 6 1 4 ,  620, siehe BM 3 3, 1902, S. 141. — 2 :  621, 623, siehe BM 13, 1900, 
S. 277; 2 3, 1901, S. 146—147. — 2 : 6 3 8 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 147. — 2  : 642,
643, siehe BM 13, 1900, S. 271. — 2 : 6 5 5 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 357. — 2 :  656,
siehe BM 43, 1903, S. 286. — 2 : 6 5 9 ,  660, siehe BM 2 3, 1901, S. 147—148. —
2  : 665, siehe BM 13, 1900, S. 271. — 2  : 669, siehe BM 5 3, 1904, S. 203. —
2 : 6 7 4 ,  siehe BM 43, 1903, S. 88. — 2 : 6 8 3 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 148. —
2  : 693, siehe BM 43, 1903, S. 287. — 2 :  700, 701, 703, 704, 705, siehe BM 13,
1900, S. 271—273. — 2 :  719, siehe BM 2 3, 1901, S. 357. — 2  :720, siehe BM 4 3,
1903, S. 287. — 2 : 7 2 1 ,  siehe BM 13, 1900, S. 273. — 2 : 7 4 2 ,  siehe BM 1 3, 1900, 
S. 273; 33, 1902, S. 142. — 2  : 746, siehe BM 13, 1900, S. 273. — 2  : 747, siehe BM 13,
1900, S. 173; 2 3, 1901, S. 225. — 3 :  749, siehe BM 43, 1903, S. 88. — 2 : 7 6 6 ,  
siehe BM 33, 1902, S. 142. — 2 : 7 6 7 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 148, 357—358. —
2  : 770, siehe BM 43, 1903, S. 208. — 2 : 7 7 2 ,  775, siehe BM 2 3, 1901, S. 358
—359. — 2 :7 7 7 , siehe BM 2 3, 1901, S. 148; 33, 1902, S. 204. — 2 : 7 8 3 ,  siehe 
BM 2 3, 1901, S. 359; 43, 1903, S. 88—89. — 2 :  784, siehe BM 2 3, 1901, S. 148.

2 : 793. Die Angabe, dafi der jiingere F ran c iscu s  van  S ch o o ten  1649 
eine lateinische Ubersetzung der D esca rte ssch en  Geometrie veranstaltete, und 
daB ihr 1659 ein em euter Abdruck m it zahlreichen Erganzungen von ver- 
schiedenen Yerfasssern folgte, ist buchstablich korrekt, aber aus dem, was H err 
C a n to r  weiter unten (S. 798, 799, 820) bemerkt, ersieht man, dafi seine An
gabe in W irklichkeit bedeutet, die 1649 erschienene erste Auflage der latei- 
nischen Ubersetzung enthalte keine Erganzungen von anderen Verfassern. Aber 
in diesem Sinne genommen ist die Angabe entschieden unrichtig. In  der Tat 
enthalt die A uflage yon 1649, abgesehen von der Zueignung, dem Vorworte, 
dem Register und den Yerbesserungen, zusammen 336 Druckseiten, wahrend 
die Ubersetzung der Geometrie nur 118 Seiten, d. h. etwa 1/3 des Buches, ein- 
nimmt. Dann folgt weiter: F l o r im o n d i d e  B e a u n e  in geometriam R e n a t i  D e s  
Ca r t e s  notae breves (S. 119— 161); F r a n c is g i  a  S ch o o ten  in geometriam R e n a t i  
D e s  C a r t e s  commentarii (S. 162— 294); Additamentum [aus der von J . v o n  
W aessen aer 1640 herausgegebenen Schrift: Den onwissen Wiskonstenaer
I. I. S t a m p io e n iu s  ontdeckt] (S. 2 95— 336). G. E nestrom .

2 : 798. Hier finden sich zwei ungenaue Angaben, die davon abhangen,
dafi die erste Auflage der lateinischen Ubersetzung der Geometrie Herrn Ca n t o r

nicht zuganglich gewesen ist. In der Tat mufi Zeile 11 statt „etwa 2 0 “ etwa
10 gesetzt werden, denn die Untersucbungen von J a k o b  v o n  W a e s s e n a e r , um 
die es sich hier handelt, finden sich schon in dieser Auflage (S . 2 6 3 — 264).
Folglich mufi auch Zeile 2— 3 yon unten statt „in der zweiten lateinischen
Ausgabe der Geometrie von 1 6 5 9 “ stehen: „in der ersten lateinischen Ausgabe 
der Geometrie von 1 6 4 9 “. G. E n e st r o m .

2 : 799. Die hier erwahnten Erlauterungen von F l o r im o n d  D e b e a u n e  
finden sich schon in der ersten lateinischen Ausgabe der Geometrie von 1649 
(vgl. oben die Bemerkung zu 2 : 793). G. E n e st r o m .

2 :  802, siehe BM 4 3, 1903, S. 208. — 2 :8 1 2 , siehe BM 4 3, 1903, S. 37.

2 : 8 2 0 .  Die Notae breves yon F l o r im o n d  D e b e a u n e  und die Commentarii 
von F r a n c is c u s  v a n  S c h o o t e n  kommen schon in der ersten lateinischen Aus
gabe der Geometrie (1649) vor (vgl. oben die Bemerkung zu 2 : 793).

G. E n e s t r o m .
'  20*
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2 : 820, 825, siehe BM 2S, 1901, S. 148. — 2  : 832, siehe BM 5 3, 1904, s- 203 
—204 — 2  : 840, siehe BM 23, 1901, S. 148— 149. — 2  : 843, siehe BM 3 3, iOO2, S- 328, 
_  2 : 8 5 6 ,  805, siehe BM 23, 1901, S. 149. — 3 : 876, 878, 879, siehe BM 13, 
1900 S 511 — 2 : 8 9 1 ,  siehe BM 18, 1900, S. 273. — 2 : 8 9 8 ,  siehe BM 4 3, 
1903’ S. 37, 208. — 2 : 901, siehe BM 13, 1900, S. 511. — 2 : 919 , siehe BM 5 3, 
1904* S. 204. — 2 :  V III (Yorwort), siehe BM 3 3, 1902, S. 142. — 2 : IX , X  (Vor- 
wort), siehe BM 13, 1900, S. 511—512.

3 :  9, siehe BM 23, 1901, S. 359. — 3 :1 0 , siehe BM 13, 1900, S. 518. — 3 :11, 
siehe BM 43, 1903, S. 209. — 3 : 1 2 ,  17, siehe BM 13, 1900, S. 512. —  3 : 2 2 ,  siehe 
BM 13, 1900, S. 512; 43, 1903, S. 209. — 3:24, siehe BM 4 3, 1903, S. 209. — 
3 : 2 5 ,  siehe BM 43, 1903, S. 209, 399. — 3 : 26, siehe BM 23, 1901, S. 359. —
3 : 4 5 -4 8 , 49, 50, siehe BM 13, 1900, S. 512—513. — 3 : 70, siehe BM 23, 1901, S. 360.

B : 82 . Den w ichtigen Satz, dafi eine Reihe, dereń Glieder bestandig ab- 
nehmen und alternierend positiv und negativ sind, einen endlichen W ert be- 
sitzt, bat L e ib n iz  schon in seinem Briefe an J. H e r m a n n  vom 2 6 .  Juni 1 7 0 5  
behandelt (L eibnizchs Mathematische Schriften, herausg. von C. I. G e r h a r d t ,  
Abt. I, B . 4 , S . 2 7 2 ) .  Hier bemerkt L e ib n iz  u . a.: „W enn nicht bewiesen wird, 
daB eine Reihe sich dem gesuchten W ert nahert, so dafi wir durch Fortsetzung  
den Fehler kleiner machen konnen a is  eine gegebene GroBe, so konnen wir nicht 
behaupten, dafi die ganze Reihe den gesuchten W ert ergibt“. Dann macht er 
darauf aufmerksam, daB, wenn die Reihe von der Form

a —  b Ą- c — d +  . . . .  
ist, wo +  und —  abwechseln, so nahert sich die ganze Reihe dem gesuchten 
W erte, sobald ,  die Glieder a, b, c etc. sich der N uli nahern oder kleiner werden, 
ais eine beliebige gegebene GroBe “. In diesem Briefe bem erkt L e ib n iz  noch, 
daB es, um einen Konvergenzbeweis zu fiihren, „notwendig ist, das Gesetz oder 
die Fortschreitung der Reihe zu kennen, oder auch das allgem eine Glied derselben 
zu bestimmen*.

Munchen. J . E nkle.

3 : 1 0 0 ,  siehe BM 23. 1901, S. 149. — 3 : 1 1 2 ,  siehe BM 43, 1903, S. 209 
—210. — 3  :116, siehe BM 13, 1900, S. 513. — 3 :  117, siehe BM 13, 1900, S. 518. — 
3 : 1 2 3 ,  siehe BM 13, 1900, S. 513; 4 s , 1903, S. 399. — 3  : 124, siehe BM 3 3, 1902, 
S. 407— 408; 4 S, 1903, S. 400. — 3  :126, siehe BM 43, 1903, S. 288. — 3 : 1 3 1 ,  siehe 
BM 43, 1903, S. 210. — 3 : 1 5 1 ,  siehe BM 3 3 , 1902, S. 326. — 3  : 167, 172—173, 
siehe BM 43, 1903, S. 400. — 3 : 1 7 4 ,  siehe BM 23, 1901, S. 149— 150. — 3  :183, 
siehe BM 13, 1900, S. 432. — 3 :1 8 8 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 241. — 3 : 2 0 1 ,  siehe 
BM 13, 1900, S. 513. — 3 : 2 0 7 ,  siehe BM 13, 1900, S. 519. — 3  :215, siehe BM 2 it
1901, S. 150. — 3  :218, siehe BM 1 3, 1900, S. 513. — 3  :2 2 0 , siehe BM 3 3, 1902, 
S. 326. — 3  : 224, siehe BM 13, 1900, S. 514. — 3 : 2 2 5 ,  228, siehe BM 23, 1901, 
S. 150. — 3 : 2 3 2 ,  siehe BM 13, 1900, S. 514. — 3 : 2 4 4 —245, siehe BM 5 3, 1904, 
S. 205. — 3  : 246, siehe BM 13, 1900, S. 514; 23, 1901, S. 151. — 3  :250, siehe BM 13,
1900, S. 514. — 3 : 3 0 3 ,  siehe BM 23, 1901, S. 155. —  3  :3 3 0 —331, siehe BM 3 3,
1902, S. 2 4 1 -2 4 2 . — 3  : 337, siehe BM 5 3, 1904, S. 206.

3 : 370 371. Schon in dem oben zitierten Briefe an J. H e r m a n n  vom
26. Juni 1705 hat sich L e ib n iz  der Worte „advergere“ und „advergentia“ be- 
dient. Hier schlagt er auch vor, eine vorgelegte Reihe, dereń Konvergenz 
untersucht werden soli, in eine andere zu transformieren, wo -f- und — bei 
den Gliedern abwechseln, worauf man nur nachzusehen hat, ob die Glieder sich 
der Nuli nahern.

Munchen. J . E n k l e .
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3 : 447, 455, siehe BM * 3, 1901, S. 151. — 3 : 473, siehe BM * 3, 1901, S. 154—155; 
43, 1903, S. 401 — 3 :477, 479, siehe BM * 3, 1901, S. 151—152.

3 : 497. Eine dritte Auflage des V. Bandes von O h . W o l f ’s  Elemenła 
matheseos univ. gab J o h .  P e t .  E b e r h a r d  i. J. 1769. Die 3 Auflagen der Elementa 
sind also folgende: Halle 1713—41, ib. 1730 — 52 (Nachdruck Genf 1732— 
38), Halle 1743— 69. Daher mufi es auch heifien: 3 : 514, Z. 5 v. o. 1713 
— 41 statt 1741 und B : 522, Z. 15 v. o. 1713— 41 statt 1714.

F e l ix  M u l l e r .

3 : 498 .  Z. 8 v. o. und Z. 2 v. u., ebenso S. 510, Z. 2 v. o. mufi es 
heifien 1734 statt 1732, ais Erscheinungsjahr der 2: ten Auflage von W o l f ’s  

Lexikon. Es scheint wenig bekannt zu sein, dafi zu diesem Lexikon i. J. 1742 
ein „Zweyter Theil“ erschienen ist, „worinne nicht allein die in der Planimetrie, 
Altimetrie und Stereometrie nothige und niitzliehe Tafel der Wurtzel-, Quadrat- 
und Cubic-Zahlen bis 10 000; desgleichen der Canon Triangulorum, Sodenn 
Henrici Briggii 20 Chiliades Logarithmorum; ingleichen die zur Marckscheide-, 
zur Biirgerlichen und Kriegs-Bau-, wie auch zur Feuerwercker-Kunst gehorige 
Tafeln; sondern auch Hydographische, Geographische, Calendariographische und 
andere niitzliehe Tabellen, und endlich der Canon Sexagenarius und der Sinuum, 
Tangentium und Secantium enthalten; welchen noch einige Mechanische, Hydro- 
statische, Aerometrische und Optische Tabellen beygefiigt sind; Nebst einer An- 
leitung zum Gebrauche derselben und Erklarung der W orter“. In der Yorrede 
zu diesem zweiten Teil verteidigt sich der Verleger gegen W o l f s  Yorwurf des 
i n s u l s um p e t i t u m  ( C a n t o r ,  S. 498), „da man einen andern, der dem Herrn 
Regierungs-Rath W o l f f  an Yerdiensten zwar nicht gleich kommt, doch aber 
im stande war. nach dessen Vorschrift die Sache weiter auszufiihren, zu dieser 
Arbeit zu Hiilffe nehmen mufite“. Wer dieser Andere, der die 2 :te Auflage 
herausgegeben, gewesen sei, wird nicht gesagt, doch wird weiter unten ange- 
gegeben, dafi der Urheber des zweiten Teiles ,,der nunmehr yerstorbene Herr
R i c h t e r ' 1 sei. Nach Herrn E n e s t r ó m s  Yermutung (B iblio th . Mathem.  122,
1898, 54) ist der Yerfasser der zweiten Auflage des W o L F S c h e n  Lexikons der 
von P o g g e n d o r f f  ais am 23. Juni 1742 gestorben angefiihrte G e o r g  F r i e d r i c h  

R i c h t e r ,  also wohl derselbe wie der Verfasser des ersten Teils der Zweiten
Auflage. Die oben erwahnte Vorrede ist freilich vom 20. December 1741
datiert, an dem nach P o g g e n d o r f f ’s  Angabe R i c h t e r  noch nicht verstorben war.

F e l i x  M u l l e r .

3 : 507, siehe BM 53, 1904, S. 71—72. — 3 : 521, siehe BM 8 3, 1901, S. 441. —
3 : 535, siehe BM 43, 1903, S. 401. — 3 : 536, siehe BM 53, 1904, S. 206. — 3 : 565, 
siehe BM 33, 1902, S. 326—327. — 3 : 571, siehe BM 33, 1902, S. 327; 53, 1904, 
S. 72. — 3 : 578, siehe BM 33, 1902, S. 327.

B : 578. Die Z. 23— 24 im Yoriibergehen erwahnte Schrift von J. A. S e g n e r  

erschien nicht 1725 sondern 1728 (siehe unten die Bemerkung zu 3:609) .

3 : 609. Nach 0. M u l l e r  (Słudien zur Geschichte der Mathematik an der 
Universitat Góttingen im 18. Jahrhundert, Leipzig 1904, S . 30) erschien 
J. A. S e g n e r s  Dissertatio epistolica ad G. E. H a m b e r g e r u m  1728 (nicht
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1725). M erkwiirdigerweise hat das T itelblatt ais Druckjahr MDCCXVIII, aber 
im Jahre 17 1 8  war S e g n e r  nur 14, H a m b e r g e r  nur 21 Jahre alt. C. M u l l e r  
gibt noch an, daB die SEGNERSche Schrift in den L e ip z ig e r  g e l e h r t e n  
Z e it u n g e n  17 2 8  ais im September erschienen aufgefiihrt wird.

B :  586  (vgl. S. 722). Den von d ’A l e m b e r t  1 7 4 6  erorterten Satz, dafi 
jede Punktion yon beliebig vielen imaginaren Grofien im m er ais p  -|- ą |  — 1 
m it reellem p  und q gedacht werden kann, liatte N ik o l a u s  I. B e r n o u l l i  schon 
drei Jahre friiher in einem B rief an E u l e r  vom 6 . April 1 7 4 3  ausgesprochen. 
Jener bemerkte namlich (siehe F uss, Correspondance mathematiąue et physiąue 
de ąueląues celebr es geometres du X Y I l I e siecle, St. Petersburg 1 8 4 3 , II 
S. 703): „Affirmo assertum tuum  demonstrari posse, dummodo concedatur (quod 
nemo negabit) omnem ąuantitatem  im aginariam  considerari posse instar func- 
tionis alicujus vel aggregati plurium  functionum ąuantitatis vel quantitatum  
hanc formam habentium b +  y  —  a, ubi b significat ąuantitatem  realem vel 0 , 
et a ąuantitatem  realem affirm ativum “. H ier darf man nicht „functio11 durch 
„Funktion“, sondern yielm ehr durch „algebraischer Ausdruck“ wiedergeben.

G. E n e st r o m .

3 : 6 1 4 ,  siehe BM 4 3, 1903, S. 89—90. — 3 :636—637, siehe BM 83, 1901, 
S. 441. — 3 : 6 4 6 - 6 4 7 ,  siehe BM 53, 1904, S. 206—207. — 3 : 652, siehe BM 23,
1901, S. 446; 53, 1904, S. 207. — 3 : 660, siehe BM 83, 1901, S. 441.

3 : 66 7 . A is Erganzung der friiheren Notiz (BM 23 , 1 9 0 1 , S. 4 4 1 — 442)
iiber die Benutzung des Buchstabens e fiir die Basis des natiirlichen Logarithmen-
system s weise ich auf E u l e r s  Mechanica sive motus scientia analytice exposita
(St. Petersburg 17 3 6 ) hin, w o ( I I S .  25 1 , 2 5 6 — 2 5 7 , 2 6 8 — 2 7 0  u. s. w.) e in
dieser Bedeutung angewendet worden ist, und z war auch hier ohne jede
Erklarung. An der ersten Stelle folgert E u l e r  aus der Gleichung

, ,  qkx
Z =  JC l - r ^ ----- 5-gkx  — oz

ohne weiteres: „habebitur ergo
Z

gfc _  gkx u 
gkx  — bz'

Die erste offentliche Benutzung des Buchstabens e fiir die Basis des natiirlichen 
Logarithm ensystem s diirfte also im Jahre 1 7 3 6  stattgefunden haben, obgleich  
es wahrscheinlich ist, dafi die Abhandlung im 7. Bandę der Petersburger 
O o m m e n ta r ii im Manuskript ein Jahr friiher fertig  war. G. E n e s t r o m .

3 : 667, siehe BM 2 3, 1901, S. 441—442; 5S, 1904, S. 2 0 7 -2 0 8 . — 3 : 686, siehe 
BM 5 3, 1904, S. 208. — 3 : 689, 695, siehe BM » 3, 1901, S. 442. — 3 : 750, 758, 
siehe BM S 3, 1901, S. 446. — 3 : 759, siehe BM 53, 1904, S. 208. — 3 : 760 
766, siehe BM » 3, 1901, S. 4 4 6 -4 4 7 . — 3 : 774, 798, siehe BM 2 3, 1901, S. 442-
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Vermischte historische Notizen.

U n  artic le  de L. C rem ona sur G iovan n i Ceva. Presąue au m6me 
instant ou le cahier 53 : 2 de la B i b l i o t h e c a  M a th e m a tic a  a -ete publie, 
j ’ai retrouve 1’article de L. Cremona Intorno ad un operetta di G io v a n n i  C e v a , 
matemałico milanese del secolo X V I I  j  cite par moi a la page 190 . En effet 
cet article a paru dans la R iv i s t a  g in n a s i a l e  e d e l l e  s c u o le  t e c n ic h e  
e r e a l i  6, 1 8 5 9 , p. 1 9 1 — 206. 6 . L o ria .

Anfragen.

118. U ber d ie  G esch ich te  der H ero n sch en  D reieck sform el im
ch r istlich en  M ittela lter. Die Form el fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks, 
die in moderner Bezeichnung I  =  y' s (s — a) (s —  b) (s —  c) lautet, findet sich 
bekanntlich zuerst bei H eron , der diese Form el an yielen Stellen seiner Arbeiten 
angegeben oder bewiesen hat. Spater trifft man die Form el bei den romischen 
Agrimensoren, bei B rah m ag u p ta  und B h a s k a ra , sowie bei den Sohnen des 
M usa ben S c h a k ir  und anderen arabischen Mathematikern. Im  christlichen 
M ittelalter t r i t t  die Form el, soweit bisher bekannt, zuerst in der von P la to n e  
T ib u rtin o  yerfertigten lateinischen U bersetzung des Liber embadorum des
S av aso rd a  auf (siehe C u r tz e , Urkunden zur Geschichte der Mathematik im 
Mittelalter und der Renaissance, Leipzig 1902, S. 72— 75), etwas spater in 
der von G h e ra rd o  Crem onese herriihrenden Ubersetzung der Geometrie der 
drei Brud er (siehe M. C u rtze , Der Iiber trium fratrum de geometria; N o v a
A c ta  d e r  d e u ts c h e n  A k a d e m ie  d e r  N a t u r f o r s c h e r  49 (Halle 1885),
S. 27 —  31) und in der Geometria practica von L eo n a rd o  P isano  (siehe 
Scriiti di L eo n ar d o  P is a n o  pubblicati da B. Boncompagni I I ,  Roma 1 8 6 2 ,
S. 4 0 — 41). Ferner findet sich die Form el in einem Anhange zu einer dem 
Jo rd a n u s  N em orarius zugeschriebenen Scbrift De ponderibus (siehe B ib l io th .  
M a th em . 53, 19 04, S. 2 0 3 ), sowie in einer H andschrift aus dem Ende des
13. Jahrhunderts (Cod. lat. Monac. 2 3 4 ; siehe C u rtze , Eine Studienreise; 
C e n tr a lb l .  f. B ib l io th e k s w .  16, 1 8 9 9 , S. 2 9 7 — 3 0 1 ) und in einer H and
schrift aus dem Anfang des 14. Jahrhunderts (Cod. Dresd. D b . 8 6 ; siehe
C urtze , Uber eine Handschrift der Icónigl. óffentl. Bibliothek in Dresden; 
Z e i t s c h r .  f i i r  M a th em . 28, 1 8 8 3 , Hist. Abt. S. 1— 1 3 );  auch in der Artis 
metrice practice compilatio von L e o n a rd o  Crem onese, die moglicherweise um  
14 0 0  geschrieben is t, kom m t die Form el vor (siehe C u r tz e , Urkunden zur 
Geschichte der Mathematik im Mittelalter und der Renaissance, S. 3 8 6 — 387). 
Im Druck erscheint sie zuerst bei W idmann (1 4 8 9 )  und L u ca  P a c iu o lo  (1 4 9 4 ).

In den soeben zitierten Schriften komm t die Form el teils m it, teils ohne
Beweis vor. Bewiesen wird sie von Heron , fast auf dieselbe W eise in
dem Cod. Dresd. D b . 8 6 , und eine nicht besonders grofie Modifikation des 
H e ro n schen Beweises gibt der Cod. lat. Monac. 2 3 4 ; etwa dieselbe (oder 
vielleicht genau dieselbe) Modifikation diirfte der Anhang zur Schrift De 
ponderibus bieten. Einen wesentlich anderen Bew eis haben die drei Briider; 
dieser Bew eis findet sich auch bei L eo n a rd o  P isano, spater bei L u ca  P a c iu o lo . 
Dagegen feh lt der Bew eis im Liber embadorum (wenigstens in der von C u rtz e
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łierausgegebenen Redaktion, wo ausdriicklish bemerkt wird, dafi der Beweis zu 
verwickelt ist um leicbt auseinandergesetzt werden zu konnen), und dies i s t  

auch der Fali bei L e o n a r d o  C r e m o n e s e  und b e i  W i d m a n n .
Gibt es im christlichen Mittelalter andere Schriften ais die oben genannten, 

die H e r o n s  Dreiecksformel enthalten? Bringen sie auch Beweise der Formel, 
und stimmen die Beweise mit dem H e r o n schen oder mit dem der drei Briider 
uberein? G. E n e s t r o m .

119. U b er d en  V erfasser  e in er  v o n  C urtze (1898) łie ra u sg eg eb en en  
A lgorism u s-S ch rift aus d em  12. Jah rh u n d ert. M. C u r t z e  bat 1898 eine 
anonyme Algorismus-Schrift aus dem 12. Jahrhundert herausgegeben (siehe 
Abhandl .  zur  Gesch.  der  Mathem.  8 , 1898, S. 17— 27); von diesem 
Traktate waren ihm zwei vollstandige Exemplare bekannt, namlich Cod. lat. 
Monac. 13021 (geschrieben 1163 — 1168) und Cod. lat. Monac. 18927 (aus 
dem 13. Jahrh.). Indessen scheint es, ais ob es wenigstens noch ein drittes 
Exemplar dieser Algorismus-Schrift gS.be, namlich Ms. fonds Sorbonne 980 der 
„Biblioth£que nationale" in Paris. L i b r i  hat namlich in seiner Histoire des 
sciences matliematiąues en Italie (II, S. 299) einige Zeilen aus diesem Manuskripte 
abgedruckt, die mit dem Anfange des yon C u r t z e  herausgegebenen Traktates 
iibereinstimmen. Nach L i b r i  hat die in Paris befindliche Abhandlung den 
Titel: Liber ysagogarum alchorismi in artem astronomicam a magistro 
A. compositus.

Ist diese Abhandlung wirklich identisch mit dem Traktat im Cod. lat. 
Monac. 13021? Kann man dadurch oder auf andere Weise AufschluB iiber 
den Yerfasser des Traktates bekommen? G. E n e s t r o m .
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Rezensionen.
W. W. R. Bali. Breve com pendio di storia  delle m atem atiche. Versione 

dali’ inglese eon note, aggiunte e modifieazioni di D. G a m b i o l i  e G. P u l i t i ,  

riyeduta e corretta di G. L o ria .  Yol. 1 —  2. Bologna, Zanichelli 19 0 3  —
1 9 0 4 . 8 ° , (3) +  X +  (1) +  284  S.; VI +  439  S. L ire  20.

In ihrem Yorworte bemerken die Ubersetzer, dafi es bisher in Italien an 
einem Kompendium der Geschichte der Mathematik gefehlt hat, das m it Vorteil 
sowohl von Schulern an den Gymnasien ais von Studenten benutzt werden 
kann. Sie haben es darum unternommen, das BALLSche Account of the history 
of mathematics, das sie ais eine yorzugliche A rbeit bezeichnen, ins italienische 
zu iibersetzen und dabei sowohl im Texte ais unter der Form von Noten zahl- 
reiche Verbesserungen und Zusatze gemacht. Dazu haben sie ais Anhange zwei 
selbstandige A rtikel gebracht, namlich am Ende des ersten Teiles eine kurze 
Notiz iiber L a scuola pitagorica (von G . P u l i t i )  und am Ende des zweiten  
Teiles einen ausfuhrlichen Bericht Su alcuni matematici italiani dei tempi recenti 
(von D. G a m b i o l i ) .

DaB das Account des Herrn B a l l  Verdienste hat, ist nicht zu leugnen, 
daB es aber an y ie len  Stellen unyollstandig ist, haben die Ubersetzer selbst in 
ihrem Vorworte ausdriicklich hervorgehoben, und hinzugefugt, dafi sie sich 
grofie Miihe gegeben haben, um die Liicken auszufiillen. W enn sie auf der 
anderen Seite nichts iiber die zahlreichen Ungenauigkeiten ihrer Vorlage sagen, 
so bedeutet dies nicht, dafi sie diesen Umstand iibersehen haben, denn in 
W irklichkeit haben sie in Gemeinschaft m it Herrn L or ia  yiele unrichtige An- 
gaben des Originals verbessert. Leider hat es ihnen entweder an Zeit oder an 
Sachkunde gefehlt, um  ihre Arbeit in dieser Richtung befriedigend auszufuhren, 
und in der Tat ist die Arbeit eine besonders schwierige und miihsame. B ei 
der Bearbeitung seines Buches, dessen erste A u flage bekanntlich 1 8 8 8  erschien, 
hatte Herr B a l l  zum Teil unzuyerlassige und schon damals veraltete m athe- 
m atisch-historische Arbeiten benutzt. D ie zwei folgenden A uflagen (1 8 9 3  und 
1 9 0 1 ) haben zwar yiele Verbesserungen der urspriinglichen Angaben gebracht, 
aber eine wirklich eingehende Revision seines Buches hat der Verfasser offenbar 
n i c h t  yorgenommen. N icht einmal die inzwischen erschienenen zwei l e t z t e n  

B andę der C A N T O R seh en  Yorlesungen hat er ausgenutzt, denn sonst wiirde er 
z. B. notwendigerweise e n t d e c k t  h a b e n ,  dafi die n o c h  in der 3. A uflage (S. 40 6 , 
ygl. S. 146  des 2. Bandes der italienischen Ubersetzung) yorkommende Angabe, 
E u l e r  habe im Jahre 1 7 4 4  eine Curvarum maximi minimwe proprietate gauden- 
tium inventio nona et facilis publiziert, unrichtig ist; bekanntlich tragt die 
1 7 4 4  yeroffentlichte A rbeit von E u l e r  den Titel: Methodus inveniendi lineas 
curvas mazimi minimwe proprietate gaudentes, wahrend die yon Herrn B a l l
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erwahnte Schrift 1741  in den C o m m e n ta r ii  a ca d . sc . P e t r o p .  8  (ad 
annum 17 3 6 ) erschien (sielie Ca n t o r , a. a. O. I I I2, S. 8 5 3 , 857 ). Aber abge- 
sehen von den entscbieden unrichtigen Notizen, g ibt es in dem Buclie des Herrn 
B a l l  viele andere Stellen, die beanstandet werden konnen, w eil der Verfasser 
blofie Vermutungen ais wirklicbe Tatsachen erwahnt oder um gekehrt scbwebende 
Angaben unnotigerweise bringt, so dafi der Leser eine unrichtige Auffassung 
yon dem heutigen Stand der m athem atisch-historischen Forscliung bekommt. 
Auch solche Bemerkungen kommen bei Herrn B a l l  nicht selten vor, die an 
sich richtig sind, aber den nicht sachkundigen Leser irre leiten, w eil dieselben 
Bemerkungen m it ebenso gutem  oder sogar noch besserem Rechte an vielen  
anderen Stellen gemacht werden konnten.

Aus dem soeben Gesagten geht heryor, w ie schw ierig es ist, eine wesent
lich verbesserte Ubersetzung des BA LLSchen Buches herzustellen. F iir diesen 
Zweck ware es notig gewesen, yiele Stiicke entweder umzuarbeiten oder ais 
Notbehelf ganz zu streichen. D ie Ubersetzer scheinen dagegen ein anderes Ver- 
fahren gew ahlt zu haben, namlich die m oglichst kleinen Anderungen yorzu- 
nehmen, und darum ist der Erfolg ihrer Bemiihungen, wie ich schon angedeutet 
habe, keineswegs ais w irklich gu t zu bezeichnen. Um  die R ichtigkeit meiner 
Behauptung an einem Beispiele zu zeigen, wahle ich eine S telle , die sich auf 
einen italienischen Verfasser bezieht, und die also gerade in einer italienischen  
Ubersetzung besondere Beriicksichtigung yerdient.

Unter den w ichtigsten Schriften des T a r t a g l ia  hat Herr B a l l  (S. 225  
der 3. Auflage) „an arithm etic, published in tw o parts in 1 5 5 6 ;  a treatise 
on num bers, published in four parts in 1 5 6 0  and som etim es treated as a 
continuation of the arithmetic" aufgefiihrt. Diese Angabe ist yon den Uber- 
setzern (I: S. 2 2 9 ) auf folgende W eise yerandert worden: „una aritm etica pubbli- 
cata in due parti nel 1 5 5 6 , il General trattato di numeri e misure pubbli- 
cato in sei parti nel 1 5 6 0  e considerato talora come un seguito dell’ aritm etica1*. 
Naturlich bringt diese Anderung insofern eine Verbesserung, ais die angeb- 
liche zahlentheoretische Arbeit in yier Teilen gestrichen ist, aber die Unrichtig- 
keiten sind damit noch nicht b ese itig t, denn 1) die sechs Teile des General 
trattato wurden nicht alle im Jahre 1 5 6 0  yeroffentlicht; 2) hochstens die fiinf 
letzten Teile Icónnen ais eine Fortsetzung der A rithm etik yon 1 5 5 6  betrachtet 
werden, da der erste Teil gerade diese Arithm etik selbst enthielt, —  auch der 
zweite Teil war arithmetischen Inhalts, aber nach R ic c a r d i  (Bibliot. matem, 
ital. II, 5 0 5 — 506) ist sie nicht vor 1 5 6 0  ais selbstandige Schrift erschienen;
3) es ist unrichtig zu sagen, dafi die letzten Teile des General trattato b is -  
w e i l e n  ais Fortsetzung der Arithm etik betrachtet werden, denn sie tragen die 
Bezeichnung „la seconda parte11 „la terza parte" etc., und weisen also alle auf 
„la prima parte", d. h. auf die 1 5 5 6  ais selbstandige Schrift herausgegebene 
Arithm etik hin. D ie von B a l l  unnotigerweise yerw ickelte Sache wird also yon 
den Ubersetzern noch mehr yerw ickelt, obgleich es ihnen sehr leicht gewesen  
ware, unter Zuhilfenahme der R ic c a r d i  schen Bibliographie eine richtige Notiz 
zu geben.

Es ist nicht ohne Interesse an der jetzt yorliegenden U bersetzung zu kon- 
statieren, w ie leicht ungenaue Angaben w iederholt werden, auch in solchen 
Fallen, in denen man einen bestim m ten Anlafi hat anzunehmen, dafi alles nicht 
in Ordnung ist. S. 2 8 5  der 3. Auflage des Originals bemerkte Herr B a l l  
in betreff der zwei ersten Biicher der DESCARTESsehen Geometrie: „a Latin trans- 
lation of them , w ith explanatory notes, was prepared by F. d e  B e a u n e , and
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a n  e d i t i o n  o f  t h i s ,  w i t h  a c o m m e n t a r y  b y  F. v a n  S c h o o t e n ,  i s s u e d  in  1659, 
w a s  w i d e l y  r e a d “ , w a s  i t a l i e n i s c h  a u f  f o lg e n d e  W e i s e  w ie d e r g e g e b e n  w i r d  
(II: S . 16): „ u n a  t r a d u z i o n e  l a t i n a  d i  e s s i ,  c o l le  n o t e  e s p l i c a t i y e ,  f u  f a t t a  d a

F. d e  B e a u n e ,  e d  u n ’ e d iz io n e  d i  e s s a , e o n  u n  c o m m e n to  d i  F. v a n  S c h o o t e n ,  
v e n n e  p u b b l i c a t a  n e l  1659 e d  e b b e  u n a  e s te s a  d i f f u s io n e 11. A b e r  e tw a s  w e i t e r  
u n t e n  g a b  H e r r  B a l l  a n  (S. 317), d a fi F. v a n  S c h o o t e n  „ b r o u g h t  o u t  i n  1659 
a  L a t i n  translation o f  D e s c a r t e s  Geometrie11, w e lc h e  A n g a b e  d ie  Ubersetzer 
(II, S . 50) d a h i n  b e r i c h t i g e n ,  d a f i  S c h o o t e n  „ p u b b l i c o  n e l  1649 u n a  t r a d u z i o n e  

i n  l a t i n o  d e l l a  Geometrie d i  D e s c a r t e s 11. H i e r  k a n n  m a n  w o h l  o h n e  b e s o n d e r e  
S a c h k u n d e  f e s t s t e l l e n ,  d a fi d ie  B e h a u p t u n g e n  d e s  O r i g i n a l s  s e h r  y e r d a c h t i g  s in d ,  

d e n n  e s  w a r e  i n  d e r  T a t  m e r k w i i r d i g ,  w e n n  im  J a h r e  1659 zwei y e r s c h i e d e n e  

l a t e i n i s c h e  Ubersetzungen d e r  Geometrie e r s c h i e n e n  w a r e n ,  d ie  e in e  v o n  F. v a n  
S c h o o t e n ,  d ie  a n d e r e  z w a r  n i c h t  v o n  i h m ,  a b e r  m i t  e in e m  K o m m e n t a r  v o n  

i h m  v e r s e h e n .  D ie s e r  Umstand h a t t e  d ie  Ubersetzer y e r a n la s s e n  s o l l e n ,  d ie  z w e i 

z i t i e r t e n  S t e l l e n  d e s  O r ig in a l s  z u  k o n t r o l l i e r e n ,  und e s  w i i r d e  s ic h  d a b e i  l e i c h t  

h e r a u s g e s t e l l t  h a b e n ,  d a f i n u r  e in e  e i n z i g e ,  von F. v a n  S c h o o t e n  yerfertigte, 
l a t e in i s c h e  Ubersetzung e x i s t i e r t ;  m o g l i c h e r w e i s e  b e r u h t  d ie  e r s t e  A n g a b e  d e s  

Herrn B a l l  urspriinglich a u f  e in e m  Schreibfehler (F. d e  B e a u n e  s t a t t  F. v a n  

S c h o o t e n  und u m g e k e h r t  F. v a n  S c h o o t e n  s t a t t  F. d e  B e a u n e ) .  E s  i s t  j a  

durchaus richtig, d a f i  d i e  erste Auflage d e r  Ubersetzung nicht 1659, s o n d e r n  

1649 erschien, aber im  Zusammenhang m i t  d i e s e r  Berichtigung hatte auch 
d ie  e r s t e  S t e l l e  y e r b e s s e r t  w e r d e n  s o l le n .

Es ist nicht meine Absicht, mich hier mit den Stellen zu beschaftigen, 
wo die Ubersetzer die Ungenauigkeiten des Originals beibelialten haben; nur 
im Voriibergehen bemerke ich, dafi sich darunter auch Angaben inbetreff ita- 
lienischer Mathematiker finden. So z. B. liest man S. 174 des 1. Bandes, dafi 
G h e r a r d o  C r e m o n e s e  „scrisse pure un breve trattato sull’ algorismo, che esiste 
manoscritto nella biblioteca Bodleiana di Oxford“, obgleich es bisher gar nicht 
festgestellt worden ist, dafi diese Schrift, ais dereń Verfasser „magister G e n a r d u s 11 

oder „ G e r n a r d u s 11 genannt wird, von G h e r a r d o  C r e m o n e s e  herriihrt.
Die italienische Ubersetzung selbst scheint im allgemeinen richtig zu sein; 

nur an wenigen Stellen habe ich dabei etwas auszustellen. I: S. 173 findet 
sich die auffallige Notiz, dafi 1533 „anno in cui fu ritroyato il testo greco 
[degli Elementi d’EucŁiDE]11 war; das Original hat „recovered“, welches W ort 
wohl so gedeutet werden kann, dafi die Angabe weniger unrichtig wird. —  
I: S. 237 wird „a history of the ąuadrature o f the circle“ durch „una storia 
f o n d a ta  s u l la  ąuadratura del circolo*1 wiedergegeben. —  II: S. 59 hat die 
an sich unrichtige Notiz, dafi man J. P e l l  „an edition, with considerable new  
matter, of the Algebra by B ra n k er  and R honius, London 166811 yerdankt, in 
der italienischen Ubersetzung folgende Form bekommen: „un edizione, eon 
molte aggiunte originali, della traduzione dell’ Algebra di Brancker e Rhonius, 
Rahn Londra 1668“; wie viele Leser konnen erraten, dafi „Rahn11, eine andere 
Schreibart fiir „Rhonius11 ist?  —  II: S. 115 wird berichtet, dafi die Analyse 
des infinimentpetits „contiene un s t u d io  p a r t i c o l a r e g g i a t o  del yalore lim ite  
del rapporto di due funzioni, che, per un certo yalore della yariabile assume 
la forma indeterm inata 0 : 0 “; das Original hat „partial investigation“, was ja  
insofern richtig ist, ais H ó p ita l  nicht den Fali behandelte, wo auch das Yer- 
haltnis der Differentialkoeffizienten der beiden Funktionen die Form 0:0 an- 
uimmt.
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Die von den Ubersetzern herriihrenden Zusatze sind raeistens richtig, wenn 
auch zuweilen unvollstandig. I: S. 103 ist wohl Z. 1‘2 „ H e ib e r g 11 Schreib- 
fehler fiir „Govi“ ; II: S. 240 ist fiir S o p h ie  K o w a l e v s k i  zwar das richtige 
Geburtsjahr (1850 statt 1853) angegeben, aber der unrichtige Geburtstag 
(27. Dezember statt 15. Januar) hinzugefiigt worden.

Wie schon erwahnt, enthalt die italienische Ubersetzung zwei Anhange, 
von denen der erste, der 10 Druckseiten umfafit, nur nebenbei mathematisch- 
historischen Inhalts ist. Der zweite (S. 281— 439 des 2. Bandes) bringt Bio- 
graphien einer grofien Anzahl von italienischen Mathematikern des 18. und 
19. Jahrhunderts, alle schon verstorben mit Ausnahme von U. D ini. Fiir die 
meisten sind Verzeichnisse ihrer wichtigsten Schriften hinzugefiigt, aber die 
bibliographischen Angaben sind zuweilen unvollstandig oder ungenau. So z. B. 
wird S. 435 eine Schrift von B. BoncompAGNi: „Opuscoli di Lenardo pisano 
(1857)“ aufgefiihrt, womit moglicherweise die Scritłi di L eo n a r d o  P isa n o  
gemeint sind, dereń zwei Bandę bezw. 1857 und 1862 erschienen, und die sonst 
im Yerzeichnisse fehlen wiirden; die unter dem Titel Opuscoli di L e o n a r d o  P is a n o  
im Jahre 1856 gedruckte Schrift ist nur eine zweite Auflage der 1854 er- 
scliienenen Tre scritti inediti di L eo n a r d o  P is a n o .

Inbetreff der Korrektheit der Wiedergabe fremdsprachlicher Zitate geniigt das 
Buch vielleicht den Anspriichen des italienischen Publikums aber wenn dies 
der Fali ist, so sind die Anspriiche sehr bescheiden. 11:433 finden sich in den 
franzosischen Titeln der dort zitierten Schriften wenigstens 34 Fehler, und 
„Theorie die (!) Transformationsgruppen11 wird I I : 235 zitiert. Noch mehr zu be- 
dauern ist, dafi die Namen der zitierten Mathematiker allzu oft verdruckt sind, 
z. B. „Buchet“ (1:231), „Mastlin" (1:267), „Braucker” (11:59), „Borchard“ 
(11:213), „Bjerkenes“ (11:219), „Kronecher1* (11:223), „Ensel“ ( I I : 235), usw.; 
auch Jahreszahlen sind nicht seiten durch Druckfehler entstellt, z. B. 1 : 214 Z. 20 
(1531 statt 1534), 1 : 266  Z. 17 (1559 statt 1599), 1 : 270  Z. 7 (1539 statt 
1639), I I :  142 Z. 4 (1525 statt 1725), I I : 229 Z. 32 (1717 statt 1797), usw.

Die Ubersetzer haben in ihrem Vorworte darauf hingewiesen, dafi andere 
vielleicht eine bessere Arbeit hatten bieten Jcónnen, dafi aber ihr Verdienst ist, 
die Arbeit wirklich ausgefiihrt zu haben und zwar ohne dabei ihre K raf te zu sparen. 
Gewifi ist dies ein Yerdienst, und es ist nur schade, dafi sie nicht von vorn- 
herein erkannten, wie grofie Schwierigkeiten gerade eine Ubersetzung der von
ihnen gewahlten \  orlage mit sich bringt; ohne Zweifel hatten sie dann ihre
Arbeit so anordnen konnen, dafi dieselbe ohne grofiere Kraftanstrengung von
ihrer Seite viel niitzlicher geworden ware.

Stockholm. E n e s t r o m .
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Neuerschienene Schriften.
Das Zeichen * bedeutet, daB die betreffende Schrift der Redaktion nicht yorgelegen hat.

Autoren-Register.
Abel, 23.
Albrecht, 14. 
Archenhold, 14.
Bali, 6 .
Cantor, 3.
Enestrom, 1, 16, 20, 28. 
Gambioli, 6 .

Joteyko, 29. 
Koppe, 15.
Korn, 25.
Loria, 2, 26, 30. 
Manitius, Karl, 8 . 
Manitius, M., 11.

Muller, Conrad, 21. 
Muller, Felix, 19. 
Puliti, 6 . 
Schiaparelli, 7. 
Steinschneider, 13. 
Stormer, 23.

Tannery, 17. 
Vailati, 9. 
Wallner, 18. 
Wilson, 12. 
Wolffing, 22. 
Zeuthen, 4, 5, 10.

a) Zeitschriften. AUgemeines.
Bibliotheca Mathematica. Zeitschrift fiir 

Geschichte der mathematischen W issen
schaften. Herausgegeben von G. Ene- 
s t k ó m . Leipzig (Stockholm). 8 ° .  [ 1

53 (1904) : 2.
Bollettino di bibliografia e storia delle 

scienze matematiche pubblicato per cura 
di G. L o r i a .  Torino (Genova). 80. [2

1904 : 2.

Cantor, M., Vorlesungen iiber Geschichte der 
Mathematik. — 22 (1900). [Kleine Bemerkun- 
gen:] Biblioth. Mathem. 5 3 , 1904, 200—204. 
(G. E n e s t b o m .)  — 3 '2 (1901). [Kleine Bemer- 
kungen:] Biblioth. Mathem. 5 3 , 1904, 205—208. 
(G. E n e s t b o m .)  [3

Zeuthen, H. G., Forelaesninger over Mathe- 
matibens Historie. II (1903). [Rezension:] 
Biblioth. Mathem. 53, 1904, 211—220. (G. E n e -  
s t k o m .) [4

Zeuthen, H. G., Geschichte der Mathematik im 
XVI. und XVII. Jahrhundert. Deutsche Aus- 
gabe (1903). [Rezension:] Biblioth. Mathem.53, 
1904, 211—220. (G. E n e s t b o m .)  [5

B ali, W. W. R ., Breve compendio di storia 
delle matematiche. Yersione dalTinglese 
eon note, aggiunte e modificazioni di 
D. G a m b i o l i  e G. P o l i t i ,  riveduta e cor- 
retta di G . L o r i a .  Yolume II. Le mate
matiche modeme sino ad oggi. Bologna, 
Zanichelli 1904. [6

8 , VI +  439 S. -  [12 Lire.J

b) G eschichte des A ltertum s.

Schiaparelli, G., L’astronomia nell’ Antico Testa- 
mento (1903). [Rezension:] Bollett. di bibliogr. 
d. sc. matem. 7, 1904, 48—52. (F. P o b b o .)  [7

M anitius, Karl, Fixsternbeobachtungen 
des Altertums. [8

Das Weltall 4, 1904, 251—257.
Yailati, G., La dimostrazione del prin- 

cipio della leva data da Archimede nel 
libro primo sull’ eąuilibrio delle figurę 
piane. [9

Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 7, 1904, 
33 -  39.

Zeuthen, H. G., Sur l ’arithmetique des 
Grecs et des Indiens. [10

Biblioth. Mathem. 53, 1904, 97—112.
Manitius, M., Kollationen aus einem 

geometrischen Traktat. [11
Hermes 39, 1904, 291—300.

W ilson, J. C., Pseudo-Euclid, introductio 
harmonica. [12

The classical review 18, 1904, 150—151.

c) G esch ich te  des M itte la lters .

Steinschneider, M ., Arabische Mathe- 
matiker. X. [13

Orientalistische Literaturzeitung (Berlin) 7, 
1904, 205-216.

d) Geschichte der neueren Zeit.

Archenhold, F. S. und Albrecht, M.,
Ausgrabungen und Yermessungen der 
Sternwartenreste Tycho Brahes auf der 
Insel Hven im Jahre 1902. [14

Das W eltall 4, 1904, 239-248, 279-285. 
Koppe, M., Die Neperschen Logarithmen 

sind mit den natiirlichen im wesent- 
lichen identisch. [15
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Berlin, Mathem. G ese llsch ., Sitzungsber. 
1 9 0 4 , 4 8 - 5 2 .

E nestrom , G ., Cayalieri und der Satz 
von der Flachę einer Spirallinie. [16 

Biblioth. Mathem. 53, 1904, 208—209. — An
frage.

Ta u ner y , P . , Sur une erreur mathe
matiąue de Descartes. [17

Aich. fiir Gesch. der Philosophie 17, 1904, 
334-340.

Wallner, C. R., Entwickelungsgeschicht- 
liche Momente bei Entstehung der In- 
finitesimalrechnung. [18

Biblioth. Mathem. 53, 1904, 113-124.

M iiller, F elix , Zur Literatur der ana
lytischen Geometrie und Infinitesimal- 
rechnung vor Euler. [19

Deutsche Mathem. -Verein., Jahresber. 13, 
1904, 247-253.

Enestrom, G., Uber die Geschichte einer 
Summenformel, die mit der Eulerschen 
yerwandt ist. [20

Biblioth. Mathem. 5 3 , 1904, 209—210. — An
frage.

Muller, Conrad H., Studien zur Geschichte 
der Mathematik insbesondere des mathe
matischen Unterrichts an der Uniyersitat 
Gottingen im 18. Jahrhundert. Mit 
einer Einleitung: Uber den Charakter 
und Umfang historischer Forschung in 
der Mathematik. Leipzig, Teubner 1904.

[21
8°, 92 +  (1) S. — [2 M.J — Inauguraldisser- 
tation (Gottingen); Sonderabzug aus den 
„Abhandl. zur Gesch. d. mathem. Wissensch." 
18, 1904, S. 51—143.

lVolffing, E ., Mathematischer Bucherschatz. I 
(1 9 0 3 ). [Rezension:] Zeitschr. fiir Mathem. 50, 
1 9 0 4 , 3 3 5 — 3 4 0 . (G. Y a l e n t i n .)  [22

Storm er, C., Ein Brief von Niels Henrik 
Abel an Edmund Jacob Kiilp. [23 

Kristiania, Yidenskabsselsk., Skrifter 1903. 
8 S .— [Rezension:] Deutsche Literaturz. 25, 
1904, 1389.

International catalogue of scientific literature. 
A. Mathematics. B. Mechanics (1902). [Re
zension:] Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 
7, 1904, 61—62. (Gr. L.) [24

e) N ek ro lo g e .

Karl Anton Bjerknes (1825— 1903). [25
Deutsche Mathem.-Yerein., Jahresber. 13, 
1 9 0 4 , 2 5 3 — 2 6 6 . (A. K o e n .)

Luigi Cremona (1830—1903). [26
Biblioth. Mathem. 53, 1 9 0 4 ,1 2 5 — 1 9 5  +  Portrat 
[mit Schriftverzeichnis]. (G. L o b i a .)

Meyer Hamburger (1838—1903). [27
Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 7 ,  1904 , 
6 3 — 6 4 .

f) A k tu e lle  F ragen.

Enestrom , G., Ist es zweckmaBig, daB 
mathematische Zeitschriftenartikel da- 
tiert werden ? [28

Biblioth. Mathem. 53, 1 9 0 4 , 1 9 6 — 1 9 9 .

Joteyko, J .,  A propos des fem m es m athe- 
m a ticien n es. [29

Reyue scient. 15, 1904, 12—15.
L oria , G ., Encore les femmes mathe- 

maticiennes. [30
Reyue scient. 15, 1 9 0 4 , 3 3 8 — 3 4 0 .
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Eriienunngen.

— Dr. G. A. B l i s s  in Chicago zum Pro
fessor der Mathematik an der Uniyersitat 
von Minnesota.
— Dozent C. L . B o u t o n  in Cambridge, 

Mass. zum Professor der Mathematik an 
der Uniyersitat daseibst.

— Priyatdozent F. C o h n  in Konigsberg 
zum Professor der Astronomie an der 
Uniyersitat daseibst.

— Priyatdozent G. K u m m e l  in Rostock 
zum Professor der Physik an der Uniyer
sitat daseibst.

-— Professor H a n s  L o r e n z  in Gottingen 
zum Professor der Mechanik an der Tech- 
nischen Hochschuie in Danzig.

— Prof. H. v o n  M a n g o l d t  in Aachen 
zum Rektor der Technischen Hochschuie 
in Danzig.

— Dozent Ch. M a o r a i n  in Rennes zum 
Professor der Physik an der Uniyersitat 
daseibst.
— Dozent H. C. M o r e n o  in Pało Alto, 

Cal. zum Professor der angewandten 
Mathematik an der „Stanford university“ 
daseibst.
— Obseryator K. O r t e l  in Miinchen zum 

Professor der Astronomie an der Uniyer
sitat daseibst.
— Dr. C. L .  P o o r  in Baltimore zum Pro

fessor der Astronomie an der „Columbia 
uniyersity“ in New-York.

— Dozent S. E. S l o c d m  in Cincinnati 
zum Professor der angewandten Mathe
matik an der Uniyersitat daseibst.

— Prof. J. S o b o t k a  in Briinn zum Pro
fessor der Mathematik an der bohmischen 
Uniyersitat in Prag.

— Dr. P. S p i e s s  in Berlin zum Professor 
der Physik an der Akademie in Posen.

— Prof. J. W e l l s t e i n  in GieBen zum 
Professor der Mathematik an der Uniyer
sitat in StraBburg.

— Professor M. W ien in Aachen zum 
Professor der Physik an der Technischen 
Hochschuie in Danzig.

Todesfalle.

—  G e o r g e  J o h n s t o n  A l l m a n ,  friiher 
Professor der Mathematik am „Queens 
college" in Galway, geboren in Dublin 
den 28. September 1824, gestorben im 
Mai (?) 1904.

—  F e d o r  A l e x a n d r o w i t s c h  B r e d i c h i n ,  

friiher Direktor der Sternwarte in Pułkowa, 
geboren in Nikolajeff den 26. November (a. 
St.) 1831, gestorben in St. Petersburg den 
14. Mai 1904.

—  C h a j i m  S e l i g  S ł o n i m s k i ,  Mathematiker 
und Astronom, gestorben in Warschau
1904, 93 Jahre alt.

—  C h a r l e s  S o r e t ,  friiher Professor der 
Experimentalphysik in Genf, geboren in 
Genf den 23. September 1854, gestorben 
den 5. April 1904.

—  M a r i e  A n t o i n e  X a v i e r  S t o u f f ,  Pro
fessor der Mathematik an der Uniyersitat 
in Besanęon, geboren in Grenoble den 
9. Mai 1861, gestorben in Besanęon den 
22. Marz 1903.

Mathematisch-historische Yorlesungen.

— At the Columbia university (New 
York) Professor D. E. S m i t h  will deliyer
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during the academio year 1904—1905 a 
course (two lectures each week) on the 
history of mathematics.

Preisfrageu gelehrter Gesellschaften.

— Academie de Belgiąue a B ruxelles. 
Concours de l ’annee 1905. On demande 
une contribution importante a la theorie 
des complexes de droites du troisieme 
ordre, par exemple 1’etude des complexes 
representees par une eąuation de la formę 

a (} y — K  u' fl' y‘ =  0, 
ou a =  0, (1 =  0, . . . sont les eąuations 
de complexes lineaires, K  un parametre.

Verniischtes.
— Am 14. Januar 1904 wurde in W ien  

eine mathematische Gesellschaft begriindet 
mit Herrn G. v o n  E s c h b b i c h  ais Vor- 
sitzendem.

— D ie M o n a ts h e fte  f iir  M a th e m a tik  
u n d  P h y s ik  werden vom Anfange dieses 
Jahres an von den Herren G. y o n  E s c h e r i c h ,  

F. M e r t e n s  und W. W i r t i n g e e  heraus- 
gegeben.

— At a session of the mathematical de- 
partment of the international congress of 
science at St. Louis, September 1904, Mr. 
J. P i e e p o n t  will present a historical re
sume of mathematical progress in the nine- 
teenth century.
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Un ouvrage perdu cite par Jordanus de Nemore: 
le Philotechnes,

Par P. D uhem  a Bordeaux.

Les textes manuscrits conseryes dans les bibliotheques renferment un 
nombre assez considerable d’ouvrages differents intitules Liber J o r d a n i  de 
ponderibus ou Elementu J o r d a n i super demonstrationem ponderis, ou Liber 
J o r d a n i  de ratione ponderis. L ’etude des origines de la statique, que 
nous poursuironsx) en ce moment, nous a amene a comparer ces dirers 
textes et a les classer, en meme temps que nous en faisions ressortir 
1’importance capitale pour 1’liistoire de la mecanique.

Notre intention n ’est pas de reprendre ici 1'analyse de ces textes; 
nous youlons seulement signaler en peu de mots deus d’entre eux, dont 
nous allons ayoir a nous occuper.

Le premier est celui que nous regardons comme l ’ouvrage prim itif 
de J o r d a n u s ;  c’est un court traite, formę de neuf propositions. Nous 
en avons trouye un texte tres correct dans le ms. 10252 (latin) de la 
bibliotheque nationale de Paris, ou il est ecrit du fol. 140v au fol. 142T. 
II a ete copie par A r n a u d  de Bruxelles, et la copie a ete terminee le 
8 novem bre.l464. Ce texte est inedit jusqu’ici; il est entierement distinct 
de celui que P e t r u s  A p ia n u s  a publie en 1533 sous le titre: Liber 
J o r d a n i  N e u o r a r ii  m ri clarissimi de ponderibus propositiones X I I I  et 
earundem demonstrationes, multarum rerum rationes sane pulcherrimas 
coniplectens nunc in lucern editus (Norimbergae 1533).

Un second texte, un peu paraphrase, ecrit egalement au XVe siecle 
se trouye dans le ms. 11247 (latin) de la bibliotheque nationale. II y 
occupe les feuillets compris entre le fol. 37r et le fol. 42T. II est soude

1) P. D u h e m ,  Les origines de la statiąue. Ch. VI. La statique du moyen 
age — J o r d a n u s  d e  N e m o r e .  — Ch. VII. La statiąue du moyen age (suitę). — 
L’ecole de J o r d a n u s ;  E e v u e  des ą u e s t io n s  s c ie n t i f ią u e s  6 3 , 1904, p. 9—6 6 .

Bibliotheca Mathematica. LU. Folgę. V. 21
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au fragment intitule ailleurs: Liber E u c l i d i s  d e  p o n d e r ib u s  secundum 
terminorum circumferentiam sur lequel nous crojons aro ir le premier 
appele 1’attention.1)

Nous n ’arons pas de cet ecrit de texte complet rem ontant au X IIIe 
siecle. Mais un manuscrit du XIII® siecle, le ms. 3642 (ancien 1298) de 
la bibliotheąue Mazarine, presente, au fol. 12r et 12'’, le commencement 
des Elementu J o r  d a n i  super demonstrationem ponderis soudes a la fin du 
B e canonio. Le fragm ent de Elementa J o r d a n i  ainsi couserve nous permet 
de contróler la copie faite par A r n a u d  de Bruxelles et de constater que, 
depuis le X IIIe siecle, le texte n ’avait subi ancune modification essentielle.

La singuliere rhapsodie que nous presente le codex Mazarineus a 
ete fidelement reproduite, au X V Ie siecle, dans le ms. 16649 (latin) de 
la bibliotbeque nationale (fol. 6 r a fol. 7 V).

Le second texte dont nous aurons a nous occuper est beaucoup plus 
etendu que le precedent; il lui est posterieur, car il le complete, le rectiiie 
ou le refute en plusieurs points; comme le precedent, il est toujours 
attribue a J o r d a n u s ,  bien qu’il ne puisse etre du meme auteur que le 
precedent. Laissant le nom de J o r d a n u s  a 1’auteur du plus ancien traite, 
nous avons designe 1’auteur du traite plus recent comme le „precurseur 
de L e o n a r d  d e  Y in c i" ;  il semble, en effet, que ses recbercbes aient exerce 
sur le grand peintre une profonde influence.

Ce texte a ete edite, de la maniere la plus fautiye d'ailleurs, en 1569, 
par C u r t iu s  T r o ja n u s ,  qui l ’a intitule: J o r d a n i  opusculum de ponderositate, 
N ic o la i  T a r ta iu j f .  studio correctum. C u r t iu s  T r o j a n u s  ara it seulement 
fait disparaitre la diyision en quatre lirres que presentent les manuscrits.

Deux textes de cet ecrit se trouvent a la bibliotheque nationale; 
tous deux appartiennent au X IIIe siecle et, sans doute, a la seconde rnoitie 
de ce siecle.

Le premier, tres correct, tres elegamment ecrit, se trou re  au ms. 
8680 A (latin), ou il occupe toute la partie comprise du fol. 7 r au fol. l l v. 
Le second, avec plusieurs autres traite's de statique, est conserre au ms. 
7378 A (latin), ou il commence au fol. 37v pour flnir au fol. 39v; mai 
ecrit, incorrect, il est d’une lecture fort difficile.

Ce dernier texte est su iri d’autres fragments ou d’autres textes qui 
ne lui appartiennent pas. C’est dabord,  un fragment du traite  des poids 
specifiques attribue, sans doute a tort, a A rc h im e d e :  Si fuerit aliąuod 
corpus ex duobus mixtum . . . .  C’est ensuite le traite  B e canonio, qu’on 
a legerement remanie afin de le rattacher aux Elementa J o r d a n i.  C’est

1) P. D i-hem, Les origines cle la statique. Chapitre Y. Les sources alexandrines
de la statique du moyen age; Re y u e  des  ą u e s t i o n s  s c i e n t i f i a  ues  5q. 1Q04
p. 56 0-596 . ’ ’
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enfin cette proposition, qui nous paralt incomprehensible: Omne pondus 
cum ąuantolibet (sicj  ponderibus ab eo continue sumptis in tripla proportione 
post massam p rim i in cujuslibet sumpti ponderant ad prim um  m ultiplids ab 
aggregato dicti, ex denominantibus omnium predictorum ad prim um  multi- 
pliciter relatorum et cujuslibet etiam ad prim um multiplids circa predictum  
maximum intercepti. La demonstration, a peine ebauchee, de cette pro
position se reduit a deux lignes dont certains mots sont illisibles.

A la suitę de cette proposition, s’en trouye une autre qui va 
particuliereinent occuper notre attention. Cette proposition est le tbeoreme 
celebre, du a H e r o n  dAlexandrie, qui perm et d’evaluer la surface d’un 
triangle en fonction des trois cótes. Elle est enoncee en ces termes:

S i trianguli tria latera continenturx) medietasgue2) compositi ad singula 
latera differentie sumantur, primaąue in secundam ducatur, et in productum  
tertia, itemąue quod provenerit in predictam medietatem illius ultimo3), 
producti radix erit area trianguli. Immediatement apres cet enonce de la 
proposition viennent les mots: Reguła habet in arabico inscripta. En effet, 
on sait que la proposition se trouve dans le celebre „Liyre des trois freres“, 
si repandu au moyen age.

C’est seulement a la fin de la demonstration suiyante, au fol. 40v, 
que se trouye la formule: Explicit Iiber ąuartus J o r d a n i  de ponderibus.

Ces diyerses additions au traite de ponderibus compose par le precurseur 
de L e o n a r d  d e  Y in c i n’accompagnent pas le texte, beaucoup plus correct, 
que renferme le manuscrit 8680 A. Elles ne se rencontrent pas non plus 
dans 1’ouyrage edite par Cu r t iu s  T r o ja n u s .

En reyanche, M. B jo r n b o 4) les a trouyees dans un manuscrit du 
XIV® siecle, compose entre 1350 et 1375, le Codex Reginensis lat. 1261. 
Du fol. 50 r au fol. 55v, ce manuscrit nous presente, sous le titre: Incipit
pars prim a libri J o r d a n i  d e  N e m o r e  de ratione ponderum, le traite en
quatre liyres compose par le „precurseur de L e o n a r d  d e  Y in c i". A  la 
suitę de ce traite, se trouyent presque exactement les additions que nous 
ayons enumerees il y a un instant: le fragment du liyre des poids speciiiques 
attribue a A rciiim ed e , le De canonio, enfin le tbeoreme de H er o n  
dAlexandrie sur l ’aire du triangle. La remarque apres 1’enonce du 
tbeoreme a ete interpretee par le copiste un peu autrement que dans le 
texte que nous ayons eu en mains; il l ’a ainsi formulee: Reguła hec in 
arabico conscripta dicitur. II semble douteux que ces mots se rapportent 
a la demonstration du theoreme, comme le suppose M. B j o r n b o 5),

1) Lisez: coacerventur. —  2)Lisez: medietatisąue. —  3) Lisez: ultimi. —  4) A x e l  

A n t o n  B j o r n b o  , Studien uber M e n e l a o s '  Spharik. Beitrage zur Geschichte der Spharik 
und Trigonometrie der Griechen; A b h a n d l. zu r G esch . der m ath em . W iss e n sc h .
14, 1902, p. 147. — 5) L. c. p. 148.

21*



c a r , d ’u n e  p a r t ,  ces rnernes m o ts  se t ro u v e n t  im m e d ia te m e n t a v a n t  1’e n o n c e  
de la  p ro p o s i t io n  d an s u n  m a n u s c r i t  d o n t M. C u r t z e  s ’e s t o c c u p e  e n  18991); 
d ’a u tre  p a r t  la  dem o n stra tio n  d u  te x te  d o n t il  s ’a g i t  ic i, se m b le  e s s e n tie lle m e n t

differente de celle du Livre des trois freres.
En marge de cette proposition, le copiste a mis cette annotation, 

qui a vivement attire notre a tten tion :2) Hec e s t  p a r s  phyloteigni et debet 
ei subjungi. Qu’est-ce donc que ce Philotechnes ou se doit ranger la pro
position sur l’aire du triangle qui a ete jo in te, par erreur, au traite
De ratione ponderum?

De cet ourrage nous avons releve deux autres mentions; elles se 
trouvent toutes deux dans le texte que nous regardons comme le traite
prim itif de J o r d a n u s .

La premiere mention se trouve yers la fin de la demonstration de 
cette proposition, qui est la seconde du traite: Gum eguilibris fueritpositio  
egualis, egiiis ponderibus appensis ab egualitate non decedet et, si ab 
eguidistantia separetur, ad egualitatis situm reverteretur. J o r d a n u s ,  
invoquant une propriete tres simple de deux arcs de cercie, la justifie 
par ces seuls mots: Sicut declaratum est in Philotechne.

Cette mention fait partie du texte du X III6 siecle (codex Mazarineus 
3642) qui ortbograpbie Filotegni. La copie de ce meme texte faite au 
X V I6 siecle et contenue dans le ms. 16 649 (latin) de la bibliotbeque 
nationale ecrit Philotegne. A r n a u d  de Bruxelles copie Filotegni, tandis 
que le ms. 11 247 (lat.) de la bibliotbeque nationale adopte la meme 
ortbograpbe: Filotegni que le texte du X III0 siecle.

La seconde mention du Philotechnes se trouve au cours de la 
demonstration de la quatrieme proposition ainsi enoncee: S i brachia librę 
fuerint inegualia, eąualibits appensis, ex parte longiori nutum faciet. Ici 
encore, a propos d’une propriete tres simple de deux arcs de cercie, 
J o r d a n u s  ecrit: Sicut demonstravimus in Philotechne.

La proposition ou se trouye cette seconde mention manque au fragment 
du X III6 siecle que conserve le Codex Mazarineus et, partant, a la copie 
de ce fragment que conserve le ms. 16 649 (latin) de la bibliotbeque 
nationale. Tous nos autres manuscrits renferment le renvoi que nous 
yenons de citer au Filotegni ou au Filotegni.

Ces citations semblent prouyer qu’il existait au X III6 siecle un traite 
de geometrie, sans doute de geometrie pratique, intitule Philotechnes 
( <Pi?MX£/vrj£> 1’ami de l ’art). La seconde citation: Sicut demonstravimus 
in  Philotechne parait indiquer que J o r d a n u s  en revendiquait la paternite.

224 P -  D u h e m .

1) Yoir M. C u r t z e ,  Eine Studienreise; C e n tr a lb l. fiir  B ib l io th e k s w . 16,
1 8 9 9 , p .  3 0 1 .

2 ) Comparez B j o r n b o ,  1. c . p. 1 4 8 .
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Des lors, on comprend sans peine 1’annotation relevee par M. B j o r n b o  
dans le codex Reginensis lat. 1261: J o r d a n u s  avait fait figurer dans le 
Philotechnes le theoreme de H e r o n  dAlexandrie.

L’existence d’un Philotechnes compose par J o r d a n u s  peut resoudre 
egalement une difficulte souleyee par C h a s l e s 1). A propos de J o r d a n u s ,  

en effet, C h a s l e s  ecrit ceci:
„ R a m u s 2) lui attribue la demonstration de 1’elegante formule pour 

l ’aire du triangle en fonction des cótes. Nous ne savons dans quel ouyrage 
J o r d a n  l ’a donnee; M. Y e n t u r i  ne l ’a pas trouvee dans le tra iteD e triangulis. 
Cette demonstration est la meme que celle que L e o n a r d  de Pise a donnee 
dans le meme siecle dans sa geometrie pratique. Elle parait etre d’origine 
arabe, car elle se trouye dans l’ouvrage des trois geometres, fils de M u sa  

b e n  S c h a k e r ,  et dans celui du ju if S a v a s o r d a . "
II est possible que R a m u s  ait eu en mains le Philotechnes de J o r d a n u s  

et qu’il j  ait trouve la proposition d ’HERON d’Alexandrie.
On peut esperer que ce Philotechnes n ’est point perdu; qu’il est 

represente par quelqu’une des nombreuses Practica geometria dont on 
possede le texte manuscrit. Les deux renvois inseres par J o r d a n u s  en 
son traite de statique faciliteront une Identification precise de cet ecrit.

! )  M i c h e l  C h a s l e s ,  Aperru historiąue sur l’origine et le dereloppement des methodes 
en geometrie (Bruxelles 1837), p. 517.

2 )  R a m u s ,  Scholce mathematicce, a la suitę du livre XXXIC.
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Nuove ricerche sul matematico Leonardo Cremonese.
D i A n t o n io  F a y a r o  a  P a d o y a .

M i p o rg e  o cc as io n e  im m e d ia ta  a  r i to r n a r e  s o p ra  u n  a rg o m e n to  del 
q u a le  m i so n o  g ia  r ip e tu ta m e n te  o c c u p a to l ) u n a  n o t iz ia  l a  q u a le , se an c h e  
n o n  r i r e s t e  c a r a t te r i  d ’e c ce z io n a le  im p o r ta n z a ,  n o n  e tu t t a y ia  p r iv a  di 

in te re s s e ,  p o ic b e  m e d ia n te  e ssa  y ie n e  in  c e r to  m o d o  a  c o l le g a rs i  i l  nom e 
d i L e o n a r d o  C r e m o n e s e  e o n  q u e llo  d e lla  m a ss im a  f ig u ra  eb e  P a r te  e la  

sc ien z a  in s ie m e  r iu n i te  p o s sa n o  y a n ta r e ,  c io e  d i L e o n a r d o  d a  Y i n c i 2). 
Q u e s ti in f a t t i  in  u n  suo  a p p u n to  clie s i le g g e  a  ca r. 247 r d e l Codice 
Atlantico3) a n n o tó :  „ to l l i  lo p e re  d i le o n a rd o  e b e rm o n e se " , e p e r  n o i  n o n  

e d u b b io  eb e  i l  „ le o n a rd o "  q u iy i m e n z io n a to , a l t r i  n o n  s ia  e b e  1’a u to re  de lla  

A rtis metrice pratice compilatio, la s c ia n d o  p u r e  im p re g iu d ic a ta ,  se  n o n  la  
si y o g lia  g ia ,  co m e p e r  y e r i ta  a  n o i  p a r r e b b e ,  c o n s id e ra re  f in o  d a  o ra  
co m e r is o l ta  la  q u e s tio n e  d e l su o  y e ro  c a sa to . N o n  so n o  a b b a s ta n z a  ad- 

d e n tro  n e g l i  s tu d i  Y iN C iani p e r  p o te r  a rg o m e n ta re  e o n  q u a lc b e  p re c is io n e  

il  te m p o  a l  q u a le  d e b b a  fa r s i  r is a l i r e  la  a n n o ta z io n e  te s te  r i f e r i ta ,  e n o n  
so n e m m e n o  se s ia  p o s s ib ile  i l  f a r lo ;  p a rm i p e ró  a s sa i p ro b a b ile  ebe 
1’a p p u n to ,  c o n s id e ra to  in s ie m e  c o l r im a n e n te  d e lla  n o ta  a l la  q u a le  ap p a r-  
tie n e , si r ife r is c a  a d  u n a  sp ec ie  d i e len c o  d i o g g e t t i  e b e  L e o n a r d o  d a  Y in c i  

si p ro p o n e y a  d i p re n d e r  seco  in  o cc a s io n e  d i q u a lc h e  su o  y ia g g io 4).

1) A n t o n i o  F a v a r o ,  Sul matematico cremonese L e o n a r d o  M a i n a r d i  (B ib lio th . 
M ath em . 43, 1903, pag. 334—337).

A n t o n i o  F a v a r o ,  lntorno al presunto autore della „Artis metrice practice com
pilatio“ eclita da M a b s i m i l i a n o  C u r t z e  (A tt i d e l r. i s t i t u t o  Y e n e t o  6 3 : 2 ,  1904, 
pag. 377—395).

2) Di ąuesta informazione vado debitore alla squisita gentilezza dell’ egregio 
coli ega e benemerito cultore degli studi YiNCiani, prof Gio. B a t t i s t a  d e  T o n i .

3) Scritti letterari di L e o n a r d o  d a  V i n c i  cavati dagli autografi e pubblicati da 
J. P. R i c h t e r  Parte II. Londra, Sampson Low, Marston, Searle e Riyington 1883, 
pag. 422.

4) Notiamo perb che non si trova tra i libri registrati da G i r o l a m o  d ’ A d d a  fra 
ąuelli menzionati da L e o n a r d o  in varii luoghi dei suoi manoscritti. Cfr. L e o n a r d o  d a  

Y i n c i  e la sua libreria. Note di un Bibliofilo. Milano M.DCCC.LXXIII.
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Senonche non isfuggira all’ attento lettore che L e o n a r d o  d a  Y in c i 
in questo suo appunto non accenna ad un trattato particolare di L e o n a r d o  
C re m o n e s e , ma dice genericamente „le opere", delle quali, per quanto 
dai biografi, le cui narrazioni ho altravolta esattamente riferite, egli yenga 
salutato come insigne astronomo, fisico e matematico, una sola scrittura 
ci era nota, quella cioe dell’ A rtis  metrice pratice compilatio.

Ora, nella biblioteca reale di Parma, e precisamente nel codice mi- 
scellaneo segnato col n° 984 (gia HH. 3. 17), noi abbiamo rinvenuta 
un’ altra scrittura, o, per dir piu esatto, parte di una scrittura dello stesso 
(almeno ci giova credere) L e o n a r d o  C re m o n e se ; ma, per mettere in piena 
eridenza i rapporti nei quali questa si trova rispetto alle altre contenute 
nel medesimo codice miscellaneo, e mestieri che incominciamo dal darne 
una succinta descrizione.

Notiam o anzitu tto  che il codice p o rta  in  fronte questa no ta possessoria 
scritta  di mano appartenente al secolo XVII: „M.1 D. JoiS  G re g o r i i  filii 
M.C1 D. JoiS A n to n ii  L e y e r a t i  Genuenęis v)“, la  quale mano scrisse anche 
accanto ai tito li delle yarie scrittu re costituenti il codice le indicazioni 
che yerrem o riferendo fra parentesi quadre. Questo codice adunque era 
a Genoya nel secolo XVII, ma, secondo ogni yerosim iglianza, yi era anche 
nel secolo precedente, perche nel verso della car. 144 si legge di mano 
del secolo XVI: „Clar.mo A rtium  et Medicinae D octori d. M.ro J o h a n n i  
e x  R u b r is 2) m aiori suo Obsery.mo Genuae". Come poi sia peryenuto alla 
biblioteca reale di P arm a ignoriam o affatto , perche gli inventarii di 
questo is titu to  non sono accessibili agli studiosi, od almeno non fu con- 
cesso a noi di esaminarli.

Cio premesso, ecco eon la massima concisione, se anche non eon tutte 
le regole ordinariamente seguite, quale e il contenuto del codice:

1) Car. l r. Incipit Theoria C am pani. [Liber primus.]
2) Car. 4 7 r. Incipit tractatus patris Asem T h e b i t  f i l i i  Chore de 

accessione et recessione stellarum fixarum. [Liber secundus.]
3) Car. 50 r. Incipit Iiber quem edidit T h e b i t  f i l i u s  C h o r e  de his 

que indigent expositione antequam legatur almagestum.

1) Da atti priyati nell’ archiyio di stato di Genoya si rileya che nel 1602 viveya 
un Gio. G r e g o r i o  L e y e r a t o ,  medico, del fu Gio. A n t o n i o ,  il quale, del fu G i o r g i o ,  

figura in atti del 1556 e del 1597. II medico Gio. G r e g o r i o  pero non figura nella 
matricola dei medici di collegio, ne si sa che abbia lasciato scritti, o goduta fama 
cosi da essere ricordato dagli scrittori di cose genovesi.

2) Troviamo un G i o v a n n i  Rosso yissuto tra la fine del XV ed il principio del 
XVI secolo, medico reputato per testimonianza del suo conterraneo, il celebre Gio- 
v a n n i  d a  V i g o .  I I  M a l a c a r n e  ed il B o n i n o  I o  credettero piemontese, ma e certo che 
era di Genoya. Cfr. P e s c e t t o ,  Biografia medica ligure. Genoya 1846, Vol. I ,  pag. 89.
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4) Car. 54r. Incipit tractatus T h e b i t  de quantitatibus stellarum.
[Liber quartus.]

.5) Car. 55*. Incipit Iiber T h e b i t  b e n  C h o r a t .  [Liber quintus di-
versorum.]

6 ) Car. 56r. Incipiunt quaestiones super tractatum  spere J o h a n i s  d e  
S a c r o b o s c o  per B la s iu m  d e  P a r m a  Doctorem Excellentissimum, Matbe- 
maticum singulareni. [Liber sextus.]

7) Car. 82 r.[questione (sic) de excentricis. Liber settimus.]
Finisce a car. 8 5 r.: „Expleta est questio de excentricis et epiciclis com-
pleta per F r a n c i s c u m  d e  E s c u l o .  Deo gratias“.

8 ) Car. 87 r. [Tbeorica planetarum. Iiber 8 9.]
9) Car. 106r. [De utilitate Astrolabii Iiber nonus.]
10) Car. 115r. Incipit Astrolabium M e s s a l a i i a t .  [Liber decimus.]
11) Car. 134*. [Liber decimus (sic)]. Sic L e o n a r d u s  C re m o n e n s i s  

prosequitur descriptionem cosmograpbie in piano.
Inc. „Ter ren i situs babitabilis partes describentium . .
Expl. nel recto della car. 144, ultima scritta del codice, essendo 

diyiso in dieci capitoli.
Tutte le scritture dal n° 1 al n° 10 sono stese della stessa mano 

del secolo XV sopra la medesima qualita di carta; 1’ ultima invece, e sulla 
quale venne particolarm ente ricbiam ata la nostra attenzione, e scritta d’ altra 
mano, forsę dello stesso secolo XV, ma piuttosto verso la fine, e sopra 
carta cbe, ancbe per il form ato, e diversa da quella del rimanente del 
codice. La intestazione stessa della scrittura di L e o n a r d o  C r e m o n e s e ,  
ultima del codice, il formato suo affatto differente da quella di tutte le 
altre scritture in esso contenute inducono a pensare cbe i dieci capitoli 
dei quali essa si compone, ed intorno all’ intrinseco merito dei quali la- 
scieremo giudicare ad altri di noi piu competenti in argomento, appartengano 
ancbe materialmente ad opera di molto m aggior mole del medesimo autore 
intorno alla stessa materia; e questa presunzione indotta da caratteri 
estrinseci rimane fino ad un certo punto confermata dalia lettura  del testo.

Jsoi eravamo peryenuti a questo punto delle nostre ricercbe, dalie 
quali per yerita non scaturiva alcun nuoyo argomento in appoggio della 
nostra tesi nspetto  al vero cognoine di L e o n a r d o  C r e m o n e s e ,  quando 
dalia squisita gentilezza dell’ illustre cultore di questi studi, P a o l o  T a n n e r y ,  

ebbimo una particolareggiata comunicazione relativamente ad un codice 
della biblioteca nazionale di Parig i, il quale era gia stato noto a D. 
B a l d a s s a r r e  B o n c o m p a g n i  cbe n ’ aveva fatta trarre copia parziale*), e cbe

1) Questa copia figuró nella vendita awenuta in occasione della non mai ab- 
aastanza deplorata dispersione della famosa Biblioteca B o n c o m p a g n i .  Infatti a pac. 129
del Catalogo della biblioteca B o n c o m p a g n i . Parte prima contenente i manoscritti, fac-
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porta un contributo notevolissimo, e direnio anzi decisiyo, alla risoluzione 
della ąuestione nel senso gia da noi preconizzato. Questo codice noi abbi- 
amo potuto vedere a tutto nostro agio, e ci accingiamo ad esporre il 
risultato dell esame da noi istituito e nel quale ci giovarono grandemente 
le particolareggiate notizie cbe 1’ egregio T a n n e r y  ce ne aveva spontane- 
amente e generosamente som m inistratex).

Questo manoscritto „Fonds latin 7192“ proviene dalia collezione Mazza- 
rino, nella quale portaya il n° 5437, e non presenta alcuna traccia degli 
antecedenti possessori: esso apparisce costituito dalia riunione di pareccbi 
fascicoli scritti della medesima mano, la quale in tine di ciascuno di essi 
noto accuratamente la data del relatiyo compimento, ed appartenne certa- 
mente non ad un semplice amanuense, ma a persona cbe comprendeya 
quello che trascriveya e cbe in qualcbe circostanza, specialmente nella ripro- 
duzione della figurę, usa di un certo discernimento. La circostanza su- 
accennata della data apposta alle singole scritture ci dispensa dagli ap- 
prezzamenti intorno alla eta del codice il quale risale ai primissimi anni 
del secolo XVI, senza di cbe la forma della scrittura indurrebbe a stimarlo 
anteriore di circa mezzo secolo: essa apparisce stretta e serrata in tutte 
le yarie parti del codice, eccetto cbe per la Compilatio di nostra yeccbia 
conoscenza, la quale, e ne anticipiamo la notizia, fa parte essa pure del 
manoscritto. La mano di scritto e del resto, malgrado alcune abbreyia- 
zioni poco usate, leggibilissima senza difficolta di sorte alcuna.

Premesse queste generalita, ecco senz’ altro quale e il contenuto del 
codice.

1) Car. l r— 21*. L e o n a r d i  C re m o n e n s is  p ra tic a  m in u tia ru m 2).

Incipit: Rerum omnium quiditativam essentiam minime elucidari posse 
sine numerali conditione . . .

Explicit: Yide primo quod illi numeri in se multiplicati constituunt 
60, quorum -g ■ i  ■ ^  faciant 47. diyide 60 per 47 et proveniet tempus in 
boris etc. — Expletum per me B e r n a r d in u m  A lih e r iu m  currente anno 1506.

Questa scrittura si compone di un proemio e di dodici capitoli. Nel 
proemio apparisce degno di nota il passo seguente: „Cuius equidem Arith- 
metice speculationes indagari non expedit, cum iam a multis matbematicis 
sit excellenter expressa, sed solum opportunum circba ipsius operationem

simili, edizioni del secolo XV, abbachi, riviste, ecc. Roma 1898, leggiamo: „1026. 
L e o n a r d u s  C r e m o n e n s i s  Practica Minutiarum. Copia del Mss. della Bibl. N azionale di 
Parigi. Anc. Fond. Lat. N. 7192 in fol.“ .

1) Una sommaria descrizione ne diede il T a n n e r y  istesso a pag. 466—468 del 
J o u r n a l  des  s a v a n t s ,  Aout 1904.

2) Quest’ e adunąue la scrittura della quale D. B a l d a s s a r r e  B o n c o m p a g n i  ayeva 
fatto trarre copia.
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praticam immorari yidetur . . . vel artem praticam, sed quoniam non solnm 
numeri extant integri circlia quos łiuiusmodi ars plenissime ab A l g o  est 
edita, sed fracti integriąue cum fractis proponuntur, circba quos minime 
comperi traditam  ab aliąuo artem buius praticam sufficienter, idcirco . .  
e perche ci sembra risultare di qui ebe a L e o n a r d o  Cr e m o n e s e  erano 
rim asti completamente ignorati gli scritti di L e o n a r d o  P is a n o  e di altri 
che pur aveyano atteso allo studio dell’ argomento.

Quanto ai capitoli nei quali la scrittura e diyisa, eccone i titoli:
(car. l r.) Modum representationis m inutiarum  assignare.
(car. 1*.) Modum reductionis minutiarum dissimilium denominationum 

et modum reductionis integrorum  ad minutias et econtra subiungere.
(car. 3 r.) Modum additionis in minutiis proponere.
(car. 4 r.) Propositas minutias ab aliis subtrabere.
(car. 5 r.) Minutias propositas duplare.
(car. 5 r.) Minutias propositas mediare.
(car. 5*.) Duabus minutiis propositis, unam per aliam multiplicare.
(car. 8 *.) Modum divisionis m inutiarum  demonstrare.1 
(car. l l r.) M inutiarum propositarum  radicem quadratam  extrabere. 
(car. 14r.) M inutiarum propositarum radicem cubicam extrabere. 
(car. 16r.) Progressionum diyersarum summam assignare numerorum. 
(car. 17r.) Quasdam propositiones in multis seryientes annectere.
Qui peró, oltre al testo originale di L e o n a r d o  Cr e m o n e s e , sono 

contenute anebe delle annotazioni fatte da qualcbe studioso al quale avra 
appartenuto il manoscritto da cui trascrisse 1’ amanuense: una di tali note 
e sopra un foglio intercalato ed e in inebiostro rosso, un’ altra e scritta 
in nero sul verso della car. 15 peró eon la rubrica iniziale: „Hoc capitulum 
non est predicti Yenerabilis fratris L e o n a r d i, sed additio quaedam“.

Le carte 22, 23 e 24 sono bianebe; sul redo  della car. 25 e una 
copia della car. 15r, eon la nota: „Per me B e r n a r d in u m  A l ih e r iu m . Anno 
1506“ bloccata in rosso eon la nota „ya-cat“ nei due margini laterali.

2) C ar. 25*—28*. L e o n a r d i Cr e m o n e n s is  p r a t ic a  m in u tia ru m .

Inc. Pro notitia fractionum sciendum est quod quedam sunt frac- 
tiones numeri integri, quaedam sunt fractiones fractionum . . .

Expl. Si apposuisses 12 cifras et pro Adice babuisses bunc numerum 

345678, remoyendo 4 0r figuras proyenient 34 integra, 34 • 4 ■ 2, 4 • 3,

48 ■ 4 a moltiplicando, multiplicando scilicet ammotum per 60, u t prius 
dicebatur. — Ezplicit Algorismus minutiarum L e o n a r d i  Cr e m o n e n s is  
per me B e r n a r d in u m  A l ih e r iu m  anno 1506.

II titolo adunque di questa scrittura e uguale a quello della prece- 
dente, ma peró 1’ amanuense, in luogo di dirla „Pratica minutiarum", la
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cbiama „Algorismus minutiarum“ ed e infatti un sommario in nove brevi 
capitoli e probabilmente anteriore al precedente trattato.

I  quali nove capitoli, compreso il primo di introduzione, sono i se- 
guenti:

(car. 25*.) Secundum capitulum de additione.
(car. 25*.) Capitulum tertium de subtractione.
(car. 26r ) Capitulum 4 m de mediatione.
(car. 26r.) Capitulum ąuintum de duplatione.
(car. 26 r.) Capitulum sextum de multiplicatione.
(car. 26*.) Capitulum septimum de diyisione.

„ Quomodo fractio potest dividi per fractionem.
„ Quomodo fractio per integrum et fractionem,
„ Quomodo fractio per integrum.
„ Quomodo integer et fractio per fractionem.
„ Quomodo integer per fractionem.
„ Quomodo integer per fractionem et integrum.

(car. 27r.) Quomodo integer et fractio per integrum et fractionem.
„ Quomodo integer et fractio per integrum.

(car. 27r.) Capitulum octayum de radicum extractione.
(car. 28r.) Capitulum nonum [pro operatione in cubicis].
La car. 28* contiene le prime undici linee della „ L e o n a r d :  Cr e m o - 

n e n s is  descriptio Cosmograpbie in plano“ bloccate esse pure in rosso eon 
la nota „va-cat“, della quale diremo piu innanzi.

3)  Car. 29 r— 53*. L e o n a r d i  Cr e m o n e n s is  artis metrice pratice 
compilatio.

Inc. Primus tractatus. Artem metricam seu mensuratiyam . . .
Expl. Que yero sit proportio alibi dixi demonstratiya conclusione 

fere. Finis. — Hec est summa decidens materiam singulorum librorum 
totius Geometrie E u c l id is , edita per Magistrum L e o n a r d u m  d e  A n t o n iis  
d e  Cr e m o n a , ordinis fratrum  minorum, magistrum peritissimum in tbeo- 
logia et omnibus matbematicis disciplinis, et expleta per me B e r n a r d in u m  

A l ih e r iu m  de anno 1505.
Questa scrittura, come per incidenza abbiamo notato, a differenza di 

tutte le altre della medesima mano, stese nel carattere corrente del tempo, 
e scritta in quel carattere gotico rotondeggiante di imitazione, general- 
mente cbiamato col nome di semigotico.

4) Car. 54— 55. Tabula sinuum secundum proportionem 22 ad 7.
5) Car. 56 r. Copia cuiusdam demonstrationis predicti Reyerendi 

Magistri L e o n a r d i  Cr e m o n e n s is  reperte super uno folio papiri scripte et 
figurate eius manu propria.

Inc. Presenti dispositione circulornm patet quod angulus . . .
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Expl. Quia yidelicet angulo super circimferentiam facto correspon- 
dent 180, sed facto super centrum 90.

6 ) Car. 56* — 64*. Di queste carte 1’ amanuense ha approfittato per 
trascrivere parte d’ una corrispondenza passata tra  il 1506 ed il 1507 fra 
P a o l o  d a  F r e z o  (P a u l u s  F r ic iu s ) da Pavia e G io r g io  F o n d u l o  
(G e o r g iu s  F o n d u l u s ) da Cremona. Del primo possiamo dire ąuesto 
soltanto che appartenne a nobile famiglia pavese ( F r ig i  o F r is i) che ha 
dato parecchi professori alla Universita, un valente tra tta tista  di medicina 
e molti amministratori del Comune, ma il di cui nome e ormai completa- 
mente caduto in dimenticanza: del secondo riporta  1’ A r i s i : „G e o r g iu s  
F u n d u l u s , vir bonae fi (lei, medicus, philosophus, mathematicus clarissi- 
mus . . . Vixit annos LXXII. Obiit Kai. Aprilis MDXLV“ 1); nel tempo 
adunque della suaccennata corrispondenza aveva circa trentatre anni.

Da quello, che del suindicato carteggio ci fu conservato nel codice 
del quale ci stiamo occupando, ci pare di poter conchiudere che 1’ 
amanuense yiyesse in Cremona, od almeno vi dimorasse durante il layoro 
di trascrizione al quale stava attendendo: egli infatti doveva ayere tra 
mano gli originali stessi delle lettere di P a o l o  d a  F r e z o , perche ne ri- 
produce le sottoscrizioni e gli indirizzi, mentre di quelle di G io r g io  

F o n d u l o  sembra non avesse altro che le minutę ch’ egli riproduce senza 
quei due ammenicoli: egli era dunque in relazione eon quest’ ultimo e 
verosimilmente attendeva per conto di lui al lavoro di trascrizione delle 
varie opere di L e o n a r d o  Cr e m o n e s e ; e poiche la piu gran parte di queste 
lettere risguarda appunto il nostro L e o n a r d o  e contiene giudizii intorno 
ai suoi layori, stimiamo opportuno di stralciarne quei brani che per lo 
scopo nostro ci sono sembrati di m aggior interesse.

a)  P a o l o  d a  F r e z o  a  G io r g io  F o n d u l o  (P a v ia , 23 Settembre 1506):
Car. 56* „ . . altro al presente non accade, se non che vi pręgo se

qualche cosa di noro in Astrologia, overo de L e o n a r d o  C r e m o n e s e  
havete, a me si como ad uno vostro intimo faciati partecipe. Io ho una 
certa pratica del stesso in matheria da mensurare ogni cosa possibile in 
differentiam, ma non gh e le probatione. E t cum grandissimo studio 
quelle ho adinvente. Yero che se le trovasse (como ho gia ditto) vi 
pręgo me lo scriyiati."

b) G io r g io  F o n d u l o  a P a o l o  d a  F r e z o  (Cremona, 27 Settembre 1506):
Car. 57 r „ .  . . de L e o n a r d o  Cr e m o n e s e  una certa pratica, quale

1) Cieniona liteiata, seu in Cremonenses doctrinas et literariis dignitatibus emi- 
nentioi es cłu onologicae adnotationes, auctore F r a n c i s c o  A r i s i o . Tomus secundus, Parmae, 
MDCCYI, typis Pauli Montii, pag. 186. — G a b r i n o  F o n d u l o .  Frammento della storia 
lombardu sul finire del secolo X IV  e il principiare del XV. Opera d i  Y i n c e n z o  L a n c e t t i . 

Tomo II, Milano, co’ torchii d’ Omobono Manini, MDCCCXXYII, pag. 360—362.
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credo sia quella de che scriveti de modo mensurandi, la qual comincia in 
ąuesto modo: „Artem metricam sive mensuratiyam occasione ąuadam 
prospiciens etc." Ulterius uno tractato de Cosmographia et insuper uno 
instromento in forma di galea, col quale se po navigare per tutto el mondo".

c) P a o l o  d a  F r e z o  a  G io r g io  F o n d u l o  (P a v ia , 18 F e b b ra io  1507):
Car. 5 7 r e * „Me haveti scritto como haveti la pratica Artis metrice

de L e o n a r d o  Cr e m o n e s e , cosa molto utile et galante: ve adviso como 
alli anni passati me venne per le mane et la feci acopiare, piacendome 
anchora sopra modo. E t dubitando non fusse errata, item per poter 
certificare qualunche volesse sopra cio dubitare, me sono sforzato riyol- 
tando tutto el bono E u c l id e  trovare la demostratione mathematicale ad 
ogne sua conclusione et pratica, procedendo a posteriori. E t per gratia 
de Dio, ben che siami stata una fatica strana, ho certificato demonstratiye 
el tutto. Yero e sono tre conclusione de la terza parte ubi loquitur de 
seratilibus, cio e la prima et secunda conclusione de seratilibus, item la 
conclusione decima septima de sphere quantitate, item la decimanona de 
portionis sphere ąuantitate, le quali in yeritate non bene intendo: o chel 
libro sia falso o che L e o n a r d o  ha errato, qual cosa audacter non volio 
dire, per esser lui stato si ingenioso homo, quantunche habia demonstra- 
tione contra di quelle conclusione. Per tanto me persuado che lui habi 
forsi fatto le demonstratione, benche non li habia messe in sema eon la 
pratica. E t possendole r o j  hayere, ye scongiuro me le yogliate far yedere, 
aut saltim sopra quelle conclusione antedette. E t quando non si troyasse, 
pręgo per mio amore yogliati sopra cio speculare alquanto et yeder eon 
qual ragione et demonstratione dica che multiplicando i dui terzi del 
diametro per la area del magior circulo de la sphera surge tu tta  la quan- 
tita de la sphera etc. II simile dele altre conclusione antedicte. Io ho 
qualche demonstratione contra questa conclusione de sphera et de portione 
eius, perho resto assai ambiguo, le qual demonstratione al presente non 
scriyo perche saria troppo longo. Item alla fine del libro suo fa la ex- 
cusa cum qualunche lectore, digando che licet posuerit propter facilitatem 
proportionem diametri ad circumferentiam esse sicut 7 ad 22, non ita 
sentit. E t dicit se dixisse alibi demonstratiya conclusione fere. Hayendo 
noi qualche cosa dii suo, poteressimo troyare doye lo habia detto, et tro- 
yando pręgo me ne scriyiati. Ulterius io hayeria ben a piacere veder la 
sua Cosmographia, et cosi quello instromento in forma di Galea, ma richie- 
dendole dubito me incolpate de troppo prosumptione. E t pur sforzandome 
lamor de la scientia et asegurandome la indisolubile fraternitate nostra, non 
restaró di pregarvi, hayendo messo fidatissimo, yogliati farmele yedere . . . “

d) G io r g io  F o n d u l o  a P a o l o  d a  F r e z o  (Cremona, 16 Marżo 1507 
a Natiyitate):
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Car. 58r. „ . . . Circha l a  p r a t ic a  de M .ro L e o n a r d o  Crem onese  m e 
fati intendere yui h a v e r  f a t te  le  d e m o n s tra t io n i  m a th e m a tic e  a d  o g n i su a  
conclusione et p r a t ic a  p ro c e d e n d o  a  p o s te r io r i  e tc. C o sa  la u d a b i le  e t 
digna et de m o lta  f a t ic a ,  d e lla  q u a l  co sa  lio r ie  g ra n d ę  a p ia c e re ,  p e rc h e  
voi n e  havereti a le r ia to  la  f a t ic a  d e l c e r c a r le , p e r t o  so  c h e  n e  fa re ti  
participe de le  fa tic h e  y o s tr e ,  de la  q u a l  co sa  e t ia m  Te p rę g o . T am en  
diceti esse r t r e  o v e r  q n a t ro  c o n c lu s io n e  n e  la  te r z a  p a r te ,  se u  la  p r im a  
et la  s e c u n d a  de s e ra ti l ib u s  e t  la  17® e t  1 9 a de s p h e re  e t  p o r t io n is  sp h e re  

q u a n t i ta te ,  le  q u a le  in  y e r i ta te  (sec o n d o  s c r iv e ti)  n o n  b e n e  in te n d e t i  a u t 
d u b i ta t i  c i rc h a  q u e lle  h a y e r  e r r a to  L e o n a r d o ,  q u a l  co sa  p e r h o  n o n  a u d a c te r  
y o le ti  d ire  p e r  e s se r  s ta to  L e o n a r d o  h o m o  in g e n io s is s im o . A d  co n firm a- 
tio n e m  d i q u e s to  v e  y o g lio  d ire  ch e  n u l lo  m o d o  d o v e ti  d u b ita r e  L e o n a r d o  
h a v e r  e r ra to , m a  f i rm ite r  c re d e re  esso  h a v e r  d i t to  c ió  h a  s c r i t to  cum  

v e r is s im e  d e m o n s tra tio n e . P e r  ta n to  io ,  n o n  p e r  g lo r ia  de u n o  co m p a- 
t r io ta ,  m a  p e r  la  y e r i ta d e  o lso  d i r e ,  d a  P t h o l o m e o  e t  in  q u a  n o n  esser 
s ta to  h o m o  de p iu  p r o fu n d a  s c ie n tia  n e  le  co se  m a th e m a tic e  c h e  L e o n a r d o  
C r e m o n e s e .  E t  de c ió  so n o  v e r i  te s t im o n ii  c h i  h a n o  r i s t o  le  o p e re  sue 

e t  c o n te m p la to  le  lu i  (s ic )  c o n te m p la tio n e  e t  d e m o n s tra t io n e . P e r  ta n to  
e t ia m  io so n  c e r to  esso  h a b ia  d e m o n s tr a to  t u t t e  le  p r a t i c h e  sue  p e r  

c e r tis s im e  d e m o n s tra tio n e ,  b e n  c h e  fin  a  q u i n o n  h a b ia  p o tu to  r i t r o v a m e  
co sa  a lc u n a . U n d e  c irc h a  le  4 °  c o n c lu s io n e  p re n o m in a te  de le  qua le  

s e ti  m o lto  a m b ig u o , p e r  a m o r  v o s tro  d e s id e ro so  d e  fa rv i  c o sa  g r a ta  e t 
s a t is f a rv i  in  o g n i co sa  a  m e  p o s s ib ile ,  h o  s p e c u la to  c irc h a  q u e lle . E t  
b e n c h e , d a  p o y  m e p a r t i  d a  P a y i a 1) f in  a  q u i, m a i h a b ia  d a to  o p e ra  ad 
s im ile  c o n s id e ra t io n e  g e o m e tr ic e , ta m e n ,  e x c ita to  d a l  s u b ti l is s im o  y o s tro  

in g e g n o , h o  r iv o l ta to  E u c l i d e  e t  m o lt i  a l t r i  g e o m e tr i  c o s i l a t in i  com e 
r u lg a r i ,  t r a  l i  q u a l i  h o  r i t r o v a to  e s se r  d i t to  d a  m o lt i  c h e  a  m u lt ip l ic a re  
l i  d e l d ia m e tro  p e r  la  a re a  d e l m a x im o  c irc u lo  de la  s p h e ra  p ro v e n e  
la  c a p a c ita  de l a  s p h e ra  e t  c o s i c o in c id e  t a l  o p e ra tio n e  e o n  m o lte  a l tre  
c irc h a  e s sa , co m o  e a  m u lt ip lic a re  la  su p e rf ic ie  d e  la  s p h e ra  p e r  del 
d ia m e tro ;  e t  co s i de m o lt i  a l t r i  m o d i de li  q u a l i  n e  h a b ia m o  fin  a d  u n a  
d ec en a  cu m  le  lo ro  ra so n e  d e m o n s tra tiv e . P e r  ta n to  iu d ic o  e ssa  e s se r  yera . 

M a de la  d e m o n s tra t io n e  d i q u e llo  n iu n o  h o  r i t r o v a to  h a y e rn e  p a r la to . 
P e rh o  c u m  su b ti l is s im a  in d a g a tio n e  (p e r  g r a t ia  de d io  o m n ip o te n te ,  d a l 
q u a le  re p u to  o g n i m ia  in te l ig e n t ia  p ro c e d e re )  h o  r i t r o v a to  la  v e ra  ra so n e  

e t d e m o n s tra tio n e  de la  d i t ta  p ra tic h a .  S im ili te r  de c o rp o r ib u s  s e ra ti l ib u s  
la  c h ia ra  d e m o n s tra tio n e , q u a le  v i m a n d e ró  p e r  e l p r im o  f id a to . E t  fa ro v i 
n o n  so lu m  cu m  l i  o c h i y e d e re , m a  cu m  le  m a n i to c h a r e  d ic te  y e r iss im e

1 )  Di q u i  s e m b r e r e b b e  p o t e r s i  i n d u r r e  c h e  G io k g i o  F o n d u l o  a b b i a  c o n s e g u i t o  

presso l a  u n i y e r s i t a  d i  Pavia i l  g r a d o  d i  „ a r t i u m  e t  m e d i e i n e  d o c t o r 11 col q u a l e  l o

troyiamo q u a l i f i c a t o  n e g l i  i n d i r i z z i  d e l l e  l e t t e r e  s c r i t t e g l i  d a  P a o l o  d a  F r e z o .
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demonstratione. Spero vi sara cosa grata et delecteyole; vero e che al 
presente non le scriyo perche hano bisogno de molto parlare et de lon- 
gissima scriptura, la quale al presente non posso exequire. Solum io vi 
mando la Cosmographia de L eonardo  et lo instromento in forma de 
galea, qual cose cum grandę timiditate et rispecto hayeti da me richieste. 
E t io cum magior animo ye le ho mandate per che io non ho cosi cara 
cosa de la quale non ye facesse participe, persuadendome il simile de vui 
yerso di me. Quando ne havereti cayato copia le remandareti. Circha el 
ditto de proportione diametri ad circumferentiam e yero che in alcuni soi 
sc ritti1) L eonardo  dice: „quo magis prope yeritatem est proportio 
circumferentie ad diametrum sicut 318057 ad 101250 quam sicut 22 ad 
7“ sed non alia demonstratione hoc ibidem probat; forte alibi demon- 
strative probayit: e ben yero che altri probano cbe „proportio circumferentie 
ad diametrum minor est ea que est 22 ad 7 et maior ea que est 223 ad 
71.“ Hor basta circha questo.“

Delie difficolta in genere, delle quali aveva toccato P aolo da F rezo, 
tratta poi diffusamente Giorgio  F ondulo in altra e lunga lettera latina 
(car. 59r— 64k) che gli indirizza sotto il di 22 Marżo 1507, nella quale 
pero si astiene dali’ entrare in particolari intorno a quest’ ultimo argomento, 
chiudendo eon lo scriyere: „De tertia vero difficultate, scilicet de propor
tione diametri ad circumferentiam, intelexisti per alteras litteras meas, et 
quid sentiat A rsamites et A rchimedes et quid L eonardus noster. Quare 
non plura. Laus sit omnipotenti Deo et Gloriose Yirgini Marie. 1507, 
die 21 Marcij a Natiyate Dom.1"

7) Car. 65r— 70r. Note sopra Campano, priye di titolo ed in due parti.
Inc.: „Notandum pro intelectu notabilis primi Campani commentatoris 

E uclidis positi in commento 13® 2 ł libri. Quoniam si fuerit trigonus 
ortogonius, timc ductis lineis angulum rectum continentibus . .

Expl. (car. 6 8 *): „Eodem modo super ab  describe circulum et multi- 
plica et divide u t prius; et sic finaliter habebis notitiam  omnium angu- 
lorum totalis trigoni propositi. Deo Laus, amen".

Inc. (car. 69r): „Cuique diffinite linee subnectere duas quibus ipsa sit 
medio loco proportionalis . . .“

Expl. (car. 70r): „et angulus ged  sicut r p f  et ede  sicut p f h ,  quare 
recti. Deo laus, amen."

1) B precisamente nella „Practica minutiarum“, contenuta in ąuesto medesimo 
codice. A car. 20r, lin. 25—26 leggiamo infatti: „Qua proportio circumferentie ad 
diametrum non est sicut 22 ad 7 sed magis prope yeritatem est sicut 318 057 ad 
101 250“. Questo rapporto apparisce evidentemente dedotto dalia forma 3<> 8 1 28H 
41 III 36Iv, oppure da ąuella 1° 21 49II 33 m  52IV per la lunghezza dell’ arco di
1 o in 601 del raggio, in luogo di 1° 21 50H di T o l o m e o . Peró ąuesta yalutazione 
di L e o n a r d o  per difetto e meno sodisfacente di ąuella per eccesso di T o l o m e o .
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Car. 70*. „Hec est divisio decidens materiain singuloruru librorum  
totius Geometrie E uclidis facta ad procurationem Eximii artium et medicine 
doctoris domini Magistri P e tri d e  Curte de Padua. Expletum  per me 
B ernardinum  A liherium  ab exemplari toto corrupto de anno 1506."

Inc.: „Primo igitur tractatur de superficiebus, 2do de corporibus et 
boc in ij libro in prima parte de quantitate rationali et irrationali, 2 ° de 
irrationali in 1 0 ° . . .“

Expl.: „14,1S Iiber primo de proportione diversorum corporum babentium 
equales superficies, 2 ° de inscriptione unius eorum in alterum : et boc in 
15*. Deo laus, Amen." Piu sotto: „Modus describendi circulum super 
tria puncta data extra lineam rectam ubicunque fuerint, datus in libro de 
Compositione Astrolabii. In quo etiam babetur qualiter ducatur perpen- 
dicularis, etc."

Inc.: „Sint tria puncta . . . "
Expl.: . . centrum circuli quesiti. Expletum  per me Bernardinum

antedictum ut supra." Quest’ ultima apparisce peró tra tta  da un’ opera 
di molto anteriore a L eonardo .

8 ) Car. 71r e * De equatione dierum secundum Excellen.um D. M.um 
L eonardum  d e  An toniis  Crem onensem .

Inc.: „Quia Deo dante, paucis elapsis diebus, scientiam equationum 
dierum percipi, circba quam diu dubitaveram, deliberayi clarius in ea loqui 
cum diyina gratia, quam P tholomeus capitulo 10 dictionis 3 6 Almagesti 
fecerit et suus comentator Ge b e r  ultimo capitulo 3 ij tractatus sui . . "

Expl.: „Ipsa quidem debet addi u t babeatur medium tempus quo 
sciantur coniunctiones et ascendens coniunctionum, etc.

De equatione dierum secundum L eonardum  Crem onensem  scriptum  
per me B ernardinum  Aliherium  die 13 Julij 1510."

In questo frammento troviamo da notare ebe L eonardo  prende come 
esempio 1’ anno 1436, il quale verosimilmente pud credersi 1’ anno stesso 
della redazione.

9) Car. 72r — 81*. L eonardus Crem onensis  sic prosequitur descrip- 
tionem Cosmographie in piano.

Inc.: „Terreni situs babitabilis partes describentium P tholomeus quis 
fuerit licet non pa tea t1), pro aliis tamen sufficientius dicit . . ."

Expl.: „. . . non enim yideo quod in mensura possit procedi nisi secun
dum primam partem dicti capituli. Summo sit factori laus per secula

1 )  L e o n a r d o  dubita che il „ P t h o l o m a e u s  cognominatus C l a u d i d s  AlexandrinuB 
ceu J a c o b o  A n g e l o  Florentino translatori suo placet, tempore Romani Pontificis 
A l e x a n d r i  5 i “  sia lo stesso che il „Pheludensis" autore dell’ Almagesto, mettendo in
rilievo dei diyarii fra 1’ Almagesto e la Geografia.



Nuove ricerche sul matematico Leonardo Cremonese. 337

semper. Amen." E  dopo altre dodici linee: „Expletum per me B e r n a r d in u m  
A l ih e r iu m  currente anno ab Incarnatione 1506.“

Questo trattato  e diviso in dieci capitoli; finisce nel verso della car. 81, 
ma pero il recto della car. 82 contiene ancora una figura ad esso relativa.

10) Car. 8 3 r— 9 6 r . Ars instrumenti borologici pro tempore sereno edita 
per R.um M.um L e o n a r d u m  Cr e m o n e n s e m .

Inc.: „Affectis intense circba nobilia celestium quatenus et eorum con- 
ditor atque rector avidius queratur . . “

Expl.: „Hec autem yoluella cum ponetur super centro signato in yirgula 
defferentis ex parte augis velut oppositi iuxta suum diem, patebit locus solis 
in defferente et medius motus eius in primo mobili et etiam sua equatio. 
Celorum rectori laus sit Cbristo perhennis.“

E  dopo una „Tabula yarietatis augis solis et dierum" a car. 95*— 9 6 r, 
si le g g e : „Espletum  per me B e r n a r d in u m  A l ih e r iu m  die 29 Maij 1 5 0 7 “ .

Pin qui, come del resto lo cbiariscono le annotazioni finali cbe siamo 
yenuti riproducendo, tutto  il codice e della mano dello stesso amanuense. 
Nella carta 9 7  (r e *) una mano, cbe sembra essere appartenuta alla se- 
conda meta del secolo XVI e cbe non e sicuramente quella del rimanente 
del codice, ba trascritto una „Tabella annuarum conyersionum" ed una „Ta- 
bella equationis © “, ed a car. 9 8 r delle „Tabellae annuarum conrersionum" 
e una „Tabella profectionis diurne“. Finalmente a car 98*, d’ una mano 
della prima meta del 500, abbiamo gli abbozzi incompleti di due temi 
astrologici per nati li 27  Luglio e 10 Agosto 1610.

Da tutto quanto siamo venuti esponendo in questo e nei precedenti 
nostri lavori intorno allo stesso argomento, ci sembra possano trarsi le 
seguenti conclusioni ormai abbastanza assodate:

1°. E  da escludersi in via assoluta che 1’ A rtis metrice pratice com
pilatio, della quale una versione italiana eon la corrispondente traduzione 
tedesca furono date in luce da M a s s im il ia n o  Cu r t z e , sia opera di L e o n a r d o  
M a in a r d i da Cremona. Questi fu yerosimilmente assai piu filosofo e 
medico cbe non matematico, o lo fu soltanto per quanto lo comportavano 
e diremmo quasi lo rendeyano necessario le costumanze e 1’ indirizzo degli 
studi di quel tempo: fiori nella seconda meta del secolo XV e non lasció 
alcuna scrittura intorno a qualsiasi materia pervenuta insino a noi, od 
almeno di cui si abbia notizia. Conferma in tale presunzione il fatto ch’ egli 
fu alT incirca contemporaneo di G io r g io  F o n d u l o  (1473— 1545) esso 
pure Cremonese, il quale, scrivendo dell’ autore della scrittura in questione, 
vi accenna come a tale morto da molto tempo, cosicche ormai non sopray- 
yiyesse piu alcuno di quelli che poteyano ayerlo conosciuto: anche di qui 
soltanto parrebbe quindi potersi conchiudere che L e o n a r d o  Cr e m o n e s e

Bibliotheca Mathematica. HI. Folgę. V. 22
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matematico fosse vissuto circa un secolo prim a, e quindi tra  la seconda 
meta del secolo XIV e la prima del XV.

2°. II cod. 212 di San Marco, presentemente nella biblioteca Mediceo- 
Laurenziana di Firenze, rivela la esistenza di un „Frater L eonardus d e  
A ntoniis d e  Cremona ordinis minorum bacalarius" da noi fatto cosi per 
la prima volta conoscere, il quale scriyeva di cose geometriche in Bologna 
nel 1404 e nel 1405; sicche, sebbene gli scrittori di cose cremonesi non 
ci abbiano conservata alcuna memoria di questo loro concittadino, esso 
viene ad aggiungersi alla serie degli uomini illustri Cremonesi e degli 
scrittori italiani di matematica.

3°. Cbe il L eonardus Crem onensis, al quale si attribuiscono numerose 
scritture scientificbe, non sia altri cbe il L eonardo  d e ’ A n t o n ii risulta 
indubbiamente dal fatto cbe 1’ A rtis  metrice pratice compilatio, la quale 
nei varii esemplari finori noti, ed in un altro cbe faremo conoscere piu 
sotto, e attribuita a „L eonardus Crem onensis" e nel codice Parigino 7192 
dicbiarata del „Magister L eonardus d e  A n toniis d e  Cremona", e questo 
da parte di tale cbe scriyeya in Cremona stessa, pocbi decennii dopo cbe 
egli sara morto.

4°. A questo „L eonardo  d e ’ A n t o n ii", o ltre alla scrittu ra  principale 
ed alle tavole, le quali hanno data occasione ai p resenti s tu d i, devono 
ancora riconoscersi queste altre  prom iscuam ente a ttribu ite , o esplicitam ente 
a lui, oppure a L eonardus Crem o n en sis :

a) Le note sopra Campano  a car. 133r— 135r del codice 212 di San 
Marco di Firenze, le quali nel fondo sono le stesse di quelle a car. 65r— 70r 
del codice Parigino 7192.

b) I metodi per la estrazione delle radici quadrata e cubica a car.
2o3 256 del codice della biblioteca universitaria di Bologna sewnato col
n° 2780.

c) I capitoli cosmografici a car. 134*— 144*' del codice della biblioteca 
reale di Parma segnato col n° 984: gli stessi cbe a car. 72r— 81* del codice 
Parigino 7192 e dei quali le prime 11 linee trovansi ancbe trascritte a car. 
28* di questo medesimo.

E p o i a n c o ra  q u e s ti  a l t r i  la v o r i ,  d e i q u a l i  e f in o ra  n o to  1’ u n ic o  esem - 
p la re  c o n te n u to  n e l  su d d e tto  co d ice  P a r ig in o :

d') „ P r a c t ic a  m in u tia ru m " .

e) „ A lg o n s m u s  m in u t ia ru m " , c b e  c o s i io  c b ia m e re m o , a d o t ta n d o  il  t i to lo  
d a to g li  dalT  am am ien se , ta n to  p e r  d is t in g u e r lo  d a l ia  s c r i t tu r a  p re c e d e n te .

f )  D im o s tra z io n e  g e o m e tr ic a  r e la t iy a  ad  u n a  p r o p r ie ta  d e l  c e rc b io .
g) ,,D e e q u a tio n e  d ie ru m " .

h) „Ars instrum enti borologici pro tempore sereno".
F in a lm e n te , q u a n d o  n o n  s ia  t u t t ’ u n o  e o n  q u e s t ’ u l t im a , c h e  r i s g u a r d a
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la descrizione e 1’ uso di un quadrante solare portatile, la „galea" della 
quale e cenno nel carteggio di Giorgio  F ondulo eon P aolo da F rezo .

Ben poco peró siamo ancora in grado di dire intorno alla vita del 
nostro L e o n a rd o . P a o lo  d a  F re z o  Io dice: „si ingenioso hom o"; e G io rg io  
F o n d u lo  giudica „da P th o lo m e o  et in qua non esser stato homo de piii 
profonda scientia ne le cose m athem atice". A lla data del 1404 e del 1405, 
gia trovate come quelle del compimento di alcuni suoi lavori, e da aggi- 
ungersi che di un  altro  possiam o argom entare che sia posteriore all’ anno 
1410, poiche in esso si accenna a circostanze a questo anno anteriori; egli 
scrire in fatti: „Preconsiderare tam en convenit quod licet Cosmographiam  
P th o lo m e u s  cognom inatus C lau d iu s  A lexandrinus, ceu Ja c o b o  A n g e lo  
Florentino transla to ri suo placet, tem pore Rom ani Pontificis A le n a n d r i  5L 
descripserit ingeniosius quam  sui precessores per quem scrip tor et ego 
divina gratia didici modum descriptionis rei presentis, veluti longo tem 
pore cogitareram  sed m inime com prehendere valueram  . . Procedendo 
nel nostro spoglio secondo 1’ ordine cronologico, troyiam o che alle date 
surriferite e da aggiungere quella del 1436, assunta, m olto verosim ilmente 
dali’ anno nel quale scriveva, come esempio in un suo fram m ento astro- 
nom ico, nel quale appunto si legge: „Y erbi gra tia  si anno 1436 a Xpi 
natiy itate . . P i u innanzi ancora ci portiam o eon quest’ altro  passo 
dell’ A rs instrumenti horologici, nel quale, accennandosi alla correzione del 
Calendario, e scritto : „Mea siquidem yi m odica correctionis huius exem- 
p laria transm isi ad Concilium Basiliense iam diu dum Yigeret et ad Do- 
m inum  Papam  E ugenium , ad A ngliam  et Parisium  . . noi sappiam o 
infatti che conclusioni intorno a questo argom ento furono prese dal Concilio 
di Basilea in una adunanza del Marżo 1437,^  ed accennando L e o n a rd o  
ad un  tem po nel quale non fosse peranco scoppiato irreconciliabilm ente 
il dissidio fra Papa C o n d u lm e r ed il burrascoso Concilio, parrebbe non si 
doyesse andare piu  in la  del 1438. In  questa medesima scrittu ra  si h a  per 
yerita un  altro  passo dal quale l ’anno nel quale essa e stesa sem brerebbe 
risu ltare  indubbiam ente, poiche vi si legge: „et si usque ad m agna yiguerit 
tem pora precedentia nostrum , yidelicet per annos . . m a la  cifra che qui 
segue e, in conseguenza d’una correzione, di cosi incerta le ttu ra  da non 
perm ettere di fondaryi sopra alcuna sicura argomentazione.

N el complesso adunque ci sem bra , per quanto almeno perm ettono 
di concluderlo i docum enti finora insino a noi peryenuti, po tersi tenere come 
assodato che la attiv ita  scientifica di L eonardo  d e ’ A n to n ii da  Cremona, 
p iu  com unem ente conosciuto col nome di L eonardo  Crem onese , si syolse

1) Die Vorgeschichte der Gregorianischen Kalenderreform yon F e r d i n a n d  K a i .t k n -  

b r u n n e r  (S itz u n g sb  e r ic h t e  d er A k a d e m ie  der W is s e n s c h a f te n  in  W ie n  
(Philos.-Hist. Cl.) 82, 1876, pag. 337).

22*
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del 1404 al 1438, e poiche ancora nel 1404 egli era „baccelliere“ in teologia, 
della ąuale pin tardi diyenne „maestro" crediamo di non andare molto 
lungi dal vero esponendo la ipotesi che il suo anno di nascita sia da tenersi 
intorno al 1380. Egli stesso poi si dice „a me homociunculo membro .. . 
yidelicet fratre L eonardo , Ordinis sancti Francisci"

Resterebbe ora soltanto cbe noi formulassimo un ąualche apprezza- 
mento sopra i meriti scientifici di L eonardo  d e ’ An to n ii e sul posto 
ch’ egli viene ad occupare nella storia della scienza.

Neli’ unico trattato  cbe si ba alle stampe, cioe nell’ A rtis  metrice 
pratice compilatio, crediamo sia da raw isarsi un documento im portante per 
giudicare dello stato delle cognizioni geometricbe al principio del secolo 
XV, documento il ąuale forsę, per la stessa indipendenza sua dagli scritti 
di L eonardo  P isano , acąuista sotto ąuesto rispetto caratteri di speciale 
interesse. Quanto al complesso dell’ opera dello scienziato, il cui nome 
viene ora restituto alia storia delle matematicbe, noi crediamo cbe, per 
giudicare eon competenza e per dare a ąuesto giudizio i necessarii fonda- 
menti, converrebbe incominciare dal pubblicarne le opere e ąueste studiare 
nei rapporti eon le altre sinerone e congeneri. Cosi, per modo di esempio, 
la parte aritmetica delle opere di L eonardo  d e ’ A n to n ii dovrebbe studiarsi 
in relazione eon ąuello cbe intorno alle stesse materie ba lasciato P rosdo- 
cimo d e ’ B eldo m a n d i, il ąuale, piu fortunato di L eonardo , restó nella 
storia delle scienze, mentre di ąuesto anche i matematici italiani del rina- 
scimento, cbe molto probabilmente avranno approfittato delle sue opere, 
tacąuero ingenerosamente, come di tanti altri, il nome, rimasto cosi insino 
a noi completamente ignorato.

Nel precedente mio lavoro Intorno al presunto autore della „A rtis  
metrice pratice compilatio11, ebbi a registrare ąuattro  esemplari di ąuesto 
trattato: la descrizione or ora fatta del codice della biblioteca nazionale 
di Parigi segnato col n° 7192 ne aggiunge un ąuinto, e ąu i, in via di 
appendice alle cose esposte, vogliamo notare come le ricercbe da noi pro- 
seguite intorno a ąuesto argomento ne abbiano messo in evidenza ancora 
un sesto nella biblioteca reale di Parma. Anche ąuesto esemplare del 
lesto non era sfuggito alle meravigliosamente diligenti ncerche del Principe 
D. Baldassarre B oncompagni, il ąuale anzi ne aveva fatta curare una 
trascrizione ]), e se esso non ci fu noto prima, lo si deve principalmente 
attribuire a ció che in Italia gli studiosi non troyano senipre presso i pre- 
Posti alle biblioteche dello stato ąuegli aiuti che ąuesti dovrebbero dare.

1) Catdlogo della biblioteca B o n c o m p a g n i . Parte prima contenente i manoscritti, 
fac-simili, edizioni del secolo X  V, abbachi, riciste, ecc. Roma 1898, pag. 129- 1027
L e o n a r d i  C r e m o n e n s i s  Artis metricae practicae compilatio. Copia del codice della 
Bibl. Reale di Parma, segnato „CC. V. 26“ in fol".
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L ’ esemplare in questione, come del resto era gia noto per la indicazione 
che ne aveva somministrata il Boncompagni, e contenuto nel Codice che7 
al tempo della copia da lui fatta eseguire, portaya la notazione C C. Y. 26, 
cambiata poi nell’ altra HH. VIII. 12, e poco appresso ancora nel n° 305 
(ąuando si persuaderanno questi benedetti bibliotecarii che negli istituti a 
loro affidati ci sarebbero da fare cose tanto piu importanti che non mutare 
e rim utare ad ogni momento e senza motivi plausibili le notazioni dei 
codici!); ma nemmeno la indicazione della antica notazione era bastata a 
far troyare il codice: lo rinvenimmo finalmente in seguito a personali 
ricerche.

II codice appartiene al secolo XV e forsę alla seconda meta di esso, 
e nelle carte anticamente numerate nei redo eon le eifre 1— 49 contiene 
appunto la: „L eonard i Cremonensis artis metrice praticae compilatio". 
Esso non porta alcun segno il quale riyeli i nomi dei suoi precedenti 
possessori: la yecchia e ricca legatura in cuoio rosso eon impressa in oro 
la scritta: „Bibliothecae Regiae Parmensis" eon i gigli di Francia indica 
soltanto ayer appartenuto alla detta biblioteca nel tempo in cui Parma 
era soggetta ai Borboni. Nel suo presente assetto il codice fu assai proba- 
bilmente disposto al tempo del bibliotecario P aolo Maria P aciaudi che 
tenn e 1’ ufficio nella seconda meta del decimottayo secolo J) e che pre- 
mise al manoscritto una introduzione che vorrebbe essere storica dell’ arit- 
metica, perche egli, assai probabilmente per avere mai lette o małe inter- 
pretate le due parole „Artis metrice", le trasformó in „Arithmetice" e, se- 
guendo le indieazioni fom ite dagli storici di cose cremonesi, attribui 
senz’ altro la scrittura a L eonardo  Mainardi, inscriyendo in una guardia 
„Leonardi Matnardi Arithmetice". Vero e tuttavia, e non yogliamo tacerlo, 
che nella introduzione suaccennata egli scriye: „Arithmetice practice com- 
pilatio, reyera tamen non artis numericae institutiones, sed mensurarum 
doctrinam complectitur; adhibita, ut res ipsa postulat, arithmetica suppu- 
tatione".

Alla „Compilatio" propriamente detta fanno seguito nelle carte anti
camente numerate nei recto eon le eifre 50—59 e col titolo „Tabella 
sinuum" le tavole gia note.

1) Vitae italorum doctrina exceUentium, ąui saeculis X V II  et X V II I  floruerunt. 
Auctore A n g e l o  F a b k o n i o . 14, Pisis MDCCLXXXIX, pag. 180—247.



342 H. B o s m a n s .

Note sur la trigonometrie d’Adrien Romain.
P ar H. B osmans a Bruxelles.

On ne connait bien souvent la trigonometrie (TAd r ien  R o m a in1) que 
par son Canon triangulorum sphaericorum2). Mr v. B raunmuhl notaniment, 
n ’analyse que ce seul ouyrage, dans ses Yorlesungen iiber Geschichte der 
Trigonometrie3). A u fond la cbose est assez naturelle; le Canon est le plus 
considerable des travaux d’A. R omain sur la trigonometrie, et se rencontre 
peut-etre  plus frequemment que ses autres ecrits trigonom etriques, dans

1) A d iu a a n  y a n  R o o m e n , R o m a n u s , o u  R o m a in  naquit, a Louyain, le 29 septembre 
1561. Professeur de mathematiques et de medecine d’abord a l ’universite de sa yille 
natale, puis a celle de Wurzbourg, il mourut a Mayence le 4 mai 1615. Toutes les 
bistoires des mathematiques consacrent quelques pages a A. R o m a in ; et il a donnę 
lieu, en outre, a d’assez nombreuses monograpliies, parmi lesquelles il faut mettre 
hors de pair les deus suiyantes:

Notice sur le mathematicien louvaniste A drianu s  B omanus, professeur a Tandemie 
unwersite de Louvain. — (X V Ie SiecleJ par P h . G i l b e r t .  R e y u e  c a t b o l iq u e ,  t. 17 
(Louyain 1859), p. 277—286, 394—409, 522—527. — P h . G i l b e r t ,  y  śtudie surtout 
les travaux geometriques de son illustre predecesseur dans la chaire de mathematiques 
de l ’universite de Louyain.

A d rik n  B om ain , premier professeur a la faculte de medecine de Wurzbourg, par 
A. R u l a n d .  B ib l io p b i le  B e lg e  (Bulletin trimestriel publie par la  societe des biblio- 
philes de Belgique) 2  (Bruselles 1867), p. 56— 100, 161— 187, 256—269. — R u l a n d  

y donnę une bibliograpbie des oeuyres d A. R o m a in ,  qu’on peut proposer comme un 
modele du genre.

Ecrites a des points de yue tres differents et independamment l ’une de 1’autre, 
les monograpbies de G il b e r t  et de R u l a n d  se completent de la maniere la plus beureuse.

2) A d r ia n i B omani C a n o n  T r ia n g u lo r u m  S p h a e r ic o r u m , B r e u i s s im u s  S im u l  ac  

f a c i l im u s ,  q u a m p lu r im is q ;  e x e m p lis  o p tic e  p r o ie c t is  i l l u s t r a tu s ,  i n  g r a t ia m  A s tr o n o m ia e , 
C o sm o g ra p h ia e , G e o g ra p h ia e , l lo r o lo g io g r a p h ia e ,  & c. S tu d io s o r u m  ia m  p r i m u m  e d i tu s .  
A ccessere  p le n io r i s  u s u s  ergo . T a b u la e  S in r n m ,  T a n g e n t iv m ,  E t  S e c a n t iv m  E x  Opere 
B fo  A tą .  E x i m i j  P a t r i s  C h r is to p h o r i  Cl a u ii S .  I .  M a th e m a t ic i  c e le b e r r im i d e s u m p ta e .  
Moguntiae, Ex Officina Ioannis Albini, Anno M.DC.IX.

3) Tom. I (Leipzig, Teubner, 1900), p. 229—231. En m ’exprimant ainsi, c’est 
que je compte, bien entendu, limiter ma note a la trigonometrie proprement dite, 
c’est a dire, a la resolution des triangles; en excluant les travaux d’A. R o m a in  sur la 
determination de n ,  une equation du 4 5  e degre et le calcul des cordes du cercie.
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les bibliotbeques publiąues. II ne parait cependant pas etre le plus im- 
p ort ant; et en tous cas, on ignore d’ordinaire que, loin d’etre seul, il faut 
lui ajouter le Canon triangulorum rectangulorum, le Speculum astronomiami 
et la M athesis polemica1). Je ne pretends pas presenter ces opuscules 
au lecteur, comme contenant tous les trois des decouyertes de premier 
ordre; mais la baute situation occupee, en son yiyant, par A. R omain, aux 
universites de Louyain et de W urzbourg; ses relations d’amitie avec Clavius, 
Mag in i, Vie t e , L udoluhe yan Collen  et d’autres princes de la science 
de son temps; enfin et surtout, la rarete des trois petits yolumes que je 
yiens de nommer, donneront, je 1’espere, quelque interet a la note que je 
me propose de leur consacrer. Au surplus, le Speculum astronomicum, 
merite, en toute bypotbese, 1’attention de 1’historien de la trigonometrie.

I. C anon tr ian gu loru m  rectan gu loru m .

Le Canon triangulorum rectangulorum, fort oublie aujourd’bui, l ’etait 
moins jadis, car Ya leee  Andre dit 1’ayoir y u 2). II n ’existe plus dans 
les bibliotbeques belges; mais R uland en signalant un exemplaire a 
W olfenbiittel3), je me suis adresse a la bibliotbeque ducale. Celle-ci a 
eu 1’obligeance de m’enyoyer ce precieux yolume a Bruxelles et de l’y 
laisser a ma disposition pendant quelques semaines. Qu’elle yeuille bien 
agreer ici 1’hommage de mes remerciements et de ma vive reconnaissance.

Le Canon est une toute petite brocbure de form at, in 8 °, com- 
prenant 16 pages imprimees en long, non chiffrees, mais les pages 1, 3, 5, 
sont signees respectiyement A, Aij, Aiij. II n ’a ni frontispice, ni preface 
et est intitule:

cauon triangvloivm || rectangvlorvm, tam sphaericorvm || quam 
rectilineorvm, methodo brevissinia || eaque facillima comprehensa: 
A u th o r e  || a. romano medico et matliematico.

R uland croit que le Canon fut imprime a Louyain4), conjecture 
fort plausible. II doit, en toute bypotbese, avoir ete publie peu de 
temps apres l ’apparition du Variorvm de rebvs mathematicis responsorvm

1) J ’en donuerai, ci-dessous, au fur et a mesure la deseription detaillee et le 
titre complet.

2) V a l e r i  A n d s e m  Desseli 1 .  C. Biblioiheca belgica: de Belgis vitis scriptisq;  Claris, 
praemissa topographica Belgii totics sev Germaniae inferioris descriptione. Editio reno- 
vata, & tertia parte auctior. Lovanii, Typis Iacobi Zegers CIO.IOC.XLIII. Cum privi- 
legio Regis, p. 15 et 16. — II n ’est pas inutile de remarquer a ce propos que la 
bibliograpłiie d’A. R o m a i n  ne compte pas moins de 60 numeros. Y a l e k k  A n d r e  n’en 
a cependant y u  et n'en nomme que 18. „Scripsit Y a r i a  (A. R o m a n u s ) ,  dit-il, ex quibus 
yidi sequentia“ : suiyent les 18 titres.

3) O. c. p. 161.
4) O. c. p. 162.
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Iiber V I I I 1) par Y ie t e , qui est, on le sait, de 1593. A. R omain semble 
avoir eu pour bu t d’y resum er, pour ses eleves, les grandes decouyertes 
faites p ar le geom etre franęais dans la tbeorie des trianglSs spberiąues 
rectangles.

Le Canon debute par ces m ots2): „Diagrammata duo triangulorum  
rectangulorum, prius quidem rectilineorum trium, alterum vero spbaericorum 
quatuor“ ; apres quoi 1’auteur donnę deux figures, les seules de tout l ’ou- 
vrage, Fune composee, comme il le dit, de trois triangles rectilignes, 1’autre 
de quatre triangles spberiques. Elles ne sont pas de grandę utilite, et je 
n ’y insiste pas.

Au verso du f° A, R omain definit les notations dont il se servira. 
Les augles se representeront par A , B , C, A  etant toujours 1’angle droit; 
les cótes opposes respectivement par B C , A C , A B ; le rayon du cercie 
trigonometrique par U.

F° A ijr0 et Aijv°. Resolution des triangles rectilignes rectangles. Elle 
n ’a rien de neuf. R omain y distingue six cas:

1° On donnę: i? ou C et A B .
Q 7 B A B  B A BSolution: t----- j, =  -777; -----s  ==tang B A C ’ sec B BC

2° On donnę: £  ou C et A C .
Solution analogue.

3° On donnę: B  ou C et B C .

Solution: *  _  %  *  _  f O
sin G A B ’ sm B AC

4° On donnę: A B  et A C .

Solution: ^AC  tang i? ’ sec B B C
A B 2 +  A C 2 =  B C 2.

5° On donnę: A B  et BC .

Solution: 0u — C ^  ■BC  sec B A B  sin C’

-R BC B A B—  ousin B A C  tang B A C
B C 2 — A B 2 =  A C 2.

0 ° On donnę: A C  et B C .
Solution analogue.

F" A iijr0. R omain y remarque, que les angles et les cótes d’un tri- 
angle spbenque rectangle n’etant pas necessairement aigus, que d’autre

1) F u a n c i s c i  V i e t a e  Variorvm Be Bebos Mathematicis Besponsorm, Liber VIII. 
Cujus praecipua capita sunt, Be duplicatione Cubi, A Quadratione Circuli. QUae claudit 
n<?oxsięov, seu Ad vsum Mathematiei Canonis Methodica. Tyronis, Apud Iamettivm 
Mettayer, lypographum Regium. 1593. — 2) Fo A, i-o.
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part les tables donnant toujours un angle aigu, il est necessaire de dis- 
poser d’un „Index“, dont le role est d’indiquer s’il faut s’en tenir au nombre 
de degres fourni par la lecture immediate des tables, ou bien prendre celui 
de l ’arc supplementaire.1)

F ° Aiij v°. Bnumeration des dix cas qui se presentent dans la reso- 
lution des triangles spberiques rectangles.

Cbacune des pages restantes [F° (A iv)r° —  (Aviij)v°] contient la 
solution detaillee d’un de ces cas. Les elements inconnus y sont deter- 
mines cbacun par six proportions differentes, soit au total par 180 pro- 
portions (18 par triangle), toutes enoncees d’ailleurs sans la moindre de
monstration.

Au fond ces proportions se ramenent aux dix formules devenues 
classiques, qui de nos jours encore resument la resolution des triangles 
spberiques rectangles:

R  sin B R sin C
sin BC  sin A C ’ sin B C sin A B  ’

R cos A B
cos A C cos B C ’

R  tang A ć R tang A B
cotang B C cos C ’ cotang B C cos B

R  cotang B R cotang C _

R  cos AC R  ___ cos AU
in C cos B  ’ sin B  cos C ’ 

R  cotang C 2")O 2-j 
n ' 'cotang B cos B C 

Pour donner une idee du style de l ’auteur, voici comment il se sert 
de cette derniere formule, pour trouver le cóte B  G d’un triangle spberique 
rectangle, dont il connait les angles B  et C.3)

Quaesitum BC . Index B  & C.
I R  ad tangentem  anguli B-, ita tangens anguli C |  ad gecant 

U t x tang. comp. anguli B  ad J?; ita tangens anguli G , ar(Jug 
( tang. comp. anguli C ad ita tang. comp. anguli B  )

1) „In singulis articulis seąuentis canonis ad unumquod(jue ąuaesitum adjunximus 
indicem, qui est accidens aliąuod trianguli ex quo quaesiti species cognosci debet.“

2) La presence de cette formule dans le Canon ne permet pas de lui donner
une date anterieure a 1593. Nous venons de rappeler que le Variorum responsorum 
Uber V III  par V i £ t e  parut en cette annee, et on sait que la formule s’y trouye. 
(Ch. XIX, XIII, f°  34 v°). Un ezces de modestie ne fut jamais le faible 
d’A. R o m a i n . S’il ayait ete 1’auteur d’une formule aussi remarquable, il n’eut pas 
manque d’en reclamer bruyamment la patemite. Or ses ecrits ne renferment pas de 
tracę d’une pretention de ce genre. — 3) F<> (Aiv) i-o.
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( R  ad tang. compl. ang. J5; ita tang. compl. ang. C | ad sinum
Ut tangens anguli B  ad R \  ita tang. compl. ang. C , complem.

( tangens anguli C ad R-, ita tang. compl. ang. B  \ arcus BO .

Cette maniere de transform er sans changements im pórtants et d ecrire 
une proportion, toujours la meme, de cinq ou six faęons differentes etonne 
aujourd’hui. Elle etait dans les babitudes du temps et Y i e t e  n a g it pas 
autrement dans le Canon mathematicus.1) Ces modifications ont cependant 
leur raison d’etre, car il est aise de s’assurer, par une mise en nombre, 
qu’elles peuyent avoir leur utilite propre quand on veut operer au long, 
par Toie de m ultiplication et de diyision, sans emploi des logaritbmes.

J ’obseryerai a ce propos, en passant, qu’A. R omadst,  qui persiffle 
d’une maniere si cinglante R a y m a r u s  U r s u s  Ditbm arsus, dans le 5 e dia- 
logue de son Arceimedes2), deyait connaitre la prostbapberese3), mais 
qu’il ne semble ayoir jamais bien apprecie tous les ayantages de cette 
belle metbode.4)

1) Y oir  notam m ent, p . 3 5 — 41. Je  crois superfłu de transcrire  au  lo n g  le s  trois  
titre s  sous le są u e ls  parut le  Canon mathematicus. J ’a i e ta b li dans m on m em oire sur 
le  Traite des Sinus de M i c h i e l  C o i o n e t  q u ’il  n ’y  a la , a proprem en t parler, q u ’u n e seule  
ed itio n  ( A n n a l e s  d e  l a  s o c i e t e  s c i e n t i f i q u e  d e  B r u x e l l e s  2 5 : 2 ,  1901, p. 21 
— 24). Je  n ’y  rev ien s pas et j e  m e co n ten te  de renyoyer le  lec teu r  a la  note  dans 
la ą u e lle  M. Enestróm  a resum e la  q u estio n  ( B i b l i o t l i .  M a t h e m . I 3 , 1901, p. 356). 
J ’y  ajouterai que le s  p seu d o -ed itio n s se trou yen t toutes les trois au B r itish  M useum . 
(V oir: British Museum. Catalogue of printed boolcs. V °: Y ie ta .)

2) In A rchimedis circvli dimensionem Expositio & Analysis. Apologia pro A hcbimede, 

ad Clariss. virum I osephum S caligerum. Eiercitationes Cyclicae contra I osepbum S caligerom, 

Orontium F inaeum, & B a ymarum Vrsvm, in decem Dialogos distinctae. Arthore A driano 

R omano Eqvite Avrato, Mathesecon Excetlentissimo professore in Academia Wurce- 
burgensi. W urceb urgi. A nno CIOIOXCVII, p. 8 4 — 89.

L ’exem plaire de 1’U n iyersite  de L ouyain  a app artenu  a  A . Romain. In ter fo lie  de 
pap ier  b lan c, i l  co n tien t des corrections e t  des a d d itio n s de la  m ain  de 1’auteur, ecrites, 
sem b le-t-il, en vue d ’une reed ition . M alheureusem ent e lle s  son t in a ch ey ees e t n e  form ent 
q u ’un  brouillon .

3) La ąuadrature du cercie et la  prosth aph erese so n t, en  e ffe t , don nees l ’une  
et 1 autre dans le  Fundamentum astrononiicum d ’URsus. Y oir  la  N o te  que j 'a i  consacree  
a cet ouyrage dans le  Traite, des Sinus de M ichiel Cownet, p. 1 6 — 20.

4) La b ib lio th eą u e  de 1 u n iy ersite  de L ouyain  p ossed e  u n  m anu scrit, co te  m s. 196, 
dans leą u e l on trouye (fo 365— 368) le  p e t it  tra ite  su iyan t: Nova multiplicandi, divi- 
dendi, quadrata componendi, radices extrahendi ratio, multb guam pervulgata certior, 
facilior & majoribus maxime numeris accommodatior Authore A. R o m a n o  E. A. Lors 
de la  session  de janyier  1904, j a i p resen te  cet o p u scu le , in e d it  ju sq u ’ic i, a  la  S o c ie te  
sc ien tifiąu e  de B ruxelles, qu i en a vote  T im pression  dans ses A n n a l e s .  II y  paraitra  
incessam m en t et renferm e d a sse z  curieux  ren se ig n em en ts sur le s  m eth o d es em p lo y ees  
par A. R o m a i n , dans le s  ca lcu ls num eriques.



Note sur la trigonometrie d ’Adrien Romain. 347

II. L e S p eeu lu m  astronom ieum .

Le Speeulum astronomieum est un yolume de format in 4°, contenant 
152 pages7 titre  compris. Les 151 premieres pages, sont numerotees (1 — 
151); la demiere non numerotee renferme le priyilege conęu en ces termes:

„Ideae Matłiematicae')  Adriani R omani partem eam quae Speeulum 
astronomieum comprehendit, praelo dignam censeo. Datum 16 Iunii 1606. 
Gyiliel. Fabricivs Noviomagus, Apostolicus ac Archiducalis librorum censor.“

Le titre  complet de 1’ouyrage est:
specTlvm || astronomicvm || siye || organvni forma mappae || ex- 

pressvm: || In quo licet immobili || Omnes qui Primo caelo, Primoqve || 
mobili fpectari lolent motus, per Canones ea || de re confcriptos, planiffime 
fine ullius || regulae aut volyelli beneficio || repraefentantur. || authore
A . R o m a n o ,  Eąuite aurato, Comiti Palatino, || Medieo Caefareo: atq; ad 
D. loannis Novi M onasterij || Herbipoli Canonico. j j  (Petit fłeuron.) L ovauii, 
Ex officina loannis Mafij, fub Yiridi Cruce, anno 1606. || Sumptibus Authoris. 
Troftat Francofurti apud || Levinum Hulfium. |j2)

La dedicace, adressee au celebre arcbiduc Albert, pour lors souverain 
des Pays-Bas Espagnols, est datee de Louyain, le 16 juin 1606.

L ’ouyrage est divise en deux parties, dont les cbapitres 2— 7 de la 
premiere sont consacres a la trigonometrie.

En yoici d’abord les titres:
Cap. 2. De triangulorum  generibus et differentiis, p. 9— 18.
Cap. 3. De analytices triangulorum  forma seu methodo, p. 19— 21.
Cap. 4. De principiis analyticae triangulorum  rectilineorum, p. 21—23.
Cap. 5. De principiis metbodi linearis analyticae triangulorum, sphaeri- 

corum, p. 24— 35.
Cap. 6 . De principiis analyticae logicae triangulorum  sphaericorum, 

p. 35— 40.

1) Les Id e a e  m a th e m a tic a e  deyaient former une serie d’ouvrages qui est malkeu- 
reusement restee inaclievee. L’ouvrage cite plus particulierement sous ce nom est a 
proprement parler la M e tlio d u s  p o ly g o n o r u m . C’est ce qui resulte aussi bien des ex- 
plications d’A. R o m a i n  que du titre lui-meme qu’il a mis en tete du yolume:

I d e a e  m a th e m a tic a e  p a r s  p r i m a ,  sw e  m e th o d v s  p ó l y g o n o n m , q v a  la te r v m ,  p e r i-  

m e tr o ru m  &  a r e a r u m  c u ju s c u n ą u e  p o ly g o n i  i n v e f t ig a n d o r u m  r a t io  e x a c t i s s im a  &  cer- 

t i s s im a ; u n a  c u m  c i r c u l i  ą u a d r a tu r a  c o n t in e n tu r .  A v th o r e  A d riano  R omano L o v a n ie n s i ,  

m ed ico  e t m a th e m a tic o . Lovanii, Apud Ioannem Masium, Typog. Iur. Anno CIO.IO.XCIH. 
(Bibl. Roy. de Belgique.)

I d e a e  m a th e m a tic a e  p a r s  p r i m a ,  s iv e  m e th o d u s  p o ly g o n o r u m . . . . Antwerpiae, 
apud Ioannem Keerbergium. Anno CIO.IO.XCIII. (Univ. de Louvain.)

C’est une meme edition qui parut simultanement a Anyers et a Louvain, avec 
deux adresses d’imprimeur differentes.

2) Deux exemplaires a la bibłiotheque royale de Belgique. J ’en connais d’autres 
aux uniyersites de Gand et de Louyain et a la bibliotheque communale a Anyers.
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Cap. 7. De canone triangulorum  sphaericorum per speculum nostrum, 
p .  41— 50.

Les chapitres 2 et 3 contiennent des generalites. Le cłiapitre 5 ex- 
pose les principes des projections coniąues et cylindriques des figures 
dessinees a la surface de la sphere. Le chapitre 7 donnę 1’application de 
ces principes a la resolution graphiąue des triangles spheriąues projetes 
sur un plan. A . R o m ain  affectionnait beaucoup cette methode, qu’il emploie 
dans un grand nombre de figures du Canon triangulorum sphaericorum; 
mais je m’ecarterais de mon sujet en m’y arretant ici.1) Quant aux cha- 
pitres 4 et 6 ils m eritent plus d’attention.

La trigonometrie rectiligne formę l ’objet du chapitre 4. On n ’y trouve 
encore aucun de ces essais de notations trigonometriques qui rendent le 
chapitre 6 si neuf et si interessant. Je  le ferai donc suffisamment con- 
naitre, en transcrivant, en langage algebrique moderne, les formules qu’on 
y trouye. Les numeros d’ordre qui les accompagnent sont ceux dont elles 
sont affectees dans 1’original.

Soient A , 11, C, les trois angles; a, b, c, les cótes opposes; r, le 
rayon du cercie inscrit; 11, celui du cercie circonscrit; E t, celui du cercie 
trigonometrique.

Formules du premier genre:2)
^ a  __ b __  c

sin A  sin B  sin C ’
a __  b c

cotg \  B  +  cotg G cotg { O - ) -  cotg ^  A  cotg A  cotg \  C
2  a ___ cosec B

b cosec A  ’
a __  cotg G — tang \  B
b cotg ^  C — tang A

3 M l f  =  tg j -  (B  +  C) 3)
b ~  c tg  i  (B  -  C)

Ą __  tang \  B  — tang C 4)
 ̂ cotg A  — tang \  ( f

1) A. R o m a i n  dit en parlant de ces projections (Speculum astronomicum, part. 1, 
cap. V, p. 3 4 ) :  „Nos de . . . hisce projectionibus . . . conscripsimus Volumen ingens, in 
quo omnia fere quae in bac materia desiderari possunt annotavimus“. Ce trayail ne 
parut jamais. II est aujourd’hui perdu.

2) „Prioris generis haec sunt“ (p. 22), c’est a dire, comme 1’auteur l ’a explique 
plus haut (p. 21), les formules dans lesąuelles interviennent les angles et les cotes 
eui-memes; tandis que dans les formules du second genre on considere leurs segments.

3 ) Formule due a  T h o m a s  F in k iu s . Yoir la note historique que j ’ai consacree a 
cette analogie, dans le Traite des Sinus de Michiel Coignet, p. 25—29.

4 )  Le Speculum a ici une faute d’impression. Au denominateur on lit tanu- C 
au lieu de tang ^ C.
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a cotg B  -f- cotg C 1)
6 cosec C

K a cotg \  B -\- cotg \  C
T  B,lt

6. _  R t
R  cosec A

7 2 bc

8

b2 -(- c2 — a 2 cos A 
a cosec C
b cotg U -f- cotg A

Formules du second genre.2)
Soit A H  la hauteur abaissee de 1’angle A .

1. B A H  =  — B- C A H  =  f  —  C.
B H  __  cotg B
CH  cotg C

b

2 .

3 c __ ______ ______
B H  cos B^ CH  cos C

4 . c2 — b* =  a ( B H  —  CU).
5. B H 2 —  C H 2 =  a ( B H  — CH).
6 . (c +  b) (c — b) — a (B H  — CH).
7. a 2- \-b 2 —  c2 =  2a  ■ B H .

Soit A M  la mediane de l’angle A,
sin B  sin C

sin B A M  sin GAM
Soit A D  la bissectrice de A ,

b __  BD
c ~  DC

Soit enfin A E  le diametre du cercie circonscrit mene par A , et D  
le point ou ce diametre rencontre la base BC ,

1 . A D C =

2.

2 2 

b cos D A C
c cos D A B

Beaucoup de ces formules etaient anciennes et fort connues; mais 
comme ce cbapitre est le seul un peu complet que R o m ain  ait ecrit sur 
la trigonometrie rectiligne, j ’ai cru utile de le faire connaitre en entier.

Le cbapitre 6 est plus important. L ’auteur y  expose la solution al- 
gebriąue des triangles spheriques. II y donnę d’abord en abrege les

1) Si l’un des angles etait obtus, dit A. R o m a i n , il faudrait prendre au numera- 
teur la difference des cotangentes. Remarąuc analogue pour la formule 8.

2) „Posterioris generis fundamenta łiaec sunt,“ p. 23.
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formules du Canon triangulorum rectangulorum. Quant aux triangles obli- 
quangles, toutes ses formules se ramenent facilement aus quatre suiyantes:

. . s in  A  s in  B  ____ s in  C
^ ' s in  a s in  6 s in  c

qu’il ecrit d’ordinaire, non plus sous la formę de proportions, mais sous 
celle de 1’egalite de deux rectangles;

(2) cos a =  cos b cos c +  sin b sin c cos A ,
(3) cos A  -f- cos B  cos C =  sin B  sin C cos a,
(4) cotg A  sin B  -f- cos B  cos c =  sin c cotg a.

II est superflu de faire rem arquer que (2) et (3) ne s’y rencontrent 
pas explicitement, mais une des formes de (2) est, par exemple:

(5) cos a cosec b —  cos c cotang b -f- sin c cos A.
On reconnait, dans tou t ce chapitre, une connaissance approfondie 

des ceuvres trigonometriques de V ie t e  et les transform ations qui pour- 
raient etre personnelles a 1’auteur sont sans grandę importance; aussi n ’est 
ce pas la ce qui donnę 1’m teret de premier ordre qu’on ne saurait denier
au chapitre. Mais, dans un article fort bien fait, Mr B r a u n m u h l  a jadis
signale ici meme,1) le Canon triangulorum sphaericorum comme contenant 
le plus ancien essai systematique de notations trigonometriques. Or le 
Canon n ’est que de 1609, tandis que le Speculum  est de 1606 et par 
consequent de trois ans anterieurs. E b  bien! A. R o m a in  y emploie deja 
toutes les notations dont il devait se servir plus tard dans le Canon. Ce 
n ’est donc pas le Canon, mais bien le Speculum, qui contient l’emploi 
systematique le plus ancien, d’une notation trigonometrique.

II y a cependant quelques legeres differences entre les deux ouyrages:
Dans le Canon, le sinus, la tangente (prosinus) et la secante (tran- 

sinuose) se designent respectiyement par les initiales majuscules romaines 
S, P, T : dans le Speculum A. R o m a in  emploie les majuscules gothiques 
S , et ecrit, par exemple: S i ,  JD 7», ® C.

Dans le Canon les lignes des arcs complementaires se designent par
les memes lettres que les lignes de l ’arc simple sum es d'un caractere
special -s€; amsi cos A  s’ecrit S s € A .  Dans le Speculum A. R omain emploie 
tout bonnement le C cedille (J, ce qui est plus simple et yaut mieux; 
pour cos A  il ecrit: JBf A.

Dans le Canon le rayon du cercie trigonom etrique se designe par J?; 
dans le Speculum par

Enfin dans les deux ouyrages le mot „Rectangulum" se remplace par §.

1) Die Entwickelung der Zeichen- und Formelsprache in der Trigonometrie; 
B ib lio th . M ath em . 13, 1900, p. 65.
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D’apres ces conyentions la formule (5) ci-dessus s’enonce de la maniere 
suivante: J)

„In seąuentium serierum quavis [il y en a six] Rectangulum quodyis 
sub duabus canonicis aequatur aggregato yel differentiae duorum reliquorum 
eiusdem seriei

Series prima.
I § sub S  ę A  et S? A  B ,

II § sub J5 ę A B  et P  r A  C,
III § sub ty ę A  C et 8) ę B  G.“

Les cinq autres series donnent les formules qni se deduisent de la 
precedente par un cbangement de lettres.

Yoici un autre genre de notations:
La somme de deux arcs se designe par f f } leur difference par ó, la

demi-somme par p  ff, la demi-difference par P ó.
Soit donc la formule:

sin x  -j- sin z tang ■§■ (x - f  z) eotg ^  {x — z)
sin x — sin z tang (x  — z) cotg jr (x  -f- z)

A. R omain l ’ecrit comme s u it :2)
Summa et differentia sinuum respondentium arcubus 

assumptis x et z, assimilantur prosinibus
Pour term iner il faut signaler entin ce qu’il y a

original, de plus remarquable dans tout le cbapitre, je veux dire le tableau
dans lequel A. R omain resume toute la theorie des triangles spheriques 
rectangles. Je le transcris textuellement, sans modifications ni commentaires, 
mais je prie le lecteur qui veut en apprecier le merite de ne pas perdre 
de yue sa date de 1606.

„In utraque (serie) supponimus angulum

m  et Pb 
i ęfib et ęPff. 
peut-etre de plus

a

p
r
ó

u t

ad

Porro expo- 
nuntur quin- 

que modis 
nempe

S a
f  f  Oi

|J  ę a
ś  ę a 
t a

ta S  P 
ta ® ę P 
ta S> ę P 
ta t y p  
ta |)  P 
ta t y ę P

A rectum 
ad
ad % ę y  
ad |)  ó 
ad P  ę b 
ad P  £ 
ad |9  ę s

B C B C ę A B ę A B
B C ę A C B

A C yel ■ A B > yel < ę B C > yel < ę c 1 vel :
A B A C ę c ę B C

. ę c  . ę B ę B A C

ę A C
C

ę B
ę B G
A B

1) Speculum astr on., p. 38. — 2) Specul. astr., p. 37. — 3) Specul. astr., p. 39 et 40.
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P
y
ó

u t
w
ad

Hic quoque 
exponuntur 

quinque 
modis

Series analogiarum altera

a ita p  ad $  y
ę a ita P ę P ad ® ę y

ita ® P ad S  ó
« ita S  ę P ad SI ę <3

gC a ita $  P ad S e
£  £ a  ita ® ę P ad ® ę e

ę B ę B C ę B C A B A C
ęC A B A C ę C ę B

ę B C yel ■ ę s ■ vel ęC vel ■ A C ■ vel • A B
ę.AC ę A C ę A B B C B C
ę A B B c B c l)

III . L a M athesis po lem ica .

La M athesis polemica est de nouveau un volume rarissime; si rare 
meme, que malgre ses longues et minutieuses recherches, R u la n d  dit 
n ’en avoir decouvert aucun exemplaire2). On le possede cependant aujour- 
d’łiui aux universites de Gand et de Louvain. J ’en transcris d’abord 
le titre:

mathesis || polemica. aythore |j a. 10111 ano, equite aurato, comite 

pala- || tino, et medico caesareo. || A d  Illu ftrmum Dominum, D. Alexan-

drvm Ducem de Oftrog in  Zaslaw, |j Palatinids Yolhiniae. || (Cul-de-lampe.) || 
Francofnrti, || Sumptibus Laeuini Hulfij Gandenfis || 1605. ||

C’est un in -8 ° de 274 pages, dont les 16 premieres ne sont pas 
numerotees, mais dont la 17® est cotee 13.

La dedicace adressee „Illustrmo Domino D. A l e x a n d r o  duci de
Ostróg in Zaslaw Palatinidae Yolbiniae domino suo colendissimo“, est 
datee: „Ex Musaeo nostro Lovanii Kai. Ianuarii, 1605".

La Mathesis polemica traite de l ’application des matbematiques a
l ’art de la guerre. Elle est diyisee en trois parties dont seule la seconde
intitulee: „Ratio dimetiendi loca inacessibilia",3) doit nous occuper.

Cette seconde partie est un bors-d’ceuvre. A . R o jia in  semble meme 
n ’avoir fait qu’j  utiliser de yieilles notes ecrites prim itivem ent dans un 
autre but; car dans son inappreciable et si curieuse nomenclature d’ouvrages

1) L original renferme 1’une ou l ’autre pure faute d’impression, qui ont ete 
corrigees et qu’il est sans interet de signaler.

2) O. c. p. 263. R u l a n d  connaissait 1 existenco de 1 TouYrage par \ ra i,kkk A n d r e  

qui l ’avait vu (voir Bibliotheca Belgica p. 16).
3) Mathesis polemica p. 111.
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sur les instruments de matbematiques, L ie y in  H u ls iu s ,  editeur, compatriote 
et meme pareut d’A. R om ain , ecrit:1)

„(A d  annum ) 1603. A d r ia n u s  R om anus D. h ab e t jam  p rae  m anibus 
p rax im  catbo licam , m ensu rand i p er ąu ad ra tu m , ąu ad rau tem  et gnom onem ."

Or d’une part jamais A. R o m ain  n ’a publie d’ouyrage separe sur le 
sujet; d’autre part il le traite ici avec une surabondance d’explications, 
tout a fait bors de propos, et un vrai luxe d’exemples numeriques.

Ce doit etre le trayail q u ’ H u ls iu s  avait vu.
Quoi qu’il en soit, ce qui, a notre point de vue, rend interessant le 

probleme de la mesure d’une distance inaccessible c’est que comme 1’auteur 
a soin de le dire dans 1’introduction,2) il le resout par les seules tangentes 
et cotangentes, a l’exclusion des autres lignes trigonometriques. C’est la, 
ajoute-t-il, une „metbode toute neuve et non yulgaire".3) Pour mieux 
accentuer son intention, il termine cette seconde partie, par une table de 
tangentes, calculee au rayon 1 0 6 et de minutę en minutę, pour tous les 
degres du premier quadrant.4)

Toutes les formules donnees ici par A. R o m ain  se ressemblent, et il 
serait oiseux d’en faire 1’enumeration. On en aura une idee suffisante en 
en cboisissant une au hasard, que j ’exprime en langage moderne. Elle 
appartient au „Lemma 11“ dont yoici 1’enonce generał:5)

„Si ad basim quamlibet intelligatur constituta ortbogonalis; ex dato 
quovis segmento ortbogonalis indagare segmentum quodyis bafeos.“

Soit donc A O C  un angle droit, dont nous supposerons le cóte A  O 
borizontal et CO  yertical.

Sur A  O, marquons le point 1>, entre A  et O; sur CO, le point D, 
entre C et O.

1) Tractatus primvs instrvmentorvm mechaniconm L e v w i  H v l s u .  Ocvlaris de- 
monstratio novi geometrici insłrumenti planimetrvm dicti, vna cum suo indvectorio, cuius 
beneficio circumferentia prouinciae contr ouerfae, vrbis, ar cis, caftr orum, vel ąuaeuis 
superfkies in campo óbseruari, dimetiri, notari, & in charta delineari, eorumąue area, 
fiue magnitudo facile inueniri poteft: Nec non retis & triplicis tum ąuadrati tum 
(juadrantis vsus, quibus ormiis longitudinis, altitudinis, latitudinis&profunditatisobseruatio 
lucidissime demonstratur. Francofvrti ad Moenvm, Ex officina Typogr. Wolfgangi 
Richteri, impensis Authoris. M. DC. V. Cum Priuilegio S. Caef. Maiest., p. 8.

Cette edition, qui est au moins la troisieme, parut simultanement en latin et en 
allemand. La bibliotheąue royale de Belgiąue la possede dans les deux langues. 
Ce n ’est pas ici la place de donner la bibliograpliie d’HuLsius. Je .dirai seulement que 
l ’auteur est un marchand d’appareils, qui fait, par ses brochures, de la reclame 
serieuse et savante pour son article. Quand il a fait la tbeorie et expose la pratique 
d’un instrument, il finit toujours par dire, d’une maniere ou de 1’autre, qu’on peut 
1’acbeter cbez lui. '

2) Math. polem. p. 111—112. — 3) O. c. p. 111— 112. — 4) O. c. p. 193—232.
5) O. c. p. 122 et 123.

Bibliotheca Mathematica. III. Folgę. V. 23



On rnesure A B  et les quatre angles C A O,  D A O ,  CBO,  D B O .
On demande la longueur de CD.
Solution:

cotg CAO — cotg CBO __  A B
H CO, inventum I ’

cotg DAO  — cotg DBO  __  A B
B DO, inventum II’

DO -  CO =  DC.

A. R o m a i n  ne mesure directement la distance inaccessible, que dans 
les seuls cas ou elle est parallele ou perpendiculaire a la base. Quand 
elle est inclinee sur cette base, il admet qu’on pourra la considerer comme 
l’bypotbenuse d’un triangle rectangle, dont on sait calculer les deux 
cótes de l ’angle droit.1)

1) O. c. p. 252 et 253.

354 H. B o s m a n s : No te sur la trigonometrie d’Adrien Romain.
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Beitrage zur Geschichte der Integralrechnung bei Newton 
und Gotes.

Yon A. v. Braunmuhl in Miinchen.1)

Die Methode, dereń sich N ew to n  in erster Linie bediente, um In- 
tegrationen auszufiihren, bestand bekanntlich darin, daB er die zu in- 
tegrierende Funktion in eine konvergente Potenzreihe entwickelte und 
dann den seit F ermat und W allis bekannten Satz iiber die Integration 
einer Potenz anwandte, weshalb er ihn auch an die Spitze seiner ersten 
Abhandlung De analysi per aeguationes numero terminorum infinitas stellte. 
Aber N ew to n  hat es auch verstanden, in gewissen Fallen Integrale in 
geschlossener Form  anzugeben, wie dies die LEiBNizsche Schule in erster 
Linie anstrebte. Bemerkungen hieriiber finden sich mehrfach in seinen 
Schriften, so z. B. in der umfangreichen langstens Ende 1671 druckfertigen 
aber erst 1736 gedruckten Abhandlung Methodus fluxionum et serierum  
infinitarum, worin er zwei Tafeln von Integralen angibt, die sich teils in 
geschlossener Form  dar stellen, teils nach N ew tons  Ausdrucksweise, auf 
die Quadratur von Kegelschnitten zuruckfiihren lassen. Sieht man sich 
diese Tafeln etwas naher an, so erkennt man in der Hauptsache drei ver- 
schiedene Gattungen von Integralen, die hier behandelt sind, namlich 
Integrale rational-gebrochener Funktionen, binomische Integrale und In

tegrale von der Form j' f  ( z ,  | le + f x  +  g x 2) dx, die wir kurz trinomische

nennen wollen. DaB N ew to n  beziiglich der binomischen Integrale schon 
friihzeitig erkannt h a t, in welchen Fallen sie sich durch endliche Aus- 
driicke darstellen lassen, hat H err Cantor  bereits angefiihrt.2) Dies- 
beziigliche Bemerkungen N ew tons finden sich in dem zweiten fiir L eibniz  
bestimmten Briefe Tom 24. Oktober 1676.3) Dagegen wurde die Frage,

1) Diese Abhandlung wurde Ostern 1903 dem internationalen HistorikerkongreB 
durch die Giite des Herrn G. L o r i a  vorgelegt und zur Veroffentlichung in den Akten 
des Kongresses bestimmt. Da eine solche bisher nicht stattgefunden hat, so mogę 
sie in dieser Zeitschrift erscheinen. — 2) Geschichte der Mathematik H I2, 185— 186. 
— 3) Opuscula N e w t o n i ,  ed. C a s t i l l i o n e u s ,  p .  335—338.

23*
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w i e  N e w t o n  binomische Integrale, bei denen eine solche Darstellung 
nicht moglich i s t ,  behandelte, soweit uns bekannt, bisher nicht eingehend 
untersucht, noch weniger aber scheint bemerkt worden zu sein,1) dafi er 
schon 1671 auch die allgemeinen trinomischen Integrale sehr wohl zu 
bewaltigen yerstand und ihren zweifachen Charakter erkannte.

W ir wollen uns daher im folgenden m it einer kurzem Besprechung 
des von N e w t o n  z u  diesem Zwecke eingeschlagenen Yerfahrens be- 
schaftigen und dann zeigen, wie seine Untersuchungen yon sęinem Schiiler 
und Freunde R o g e r  C o te s  weitergefiihrt wurden. Dabei wird sich die 
Gelegenheit bieten, die noch zu wenig beachtete Harmonia mensurarum  
dieses Gelehrten genauer ins Auge zu fassen.

A n  drei Stellen NEW TONscher S ch riften  finden s ic h  trinomisćhe In 
tegrale behandelt: in der Methodus fluxionum  yon 1671, in dem erwahnten 
Briefe an L e ib n iz  yon 1676 und in der Quadratura curvarum, die 1704 
publiziert wurde. Doch brauchen wir nur die erste Stelle ins Auge zu 
fassen, da immer dieselben beiden Typen behandelt werden, die sich in 
der Form darstellen:

a I s n'> ~ 1 \ Z  ds und a j  ■ _  ds,

wo n  =  0, 1, 2, 3 ; Z  —  e +  f # n +  9 z 2'1 ist, rj eine positiye oder nega-
tive, ganze oder gebrochene Zahl und a eine Konstantę bedeutet. N e w t o n

erkennt nun zunachst, dafi die Auswertung dieser Integrale, wenn man sie 
ais bestimmte auffafit, auf die Quadratur von Flachenstiicken zuruckkommt, 
die von dem Bogen eines Kegelschnittes, den in seinen Endpunkten er- 
richteten Ordinaten und der Abszissenaxe eingeschlossen werden. Setzt 
man namlich s '1 —  x, eine Substitution, die N e w t o n  ebenfalls yornimmt, 
so gehen sie iiber in:

i) M d  ii)

wo X  =  e 4 - f x  +  g x 2 bedeutet, und y 2 =  e +  f x  +  g x 2 ist die Gleichung
eines Kegelschnittes, der fiir g >• 0 eine Hyperbel, fiir <7 <  0 eine Ellipse 
darstellt. Diese beiden Falle unterscheidet N e w t o n  stets, indem er in 
seiner Zusammenstellung yon Integralwerten auf die Figuren yon Ellipse 
und Hyperbel yerweist. Das einfachste dieser Integrale, welches aus I) 
fiir n =  1 erhalten wird und das zwischen bestimmten Grenzen sjenommen,O *
direkt die Flachę des Kegelschnittes darstellt, gibt er in der Form an:

— s =  t =  — X  * G D B ,  wobei a G D B  =  s eine der erwahnten yon

einem Ellipsen- oder Hyperbelbogen begrenzten Flachen bedeutet, die er

1) Herr C a n t o r  erkennt die erstmalige Behandlung derselben C o t e s  z u  (Geschichte 
der Mathematik III2, p. 415).
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durch Figuren darstellt; auf dieses Integral s =  \ ^ X d x  werden dann 
alle iibrigen zuruckgefiihrt.

Die Frage, wie diese Reduktion ausgefuhrt wird, beantwortet sich, 
wenn man die beiden Probleme VII und VIII (a. a. 0., p. 131— 138), auf 
welcbe N ew to n  selbst yerweist, betrachtet. Das erstere Problem lautet: 
„Beliebig Yiele Kurven zu finden, dereń Flachen durch eine endliche 
Gleichung dargestellt werden konnen", und wird naturlich gelóst durch 
Differentiation willkurlich gewablter Funktionen. Ais Beispiel fiihrt er

an: ^ ( V a2  +  ^ 2j =  3 x ^ a 2 -\- x 2. Diese Methode konnte ihm also

direkt die beiden Rekursionsformeln liefern:

a) Ł U n-1]fX^\=(n +  2)gxn)fX + 2- ^fx- - 1iXd x y  ’ I \  \ j  j  r i 2

+  (n  — 1) e x n ~ 2^ X ,

d x \  )  2 Vx J i x  ’

welche bei der Reduktion jener Integrale die Hauptrolle spielen. Das 
zweite Problem auf welches N ew to n  verweist, lautet: „Beliebig Yiele 
Kurven zu finden, dereń Flachen zur Flachę irgend einer gegebenen 
Kurye ein Verhaltnis haben, das durcb eine endliche Gleichung gegeben 
ist". Die Losung der Aufgabe besteht einfach in der Transformation des 
Integralausdruckes durch Einfuhrung einer neuen Variabeln. Aus den 
yerscbiedenen Beispielen, die er gibt, greifen wir das eine heraus: Gegeben 
ist der Kreis y 2 =  a x  —  x 2, es werden Flachen gesucht, die der Kreis-

flache gleich sind. Die letztere ist s =  ^ a x  —  x 2 d x  (Grenzen werden

nirgends angegeben, da uberhaupt nur you bestimmten Integralen ais
z 2Quadraturen gesprochen wird). Setzt man z. B. die Relation x  =  — fest,

so erhalt man dieselbe Flachę s =  \ Ł f z 2 ^  a2 — z 2 dz,  die der Kurve
2 z 2 /-

y  —  ~̂ 2~ V®2 — #2 zugehort. Mit dieser Methode konnte N ew ton  das 

Integral mit Hilfe der Substitution (ś) x  =  \  iiberfiihren in — |4^=,
°  J®VX * % j V s ’

wo S = g - \ - f § - \ - e § 2 ist, welche Form ebenfalls in seiner Tabelle
wiederbolt vorkommt. Die beiden Transformationsformeln a) und b) und 
die Substitution c) geniigen aber zur Herstellung samtlicher Integrale der 
angefiihrten beiden Gattungen.

W ir wollen dies an dem fur n =  O aus I) sich ergebenden Integral

— —  d x  erweisen, das relativ am schwersten zu erhalten war. N ew to nr, J *
gibt in seiner Tabelle an:
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Abscissae

Arearum Yalor:

z7! =  x
1 Ordinatae

Ve + 7® + g%2 =

V<7 +  f ś  +  e § 2 =  y

4«e2| y  +  2cte/'y — 2a/'grMa:-f"4aefirM — 2 a f 2 u — 8ae2 o-)-4 (i/'(jr.9__ ,
i rieg — Tjf f  >

wobei er beziiglich der beiden Kegelscbnittfliicben

o =  d §  und s —  j \ X d x

auf die Figuren yerweist, die wir oben anfiihrten.
Der Gang der Ableitung war nun offenbar folgender.

ist |  =  ^  T  J 6 e*ne Formel,, die sich
_

durch Ersetzung von ] X  durch und mit Anwendung der Rekursions-

formel b) fiir n —  1 unm ittelbar ergibt. Ersetzt man jetzt mit Hilfe der

Substitution c) im zweiten Integrale x  durch y ,  so kommt

f 1 *  d x  =  VX +  L  f *£  _  e I cJl
J  *  2  y x  J  i S ’

so daB nur mehr diese gleichlautenden Integrale auf die Form j d x \ X

gebracht zu werden brauchen, was wieder mit Anwendung der Rekursions- 
formel b) fiir n —  2 und n =  1 geschieht; man erhalt so

J \ X  4 e g - f * \ ' J Lax  4 e g - f *
und schlieBlich

?  ■** = ̂  + i  i J7 tM  t*  -  Vx |

-  e { — 86 f ] / S d S  —  2 ^ + 2 e Ś) i / p \\ 4 e g  — p y  $  4 eg  — f 2 V~ p  

ein Ausdruck, der nach Beifugung des Faktors — auf beiden Seiten bis
V

auf die Bezeichnung mit dem obigen N e w t o n s  ubereinstimmt.

Auf ilhnliche W eise konnte N e w to n  die iibrigen in den Formen I) 
und II) noch enthaltenen Integrale s und o, oder wie er sagt, auf die 
Quadratur der Kegelschnitte zuruckfiihren. Diese aber setzte er teils ais 
geometrisch bekannt voraus, teils hatte er schon in den vorhergehenden 
Beispielen gezeigt, wie sich Flachenstiicke derselben durch seine Methode 
der Reihenentwickelung finden lassen.

Einen bedeutenden Schritt weiter ging R o g e r  C o te s ,  indem er. von
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der geometrisclien Konstruktion und der Reihendarstellung absehend, 
dahin strebte, die binomiscben und trinomiscben Integrale direkt der 
recbnerischen Behandlung mittels der logaritbmiscben und trigono- 
metrischen Tafeln zuganglich zu machen, d. b. er reduzierte sie au f loga- 
rithmische und Kreisfunktionen. Dazu hat er eine eigene Theorie, die 
logometria, wie er sie nannte, geschaffen. Yon seinen diesbeziiglichen 
Untersuchungen horen wir zum ersten Małe im Jahre 1712, indem er am 
25. Mai d. J. an N ew to n  eine kleine Schrift m it dem Titel Elementa 
logometriae sandte,1) die dann 1714 in den P h i l o s o p h i c a l  t r a n s a c t i o n s  
gedruckt w urde2) und 1722 in der von Cotes’ Nachfolger R obert Smith 
herausgegebenen Harmonia mensurarum  abermals im Drucke erschien. In 
dieser Schrift fiihrt er ais M a 3  eines StreeTcemerhultnisses (mensura rationis) 
den m it einer Konstanten (Modulus) miiltiplizierten Logarithmus dieses 
Verhaltnisses ein. E rst im yorigen Jahrhundert wurde diese MaBbestimmung 
bei Gelegenheit yon Untersuchungen iiber die nichteuklidische Geometrie 
ais allgemeine projektivische MaBbestimmung wieder neu eingefuhrt,3) 
nachdem sie inzwischen ganz in Vergessenheit geraten war.

Der Gedankengang, durch den Cotes auf seine Messung gefiihrt 
wurde, diirfte, wie aus Bemerkungen an yerschiedenen Stellen seiner Schrift 
hervorgeht, folgender sein. N e  p e r  lieB bekanntlich bei Schaffung seiner 
Logarithmen einen Punkt in der Weise eine Gerade „durchflieBen", daB 
die in den gleichen Zeitabschnitten 0, 1, 2, 3, . .., n , .. . durchlaufenen Wege 
durch die Glieder einer geometrischen Reihe

*u **l, i , • • v ^ n*i, • • •
dargestellt wurden. Dann reprasentierten die die Lage des Punktes be- 
stimmenden MaBzahlen jener Zeitabschnitte die fortschreitenden Exponenten 
des Quotienten A oder die m it einer Konstanten multiplizierten Logarithmen 
des Yerhaltnisses irgend eines Progressionsgliedes zum ersten, indem ja 
identisch 2 An z \

n -  l i i i  Ios  ( i f )
ist. Nachdem nun N ew to n  den Bewegungsbegriff an die Spitze seines 
Fluxionskalkiils gestellt hatte, lag es fiir Cotes nahe, diese Messung auf 
das Yerhaltnis zweier nach jenem Gesetze Tcontinuierlich wachsenden

GroBen zu iibertragen. Soli daher4) (Fig. 1) das Yerhaltnis —

gemessen werden, und ist die Entfernung des flieBenden Punktes P  yon A,

1) E d l e s t o n ,  Correspondence of Sir J. N e w t o n  and Professor C o t e s  etc. (1850),
p. 116— 117. — 2) Nr. 338 fiir Januar bis Marz, Yol. 2J), p. 5—45.

3) F. K l e i n , G o tt in g e r  N a c h r ic h te n  1871, Nr. 17 und M a th e m a t is c h e
A n n a le n  4 , 1871, p. 573—625. — 4) Harmonia mensurarum p. 4.
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. .  ..............................„ PQ dz z, r l o g id n  __
0 =  g1 ŹLn, so ist die Fluxion des MaBes: -j-p —  — = -----
log i  dn, und das MaB m  selbst:

Zm

—  =  I d n  =  m.
log

Also folgt:

—  f —  =  [<

m —  M  log j ’

wobei J f  =  -r  1— nacb Cotes der Modulus des Systems beiBt, in welchem 
log l

die Messung vorgenommen wurde.
W ir baben uns bei dieser Ableitung,

f —j'-------------^ ^  um die Sacbe zuganglicber zu macben,
^  ------------ -jpĘ------------ 2’ lediglicb der uns geliiufigen Bezeicbnungs-

'z weise bedient, statt wie Co t e s  alles an
Flg- 1- der F igur in W orten darzustellen.

Dieser MaBbestimmung bediente er sicb nun, um Integrale, die N ewton 
bisber auf die Quadratur der Hyperbel zuruckgefubrt batte, durcb Loga- 
ritbm en auszudriicken. Aber er ging nocb weiter. Scbon in seiner Logo- 
m etria1) bemerkte er bei Gelegenbeit der Komplanation der Oberflacbe 
des verlangerten Rotationsellipsoides, daB bier das MaB eines imaginaren 
Ausdruckes auftrat, gab aber sofort an, daB man in einem solcben Falle 
dasselbe durch das MaB eines reellen Bogens in bezug auf den Radius ais 
Modulus ersetzen konne, d. h. „durch einen Bogen, dessen Sinus bekannt 
ist“. E r erkennt also hier den Zusammenhang des Logarithm us m it den 
zyklometrischen Funktionen. Allerdings waren ihm hierin Leibniz und 
J ohann Bernoulli zuvorgekommen, die schon 1702 darauf aufmerksam 
wurden, und Bernoulli hatte 1703 in den A c t a  E r u d i t o r u m  eine kurze 
Bemerkung hieriiber veroffent!icht, die auch 1704 in den Memoiren der 
Pariser Akademie fiir das Jah r 1702 wieder erschien2). Cotes wird 
dieselbe wohl kaum entgangen sein und sie mag ihn yielleicht zu jener 
Ausdehnung seines MaBes auf die W inkel veranlaBt baben3). Da er jedoch 
bei Einfiihrung desselben gelegentlich des erwahnten Beispieles zu einer 
anderen Gleichung ais Bernoulli gelangt, namlich zu der Fundamental- 
gleichung e*> =  cos (p -f- i  sin <p, die hier zum ersten Małe auftritt, so ist 
es von Interesse, seine Uberlegung etwas niiher ins Auge zu fassen.

1) P h i lo s .  T rans., a. a. O., p. 32; Harmonia mensurarum p. 28.
2) Ygl. die Darstellung von M. C a n t o r  im Zusammenhang mit der Erganzung, 

die S t a c k e l  in dieser Zeitschrift I3, 1900, p. 109— 111 gegeben hat.
3) Ygl. hierzu die Ableitung dieses Zusammenhangs, die der Herausgeber der 

Harmonia mensurarum in Note IY, p. 97 —99 gibt.
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Ist A N B  der Meridian eines abgeplatteten Rotationsellipsoides (Fig. 2 ) 
^  (=  die Rotationsaxe, B C  ( =  a) die halbe grofie Axe, F  der Brenn- 
punkt, X  ein beliebiger Punkt auf AC , X N  || C B  und Af 
E  auf B C  so gewahlt, daB

CA* CA2 l b2C E  =  —  =
CF

wird; sei ferner
]/ CB2 — CA2

( =  *
\  \fa2 — b2 )

E  F

K L  = X C  . X E
CE 1 +  y* -b2

b* L  
F ig . 2.

M
und L M  das MaB des Yerhaltnisses von E X Ą - X C  zu 
C E  in bezug auf den Modulus CE, so ist die gesucbte Oberflache F u  die 
der Bogen B N  bei der Rotation erzeugt, durcb die Proportion gegeben 
F i : B C 2Jt =  (K L  -f- L M ) : BC , d. b. in unserer Schreibweise:

b 2I) F 1 =  na  J  y  | / , , a2- b 2
1 +  s r - y 2 + Va2— b2

log \y

Ist aber jetzt C B  ( =  a) •< C A  (== b), 
d.h. bat man ein verlangertes Rotationsellipsoid

(Fig. 8), so ist nacb C o te s  C E  = CA2
C F ’ ferner

K L  —  und L M  ist das M afi des

Winkels X E C  ( =  rp) in  bezug a u f den Modulus 
C E , d. h. es ist gleich dem Bogen, dessen Sinus 
C X
Q-jj< ist- Die vom Bogen B N  erzeugte Flacbe

wird dann: F 2 : C B 2n  —  (.K L  +  L M )  : CB,  K 
d. b. nacb unserer Bezeicbnung:

M
F ig . 3.

H) F, =  «■« {y y i
b2— a2 

b4 y 2 +
b2 (p wo sin (p —  y x c

CEVb2— a2 f ’

ist. Nun fugt Co te s  bei, „man konnte aber die Dimension dieser Ober
flacbe aucb durch die Logometria bestimmen, aber nur unausrechenbar 
(d. h. durch das Imaginare). Denn wenn irgend ein Bogen des mit dem 
Radius C E  bescbriebenen Kreisąuadranten den Sinus O X  und den Cosinus 
X E  hat, so wird der Bogen, falls man den Radius C E  ais Modulus nimmt, 
das MaB des Yerhaltnisses E X  +  C X ^ —  1 zu C E  sein, wenn man ihn 
mit y— 1 multipliziert", d. h. also:

icp =  log (cos (p -f- i  sin (p).1)
Diese Gleichung ergab sich ihm unm ittelbar, indem er in I) b >  a 

yoraussetzte und das Resultat m it dem direkt gewonnenen in II) yerglich.

1) Auf das Yorkommen dieser Gleichung bei C o t e s  hat schon T i m t s c h e n k o  in seiner 
Geschichte der Funktionentheorie (1899, russisch), p. 519—522 aufmerksam gemacht.
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Der hier durch ermoglichte Ubergang von dem Mafie eines "\ erhaltmsses 
zu dem eines W inkels ist es, worin Cotes die „Harmonia mensurarum 
erkennt.1) Uber die Auswertung der hier und in den zahlreichen andern 
Beispielen der Logometria vorkommenden Integrale spricht sich Cotes 
nicht weiter aus, offenbar weil sie sich durch NEWTONS Methode leicht 
auf die Quadraturen der gleichseitigen Hyperbel und des Kreises zuriick- 
fiihren lassen und dadurch unm ittelbar die gewiinschten Mafie ergeben.

Cotes wurde inmitten seiner wissenschaftlichen Tiitigkeit vom Tode 
iiberrascht. Darin liegt wohl auch der Grrund, warum sich eine weitere 
Ausarbeitung seiner Mafibestimmung in bezug auf den W inkel in seinen 
Schriften nicht findet. Der Herausgeber seiner W erke, R obert  Smith  
hat jedoch diese Liicke mit Benutzung der hinterlassenen Papiere des 
Autors in dessen Sinne ausgefiillt2), indem er ais Mafi eines W inkels den 
mit einem Modulus M  multiplizierten Bogen definierte, dessen trigono- 
metrische Tangente ( t ) in bezug auf einen Kreis m it dem Radius (r) ge- 
geben ist. Demnach ist also das Mafi des W inkels (p

.M arc tg  —,O  y  7

wobei M =  r  ^  =  r  • 0,0174532925 . . . bedeutet, eine Zahl, die schon 

Cotes berechnet hatte und die man heute noch ais Modulus bezeichnet.
In Cotes’ hinterlassenen Papieren fand sich auch ein zweiter Teil der 

Harmonia mensurarum, welcher „Theoremata tum  logometrica, tum trigono- 
metrica quae datarum fłuxionum fluentes exhibent per numeros“ enthielt. 
Diese Theoreme sind nichts anderes ais eine Samtnlung von Integraltafeln 
und umfassen im ganzen 18 Formen, unter denen sich Integrale rationaler 
Funktionen, binomische und trinomische Integrale befinden, die er samtlicli 
auf Logarithmen und Kreisfunktionen zuriickfuhrt. Yon den trinomischen 
Integralen sind aufier den beiden Klassen, die wir schon bei N ew to n  
kennen lernten, auch noch die beiden weiteren Klassen:

I
z e n- i y „  f t e n - i de

a z  und " 1
+  ^  J {k +  lz ) \Z  ’

ausgerechnet und zwar alle fiir ganzzahlige positive und negatiye W erte 
von 0.

I' z 1]~ 1dzW ir wollen das einfachste Beispiel a ----- ■=—  aus diesen Tafeln
f z

1) Aus den p. 28—29 und p. 35—36 der Harmonia mensurarum stehenden Be
merkungen gełit hervor, dafi C o t e s  sehr wohl ahnte, daB er einen neuen MaBbegriff 
yon groBer Allgemeinheit gefunden habe.

2) Note I und III p. 94—97 der Opera miscellanea von C o t e s , die der Harmonia 
mensurarum angehangt sind.
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herausgreifen. Hierfiir gibt C o te s  p. 61 ais W ert an

± a R  Ł + Irjg 6

wobei R  =  \ g  der Modulus ist und T  =  ~ ^ — , S  =  |

bedeuten, dem wir noch beifiigen, daB stets S 2 —  T 2 — R 2 sein muB. 
In bezug auf diese Bezeichnung heiBt es in der kurzeń yorausgeschickten 
Einleitung: „Die GroBen R,  S, T  bezeichnen entweder das Yerhaltnis oder 
den W inkel, durch dereń MaB die Fluente der Fluxion zu bestimmen ist. 
W enn namlich R  die Quadratwurzel aus einer positiven Zahl ist, geben 
sie ein Yerhaltnis, dessen W ert R  +  T  zu <S ist; wenn aber R  die Quadrat- 
wurzel aus einer negativen GroBe ist, so geben sie den W inkel, dessen 
Tangente und Sekante sich zum Radius yerhalten, wie T  und S  zu R,  
soferne jene negative GroBe durch Anderung des Zeichens wieder durch 
eine positive ersetzt w ird".2)

Setzen wir im Falle eines positiven g den Integralwert nach dieser 
Regel zusammen, so lautet er in unserer SchreibweiseO '

1 , \g~\[Ź - \ - \ f  g z^a \ g  log J r
19  °  i \ f - e g

und kann mit Beachtung der Konstanten der unbestimmten Integration, 
die iibrigens auch bei C o te s  noch nirgends angefuhrt wird,2) leicht auf
die uns gelaufige Form

!°g ( ~ j=  +  s7! i 9  +  i ź )  -4 Const.
i i 9

reduziert werden. Ist aber g negativ, also der Modulus R  imaginar, so

i s t ------ ^  mit dem Bogen cp zu multiplizieren, fiir welchen tg  (p -f- sec <p
v in

— T  wird. D. g. in der Tat, wenn man hieraus den W inkel fp berechnet:

r, L 9Z'] +  Vł / ’ +  e9 n 
------------W 2 ------------------5

also fiir das Integral den richtigen W ert:

2« arc tg ł f - 9 * "  +  t k f 2 +  eJL  +  Const.----- --  CLI Ufci ,--  /--
vVg i g i z

Ubrigens gibt C o te s  in einer Erganzungstabelle sogar noch verscliiedene

1) Ygl. hierzu die Erlauterung des Herausgebers in Notę IV.
2) J o h a n n  B e r n o u l l i  hat schon in seinen „Lectiones de calculo integralium“ von

1691 das Integral direkt ais Umkehrfunktion des Differentials definiert und die Not-
wendigkeit der Beifiigung einer Integrationskonstanten ausdriicklich hervorgehoben
oOpera III, p. 3 8 7 -3 8 8 , 412).
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andere Formen fiir seine Integrale an; so kann man z. B. den W ert des 
letzten Integrales nach seiner Angabe auch in der Gestalt schreiben:

— arc tg  +  Const.,

die ebenfalls richtig ist.
R. S m ith , der auch zu diesen Theoremen yon C o te s  einige Noten 

schrieb, yerriit jedoch nicht,1) wie jene erhalten wurden, sondern zeigt nur, 
wie man sie a posterori yeriflzieren kann; es besteht jedoch kein Zweifel, 
dafi C o te s ’ Methode yon der heute gebrauchlichen wenig verschieden war, 
da er ja die Rationalisierung eines Differentialausdruckes durch Einfiihrung 
einer neuen Yariabeln kannte. Dagegen hat C o te s ,  der sich hieriiber 
ebenfalls ausschweigt, seinen Tafeln eine Reihe yon Theoremen angehangt, 
aus denen man entnehmen kann, wie er jede Klasse von Differential- 
ausdriicken auf den einfachsten unter ihnen zuruckfiihrte. Auch die hierzu 
yerwendete Methode ist keine andere ais die heute iibliche Bildung von 
Rekursionsformeln durch Differentiation, wie wir sie bei N e w to n  schon 
fanden. W ie systematisch C o te s  dabei yerfuhr, mogę noch folgendes 
Beispiel zeigen, das er ais Tbeorema III, p. 68  anfiihrt.

Ist Z  —  e +  f z  ’> -f- g £ 2 ’i und setzen wir im folgenden zur Abkiirzung 
durch weg z'i =  x, so kommt zunachst X — e - \ - f x - \ - g x 2; ist dann ferner 

A  =  a x 6~ l X " ~ \  D  =  a x e + 2 X “- 2,
B  =  a x e X 01- \  F  =  a x e ~ 1 X CJ,
Ć  =  a x 6 + 1 1 " - 1 , G- =  a x e X u',

(die Punkte bedeuten die Fluxionen), so ergibt sich zunachst durch
Differentiation von x e X (u:

~  ( ® » X “ ) =  6 e A  +  f ( 6  +  w) B +  g ( 0  +  2 w) Ć, 

und hieraus:
I. x 8 X * =  QeA  +  f ( 6  +  oj) B  +  g ( 6  +  2co) C, 

wo A =  J A d x  usw. ist. Ebenso erhalt man durch Differentiation yon

x e + x X u', E infiihrung der obigen W erte von A,  B,  . . . und darauf
folgende Integration:

TL. x *  + ' X "  =  e ( 6  +  l )  B  +  f  +  1 +  u )  C +  g (€>+ l +  2 oj) D.
Die obige Tabelle aber liefert direkt die W erte

A  —  e B  +  f  F -\- g Ć und G =  e B - { - f G - \ - g I ) ,
wenn man X 0’=  X w-‘ (e +  f x  +  g x 2) setzt, woraus

1) Er sagt p. 97: „Horum Theorematum inyentionem Analyticam non est instituti
mei hic tradere“. Dies sieht aus, ais habe er die Methode mit Absicht geheim ge-
halten, viel 1 eicht um den Lf:niNizianern noch einige Ratsel aufzugeben.
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III. F = e A  +  f B  +  g C  und IY. G —  e B + f C  +  g D
folgen. Mit Hilfe dieser 4 Gleichungen lassen sieli jetzt A,  B, G, D  linear
durch F  und G ausdriicken, wodurch 4 Rekursionsformeln gewonnen sind.

Die 18 Integraltafeln, welche C o te s  selbst nach Angabe von S m ith  
vor 1714 berechnet hatte, erganzte letzterer, nachdem er in des ersteren/ O  /
Nachlasse dessen bekanntes Theorem iiber die Zerlegung eines Binoms in 
reelle Faktoren gefunden hatte, zu einer Sammlung yon nicht weniger ais 
9 4  Tafeln, von denen sich 6 auf trinomische Integrale beziehen; zu den 
4 schon yon C o te s  behandelten Integralformen fiigte er namlich noch die 
beiden Typen

f ____ z 9'l ~ 1dz  , I' z e,‘~ 1]/Zdz
a J (k +  l z l  +  mz2'')i~Ź Un “.I lc +  l z 1' +  mz2,l 

hinzu. Auch behielt er bei allen Tabellen eine gleichmaBige Bezeichnungs-o o o
weise bei, welche yor jener einigen Yorzug besaB, die wir bereits bei
C o te s  kennen lernten, doch war auch sie noch schwerfallig genug, und
erst dem gewandten Formensinn E u l e r s  gelang es auch hier eine passende 
und nachhaltige Reform anzubahnen.
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Die Entwickelung der verschiedenen Probleme der Maxima 
der Anziehung.

Von E rich  H offmann  aus Glogau.1).

Das Problem des Korpers groBter Anziebung hat iu  seiner Entwickelung 
mehrere Perioden durchgemacht, die sich voneinander leicht unterscheiden 
lassen. Zunachst wurde das Problem nur ais ein rein mathematisches be- 
handelt, dann folgte Pla yfa ik , dessen Behandlung zwar auch noch eine 
rein mathematische war, aber ihren U rsprung in physikalischen Experi- 
menten hatte. Nach diesem Ansatze, das Problem mit der Physik in Zu- 
sammenhang zu bringen, folgten dann die Arbeiten von S chellbach , der 
das Problem wiederum yom rein mathematischen Standpunkte behandelte, 
bis erst in den letzten Jahrzehnten des vergangenen Jahrhunderts die Ver- 
bindung des Problems mit der Physik mehr und mehr in den Yorder- 
grund tra t, wahrend die rein mathematische Behandlung damit Hand in 
Hand ging.

Ais geistigen Inspirator beider Richtungen, der rein mathematischen 
und der mit der Physik verkniipften Behandlung des Problems, kann man 
meines Erachtens N ew to n  betrachten. Es ist bekannt, daB N e w t o n  der 
erste war, der das Problem des Korpers von geringstem W iderstande (1687) 
in Angriff nahm. Damit hat er die rein mathematische Behandlung unseres 
yorliegenden Problems inauguriert. Seine Arbeit iiber dieses Problem 
wurde von J ohann Bern o u lli fortgesetzt in der Abhandlung: B e  solido 
rotundo minimae resistentiae ( Ac t a  E r u d i t o r u m  1700). Diese Arbeit 
im besonderen, wie auch die mannigfaltigen anderen Problem e, die sich

1) Der Yerfasser der yorliegenden Arbeit, einer meiner fleiBigsten nnd streb- 
samsten Schiller, hatte sich auf meine Anregung mit den yerschiedenen Problemen der 
Maxima der Anziehung beschaftigt und dabei insbesondere die Geschichte jener 
Probleme eingehend studiert. Das Resultat dieser Studien hatte er in einer Ab
handlung niedergelegt, aus der hier ein Auszug m itgeteilt wird.

Leider ist der hoffnungsvolle Verfasser bald nach Yollendung seiner Arbeit ge- 
storben. Er war am 6. Januar 1881 zu Glogau geboren, studierte von Ostern 1900 
bis Michaelis 1903 zu Halle a. S. und starb am 8. Dezember 1903 zu Glogau.

A. W a n g e r i n .



a u f d ie Lehre von  den M axim a und die Y aria tion srech n u n g  b ezieh en  und  
von  dem selb en  b eb and elt w urden , m ogen  J o h . B e r n o u l l i  aucb  au f das 
P rob lem  des K orpers groBter A n zieb u n g  gefu h rt haben. W ir  haben  nam 
lic h  in  einer ita lien isch en  Z eitsch rift die M itte ilu n g , daB einer der 
B e r n o u l l i s  —  w ah rsc lie in lich  ist dam it J o h a n n  I B e r n o u l l i  g em ein t —  
das P rob lem  des K orpers groBter A n z ieh u n g  fiir sehr sch w ier ig  geh a lten  
h a b e .*) A u s d ieser B em erk u n g  g eh t h ervor, daB das P rob lem  des K orpers  
groB ter A n z ieh u n g  in  den ersten  Jah rzehn ten  des 18. Jahrhunderts sch on  
die K op fe der M athem atiker b esch aftig te , aber n och  k ein e L o su n g  erfahren  
hatte. S o  m ag es auch  gek om m en  sein , daB E t ie n n e  M ig n o t  d e  M on -  
t i g n t  (1714— 1782) v o n  d iesem  P rob lem e erfuhr und y on  d em selb en  sich  
besonders a n g ezo g en  fiih lte . Im  Jahre 1740 w urde M o n t ig n y  von  dem  

A bb e Y e n t a d o u r  au fgeford ert, d en selb en  a u f einer R eise  n ach  R om  zu  
der d aselb st in  d iesem  Jahre stattfind en den  P a p stw a h l zu  b eg le iten . H ier  
in  R om  w urde M o n t ig n y  durch J a c q u ie r  und L e s e u r  m it dem  ju n gen  
R. J. B o s c o v ic h  (1711— 1787) bekannt. D iesem  sc h lu g  M o n t ig n y  das 
Problem  des K orpers groB ter A n z ieh u n g  zur B earb eitu n g  v o r .2) Tat- 
sach lich  m ach te s ich  B o s c o v ic h  an die B earb eitu n g  des T hem as, und so  
erschien denn v o n  ih m  eine A rb eit iiber den K orper groB ter A n zieh u n g  

1743 unter dem  T ite l:  Problemu mechanicum de solido maximae attractionis 
solutum. 3)

In bezug auf dieses Problem bringt zunachst S. XIX der EinleitungO © O
der Zeitschrift einige Bemerkungen des Herausgebers in italienischer Sprache, 
in denen auf friihere Arbeiten von B o sc o v ic h  hingewieseD wird, sowie 
auf die Anregung, die B o sc o y ich  durch M o n t ig n y  zuteil geworden. 
Die Abhandlung selbst ist, wie aus dem Titel hervorgeht, lateinisch 
geschrieben; beigegeben ist ihr eine Tafel mit 11 Piguren. In der Ein- 
leitung (S. 65— 66 ) erzahlt der Yerfasser, wie er, durch M o n t ig n y  auf 
das Problem hingewiesen, zuerst eine sehr einfache geometrische Losung 
desselben gefunden habe. Yiele Schwierigkeiten dagegen habe ihm die 
analytische Losung bereitet; er sei schlieBlich auch zu dieser auf einem 
einfacben W ege gelangt, einem W ege allerdings, der sich wesentlich auf 
geometrische Betrachtungen stiitze. E r setzt dann zunachst (S. 67 ff.) 
die rein geometrische Losung auseinander, wobei er die Anziehung einer 
beliebigen Potenz der Entfem ung proportional annimmt. Das Prinzip,

1) M em o rie  sop ra  la  f i s i c a  e i s t o r i a  n a tu r a le .  I (Lucca 1748), S. XIX: 
„Questo problema e  . . . stimato molto difficile dal B e r n o u l l i " .

2) Ygl. M em o rie  sop ra  la  f i s ic a  e i s t o r ia  n a tu r a le . I (Lucca 1743), S. XIX.
3) R .  J. B o s c o v i c h , Problema mechanicum de solido maximae attractionis solutum; 

M em orie  so p ra  la f i s ic a  e i s t o r ia  n a tu r a le . I (Lucca 1743), S. 63—88. — Ygl. 
R i c c a k d i ,  Biblioteca matematica italiana I, Sp. 174.
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das der Losung zugrunde liegt, ist folgendes: 
Ist A  (Fig. 1) der angezogene Punkt, H  ein be- 
liebiger Punkt auf der Grenzflache der Masse, C 
der Schnittpunkt der Grenzflacbe mit der Acbse 
(d. i. m it der Richtung der gesamten auf A  aus- 
geubten Anziebung), und nimmt man an, dafi die 
Anziebung m it abnehmender Entfernung wacbse, 
so ist, damit die Anziebung auf den P unkt A  ein 
Maximum werde, erforderlich, dafi die der Achse 
A  G parallele Anziebungskomponente eines in II 
gelegenen Massenelementes (B o sc o v ic h  nennt diese 
Komponente die relative Anziebung des Massen- 

elements) gleicb sei der Anziehung, welcbe das gleicb grofie, in C gelegene 
Massenelement auf A  ausiibt. Es folgt dies daraus, dafi man, wenn die 
relative Anziebung von H  und die absolute von C nicbt gleicb waren, 
durcb Yerlegung eines Teils der Masse eine nocb grossere Anziebung 
erbalten wiirde. Aus dem angefiibrten Prinzip folgt zunachst, dafi die 
Grenzflacbe der Masse eine Rotationsflacbe mit A C  ais Acbse sein mufi; 
zugleicb ergibt sicb eine Konstruktion der Meridiankurye jener Rotations
flacbe. Man konstruiere zunacbst die Kurve L O P ,  dereń Ordinaten der 
auf A  ausgeiibten Anziebung proportional sind, so dafi z. B . J O  die An
ziebung darstellt, die A  von einem Teilcben in dem Abstande A J  erfahrt. 
Auf der Abscissenacbse nebme man C beliebig an und ziebe die Ordinate 
C P  der Hilfskurve. Dann ziebe man P F  parallel A C ,  verbinde A  mit 
0,  welcbe Linie P F  in G trifft, ziebe G M  ±  A C  und scblage um A  mit 
A J  ais Radius einen Kreis, der G M  in H  trifft, so ist H  ein Punkt der 
gesucbten Kurve.

Bewei s .  Die Gesamtanziebung, die ein Teilcben in H  auf A  aus- 
tibt, ist —  J O ,  die zu A C  parallele Komponente dieser Anziehung ist

also —  J O  —  M  G =  C P:  d. h. die wirksame An-A I I  A J
ziehungskomponente (die relative Anziehung) von H  ist gleich der An
ziehung von C.

So entspricht jedem Punkt O der Hilfskurve ein P unkt H  der ge- 
suchten. Man sieht leicht, dafi die Kurve durch A  geht und A F ,  das 
Lot zu AC ,  beriihrt.

Auch die umgekehrte Aufgabe lafit sich, wie an einer spateren Stelle 
(S. 82) gezeigt wird, sofort lósen; d. h. wenn die Kurve C H A  gegeben 
ist, lafit sich das zugehorige Anziehungsgesetz bestimmen. Denn wie 
vorher aus O der Punkt H,  so liifit sich auch, wenn H  gegeben, der 
Punkt 0  konstruieren. Man kann bei dieser um gekehrten Konstruktion
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die Lange C P  beliebig annebmen. Die angegebenen Konstruktionen 
gelten fiir jedes Anziebungsgesetz rm, bei dem m  negativ ist. B0SC0VICH 
bebandelt weiter aucb den Fali eines positiven m, d. b. den Fali, in dem 
die Anziebung mit zunebmendem Abstande wachst. Hier gebt die Hilfs- 
kurre  L O P  durcb A;  sie beriibrt fiir 0 << m  <C 1 in A  die Linie A F ,  
fiir m >> 1 aber AC.  In beiden Fallen ist bei Ausfiibrung der ersten 
Konstruktion J  nicht zwischen A  und C, sondern jenseits C zu nehmen 
damit A  O und P F  sich schneiden. Die gesuchte Kurve geht hier nicht 
durch A , sondern ins Unendliche und liegt fiir 0 *< m <C 1 jenseits des 
Punktes C (so daB keine zwischen A  und C gezogene Ordinate sie trifft), 
wahrend sie fiir m >  1 die Linie A N  zur Asymptote hat. tjbrigens 
handelt es sich in dem letztgenannten Falle (m  >  1) nicht um ein 
M aximum , sondern um ein M inimum  der Anziehung. Die in den ver- 
schiedenen Fallen sich ergebenden Kurven werden diskutiert, ferner die 
Grenzfalle m  =  0 und m  =  1 und der allmahliche tibergang der Kurven 
in die den Grenzfallen entsprechenden erortert.

W eiter wird (S. 77 ff.) die Aufgabe behandelt: Fiir einen gegebenen
Punkt A  denjenigen Korper groBter Anziehung zu bestimmen, der ein 
gegebenes Yolumen hat (einer gegebenen Kugel gleich ist) und dabei durch 
eine Ebene begrenzt wird, die yon A  einen gegebenen Abstand A  N  hat. 
Boscovich gibt auch fiir diese Aufgabe 
eine geometrische Losung, bei der die A'
erforderlichen Quadraturen ais ausgefiihrt K
angenommen werden. E r yariiert die 
Lage des Punktes G (Fig. 2), wahrend y
A  und N  eine feste Lage behalten. Fiir 
jede Lage C  von C denkt er mittels der 
ersten K onstruktion die Meridiankurye 
C K '  des Korpers groBter Anziehung 
bestimmt, dann jedesmal das Volumen des durch die Rotation von 
C' K ' N  entstandenen Korpers berechnet und den Radius einer dem 
berechneten Yolumen gleichen Kugel ais Ordinate C 'B ' einer Hilfskurve 
N R '  in C' senkrecht zur Achse A  C  aufgetragen. H at man die Hilfs- 
kurve N R ',  so hat man nur den Radius der gegebenen Kugel in N  
senkrecht zu A N  hinzutragen =  N S  und durch S  eine Parallele z u A C  
zu ziehen, welche die Hilfskurve in R  treffe; R C 5  S N  gibt denjenigen 
Punkt C, durch den zusammen mit A  nach dem friiheren die gesuchte 
Meridiankurye C K  bestimmt ist. — Die beistehende Figur bezieht sich 
wieder auf den Fali, daB die Anziehung einer negatiyen Potenz der Ent- 
fernung proportional ist. B oscoyich  zeichnet die Figuren auch fiir die 
Falle, wo die Anziehung mit dem Abstande wachst.

Bibliotheca Mathematica. III. Folgę. V. 24
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Die eben besprocbene Aufgabe laBt sicb leicbt dabin erweitern, daB der 
gesucbte Korper groBter Anziebung nicbt durcb eine Ebene begrenzt wird, 
sondern durcb eine gegebene Rotationsflache, die durcb N  gebt und A  IV 
zur Acbse bat. Selbstverstandlich kann die gegebene Rotationsflache 
nicbt vollig wiUkiirlicb sein, wenn die Aufgabe eine Losung zulassen soli. 
Speziell wird nocb diese Aufgabe fur den Fali konstanter (von der Ent- 
fernung unabbangiger) Anziebung besprocben. Ferner wird darauf hin- 
gewiesen, daB durcb dieselbe Metbode sicb aucb die Aufgabe losen lasse, 
auBerbalb oder innerbalb einer gegebenen Rotationsflaebe, dereń Acbse 
durcb A  gebt, eine gegebene Masse so zu verteilen, daB ibre Anziebung 
auf A  ein Maximum (oder Minimum) ist.

Nachdem noch erortert ist, daB es im allgemeinen nicht moglich sein 
wird, der Aufgabe der Bestimmung des Korpers groBter Anziebung andere 
beliebige Bedingungen aufzuerlegen, wird (S. 82) fiir die zweite (s. Fig. 2) 
der konstruktiy gelosten Hauptaufgaben eine analytische Losung gegeben. 
Ist die Anziehung der mten Potenz der Entfernung um gekehrt proportional, 
so folgt aus der ersten Konstruktion, wenn in Fig. 1 A M  —  x, M H  =  y, 
A C  =  p  gesetzt wird, unm ittelbar

m  +  1

(x2 +  y 2) 2 =  p m x,
also

2 m  2
9 wi +  l  m  - f  1 oy z —  p  • x  — x 2.

Das Yolumen C K N  ist, wenn in Fig. 2 die gegebene Strecke A N  
m it a bezeichnet wird, gleich dem zwischen den Grenzen a und p  ge- 
nommenen Integral

n  | d x,

und da dies Yolumen gegeben ist, so hat man eine Gleichung zur Be
stimmung von p  =  AC.

Endlich wird auch die erste Aufgabe, die Erm ittelung der Meridian- 
kurve des Korpers groBter Anziehung, analytisch behandelt. B o ścoyich  
geht davon aus, daB es zu beiden Seiten des Mazimums, resp. Minimums

zwei unendlich nahe Lagen geben muB, 
fiir welche die Anziehung auf A  eine 
gleiche ist. Fiir einen unendlich 
kleinen Teil der M eridiankurye seien 
diese Lagen (Fig. 3) H O R S  und H o r S ,

i ) /  B  I) F -------------------- ‘------- wo o auf der Ordinate von O, r  auf
F ig . 3. der von R  liegt, wahrend h der Schnitt-



punkt von O Ii  und und or  ist. Die durch die Rotation der Flachenstiicke
I I  Oho und lir S R  erzeugten Volumina miissen dann, da die Masse gegeben 
ist, gleicli sein, und die innerhalb dieser Yolumina befindlichen Massen (jede 
derselben sei =  p) miissen gleiche Anziehung auf A  ausiiben. Ist die An
ziehung der mten Potenz der Entfernung direkt proportional, und ist A U — z, 
so ist die Anziehung des Massenelements fi bei H  —  ju zm, ihre der 
Achse parallele Komponente m z m x~, und fiir die ganze Masse p  in dem

durch Rotation von H O  ho  erhaltenen Raum ist diese Komponente 
p  z m ~ 1 x  —  p u .  Die Anziehung der Masse, die in dem durch Rotation 
von h r S R  entstandenen Raum enthalten ist, ist p  (u -f- d u ) ; und da 
diese Anziehung der yorigen gleich ist, so ist d u  =  0, u —  K onst.; 
d. h. x z m ~ 1 =  Konst. Die Konstantę bestimmt sich dadurch, daB im 
Schnittpunkt der gesuchten Kurve mit der Achse x  —  z  =  a ist, also 
x  . z m ~ 1 —  a m. Ist die Anziehung der W2ten Potenz der Entfernunsr um-o
gekehrt proportional, so tritt  —  m  an die Stelle von m - die Kuryen- 
gleichung wird x  . a m =  z  m + 1, was mit dem friiheren Resultat iiber- 
einstimmt.

Auch die erste Konstruktion ergibt sich jetzt sofort. Ist y  die An
ziehung der Masse 1 im Abstande z, b die im Abstande a, so ist die der

0C (1 cc oAchse parallele Anziehungskomponente ——— =  p b  oder —  =  b : und auf
Z z

dieser Gleichung beruht die erste Konstruktion.
Boscovich nimmt iibrigens an, daB nicht nur die durch die Rotation 

der Flachenstiicke I I O h  o und h r  S R  erzeugten Yolumina gleich sind, 
sondern daB die Schwerpunkte der in Rede stehenden beiden Flachen auch 
gleichen Abstand yon der Achse haben. Dann sind auch die Flachen 
selbst gleich, und falls M B  =  B D  =  D E ,  ist auch O o —  R r  und daher 
M m  =  m E ,  wenn m  der FuBpunkt der Ordinate von h ist. Mithin 
liegen die Punkte yon H,  O, h, o ebenso zu 3 ,  wie die von h, r, S , R  
zu h. Die erwahnte Annahme iiber den Schwerpunkt wird nicht begriindet.

Zum SchluB macht B oscovich  die Bemerkung, daB die geometrische 
Losung yon der analytischen deshalb den Yorzug yerdiene, weil man bei 
letzterer yon vorn herein die Masse ais durch eine Rotationsflache begrenzt 
annehmen miisse, wahrend bei ersterer diese Annahme nicht von yorn herein 
gemacht zu werden brauche.

Die nachste Bearbeitung des Problems riihrt von Sa int-J acques de  
Sily a b e l l a 1) (1722— 1801) her, der im Jahre 1744 yon J acquier ange-

1) S a in t - J a c q u e s  , Probleme. Supposant la loi d’attraction en raison inverse du 
ąuarre de la distance, trouver la naturę du solide de la plus grandę attraction. 
M e m o i r e s  de m a t h e m a t i ą u e s  e t  de p h y s i ą u e  p r e s e n t e s  a l ’a c a d e m i e  des  
s c i e n c e s  par d iv e r s  s a v a n s  (Paris 1750), S. 175—176.
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P

O

B

P

regt wurde, sich mit demselben zu beschaftigen. Die Losung des Sa in t - 
J acques wurde am 7. Juli 1745 der Akademie der W issenschaften in 
Paris eingereicht und gelangte im Jahre 1750 zum Abdruck.

Saint- J acques stellt sich da bei, wie aus dem Titel hervorgeht, die
Aufgabe, den Korper groBter Anziehung fur den Fali zu bestimmen, daB 
die Anziehung dem Quadrat des Abstands um gekehrt proportional ist. 
Zunachst ist es evident, daB der Korper, der unter allen K orpern mit

gleicher Masse auf A  die groBte An- 
ziehung ausiibt, ein Rotationskorper 
sein muB, da kein Grund vorhanden 
ist, weshalb die Masse auf einer Seite 
anders verteilt sein sollte ais auf der
anderen. Um die M eridiankurye der
Grenzflache des gesuchten Korpers zu 
finden, denke man (Fig. 4) in den 
Punkten P, Q, R,  p  m it den Abscissen 

-XO x ,  x", x "  die Ordinaten P M  =  y, 
X  \ Q N = y ' ,  R O  =  y", p m  =  y "  ge-

— -------------------- zogen und bezeicbne die Abstande
A M ,  A N ,  A  O mit z, z , z". Dann 
muB, falls

Fie- 4- x  —  x  =  x"  —  x  =  x "  — x"  =  d x

y y d x  +  y y d x  +  y ”y " d x  

eine gegebene Grosse haben, und da hier nur y  und y"  variabel sind, muB

y d y '  =  y"dy"

sein. Aus den bekannten Formeln iiber die Anziehung eines Kreises auf 
einen senkrecht iiber dem M ittelpunkt liegenden P unkt ergibt sich ferner 
fiir die Anziehung des Rotationskorpers M N m p  P  auf A  der W ert

( x - i ) i *  +  ( i - £ ) i *  +  ( i - £ )  i * .

Soli dieser Ausdruck ein Mazimum sein, so muB, da nur z  und z", 
variabel sind,

x  de' x ’ dz"

ist:

z '[z—dz') z"(z" +  dz")

sein und weiter, da y dy  —  z d z ,  y "d y "  —  z"d z" , auch

x' y'dy' x"y"dy"
z z '{ z -  dz') =  7'z"(z" +  dz")'
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Mit Beriicksichtigung der Bedingung y d y  =  y" dy" folgt

z' z (z' — d z') z" z" (z" -f- d z")

Jeder dieser Ausdriicke muB also einer Konstanten gleich sein =  — , d. h.
& 9 9’

man findet
z  3 =  9 2 x -

Einfacher noch erhalt man die Losung so. Die Anziehung, die ein 
beliebiger auf der Oberflache liegender Massenpunkt in der Richtung der

Achse auf A  ausiibt, ist %: und diese Anziehungskomponente muB eine

Konstantę sein. Denn wenn die wirksame Anziehungskomponente an 
irgend einem Punkte der Oberflache kleiner ware ais an einem anderen, 
so konnte man jenen Punkt in eine derartige Lage auBerhalb des Korpers 
bringen, daB er A  starker anzoge. Der betrachtete Korper ware dann 
aber nicht ein Korper groBter Anziehung. Die yorerwahnte Komponente

muB also einer Konstanten —̂  gleich sein, d. h. z 3 =  g 2x. —

Man erkennt, daB die Argumentation von Sa in t-Jacques wesentlich
mit der von B oscovich  identisch ist; nur ist die analytische Ableitung
bei Sa int-Jacques strenger, seine ganze Fassung kiirzer.

Sa in t-Jacques de  Silyabella  hat noch eine zweite Losung des 
Problems gegeben, die Zach in einer Anmerkung seiner Biographie yon 
Saint-J acques in der M o n a t l i c h e n  K o r r e s p o n d e n z  1808, S. 62, mit- 
geteilt hat. Der wichtigste, hierher gehorige Teil dieser Anmerkung 
lautet folgendermaBen:

„Nachdem Sa in t-Jacques in seinem gedruckten Memoire gezeigt hat, 
daB die Gleichung fiir die gesuchte Kurye

ist, und daB die Ausdriicke
- -  g g X

z' z'{z — d z') z" z” {z" -)- d z")

einer bestandigen GroBe ^  gleich sind, fahrt er so fort: Die Kurve, die

durch ihre Revolution den Korper der groBten A ttraktion erzeugt, muB 
die Eigenschaft haben, daB dereń groBte Achse A G  —  g ist. Denn da 
die Gleichung z 3 =  g g x  fiir x —  z  auch z  =  g gibt, so ist auch

d cc 3 z z
g g d x  —  3 z 2dz,  oder ^  =  ~^>  und man hat fiir den Punkt G, wo z = g ,  

d x  _  g W enn die Tangente der Kurve der Achse parallel ist, so hat
& Z

man fiir diesen Punkt z  z  —  x x  +  y  y, und da y  hier konstant bleibt,
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z d z  =  x d x ,  fo lg lic h  w ie  oben  ~  ■ a lle in  y erm o g e der’ °  d z x  gg 7
Gleichung der krummen Linie ist

zs n i t  n zgg 3 z2X =  —z,  fo lg lic b  =  —gl’ & zA gg
und hiernach

3 =  g 4 und z  —
V3

W ir baben bisher die Geschichte des Problems in der ersten Halfte 
des 18. Jabrbunderts gegeben und kommen nun zu denjenigen Abhand- 
lungen, in denen das Problem mit der pbysikaliscben Forschung in Zu
sammenbang gebracbt ist; wir konnen dabei bebaupten, daB aucb in dieser 
Beziebung das Problem gewissermaBen bis auf N ew to n  ais geistigen 
Inspirator zuriickgeht. Das Problem  bat einen engen Zusammenbang mit 
der pbysikaliscben Aufgabe, die mittlere D icbtigkeit der Erde zu be- 
stimmen. W ie ein ro ter Faden ziebt sicb jetzt dieses pbysikaliscbe 
Problem durcb die weiteren Arbeiten iiber den Korper groBter Anziebung 
bindurcb.

Scbon N ew ton  batte auf die Anziebung, die von Gebirgen ausgeiibt 
wird, bingewiesen, zugleicb aber aucb auf die Kleinbeit derselben auf- 
merksam gemacbt. So scbreibt er in seiner Abbandlung De mundio O
systemate (1728): „S ed  n ec  m on tes to ti  su ffecerin t ad se n sib ile s  e ffe c tu s: 
ad rad ices m on tis  b em isp b a eric i a lt i tr ia  m illia r ia  et la t i sex , P en d u lu m  

v i m o n tis  attractum , n o n  d ev iab it scru p u lis  d u ob u s p rim is a p erpendicu lo" . 
Im  Jabre 1738 u n ternab m en  dann zum  ersten  M ałe, te ils  d urcb  die N e w t o n -  
scb e N o tiz  yeranlaB t, te ils  durcb  andere G riinde dazu  g efu b rt, B o u g u e r  
und L a  C o n d a m in e  e in e  M essu n g  der E rd d ich te  am  C bim borasso. Jed ocb  
w aren d ie h ierb e i erz ie lten  R esu lta te  n ic b t v o n  b etra cb tlicb er  G enau igk eit. 
B o s c o v ic h  gab  dann, w ie  F. X. v o n  Z a c h  in  se iner S cb r ift  Les attractions des 
montagnes (A v ig n o n  1814) an gib t, e in ig e  V erb esseru n g en  zu der v o n  d iesen  
b eiden  G elehrten  geb rau ch ten  M etbode. D ie  U n ter su cb u n g en  y o n  B o u g u e r  

und L a  C o n d a m in e  w urden  a u f Y o rsc b la g  der k o n ig lic b e n  A k ad em ie  
der W issen sch a ften  z u  L on d on  in  den  Jah ren  1772 u nd  1774 an dem  
B erge S h eh a llien  in  S ch o ttla n d  m it den g en a u esten  In stru m en ten , die 

m an dam als kann te, von  M a s k e ly n e  w ied erh o lt. W ir  find en  d ieselb en  
n ied er g e le g t in  P h i l o s o p h i c a l  t r a n s a c t i o n s  6 5 : 2 ,  1775, S. 500—-542. 
M a s k e ly n e  b ed ien te  s ich  g le ich fa lls , w ie  se in e Y o rg a n g er , der B e o b a c h tu n g  

der A b len k u n g  eines L otes durch d ie F e lsm a ssen  des o b en g en a n n ten  B erges. 
A is R esu lta t ergab s ich  fiir d ie m ittlere  D ic h t ig k e it  der E rd e u n g e fa h r  5. 
A is  n ach ster  b eb an d elte  C a y e n d is h  a u f e in e  andere A rt und  W e ise  das 
p h y sik a lisch e  P rob lem  der D ich tig k e itsb e stim m u n g . E r  ze ig te , daB ein e  groB e



Bleimasse eine metallene Kugel anziehe, und gewann auf Grund esperi- 
menteller Yersuche fiir die Dichtigkeit der Erde 5,7. Diese Yersuche, an 
denen P layfair  teilweise auch beteiligt war, gaben den AnlaB zu der sofort 
zu besprechenden Arbeit P layfairs iiber den Korper groBter Anziehung. 
P layfair (1748— 1819) veroffentlichte seine Abhandlung: On the solids 
o f the greatest attraction, or those which arnong all the solids that have 
certain properties, attract with the greatest force in  a given direction. 
[read 5 th  January 1807] in den T r a n s a c t i o n s  of  t h e  r o y a l  s oc i e t y  
of  E d i n b u r g h  6 : 2  (1809), S. 187— 243.1)

W ir geben im folgenden den Inhalt der Abhandlung yon J. P layfair . 
Zu den Untersuchungen uber den Korper groBter Anziehung wurde er, 
wie er selbst einleitend angibt, durch die von Maskelyne unternommenen 
Untersuchungen iiber die Anziehung von Bergen und durch die spateren 
Untersuchungen von Cavendish  iiber die Anziehung von bleiernen Kugeln 
angeregt.

P layfair behandelt das Problem teils in der Yoraussicht, daB seine 
Berechnung den zukiinftigen physikalischen Untersuchungen iiber die 
Dichtigkeit der Erde ais Stiitze dienen konnte, teils aus dem Grunde, 
weil das Problem auch fiir den Mathematiker ein besonderes Interesse 
zeige. Es scheine dasselbe zunachst nur durch Yariationsrechnung losbar, 
wogegen sich zeige, daB auch eine kurze Losung der Frage nach dem 
Korper groBter Anziehung durch einfache Uberlegung moglich sei. Diese 
einleitenden Betrachtungen P layfairs iiber das Problem zeigen, daB er die 
Bearbeitungen der fr iiber en Zeit nicht kannte.

Die beiden Hauptbedingungen des Problems sind nach P layfair die, 
daB der zu suchende Korper das Maximum der Anziehung ausiibe und 
andererseits aus einer gegebenen Masse gleicher Dichtigkeit bestehe. Dieses 
allgemeine Problem lasse sich durch die mannigfaltigsten Bedingungen, 
die man dazu nehme, noch modifizieren, indem man z. B. fiir den Korper 
eine bestimmte Gestalt Yorschreibe.

In den ersten acht Abschnitten behandelt P layfair zunachst den 
Korper groBter Anziehung. Er stellt in ahnlicher Weise wie B oscovich 
und Sa in t - J acques die Gleichung der Meridiankurve des gesuchten 
Korpers fest. Dieselbe lautet in rechtwinkligen Koordinaten
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1) Eine Besprechung dieser Arbeit hat E. L a m p e  in den V e r h a n d l u n g e n  der  
B e r l i n e r  P h y s i k a l i s c h e n  Gr ese l l scbaf t  3 , 1884, S 56—61 gegeben.

und in Polarkoordinaten
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Im AnschluB an die Gleichung in Polar- 
koordinaten gibt er eine geometriscbe Kon- 
struktion der Meridiankurve des Korpers 
groBter Anziebung. Man nebme eine Strecke 
a, scblage (Fig. 5) um A  m it derselben 
ais Radius einen K reisąuadranten B F H , 
verbinde F  m it A , falle von F  auf A U  
das Lot FG-, das den Halbkreis iiber A B  
in K  schneiden mogę; trag t man dann 
A K  auf A F  von A  aus bis C ab, so ist 
dieser Punkt ein Punkt der gesucbten 
Meridiankurve. Auf gleicbe W eise lassen 

sicb die iibrigen Punkte der Meridiankurye konstruieren. W eiterbin be
rechnet P l a y f a i k  den Inhalt des yon der Meridiankurye begrenzten Sektors 
A C B .  E r findet durch einfache Betrachtungen

1 2 •~2 a sm CP-

Fiir den ganzen Flacheninhalt ergibt sich daher a 2, fur den Flachen
inhalt zu beiden Seiten der Rotationsachse a 2; d. h. die Flachę des
ganzen Querschnittes ist gleich dem Quadrat iiber dem Durchmesser A B .

Ferner berechnete er den Maximalwert yon y. Dieses wird ein
a

Maximum sein, wenn x  —  t f=  ist, und zwar wird
7 y27 ’

y max =  o =  a r = ’
so daB

a : b =  p l : V 2 oder in Annaherung a : b =  1 1 : 7.

Ais weitere Eigenschaften des Korpers groBter Anziehung findet P layfair, 
daB der Kriimmungsradius der M eridiankurye — „curve of equal attraction"
—  im Hauptpol A  unendlichgroB ist, daB sich also die Meridiankurye 
hier mehr einer Ebene nahert, ais es nur lrgend ein Kreis m it noch so 
groBem Radius kann. Ferner zeigt er, daB der Kriimmungsradius im
zweiten Pole B  =  a und das Volumen V  —  ~  a 3 ist. Bemerkens-

o  15
wert ist noch der Satz, daB, wenn A  die Anziehung des Korpers groBter 
Anziehung und A 1 die Anziehung einer Kugel mit gleicher Masse ist,

A  ^27 , . . .., 81
-r=, oder m Annaherung =

wird E r wendet sich dann zu der Aufgabe, das Maximum der Anziehung zu 
finden, wenn der angezogene Punkt sich in gegebener Entfernung yon dem
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anziehenden Korper befindet. Der gesucbte Korper wird ein Segment des 
Korpers groBter Anziebung. H ierauf wird nocb das Yolumen eines solcben 
Korpersegmentes berechnet.

W eiter stellt P la y f a i r  neben einigen an das Yorige sicb anschlieBen- 
den Rechnungen die Gleichung fur die Oberflacbe des Korpers groBter 
Anziebung auf [dieselbe lautet (x 2 +  •2' 2 +  v2)3 —  a i  * 2] un(i geht dann 
zu der Frage iiber, den Korper groBter Anziebung zu finden, wenn das 
Anziebungsgesetz ein beliebiges ist.

Nehmen wir an, daB die anziebende Kraft umgekebrt der mteu Potenz 
der Entfernung wirkt, so findet er auf demselben W ege wie friiber, daB 
die Gleicbung fiir die Kurve, durcb dereń Rotation der Korper groBter 
Anziebung erzeugt wird, lautet:

2 m  2
o m  + 1 m 4- l ,y 2 —  a x  — x 2.

Nehmen wir m —  1, also die wirkende Kraft umgekehrt proportional der 
Entfernung an, so ergibt sich ais Korper groBter Anziehung die Kugel.

In den nachsten Abschnitten behandelt P layfair zum ersten Małe 
das Problem der Maximalanziehung fiir Korper von gegebenem Formtypus 
und gegebenem Yolumen. Zunachst wird die Maximalanziehung eines 
Kegels auf den in der Spitze befindlichen Massenpunkt berechnet. W enn 
z  die Seite des Kegels, x  seine Hohe ist, muB fiir ein Maximum der An
ziehung sein:

x  1 ,  ̂/u
_  =  M =  —  -  +  ViV

d. h. der W inkel zwischen Hohe und Seite an der Spitze ungefahr 62 0 
46'. Berechnet man die Tangente dieses W inkels, so zeigt sich, daB beim 
Kegel groBter Anziehung das Verhaltnis zwischen Grundkreisradius und 
Hohe nahezu wie 2 :  1 ist. Sodann vergleicht P layfair die Maximal- 
anziehung A  eines Kegels auf die Spitze mit der Anziehung A x einer 
gleich groBen Kugel auf einen Oberflachenpunkt. E r findet:

AS . A  3 —  24 u ° (1 ~  u )2 • —
1 1 +  w - 9

oder angenahert A \  A x =  4 : 5 .
A uf eben dieselbe W eise wird ein Zylinder behandelt, bei dem der 

angezogene P unkt sich in dem Zentrum einer der Grundflachen befindet. 
Die Anziehung ist

A  =  (x - f  y  — V« 2 - f  y 2) 2 n,

wo x  die Hohe, y  der Grundkreisradius ist. Ein Maximum der Anziehung 
ergibt sich, allerdings nach etwas langeren Rechnungen ais beim Yorigen 
Beispiele, wenn
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y _ 9 —V17
x 8

ein M inimum, wenn
y _  9 +  y 17
x 8

ist. Auch in dem Falle des Maximums vergleicłit hier P layfair wieder die
Maximalanziehung A  mit der Anziehung A 1 einer gleich groBen Kugel auf
einen Oberflachenpunkt und findet fiir das Yerhaltnis A  : A y =  1218 : 1211
An diese Untersuchungen schlieBt er noch einige Betrachtungen iiber das
Theorem von L e Sage : Nimmt man eine Kugel mit dem Radius r  und
beschreibt um dieselbe einen Zylinder; legt den angezogenen Punkt in
das Zentrum einer der Grundflachen des Zylinders, so ziehen die Kugel

4
und derjenige Zylinder, dessen Hohe r  ist, den Punkt gleich stark an.

wo m 2 der Flacheninhalt der Flachę GD ,  E F  die Mittelflache und (p =  
D A E  ist.

Mit Hilfe dieser Formel berechnet er dann die Anziehung eines Halb- 
zylinders auf einen in dem einen Ende seiner Achse befindlichen Massen- 
punkt. Es ergibt sicb fiir die Anziehungskomponente senkrecht zur Achse:

wo r  den Radius des Basishalbkreises und a die Hohe bedeutet. Dieser 
Ausdruck wird bei gegebenem Yolumen ein Maximum, wenn angenahert

Die Berechnung der Anziehung dieses Korpers ist besonders des- 
wegen bemerkenswert, weil P layfair sich des hier bestimmten Resultates 
bei der Korrektion der von Maskelyne berechneten Erddichte bediente 
( P b i l o s o p h i c a l  t r a n s a c t i o n s  1811, S. 347— 377). Die Berechnung

Der 14. und die folgenden Abschnitte 
bringen Berecbnungen, welche sich auf die

F ig . 6.

E

I)

von P layfair  gemachten Experimente bei 
der Erddichtebestim mung am Shehallien 
beziehen. E r berechnet zunachst die An
ziehung eines Parallelepipedons mit un-

g, endlichklemer Grundflache und gegebener
Hohe auf einen in der Yerlangerung einer

__J  Kante liegenden Punkt (Fig. 6 ). E r findet
fiir die jener Kante parallele Komponente

216
125
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des Maximums der Anziehung eines halben Zylinders ist von L am pe in 
seiner Besprechung der PLAYFAiRschen Arbeit nicht erwahnt. Andererseits 
hat auch S e l l a  in der Tahelle der Korper mit Maximalanziehung, die er 
m einer spater zu besprechenden Arbeit gegeben hat, dieses von P l a y f a i r  
bestimmten Maximums keiner Erwahnung getan.

Jetzt wendet sich P l a y f a i r  zur Berechnung der Maximalanziehung 
eines abgeplatteten Rotationsellipsoids yon gegebener Masse auf den Pol. 
Die Formel fiir die Anziehung iibernimmt er aus M a c la u r in s  Treatise of  
fluxions § 650 (Fig. 7):

„  Anab* ,, .
F  =  ^

Bezeichnet nun m s die Masse des
Ellipsoids, so findet er nach einiger
Rechnung

b2 n  .. 3 m3 j ) i— = -----  — , wo n  = ----.
a cos a qo 471

Setzen wir diesen W ert in F  ein, so 
erhalten wir m it P l a y f a i r  F  =

5
2 n n  (tg (f —<p) cos s cp sin-  3 (p. Setzt

b2 tg cp — cp 
a tg3qp

B

( F

/ 
^

/ 
^

 
1 

Co

CL /

A  
Fig. 7.

man tg  cp —  t, so wird die Bedingungsgleichung fiir das Maximum:

t(9 +  2 t2)
<P = 9 +  5t2

Aus dieser Gleichung schlieBt P l a y f a i r  m it Hilfe von Reihenentwickelung, 
daB dieselbe nur erfullt werden kann, wenn (p =  0 ist. Dann wird aber 
aus dem abgeplatteten Rotationsellipsoid eine Kugel, und er kommt so zu 
dem falschem Resultat, daB es kein abgeplattetes Rotationsellipsoid mit 
einer Maximalanziehung auf den Pol gabe. E r schlieBt diese Untersuchung, 
auf die wir spater noch zuruckkommen werden, mit folgenden Bemerkungen: 
W enn die Abplattung des Ellipsoids verschwindet, wahrend seine Masse 
dieselbe bleibt, so wird seine Anziehung so lange wachsen, bis die Ab
plattung Nuli geworden ist und das Spharoid eine Kugel wird, wobei 
dann an den Polen nach seiner Ansicht ein Maximum der Anziehung 
auftritt. W enn dann die Polachse wachst, wird aus der Kugel ein Yer- 
langertes Rotationsellipsoid, und die Anziehung auf die Pole wird wieder 
geringer. Zu diesem Schlusse glaubte sich P l a y f a i r  durch das Gesetz 
der K ontinuitat berechtigt.

W eiter beschaftigt sich P l a y f a i r  mit der Aufgabe, die Anziehung 
eines Parallelepipedons in der R ichtung senkrecht zu einer seiner Seiten 
zu bestimmen.
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r, m* . m- . 9
/  =  -7-7. sin c cos#  =  — sin e cos*# ' A C  a

N un ist 
B C  =

F ig . 8. ferner sei C E  =  n,
B C  —  atgz ,  K C  =  u -A r- > C cos-z

dann ist
2 z'n r  =  n . a .  — 5- .cos^a

Also wird
/■' —  n z  sin e.

Beriicksichtigt man noch, daB fur sin e nach einiger Rechnung sich 
e rg ib t:

b— cos z
sine =  —= = = =  (B L  =  b , B A  —  a),

y  1 +  p  cos2,?

bnz' coszso wird schlieBlich f  =
6» 2 

' CO S" £f tr i + « 2 '

Setzen wir u —  sin z  und a 2 +  b2 =  A L 2 —  c2, dann ist

Ist jetzt cp ein solcher Bogen, daB ^  =  sincp, so ergibt

A  sei (Fig. 8 ) der ange- 
zogene Punkt, C A  B  =  z, 

C A D  =  e und die Flachę 
C E F K — m 2; dann ist nach 
den vorhergehenden Berech- 
nungen die Anziehung, die A  
durch die kleine Saule C G  in 
der Richtung A B  erleidet.

m 2—^ sin e cos z.A  C
Dies ist das Element f  der An
ziehung des Korpers. Bezeichnen 
wir die ganze Anziehung mit f, 
so ist also

f  =  ną>, also f  —  ncp -\- B,

wo B  eine Konstantę ist. Die Konstantę B  wird =  0, und es ist daher 
f  —  n<p =  n, m ultipliziert m it einem Bogen, dessen Sinus sich verhalt
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zu dem Sinus von z  wie b : c. Die Anziehung f  ist also derartig, daB

• f  B L  BC j ■ (B L  B C \sm — =  oder f =  n  arc sm • -rj; •n A L  A C ’ 1 \A L  A C ]

Mit Hilfe des soeben erlangten Resultats leitet P layfaik die An
ziehung einer Pyramide mit rechtwinkliger Basis auf einen im Scheitel
befindlichen Massenpunkt ab; speziell sucht er die Maximalanziehung, die
eine gleichschenklige Pyramide mit quadratischer Grundfiache auf den 
Scheitel ausiibt. Bezeichnen wir mit ihm den halben W inkel an der
Spitze der Pyramide mit rj, die Hohe mit p, so ist

sin (p =  sin 2 rj, f  =  4 p  (p.

Ist der Inhalt des Korpers m 3, so ist,

m 3 =  A p :‘ t g 2 //,

oder da tg 2 n —
& '  1 —  s m  op ’

„ 4 „ sin qp , l7 3 (1 — sin m)m 6 =  TT P° , ------, oder p —  m I /— . .3 ^ 1  — sin qp ’  x p 4 sin cp

Also wird die Anziehung
r  a a i 3/  8 (1 — sin «p)f  =  ^ p  <p =  i  m (p | /  4gin(p ;

f  ist nun ein Maximum, wenn (p3 - — ein Maximum ist. Mit Hilfe ' , ’  T  sin qp
der Differentialrechnung findet P layfaik  ais Bedingung fur das Maximum 
die Gleichung

(p =  3 tg  (p (1 —  sin <p).

Aus dieser Gleichung bestimmt er mittels Naherungsverfahrens

cp =  arc 48° 40J-', rj =  76° 30', 2 rj —  153°.

Diejenige rechtwinklig-gleichschenklige Pyramide mit quadratischer Grund
flache, dereń ganzer W inkel an der Spitze angenahert 153 0 betragt, besitzt 
also das Maximum der Anziehung auf einen in der Spitze befindlichen 
Massenpunkt. Eine zahlenmaBige Berechnung der Anziehung fehlt auch hier.

Zum SchluB wendet sich P layfair  wieder der Anziehung des Parallel- 
epipedons zu. Friiher hatte er die Anziehung eines unendlich dunnen 
Parallelepipedons berechnet. Hier zieht er jetzt zunachst einige allgemeine 
Schlusse aus dem fruheren Resultat. W ir iibergehen dieselben, da sie 
nicht auf das Problem der Maximalanziehung Bezug haben.

W ir sehen also, dafi P layfair  zwar nicht der Entdecker des Korpers 
grofiter Anziehung war, dafi er jedoch denselben ohne Kenntnis der Yor-
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arbeiten ziem i ich eingebend behandelt und selbst eine neue Seite des 
Problems — die Maximalanziehung bei gegebenem Formentypus — zum 
ersten Małe bearbeitet hat. In dieser Beziehung unterscheidet sich seine 
Arbeit in nicht zuunterschatzender W eise von den nachfolgenden Arbeiten 
SCHELLBACHS.

Unter den weiteren Daten, die sich auf den Korper groBter Anziehung 
beziehen, ist zunachst ais bemerkenswert zu erwahnen, daB Gauss in seiner 
Abhandlung iiber K apillaritat vom Jahre 1829 (Principia generalia theoriae 
figurae fluidorum in statu aeguilibrii; Gesammelte Werlce, V, S. 31) den 
schon von P layeair angegebenen Satz iiber das Yerhaltnis der Anziehung 
des „Solid of greatest attraction" zu der Anziehung einer gleich groBen 
Kugel aufstellt, ohne sich auf P layeair ais Quelle zu berufen. Der W ort- 
lau t bei Gauss lautet: „Constat, maximam attractionem, quam massa
homogenea data in punctum  datum secundum illam legem exercere potest, 
esse ad attractionem, quam eadem massa in figuram sphaericam redacta 
exercet in punctum in superficie positum, u t 3 ad ^2b“.

Ais Nachster beschilftigte sich mit dem Probleme des Korpers groBter 
Anziehung, allerdings wenig fruchtbringend, Schellbach  in folgenden 
Schriften :

Mechanische und mathematische Probleme-, Program m  des Friedrich- 
Wilhelms-Gymnasiums (Berlin 1845).

Problem der Yariationsrechmmg; J o u r n .  f i i r  Ma t h e m. ,  41, 1851, 
S. 293 ff.

Neue Elemente der M echanik (Berlin 1860), S. 181 ff’.; und Aufgabcn 
ans der Lehre vom GróMen und Kleinsten (Berlin 1860), S. 109 ff.

In der erstgenannten Arbeit behandelt Schellbach  das Problem,
ohne weiter Neues zu den bisherigen Resultaten hinzuzufugen. YeranlaBto o
scheint diese Arbeit S chellbachs, wie auch die anderen, durch die er-
wahnte Note bei Gauss. In  der zweiten Arbeit erfahrt das Problem teil-
weise eine Behandlung in den §§ 23— 28. Im § 27 finden wir das 
Volumen und die Anziehung des Korpers groBter Anziehung bestimmt, 
wenn die Kraft der nten Potenz der Entfernung um gekehrt proportional ist.

In den letzten drei Jahrzehnten war das Problem der Maximal-
anziehungen wieder mehr mit dem physikalischen Probleme der Bestimmung 
der mittleren Erddichte yerkniipft. W eiter erfolgreich gearbeitet haben 
auf diesem Gebiete in dem angegebenen Zeitraum F. K el ler , E. L ampe, 
N. P ier pa o l i, A. Sella  und A. R agno li.

Ersterer berechnete in seinem W erke: Ricerche sull’ attrazione delle
montagne eon applicasioni numeriche. I (Roma 1872) die Maximal- 
anziehung eines W iirfels fur den Fali, daB: 1. der angezogene P unkt in
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einer Ecke, 2. in der Mitte einer Kante, 3. in der Mitte einer Flachę 
liegt. In den vorangehenden Rechnungen hatte K e l l e r  schon die An
ziehung eines Parallelepipedons berechnet. Davon ausgehend, berechnet 
er fiir die drei yorliegenden Falle die Anziehung. Im ersten Falle ergibt 
sich ais Anziehuns'O

I i  =  a]J 3 

fiir den zweiten Fali 

R i =  a y 2

im dritten Falle

J?<> == 4 a

0 1  2  +  V 2  .

2 log  7= +
1 +  ^3

=  1,679030 a,

\ 2 -f- V 5 . 0 . 1 +  V5 0 1log —7=----- f- 2 log — f- 2 arc tg  -ć
& V5 2 y 5 0  3

2,194426 «,

=  2,5968960 a.

L am pe yeroffentlichte sodann in den Y e r h a n d l u n g e n  de r  B e r l i n e r  
p h y s i k a l i s c h e n  G e s e l l s c h a f t  (3, 1884, S. 46—48): Einige Zahlenbeispiele 
fur die Anziehung, welche eine homogene Masse a u f einen materiellen PunJct 
nach dem  NEWTONSĆhen Gesetze ausiibt. In  dieser Abhandlung berechnete 
der Yerfasser die Maximalanziehung eines abgeplatteten Rotationsellipsoides 
auf den Pol, sowie die eines Kreiszylinders auf den M ittelpunkt einer 
Endflache und eines Kreiskegels auf die Spitze. An diese Mitteilung 
schloB sich (a, a. O. S. 56— 61) in demselben Jahre eine von demselben 
Yerfasser herriihrende Litterarische Bemerlcung zu den Zahlenbeispielen 
iiber Attraktion. In derselben gab L am pe eine Besprechung der P l a y f a i r -  
schen Arbeit, wobei er den von P l a y f a i r  begangenen Fehler bei der 
Berechnung der Maximalanziehung des abgeplatteten Rotationsellipsoids 
auf einem Massenpunkt am Aąuator aufdeckte. Desgleichen enthalt diese 
Abhandlung am Schlusse eine Berechnung der Maximalanziehung eines 
Parallelepipedons mit den Kanten, b, b, li auf den im Zentrum einer E nd
flache gelegenen Punkt. Dieser Arbeit folgte bald eine weitere kurze 
Notiz iiber den Korper groBter Anziehung in derselben Zeitschrift (9, 
S. 78— 79) im Jahre 1890 unter dem Titel: E ine litterarische Notiz iiber
den Korper gróJhter Anziehung, wo L am pe die Arbeit von S a in t - J a c q u e s ,  
der fiir den ersten Bearbeiter des Problems gehalten wurde, bespricht.

Im Jahre 1886 verolfentlichte A. M. L ia p u n o f f  in russiscber Sprache 
eine A bhandlung: „Uber den Korper von groBtem Potential der Anziehungs- 
kraft",1) aber diese Abhandlung ist mir nicht zuganglich gewesen, und ich 
konnte daher n icht ermitteln, ob dieselbe in das yorliegende Grebiet gehort.

1) Siehe F o r t s c h r .  d e r  M a t h e m .  19 (1887), S. 1042.
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Anders liegt die Sache mit einer Arbeit, die gleichfalls aus dem 
Jabre 1886 stammt. In  diesem Jabre erscbien von dem scbon genannten 
F ilip p o  K e l l e r  eine Abbandlung: Sul metodo d i J olly per la determ ina- 
zione della densita media della terra  (R en  d i c. d e ll ’ accad.  de i  L i n c e i  
[ Roma]  2 ( : 1, S. 145—149), in welcher er die Maximalanziehung eines ge
raden Prismas mit regularer Grundfiache auf das Zentrum der Basis be- 
recbnete. Derselbe bespricbt zunachst die yon J o l l y  vorgescblagene Methode 
zur Messung der Erddichte; sodann gibt K e l l e r  eine kurze Beschreibung 
einer von ihm selbst in den M e m o r i e  d e l l ’ a c c a d e m i a  de i  L i n c e i  9, 
1881, p. 114 yorgeschlagenen Methode und hebt die Yorteile, die die 
seinige gegenuber der JoLLYschen hat, hervor. Zugleich weist er auf die 
Methode von K o n ig  und R ic h a rz  hin Diese benutzten an Stelle der 
yon J o l l y  zu seinen Yersuchen verwendeten Bleikugel ein Parallelepipedon 
aus demselben Stoffe. K e l l e r  glaubte, es wurden yielleicht bessere Resul- 
tate sowohl durch die Methode von J o l l y ,  ais auch durch die von ihm 
yorgeschlagene Methode, die sich ungefahr mit der Methode yon K onig  
und R ic h a rz  deckte, zu erzielen sein, wenn man an Stelle der Kugel 
oder des Parallelepipedons ein gerades Prism a m it regelmaBiger Basis ver- 
wendete. Dies fiihrte ihn darauf, die Maximalanziehung eines solchen
Korpers zu berechnen.

Das Prism a habe ein n-seitiges Polygon zur Grundfiache, dessen Seite 
== 2 a sei; die Hohe des Prismas sei li, das Yolumen =  Q und der Kurze

halber — =  a, —- =  a. K e l l e r  iibernimmt dann die Form el fiir diea 7 n
Anziehung eines solchen Prismas auf den M ittelpunkt der Basis seiner
Abhandlung Sull’ attrazione delle montagne eon applieazioni numeriche:

(1) X  =  ( J / ,  +  Mi )  [D ichtigkeit =  1]

worin:

Mi  =  c tga log

worm:
(1 +  sin a)Viti‘2+  ctg2a

coso:i i ^ ) j  . UV2 +  sin2«

{liga

Die Bedingung fiir das Maximum ist

(2) - ~  =  0, oder M x —  2 M 2 =  0.

Dies ist eine transzendente Gleichuno; fiir das Verhaltnis —, d. h. fiir das°  a ’
Yerhaltnis von Hohe zu Seite des Prismas. In dem speziellen Falle 
n —  oo, wo das Prism a in einen Kreiszylinder iibergeht und das Yer
haltnis von Hohe zu Seite durch das Yerhaltnis Yon Hohe zu Grundkreis- 
radius zu ersetzen ist, geht diese Gleichung in eine solche 2. Grades iiber.
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K eller  weist dann in einer Anmerkung darauf bin. daB man aus den 
Gleichungen ( 1) und (2) den Satz ableiten kann:

„In einem geraden Prisma von gegebenem Yolumen denke man sich 
die Pyramide, welche ais Basis eine Grundflache des Prismas und zum
Scheitel das Zentrum O der anderen Prismengrundflache hat. Die yon 
diesen beiden Korpern auf den Punkt O ausgetibte Anziehung variiert

Maximum, wenn sie gleich der dreifacben Anziehung der Pyramide ist, 
oder was dasselbe ist, wenn Prisma und Pyramide im Verhaltnis ihrer 
Massen anziehen."

Nach dieser Nebenbemerkung findet er unter Beriicksichtigung der 
Gleichung (2) fiir die Maximalanziehung des Prism as:

wo der W ert von fi aus Gleichung (2) genommen werden muB. Ist die 
Dicbtigkeit y,  so haben wir

In einer jetzt folgenden Tabelle gibt er die numerischen W erte der 
Maximalanziehung von einem 3-, 4-, 6 -, oo-seitigen Prisma und zu jedem 
Falle das zugehorige Yerhaltnis von Hohe zu Radius des der Grundflache 
umschriebenen Kreises, namlich

Ein Blick auf diese W erte liiBt erkennen, daB die A ttraktion mit der Zahl 
der Seiten, wenn auch langsam, wachst. W ill man daher ein Prism a zu 
den experimentellen Versuchen yerwenden, so wird sich nach K eller  am 
besten das M-seitige Prism a fiir n  =  cc, d. h. der Zylinder, eignen. — Be
rechnet man nun die Anziehung einer mit dem Prism a Tolumengleichen 
Kugel, so findet man ais Anziehung 2,598518. Abgesehen davon, daB 
sich dieser W ert nur ganz wenig von dem W erte der Maximalanziehung 
des Zylinders unterscheidet, ist er groBer ais die Maximalanziehung des 
dreiseitigen Prismas und kleiner ais die Maximalanziehung des yierseitigen 
Prismas. W ollte man daher ein Prisma bei den Yersuchen iiber die 
m ittlere Erddichte benutzen, so ware das zum groBten Teil auch aus

ISibliotheca Mathematica. III. Folgę. V. 25

m it der Hohe des Prismas, und die Anziehung des letzteren wird ein

X = 3 J } /

X  =  3 (n y )* j / ^ f  * • il/, =  6 ( n y f  j / - ^  • il/2.

3-seit. Prisma 0,20201 2,54823
4-seit. Prisma 0,23117 2,59928
6 -seit. Prisma 0,24859 2,61335

Zylinder 0,26107 2,61624.
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praktischen Griinden Nachstliegende das Prisma der Maximalanzi eh u n g 
mit ąuadratischer Grundflaehe. Wiirde man statt des numerischen Wertes 
des Yerhaltnisses 0,23117 den W ert 0,25, der in der praktischen Ver- 
wirklichung mit geringeren Schwierigkeiten Yerkniipft ware, nehmen, so 
ware die Anziehung dieses geraden Prismas mit ąuadratischer Grund- 
flache 2,59690, d. h. die Anziehung dieses geraden Prismas mit ąuadra
tischer Grundflaehe wiirde nur um 0,00 238 t o u  der Maximalanziehung 
des geraden Prismas mit ąuadratischer Grundflaehe abweichen.

Zum Schlusse kommt K e l l e r  aber doch zu der Ansicht, daB die 
Kugel aus mannigfaltigen Griinden der prismatischen Form vorzuziehen 
sei, einmal weil die Kugel in der Praxis leichter herstellbar sei ais die 
prismatische Form, und zweitens, weil bei ersterer die Rechnungen, die 
bei der experimentellen Untersuchung notwendig werden, weit geringer 
und leichter ais bei der letzteren Form sind.

Durch diese Arbeit yon K e l l e r  ist also nachgewiesen, daB J o l l y  
mit der Yerwendung einer Bleikugel bei seinen Yersuchen besser fuhr 
ais K ó n ig  und R ic h a rz  mit einem Parallelepipedon.

Wie diese KELLERsche Arbeit, so zeigen auch noch einige spatere 
Arbeiten den Zusammenhang des Problems der Maximalanziehung mit 
dem physikalischen Problem. 1890 war es T h ie s e n  in seiner Arbeit 
Betermination de la variation de la pesanteur avec la hauteur au pavillon 
de Breteuil ( T r a v a u x  et  me mo i r es  du b u r e a u  i n t e r n a t i o n a l  des 
p o i d s  et  mesures ,  7), der in kurzeń Z (i gen die Aufgabe behandelte, 
den Korper Yon gegebenem Yolumen zu finden, in dessen Nahe die 
Anderung der Anziehung ein Maximum ist. Es heiBt in der genannten 
Abhandlung in der Anmerkung auf S. 29: Seien r  und cp die Polar- 
koordinaten der erzeugenden Kurve des Rotationskorpers; Ci, e2 die beiden 
Abstande des angezogenen Punktes Yom Koordinatenanfangspunkt; ó eine 
von den Korperdimensionen abhangige Konstantę, so wird man nach den 
Prinzipien der Yariationsrechnung haben:

el —  r  cos cp . e2 —  r  cos cp

Man erhalt leicht folgende Spezialfalle:
r 2 (1 —  3 cos2 cp) -\- 4 re  cos cp —  2e-

e2 =  ei  =  0,

\ r 2 -)- e2 —  2 re  cos cp 5 

ó ' r 3 =  1 — 3 cos 2 <p-

e2 —  oo
e, —  r  cos cp

e2 =  oo , e1

Vr2 -(- e, 2 —  2 reL cos cp 3 ’ 

=  0, 0 =  d r 2 +  cos cp.



Dieser letzte Fall ist schon bekannt; es ist die Gleichung des Korpers 
groBter Anziehung. — Die letzte Abhandlung zeigt auch zugleich, daB 
das Problem des Korpers groBter Anziehung in bezug auf andere physika- 
lische Aufgaben von Bedeutung sein kann.

Im Jahre 1891 erschien noch eine Schrift yon dem schon oben 
genannten F. K e l l e r ,  die den Titel fiihrt: Yergleichende Ubersicht der
verschiedenen Messungsmethoden der mittleren Dichtiglceit der JErde (Rom 
und Niirnberg 1891). Diese mir nicht zugangliche Abhandlung, die ver- 
mutlich 24 Seiten stark ist, enthalt nichts auf unseren Gegenstand Beziig- 
liches. K e l l e r  yeroffentlichte im folgenden Jahre, 1892, einen Nachtrag 
zu dieser Abhandlung unter dem Titel: Nachłrdgliches su der Abhandlung: 
Vergleichende Ubersicht etc. (Rom und Niirnberg 1892). Diesen Nachtrag, 
der 11 Seiten (S. 25—35) umfaBt, habe ich selbst eingesehen und konsta- 
tiert, daB der zweite Teil (S. 30—35) sich auf das hier besprochene Gebiet 
erstreckt. K e l l e r  kniipft zunachst an einen schon von ihm friiher 
gegebenen Satz, den wir gleichfalls oben erwahnt haben, an, stellt dann 
kritische Betrachtungen iiber das yon ihm sogenannte SAlNT-JACQUESsche 
Prinzip an (das in Wirklichkeit schon bei B o sco v ich  ausgesprochen ist) 
und berechnet zum SchluB die Maximalanziehung eines Kugelabscbnittes 
auf einen Massenpunkt in dem Scheitel desselben. Die Arbeit ist einer- 
seits in ihrem zweiten Teile kritisierender Art, andererseits weist K e l l e r  
auf die praktische Bedeutung seiner friiher und an dieser Stelle berech- 
neten Resultate hin.

Bemerkenswert ist, daB K e l l e r  in dem „Nachtrage“ ais einziger die 
Frage in Betracht zieht, ob nicht auch ein Minimum oder auch mehrere 
Maxima eintreten konnen. Von den Einzelheiten des „Nachtrages" er- 
wahnen wir hier nur einen Satz, auf welchen wir im folgenden zu ver- 
weisen haben, namlich: W ird die Masse eines Korpers bei gegebener
Formgestaltung mit Q und seine Anziehung auf einen Massenpunkt mit 
X  bezeichnet, und sind auBerdem noch h und r  zwei yeranderliche Para- 
meter, welche die Gestalt und das Yolumen der anziehenden Masse naher 
bestimmen, so hangt die Auflosung des Problems, in welcher Weise h und 
r  zu bestimmen sind, um bei gegebenem Q die Maximalanziehung zu er-
langen, yon der einfachen Formel ab:O /

8X  8Q _ 8X eę
8 l i  0 r  8r 8 l i

Die nachsten Berechnungen von Maximalanziehungen riihren von 
A. S e l l a  und N. P ie r p a o l i  her. Die Yeroifentlichung der Resultate 
ist in den A t t i  del la  r ea l e  accademi a  dei Lincei  [Roma] zu finden. 
Zunachst berechnete S e l l a  in der Abhandlung Sull' attrazione del corpo

25*
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di massima attrazione al secondo polo ( Re nd i con t i  15 : 1, 1892, S. 350 
—356) die Anziehung des Korpers groBter Anziehung fur den zweiten 
Pol. Er erhielt fiir dieselbe, wenn y  die Anziehungskonstante, b die 
Dichte bedeutet,

s. I 1 3 f 1 (z * —  Z5) dz 1A =  2 n y o a  J 1 ----- =̂1 , ....... ------------:—
o

worin das Integral ein elliptisches ist. Um dasselbe auf die Normalform 
zu bringen, wendet er die Substitution an:

und findet

w o

B =  1 —  V9 1 +  C0S 9
'  1 —  COS qp ’

. _ . ( 1 3 f (z- — zb) d z  \A  =  2 n y b a  < 1 -f  -74 = = = > ;
\ 2TJ V1 — sin2 tpj

1 — V2 , 7 9 8 +  5V2a =  arc c o s------ 7= und k* —
1 -J— V 2 16

Dies gibt, weiter ausgefiihrt:

A  =  2 n a y ó  { 1 — [(492 +  306 f 2 ) y ' -  48 +  34 J T

+  (30 — 66 f  2) F  (0, <p) +  132 y~2 E  (d, <p) ] J,
wo d  =  76° 3' 25,9"; <p =  80° 7' 14,6".

Berechnet man jetzt die Anziehung auf den zweiten Pol zahlenmaBig, 
so ergibt sich

A  =  2n y b a  X  0,39491 =  2,6321,

wahrend die Anziehung auf den Hauptpol A \ =  2,66604 ist. Daraus 
ersieht man, daB die Anziehung auf den zweiten Pol nur um weniges 
kleiner ist ais die auf den Hauptpol.

An diese Mitteilung schloB sich eine zweite Arbeit von Sella  an: 
A  proposito della discussione sulla forma piu opportuna da darsi al corpo 
attraente netta misura della densita media della terra e sul corpo di massima 
attrazione ad un puncto ( Re n d i co n t i  2 s : 1, 1893, S. 90—96). In dieser 
Arbeit gibt er zunachst einleitend eine Ubersicht iiber die Methoden der 
Messung der mittleren Erddichte, sodann berechnet er die Maximal- 
anziehung einer Kugelkalotte mit der Hohe h und dem Grundkreisradius 
q  auf das Zentrum der Basis. Er findet fur die Anziehung

. 2nh 7j2 +  27te +  3e2 
A —  3 (fc +  e)2 ’

fiir das Yolumen V —  ^  h (li2 +  3 ę2).



Die Entwickelung der yerschiedenen Probleme der Maxima der Anziehung. 3 8 9

Also gibt die yon K e l l e r  in seiner letzten Abbandlung gegebene 
allgemeine Grleicbung

8 ^  8 F __8 4  0F
0 ll 0 p 0 ę 0 li

die spezielle Bedingungsgleicbung

h q (h2 q2) (h —  3 q) „
( h + Qy  =  u>

oder li =  3p; li = ~ d ,  wenn d der Durchmesser der Kugel ist. Daraus

ergibt sicb folgender einfache Satz: „In dem Kugelabscbnitte groBter
Anziebung mit dem angezogenen Punkt im Zentrum der Basis ist die 
Hobe dreimal so groB wie der Basisradius oder 9/ j0 vom Kugeldurch- 
messer". Die Maximalanziehung wird in diesem Falle: A  =  2,(35603. LiegtO  7 0

der angezogene Punkt im Scbeitel der Kalotte, so findet S e l l a  analog:
2  li2

=  2 n ( h

und daber

n * + t

Qum er 

3 W — 2 h2g 2 —  9 =  O,

Ais Bedingungsgleicbung fiir das Mazimum ergibt sicb

woraus sicb ais Maximalanziebung einer Kugelkalotte auf den Scbeitel 
ergibt A  =  2,61733. Im AnscbluB bieran gibt S e l l a  eine Zusammen- 
stellung der ibm bekannten Maximalanziebungen. In dieser Tabelle folgt 
binter dem Korper groBter Anziebung, der an erster Stelle stebt, sofort 
die yon S e l l a  berecbnete Maximalanziebung einer Kugelkalotte auf den 
Mittelpunkt der Basis. — Da man es in der Praxis jedocb nicbt mit dem 
Fali zu tun bat, daB ein Korper einen Massenpunkt anziebt, so setzt er 
in einem weiteren Abscbnitte an Stelle des angezogenen Punktes eine 
Kugel Yom Radius s und ermittelt die Abanderung der Losung fiir den 
Korper groBter Anziebung infolge dieser Bedingung. Er kommt zu dem 
Scblusse, daB eine sebr starkę Yerminderung des Effekts eintritt, weil in 
der Praxis der angezogene Korper aus yerscbiedenen Grriinden nicbt in 
unmittelbarem Zusammenbang mit dem anziebenden Korper stebt.

Es folgen sodann einige Angaben iiber die Eigenscbaften des Korpers 
groBter Anziebung, yon denen wir bier nur diejenigen bersetzen wollen, 
die yon S e l l a  neu berecbnet und daber nocb nicbt erwahnt sind: Ab-

15
stand des Scbwerpunktes yom Hauptpol ^  a> Radius der Kugel yon gleicber 

Anziehung: ^-a.
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Zum SchluB gibt S e l l a  nocb eine Eigenscbaft des Korpers groBter 
Anziebung an, die sicb in folgendem, auf elementare Weise bewiesenen 
Satze ausspricht: „Die liings der Acbse des Korpers groBter Anziebung
erfolgende Anziebung eines Kegels, welcher den Hauptpol zur Spitze und 
einen von beliebigem Umrisse begrenzten Teil der Oberflache des Korpers 
groBter Anziebung zur Basis hat, ist der Masse dieses Kegels proportional".

Dieser Satz gilt fur jedes Anziehungsgesetz und hat, wie auch S e l l a  
angibt, einige Ahnlichkeit mit dem oben erwahnten Satze von K e l l e r  
iiber das gerade Prisma.

In demselben Jahre veroffentlichte N . P i e r p a o l i  die Abhandlung: 
Sul massimo (V attrasione di una piram idę retta a base regolare (Rendi -  
c o n t i  2b : 1, 1 8 9 3 , S. 1 3 0 — 136). Der Verfasser stellt sich darin mit 
seinen eigenen W orten folgende F rage: „Dato il volume di una piramidę
retta a base regolare o di un cono circolare retto, quale dev’ essere il 
rapporto fra 1’ altezza ed il perimetro della base per ayere sul vertice e 
sul centro della base il massimo d’attrazione?“.

Fiir die Berechnung der Anziehung einer Pyramide, resp. der Anziehungs- 
komponenten gibt es nach P i e r p a o l i  zwei Methoden. Entweder denkt 
man sich die Pyramide in unendlich viele Schichten parallel der Basis 
geteilt, bestimmt die Anziebung einer solcben Schicht auf den betrachteten 
Punkt und berechnet dann mit Hilfe einer geeigneten Integration die 
Anziehung der ganzen Pyramide, oder man befolgt die bekannte Methode 
der Partialpyramiden, die anwendbar ist bei der Bestimmung der Anziehung 
eines beliebigen Polyeders auf einen beliebig gelegenen Punkt.

P i e r p a o l i  berechnet zunachst, wenn H die Hohe, li den Radius des 
der Grundflache umschriebenen Kreises, n die Seitenanzahl der Basis

bedeutet und ^  —  (p gesetzt wird, die Anziehung einer Pyramide auf das

Zentrum der Basis und den Scheitel und findet dafiir die Ausdriicke

Desgleichen erhalt er fiir n —  co die Anziehung eines geraden Kreiskegels 
auf die Basis und den Scheitel

jj __  o _  H R
B  _J_ J

, I I 2 +
log 7 . )
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In der vorliegenden Note beschaftigt sicb  P ie r p a o l i  zuniichst mit dem 
Maximum der Anziehung auf den Scheitel. A v liiBt sich schreiben

A v =  2R~^r \jt — n arc tg

andererseits ist das Yolumen der Pyramide gegeben durch

V —  \ n R z • — sin cp cos cp.

Aus diesen beiden Daten ergibt sich nach der KELLERschen Bedingungs- 
gleichung die Gleichung

2 x - 2 n  arc tg - p M ,  -  3 »  ? _ =  0f
V*2 +  1 (*a +  cob- <p) yjxi _|_ i

wo x  ist- In einer Tabelle werden die Losungen dieser Gleichung

fiir n =  3, 4, 5, 6, 8, 10, oo angegeben und die zugehorigen Werte der 
Attraktion mitgeteilt.

An diese Arbeit N. P i e r p a o l i s  schloB sich eine gleiche Arbeit ais 
Erganzung im folgenden Jahre (Attrazione di ima piram idę retta a base 
rególare sul centro della base; R e n d i c o n t i  35 : 1, 1894, S. 173— 176) 
an. Es wird auf Grund der soeben besprochenen Abhandlung, wo die 
Anziehung einer Pyramide auf das Zentrum der Basis berechnet ist, das 
Maximum dieser Anziehung gesucht. Die Bedingung, welche sich hier 
fiir das Maximum der Anziehung ergibt, ist bei weitem komplizierter ais 
in dem yorhergehenden Palle. Zum Schlusse werden die Formeln fiir 
einen Kegel spezialisiert, und wie in der yorhergehenden Arbeit berechnet 
der Yerfasser die Wurzeln der Bedingungsgleichung fiir n =  3, 4, 5, 6,
8, 10, go und yereinigt die Resultate in einer Tabelle, in der auch die
Zahlen fiir die GroBe der Anziehung abgedruckt sind.

In  demselben Jahre erschien eine weitere in dieses Gebiet gehorige 
Arbeit von Se l l a : Ancora sulla forma del corpo attraente nella misura 
della densita media della’ terra e sul corpo di massima attrazione a due 
punti ( R e n d i c o n t i  35:1,  1894, S. 436—442). In  seiner friiheren Arbeit 
hatte der Yerfasser die Methoden zur Messung der m ittleren Dichtigkeit 
der Erde in zwei Gruppen eingeteilt, in solche Methoden, bei denen die
Kenntnis der Anziehung eines Korpers auf einen Punkt notwendig ist
(Cavendish , Baily, R eich, Cornu, W ilsing , L aska, J olly, P oynting, 
Mayer), und in solche Methoden, bei denen es sich um einen anziehenden 
K orper und zwei angezogene Punkte handelt (Keller , K onig und R icharz). 
An der dortigen Stelle hatte dann Sella  denjenigen Korper (Kugelkalotte) 
berechnet, der fiir die erste Methode am giinstigsten ist. In dieser zweiten
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Arbeit sucbt er den Korper groBter Anziehung auf zwei Punkte. Die 
Form desselben hangt von zwei Parametern ab, namlich dem Abstande 2a 
der beiden angezogenen Punkte und dem Yolumen V  der gegebenen Masse 
Ais Anziehung auf beide Punkte durch den gesuchten Korper, der wie 
der Korper groBter Anziehung auf einen Punkt ein Rotationskorper ist,
ergibt sich

A - 2 ,  f ( 2 -  , °  +  * -  , ) d x ,
J \  V(<z 4- #)2 +  y2 V(a — *)2 +  2/2'

ais Yolumen + “
V =  n y 2 dx.

Soli A  ein Maximum werden, wahrend V  konstant bleibt, so muB sein
+  a

0 =  8 (A —  v V )  =  8 I F d x ,=  8 [A —  /a F )  =  ^ j

woraus nach der bekannten Methode der Yariationsrechnung folgt
+  ®

3 F

oder

und

=  0, F(a)  +  F ( — a) +  | d x  =  0,

a 4 - x  , a — x
— ------- T +  ------------------~E =  /*>^ a +  xy  +  y ^  [(a - * ) »  +  y*]T

7  t . ---------  +  — — v- ---------A d x  =  2.
1  a 1 [(« +  * )2 +  [(« — x) 2 +  2/2] " I

Die erste dieser Gleichungen, in der /ii eine willkiirliche GroBe ist, ist die 
unaufgeloste Gleichung der Meridiankurre des Korpers. Die zweite 
Gleichung dagegen ist eine Grenzgleichung. Man kann sie so trans-O D O  O O
formieren, daB sie eine sehr leichte und wichtige Auslegung zulaBt. Ais 
Endziel dieser Umformung gilt der Satz: „Die Summę der zwei An-
ziehungen langs der Achse in dem Korper groBter Anziehung auf zwei 
Punkte ist dieselbe, ais wenn die dreifache Masse des Korpers in beliebiger 
Weise auf der Oberflache verteilt ware". Desgleichen leitet S e l l a  noch 
folgenden Satz ab: „Die Summę der Yerhaltnisse aus der Anziehung
langs der Achse und dem Yolumen Ton zwei Kegeln, die zur Basis ein 
und dasselbe unendlich kleine Oberflachenelement und zum Scheitel die 
zwei angezogenen Punkte haben, ist konstant und zwar gleich der drei- 
fachen Summę der beiden Anziehungen, die eine Masse 1, in irgend einem 
beliebigen Punkte der Oberflache gelegen, ausiibt". Dieser Satz hat Ahn- 
lichkeit mit dem entsprechenden fiir den Korper groBter Anziehung auf



emen Punkt. Sodann wird die Maximalanziehung des Korpers auf die 
beiden Punkte berechnet, und es ergibt sicb fiir jeden der beiden Punkte:

A =  2, 66576 — s  wo e <  0,001763,

woraus man ersieht, daB die Anziebung auf jeden einzelnen Punkt nur 
um wenig kleiner ist ais die Anziebung des Korpers groBter Anziebung 
auf einen Punkt.

Der letzte Abschnitt der Arbeit bescbaftigt sicb daruit, fiir einen 
Korper von gegebenem Formtypus die Maximalanziehung auf zwei Punkte 
zu berecbnen. S e l l a  nimmt zu diesem Zweck die Kugelkalotte an und 
sucbt das Maximum der Anziebung der Punkte, die sich im Scheitel und 
im Zentrum der Basis befinden. Er stellt die Ausdriicke fiir diese Summę 
A, fiir das \o lum en V  auf und leitet die Bedingungsgleichung ab. Aus 
letzterer bestimmt er das Yerhaltnis yon der Hohe zum Grundkreis- 
radius ais

— =  2, 76085
Q

und findet ais Anziehung fiir jeden einzelnen Punkt

4 =  2, 62992.

W ir haben noch einer Abhandlung von S e l l a  z u  gedenken, namlich: 
Sui corpi di massima attrazione (Rend i con t i  35 :2, 1894, S. 47—53). 
Ais Einleitung werden einige Satze angegeben, die zur einfacheren Her- 
leitung der bisher gefundenen Resultate dienen:

1. Die Anziehung eines beliebigen Kegels (und ebenso einer 
Pyramide) auf die Spitze ist gleich derjenigen der Basis, auf welcher 
eine Masse gleich der 3-fachen des Kegels gleichformig ausgebreitet ist.

2. Die Anziehung eines einer Kugel umschriebenen Polyeders 
auf das Zentrum der Kugel ist gleich der Anziehung der Oberflache 
des Polyeders, auf welcher eine Masse gleich der 3-fachen Masse des 
Polyeders gleichformig yerteilt ist.

3. Die Anziehung eines beliebigen Kegels, der zur Basis eine 
Kugelkappe mit Scheitel im Zentrum hat, auf diesen Scheitel ist 
gleich der Anziehung, die die Kugelkappe ausiibt, wenn auf ihr eine 
Masse von der 3-fachen Masse des Kegels gleichmaBig yerteilt ist.

4. Die Anziehung eines „anello cilindroconico“ (d. h. eines 
Korpers, der begrenzt ist von einem Kreiszylinder und einem Kegel, 
der zum Scheitel das Zentrum einer Grundflaehe und zur Basis die 
gegeniiberliegende Grundflaehe des Zylinders hat) auf den Scheitel 
dieses Kegels ist gleich der Anziehung des Zylindermantels, wenn

Die Entwickelung der verschiedenen Probleme der Maxima der Anziehung. 393



3 9 4 E r i c h  H o f f m a n n .

auf demselben eine Masse von der 3-fachen Masse des Ringes gleich
maBig yerteilt ist.

5. Die Anziehung eines beliebigen Kegels, der zur Basis eine 
Flachę konstanter Anziehung langs einer gegebenen Richtung hat, 
auf den Scheitel und langs dieser Richtung ist gleich der Anziehung 
der Basis, wenn auf derselben eine Masse gleich der 3-fachen Masse 
des Kegels gleichmaBig yerteilt ist.

Nach Aufstellung dieser Satze wendet sich Se l l a  dem Korper groBter 
Anziehung zu. Seien die Dimensionen einer Anziehung und eines Korpers 
gegeben durch

[A] =  [L], [«] =  [L3], 

dann wird notwendig sein
A  =  óv^ ,

wo <3 eine numerische Funktion des Parameters (Lange) ist, welcher den 
Korper bestimmt. Das Problem, den Korper groBter Anziehung zu finden, 
ist somit zuriickgefiihrt auf die Aufgabe das Maximum der Funktion

ó =  —-  zu suchen.
V 3

Daher wird die Yariation yon ó =  0 sein miissen oder auch
8 A .__  A_
8v 3 v

Diese Beziehung ais Bedingung des Maximums gilt ganz allgemein.
Nach dem Korper groBter Anziehung auf einen Punkt wird der auf

2 Punkte behandelt. Fiir diesen ergibt sich

<5̂ 4 ,—- =  u —  const.
8  v

In die obige Beziehung eingesetzt, gibt dies

A  =  3 /jlv

Dieser Satz war schon in einer friiheren Abhandlung von S e l l a  auf um- 
standlichere Weise ais hier abgeleitet worden.

Nach diesen Untersuchungen wendet er sich Korpern yon bestimmtem 
Formtypus zu. Auch hier wird die allgemeine Bedingung zur Anwendung 
gebracht und die schon in den friiheren Arbeiten gefundenen Resultate 
auf einfacherem Wege bestatigt. Unter anderem erhalt er den Satz: „Die 
Anziehung einer Pyramide mit regelmaBiger Basis auf ihre Spitze ist ein 
GroBtes, wenn sie der Anziehung einer 9 mai so groBen Masse gleich ist, 
die gleichmaBig auf dem Umfange der Basis yerteilt ist“. Aus diesem



Satze leitet er sofort auf kurzem Wege die schon von P ie rp a o l i  ge- 
gebenen Bedingungsgleicliungen fiir die Pyramide ab.

W ir haben nun noch zwei auf unseren Gegenstand beziigliche Arbeiten 
von A. R a g n o l i  und E. Lampe z u  besprecben. Die erste fiihrt den 
Titel: Sui corpi di massima attrazione (Spoleto 1895, 22 S. gr. 8°) und 
kniipft direkt an die schon von S e l l a  gefundenen Satze an. R a g n o li  
will die von S e l l a  hauptsachlich in der letztbesprocbenen Abhandlung 
gegebenen Satze auf weitere Beispiele anwenden. Zunachst wird die 
Bedingung fiir die Maximalanziehung berechnet fiir einen „anello conico“, 
das ist fiir einen yon zwei Kegeln mit gleich er Hohe, aber yerscbiedenen 
Grundkreisen begrenzten Korper. Der angezogene Punkt liegt im Scheitel 
der Kegel. Ais Bedingung fiir das Maximum ergibt sich

A  __ 9 n~ fi2 —
~Y n2 —  i

wo und H2 die Anziehung der auf deu Kreisen \  yer-
teilten Masseneinbeit bedeuten. — Sodann wird die Bedingung aufgestellt0 0  o
fiir einen „anello cilindrico", den Korper zwischen zwei koaxialen Zylindern:

A  ___ 8 n1 (i, — fil
V ~  n2 — 1 ’

falls Qi ais yariabel aufgefaBt wird. Nimmt man dagegen h ais yariabel, 
ais fest an, so bat man die Bedingnng
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worin Aj und Vj Anziebung und Yolumen des „anello conico“, ausdriicken, 
welcher entsteht, wenn man den angezogenen Punkt mit der Peripherie 
der Basis yerbindet. — Ais nśichstes Beispiel wird die Bedingung fiir das 
Maximum der Anziehung des „anello cilindro-sferico" aufgestellt; daran 
reiht sich der „anello conosferico" fiir den sich ais Bedingung ergibt

A  =  9 fi V.

Sodann wird die Bedingung fiir eine Maximalanziehung aufgestellt fiir 
den Restkorper, den man erhalt, wenn man durch eine Kugel einen geraden 
Zylinder legt. Die Bedingung ist

A  =  3/u V.

Weiterhin wird die Bedingung fiir ein ąuadratiscbes Prisma mit aufgesetzter 
ąuadratischer Pyramide berechnet. Ais Bedingung folgt

A A.
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wo A i und Fi die Anziehung und das Yolumen der Pyramide bedeuten, 
welche entsteht, wenn man den angezogenen Punkt mit dem Umfange der 
entgegengesetzten Basis des Prismas verbindet.

Nachdem so allgemein die Bedingungen aufgestellt sind, folgt in 
einem weiteren Abschnitte die numerische Berechnung dieser Maximal- 
anziehungen. An dieselbe schlieBt sich ohne Benutzung der SELLAschen 
Satze die Berechnung der Maximalanziehung, die der Rotationskorper aus- 
iibt auf den Pol, wenn sich eine halbe Lemniskate um ihre Achse dreht. 
Zum Schlusse der Arbeit findet sich eine fiir den damaligen Stand des 
Problems yollstandige Zusammenstellung der 26 berechneten Korper mit 
Maxim alanziehung.

Die letzte Arbeit, welche uns iiber das Problem des Korpers groBter 
Anziebung vorliegt, ist die von E. L a m pe  in den V e r h a n d l u n g e n  der  Ber-  
l i ne r  P h y s i k a l i s c h e n  Gese l l s cha f t  (15, 1896, S. 84—100) heraus- 
gegebene Abhandlung: TJber Korper gróMer Anziehung. Nach einer
kurzeń geschichtlichen Einleitung zeigt der Yerfasser zunachst, daB man, 
ausgehend von der Gleichung

r  =  a +  b cos n(p

der Meridiankurye eines Rotationskorpers, durch Yariation von n eine 
unendliche Anzahl yon Korpern finden kann, dereń Anziehung und Gestalt 
sich der Anziehung und Gestalt des Korpers groBter Anziehung immer

mehr und mehr niihert. Fiir n =  a =  0 erb alt man den Korper
u

groBter Anziehung mit der Anziehung 2, 666042. Ein zweiter Abschnitt 
bringt sodann die Berechnung der Maximalanziehung fiir einige Rotations
korper, bei denen sich die Frage nach dem Maximum der Anziehung ohne 
bedeutende rechnerische Schwierigkeiten losen laBt. Ein Anhang zu dieser 
Abhandlung weist noch auf eine besondere Art yon Maximalaufgaben hin. 
Es sind dies die Aufgaben, bei denen es sich darum handelt, gegebenen 
Korpern andere einzubeschreiben, welche auf gewisse Punkte ein Maximum 
der Anziehung ausliben. Es werden die beiden folgenden Aufgaben dieser 
Art behandelt.

1. Einer Kugel denjenigen Zylinder einzuschreiben, der auf den 
Mittelpunkt seiner Basis die groBte Anziehung ausiibt.

2. Einer gegebenen Kugel den Kreiskegel yon groBter Anziehung 
auf die Spitze einzubeschreiben.

Aus der yorangehenden Darstellung diirfte ersichtlicli sein, daB die 
eigentlichen Untersuchungen iiber den Korper groBter Anziehung gewisser- 
maBen mit der Arbeit yon P l a y f a i r  abgeschlossen sind. Yon da an



sehen wir, hauptsachlich durch die Arbeiten von Keller inauguriert, das 
bis zur letzten Arbeit fortdauernde Bestreben entstehen, die Maximal- 
anziehung fiir gegebene Korperformen zu bestimmen. Es ist zwar bisber 
eine ganze Anzahl derartiger Beispiele berechnet, jedoch bleibt dabei noch 
eine groBe Menge von Korpern iibrig, die keine Bearbeitung bisher ge- 
funden haben. Teils konnten liierbei schon die fiir gewisse Falle auf- 
gestellten Formeln fur das Potential oder die Anziehung gewisser Korper 
benutzt werden, teils nniBten dieselben neu berechnet werden. Aus dem 
dann vorliegenden Zahlenmaterial konnten sich dann immerhin allgemeinere 
Gesetze, die ja  das Ziel aller Forschung sind, ergeben, wie wir das beste 
Beispiel bisher schon an den von Sella gefundenen allgemeinen Satzen 
haben. Andererseits kann man auch hier das Prinzip der Inhomogeneitiit 
der zu untersuchenden Korper annehmen, wobei man allerdings zu kom- 
phzierten Rechnungen kommt, sowie auch die von Lampe in seiner letzten 
Arbeit gegebenen Hinweise auf Maximalanziehungen von Korpern, die 
anderen einbeschrieben sind, weiterbin yerfolgen.

Die Entwickelung der yerschiedenen Probleme der Maxima der Anziehung. 397
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Ein neues literarisches Hilfsmittel zur Yerbreitung 
mathematisch-historischer Kenntnisse.

Yon G. E n e s tro m  in Stockholm.

Die Hauptaufgabe der mathematisch-historischen Forschung ist natur
lich, das ihr augehorende Gehiet yollstandig durchzuarbeiten; indessen ist 
es auch von Interesse, daB die Errungenschaften dieser Arbeit, die ge- 
wobnlich in Zeitschriftenartikel und Monographien zu finden sind, nicht 
nur den eigentlichen Fachgenossen leichter zuganglich, sondern wenigstens 
zum Teil den librigen Mathematikern bekannt gemacht werden. Das erste 
wird erreicht durch zusammenfassende Darstellungen der Geschichte der 
ganzen Mathematik oder groBerer Abteilungen derselben, und solche Dar
stellungen tragen noch dazu bei, mathematisch-historische Kenntnisse unter 
die Mathematiker zu verbreiten. Yiel grofler wird indessen der Erfolg, 
wenn eine erhebliche Anzahl von historischen Notizen in mathematisch- 
encyklopadische Arbeiten eingefiigt wird, und in dieser Hinsicht hat die 
seit einigen Jahren erscheinende Encyhlopadie der mathematischen Wissen
schaften recht gute Dienste geleistet; noch weit mehr hat man yoraus- 
sichtlich von der kiirzlich in Angriff genommenen franzosischen Bearbeitung 
dieser Encyklopadie zu erwarten, denn ist es erlaubt, das soeben. er- 
schienene erste Heft1) dieser Bearbeitung ais maBgebend fur das ganze 
Unternehmen zu betrachten, so wird die Geschichte daselbst auf eine ganz

1) Encyclopedie des sciences mafliematiques pures et appliąuees. Pttbliee sous les 
auspices des academies des sciences de Góttingue, de Leipzig, de Munich et de Vienne 
avec la collaboration de nombreux savants. Edition franęaise redigee et publiee d’apres 
l'edition allemande sous la direction de J u l e s  M o l k . Tome I, yolume 1, fascicule 1. 
Paris, Gauthier-Yillars; Leipzig, Teubner 1904. 8 ° ,  160 S .  Das Heft enthalt: Principes
fondamentaux de l ’arithmetique. Expose, d’apres 1’article allemand de H. S c h u b e r t , par 
J. T a n n e r y  et J. M o l k  ( S .  1—-62). Analyse combinatoire et tbeorie des determinants. 
Expose, d’apres 1’article allemand de E. N e t t o , par H. V o g t  (S. 63— 132). Nombres 
irrationels et notion de limite. Expose, d'apres 1’article allemand de A. P r i n g s h e i m , 

par J. M o l k  ( S .  133— 160, nur Anfang).



besondere Weise Beriicksichtigung finden. Darauf deutet schon die wesent
lich vergro6erte Zahl der FuBnoten hin, denn diese enthalten hauptsachlich 
historische und bibliographische Notizen; gegen beinahe 600 FuBnoten in 
der franzosischen Bearbeitung hat der entsprechende Teil des deutschen 
Originals weniger ais 300 solcher FuBnoten aufzuweisen. Auch im Text 
selbst bringt die franzosische Bearbeitung viele historische Zusatze, z. B. 
ś- 10 21 eine Ubersicht der Geschichte der Zahlzeichen und Zahlen-
sy stenie im Altertum und Mittelalter.

Untersucht man naher, was in der franzosischen Beai-beitung neu 
hinzugekommen ist, so findet man, daB sich die Erganzungen wesentlich 
auf die altere Mathematik beziehen, die im ersten Heft des deutschen 
Originals ziemlich stiefmutterlicb behandelt war. Aber nicht nur ąuanti- 
tatiy sondern auch qualitativ bezeichnet die franzosische Bearbeitung einen 
wirklichen Fortschritt in betreff der Behandlung der Geschichte der Mathe
matik. Im deutschen Original waren, abgesehen von dem neunzehnten 
Jahrhundert, die historischen Notizen nur ausnahmsweise aus den Quellen- 
schriften entnommen, und in vielen Fallen war es leicht zu konstatieren, 
daB sie nicht von einem Fachmanne herriihren konnten; in der franzosischen 
Bearbeitung ist dagegen die altere mathematische Literatur ausgiebig be- 
nutzt, und auch wenn man nicht hie und da den Zusatz: „Note ms. de 
P. T a n n ery " fande, wiirde es jedem sachkundigen offenbar sein, daB Herr 
J u les  M o l k  hinsichtlich der historischen Notizen einen Spezialisten auf 
diesem Gebiete ais Mitarbeiter gehabt hat. Ais Beleg erlaube ich mir den 
SchluB der FuBnote 13 auf Seite 136 zu zitieren: „Les termes employes 
par le scholiaste d’EucLiDE [Opera, ed. J . L. H e ib e r g  5, Leipzig 1888, 
p. 414] semblent indiquer quAPOLLONius avait decrit eertaines des formes, 
en nombre illimite, qui s’engendrent par la seule addition de plusieurs 
radicaux simples, et qui peuvent, par suitę, etre representees par des con- 
structions au moyen de la regle et du compas"; freilich ist schon friiher 
auf das erwahnte Scholium aufmerksam gemacht worden (vgl. A p o l l o n ii 
Opera, ed. J . L. H e ib e r g  2, Leipzig 1893, S. 119—120; G. L oria , Le 
scienze esatte nell’ antica Grecia 2, M odena 1895, S. 198), aber sicherlich 
wiirde nur ein Kenner der griechischen Mathematik sich vorgenommen 
haben, aus demselben die oben zitierte Folgerung zu ziehen.

Aber nicht nur die Zusatze sondern auch die Streichungen weisen 
auf einen sachkundigen Mitarbeiter hin; so z. B. fehlt in der franzosischen 
Bearbeitung S. 31 der an entsprechender Stelle (S. 9) des Originals vor- 
kommende Yerweis auf den, meiner Ansicht nach durchaus wertlosen, 
Artikel von P. d e  L a g a r d e , Wolier stammt das x der Mathematiker? 
(1882; vgl. Bibl io th .  Mathem.  1885, Sp. 41—44). Ais ein Yerdienst 
der Arbeit betrachte ich es auch, daB besondere Aufmerksamkeit den
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biographischen1) und bibliographischen2) Details gewidmet worden ist; so 
z. B. sind, ganz wie im deutschen Original, die Initialen der Yornamen der 
zitierten Yerfasser gewissenhaft angegeben. Dieser letzte Umstand mag Yielen 
Lesern ziemlich bedeutungslos erscheinen, aber in Wirklichkeit ist die Sache 
nicht ganz ohne Belang3), und bisweilen kann die Ermittelung solcher Initialen 
umfassende Nachforschungen erfordern; beispielsweise habe ich yor ein paar 
Jahren die Auskunft in betreff des Mathematikers B u e e , die S. 36 gegeben 
wird, Yergebens in den mir zuganglichen Handbiichern gesucht.

Aus dem Gesagten geht herYor, daB ich den historischen Notizen 
der franzosischen Bearbeitung der Encyklopadie der mathematischen 
Wissenschaften einen hohen Grad Yon Zuverlassigkeit zuerkennen mochte. 
Freilich hatte ich gern gesehen, daB diese Notizen in einigen Fallen noch 
Yollstandiger waren, aber ich Yerstehe sehr gut, wie schwierig es sein 
muB, iiberall eine gleichmaBige Ausfiihrlichkeit zu erzielen. Die besonderen 
Mitarbeiter konnen oder woli en nicht dabei behilflich sein, von dem 
Herausgeber kann man nicht fordem, daB er auf allen Gebieten zu Hause 
ist, und Yon anderen Fachgenossen Hilfe zu bekommen, wird sich oft 
unmoglich erweisen.

Dagegen scheint es mir, ais ob es moglich ware, in betreff' der 
historischen Notizen zu einem noch hoheren Grad von Zuverlassigkeit zu 
gelangen. Zuerst erlaube ich mir darauf aufmerksam zu machen, daB es 
ja der Zweck der Encyklopadie ist, die gesicherten Resultate der bisherigen 
mathematischen Forschung mitzuteilen, und unter die mathematische 
Forschung darf wohl auch die mathematisch-historische inbegriffen werden. 
Aus diesem Grunde ware es vielleicht angezeigt, nur ausnahmsweise ganz 
neue Konjekturen aufzufiihren, z. B. die S. 138 ausgesprochene Yermutung, 
daB L e o n a rd o  P isa n o  von einem byzantinischen Mathematiker miindliche 
Auskunft iiber das 10. Buch der Elementa bekommen hatte. Solche und 
iihnliche Konjekturen passen sehr gut fiir einen mathematisch-historischen

1) Ein wenig befremdend ist es den Yornamen des Italieners L u c a  P a c i u o l o  

iiberall (z. B. S. 18, 24, 31, 54, 139) unter der Form „Luc“ gescbrieben zu selien. 
DaB H e i n r i c h  O l d e n b u r g  S. 84 „Oldenbourg11 genannt wird, ist wohl nur ein Uber- 
sehen, denn C. F. H i n d e n b u r g  wird S. 63 mit unverandertem Kamen aufgefuhrt.

2) UnnStig scheint es mir bei den Verweisen auf Scritti di L e o n a r d o  P i s a n o  die 
Seitenzahl nicht nur der BoNcoiiPAGNischen Ausgabe, sondern auch des von ihm ab- 
gedruckten Manuskriptes anzugeben (vgl. z. B. S. 27). Bekanntlich sind auBer diesem 
Manuskripte noch yiele andere sowohl der Liber abbaci ais der Practica geometriae 
aufbewahrt.

3) Beispielsweise hat der Umstand, daB yon den zwei Brudern FRANęAis die
Initialen der Vornamen des einen unbekannt sind, dazu yeranlaBt, daB Schriften, die
dem einen Bruder angehoren, dem anderen beigelegt worden sind (vgl. B ib l io th .
M ath em . 43, 1903, S. 212, 291—292).
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Spezialartikel, aber kaum fur eine Encyklopadie der Mathematik; wenn 
die Konjektur ais unrichtig erwiesen werden kann (vgl. B i b l i o t h .  
Mathem.  5.3, 1904, S. 414—415), so bekommt die Encyklopadie unnotiger- 
weise eine unzuverlassige Angabe.

Ebenso scheint es mir wiinschenswert, daB schwebende Angaben, 
fiir welche Belege kaum gegeben werden konnen, wenn irgend moglich 
yermieden werden. Eine solche Angabe findet sich S. 23, wo bemerkt 
wird, daB „depuis L. E u le r ,  le symbolisme arithmetique est reste a peu 
pres le meme". Im deutschen Original lautet die Bemerkung (S. 5): 
„Erst durch L. E u l e r  hat die arithmetische Zeichensprache die heutige 
feste Gestalt bekommen", und diese Bemerkung halte ich fiir bestimmt 
unrichtig; in der Tat war gerade die arithmetische Zeichensprache schon 
vor E u l e r  so weit ausgebildet, daB sehr wenig noch zu tun war. Man 
Tergleiche z. B. den ersten Teil der im Jahre 1708 erschienenen Analyse 
demontree von C h a r le s  R ey n e a u  mit einer ahnlichen Arbeit aus dem 
Ende des 18. Jahrhunderts, und man wird kaum wesentliche Yerschieden- 
heiten in betreff der Zeichensprache entdecken. Ich gebe zu, daB die 
franzosische Bearbeitung gewissermaBen eine Yerbesserung des Originals 
bringt, aber nichtdestoweniger mochte ich den ganzen Passus streichen.

E n d lich  erlaube ic h  m ir zu bem erken, daB die h istor isch en  N o t  i zen  
le ich t u n zu y erla ss ig  oder w en ig sten s irreleitend  w erden k onnen , w en n  der 
M itarbeiter oder der H erau sgeb er einen  ein zeln en  alteren  M athem atiker  
m it auB erordentlicher Y orlieb e  stud iert hat. E in  so lch er F a li lie g t , so v ie l 
ic h  seh en  kann, in  betreff der fran zosisch en  B earb eitu n g  vor, und zwar ist  
der frag lich e  M athem atiker F r a n c o i s  Y ie t e .  S ch on  S. 23 fa llt  die 
fo lg en d e  Angab e auf: „D ep u is Y i e t e  ju sq u ’a L e ib n iz  on  rencontre le  sign e  

d’eg a lite  aber h ier kann ja  Y i e t e  ein  S ch reib feh ler fiir D e s c a r t e s  sein. 
E tw a s w eiter  u n ten  trifft m an S. 54 die B eh a u p tu n g , daB die yon  
P. H e r ig o n e  (1634) b en u tzte B eze ich n u n g  «2, «3, a4 etc. „n’est em p loye  
par H e r ig o n e  qu ’en se con form ant au p rin cip e de F . Y ie t e ,  pour qui 
u n e le ttre  d esign e  u n e grandeur geom etr iq u e d’une, dem  ou trois dim en- 

sions", aber ic h  seh e gar n ic h t e in , w arum  m an die HERiGONEsche B e 
ze ic h n u n g  gerade ais e in e A n p a ssu n g  an die des Y i e t e  betrachten  so li
—  m an k o n n te  w en ig sten s  eb en sogu t S t e v in  oder B o m b e l l i  sta tt V i e t e  
setzen . N o c h  w en iger  v  erst eh e ich , w arum  das erw ahnte P rinzip  des Y i e t e  
h ier h era n g ezo g en  w ird , denn die B eze ich n u n g  „A  planum " b ei Y i e t e  g eh t  

ja  von  einem  gan z anderen P rinzip  aus, ais die en tsprechend e B eze ich n u n g  
„ a 2“ b ei H e r ig o n e ;  „planum " b ei V i e t e  g ib t an , daB A  e ine zw ei- 

d im en sion a le  GroBe is t ,  aber „2“ b ei H e r ig o n e  b ed eu tet n atiirlich  gar  

n ich t, daB a ais e in e zw eid im en sion a le  GroBe aufgefaB t w erden  so li. E in  
w e n ig  p arteiisch  zu gu n sten  des V i e t e  sch e in t m ir auch  die D a rste llu n g  
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Seite 14 0— 141. Hier wird behauptet, daB „c’est F. Y ie te  qui nous a 
appris a calculer ayec des lettres representant des grandeurs, sans perdre  
la tracę des lettres, en faisant usage d’an symbolisme special permettant 
d’effectuer les operations sur les lettres". Aber bekanntlicb hat M. S t i f e l  
schon 1553 die Zeichen 1^4, 1 A A , 1 A A A ,  I A A A A  etc.; IB , 1 B B ,
1B B B , 1B B B B  etc.; 1C, ICC,  1 CCC, 1 CC CC etc. angewendet, um 
GroBen und ihre Potenzen zu reprasentieren; freilich hat S t i f e l  seine 
Bezeichnungen auf unbeJcannte GroBen beschrankt, aber auf der anderen 
Seite ist seine Zeichensprache handlicher ais die des Y ie te .  Ganz irre- 
leitend scheint mir die Bemerkung S. 1 4 1 : „Ayant fait se correspondre 
une lettre A et une longueur determinee, il lui [ =  Y ie te ]  semblait 
naturel de faire aussi se correspondre A.A et le carre, A.A.A et le cube 
construit sur cette longueur"; muB man nicht durch diese Bemerkung 
verleitet werden anzunehmen, daB V ie te  wirklich die Bezeichnungen A.A 
und A.A.A benutzt, besonders wenn man die Bemerkung in ihrem Zu- 
sammenhange liest? Zwar wird S. 23 (FuBnote 125) ein Beispiel einiger 
Bezeichnungen bei Y ie te  gegeben, aber man kann kaum voraussetzen, 
daB jeder Leser des Textes alle friiheren FuBnoten studiert hat.

Die MaBregeln, die meines Erachtens in erster Linie ergriffen werden 
sollen, um die historischen Notizen der folgenden Hefte der Encyclopedie 
des sciences mathematiąues noch zuverlassiger zu machen, sind also:

1. Vermeidung yon Konjekturen, besonders wenn sie sich auf 
solche Punkte der Geschichte der Mathematik beziehen, die ohne 
Ungelegenheit iibergangen werden konnen;

2. Yermeidung von unbestimmten Angaben, die entweder irre- 
leitend oder im giinstigsten Falle nichtssagend sind;

3. groBe Vorsicht in bezug auf Prioritatsfragen, wenn es sich 
um solche Mathematiker handelt, die der Bearbeiter oder der 
Herausgeber besonders studiert hat.

Indessen, wie umfassend die MaBregeln auch sein mogen, die man 
ergreift, um die historischen Notizen zuyerlassig zu machen, so kann man 
nie alle Ungenauigkeiten oder Unyollstandigkeiten yermeiden. Teils hat 
man fiir die meisten mathematischen Theorien noch keine zusammen- 
fassenden Darstellungen der neuesten Errungenschaften der mathematisch- 
historischen Forschung, und weder den besonderen Mitarbeitern noch dem 
Herausgeber kann die ganze mathematisch-historische Literatur bekannt 
und zuganglich sein; teils ist es fast sicher, daB wahrend des Druckeś 
eines einzelnen Heftes oder bald nach dessen Erscheinen gewisse darin 
yorkommende historische Notizen durch neue Forschungen modifiziert 
oder erganzt werden miissen. Es ware darum sehr nutzlich, wenn etwaige 
Ungenauigkeiten oder Unyollstandigkeiten der historischen Notizen auchO O O



nachtraglich verbessert werden konnten. Fiir einen ahnlichen Zweck haben 
die Herausgeber des deutschen Originals im Ar cb i v  der Ma t h e ma t i k  
und  P h y s i k  einen „Sprechsaal" begriindet, aber freilich ohne besonders 
groBen Erfolg. Dies beruht meiner Ansicht nach teils darauf, daB sich 
der „Sprechsaal" in einer Zeitscbrift findet, die eigentlich nichts mit der 
Encyklopadie zu schaffen hat, teils darauf, daB es sehr schwierig ist aus- 
findig zu machen, ob die schon veroffentlichten Bemerkungen eine gewisse 
Berichtigung enthalten oder nicht. Wenn ich z. B. auf Seite 100 des 
ersten Bandes eine Ungenauigkeit gefunden habe, und wenn ich wissen 
wiE, ob diese schon im A r c h i r  verbessert worden ist, so muB ich fiir 
diesen Zweck nacheinander die Stellen des A r c h i v s  aufsuchen, wo 
Beitrage zum „Sprechsaal" eingefiihrt worden sind, und es ist moglich, daB 
ich alle diese Stellen durchsehen muB, bevor ich den erwiinschten Auf- 
schluB bekomme.

Damit die zwei soeben hervorgehobenen Ubelstande vermieden werden, 
erlaube ich mir vorzuschlagen, teils daB die nachtraglichen Yerbesserungen 
der Encyclopedie des sciences mathematiąues in einem Korrespondenzblatt 
yeroffentlicht werden, dessen einzelne Nummer der Hefte der Encyklopadie 
angehangt sind, teils daB in jedem neuen Anhang auf die schon publizierten 
Bemerkungen yerwiesen wird, etwa wie ich in der B i b l i o t h e c a M a t h e -  
ma t i ca  hinsichtlich der kleinen Bemerkungen zu den CANTORschen Vor- 
lesungen verfahren bin. Selbstverstandlicb sollen, wenn ein Band der 
Encyclopedie fertig wird, alle diesem Bandę angehorenden Yerbesserungen 
am Ende zusammengestellt werden.

Um sofort einen kleinen Beitrag zu dem vorgeschlagenen Korrespon
denzblatt zu bieten, fiige ich bier einige Bemerkungen hinzu, die sich auf 
die historischen Notizen des ersten Heftes der Encyclopedie des sciences 
mathematiąues beziehen.

S. 17. Die erste Auflage der Arithmetik des J e a n  T r e n c h a n t  erschien 1558 
(vgl. B ib l io th . M ath em . 23, 1901, S. 356).

S. 18. Der FuBnote 95) zitierte Algorismus in franzosischer Sprache ist wesentlich 
nur eine Ubersetzung gewisser Stiicke des Carmen de algorismo (im Original lautet 
die zitierte Stelle: „donec ad extremam venias, quae cifra vocatur“) ; ais Verfasser des 
Carmen wird gewohnlich A l e x a n d e r  d e  Y i l l a  D e i  genannt (vgl. B ib l io th . M athem . 53, 

1904, S. 409—410). Dieser franzosische Algorismus ist iibrigens ein anderer, ais die 
S. 10 (FuBnote 47) zitierte kleine Schrift.

S. 18. Schon etwa gleichzeitig mit dem Wort „circulus“ tritt das Wort „ciphra“ 
im Abendlande auf. Diese Benennung fiir Nuli (oder yielmehr die Form ciphre?) 
kommt namlich in einer Algorismus-Schrift yor, die aus der Mitte des 12. Jahrhunderts 
herriihrt (siehe M. C d r t z e , Uber eine Algorismus-Schrift des X II. Jahrhunderts; A b -  
h a n d l. zu r G esch . d. M ath em . 8 , 1898, S. 18, 19, 20). Aus derselben Zeit stammt 
yielleicht der Prologus H. O c h e a t i  in Helceph ad A d e l h a r m m  J B a io te n s e m  magistrum 
suum (A b h an d l. zur G esch . d. M athem . 3, 1880, S. 129— 139), wo „cifre“ ebenfalls

26*
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(siehe z. B . S . 135, 136, 137) yorkommt. — S a c r o b o s c o  kennt (vgl. seinen Algorismus 
vulgaris, ed. M. C u r t z e , Kopenhagen 1897, S. 2) yier Benennungen fiir Nuli, namlich 
theca, circulus, ciphra und figura nihili; eine Erwahnung dieser letzten Benennung 
diirfte nicht ohne Interesse sein, denn aus derselben ist vielleicht die Benennung nulla 
entstanden, die bisher zuerst bei den Arithmetikern am Ende des 15. Jahrhunderts 
( P ie r o  B o r g i, L u c a  P a c iu o l o , N ic o l a s  C h u q u e t ) angetroffen worden ist.

S. 2 2 .  Von der Algebra des A l k h w a r iz m i  gibt es eine andere mittelalterliehe 
Ubersetzung ais die yon L i b r i  herausgegebene; jene riihrt yon R o b e r t u s  R e t in e n s is  

her und Handschriften derselben finden sich in Wien und Dresden (vgl. B ib l io th .  
M ath em . I 82, 1899, S. 90). — Die Bemerkung, dafi die von L i b r i  herausgegebene 
anonyme Ubersetzung der A l k h w a r iz m i  schen Algebra yielleicht von G h e r a r d o  C r e m o n e s e  

herriihrt, ist nicht unbegriindet; in der Tat findet sich im Yerzeichnisse der yon 
diesem yerfertigten Ubersetzungen auch „Liber alchoarismi de iebra et almucabala*, 
und die Handschrift, welche L i b r i  benutzte, enthalt hauptsachlich (moglicherweise aus- 
schlieBlich) Ubersetzungen, die G h e r a r d o  C r e m o n e s e  zuzuschreiben sind. Auf der 
anderen Seite kann freilich bemerkt werden, dafi der cod. Yatic. 4606 einen Liber qui 
secundum Arabes vocatur algebra et almucabala enthalt, der ausdrucklich ais „trans- 
latus a magistro G iu r a r d o  C r e m o n e s e  in toleto de arabico in latinum “ bezeichnet wird 
(diese Schrift hat B o n c o m p a g n i 1851 in seiner Monographie iiber G h e r a r d o  C r e m o n e s e  

herausgegeben). Die zwei erwahnten algebraischen Traktate sind nicht wesentlich 
yerschieden, und es ist nicht leicht einzusehen, warum G h e r a r d o  C r e m o n e s e  sich die 
Muhe gegeben hatte, zwei so wenig yerschiedene Schriften iiber denselben Gegenstand 
zu ubersetzen.

S . 24. Es ist richtig, daB S a c r o b o s c o  neun Rechenoperationen auffiihrt, und 
daB die Progressio darunter yorkommt, aber wer die FuBnote 129) liest, muB yersucht 
sein anzunehmen, daB sich unter den iibrigen auch die Potenzierung findet. Dies ist 
bekanntlich nicht der Pall, sondern bei S a c r o b o s c o  wird die Numeratio ais die erste 
Rechenoperation betrachtet (vgl. Algorismus vulgaris, ed. C u r t z e , S . 1).

S. 27. ,,Compendimn arithmeticae mercatorum“ ist nur eine lateinische Uber
setzung des deutschen Titels der WiDMANSchen Arithmetik yom Jahre 1489 und soli 
also gestrichen werden. — Die Angabe, daB das Rechenbuch des G r a m m a te u s  in 
Niimberg „1521/28“ erschien, beruht wohl auf einem MiByerstandnis; die Widmung 
des Buches ist yon 1518 datiert, aber der Druck erfolgte nach C . P. M u l l e r  erst im 
Jahre 1521 (diese Zahl findet sich tatsachlich auf dem Titelblatte zum „Zomal“). Auf 
der anderen Seite hat C u r t z e  (siehe B ib l io t h .  M ath em . I 3, 1900, S. 507—508) darauf 
hingewiesen, daB im Buch selbst das Druckjahr 1521 gar nicht yorkommt, und aus 
diesem Grunde geben einige Verfasser 1518 ais Erscheinungsjahr an.

S. 28. Es gibt nur eine einzige Auflage der Algebra des B o m b e l l i  (ygl. B ib lio th .  
M ath em . 7 2 , 1893, S. 15—-17); die Worte: „2 <ie ed. Bologne 1579“ sind also zu 
streichen.

S. 30. Hier wird bemerkt (FuBnote 144), daB im 12. Jahrhundert die Benennung 
„radix“ fiir x  yorherrschend ist, wahrend auf der anderen Seite die Benennung „res“ 
von L e o n a r d o  P i s a n o  an die Oberhand gewinnt. Aber schon im 12. Jahrhundert 
wurde das Wort „res“ so oft benutzt, daB es meiner Ansicht nach unmoglich ist zu 
entscheiden, ob damals „ra,dix“ oder „res“ yorherrschend war. In der von B o n c o m p a g n i  

(Della vita e delle opere di G h e r a r d o  C r e m o n e s e , Roma 1851, S. 28—51) herausgegebenen 
Liber qui secundum Arabes vocatu/r algebra et almucabala, die ausdrucklich dem G h e r a r d o  

C re m o n e s e  ais ijbersetzer zugeschrieben wird, kommt zuerst ausschlieBlich „radix“, dann 
in den „capitula majora" teils „radix“, teils „res“ vor.. In der von C u r t z e  ( A n a r i t i i  in
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cłecem Hbros priores elementorum E u c l w i s  commentarii, L e i p z i g  1 8 9 9 ,  S .  2 5 2 — 3 8 6 )  

h e r a u s g e g e b e n e n ,  e b e n f a l l s  d e m  G h e r a r d o  C re m o n e s e  z u g e s c h r i e b e n e n  U b e r s e t z u n g  e in e s  

K o m m e n t a r s  z u m  10 . B u c b e  d e r  Elementa, s c h e i n t  „ r a d i x “ u b e r a l l  d i e  B e d e u t u n g  y o n  

Q u a d r a t w u r z e l  z u  h a b e n ,  w a h r e n d  (S . 2 6 4  d e s  g e d r u c k t e n  T e x te s )  d i e  U n b e k a n n t e  „ r e s “ 

g e n a n n t  w i r d .  I n  d e m  v o n  L i b r i  (Histoire des sciences mathematigues en Italie I ,  

S . 2 5 3  2 8 9 )  h e r a u s g e g e b e n e n  U b e r s e t z u n g :  Liber M a u m f.t i  filii M o y s i  a lc h o a r ib m i de 
algebra et almiichabala, d i e  v i e l l e i c h t  v o n  G h e r a r d o  C re m o n e s e  y e r f e r t i g t  i s t ,  w i r d  d i e  

U n b e k a n n t e  a b w e c h s e l n d  „ r a d i x ‘ (S . 2 5 4 — 2 6 5 , 2 7 3 — 2 7 4 ,  2 8 4 — 2 8 5 )  u n d  „ r e s “ (S . 2 6 6 —  

2 6 8 ,  2 ( 5  2 8 4 ,  2 8 5 — 2 8 6 )  g e n a n n t .  I n  d e r  e b e n f a l l s  y o n  L i b r i  (a . a . O . ,  S .  3 0 4 — 3 6 9 )

h e r a u s g e g e b e n e n  Liber augmenti et diminutionis, d e n  G h e r a r d o  C re m o n e s e  m o g l i c h e r w e i s e  

i i b e r s e t z t  h a t ,  d u r f t e  f i i r  x  n u r  d a s  W o r t  „ r e s “ b e n u t z t  w e r d e n .  —  O b  J o h a n n e s  

H i s p a l e n s i s  i i b e r h a u p t  e i n e  a l g e b r a i s c h e  S c h r i f t  i i b e r s e t z t  b a t ,  i s t  w o h l  n i c h t  m o g l i c h  

z u  e n t s c h e i d e n ,  u n d  a n  e i n e r  S t e l l e ,  d i e  i h m  o h n e  g e n i i g e n d e  G r i in d e  z u g e s c h r i e b e n  

w o r d e n  i s t ,  k a n n  m a n  n i c h t  w i s s e n ,  o b  „ r e s “ o d e r  „ r a d i x “ d i e  U n b e k a n n t e  b e z e i c h n e t  

(v g l. B i b l i o t h .  M a t h e m .  63, 1 9 0 4 ,  S . 4 0 9 ) .  —  P l a t o n e  T i b d r t i n o  s c h e i n t  w e d e r  

„ r a d i x “ noch „res“ sondern „latus“ benutzt z u  haben (siehe A b h a n d l .  zur G esch . 
d e r  m a t h e m .  W i s s .  1 2 ,  1 9 0 2 , S .  3 4 ,  3 6 ,  3 8 ) .  —  O b  R o b e r t u s  R e i i n e n s i s  i n  s e i n e r  

Ubersetzung der AurnwARizMischen Algebra durchgehend d a s  Wort „ r a d i x “ anwendet, 
i s t  m i r  n i c h t  b e k a n n t .

S. 31. Auch der Name „causa" fiir eine unbekannte GroBe kommt bei L e o n a r d o  

P i s a n o  (Scritti, ed. B o n c o m p a g n i  2 ,  S. 236 Z. 18) vor.
S. 34. T. H a r r i o t  starb bekanntlich schon 1621, und seine posthume Artis 

analyticae praxis erschien 1631 (nicht 1632).
S. 37. Schon vor N e w t o n  hatte J. H u d d e  durch ein und denselben Buchstaben 

sowohl einen positiven ais einen negatiyen Zahlwert bezeichnet (vgl. B ib lio th .  
M athem . 43, 1903, S. 208).

S. 40. Lange vor A. G i r a r d  und T. H a r r i o t  hatte M. S t i f e t .  das Produkt zweier 
GroBen, die beide durch Buchstaben reprasentiert waren (z . B. das Produkt der zwei 
unbekannten GroBen bei der algebraischen Losung gewisser Probleme) durch einfache 
Juxtaposition bezeichnet (vgl. z. B. B ib l io th .  M ath em . 132, 1899, S. 55). Die Be- 
merkung „ce qui a ete le cas jusqu’a F. Y i e t e “ in der FuBnote 159 ist darum aucb ungenau.

S. 46. Alter ais die Benennung „numerus ruptus“ ist jedenfalls nicht nur die 
Benennung „minutia“ (S. 53, FuBnote 181 lies „minutiae“ fiir „minutae"), sondern 
auch „fractio“ (vgl. z. B. M. C u r t z e , Uber eine Algorismus-Schrift des X II. Jahrhunderts. 
A b h an d l. zur G esch . d. M ath em . 8, 1898, S. 21, 23, usw.). Auch nach L e o n a r d o  P i s a n o  

wurde im christlichen Mittelalter fast ausschlieBlich „minutia“ oder „fractio“ benutzt; 
soyiel ich weiB, kommt „numerus ruptus“ oder eine entsprechende Benennung nur bei 
einigen italienischen Yerfassem und am Ende des Mittelalters bei N. C h u q u e t  yor.

S. 52. Der Ausdruck (FuBnote 180): „des diyisions decimales melangees a des 
diyisions sexagesimales“ ist ohne Zweifel korrekt, aber ich fiirchte, daB er den meisten 
Lesem unyerstandlich sein wird. In der Tat wird an der zitierten Stelle des Traktates: 
I o a n n e s  H i s p a l e n s i s  Iiber algorismi de pratica arismetrice \  2 auf folgende Weise er- 
mittelt. Zuerst berechnet der Yerfasser V 2 000 000 und findet den Naherungswert 
1414; er folgert hieraus, daB V 2 gleicb 1 und einem Brucbe ist. Der Bruch ist 
naturlich der Dezimalbruch 0,414, aber diese Tatsache erwahnt der Yerfasser nicht 
ausdriicklich, sondern yerwandelt sogleich den Bruch in 24'50" 24"', so daB V2° =  
1» 24' 50" 24'".

S. 53. Es gibt nur eine Auflage des Canon mathematicus des Y i e t e  (vgl. B ib l io th .  
M ath em . 23, 1901 S. 356); Z. 7 ist also „ le e d .“ zu streichen.



S. 54. Es yerdient vielleicht bemerkt zu werden, daB H. G r a m m a t e u s  in seinem  
Rechenbucb die suceessiyen Potenzen der unbekannten GroBe durch pri, se, ter, usw. 
bezeichnete; hier ist wohl zum erstenmal in einer gedruckten Schrift der Begriff der 
Exponenten durch die Bezeichnungen angegeben (vgl. J. T r o p f k e ,  Geschichte der 
Elementar-Mathematik 1, Leipzig 1902, S. 197).

S. 63. Es ware erwiinscht, hier einige Notizen iiber die Yorgeschichte der Kom- 
binatorik vor P a s c a l  z u  haben. Solche Notizen sind in den C A N T O R s c h e n  Vorlesungen 
iiber Geschichte der Mathematik zu finden; leichter konnen sie aus T r o p f k e s  soeben 
zitierter Arbeit (2, Leipzig 1903, S. 351—353) entnommen werden.

S. 136. In betreff der Gleichung 2x2 — y2 =  +  1, hat F. H u l t s c h  in der B ib l io th .  
M ath em . I 3, 1900, S. 8— 12 auf eine Behandlung derselben bei P r o k l o s  hingewiesen, 
und hervorgehoben, daB P r o k l o s  augenscheinlich aus einer yorplatonischen Quelle 
geschopft hat.

S. 138. A is E rganzung  der N o tiz  iiber das erste  V orkom m en des T erm es „sur- 
d u s“ se i bem erkt, daB d ieser  T erm  auch  in  der von  Gherardo Cremonese y erfertig ten  
CTbersetzung Liber qui secundum Arabes vocatur algebra et almucabala (ed. B oncompagni, 
S. 41) u n d  in  der y ie lle ic h t  yon  dem selb en  U b ersetzer  herriihrenden Liber M a c m b t i  

filii M o y b i  a lc h o a b is m i  de algebra et almucabala (ed. L ibri, liist. d. sc. mathem. en Italie
I, S. 269, 270) vorkom m t. A n d iesen  b e id en  S te llen  w ird  die ra tion a le  Z ahl „nota“ 
gen an n t. —  D ie  B enennu ng „sursolidum " kom m t schon  yor D escaktes b e i Initids 
A lgebras (siehe M. Curtze, Urkunden zur Geschichte der Mathematik im Mittelalter 
und der Renaissance, L eip zig  1902, S. 474, 476), sow ie  b e i R iese un d  R udolff (ygl. 
T ropfke, a. a. O. 1 , S . 196) vor. D a g eg en  hab e ich  d ie  Form  „ su rd eso lid u m “ b e i  
k ein em  V erfasser auffinden konnen . In  e in er k le in en  Sch rift Regule delacose se
cundum 6 capitula, d ie aus der M itte  des 15. Jahrhunderts herriihrt, w ird  x 5 durch  
,,dux cu b o “ b eze ich n et (siehe M. Curtze, Ein Beitrag zur Geschichte der Algebra 
im funfzehnten Jalirhundert; A b h a n d l .  z u r  G esch . d. M a t h e m . 7, 1895, S. 52).

S. 144. Die Bemerkung: „R. D e s c a k t e s ,  le premier, designe par une seule et 
meme lettre un nombre quelconque positif ou negatif“ ist meiner Ansicht nach ent- 
schieden falsch, und sie scheint auch mit der richtigen Angabe S. 37 (FuBnote 153) 
unvereinbar. Jeder Beleg fiir die Richtigkeit der Bemerkung fehlt, nnd in dem 
zitierten Aufsatze von P. T a n n e r y  wird ausdrucklich hervorgehoben, daB die betreffende 
Bezeichnung „s’est introduite peu a peu comme la conseąuence de son [ =  D e s c a r t e s ]  

ceuvre, mais les auteurs yeritables en sont restes anonymes11. Jetzt diirfte man mit 
gutem Rechte behaupten konnen, daB J. H u d d e  zuerst die Bezeichnung angewendet 
hat (vgl. oben die Bemerkung zur Seite 37).

Es ist wohl kaum notig hinzuzuftigen, daB das Kon-espondenzblatt 
sich nicht ausschlieBlich mit Berichtigung oder Erganzung historischer 
Angaben beschaftigen sollte. Die Encyclopedie des sciences mathematiąues 
ist ja nicht in erster Linie eine historische Arbeit, und ich meine, dafi 
die Berichtigung oder die Erganzung der rein mathematischen Angaben 
gerade die Hauptaufgabe des Korrespondenzblattes sein wiirde. Wenn ich 
im Torhergehenden nichts hieriiber gesagt habe, so ist der Grund dazu 
lediglich, daB ich die Encyclopedie in diesem Artikel ausschlieBlich ais 
ein Hilfsmittel zur Yerbreitung mathematisch-historischer Kenntnisse be- 
trachtet habe.

4 0 6  G. E n e s t r o m :  E in  neues literar. H ilfsm ittel z. Y erbreitung m a th e m .-bist. Kenntnisse.
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Kleine Mitteilungen.

Kleine Bemerkungen zur zweiten Auflage von Cantors „Vorlesungen iiber 
Geschichte der Mathematik11.

Die erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der „Vorlesungen“. 
BM =  B ib l io t h e c a  M a th e m a tic a .

1 :1 2 ,  siehe BM 1 3, 1900, S. 265. — I  : 15, siehe BM 3 3, 1902, S. 323. — 
1 :2 2 , 29, 34, siehe BM 13, 1900, S. 265—266. — 1 :3 6 ,  64, siehe BM 3 3, 1902 
S. 137. — 1 : 103, siehe BM 13, 1900, S. 266. — 1 :  135, siehe BM 13, 1900, S. 266; 
3 3, 1902, S. 137. — 1 :144, 155, 169, 171, siehe BM 3 3, 1902, S. 137— 138. — 
1 :1 9 0 , siehe BM 13, 1900, S. 266. — 1 :1 9 5 , siehe BM 3 3, 1902, S. 56. — 1 :1 9 7 ,  
202, siehe BM 13, 1900, S. 266. — 1 : 207, siehe BM 4 3, 1903, S. 283. — 1 :225, 
234, siehe BM 3 3, 1902, S. 138. — 1 :255, siehe BM 3 3, 1902, S. 238. — 1 : 272, 
siehe BM 4 3, 1903, S. 396. — 1 : 283, siehe BM 13, 1900, S. 499. — 1 :284 , 321, 
siehe BM 13, 1900, S. 266—267. — 1 : 370, siehe BM 13, 1900, S. 319. — 1 :3 8 3 ,  
siehe BM 13, 1900, S. 267.

1 : 3 8 6 . Der Satz, dafi in jedem spharischen Dreiecke die Summę der 
drei Seiten kleiner ais ein Grofiterkreis der K ugel sein muB, riihrt nach A. A. 
B jo r n b o  (Studien uber M e n e l a o s ’ Spharik; A b h a n d l. z u r  G e sc h . d. m a th em . 
W iss . 14, 1 9 0 2 , S. 20 ) nicht yon M e n e la o s  her, sondern ist von M a u r o l i c o  
in seiner M e n e l a o s - Ausgabe (1 5 5 8 ) hinzugefugt worden. G. E n e s tr o m .

1 : 3 9 5 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 323. — 1 :  40 0 , siehe BM 13, 1900, S. 267. —
1 :4 2 9 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 324. — 1 :4 3 2 , siehe BM 13, 1900, S. 267. —
1 :4 3 4 —435, siehe BM 4 3, 1903, S. 3 9 6 -3 9 7 . — 1 : 436, siehe BM 3 3 , 1902,
S 138. — 1 :4 3 7 , 440, siehe BM 13, 1900, S. 267. — 1 :4 5 7 , siehe BM 3 3,
1902, S. 238. — 1 :4 6 3 , siehe BM 3 3, 1902, S. 139, 324. — 1 :4 6 6 , siehe BM 4 3,
1903, S. 397. — 1 :467, 469, siehe BM 13, 1900, S. 267. — 1 : 475, siehe BM 13,
1900, S. 267—268; 3 3, 1902, S. 139; 4 3, 1903, S. 283. — 1 :  476, siehe BM 13, 1900, 
S. 268. — 1 : 508, siehe BM 5 3, 1904, S. 68. — 1 :5 1 0 , siehe BM 13, 1900, S. 314. —
1 :5 1 9 —520, siehe BM 3 3, 1902, S. 239. — 1 : 537, 540, 542, siehe BM 13, 1900,
S. 268. — 1 : 622, siehe BM 2 3, 1901, S. 143. — 1 :641 , siehe BM 3 3, 1902, S. 139. — 
1 :6 6 1 , siehe BM 13, 1900, S. 499 — 1 : 662, siehe BM 13, 1900, S. 499; 33, 1902, 
S. 139. — 1 :663, siehe BM 3 3, 1902, S. 405. — 1 : 671, siehe BM 13, 1900, S. 499.

1 :  6 7 3 . Herr C a n t o r  ist der Ansicht, dafi sich der Passus des A l g o r it m i  
de numer o Indorum : „quod in alio libro arithmetiee d icitur11 auf eine (sonst 
ganz unbekannte) Schrift iiber die spater sogenannte spekulatiye Arithm etik be- 
zieht, und iibersetzt darum: „was in einem anderen Buche der Arithm etik aus- 
gesprochen is t“. Aber lieg t es nicht naher anzunebmen, dafi A lk h w a r iz m i
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gerade das von ihm zitierte „Buch Aldscheher und Alm ukabala11 meint, so dafi 
man „in d e m  anderen Buche11 statt „in einem anderen Buche11 iibersetzen soli?  
DaB tatsachlich die A lgebra im 12 . Jahrhundert „arithmetiea11 genannt wurde, 
geht z. B. aus einer Stelle des A n a k it iu s  (ed. Cu r t z e , Leipzig 1 8 9 9 , S. 2 6 7 )  
heryor. 6 .  E n e s t r o m .

1 : 6 7 5 .  Dem Berichte uber den Traktat: A l g o r i t m i  de n u m e r  o Indor u m  

konnte h inzugefiigt w erden, daB in der von B o n c o m p a g n i herausgegebenen  
Handschrift (die einzige bisher bekannte) dieses Traktates der Schlufi fehlt. 
Die letzten Zeilen des Druckes beziehen sich auf die M ultiplikation von 8^

3 8
und 8 t st ; um diese M ultiplikation yorzubereiten, schreibt der Verfasser 1 3

2 11
und dann bricht der Text m it den W orten: „sicque constitues .Y III.“ ab. W ahr
scheinlich wurde nach der M ultiplikation noch die D ivision von Briichen (die 
freilich S. 2 0 — 21 des gedruckten Textes im  Voriibergehen an einem Beispiel 
erlautert wurde) behandelt, und ich halte es fiir hochst w ahrscheinlich, dafi 
der Traktat auch W urzelausziehung lehrte, denn nach der Behandlung der 
Operationen m it ganzen Zahlen bemerkt der Yerfasser: „et nunc incipiemus 
tractare de m ultiplicatione fractionum , et earum divisione, et de extra’ctione 
radicum , si Deus uoluerit“. G. E n e s t r o m .

1 :6 8 7 —689, siehe BM 2 3, 1901, S. 143— 144; 4 a, 1903, S. 205—206. — 1 :6 9 4 ,  
siehe BM 1 3, 1900, S. 499; 4 3, 1903, S. 284. — 1 : 704, 706, 708, 714, 735, 736, 744, 
748, siehe BM 13, 1900, S. 499—500. — 1 :7 4 9 , siehe BM 13, 1900, S. 268.

1  : 75 3 . Es ist mir nicht gelungen den Sinn der folgenden Bemerkung  
zu yerstehen: ,,Negativ heben w ir heryor, dafi [bei J o h a n n e s  H i s p a l e n s is ] com- 
plem entare Rechnungsverfahren, wie w ir sie schon mehrfach yergeblich gesucht 
haben, nicht yorkommen. E inige lateinische Ausdriicke scheinen zwar an jene 
Rechnungsyerfahren zu erinnern, aber es ist nur Schein.11 D ie von Herrn Ca n t o r  
angedeuteten „lateinischen Ausdriicke11 sind w ohl die S. 97  der B o n c o m p a g n i - 
schen Ausgabe yorkommenden: „omnis num erus infra denarium m ultip licatus in 
se ipsum  reddit summam sue denominationis decuplate, subtracta inde m ultip li
catione differentie ipsius ad denarium facta in se ipsuin11; „si maiorem per
minorem m ultiplicare uolueris, differentiam maioris ad denarium m ultiplica in 
minorem, et ipsam m ultiplicationem  snbtrahe a denominatione factam  a minore, 
et quod rem anserit, est summa que prouenit ex m ultiplicatione diuersorum  
numerorum11. Aber wenn man dieselben in moderne Zeichensprache iibersetzt, 
so erhalt man die Formeln

a2 =  1 0 a  —  a (10  —  «), 
ab =  1 0 a  —  a (10  —  b), 

und m einer Ansicht nach konnen diese Form eln entschieden ais eine A rt kom- 
plement&rer M ultiplikation betrachtet werden. Herr C a n t o r  nennt ja  selbst 
S. 8 5 2  das bei O c r e a t  vorkommende Rechnungsyerfahren 

a2 =  10 (a — [10 —  a]) +  (10 —  a)2 
„eine Art complementarer M ultiplikation". Ubrigens erhalt man aus der Form el 
«6  —  10  a —  a  ( 1 0 — b) die gewohnliche Form el fiir komplementare M ultipli-
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kation, wenn man jene auf a (10 —  6) anwendet. Da namlich lau t derselben 
a (10 —  b) =  10 (10 —  b) —  (10 —  a) (10 —  b)

ist, so wird
ab =  10 (a —  [10  —  &]) -f- (1 0  —  a) (10  —  b).

____________ G. Enestrom.

1 : 754. Noch in der zweiten A uflage der Yorlesungen gibt H err C a n to r  
an , dafi Jo h an n es  H isp a len sis  das Quadrat der Unbekannten res nennt, aber 
aus einem Zusatze zum zweiten Bandę der T ropfkeschen  Geschichte der Ele- 
mentar-Mathematik (S. 496) geht hervor, daB H err C a n to r  jetzt die betreffende 
Stelle des T raktates: I oannis H ispalensis Iiber algorismi de pratica arismetrice 
etwas anders deu tet, so daB res die Unbekannte, radix dagegen die Quadrat- 
wurzel aus der unbekannten GroBe reprasentiert. Diese D eutung gefallt mir 
auch viel m ehr ais die andere; in der Tat wird im Traktate ausdriicklich an- 
gegeben, daB res die gesuchte GroBe bezeichnet. Freilich ist es nicht leicht 
zu yerstehen, w arum  die drei Falle der ąuadratischen Gleichung un ter den 
Form en x  -j- 10 \ x  =  89, x  -f- 9 =  6 \x ,  3 1 x  -j- 4 =  x  dargestellt werden.

___________  G. E nestrom.

1 :  756, 757, 767, siehe BM 13, 1900, S. 500—501. — 1 :  794, siehe BM 3 3, 1902, 
S. 139. — 1 :  804, 805, 807, 808, 812, 823, 852, siehe BM 13, 1900, S. 268—269. — 
1 :  853, siehe BM 13, 1900, S. 501. — 1 : 854, siehe BM 13, 1900, S. 501; 3 3, 1902,
S. 324; 4$, 1903, S. 206. — 1 : 855, siehe BM 1 3, 1900, S. 501.

________

2 : 7 , siehe BM 2 S, 1901, S. 351. — 2 : 8 ,  10, siehe BM 13, 1900, S. 501—502.—
2  : 14—15, siehe BM 2 3, 1901, S. 144; 5 3, 1904, S. 200. — 2  : 20, siehe BM 13, 1900, 
S. 502; 3 3, 1902, S. 239. — 2 :2 5 ,  siehe BM 13, 1900, S. 274. — 2 : 3 1 ,  siehe BM 
* 3 , 1901, S. 351—352; 3 3, 1902, S. 239—240. — 2 : 3 4 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 144.
— 2 : 3 7 ,  siehe BM 13, 1900, S. 502. — 2  : 38, siehe BM g 3, 1901, S. 352. — 2  : 39,
siehe BM 13, 1900, S. 502. —  2  : 41, siehe BM 2 3, 1901, S. 352. —  2 : 53, siehe BM
53, 1904, S. 201. —  2  : 57, siehe BM 2 3, 1901, S. 352. —  2  : 59, siehe BM 13, 1900, S. 502.
-  2  : 63, siehe BM 4 3, 1903, S. 206. — 2  : 70, siehe BM 13, 1900, S. 417. — 2  : 73, 82, 
87, 88, 89, 90, siehe BM 13, 1900, S. 502—503.

2  : 91 —  92 . Der von Ch. H e n r y  publizierte Algorisme ist wesentlich nur 
eine Ubersetzung einiger Stiicke des Carmen de algorismo, das gewohnlich  
A l e x a n d e r  d e  V il l a  D e i  zugeschrieben wird, und das von H a l l iw e l l  (Bara 
mathematica, London 1 8 3 9 , S. 7 3 — 83) zum Abdruck gebracht worden ist. 
Hier unten stelle ich einige Zeilen des Originals und der Ubersetzung zusammen.

Carmen de algorismo 
Subtrahis aut addis a dextris vel m ediabis:

A leva dupla, divide, multiplicaque.

Cum multiplicaveris, adde 
Totali summae, quod servatum fuit ante, 
Redditurque tibi numerus quem proposuisti.
Si quid erit remanens non est cubicus,

sed habetur
Major sub primo qui stat radix cubicati, 
Seryari debet quicquid radice remansit, 
Extracto numero, decet hoc addi cubicato. 
Quo facto, numerus reddi debet tibi primus.

Algorisme 
Se tu assembles ou abas ou dimidies tu 

commenceras a destre 
se tu dobbles ou multeplies ou deuises.

tu commenceras a senestre.
Et quant tu lauras multiplie tu iasambleras 
le nombre ke tu gardes par dehors. 
et lues (?) troueras ton premier nombre.
Se aucune cose teremaint li nombres ke tu 

proposes nest pas cubes. mais tu as 
le plus grant desous.
Se tu multiplies le rachine par soi cubelmt. 
Apres aiouste le remanant 
si dois rauoir le pr merain
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Das Carmen beschreibt sieben Rechenoperationen, namlicli Addition, Sub- 
traktion, Y erdoppelung, H albierung, D ivision, M ultiplikation, Radizierung. 
Der Algorisme sagt: „6. parties sont dangorisme", nam lich A dd ition , Sub- 
traktion, Yerdoppelung, Halbierung, D ivision (das W ort ,  deuiser “ feh lt freilicb  
im H e n r y schen Abdrucke), M ultiplikation, aber am Ende ist dennocb aus dem  
Carmen das Stiick iiber Kubikwurzelausziehen iibersetzt; dagegen fehlen die 
Stucke, die Subtraktion, Verdoppelung, Halbierung und M ultiplikation bebandeln, 
und ebenso das Quadratwurzelausziehen. Der Verdaeht des Herrn Ca n t o r , daB 
die erhaltene Handschrift uns nur unzusammenhangende Bruchstiicke aus einem  
umfangreicheren Ganzen bietet, ist also durchaus begriindet; ob die Handschrift 
ais unyollstandige Abschrift einer im  13 . Jahrhundert yorhandenen U bersetzung  
des ganzen Carmen betrachtet werden so li, oder ob nur einige Stucke des 
Carmen franzosisch iibersetzt worden sind, diirfte fiir uns ziem lich g le ich giiltig  
sein. U m  diese Frage zu entscheiden, ware es iibrigens notig zu w issen, ob 
Herr H e n r y  seine V orlage richtig gelesen und wiedergegeben hat.

G. E n e st r o m .

2 : 9 2 ,  siehe BM 1 3, 1900, S. 503. — 2 : 9 7 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 406. — 
2 : 9 8 ,  siehe BM 13, 1900, S. 269—270. — 2 : 1 0 0 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 140. — 
2 : 1 0 1 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 325. — 2 : 1 0 4 —105, siehe BM 13, 1900, S. 503; 4 3,
1903, S. 397—398. — 2  :111, siehe BM 2 3, 1901, S. 352. — 2  :116, siehe BM 3 3, 
1902, S. 406. — 2  :122 , siehe BM 13, 1900, S. 503— 504. — 2  :126, 127, siehe BM 3 3,
1902, S. 406. —  2 : 1 2 8 ,  siehe BM 13, 1900, S. 504. — a : 132, siehe BM 13, 1900, 
S. 515—516. — 2  :143, siehe BM 1 3, 1900, S. 504.

2 : 1 5 5 .  D ie von E. N a r d u c c i  1 8 8 3  yeroffeutlichten A usziige aus der 
Schrift Introductorius Uber ąui et pulveris dicitur in mathematicam disciplinam 
stim men wesentlich m it dem yon B o n c o m p a g n i 1 8 5 7  herausgegebenen Traktat: 
I o a n n is  H i s p a l e n s is  Uber algorismi de pratica arismetrice iiberein. W enn 
man die A usziige m it dem Traktat yergleicht, is t  man zuw eilen  yersucht anzu- 
nehmen, daB die zwei Schriften zwei U bersetzusgen ein und derselben arabischen 
Arbeit sind, aber an den m eisten Stellen stim m en sie so w ortlich  iiberein, daB 
man diese Annahme nicht festhalteu kann. Ein paar solche Stellen  sind hier 
unten abgedruckt.

I o a n n is  H i s p a l e n s i s  Iiber algorismi.
Licet cuiuslibet numeri partium  

denominatio possit fieri infinitis modis 
secundum infinitos num eros, p lacuit 
tamen Indis, denominationem suarum  
fractionum facere a sexaginta. D iu i- 
serunt enim gradum unum in sexaginta  
partes, quas uocauerunt minuta. Item  
unum quodque m inutorum  diuidentes in 
sexaginta alias partes, appellauerunt 
eas secunda, eo quod essent partes 
partium  in secundo loco. Deinde par- 
tientes unum quodque secundum in sexa- 
ginta partes, dixerunt eas tercia.

Introductorius Uber ąui et pulveris 
dicitur.

E t si cuiusque numeri denominatio 
partium  possit fieri infinitis modis se
cundum infinitos numeros, p lacuit tamen 
egiptiis denominationem  suarum frac- 
tionum  facere a ,lx. diuiserunt gradum  
unum in ,lx . partes, quas uocauerunt 
minuta. Item  unum quodque m inutorum  
diuidentes in ,lx . partes alias appella
uerunt eas secunda, eo quod essent 
partes partium  in secundo loco, deinde 
partientes quodque secundum  in ,lx. 
partes, dixerunt eas tercia.
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Post traditam raultiplicandi et di- 
uidendi plenam doctrinam, restat de 
radicibus numerorum dicendum. Qua- 
rum seientia non solum ualet ad geo
metriam et astronomiam, uerum etiam  
ad totam  ąuadriuii disciplinam ualde 
est necessaria, quod leviter patet stu- 
denti in mathem atica seientia. Viden- 
dum itaque est quid sit numerorum  
radix. Radix numeri est alter numerus 
in se m ultiplieatus reddens ipsum. 
Binarius enim radix dicitur quaternarii, 
quia in se ductus reddit ąuaternarium.

Postąuam m ultiplicandi et diuidendi 
tam integros quam fractiones, doctrinam  
plenam tradidim us, restat ut inueni- 
endi radices numerorum regulam dein- 
ceps assignemus. Cuius rei seientia non 
solum ad geometriam et astronomiam, 
uerum etiam ad totam quadruui dis
ciplinam ualde est necessaria, sicut 
omnis asserit quicum que studuit in 
mathematica seientia. Vnde uidendum  
est, quid sit numerorum radix. Radix 
autem cuiuslibet numeri est quilibet 
alius numerus, qui in se m ultiplieatus 
reddit ipsum. Ynde binarius radix 
dieitur quaternarii, quia ductus in se 
ipsum  reddit quaternarium.

Aus der ersten Stelle geht hervor, daB die Erfindung der Sexagesimal- 
briiche von dem Liber algorismi den Indern, von dem Liber introducłorius 
dagegen den A gyptern zugeschrieben wird. M erkwurdigerweise wird an einer 
anderen Stelle , wo der Liber algorismi ebenfalls von den Indern spricht, im 
Liber introducłorius von den „phylosophie civ ibus“ gespiochen. An einei 
dritten S telle, wo der Liber algorismi die W orte „Indi dederunt“ h at, liest 
N a r d u c c i  in der Handschrift des Liber introductorius „indieiunt .

Das von N a r d u c c i  abgedruckte Stiick iiber die romischen Minutien fehlt 
im Liber algorismi; es steht ja  auch m it dem yorangehenden in keinem Zu- 
sammenhange, und stammt sicherlich aus einer ganz anderen Quelle ais das 
Ubrige her. ____________  G- E n e st r o m .

2 : 157, 158, siehe BM 2 S, 1901, S. 852. -  2 :163 , 166,, siehe BM l3t 1900 
S. 504. -  2 : 175, siehe BM 3 3, 1902, S. 140. -  2 :  210, siehe BM 2 3, 1901 S. 352 
- 3 5 3 .  -  2 :2 1 8 ,  siehe BM 4 3, 1903, S. 284. -  2  : 219, siehe BM 2 3,1 9 0 1 , S 353.
-  2 :229 , 242, 243, siehe BM 13, 1900, S. 5 0 4 -5 0 5  -  2 : 253, siehe BM 2 3 1901 
S. 353. — 2 : 2 7 3 ,  siehe BM 13, 1900, S. 505. — 2 : 2 < 4 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 325.

2 : 28 1 . Der Passus: „Nun erklart er [R e g io m o n ta n u s ]  eben die Con
struction [der W inkeldreiteilung], welche C am p anu s am erwahnten Orte lehrt, 
ohne dessen Namen auch nur zu nennen“ sollte modifiziert werden, da die 
fragliche Konstruktion in keiner der bisher untersuchten Handschriften der 
EuKLiD-Ubersetzung des C am p an u s yorkommt (vgl. die Bemerkung zur Seite 
1 0 4 - 1 0 5  in der BM  43, 1 9 0 3 , S. 3 9 7 - 3 9 8 ) .  G. E n e s tr o m .
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B M 4 3, 1903, S. 285. — 2 : 4 4 2 ,  siehe BM 3 8, 1902, S. 325. — 2 : 4 4 9 ,  siehe BM 3 3, 
1902, S. 140. — 2  : 454, siehe BM 3 3, 1902, S. 242. — 2  : 474, 480, siehe BM 3 3, 1902, 
S. 140—141. — 2  : 481, siehe BM 13, 1900, S. 508. — 2  : 482, siehe BM 1 3, 1900, S. 508; 2 3,
1901, S. 354; 3 S, 1902, S. 240. — 2 :4 8 4 , siehe BM 3 3, 1902, S. 141. — 2 :4 8 6 , 489, 490, 
siehe BM 13, 1900, S. 509. — 2  : 497, siehe BM 1 3, 1900, S. 509; 4 3, 1903, S. 87. — 2  : 509, 
siehe BM 13, 1900, S. 270, 509. — 2 :5 1 0 , siehe BM 13, 1900, S.509. — 2 :5 1 2 , siehe BM 3 3,
1902, S. 141. —  2 :  514, 516, 517, siehe BM 13, 1900, S. 509. — 2  : 530, siehe BM 2 3, 
1901, S. 354—355; 3 3, 1902, S. 141. — 2  : 532, 535, 541, 548, 549, siehe BM l 3, 1900,S.509 
— 510.— 2  : 550, siehe BM 2 3, 1901, S. 355. — 2  : 554, siehe BM 1 3, 1900, S. 510. — 2 :  
555, 565, 567, 568, siehe BM 4 3, 1903, S. 285—286 — 2 :  569, siehe BM 13, 1900, S.510.
— 2 : 5 7 2 —573, siehe BM 1 3, 1900, S. 510; 3 3, 1902, S. 141. — 2  : 576, siehe BM 2 3, 
1901, S. 355—356. — 2 :5 7 9 , siehe BM 2 3, 1901, S. 145. — 2  : 580—581, siehe BM 4 3,
1903, S. 207. — 2 : 5 8 2 ,  siehe BM 13, 1900, S. 510. — 2 : 5 8 3 ,  siehe BM 1 3, 1900, 
S. 270; 2 3, 1901, S. 356. — 2  : 585, siehe BM 53, 1904, S. 69— 70. — 2 :  592, siehe 
BM 2 3, 1901, S. 146. — 2 : 5 9 4 ,  siehe BM 13, 1900, S. 270. — 2 : 5 9 7 ,  siehe BM 1 3,
1900, S. 270; 2 3, 1901, S. 146. — 2  : 599—600, siehe BM 2 3, 1901, S. 146. —  
2 : 6 0 2 ,  603—604, siehe BM 13, 1900, S. 270—271. — 2 : 6 1 1 ,  siehe BM 2 3, 1901, 
S. 356—357. — 2 : 6 1 2 ,  siehe BM 13, 1900, S. 277; 2 3, 1901, S. 146. — 2 :  613, siehe 
BM 2 3, 1901. S. 357; 5 3, 1904, S. 306. — 2  : 614, 620, siehe BM 3 3, 1902, S. 141.
— 2 : 6 2 1 ,  623, siehe BM 13, 1900, S. 277; 2 3, 1901, S. 1 4 6 -1 4 7 . — 2 :  638, siehe
BM 2 3, 1901, S. 147. — 2  :642, 643, siehe BM 13, 1900, S. 271. — 2 : 6 5 5 ,  siehe
BM 2 3, 1901, S. 357. — 2 :  656, siehe BM 4 3, 1903, S. 286 — 2 : 6 5 9 ,  660, siehe
BM 2 3, 1901, S. 147— 148 — 2  : 665, siehe BM 13, 1900, S. 271. — 2  : 669 , siehe 
BM 5 3, 1904, S. 203. — 2 :  674, siehe BM 4 3, 1903, S. 88. — 2 :  683, siehe BM 2 3,
1901, S. 148. — 2 : 6 9 3 ,  siehe BM 4 3, 1903, S. 287. — 2 :  700, 701, 703, 704, 705,
siehe BM 1 3, 1900, S. 271—273.

2 : 7 1 5 . Es ware yielleicht angebracht, die Bem erkung, daB C h r is t ia n  
H u y g e n s  16 5 1  ein „noch ganz unbekannter junger Schriftsteller* war, ein 
w enig zu modifizieren. In der Tat hatte F r a n c i s c u s  v a n  S c h o o t e n  zwei Jahre 
friiher in seinem Kommentar zu D e s c a r t e s ’ Geometrie eine Losung einer 
elementargeometrischen A ufgabe von H u y g e n s  m itgete ilt, und dabei bemerkt, 
diese Losung sei entnommen „ex inyentis nobilissim i et praeclari juyenis D .  
C h r is t ia n i  H u g e n i i ,  quibus sibi jam  pridem apud doctos tantam paravit 
laudem atque admirationem, ut non nisi magna quaeque ab eo expectanda esse 
affirmare non veriti fuerin t“ (siehe Geometria a Ii. D e s  C a r t e s  anńo 1637 
gallice edita . . . in linguam latinam versa . . . opera et studio F. a  S c h o o te n  
[Leiden 1 6 4 9 ], S. 2 0 3  — 2 04). Ganz unbekannt ais Mathematiker war H u y g e n s  
also 16 5 1  nicht. G. E n e s tr o m .

2 : 7 1 9 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 357. — 2  :720, siehe BM 4 3, 1903, S. 287. — 
2 : 7 2 1 ,  siehe BM 13, 1900, S. 273. — 2 : 7 4 2 ,  siehe BM 13, 1900, S. 273; 3 3, 1902, 
S. 142. — 2 : 7 4 6 ,  siehe BM 13. 1900, S. 273. — 2 :  747, siehe BM 13, 1900, S. 173; 
2 3, 1901, S. 225. — 2 :  749, siehe BM 4 3, 1903, S. 88. — 2 : 7 6 6 .  siehe BM 33,
1902, S. 142.

2 :  7 6 6 . D ie meisten Verfasser, die sich m it W a l l is ’ Aritlimetica in- 
finitorum beschaftigt baben, geben ais Erscheinungsjahr 1 6 5 5  an, und diese 
Angabe stim m t m it der Bemerkung auf dem T itelblatt des Abdruckes im  
zweiten Bandę (1 6 9 3 ) der Folio-A usgabe von W a l l is  Opera iiberein; noch 
dazu is t  das Y orw ort der Arbeit vom 19. J u li 1 6 5 5  datiert. Indessen hat 
die Originalausgabe der Aritlimetica infinitorum  au f dem T itelblatt 1 6 5 6  ais 
Druckjahr; es g ib t sogar Exemplare dieser A usgabe, die m it drei anderen 
Schriften von W a l l is  yereinigt und m it gemeinsamem T itelblatt yersehen sind,
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das ebenfalls 1 6 5 6  ais Druckjahr tragt. Die drei fraglichen Schriften haben 
alle besondere T itelblatter, die beziehungsweise die Jahreszahl 165 6 , 165 5 , 
1 6 5 5  tragen. G. E n e str o m .

2 : 7 6 7 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 148, 357—358. — 2 :  770, siehe BM 4 3, 1903,
S. 208. — 2 :  772, 775, siehe BM 2 3, 1901, S. 358—359. — 2 :7 7 7 , siehe BM 2 3,
1901, S. 148; 3 3, 1902, S. 204. — 2 : 7 8 3 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 359; 4 3, 1903,
S. 88—89. — 2  : 784, siehe BM 2 3, 1901, S. 148. — 2 :  798, 798, 799, siehe BM 5 3,
1904, S. 307. — 2 :  802, siehe BM 4 3, 1903, S. 208. — 2 :  812, siehe BM 4 3, 1903,
S. 37. — 2 : 8 2 0 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 148; 5 3, 1904, S. 307. — 2 :8 2 5 , siehe
BM 2 3, 1901, S. 148. — 2 : 8 8 2 ,  siehe BM 5 3, 1904, S. 203—204. — 2 : 8 4 0 ,
siehe BM 2 3, 1901, S. 148 — 149. — 2  : 843, siehe BM 3 3 , 1902, S. 328. —
2 : 8 5 6 ,  865, siehe BM 2 3, 1901, S. 149. — 2 : 8 7 6 ,  878, 879, siehe BM 13,
1900, S. 511. — 2 : 8 9 1 ,  siehe BM 13, 1900, S. 273. — 2 : 8 9 8 ,  siehe BM 4 3,
1903, S. 37, 208. — 2  : 901, siehe BM 13, 1900, S. 511. — 2  : 919, siehe BM 5 3,
1904, S. 204. — 2 :  VIII (Yorwort), siehe BM 3 3, 1902, S. 142. — 2 :  IX , X  (yor
wort), siehe BM 13, 1900, S. 511—512.

3  : 9, siehe BM 23, 1901, S. 359. — 3  :10 , siehe BM 13, 1900, S. 518. — 3 : 1 1 ,  
siehe BM 4 3, 1903, S. 209. — 3 :  12, 17, siehe BM 13, 1900, S. 512. — 3 : 2 2 ,  siehe 
BM 1 3, 1900, S. 512; 4 3, 1903, S. 209. — 3 : 2 4 ,  siehe BM 4 3, 1903, S. 209. —
3 : 2 5 ,  siehe BM 4 3, 1903, S. 209, 399. — 3  : 26, siehe BM 2 3, 1901, S. 359. —
3  : 4 5 - 4 8 ,  49, 50, siehe BM 13, 1900, S. 512—513. — 3  : 70, siehe BM 2 3, 1901, S. 360.
— 3 : 8 2 ,  siehe BM 5 3, 1904, S. 308. — 3 : 1 0 0 ,  siehe BM 23, 1901, S. 149. —
3  :112, siehe BM 4 3, 1903, S. 209—210. — 3  :116, siehe BM 13, 1900, S. 513. — 
3 :  117, siehe BM 13, 1900, S. 518. — 3 : 1 2 3 ,  siehe BM 13, 1900, S. 513; 4 3, 1903, 
S. 399. — 3 : 124, siehe BM 3 3, 1902, S. 407—408; 4 3, 1903, S. 400. — 3 : 1 2 6 ,  
siehe BM 4 3, 1903, S. 288. — 3 :131, siehe BM 4 3, 1903, S. 210. — 3 :151, siehe 
BM 33, 1902, S. 326. — 3  : 167, 172—173, siehe BM 4 3, 1903, S. 400. — 3 :174,
siehe BM 2 3, 1901, S. 149— 150. — 3 :183, siehe BM 13, 1900, S. 432. — 3 :188,
siehe BM 3 3, 1902, S. 241. — 3 : 2 0 1 ,  siehe BM 13, 1900, S. 513. — 3 :207, siehe 
BM 13, 1900, S. 519. — 3 : 2 1 5 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 150. — 3 : 2 1 8 ,  siehe BM 1 3,
1900, S. 513. — 3 : 2 2 0 ,  siehe BM 3 3, 1902, S. 326. — 3  :224, siehe BM 13, 1900, 
S. 514. — 3  : 225, 228, siehe BM 23, 1901, S. 150. — 3  : 232, siehe BM 13, 1900, S. 514.

B : 2 4 4 . A is Erscheinungsjahr der letzten A uflage der Analyse des in-
finiment petits gab ich (BM 5 3 , 1 9 0 4 , S. 2 0 5 ) unter Verweisung auf J. W .
Mu l l e r  1 7 8 4  an, aber inzwischen habe ich selbst ein Exemplar dieser A uflage  
eingesehen, das auf dem Titelblatt das Druckjahr 1 7 8 1  tragt. Der T itel lautet: 
Analyse des infiniment petits pour Vintelligence des lignes courbes. Par M.
Le Marąuis de L ’H o s p it a l . Nouvelle edition. Revue & augmentee par M.
L e  F e v r e . Paris, Joubert MDCCLXXXI. 4 ° . Auch P o g g e n d o r f f  (Bio- 
graphiseh-literarisches Handwórterbuch I, 14 0 6 ) g ibt an, dafi L ou is L e f e v r e -  
G in e a u  1 7 8 1  eine neue A uflage der Analyse des infiniment petits herausgab.

Meine Annahme, dafi keine A u flage im Jahre 1 7 2 0  erschien, wird durch 
folgende Bemerkung im  Vorworte (S. XV) der A uflage von 1 7 6 8  bestatigt:
„Les Infiniment Petits de M. le Marąuis de 1’H ó p it a l  ont deja eu deux
editions, l ’une en 1 6 9 6 , & l’autre en 1 7 1 5 “; etwas weiter unten (S. XVI)
wird die 1 7 6 8  erschienene A u flage „la troisiśm e edition* genannt.

G. E n e st r o m .



4 1 4 G . E n e s t r o m . —  A .  F a y a r o .

1901, S. 155. — 3 : 330—331, s i e h e  BM 33, 1902, S. 241—242. —  3 : 337, s i e h e  
BM S s, 1904, S. 206. —  3 :  870—371, s i e h e  BM 5 3, 1904, S. 308. — 3  : 447, 455, 
s i e h e  BM 8 3 , 1901, S. 151. —  3 : 4 7 3 ,  s i e h e  BM 83, 1901, S. 154—155; 4 3, 1903, 
S. 401 —  3 :  477, 471), s i e h e  BM 83 , 1901, S. 151— 152. —  3  : 497, 498, s i e h e  BM 5 3,
1904. S. 309. — 3  : 507, s i e h e  BM 5 S, 1904, S. 71—72. —  3  : 521, s i e h e  BM 83, 1901, 
S. 441. —  3 : 535, s i e h e  BM 4 .3, 1903, S. 401. —  3  : 536, s i e h e  BM 53, 1904, S. 206.
— 3  : 565, s i e h e  BM 3 3, 1902, S. 326—327. — 3 : 571, s i e h e  BM 3 3, 1902, S. 327; 
Ss, 1904, S. 72. — 3 :  578, siehe BM 3 3, 1902, S. 327; 5 3l 1904, S. 309. — 3 : 5 8 6 ,  
609, siehe BM 5 3, 1904, S. 3 0 9 -3 1 0 . —  3 : 6 1 4 ,  siehe BM 4 3, 1903, S. 89—90. —
3 :6 3 6 -6 3 7 , siehe BM 8 3, 1901, S. 441. — 3  : 646—647, siehe BM ó 3, 1904, S. 206 
—207. — 3 :  652, siehe BM 8 3 , 1901, S. 446; 5 3, 1904, S. 207. — 3  : 660, siehe 
BM 8 3 , 1901, S. 441. — 3  : 667, siehe BM 83 , 1901, S. 441—442; 5 3, 1904, S. 207—
208, 310. — 3 :  6 86 , siehe BM 5 3, 1904, S. 208. — 3  : 689, 695, siehe BM 8 3, 1901, 
S. 442. — 3  : 750, 758, siehe BM 8 3 , 1901, S. 446. — 3 :  759, siehe BM 5 3, 1904, 
S. 208. — 3  : 760, 766, siehe BM 8 3 ,  1901, S. 4 4 6 -4 4 7 . — 3  : 774, 798, siehe BM 8 3 ,
1901, S. 442—443. — 3 :  845, siehe BM 8 3 ,  1901, S. 447; 3 3, 1902, S. 327—328. — 
3 : 8 4 8 ,  881, siehe BM 8 3 ,  1901, S. 443. — 3  :882 , siehe BM 8 3 ,  1901, S. 447.

3 : 8 8 2 . D ie Bemerkung: „Da (in der EuLERSchen Abhandlung De in- 
finitis curms ejusdem generis) finden wir zum ersten Małe ausgeftihrt . . . die 
Benutzung eines integrirenden Factors“ m it der folgenden Erwahnung zweier 
yon Euler behandelten DifFerentialgleichungen kann leicht zu der Annahme

yeranlassen, dafi die Benutzung der einfachen integrierenden Faktoren —  undCl
oc

—  im Jahre 1 7 3 4  etwas neues war. Freilich hat Herr Cantor schon S. 227
a n
darauf aufmerksam gem acht, dafi sich Johann Bernoulli in der 9 .  seiner 
Lecłiones mathematicae de methodo integralium aliisąue aus den Jahren 1691  
und 1 6 9 2  ahnlicher integrierenden Faktoren bedient hatte. aber die Lectiones 
erschienen bekanntlich erst 1 7 4 2 , also nach der VerofFentlichung der EuLERSchen 
Abhandlung De infmiiis curvis ejusdem generis. Es ist darum nicht ohne 
Interesse zu bemerken, dafi der w esentliche Inhalt der „Lectio nona“ schon im  
Jahre 1 7 0 8  yeroffentlicht wurde, und zwar im 2. Teile (S. 762  — 764) der 
Analyse demontree yon Charles Beyneau. Aus Johann Bernoullis Brief an 
Leibniz vom 8. April 1711  geht heryor, dafi Reyneau den M arąuis de l’Hópital 
auf dessen Landgute besucht hatte und dabei G elegenheit bekam, Handschriften 
von Johann Bernoulli einzusehen. G. Enestrom.

3  : 890, siehe BM 4 3, 1903, S. 401. — 3  : S92, siehe BM 3 3, 1902, S. 143. —
3  : IV (Yorwort), siehe BM 8 3 , 1901, S. 443.

Anfragen und Antworten,

120. W o lier  hat L eon ard o  P isa n o  se in e  K en n tn isse  d er  E lem en ta  
d es E u k lid es  en tn o m m en ?  Im 14. Kapitel seiner Liber abbaci hat sich 
Leonardo Pisano dreimal des W ortes „r it i“ oder „riton“ (das (njr/j des 
Euklides) bedient, um eine rationale Grofie zu bezeichnen (siehe Scritli di 
L e o n a r d o  P i s a n o ,  pubMicati di B. Boncompacni 1, Roma 1 8 5 7 , S. 3 5 6  Z. 29, 
32; S. 3 6 0  Z. 19). Unter Bezugnahm e auf diesen Umstand wird in der 
Encyclopćdie des sciences mathćmatiąues pures et appliąućes tom e 1, vol. 1
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(Paris 1904), S. 138 bem erkt (sicberlicb riih rt die Bemerkung von P a u l  
T an n e ry  ber), das 14. Kapitel des Liber abbaci sei allem Anschein nach 
„directem ent tire  du grec d’EucLiDE, probablement explique oralement a 
L eo n a rd  d e  P ise par un B yzantin“. Nun w ar man ja friiber gewohnt an- 
zunehmen, das Abendland yerdanke erst dem L eo n ard o  Pisano, wieder ein- 
gehendere mathematische Kenntnisse bekommen zu haben, aber nach den U nter
suchungen von C u rtz e  ist diese Annahme zu modifizieren, und man weifi jetzt, 
dafi L eo n a rd o  die zu seiner Zeit vorhandenen lateinischen Ubersetzungen aus 
dem Arabischen und Hebraischen ausgiebig und zum Teil wortlich benutzt bat 
(vergl. B i b l i o t h .  M ath em . 4 3 , 1904, S. 406). Es liegt darum sebr nahe zu 
vermuten, dafi L eo n ard o  auch eine lateinische EuKLiDES-Ubersetzung zu seiner 
Yerfiigung hatte, und es ist an sich gar nicht unmoglich, dafi in einer solchen 
Ubersetzung das W ort „ r iti“ vorkam; in der Tat gibt es eine Ubersetzung 
(mit Kommentar) der Biicher 5 und 6 der Element a, wo sich die griechischen 
W orter „anagrafum “, „engrafum ", „perigrafum “, „peribolum" etc. finden (siehe 
A. A. B jórnbo , Słudien iiber M e n e l a o ś  Spharik; A b h a n d l. z u r  G esch . d. 
m a th e m . W iss . 14, 1902, S. 139). Da L eo n a rd o  nachweislich eine andere 
Ubersetzung seines Landsmannes G h e ra rd o  Cremonese benutzt hat, konnte man 
yersucht sein, in erster Linie auf die von diesem verfertigte E uk lides-U ber- 
setzung hinzuweisen, Yon der der cod. lat. Yatic. r eg. Sueciae 1268 vielleicht 
eine Abscbrift entbalt (vergl. B jo rnbo  a. a. O., S. 1 3 9 — 140).

Es ware von Interesse, zu ermitteln, woher Leonardo Pisano seine Kennt
nisse der Elementa des Euklides entnommen hat. G. Enestrom.

R isp o s ta  a lla  ą u e s t io n e  116 su  C a v a lie r i e d  i l  te o r e m a  d e l l ’ area  
d e lle  sp ir a li. II „trattatello delle spirali* inviato da Bonaventura Cavalieri 
a G alileo G alilei eon lettera dei 9 Aprile 1623 (Cfr. Le opere di G a l i l e o  

G a l i l e i .  Edizione Nazionale. Vol. 13, Firenze 1 9 0 3 , pag. 114) si conserva 
tuttavia tra i m anoscritti G alilei ani della biblioteca nazionale di Firenze, 
come in una nota a ąuesta lettera io avevo gia aw ertito . Esso si trova a 
car. 14— 26 del volum e secondo della divisione di tali manoscritti cbe contiene 
gli scritti ed i documenti dei discepoli: la proposizione II di epiesto „tratta
tello* dimostra che „ spatium comprehensum a spirali ex prima revolutione 
orta et prima linea quae initium est reYolutionis, est tertia pars prim i circuli“ 
ed meno varianti di poca im portanza, perfettamente identica, fin nelle 
lettere delle figurę, alla proposizione che nel libro VI della Geometria indivisi- 
bilibus nova ąuadam ratione promota (1 6 3 5 ) porta il n° IX, b enunciata eon 
le stesse parole e v i occupa le pag. 1 3 — 15.

Resta eon ció perfettamente dimostrato che, per tale proposizione, Bona- 
ventura Cavalieri non ebbe bisogno di attingere ne alle opere nłi alle comuni- 
cazioni yerbali o scritte, nfe di Gregorio di Saint-Vincent, ne di alcun altro 
dei suoi contemporanei.

Questo mi sembra rispondere al quesito posto dal Sig. Enestrom, e la 
semplice risposta ad una domanda non comporta piu lunga disąuisizione; le 
ricerche pero a tale argomento relatiYe mi hanno condotto a mettere in evi- 
denza m olte altre circostanze le ąuali saranno esposte eon ogni particolare in 
una apposita monografia che ho gia allestita e che daró quanto prima alla luce.

A. Fayaro.
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R e p o n se  a  la  ą u e s t io n  119 siar 1’a u te u r  d ’u n  te x te  a lg o r i t ł im ią u e  
d u  12 s iec le  p u b l ie  p a r  C u rtz e . Comme l’a soupęonne M. Enestrom d ’apr6s 
une citation de L ibri, le texte algorithm iąue publie par Curtze dans les A b 
h a n d l .  z u r  G esch . d e r  M a th e m . 8, 1898, p. 17— 37, se retrouye bien dans 
le ms. de la bibliotbfeąue de Paris (autrefois fonds Sorbonne 980, au jou rd ’hui 
latin  16208, fol. 67 — 69) au debut d’un cahier et sous la  rub riąue: Incipit 
Iiber ysagogarum alchorismi in artem astronomicam a Magistro A. conpositus. 
Ce ms. est un corpus astrologiąue et peu t ś tre  considere comme a peu  prfes 
contemporain du plus ancien ms. de Munich utilise par Curtze (seconde moitie 
du XII® sifecle). Mais, d ’apr?-s le regrette professeur, l’ouvrage comprend h u it 
liyres, dont il n ’a donnę que les trois prem iers; les deux suivants, sur lesąuels 
il a fourni quelques details, se re trouven t bien a Paris: Incipit ąuartus Iiber 
de musieis ac geometricis rationibus (fol. 69 R, col. 2), et: Incipit V  Iiber de 
temporibus et motibus (fol. 70 R , col. 2). Mais, tandis que dans les ms. de 
Munich il y au ra it encore trois autres livres tra ita n t de 1’astronom ie, dans 
celui de P aris, aprfes les derniers m cts du livre Y : , Motus itaque decimi in 
spatio 24 horarum  m ira celeritate finitur, u t p a te t.“ fol. 71 R , au m ilieu de 
la  premifere colonne, in tervient imm ediatem ent la  rubrique: Liber I  eleetionum 
explicit. Incipit Iiber I I  de electionibus partieidaribus. C’est la seconde partie  
du tra ite  astrologique d’ALi ben Ahmed e l -Imrani, et elle se poursu it ju sq u ’a
la  fin du cahier (f° 75 V], occupant ainsi plus de place que le tra ite  du
„M agister A.“. Elle se term ine d’ailleurs par un long „Explicit“ donnant le nom 
de son au teur et semblable a ceux des A m ploniani d’E rfu r t, dans lesquels 
Steinschneider (cf. B ib l io th .  M a th e m . 52, 1891, p. 43) a releye la mention: 
A b r a a m  I n  d e o  ispano qui dicitur S a u a c o r d a  existente interprete.

II serait d’autant plus im portant de verifier si les trois derniers livres
du ms. de Munich, latin 1 3 0 2 1 , appartiennent bien aux Isagoges de Maitre A,
que sa personnalite ne me semble pas pouvoir etre determinee autrement que 
par un examen m inutieux de son ceuvre. Je dirai seulem ent que pour la re- 
daction de cet ouyrage, je n’ai pas rencontró de terminus post ąuem aprfes 1115  
(d'aprfes un tableau de concordances d’6res dans le  livre V ), que ce livre est 
eyidemment em prunte a des sources arabes et hebraiąues concernant 1’astronomie 
et la chronologie. Tout au contraire le  liyre IV  (rapports arithm etiques et 
geom etrie) depend de la tradition latine (par exem ple, le m ot podismus est 
pris comme synonym e de celui d 'hypotenusa). II n’y  a qu’un em prunt a la 
science arabe, l ’approximation n  =  y  10 (regardee comme m eilleure que ^ ) .  
L ’auteur s’est, a vrai dire, assez bien assimile les enoncees d’EucLiDE, mais il 
ne semble gu&re qu’il ait profite d’une traduction des Elements. En resume, 
son trayail semble tel qu’ADELARD de Bath aurait pu le faire, aprfes ayoir 
etudie le  Khovarizmi, mais sans avoir encore aborde le texte arabe d’EucLiDE. 
Je ne dis ceci, je le repfete, que comme sim ple remarque; une conjecture for- 
m elle serait prematuree. Paul Tannery.1)

x) L’auteur n ’a pu revoir lui-meme l ’epreuve de cette petite note; il est tombe 
malade quelques jours apres l ’avoir redigee, et il est mort le 27 novembre 1904. 
Probablement la ąuestion dont il s’agit est la derniere recherche scientifiąue dont il 
s’est occupe. Gr. E.
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Rezensionen,
A . S tu r m . G e sc h ic h te  d e r  M a th em a tik . Leipzig, Goschen 1904 . 12°, 

152  S. 80  Pf.

In dieser kurzgefafiten Darstellung der Geschichte der Mathematik —  
die 137  Seiten, die den eigentlichen Text enthalten, entsprechen etwa 80  Seiten 
der B ib l i o t h e c a  M a th e m a tic a  —  sind den drei Hauptperioden (Altertum, 
M ittelalter, Neuzeit) beziehungsweise 43, 22  und 72 Seiten zugewiesen worden, 
so dafi die Geschichte der Neuzeit etwa die Halfte des Buches einnimmt. Die 
Geschichte des A ltertum s hat vier Abteilungen (Agypter und Babylonier, Griechen, 
Romer, Inder), die Geschichte des Mittelalters ebenso vier (Araber, Abacisten 
und Algorithm iker, Das Wiedererwachen der Mathematik in Europa, Der Auf- 
schwung der Mathematik in  Deutschland) und die Neuzeit drei Abteilungen  
(Der A ufschw ung der Algebra, 17. Jahrhundert, 18 . Jahrhundert). Vor dem 
eigentlichen Texte werden 30  neuere W erke iiber Geschichte der Mathematik 
und zwei m athem atisch-historische Zeitschriften verzeichnet; ais Anhang ist 
das Klassifikationsschema des rein mathematischen Teiles der Encyklopadie der 
mathematischen Wissenschaften abgedruckt, und am Ende fo lg t auf 6 Seiten 
ein Namen- und Sachregister.

W ie aus obigem  Inhaltsverzeichnis heryorgeht, bezieht sich die letzte Ab- 
teilung des Buches auf das 18. Jahrhundert. A is Grund, warum die Geschichte 
des 19 . Jahrhunderts nicht behandelt worden ist, gibt der Yerfasser (S. 144) 
an, dafi es noch zu nahe liegt, ais dafi es jetzt schon in seiner Bedeutung fur 
die Entwickelung der Mathematik und der mathematischen Forschung erkannt 
werden konnte. Diese Behauptung kann ja  bis zu einem gewissen Grade richtig  
sein, aber meiner Ansicht nach hat der bemerkte Umstand hier nur wenig zu 
bedeuten, denn Herr St u r m  hat sich offenbar nicht ais Hauptaufgabe gestellt, 
die Bedeutung der Arbeiten der friiheren Jahrhunderte fiir die Entwickelung  
der Mathematik festzustellen. W as man in seinem Buche findet, ist wesentlich  
eine Ubersicht der w ichtigsten Entdeckungen auf dem Gebiete der reinen Mathe
m atik bis zum Ende des 18. Jahrhunderts, und eine solche Ubersicht kann man 
auch in betreff des 19. Jahrhunderts sehr wohl geben, ohne das es durchaus 
notw endig ist, die Bedeutung der einzelnen Entdeckungen fiir die Entwickelung  
der Mathematik genau feststellen zu konnen. Freilich gibt es einen Umstand, 
der an sich gen iigt um zu erklaren, warum Herr S tu r m  die Geschichte des
19. Jahrhunderts nicht behandelt hat, namlich die Schwierigkeit, Materialien zu  
einer solchen Geschichte zu bekommen, und wenn er sich aus diesem Grund 
entschlossen hat, seine Darstellung nur bis zum Ende des 18. Jahrhunderts 
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fortzusetzen, so ist sein Yerfahren sehr verzeihlich. A u f der andern Seite scheint 
mir das F eh len der Geschichte des 19 . Jahrhunderts den W ert seines Buches 
zu yerringern, und ich mochte darmn dem Yerfasser anheim stellen, ob er nicht 
fur eine zweite A uflage diesem Mangel abhelfen konnte; ais N otbehelf konnte 
auch eine chronologisch geordnete Ubersicht der hervorragendsten Mathematiker 
des 19. Jahrhunderts und ihrer wichtigsten Entdeckungen von Nutzen sein.

Gehe ich jetzt zu dem iiber, was Herr Sturm  den Lesern seines Buches 
wirklich bietet, so kann ich sagen, dafi seine Angaben im allgem einen zuverlassig  
sind. Offenbar hat er in erster Linie die CANTORsehen Vorlesungen benutzt, 
aber auch andere neuere Schriften hat er zu Rate gezogen, und seine Behandlung  
des M aterials ist nicht ohne Yerdienste. Dafi er nicht uberall die besonderen 
Schwierigkeiten iiberwunden hat, welche gerade die Bearbeitung eines so kurzeń 
Kompendiums m it sich fuhren, war von vom herein zu erwarten und wird auch 
yon den Sachkundigen leicht bestatigt. In betreff der Auswahl der m itgeteilten  
Notizen kommen naturlich Unebenheiten vor. Zu ausfuhrlich scheint m ir z. B. 
der Bericht iiber S t i f e l s  Arithmetica Integra, der vier Druckseiten (S. 81  —  
8 5) in Anspruch nimmt, wahrend der algebraische Teil der DESCARTESSchen 
Geometrie auf weniger ais einer halben Seite (S. 1 0 5 )  abgefertigt wird. Zu- 
w eilen hat der Yerfasser Notizen aufgefuhrt, die an sich angebracht sind, aber 
irreleitend werden, w eil gewisse andere Notizen fehlen. So z. B. w ird S. 133  
erwahnt, dafi M a c la u r in  den polynom ischen Satz bewies, dafi aber M oivre der 
Entdecker des Satzes war, yerschw eigt Herr Sturm , so dafi der Leser versucht 
wird anzunehmen, dafi M a c la u r in  den Satz zuerst aufgestellt hat; bekanntlich 
hebt dieser an der fraglichen Stelle selbst hervor, dafi der Satz von M oiyre  
herriihrt, und yerweist ausdrucklich auf die P h i l o s o p h i c a l  t r a n s a c t io n s  
No. 2 3 0  und Miscellanea analytica p. 87 . Verm utlich hat Herr Sturm  seine 
Notiz aus C an tors Yorlesungen I I I 2, S. 6 8 0  entnommen, ohne den CANTORsehen 
Yerweis auf S. 86  zu yerwerten. Uberhaupt habe ich den Eindruck bekommen, 
dafi Herr Sturm  die Vorlesungen exzerpiert hat, ohne nachher genau zu priifen, 
ob die dabei gesammelten Notizen m it anderen von ihm ubergangenen zu- 
sammengehoren.

Abgesehen von der Auswahl der Notizen, b ietet die Bearbeitung eines 
Kompendiums eine andere Schwierigkeit dar, namlich in betreff des Form ulierens
der Angaben, w eil es notig ist, dafi diese kurz und dennocb exakt sind. In
dieser Hinsicht notiere ich , dafi der Verfasser nicht selten seinen Aussagen 
eine solche Form gegeben hat, die irreleitend wird. U m  zu erklaren, was
ich m eine, werde ich ein Beispiel anfuhren. S. 88 bemerkt der Verfasser,
Cardano habe behauptet, „falls eine G leichung w-ten Grades, auf N uli reduziert, 
nur einen Zeichenwechsel der Glieder wahrnehmen lasse, so sei immer eine und 
nur eine positive W urzel vorhanden“. Kann man diese Bem erkung anders deuten, 
ais dafi Cardano wirklich die Gleichung auf N uli reduziert, oder wenigstens 
yon einer solchen Reduktion gesprochen hat? V ergleicht man aber die Quelle 
der Bem erkung, namlich S. 539 des 2. Teiles der CANTORsehen Yorlesungen, 
so sieht man unm ittelbar, dafi dies nicht der Fali war, sondern dafi die B e 
m erkung von Herrn Sturm irreleitend form uliert worden ist.

Auch im  ubrigen sind Yerbesserungen der Ausdriicke des Buches angebracht. 
So z. B. w ird S. 12 behauptet, Aristoteles habe besonders die Geschichte (?) und  
System atik der Mathematik ausgebildet; S. 61 steht: „Jordanus Nemorarius, 
f  1 2 3 6 , wahrscheinlich identisch m it Jordanus Saxo “ (das W ort „wahrscheinlich"
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gebort ebensosehr dem angegebenen Todesjahre an, denn wenn Jordanus 
Nemorarius nicht m it Jordanus Saxo identisch ist, so ist sein Todesjahr voll- 
standig unbekannt); S. 74 wird bemerkt, dafi Chuquet in Lyon 1 4 8 4  sein 
Triparty veroffentlichte, obgleich S. 75 richtig erwahnt wird, dafi die Arbeit 
ungedruckt blieb und uberdies nur eine einzige Handschrift bekannt ist; S. 99  
wird berichtet, dafi das Hauptwerk des Cavalieri gewohnlich kurz ais „Die 
Indivisibilien “ bezeichnet wird.

A uf der anderen Seite mufi ich zugeben, dafi sich Herr Sturm an einigen 
Stellen m it lobenswerter Vorsicht ausspricht, z. B. S. 43 in betreff der Boetius- 
Frage und S. 76 in betreff der von Ratdolt 14 8 2  herausgegebenen Euklides- 
Ubersetzung.

Von den iibrigen kleinen Bemerkungen, die ich notiert habe, fiige ich hier 
unten nur einige wenige hinzu.

S. 3 4 — 35. D ie Charakteristik der HERONSchen Arbeiten, die hier gegeben 
wird, ist durch die YeroSentlichung der Metrika (1 9 0 3 ) unrichtig geworden. 
P. Tannery ( B u l le t  d. sc. m a th em . 27,, 1903, S. 88) hat m it Recht darauf 
hingewiesen, dafi die bisher unter dem Namen des Heron veróffentlichten geo- 
metrischen Schriften jetzt ais Bearbeitungen betrachtet werden miissen, aus denen 
man eine durchaus unrichtige Vorstellung von der Bedeutung Herons bekommt.

S. 36. Der Satz fiir das sphariscbe Dreieck: a b c i  R  riihrt 
nicht von Menelaos sondern von Maurolico her (vgl. B ib l io t h .  M ath em . 
5 3, 1904 , S. 407).

S. 52. D ie Angabe, dafi bei Heron seiten Zahlenbeispiele zu den theo- 
retischen geometrischen Losungen vorkommen, ist nach der Veroffentlichung der 
Metrika ais unrichtig zu bezeichnen.

S. 53 . Dafi die Tnder die Methode des doppelten falschen Ansatzes an- 
gewendet haben, ist meines W issens nicht nachgewiesen. G. Wertheim, der 
sich mit der Geschichte dieser Methode besonders beschaftigt hatte, schrieb mir 
den 25 . A ugust 1 9 0 0 :  „uberhaupt ist die Erfindung des doppelten falschen 
Ansatzes nach meiner Ansicht erst im 12. Jahrhundert erfolgt".

S. 55 . Es ist nicht korrekt ohne weiteres zu sagen, dafi Alchodschandi 
die Unm oglichkeit der Gleichung as -f- 63 =  cs in rationalen Zahlen bewies. 
Cantor (a. a. O. I 2, S. 708) fiig t m it Recht hinzu, dafi der Beweis von 
Woepcke ais m angelbaft bezeichnet wird, und bekanntlich riihrt der erste wirk- 
liche Beweis, den wir jetzt kennen. von Euler her.

S. 57. Schon vor Abul Wefa hatte Habasch (etwa 912) wirkliche Tan- 
genten- und Kotangenten-Tafeln berechnet (siehe C. A. Nallino, A l - J B a t t a n i  

opus astronomicum. I, Milano 1 9 0 3 , S. LXVJ, 182 ; vgl. S u te r , B ib l io th .  
M a th em . 53, 1 9 0 4 , S. 82).

S. 60 . Die Bedeutung des Leonardo Pisano scheint mir vom Yerfasser 
iiberschatzt worden zu sein. Zuerst wird bemerkt, dafi der Einflufi des Leonardo 
und des Jordanus fiir lange Zeit mafigebend blieb, und w eiter unten wird 
hinzugefugt, dafi der Liber abbaci das W issen der Araber nach dem christlichen 
Abendlande verpflanzte. Aber Seite 62  gibt Herr Sturm zu, dafi „der Einflufi 
des italienischen Kaufmanns kaum die Grenzen seines Yaterlandes uberschritt®, 
und S. 63 behauptet er sogar, dafi „kaum einer den Leonardo zu Yerstehen 
verm ochte“. Aber wie ist es moglich, dafi unter solchen Umstanden der Ein
flufi des Leonardo fiir lange Zeit mafigebend bleiben konnte? Auch die B e
merkung, dafi der Liber abbaci das W issen der Araber nach dem christlichen
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Abendlande verpfłanzte, ist wesentlich zu modifizieren. In der Tat war die 
arabische Arithm etik und Algebra schon vor L e o n a r d o  durch die mathematischen  
Ubersetzer, besonders durch G h e r a r d o  Cr e m o n e s e , nach Europa yerpflanzt 
worden. —  DaB L e o n a r d o  1 1 8 0  geboren war und 1 2 5 0  starb, ist lediglich  
eine K onjektur, was ausdrucklicli hervorgehoben werden so llte , z. B. durch 
H inzufiigen von Fragezeichen.

S. 63 . Die Angabe, daB S a c r o b o sc o  im Jahre 1 2 5 6  starb, beruht auf 
einem MiBverstandnis (vgl. B ib l io t h .  M a th em . 4 3 , 1 9 0 3 , S. 3 9 7 — 3 9 8 ).

S. 73. Das alteste Zeugnis dafiir, daB man in Deutschland von der P flege 
der A lgebra in Italien Kenntnis h atte, findet sich nicht in dem erwahnten  
Dresdener Sammelband. Cu r t z e  hat aus einer Miinchener Handschrift einen 
Aufsatz „Regule delacose* veroffentlicht, der sicherlich vor 1 4 6 4  geschrieben  
ist (siehe A b h a n d l.  z u r  G e sch . d er  M a th em . 7, 1 8 9 5 , S. 34 , 50 , 55).

S. 1 0 6 . Es ist nicht richtig, daB B a c h e t  in den 1 6 1 2  veroffentlichten 
Problemes plaisans et delectables eine vollstandige Theorie der unbestimmten  
Gleichungen des ersten Grades gegeben hat. D iese Theorie findet sich nicht in 
der ersten A u flage  von 1 6 1 2 , sondern zuerst in  der zweiten A u flage von 16 2 4  
(vgl. C a n t o r ,  a. a. O. I I 2, S . 7 7 2 — 773).

S . 1 1 9 . DaB B r o u n c k e r  1 6 6 8  drei Arbeiten iiber unendliche Reihen 
yeroffentlichte, ist eine auffallige Angabe, die wohl auf einem Fliichtigkeitsfehler 
beruht. An einer Stelle seiner Yorlesungen (I I2, S. 58) bemerkt C a n t o r ,  daB 
„das Jahr 1 6 6 8  noch drei andere Arbeiten, in  England gedruckt, welche die 
Reihenlehre forderten, sah“, und berichtet dann zuerst iiber eine Abhandlung 
von B r o u n c k e r ;  verm utlich hat Herr S tu r m  ohne nahere Untersuchung an- 
genommen, daB B r o u n c k e r  auch die zwei anderen Arbeiten verfaBt hatte, aber 
diese A rbeiten ruhrten nicht von B r o u n c k e r ,  sondern von W a l l i s  und J. G r e g o r y  
her (vgl. C a n t o r ,  a. a. O. I I 2 S. 62).

Ś. 1 2 6 . DaB T s c h ir n h a u s , wie Herr S tu r m  angibt, im Jahre 1 6 9 7  eine 
Losung des Problem es der Brachistochrone brachte, war m ir bisher unbekannt, 
und ich  verm ute, daB hier ein Mifiverstandnis vorliegt.

S . 13 4 . H ier spricht Herr S tu r m  von den „von L e ib n iz  entwickelten  
Reihen fiir sinvers x, sin x, cos x, e~ x und e **, aber statt L e ib n iz  muB wenigstens 
„ N e w t o n  und L e ib n iz "  gesetzt werden, da jener die fraglichen Reihen zuerst 
gefunden hatte (vgl. z. B . B r a u n m u h l ,  Yorl. uber Gesch. der Trigonom. II,
S. 6 1 — 6 4 ; Z e u t h e n ,  Geschichte der Mathematik im X V I. und X V II. Jahr- 
hundert, Leipzig 1 9 0 3 , S. 3 6 9 — 370). DaB N e w t o n  sich nicht besonders 
m it der Reihe fiir e ~ x beschaftigt hat, ist ja  ohne Belang.

Offenbar hat sich Herr S tu r m  viele Miihe gegeben, um  seinen Lesern eine 
gu te Arbeit zu bieten, und wenn er den von ihm  behandelten Gegenstand besser 
beherrscht hatte, so wiirde das R esultat gewifl vorziiglich  geworden sein. Vergleiche 
ich sein Buch m it friiheren Arbeiten derselben A rt (z. B. das Primer of the 
history of mathematics des Herrn B a l l  oder das Breve sommario della storia 
delle matematiche des Herrn G a m b io li) ,  so glaube ich konstatieren zu konnen, 
daB das Buch des Herrn S tu r m  einen nicht unwesentlichen Fortschritt bezeichnet. 
Zieht man noch dazu den iiberaus w ohlfeilen Preis (nur 80  Pf. fiir gebundenes 
Exemplar!) in Betracht, so kann man m it gutem  Rechte das Buch den Mathe- 
matikern, die sich noch nicht m it der Geschichte der Mathematik beschaftigt 
haben, ais E infiihrung in das Studium  dieser W issenschaft empfehlen.

Stockholm. G. E n e st r o m .
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Neuerschienene Schriften.
Das Zeichen * bedeutet, daB die betreffende Schrift der Redaktion nicht yorgelegen hat.

Ahrens, 22.
Andrć, 83.
Apel, 98.
Aubry, 56.
Ball, R. S.. 102.
Ball, W. W. R., 12. 
Bellermann, 104. 
Bernoulli, 60.
Bertini, 89.
Bindel, 31. 
Boccardini, 59. 
Bosmans, 43, 57, 109. 
Braunmiihl, 17. 
Brillouin, 106.
Bryan, 111. 
Burkhardt, 6 6 . 
Campagne, 41. 
Cantor, 7, 8 , 26. 
Cardinaal, 5.
Cassani, 20.
Ceretti, 27.
Chazottes, 55,
Curtze, 40.
Dickstein, 92.
Duhem, 19.

Autoren-Register.
Ehwald, 46, 47. 
Enestrom, 2, 42, 44, 60, 

108.
Enriąues, 89.
Ernst, 38.
Ette, 93.
Euler, 60.
Fahie, 49.
FavarOj 51, 52, 110. 
Fazzari, 30.
Fehr, 111.
Feldhaus, 21, 48, 62. 
Filon von Byzanz, 35. 
Friis, 47.
Gautier, 105.
Geer, 14.
Gerland, 54.
Greenhill, 107.
Gutzmer, 77.
Haas, 39.
Hasselberg, 47.
Hayashi, 24.
Heiberg, 32.
Hultsch, 34.
Jagermann, 8 6 .

Kapteyn, 5.
Klein, 6 8 , 69, 78. 
Kluyyer, 5.
Kónigsberger, 71,72, 74. 
Korteweg, 5. 
Kucharzewski, 36. 
Lampe, 4.
Leudesdorf, 89.
Lindt, 64.
Loria, 3, 16, 81. 
Macfarlane, 67.
Mach, 18.
Mahler, 25.
Marriott, 96.
Moors, 28.
Muller, Ad., 53.
Muller, Conr. H., 63. 
Muller, Felix, 75. 
Neumann, Louise, 73. 
Nother, 89.
Óttingen, 76.
PeprnJ, 23.
Piana, 51.
Poggendorff, 76.
Porte, 50.

Rayeau, 8 8 .
Reyes Prosper, 58. 
Rius y Casas, 111. 
Saccheri, 59. 
Sauerbeck, 61. 
Schiaparelli, 29. 
Schmidt, W., 37. 
Schoute, 5. 
Schwarzschild, 69. 
Seeliger, 90.
Sturm, A., 13. 
Sturm, R., 89. 
Tannery, 6 . 
Tonni-Bazza, 45. 
Tropfke, 15. 
Yailati, 33.
Vaux, 35. 
Veronese, 89.
Voit, 93, 106. 
Wilson, 85. 
Wolffing, 65. 
Zeuthen, 9, 10, 11.

a) Z eitsch riften . A llgem einea.

Abhandlungen zur Geschichte der mathe- 
matischenWissenschaften. Leipzig. 80. [1 

1« (1 9 0 4 ). -  19 (1 9 0 4 ).

Bibliotheca Mathematica. Zeitschrift fiir 
Geschichte der mathematischen Wissen
schaften. Herausgegeben von G. E n e 
s t r o m . Leipzig (Stockholm). 8°. [2

ó3 ( 1 9 0 3 ): 3 . — [Rezension des Bandes 3 3 (1 9 0 2 ):] 
Nyt Tidsskr. for Mathem. 15, 1 9 0 4 , B : 1 7 .  
(C. J.) — [Rezension des Bandes 4 3 (1 9 0 3 ):]  
Bruxelles, Soc. scient., Revue des quest. scient. 
63, 1904 , 4 5 9 — 4 6 2 . (H. B o s m a n s . )

Bollettino di bibliografia e storia delle 
scienze matematiche pubblicato per cura 
di G. L o r i a . Torino (Genoya): 8 ° .  [ 3

1 9 0 4  : 3 .

Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathe
matik herausgegeben yon E. L a m p e . 

Berlin. 8°. [4
3 3  ( 1 9 0 2 ) :  1— 2 . — Die Seiten 1 — 7 1  enthalten 
Referate der im Jahre 1 901 erschienenen 
mathematisch-historischen Schriften.

Reyue semestrielle des publications mathś- 
matiąues, redigee sous les auspices de 
la societe mathematiąue d’Amsterdam 
par P. H. S c h o u t e , D. J. K o r t e w e g , J. 
C . K l u y v e r , W . K a p t e y n , J. C a r d i n a a l . 
Amsterdam. 80. [5

12 :2 (octobre 1903 — ayril 1904).

Tannery, P ., De 1’histoire gćnftrale des sciences 
(1904). [Rezension:] Bruxelles, Soc. scient., 
Reyue des ąuest. scient. 6 3 , 1904, 662—663. 
(H. B o s m a n s .) [6

Cantor, M ., Vorlesungen iiber Geschichte der 
Mathematik. — 2'1 (19(X)). [Kleine Bemerkungen:] 
Biblioth. Mathem. 53, 1904, 306-307. f F s .  
G r a e f e , G. E n e s t e o m .)  — 32 (1901). [Kleine 
Bemerkungen:] Biblioth. Mathem. 53, 1904, 
308— 310. ( J . E n k l e , F . M C l l e r , G.E n e s t b Om .) [7

C a n to r ,  M ., Uber einen 4. Band von
Cantor, Yorlesungen iiber Geschichte
der Mathematik. [8

Deutsche Mathem.-Yerein., Jahresber. 13, 1904,
475-478.
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Zeuthen, H. G., Histoire des mathćmatiąues dans 
l ’antiquitó et le moyen age. Edition franęaise 
(1902). [Rezension:] Casopis pro pestoy. mathem. 
32, 1803, 333. — Revue gfenśr. d. sc. 14, 1903, 
1165-1167. [9

Zeuthen, H. G., Forelaesninger oyer Mathe
matik ens Historie. II (1903). [Rezension:] 
Nyt Tidsskr. for Mathem. 14, 1903, B : 85—97.
(J. P. G k a m .)  [10

Zeuthen, H. G., Geschichte der Mathematik im 
XVI. und XY1I. Jahrhundert. Deutsche Aus
gabe (1903). [Rezension:] Liter. Centralbl. 55, 
1904, 715. (— r .) — Bruxelles, Soc. scient., 
Revue des quest. scient. 63, 1904, 665—667. 
(H. B o s m a n s .) [11

Ball, W. W. B., Breye compendio di storia delle 
matematiche. Versione dall’inglese I — II 
(1903—1904). [Rezension:] Biblioth. Mathem. 
5 3 , 1904, 313—316. (G. E n e s t r o m .) — Periodico 
di matem. 23, 1904, 93—94. [12

Sturni, A ., Geschichte der Mathematik. 
Leipzig, Goschen 1904. [18

8°, 152 S . — [80 Pf.] — Sammlung Goschen 
Nr. 226.

(ieer, P . yan, De herleying der mathe- 
matische wetenschappen. Eede, uit- 
gesproken tot opening zijner acade- 
mische lessen ais privat-docent. Leiden, 
Sijthoff 1904. [14

8°, VIII +  45 S.
Tropfke, J., Geschichte derElementar-Mathematik 

in systematischer Darstellung. I—II (1902— 
1903). [Rezension:] Naturę 69, 1903—1904, 
76-77, 409-410. (G. B. M.) [15

Loria, G., Spezielle algebraische und transscen- 
dente ebene Kuryen. Theorie und Geschichte. 
Deutsche Ausgabe (1902). [Rezension:] Giorn. 
di matem. 42, 1904, 109 — 124. (G V i v a n t i .)
— Liter. Centralbl. 54, 1903, 676—677. (— r .)
— Periodico di matem. 2g, 1904, 94—95. (K.)
— Zeitsehr. fiir mathem. Unterr. 85 , 1904,
424—425. (W. A h r e n s .) [16

Braunmiihl, A. von, Vorlesungen iiber Geschichte 
der Trigonometrie. II (1903). [Rezension:] 
Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 7, 1904, 
71—75. (G . L.) — Liter. Centralbl. 54, 1903, 
676. (— z — r .) — Zeitsehr. fiir mathem.
Unterr. 35,1904, 415—417. ( S .  G u n t h e r .)  [17

Mach, E., La mćcanique. Expos6 historique et 
critiąue de son dfeyeloppement. Traduit par 
E. B e r t r a k d  (1904). [Rezension:] Amsterdam, 
Wisk. genoots., Nieuw archief 62, 1904, 293— 
294. (Z.) — Reyue scient. 20  ̂ : 2 , 1903,
787—788. [18

Duhem , P .,  Les origines de la statiąue. [19 
Bruxelles, Soc. scient., Reyue des ąuest. scient. 
63, 1904, 9 -6 6 , 394—473.

C assani, P . , Sulla projezione stereo- 
scop ica . [20

Yenezia, Istituto Veneto, Atti 61, 1901—1902, 
35-43 ; 62, 1902—1903, 2 S. — Historische 
Abhandlung.

Feldliaus, F . M., Lexikon der Erfindungen 
und Entdeckungen auf dem Gebiete der 
Naturwissenschaften und Technik in 
chronologischer tibersicht. Heidelberg, 
Winter 1904. [21

8°, VIII +  144 S.

A h re n s , W., Scherz und Ernst in der 
Mathematik. Gefliigelte und ungefliigelte 
Worte, gesammelt und herausgegeben. 
Leipzig, Teubner 1904. [22

8°, X - f  522 S. — [ 8  M.] — [Rezension:] 
Deutsche Literaturz. 25, 1904, 2630—2631. (E. 
L a m p e .)

Peprny, L., [Beitrage zur Geschichte der 
Mathematik in BohmenJ. n. [23

Casopis pro pestoy. mathem. 32, 1903, 57—6 6 .
— Czechisch.

Hayashi, T., A brief history of the 
Japanese mathematics. [24

Amsterdam, Wisk. genoots., Nieuw archief
6 2, 1904, 296—324.

b) G esch ich te  d es A lter tu m s.

M ahler, E .,  [Die mathematischen und 
astronomischen Kenntnisse der Agypter],

[25
Mathematikai ćs physikai lapok 13, 1904, 
30—53, 128—148. — Ungarisch.

C antor, M ., Uber die alteste indische 
Mathematik. [26

Arch. der Mathem. 8 3 , 1904, 63—72.

C eretti, U ., Intorno ad una data storica 
sulla conoscenza di n presso i Cinesi. [27 

Riyista di fisica (Payia) i : 2, 1903, 520—527.

M oors, B . P . , Le systeme des poids, 
mesures et monnaies deslsraelitesd’apres 
la Bibie. [28

4 0 , (2) +  62 S. +  6  Tab. +  1 Figurentaf. -  
[Rezension:] Zeitsehr. fiir hebr. Bibliogr. 8 , 
1904, 110. (M. S t e i n s c h n e i d e r . )

Schiaparelli, G., L’astronomia nell' Antico Testa- 
mento (1903). [Rezension:] Liter. Centralbl. 55, 
1904, 363—364. (B-r.) [29

F azzari, G., Breye storia dell’ aritmetica 
e dell’ algebra nei tempi antichi. [30

II Pitagora 10, 1904, 87-92, 131—134.

* B indę], K ., Yersuche der Alten und der 
Araber im Schulunterrichte. Bamberg
1903. [31

8°, 38 S. — Programm. — Uber die Geschichte 
der Mechanik und Physik bei den Griechen 
und Arabern. — [Rezension:] Zeitsehr. fiir 
mathem. Unterr. 35 , 1904 , 342 — 343. (H.
W lE L E IT N E R .)

H eiberg, J . L ., Mathematisches zu Aristo- 
teles. [32

Abhandl. zur Gesch. der mathem. Wiss. 18, 
1904, 1-49.

Y ailati, Gr., A proposito d’un passo del 
Teeteto e di una dimostrazione di 
Euclide. [33

Riyista di fllosofia (Bologna) 6:1, 1904. l i  S.

H ultscli, F v, DieSexagesimalrechnungen in 
den Scholien zu Euclids Elementen. [34 

Biblioth. Mathem. 5 3 , 1904, 225—233.
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Vaux, C. de, Le livre des apparails pneumatiąues 
et des machines hydrauliąues par Philon de 
Byzance (1902). [Rezension:] Bruxelles, Soc. 
scient., Revue des ąuest. scient. 6 3 . 1904, 667— 
6 6 9 . (H. B o s m a n s .) [35

K ucharzew ski, F .,  Dyoptra Herona i 
próba jej odtworzenia. [36

Wiadomości matem. 8,1904, 63—76. — Herons 
Dioptra und dieVersuche sie zu rekonstruieren.

* Schm idt, W ilh ., Aus der antiken Mecha
nik. [37

Neue Jahrbiicher fiir das klassische Altertum 
1904.

* Ernst, (J., De geometricis illis, quae sub
Boethii nomine nobis tradita sunt, 
ąuaestiones. Bayreuth 1903. [38

8 °, 32 S. — Programm. — [Rezension:] Zeit
schr. fur mathem. Unterr. 35, 1904, 343—344.
( H .  W lE L E I T N E R .)

c) G eschichte des M ittelalters.
^Haas, K., Die Mathematik der Inder. [39 

Osterreichische Mittelschule 18, 1904, 1—11.
— [Rezension:] Deutsche Literaturz. 25, 
1904, 2257.

Curtze, SI., Urkunden zur Geschichte der Mathe
matik im Mittelalter und der Renaissance 
(1902). [Rezension:] Bullet. d. sc. mathśm. 282, 
1904, 164—172. (P. T a n n e r y .)  [40

*Campagne, M., De 1’emploi des chiffres 
dits arabes au moyen age. 1904. [41

8», 42 S. +  2 Taf.

Enestrom, G., Uber die Geschichte der 
Heronschen Dreiecksformel im christ- 
lichen Mittelalter. [42

Biblioth. Mathem. 53, 1904, 311—312. — An
frage.

Bosmans, H ., Hermann le Dalmate, 
traducteur des traites arabes. [43

Bruxelles, Soc. scient., Revue des quest. 
scient. 63, 1904, 669—672.

Enestrom, G., Uber den Verfasser einer 
von Curtze (1898) herausgegebenen 
Algorismus-Schrift aus dem 12. Jahr- 
hundert. [44

Biblioth. Mathem. 53, 1904, 312. — Anfrage.

d) G eschichte der neueren Zeit.

Tonni-Bazza, T., Di Nicolo Tartaglia; 
frammenti di nuove ricerche. [45

Roma, Accad. d. Lincei, Rendiconti 135 : 1, 
1904, 27—30.

Eliwald, R., Tycho Brahe und Friedrich 
W ilhelm yon Sachsen. [46

Centralbl. fiir Bibliotheksw. 21, 1904,103—121.

Hasselberg, B., Friis, F. R., Ehwald, R.,
Weitere Exemplare von Tycho Brahes 
Mechanica. [47

Centralbl. fiir Bibliotheksw. 21,1904, 396—403

Feldhans, F. SI., Die Begriindung der Lehre von 
Magnetismus und Elektricitat durch William 
Gilbert (1904). [Rezension:] Deutsche Lite
raturz. 25, 1904, 1779. [48

*Fahie, J. J ., Galileo. His life and works. 
London, Murray 1903. [49

80 , XVI +  451 S. — [16 sho — [Rezension:] 
Naturę 69, 1904, 505—507. (G. H. B r y a n .)

* Porte, E. de, Galilei’s Begriff der 
Wissenschaft. Marburg 1904. [50

8°, 54 S. — Dissertation.

Fayaro, A ., Una critica di Gioyanni 
Piana ai dialoghi Galileiani delle nuove 
scienze. [51

Torino, Accad. d. sc., Atti 39, 1904. 11 S. — 
Am Ende (S. 6 —11) ist eine Note yon J e a n  
P l a n a  yom 18. Januar 1843 zum Abdruck 
gebracht.

Fayaro, A ., Amici e corrispondenti di 
Galileo Galilei. XI. Cesare Marsili. [52

Bologna, Deputazione di storia patria per la 
Romagna, Atti e memorie 22, 1904. 72 S.

Muller, Ad., Johann Keppler (1903). [Rezension:] 
Bruxelles, Soc. scient., Revue des quest. scient. 
6 3 , 1904, 673—674. (H .  B o s m a n s .) [53

Gerland, E., Uber die Erfindung der 
Pendeluhr. [54

Biblioth. Mathem. 53, 1904, 234—247.

Chazottes, J ., Sur une pretendue faute
de raisonnement que Descartes aurait
commise. [55

Arch. fiir Gesch. d. Philosophie 17, 1904, 
171-175.

Aulbry, A., Deux theoremes de Gregoire 
de St.-Yincent. [56

Mathesis 4 3 , 1904, 129—130.

Bosmans, H ., Les deruiers travaux biblio- 
grapbiques sur les ouyrages de Michel 
Florent yan Langren [57

Bruxelles, Soc. scient., Reyue des quest. scient. 
6 3 , 1904, 674—677.

Reyes Prosper, V., La obra cientifica de 
Seki y de sus discipulos. [58

Madrid, Acad... de ciencias, Reyista 1, 1904, 
251—254. — tTber den japanischen Mathe
m a t i k e r  S e k i  ( f  1708).

Saccheri, <ł., Euclide emendato. Traduzione 
e note di G. B o c c a r d in i  (1904). [Rezension:] 
Bruxelles, Soc. scient., Reyue des quest scient. 
6 3, 1904, 618-619. (P. M.) — Mathesis 43, 1904, 
196. (P. M.) [59

Enestrom, G., Der Briefwechsel zwischen 
Leonhard Euler und Johann I Ber
noulli. II. [60

Biblioth. Mathem. 53, 1904, 248—291.
Sauerbeck, P., Iiinleitung in die analytische 

Geometrie der hoheren algebraischen Kuryen 
nach den Methoden yon J. P. de Gua de Malves
[1902). [Rezension:] Bruxelles, Soc. scient., 
Reyue des ąuest. scient. 6 3 , 1904, 280—288. 
(H . B o s m a n s .) — Nyt Tidsskr. for Mathem. 14,
1903, B  : 97—99. (T. B o n n e s e n .) [61
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*Feldliaus, F. M., Zur Geschichte der 
Funkentelegraphie. Die Erfindung der 
elektrischen Verstarkungsfłasche durch 
Ewald Jurgen von Kleist. Heidelberg, 
Winter 1903. [62

8°, 29 S. — [80 Pf.] — [Rezension:] Deutsche 
Literaturz. 25, 1904, 1961.

Muller, i Conrad H., Studien zur Geschichte der 
Mathematik an der Uniyersitat Gbttingen im 
18. Jahrhundert (1904). [Rezension:] Deutsche 
Literaturz. 25, 1904, 1897-1898. (A. v o n  B e a u n - 
m u h l .)  [68

Lindt, R., Das Prinzip der yirtuellen Ge- 
schwindigkeiten, seine Beweise und die 
Unmoglichkeit seiner Umkehrung bei 
Yerwendung des Begriffes „Gleich- 
gewicht“ eines Massensystems. [64 

Abhandl. zur Gesch. d. mathem. Wiss. 18, 
1904, 145-196.

Wolffing, E., Mathematischer Biicherschatz. I
(1903). [Rezension:] Bruxtlles, Soc. scient., 
Reyue des quest. scient. 6 3 , 1904, 350. — Nyt 
Tidsskr. for Mathem. 15, 1904, B : 15—16. (C. J.)
— The mathem. gazette 2, 1903—1904, 391. [65

Burkhardt, H., Entwicklungen nach 
oscillirenden Funktionen. Bericht. 4. Lie- 
ferung, [66

Deutsche Mathem.-Yerein., Jahresber. 10: 2, 
1904, 769—1072. — [Selbstanzeige:] Deutsche 
Mathem.-Verein., Jahresber. 13, 1904, 500—501.

Macfarlane, A., Bibliography of ąuaternions and 
allied systems of mathematics (1904;. [Rezen
sion:] A m sterdam , Wisk. genoots., Nieuw 
archief 6 2, 1904, 294—295. (Kl.) [67

Klein, F ., Hundert Jahre mathematischen 
Unterrichts an den hoheren Schulen 
PreuBens. [68

Deutsche Mathem. -Verein., Jahresber. 13, 
1904, 347-356.

Klein, F. und Scliwarzschild, K., Uber 
das in der Festschrift zur Feier des 
hundertfunfzigjahrigen Bestehens der 
k. Gesellschaft der Wissenschaften mit 
dem GaufischenTagebuche reproduzierte 
Portrat „des 26-jahrigen Gau6“. [69 

Giittingen, Gesellsch. d. Wissensoh., Nach- 
richten 1904, 128—134. — Das Portrat stellt 
nicht G a d s s , sondern B e s s e l  dar.

Niels Henrik Abel. M6morial publifc a l ’occasion 
du centenaire de sa naissance (1902). [Rezen
sion:] Arch. der Mathem. 8 3, 1904, 162—165. 
(E. L a m p e .) [70

Kiinigsberger, L ., Carl Gustay Jakob 
Jacobi. Festschrift zur Feier der 
hundertsten Wiederkehr seines Geburts- 
tages. Leipzig, Teubner 1904. [71

8», XVIII +  554 S. +  Portrat +  Faksim. -  
[16 M.]

Konigsberger, L . , Carl Gustay Jakob 
Jacobi. Rede zu der von dem inter- 
nationalen Mathematiker - Kongress in 
Heidelberg yeranstalteten Feier der 
hundertsten Wiederkehr seines Geburts-

tages gehalten am 9. August 1904. 
Leipzig, Teubner 1904. [72

4°, (2) +  40 S. +  Portrat. — [Wieder abge- 
druckt:] Deutsche Mathem.-Verein., Jahres
ber. 13, 1904, 405—433 +  Portrat. Ais Anhang 
des Abdruckes folgt Ansprache bei der J a c o b i- 
Feier von H. A. S c h w a r z  (S. 433—435).

*Neumanu, L uise, Franz Neumann. Er- 
innerungsblatter yon seiner Tochter. 
Tiibingen, Mohr 1904. [73

8<J, XII +  459 S. +  Portrat. — [6 M.] — [Re
zension:] Deutsche Mathem.-Verein., Jahres
ber. 13, 1904, 498. (P. S t a c k e l .)  — Deutsche 
Literaturz. 25 , 1904 , 2066 —2067. ( F e l i x
MSllee.)

Konigsberger, Ł ., Hermann yon Helmholtz 
(1902—1903). [Rezension:] Bollett. di bibliogr. 
d. sc. matem. 7, 1904, 77—79. (G. L.) — The 
mathem. gazette 2,1903—1904, 393—394. [74

M iiller, F e l ix , Das Jahrbuch iiber die 
Fortschritte der Mathematik 1869—
1904. [75

Biblioth. Mathem. 5 3 , 1904, 292—297.

J . C. Poggendorffs Biographisch-litera- 
risches Handworterbuch zur Geschichte 
der exakten Wissenschaften. Vierter 
Band (die Jahre 1883 bis zur Gegenwart 
umfassend), herausgegeben von A. J. 
von O e t t i n g e n . Lieferung 20 — 24. 
Leipzig, Barth 1904. [76

8°, XII S. +  S. 1369-1718. — [15 M.]

Gutzmer, A ., Geschichte der deutschen 
Mathematiker -V ereinigung von ihrer 
Begrundung bis zur Gegenwart. [77

Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 10 : 1, 
1904, 1—67. — S. 50—67 enthalt ein yon E. 
Wólpmng bearbeitetes Generalregister der
12 ersten Bandę der „Jahresberichte“. — 
[Rezension:] Deutsche Literaturz. 25, 1904, 
2559. (M. Canior.)

K lein , F ., Mathematik, Physik, Astro
nomie an den deutschen Uniyersitaten 
1893-1903. [78

Deutsche Mathem.-Yerein., Jahresber. 13, 
1904, 457—475. — Aus dem Werke: „Das 
Unterrichtswesen im Deutschen Reich“ (1904).

International catalogue of scientific lite
raturo. Second annual issue. A. Mathe
matics. London 1904. [79

80, VIII +  263 S. — [15 sh.]
[Bericht iiber die yon der physiko- 

mathematischen Gesellschaft in Poltawa 
zu Ehren des 100. Geburtstages yon M. 
W. Ostrogradskij yeranstaltete Feier.] 
Poltawa 1902. [80

8°, 138 S. — Russisch.

L oria, G., Un article de L. Cremona sur 
Gioyanni Ceva. [81

Biblioth. Mathem. 5 3 , 1904, 311.

Max Noether. [82
Americ. journ. of mathem. 26 : 1, 1903. _
Nur Bildnis in Photograpliie.
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Andró, D ., Listę et resume de mes prin- 
cipaux travaux mathematiąues. Paris, 
Gauthier-Yillars 1904. [83

8o, 106 p. — [4 fr.J

e) Nekrologe.
George Johnston Allman 11824—1904). [84 

Naturę 70, 1904, 83.
Karl Anton Bjerknes (1825—1903). [85

New York, Americ. mathem. soc., Bulletin I O 2, 
1904, 516. (E. B. W i l s o n . )

Fedor Alexandrowitsch Bredichin (1831— 
1904). [86

Naturę 70,1904, 252. —Naturw.Rundschaul9, 
1904, 372—374, 384—386. (R. J akgkrmann.)

Octaye Callandreau (1852— 1904). [87
Bruxelles, Soc. scient., Reyue des quest. scient.
6 3 , 1904, 343-347. — Naturę 69, 1904, 441. 
(W. E. P.). — Revue gśnśr. d. sc. 15, 1904, 
281—282.

Alfred Cornu (1841— 1902). [88
Reyue gćmłr. d. sc. 10, 1903, 1023—1040. 
(C. R a t e a u .)

Luigi Cremona (1830—1903). [89
Bologna, Accad. d. sc. dell’ istituto, Rendi- 
conto 1904. (F. E x b i q u e s . )  — Bruxelles, Soc. 
scient., Revue des quest. scient. 6 3 , 1904, 347 
—348. — London, Mathem. soc., Proceedings 
I 2, 1904, V —X V I I I .  ( E .  B e e t i n i ;  Ubersetzung 
von C. L e c d e s d o r f . )  —  Arch der Mathem. 
83, 1904, 11—29, 195—213. (R. S t u b m  )  —  
Deutsche Literaturz. 25, 1904, 177eS—1779. — 
Mathem. Ann. 59, 1904, 1—19. (M. N o e t h e b . )
— Wiadomości matem. 8 , 1904, 150—164 [mit 
Portrat und Schriftenyerzeichnis]. (Polnische 
Ubersetzung des Nekrologes yon G. V e b o n e s e  
in den „Rendiconti dell' accad. dei Lincei“
1903.

Friedrich Deichmiiller (1855—1903). [90
Leipzig, Astron. Gesellsch., Vierteljahrsschr. 
38, 1903, 172—180. (H. S e e l i g e b .)

Joseph Dayid Everett (1831 — 1904). [91
Science 202, 1904, 286-287.

Władysław Folkierski (1842— 1904). [92
Wiadomości matem. 8 , 1904, 164—169 [mit 
Portrat]. (3. D i c k s t e i n .)

Immanuel Lazarus Fuchs (1833— 1902). [93 
Munchen, Akad. d. Wiss., Sitzungsber. 33,
1903, 512—515. (C. Y o i t .) — Nyt Tidsskr. for 
Mathem. 1 4 ,  1903, B : 99—100. (C. P. E t t e .)

Leopold Gegenbauer (1849—1903). [94
Bollett. di hibliogr. d. sc. matem. 7, 1904, 
93—94.

Josiah Willard Gibbs (1839— 1903). [95
London, Mathem. soc., Proceedings 12, 1904, 
XIX_XXI.

James Glaisher (1809—1903). [96
London, Meteorolog, soc., Quart. journ. 30,
1904, 1—27. (W. M a k b i o t t .)  — Science 202, 
1904 153.

Prosper Henry (1849— 1904). [97
Bruxelles, Soc. scient., Revue des quest. 
scient. 6 3 , 1904, 340—342.

Adolph Edmund Hess (1843—1903). [98
Zeitschr. fiir mathem. Unterr. 35, 1904, 
439—443 [mit Portrat und Schriftyerzeichnis].
(B . A p e l .)

Ernest de Jonquieres (1820—1901). [99
Mathesis 43, 1904, 224—225.

William Iryine Ritchie (?—1903). [100
London, Mathem. soc., Proceedings 35, 1903, 
471.

Isaak Roberts (1829— 1904). [101
Naturę 70, 1904, 302-303.

George Salmon (1819—1904). [102
Bruxelles, Soc. scient., Reyue des quest. 
scient. 6 3 , 1904, 338. — London, Mathem. soc., 
Proceedings 12, 1904, XXII—XXVIII. (R. B a l l .)
— Naturę 69, 1904, 324—326.

Emile Sarrau (1837—1904). [103
L’enseignement mathćm. 6 , 1904, 311. —
Naturę 70, 1904, 106.

Heinrich Edmund Schwannecke (1845— 
1902). [104

Programm des Konigstadtischen Realgym- 
nasiums (Berlin) 1902, 3—7. (G. Bellermann.)

Charles Soret (1854—1904). [105
Naturę 70, 1904, 250—252. (R. Gauttee.)

George Gabriel Stokes (1819— 1903). [106 
Bruxelles, Soc. scient., Revue des quest. 
scient. 6 3, 1904 , 338 — 340. — Manchester, 
Liter, and philos. soc., Memoirs and procee
dings 47, 1902/3, XLYI—XLVI1. — Munchen, 
Akad. d. Wiss., Sitzungsber. 33, 1903, 550— 
556. (C. V o i t .)  — Bollett. di bibliogr. d. sc. 
matem. 7, 1904, 96. — Reyue g 6 n6 r. d. sc. 15,
1904, 22—29. (M. Bbillouln*.)

George Henry Stuart (?— 1903?) [107
London, Mathem. soc., Proceedings 12, 1904, 
XXIX. (A. G. G reenhtll.)

f) A k tu e lle  F ragen.
Enestrom, G., Welche Forderungen sind 

an Rezensionen mathematischer Arbeiten 
zu stellen? [108

Biblioth. Mathem. 53, 1904, 298—304.
Bosmans, H ., Sur un prejet de biblio- 

theąue centrale des mathematiąues a 
creer en Allemagne. [109

Reyue des bibliotheąues et archiyes de 
Belgiąue. 2 : 3, 1904. 3 S.

Fararo, A ., Intorno alla opportunita di 
apporre la data agli articoli nei periodici 
scientifici. [110

Riyista di fisica (Payia) 5, 1904, 259—263.
[Intemationaler MathematikerkongreB in 

Heidelberg 1904.] [111
L’enseignement mathem. 6, 1904, 379—400,
476—481. (H. F e h b .) — Naturę 70, 1904, 417 
—418. (G. H. B b t a n .)  — Periodico di matem. 
23, 1904, 95—96. — Reyista trimestral de 
matem. 4, 1904, 171—176. (J. R ius y  C a s a s .)
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Wissenschaftliche Chronik,
Ernennungen.

— Professor H. B a t t e r m a n n  in Berlin 
zum Professor der Astronomie an der 
Uniyersitat in Konigsberg.

—  Dr. G. A. B l i s s  in Chicago zum Pro
fessor der Mathematik an der Uniyersitat 
yon Missouri.

—  Dozent E. C a r t a n  in Lyon zum Pro
fessor der Mathematik an der Uniyersitat 
in Nancy.

—  Dr. A. C o t t o n  in Paris zum Professor 
der Mechanik an der Uniyersitat in Grenoble.

—• Priyatdozent K. C r a n z  in Stuttgart 
zum Professor der Mathematik an der 
militar-technischen Akademie in Berlin.

— Dr. P. C o r i e  in Paris zum Professor 
der Physik an der Uniyersitat daselbst.

—  Priyatdozent D o l e z a l e k  in Berlin zum 
Professor der Physik an der Technischen 
Hochschule in Danzig.

—  Dozent J. D r a c h  in Poitiers zum Pro
fessor der Mechanik an der Uniyersitat 
daselbst.

— Professor H. G r a s s m a n n  in Halle a. S. 
zum Professor der Mathematik an der 
Uniyersitat in GieBen.

— Professor N. J. H a t z i d a k i s  in Athen 
zum Professor der Mathematik an der 
Uniyersitat daselbst.

— Professor L. H e f f t e r  in Bonn zum 
Professor der Mathematik an der Tech
nischen Hochschule in Aachen

— Priyatdozent G .  H e s s e n b e r g  zum Pro
fessor der Mathematik an der Technischen 
Hochschule in Berlin.

— Dozent C. A. H o l d e n  in Philadelphia 
zum Professor der Mathematik am „Dart- 
mouth college'.

— Priyatdozent J. J. K o s s o n o g o f f  in Kiew 
zum Professor der Physik an der Uni
yersitat daselbst.

— Dozent A. L a m p a  in Wien zum Pro
fessor der Physik an der Uniyersitat da
selbst.

—  L .  L e c o r n o  in Paris zum Professor 
der Mechanik an der „Ecole polytechnique“ 
daselbst.

— Professor L. P r a n d t l  in Hannover 
zum Professor der Physik an der Uni
yersitat in Gottingen.

— Professor L. R a f f y  in Paris zum Pro
fessor der Mathematik an der Uniyersitat 
daselbst.

—  Dozent H. L. R i e t z  in Urbana, HI., 
zum Professor der Mathematik an der 
Uniyersitat yon Illinois daselbst.

— Professor K. R o h n  in Dresden zum 
Professor der Geometrie an der Uniyersi
tat in Leipzig.

— Professor K. R u n g e  in Hannover zum 
Professor der angewandten Mathematik 
an der Uniyersitat in Gottingen.

— Professor N. N. S c h i l l e r  in Kiew 
zum Direktor der Technischen Hochschule 
in Charków.

— Professor F. S c h i l l i n g  in Gottingen 
zum Professor der Mathematik an der 
Technischen Hochschule in Danzig.

— Priyatdozent K. S c h r e b e r  in Greifs- 
wald zum Professor der Physik an der 
Uniyersitat daselbst.

— Professor J .  S o m m e r  in Poppelsdorf 
zum Professor der Mathematik an der 
Technischen Hochschule in Danzig.

— Professor J o l e s  T a n n e r y  in Paris zum 
Professor der hoheren Analysis an der 
Uniyersitat daselbst.

— Priyatdozent P. W. W o b o n e t z  in Kiew 
zum Professor der angewandten Mathe-

I matik an der Uniyersitat daselbst.
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Todesfiille.
F r a n c e s c o  C h i z z o n i , Professor der 

Geometrie an der Uniyersitat in Modena, 
geboren zu San Martino dell’ Argine 
(Prov. Mantua) den 10. August 1848, ge
storben in Modena den 20. September 1904.

F r i e d r i c h  E i s e n l o h r , a. o. Professor 
der Mathematik an der Uniyersitat in 
Heidelberg, geboren in Mannheim den 
16. Juli 1831, gestorben den 22. Juli 1904.

—  J o s e p h  D a v i d  E v e r e t t , friiher Professor 
der Physik am „Queens college11 in Belfast, 
geboren in Ipswich den 11. September 
1831, gestorben den 9. August 1904.

— W i l h e l m  F e r d i n a n d  F u h r m a n n , Pro
fessor der Mathematik an der Oberreal- 
schule in Konigsberg, geboren zu Burg 
bei Magdeburg den 28. Februar 1833, 
gestorben den 11. Juni 1904.

— H. P. G u r n e y , Direktor des „Durham 
college" und Professor der Mathematik, 
gestorben den 13. August 1904.

—  R o n a l d  W i l l i a m  H e n r y  T u r n b u l l  

H u d s o n , „lecturer in mathematics" an der 
„uniyersity college11 in Liyerpool, gestorben 
bei Bethesda (North Wales) den 20. Sep
tember 1904, 28 Jahre alt.

—  H e r m a n n  K o r t u m , Professor der Ma
thematik an der Uniyersitat in Bonn, ge
boren den 21. September 1836, gestorben 
in Berlin den 24. September 1904.

— K a r l  S e l i m  L e m s t r o m , Professor der 
Physik an der Uniyersitat in Helsingfors, 
geboren zu Inga (Nyland) den 17. Nov. 
(a. S t . )  1838, gestorben in Helsingfors den
2. Oktober 1904.

— C h a r l t o n  T h o m a s  L e w i s , Mitglied der 
„American mathematical society“, gestor
ben in Morriston, N. J., den 26. Mai 1904, 
70 Jahre alt.

—  J u l e s  C h a r l e s  A n t o n i n  M a c i : d e  L e -  

p i n a y ,  Professor der Physik an der Uni
yersitat in Marseille, geboren in Grenoble 
den 18. August 1851, gestorben im No- 
yember (?) 1904.

— K a r l  v o n  O t t , Professor der Mecha
nik an der deutschen Technischen Hoch- 
schule in P r a g ,  geboren zu Kiritein(Mahren) 
den 18. April 1835, gestorben in Briinn 
den 23. August 1904.

—  K a r l  P e r n t n e r , friiher Professor der 
Mathematik an der Technischen Hoch- 
schule in Briinn, gestorben in Wien den | 
13. Oktober 1904.

— G e o r g e  P i r i e , Professor der Mathe 
matik an der Uniyersitat in Aberdeen, 
gestorben den 21. August 1904, 61 Jahre 
alt.

— F r a n k  G o s t a v e  R a d e l f i n g e r , Pro
fessor der Mathematik an der „Columbian 
university“ in Washington, D. C., gestorben 
in Washington den 15. August 1904, 34 
Jahre alt.

— A l b e r t  R i l l i e t , a. o. Professor der 
Physik an der Uniyersitat in Genf, ge
storben im Juni (?) 1904.

— I s a a k  R o b e r t s , Astronom, Besitzer des 
„Starfield obseryatory“ in Crowborough 
(Sussex), geboren in Denbigh (North Wales) 
den 29. Januar 1829, gestorben in Crow
borough den 17. Juli 1904.

— E m i l e  S a r r a u ,  Professor der Mechanik 
an der „Ecole polytechnique“ in Paris, 
geboren den 24. Juni 1837, gestorben den 
10. Mai 1904.
— J e r o m e  S o n d e r i c k e r , Professor der an

gewandten Mathematik an der Technischen 
Hochschuie in Boston, gestorben in W il- 
mington, Yt. den 22. Juli 1904.

—  P a u l  T a n n e r y ,  Direktor der Tabak- 
fabrik in Pantin, geboren in Mantes den
20. Dezember 1843, gestorben in Pantin 
den 27. November 1904.

— P. v a n  d e r  V l i e t  , friiher Professor
der Physik an der Uniyersitat in St. Pe
tersburg, gestorben daseibst 1904, 64
Jahre alt.

—  E m i l i o  V i l l a r i , Professor der Physik 
an der Uniyersitat in Neapel, geboren in 
Neapel den 25. September 1836, gestorben 
daseibst den 19. August 1904.

— W i l h e l m  W e i s s , Professor der Mathe
matik an der deutschen Technischen Hoch- 
schule in Prag, geboren 1859, gestorben 
in Prag den 18. Juni 1904.

M athem atisch-historisclie A rbeiten 
in  Y orbereitung.

— Eine Fortsetzung der C A N T O R s c h e n  

Yorlesungen Uber Geschichte der Mathe
matik ist jetzt in Aussicht genommen. 
Diese Fortsetzung bezieht sich auf den 
Zeitraum 1759— 1799 und wird neun Ab- 
schnitte enthalten, von denen der letzte 
(Die Entwickelung der mathematischen 
Ideen 1759— 1799) yon Herrn C a n t o r  selbst 
bearbeitet werden wird. Ais Mitarbeiter 
sind angekiindigt die Herren S. G u n t h e r
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(Geschichte der Mathematik, Klassiker- 
ausgaben, Worterbiicher), V .  B o b y n i n  (Ele- 
mentargeometrie), A. y o n  B r a u n m u h l  (Tri
gonometrie), F. C a j o e i  (Arithmetik und 
Algebra), E. N e t t o  (Reihen, Kombinatorik, 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,Imaginares),
Y .  K o m m e b e l l  (Analytische Geometrie),
G. L o b i a  (Darstellende Geometrie), G. Vi- 
y a n t i  (Differential- und Integralrechnung),
C. R. W a l l n e b  (DifFerentialgleichungen, 
Variations- und Differenzrechnung). Herr 
C a n t o b  hofft, daB die Arbeit schon im 
Jahre 1906 erscheinen wird.

Yorlesnngen iiber Geschichte der 
Mathematik und Astronomie.

— An der Universitat in Berlin hat 
Professor W. F ó b s t e b  fiir das Winter- 
semester 1904—1905 eine zweistundige 
Vorlesung iiber Geschichte der alten j 
Astronomie angekiindigt.

— An der Universitat in Breslau hat 
Professor R. S t u b m  fiir das Wintersemester i 
1904—1905 eine einstiindige Vorlesung 
iiber Geschichte der Mathematik ange- 
kiindigt.

— An der Technischen Hochschule in 
Darmstadt hat Professor F e . G b a e f e  fiir 
das Wintersemester 1904—1905 eine Vor- 
lesung iiber Geschichte der Mathematik 
angekiindigt.

— A  propos de memoriaux des facultes 
des sciences a Padova et a Napoli, le 
conseil superieur de 1’instruction publique 
en Italie a recommande 1’institution de 
cours d’histoire des mathematiques a ces 
deux universites, pour etre professes par 
MM. A. F a v a b o  et F .  A m o d e o .

Mathematiker-Versaumilungen 
im Jahre 1004.

— Internationaler Mathematiker-KongreB 
in Heidelberg. Der dritte internationale ) 
Mathematiker-Kongrefi wurde vom 8.bis 13. 
August 1904 in Heidelberg gehalten und j 
die Zahl der Teilnehmer betrug 336. 
Nach einem Begriifiungsabend am8. August J  

fanden am 9., 11. und 13. August drei j 
allgemeine Sitzungen unter dem Vorsitze 
des Herrn H e i n b i c h  W e b e e  statt; in der 
ersten Sitzung hielt Herr L .  K o n i g s b e r g e r  j 
eine Rede iiber C. G. J .  J a c o b i  und in | 
den zwei folgenden Sitzungen wurden 
Yortrage von den Herren P. P a i n l e y e , A. G.

G b e e n h i l l ,  C. S e g r e  u n d  W. W i r t i n g e e  

g e h a l t e n .  Die Sektionssitzungen f a n d e n  

a m  9., 10. u n d  12. August s t a t t ;  e s  g a b  

6  Sektionen (Arithmetik u n d  Algebra, 
Analysis, Geometrie, Angewandte Mathe
m a t i k ,  G e s c h i c h t e  d e r  Mathematik, Pada- 
g o g i k )  u n d  i n  d e n s e l b e n  w u r d e n  z u s a m m e n  

e t w a  90 V o r t r a g e  g e h a l t e n .  V o n  diesen 
g e h o r t e n  d e r  S e k t i o n  f i i r  G e s c h i c h t e  d e r  

Mathematik 11 Vortrage, namlich v o n  d e n  

Herren M. C a n t o r  (Einfiihrender V o r t r a g ) ,  

P. T a n n e r y  (Uber d i e  K o r r e s p o n d e n z  zwi- 
j s c h e n  D e b e a u n e  u n d  D e s c a e t e s ) ,  S. D i c k -  

| s t e i n  (Uber W r o ń s k i ) ,  M. S i m o n  (Uber d i e  

Mathematik d e r  Agypter), H. G. Z e d t h e n  

(Uber mathematische Terminologie), L. 
S c h l e s i n g e b  (Uber F u c h s ’ Gesammelte 
Werke), G. E n e s t b ó m  (Uber d i e  Beriick- 
s i c h t i g u n g  d e s  h i s t o r i s c h e n  E l e m e n t e s  i n  

e i p e r  Encyklopadie d e r  Mathematik), 
A. v o n  B E A U N M iiH Ł  (Uber d i e  G e s c h i c h t e  

derDifferentialgleichungen), H. SuTER(Uber 
die Geschichte d e r  arabischen u n d  i n 

dischen Mathematik), G. L o b i a  (Uber die 
Geschichte d e r  analytischen Geometrie), 
G. Y a i l a t i  (Uber die griechische Geometrie). 
Auch i n  d e r  Sektion f i i r  Padagogik k a m e n  

historische Mitteilungen vor, u n d  die Yor- 
| trage der allgemeinen Sitzungen waren 
j zum grofien Teil historischen Inhalts. — 

Mit dem Kongresse waren zwei Aus- 
stellungen verbunden, namlich eine Lite- 
raturausstellung u n d  eine Modellaus- 
stellung; die erste wurde v o n  Herrn 

; A. G u t z m e b ,  die zweite von Herrn M. D i s t e l i  

; eingeleitet. — Von den Resolutionen des 
Kongresses bezogen sich drei auf historische 
Gegenstande, namlich: 1. Beforderung des 
mathematisch -historischen Unterrichts;

, 2. Herausgabe der Gesammelten Werke 
von E u l e b ; 3. Bildung einer mathematisch- 
historischen Gesellschaft.

— Deutsche Mathematiker- Vereinigung. 
Die Jahresversammlung 1904 der Deutschen 
Mathematiker-Yereinigung fand zu Breslau 
18.—24. September statt, in Gemeinschaft 
mit der Abteilung I der 76. Deutschen 
Naturforscher-V ersammlung. Vortrage iiber 
rein mathematische Gegenstande wurden 
yon den Herren F. K l e i n , E. L a m p e ,  

A. G u t z m e r , G .  K o w a l e w s k i ,  R. S t u r m , 

G .  L a n d s b e r g , E. S t e i n i t z  und W. L u d w i g  

gehalten. In betreff der im vorigen Jahre 
yertagten Frage der Griindung einer mathe-
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matischen Zentralbibliothek wurde mit- 
geteilt, daB sich der Plan vielleicht in 
Verbindung mit dem Museum der Meister- 
werke der Naturwissenschaften und der 
Technik in Miinchen yerwirklichen konnte. 
Uber die Yorbereitungen zur Einrichtung 
einer mathematisch -bibliographischen Zen- 
tralstelle lag kein Bericht vor.

— Mathematics at the British association
1904. The British association met et 
Cambridge 1904, August 17**. Professor 
A. E. F o r s y t h  presided ower the subsection 
of pure mathematics and seyeral mathe- 
matical papers were read.
— Les mathematiąues a l’associatinn fran- 
ęaise 1904. Le congres de 1’association 
franęaise pour l ’avancement des sciences 
s’est tenu en 1904 a Grenoble du 4 au 11 
aout sous la presidence de M. C. A. L a i s a n t , 

qui a prononce un discours sur le role 
social de la science. Dans la section des 
sciences mathematiąues, ąui a óte presidee 
par M. Ch. A n d r e , ąueląues Communications 
sur les mathematiąues pures ont ete faites, 
et une discussion sur la methode d’en- 
seignement de la geometrie a eu lieu.

KongreB fiir Geschichte <ler inathe- 
matisclien und physisclien Wissen- 

schaften in (Jenf 15(04.
— Dans le congres international de philo- 

sophie ąui s’est tenu a Geneve, du 4 au 8 
septembre 1904, la section d’histoire des

sciences, organisee par P a u l  T a n n e r y , 

a entendu 13 Communications. L’histoire 
des mathematiąues a ete representee par 
des memoires de M. H. G. Z e u t h e n  (Le 
theoreme de P y t h a g o r e , origine de la 
geometrie scientifiąue) et de M. P .  D u h e m  

(De Facceleration produite par une force 
constante. Notes pour servir a l ’histoire 
de la dynamiąue).

Le congres, en sóance generale, a 
declare adopter et faire siens les vceux 
emis au congres des mathematiciens 
d’Heidelberg pour Forganisation de l ’en- 
seignement de 1’histoire des sciences.

Vermischtes.
— Die Arbeitsweise der Mathematiker. 

Die Herren H. F e h r  und C. A. L a i s a n t  

haben eine Untersuchung iiber die Arbeits
weise der Mathematiker in Angriff ge- 
nommen. Fiir diesen Zweck haben sie 
einen Fragebogen unter die Mathematiker 
verteilt, und nachdem die Antworten ein- 
gegangen sind, wird das auf diese Weise 
gesammelte Materiał bearbeitet werden.

— Bildnisse von Mathematikern. Auf 
Anregung des Herrn D. E. S m i t h  hat 
die „Open court publishing company" in 
Chicago begonnen, eine Beihe Bildnisse 
von Mathematikern zu yeroffentlichen. 
Demnachst werden Portraits von 12 Mathe
matikern aus der Zeit vor 1700 heraus- 
gegeben werden.

Berichtiguug.
Auf S. 364 Zeile 2 v. u. ist die Formel infolge eines Druckfehlers falsch wieder- 

gegeben worden; es muB dort richtig heiBen:

F  =  e A  -\- f B -\- g G und G  =  e Ś  -f- f  G -f- g D .
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