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METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH
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Streszczenie. W pracy przedstawiono sformutowanie i zastosowanie metody
elementow brzegowych (MEB) w andlizie obciazonych statycznie tarcz
sprezystych z doskonae sztywnymi widknami. Podano réwnania catkowe dla
uktadu z widknami, rOwnania opisujace przemieszczenia sztywnego wiokna i
warunki rownowagi sit dziatajacych na widkno. Opisano realizacje numeryczna
metody. Opracowany program komputerowy zastosowano do andlizy
oddzialywania witdkna na peknigcie w rozciaganej tarczy prostokatney.

1. WPROWADZENIE

Materialy kompozytowe wzmacnia sSie¢ wioknami w celu zwigkszenia wytrzymatosci,
sztywnosci i statecznosci uktadu. Jezeli sztywnos¢ widkien jest duzo wigksza niz sztywnosé
osnowy, wowczas mozna modelowat widkna jako sztywne wzmocnienia w  ciele
odksztatcalnym. Analiza takich uktadéw, z duza liczba losowo rozmieszczonych widkien,
wymaga zastosowania metod numerycznych.

Metoda elementow brzegowych (MEB) jest uniwersalng metoda komputerowa, ktora
stosuje si¢ w roznych dziedzinach mechaniki uktaddéw odksztatcalnych [1], [2]. Jedna z
nowych dziedzin zastosowania metody jest mechanika kompozytowych. Hu, Chandra i Huang
[4] analizowali za pomoca rownan catkowych oddziatywanie peknie¢ i sztywnych widkien w
poblizu brzegu rozdzielgjacego dwa rézne materialy. Salgado i Aliabadi [7] modelowali za
pomoca duang MEB tarcze z peknigciami wzmacniane belkami. Rozpatrywano uklady z
wieloma wzrastajacymi peknigciami. Dong, Lo i Cheung [3] stosowali MEB do analizy
oddzialywania peknig¢ i widkien w nieograniczonych tarczach. Zastosowano specjalne
elementy brzegowe do modelowania przemieszczen i Sit powierzchniowych w otoczeniu
peknig¢ i sztywnych widkien. Liu, Nishimura i Otani [5] stosowali szybka wielobiegunowa
MEB do analizy kompozytéw zbrojonych nanorurkami weglowymi. Obliczono zastepcze
wiasnosci materiatowe dla uktadow modelowanych jako ciata trojwymiarowych o bardzo duzej
liczbie stopni swobody.

Celem pracy jest przedstawienie sformutowania i zastosowan MEB w andlizie
wytrzymatosciowe] obciazonych statycznie, dwuwymiarowych i liniowo-sprezystych
kompozytéw ze sztywnymi i prostoliniowymi widknami. W artykule przedstawiono brzegowe
rownania catkowe dla kompozytu ze sztywnymi widknami, rownania rownowagi wiokna i
numeryczna realizacje metody. Opracowany program komputerowy wykorzystano do analizy
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oddziatywania sztywnego wiokna z peknigciem. Badano wptyw odlegtosci miedzy widknem i
peknigciem na wspotczynniki intensywnosci naprezen. Prezentowana metoda pozwala na tatwa
modyfikacj¢ potozeniawidkien i peknigé.

2. BRZEGOWE ROWNANIE CALKOWE DLA TARCZY Z WELOKNAMI

Rozwazmy tarcze¢ wykonana z materialu jednorodnego, izotropowego i liniowo-
Sprezystego. Brzeg tarczy oznaczono przez G, a obszar zajmowany przez tarczg przez W (rys.
1). Tarcza jest obcigzona statycznie na brzegu zewngtrznym G sitami powierzchniowymi t;, a
obszar tarczy - sSitami objgtosciowymi f. Zwiazek migdzy obciazeniem tarczy, a
przemieszczeniami u; okresla tozsamos¢ Somigliany [1]

Gij (xYuj (x) + @fij (X', ¥)uj (YAE(x) = @Jij (X )t ()dEx) + @Jj; (X', X) £ (X)dWX), (1)
G G W

gdzie: X' jest punktem kolokagji, dla ktorego uktadane jest réwnanie catkowe, X jest punktem
brzegowym, a X punktem nalezacym do obszaru ciata, c; jest stala zalezna od potozenia
punktu x', Uj;; i Tjj sa rozwiazaniami fundamentalnymi Kelvina. W réwnaniach stosowana jest
konwencja sumacyjna, a indeksy dla zagadnienia dwuwymiarowego przyjmuja wartosci
ij=1,2.

X 1
Rys. 1. Tarcza sprezysta Rys. 2. Tarcza sprezysta z wioknami

Zatbzmy, ze w tarczy zngjduja Si¢ prostoliniowe, cienkie i doskonale sztywne widkna (rys. 2),
ktére sa idealne potaczone ze sprezysta osnowa. Na skutek obciazenia i odksztatcenia tarczy,
W migjscu potaczenia widkien z tarcza wystapia sity oddziatywania. Sity mozna traktowac jako
szczegOlne sity objetosciowe roztozone wzdtuz linii widkien. Brzegowe rownanie catkowe dla
tarczy obciazonej sitami powierzchniowymi i sitami oddziatywania widkien ma posta¢

Gij (Xuj (x) + i (X', X)u; (X G(x) =
G
N , @)
i (0t (9dGX) +a - QU (X', Xt (X)dG, (X)
G n=1G,
gdzie: N jest liczba widkien, G, - odcinkiem, wzdluz ktérego znajduje si¢ widkno, t" - sita

oddziatywania widkna.
3. PRZEMIESZCZENIA | ROWNANIA ROWNOWAGI SZTYWNEGO WLOKNA
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Przemieszczenia wiokien spowodowane sa odksztalceniami tarczy. Przemieszczenie
dowolnego punktu widkna x mozna wyrazi¢ za pomoca przemieszczenia konca wiokna X, i
kata obrotu widkna j (rys. 3). Dla matych katéw obrotu widkna, sktadowe przemieszczenia
dowolnego punktu okreslone sa réwnaniami:

W (X) =t (%) -] r(xsina, (3)
Up(X) = Ua(%g) +] T(X)cosa, (4)

Rys. 3. Przemieszczenia sztywnego wiokna Rys. 4. Sity dziatgjace na wiokno

gdziee a jest poczatkowym katem pochylenia widkna wzgledem os globalnego uktadu
wspotrzednych xy, r jest odlegtoscia punktu x od poczatku widkna X,.

Rozpatrywany ukitad, a takze kazde widkno znajduje sie w rownowadze. Sity dzialgjace na
kazde widkno powinny spetnia¢ nastepujace warunki rownowagi (rys. 4):

Ol ()dG,(x) =0, )
G,
Ot2(x)dG,(x) =0, (6)
G,

Ol- ' ()r(x)sina +t3(X)r (x) cosa]dG,(x) =0, (7)

G,

Ostatnie rownanie jest warunkiem réwnowagi momentéw sit wzgledem poczatku widkna .

4. REALIZACJA NUMERYCZNA METODY

Pierwszym etapem redlizacji numeryczngl metody jest podziatl brzegu zewngtrznego i
widkien na elementy brzegowe (rys. 5). W opracowanym programie komputerowym
zastosowano 3-weztowe kwadratowe elementy brzegowe. Na brzegu zewngtrznym
interpoluje sig zmiennos¢ wspotrzednych punktow, przemieszczen i sit powierzchniowych, a
wzdiuz widkien zmiennos¢ sit oddziatywania. Brzegowe réwnania catkowe uktadane sa dla
weztow na brzegu zewnetrznym i wzdtuz widkien. Przemieszczenia weztdw widkien mozna
wyrazi¢ poprzez przemieszczenia koncow widkien i ich katy obrotu, korzystgjac z réwnan (3) i
(4). Réwnania mozna zapisa¢ W nastepujacej postaci macierzowej
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u=lug, (8)

gdzie macierz jednokolumnowa u zawiera skladowe przemieszczenia weztdw wiokien,
macierz | zalezy od potozenia weztdw, a macierz jednokolumnowa u; zawiera sktadowe
przemieszczenia koncow widkien i katy obrotu.

Rys. 5. Dyskretyzacja tarczy i wiokien za pomoca elementow kwadratowych

Warunki réwnowagi wiokien (5), (6) i (7) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
Etf = O, (9)

gdzie: macierz E zalezy od potozenia weztdw wzdtuz widkien, a macierz jednokolumnowa t;
zawiera wartosci weztowe sktadowych sit w weztach widkien. Macierz E otrzymuje si¢ w
wyniku catkowania rownan (5), (6) i (7), przy zatozeniu kwadratowe zmiennosci sit
oddzialywania wzdtuz elementéw widkien. Ze wzgledu na prosta posta¢ réwnan réwnowagi,
catki oblicza sig analitycznie.
Brzegowe réwnania catkowe uwzglednigjace zaleznos¢ (8) i uzupetnione o warunki
rownowagi (9) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
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gdzie: podmeacierze z indeksem e dotycza brzegu zewnetrznego, a wielkosci z indeksem f
dotycza wiokien, natomiast podmacierze H i G zaleza od calek brzegowych rozwiazan
fundamentalnych i funkcji ksztattu, ktére oblicza si¢ numerycznie metoda Gaussa.

Nastepnie uktad réwnan algebraicznych modyfikuje si¢ w ten sposob, ze nieznane wielkosci
znajduja Si¢ po jedng stronie ukiadu, a wielkosci znane po drugig stronie. Pierwsza
modyfikacja dotyczy nieznanych sit oddziatywania ts

€Hee -G OUCy U éG 0

é ue "u _é g
eHte -G 1géts u=gGreg[te]- (11)
& € 0 6
§0 E Ohgurg 604



METODA ELEMENTOW BRZEGOWY CH W ANALIZIE UKEADOW SPREZY STYCH... 139

Ostateczne przegrupowanie dotyczy zadanych i nieznanych wielkosci na brzegu zewnetrznym.
Zmodyfikowany uklad rozwiazuje Si¢ ze wzgledu na nieznane przemieszczenia i Sty
powierzchniowe na brzegu zewnetrznym oraz przemieszczenia i sity oddziatywania wiokien.

5. PRZYKLADY NUMERYCZNE

Opracowano program komputerowy, ktore stosuje przedstawiona metode do wyznaczania
przemieszczen i sit powierzchniowych w tarczach sprezystych ze sztywnymi widknami. W celu
Sprawdzenia poprawnosci rozwiazan numerycznych i przedstawienia mozliwych zastosowan
analizowano dwa przyklady. Rozpatrywano tarcze prostokatna o diugosci 2b=5 cm i
wysokosci 2h=4 cm, ktdéra zawiera sztywne widkno o diugosci 21=3 cm (rys. 6 i 8). Tarcza
wykonana jest z materialu 0 module Younga E=2" 10" Pa i wspbtczynniku Poissona n=0.3,
ktéra zngjduje si¢ w ptaskim stanie odksztalcenia. Tarcza jest obciagzona sitami roztozonymi
réownomiernie wzdtuz krawedzi w kierunku poziomym q; abo pionowym @, 0 natezeniu
h=0,=0=10° Pa. Tarcza podparta jest na czterech podporach przesuwnych zngjdujacych sie na
osiach symetrii, ktére umozliwiaja swobodne odksztatcenia tarczy.

5.1. Tarcza prostokatna z wioknem

Sztywne widkno zngjduje si¢ na poziome os symetrii (rys. 6a). Rozpatrzono dwa
przypadki obciazenia: sitami poziomymi i pionowymi. W celu sprawdzenia poprawnosci
rozwiazania analizowano dolna potowe tarczy (rys. 6b). W migjscu gdzie znajduje sie widkno,
sztywno utwierdzono brzeg, a pozostate punkty na oS symetrii moga przemieszczac sig tylko
w kierunku poziomym. Brzeg catgj tarczy podzielono na 72, a wiékno na 12 kwadratowych
elementow brzegowych. Brzeg potowy tarczy podzielono na 56 kwadratowych elementéw

brzegowych.
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Rys. 6. Tarcza prostokatna z widknem: @) catatarcza, b) potowatarczy
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Narys. 7 przedstawiono tarcze nieodksztatcona i odksztatcona pod wptywem sit poziomych i
pionowych. W celu pokazania deformacji, przemieszczenia powigkszono wielokrotnie.

P. FEDELINSKI

a

Rys. 7. Odksztatceniatarczy: @) obciazongl poziomo, b) obciazoneg pionowo

W tabeli 1 przedstawiono sktadowe przemieszczenia weztéw A, B i C, pokazanych narys. 6.
Wzgledne réznice przemieszczen weztow dla calej tarczy i jg potowy sa mnigjsze niz 0.1%.

Tabela 1. Przemieszczenia wybranych weziéw tarczy [10° cm
Tarcza Obciazenie poziome q; Obciazenie pionowe g,
u(A) Ux(A) ux(B) u,(C) u(A) Ux(A) ux(B) u,(C)
cata | -1.159 | 0.5241 | 0.2086 | 0.7675 | 0.4967 | -0.9675 | -0.8322 | -0.3289
potowa | -1.159 | 0.5238 | 0.2088 | 0.7674 | 0.4967 | -0.9673 | -0.8323 | -0.3289

5.2. Tarcza prostokatna z wkéknem i peknieciem

W tarczy zngduje si¢ sztywne wiokno i pekniecie, ktore potozone sa symetrycznie
wzgledem poziomej osi symetrii (rys. 8a8). Odlegtos¢ miedzy widknem i peknigciem jest rowna
2d. Tarcza obcigzona jest pionowymi sitami 0 natezeniu ¢,. Do modelowania peknigcia
zastosowano metode dualna MEB, w ktérej dyskretyzuje si¢ obydwie krawedzie peknigcia [6].
Wspotczynniki intensywnosci naprezen (WIN) wyznaczono na podstawie J-catki niezalezne)
od konturu catkowania. WIN znormalizowano poprzez podzielenie przez WIN dla tarczy
nieograniczongj zawierajacej takie same peknigcie, ktory jest rowny K, =qvp! . Badano
wptyw odlegtosci widkna i pekniecia na WIN. Brzeg tarczy podzielono na 72 kwadratowe
elementy brzegowe, widkno na 8 elementdw, a krawedzie pekniecia na 16 elementow. Narys.
8b przedstawiono nieodksztalcona i odksztalcona tarczg. W celu pokazania deformagii,
przemieszczenia powigkszono wielokrotnie.

W tabeli 2 przedstawiono znormalizowane WIN dla roznej odlegtosci widkna i peknigcia
Wprowadzenie wtokna, przy wzglednej odlegtosci d/1=1/3, powoduje nieznaczne zmniejszenie
wspotczynnika K, i zwigkszenie wspotczynnika K. Zwigkszanie odlegtosci migdzy widknem i
peknigciem powoduje wzrost WIN. Wzrost WIN jest spowodowany gtéwnie zblizaniem si¢
peknigcia do obciazonej krawedzi.
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Rys. 8. Tarcza prostokatna z widknem i peknieciem: @) wymiary i obciazenie tarczy,
b) odksztatceniatarczy dla d/1=2/3

Tabela2. WIN dlardznej odlegtosci widknai peknigcia

2h

b)

e sssssssssreessssiaa

Tarcza d/l K|/K0 K||/K0
bez widkna 1/3 1.839 0.143
1/3 1.724 0.265

Z widknem 2/3 2.228 0.392
3/3 3.674 1.258

6. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono sformutowanie i zastosowania metody elementéw brzegowych
(MEB) w andlizie statycznej tarcz sprezystych ze sztywnymi widknami. MEB umozliwia
analizg tego rodzaju uktadow w wyniku dyskretyzacji brzegu zewngtrznego i widkien. Metoda
pozwala na otrzymanie bardzo doktadnych wynikow, poniewaz interpoluje sig¢ tylko zmiennosé
przemieszczen i sit brzegowych oraz sit oddziatywania wiokien. Prezentowana metoda pozwala
natatwa modyfikacje potozenia wiokien i peknigc.

W przypadku analizy napr¢zen w otoczeniu widkien lub sit oddziatlywania wiokien na
tarczg, konieczne jest zastosowanie specjalnych funkgji interpolujacych sity oddziatywania z
powodu spigtrzenia naprezen w otoczeniu koncow sztywnych wiokien.
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BOUNDARY ELEMENT METHOD FOR ANALYSIS
OF ELASTIC STRUCTURES WITH RIGID FIBRES

Abstract. In this work, formulation and application of the boundary element
method (BEM) for analysis of statically loaded elastic plates with perfect rigid
fibers are presented. Integral equations for a structure with fibres, equations
defining displacements of a rigid fibre and equations of equilibrium of forces acting
on a fiber are given. Numerical implementation of the method is presented. The
developed computer code is applied to analysis of interaction of a fiber with a
crack in arectangular plate subjected to tension.



