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Streszczenie. W opracowaniu zaprezentowano sprawozdanie z wynikdw
dotychczasowych prac autorow dotyczacych modelowania oraz badania
charakterystyk  dynamicznych  drgajacych  jednowymiarowych  ukladow
mechatronicznych ~ modelowanych  ciagiem  dyskretno-ciaglych ~ modeli
matematycznych. Stosowane modele matematyczne roznig si¢ stopniem przyblizen
ukfadu rzeczywistego i majg na celu okreslenie wpltywu stopnia uproszczenia
stosowanego modelu na doktadno$¢ uzyskiwanych wynikow

1. WSTEP

Stosowane w pracy modele matematyczne badanego ukladu mechatronicznego drgajacego
gigtnie roznig si¢ stopniem przyblizen uktadu rzeczywistego, a mianowicie w realizowanych
pracach uwzgledniano wplyw na charakterystyke dynamiczna badanego ukladu warstwy
laczacej przetwornik z ukladem mechanicznym lub tez pomijano go, zakladajac idealne
przytwierdzenie przetwornika. Pomijano rowniez wplyw tlumienia wewngtrznego materialow
tworzacych badany uklad lub tez uwzglgdniano ich wlasciwosci reologiczne poprzez
zastosowanie modelu Kelvina-Voigta. Badania przeprowadzono w celu okreslenia wpltywu
stopnia uproszczenia stosowanego modelu matematycznego na wartosci uzyskiwanych
wynikdw w postaci przebiegu charakterystyki dynamicznej badanego uktadu i wskazania,
w jakim stopniu dalsze uszczegélowienie stosowanego modelu, wiazace si¢ ze wzrostem
zlozonos$ci obliczen 1 koniecznoscia stosowania zaawansowanego aparatu matematycznego,
przeklada si¢ na dokladnos¢ odwzorowania uktadu rzeczywistego i posiada znaczacy wptyw
na uzyskiwane wyniki.

2. MODELOWNY UKEAD MECHATRONICZNY ORAZ PRZYJETE ZALOZENIA

W pracy badano drgajacy gietnie uklad mechatroniczny w postaci stalowej belki
wspornikowej o dlugosci /, szerokosci b oraz grubosci 4,, obciazonej na swobodnym koncu
harmonicznie zmienng sila dzialajaca w kierunku prostopadlym do osi belki, opisana
zaleznoscia (1). Do goérnej powierzchni belki przytwierdzono przetwornik piezoelektryczny
o szerokosci rownej szerokosci belki 1 dlugosci /,, w odleglosci x; od miejsca utwierdzenia
belki. Do zaciskdw przetwornika dotaczono ukiad elektryczny typu RC. Napigcie generowane
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przez przetwornik piezoelektryczny w wyniku jego odksztalcenia pomigdzy oktadkami
zewngtrznego kondensatora opisano zaleznoscia (2):

F(t)=F, cos(a), (1)
U,(t)= Bsin(ar). (2)

Posta¢ badanego uktadu mechatronicznego przedstawiono na rys. 1.

W  poszczegdlnych modelach badanego ukfadu zakladano idealne przytwierdzenie
przetwornika do powierzchni belki, pomijajac warstwe kleju i przyjmujac, iz odksztalcenie
przetwornika réwne jest odksztatceniu powierzchni belki lub tez uwzgledniano wplyw warstwy
kleju o grubosci A4, 1 module sprezystosci poprzecznej G, laczacej przetwornik z ukladem
mechanicznym. W obu tych przypadkach rozwazano ponadto modele, w ktérych pominigto
wplyw tlumienia wewngtrznego materialdw tworzacych uktad drgajacy lub tez wprowadzono
model Kelvina-Voigta materialu w celu ograniczenia amplitudy drgan ukfadu.

We  wszystkich  stosowanych  modelach  matematycznych  badanego  ukfadu
mechatronicznego zalozono jednorodny, jednoosiowy stan odksztalcenia przetwornika
piezoelektrycznego, za§ w przypadku modeli, w ktorych wzigto pod uwage warstwe kleju,
zalozono jej czyste $cinanie.
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Rys.1. Badany uktad mechatroniczny: a) idealne przytwierdzenie przetwornika;
b) przetwornik przytwierdzony za pomoca warstwy kleju

3. PRZYBLIZONA METODA GALERKINA

W celu wyznaczenia podatnosci dynamicznej Y, opisanej zaleznoscig (3), modelowanego
ukfadu mechatronicznego zastosowano przyblizona metod¢ Galerkina w ktorej zalozono
rozwigzanie rozniczkowego réwnania drgan gigtych belki w postaci sumy funkcji wlasnych
zmiennej czasu 1 przemieszczenia (4) spehiajacej warunki brzegowe (5), gdzie A oznacza
amplitude drgan belki :

y(x,t)=Y - F, cos(ar), (3)
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Y =43 sin[(2n - 1)251 : x} ccos(@r), n=123.. 4)

n=1

y(0,¢)=0, y(1,0)= 4. (5)
4. DYNAMICZNE ROWNANIA RUCHU UKLADU

Rownanie drgan gigtych belki wyznaczono na podstawie rownowagi dynamicznej elementu
belki wraz z przetwornikiem piezoelektrycznym o dhligosci d.. W przypadku modelu
z zalozeniem idealnego przytwierdzenia przetwornika réwnanie to mozna zapisa¢ w postaci
(6), gdzie M, oznacza moment gnacy generowany przez przetwornik piezoelektryczny.
Réwnanie drgan belki z uwzglgdnieniem $cinania warstwy kleju zapisano w postaci zaleznosci
(7), gdzie T oznacza naprezenie styczne generowane przez przetwornik na powierzchni belki
[1,2-6,8,10]:

Oter) Bl 2000, LM, () e ) SO (6)
or phb  oxt  phb o : 21 p,bl’
2 4
tet) i B0 L0 ) e PO (7
t p,hb  Ox p, Ox ph,bl

W rownaniach (6) oraz (7) wprowadzono funkcj¢ Heaviside’a H(x) w celu ograniczenia
oddzialywania przetwornika piezoelektrycznego do odcinka od x; do x,. State Ej, I, p»
oznaczaja kolejno modutl Younga, moment bezwladnosci przekroju oraz gestos¢ belki.

Dynamiczne rownanie ruchu przetwornika piezoelektrycznego z dolaczonym obwodem
elektrycznym zalozono w postaci réwnania liniowego obwodu RC z harmonicznym zroédiem
napiecia [1]:

du.(t)
dt

R,C, U ()=2, ©)

gdzie Q oraz C, oznaczaja odpowiednio tadunek generowany na powierzchni przetwornika
oraz jego pojemnos¢ elektryczng, za§ R. 1 C. rezystancj¢ oraz pojemnos$¢ zewngtrznego
obwodu elektrycznego.

Model Kelvina-Voigta materiatu belki i warstwy kleju wprowadzono, zastepujac modut
Younga belki oraz modut Kirchhoffa warstwy kleju odpowiednio wyrazeniami [2,3]:

. 0 0
E =E|l+u—| G =G| 1+u, — |, 9
b b[ ;uaJ ( uk@t} )

gdzie 1 oraz uy oznaczaja czas relaksacji naprezen belki oraz warstwy kleju.

Uzyskany uktad rownan drgan belki oraz przetwornika, we wszystkich przypadkach,
sprowadzano do postaci macierzowej oraz eliminowano zmienng czasu poprzez wykorzystanie
zaleznosci matematycznych, w tym twierdzenia Eulera. Podatno$¢ dynamiczna badanego
ukfadu mechatronicznego wyznaczano przy zalozeniu wartosci zmiennej x rownej dlugosci
belki (x=/) — swobodny koniec belki.
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5. WYNIKI BADAN

Wyniki przeprowadzonych badan modelowanego drgajacego ukladu mechatronicznego
przedstawiono w formie wykreséw podatnosci dynamicznej wyznaczonej przy trzech
pierwszych czestosciach drgan wilasnych ukladu (n=17,2,3). Ponadto uzyskane przebiegi
zestawiono z przebiegiem podatnosci dynamicznej ukladu mechanicznego w postaci belki
wspornikowej o identycznych parametrach, obcigzonej w taki sam sposob, jak w przypadku
ukladu mechatronicznego, lecz pozbawionej przetwornika piezoelektrycznego. Uzyskane
przebiegi podatnosci dynamicznej w przypadku poszczegdlnych modeli matematycznych
ukladu przedstawiono na ponizszych wykresach.
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Rys.2. Podatnos$¢ dynamiczna uktadu — model z idealnie przytwierdzonym przetwornikiem
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Rys.3. Podatnos¢ dynamiczna uktadu — model z idealnie przytwierdzonym przetwornikiem,
model Kelvina — Voigta materiatu belki

Y [m/¥]
0.006

Uktad mechanic:
0.005 o

G.004

0.003

0.002
Uktad mechatroniczny

Z It )
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Rys.4. Podatnos$¢ dynamiczna uktadu — model ze $cinang warstwa kleju

w [rad/s]



CIAG DYSKRETNO — CIAGLYCH MODELI MATEMATYCZNYCH UKLADU ... 39

Y [m/N]
0.006
Uktad mechaniczny

0.005

0.004

0.003

Uktad mechatroniczny

0.001

L/

w [rad/s]
H00 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Rys.5. Podatno$¢ dynamiczna uktadu — model ze $cinang warstwa kleju,
model Kelvina — Voigta materiatu belki
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Rys.6. Podatno$¢ dynamiczna uktadu — model ze $cinang warstwa kleju,
model Kelvina — Voigta materiatu belki oraz kleju

Analizujac uzyskane przebiegi podatnosci dynamicznej badanego uktadu mechatronicznego
w przypadku poszczegdlnych, zastosowanych do jego opisu modeli matematycznych,
stwierdzono, iz zakres stosowanych w danym modelu przyblizen opisu ukladu rzeczywistego
posiada znaczacy wplyw na uzyskiwane wyniki.

W przypadku modeli matematycznych uwzgledniajacych wplyw na charakterystyke
dynamiczna ukltadu warstwy kleju posredniczacej pomigdzy ukiadem mechanicznym
a przetwornikiem stwierdzono spadek warto$ci podatnosci dynamicznej w strefach
rezonansowych uktadu w stosunku do modeli zakladajacych idealne przytwierdzenie
przetwornika. Ponadto zaobserwowano przesunigcie stref rezonansowych badanego ukladu w
kierunku wyzszych wartosci czgstosci drgan, przy czym wartos¢ tego przesunigcia zalezy
zaréwno od parametrow przetwornika piezoelektrycznego i obwodu elektrycznego, jak i od
warto$ci parametrow geometrycznych i materialowych warstwy kleju [3,7]. Uwzglednienie w
modelu matematycznym opisujacym uktad thumienia wewngtrznego materiatu, z ktorego jest
on wykonany, powoduje dalszy spadek wartosci podatnosci dynamicznej uktadu w strefach
rezonansowych. Przy czym w przypadku modelu matematycznego uwzgledniajacego Scinanie
warstwy kleju, spadek wartosci podatnosci dynamicznej uktadu zaobserwowano jedynie
w przypadku pierwszej czgsto$ci drgan ukladu, uwzgledniajac jednoczesnie tlhumienie
wewngetrzne zardwno materiatu belki, jak 1 kleju.

Stwierdzono wigc, ze stuszne jest dalsze uszczegdlowienie stosowanych modeli
matematycznych prowadzace do wierniejszego odwzorowania ukladu rzeczywistego, ktore
stanowi¢ bedzie temat dalszych prac autorow.
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THE SERIES OF DISCRETE - CONTINUOUS
MATHEMATICAL MODELS
OF THE MECHATRONIC SYSTEM

Summary. This paper presents report of works apply to research of dynamic
characteristics of vibrating one - dimension machatronic systems modelled by the
series of discrete - continuous mathematical models. Applied mathematical models
differ in degree of accuracy of the true mechatronic system representation. The
main aim of this research is to define influence of the applied mathematical model’s
simplification on accuracy of obtained results and to indicate if more precise
mathematical model of the considered mechatrionic system, which requires more
advanced mathematical calculations, produces desired results — more precise
representation of the true mechatronic system.



