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SYNTEZA DWOJINIKOW ORTOGONALNYCH Z RZECZYWISTYCH
ELEMENTOW REAKTANCYJNYCH

Streszczenie. W artykule oméwiono synteze dwojni-

kow ortogonalnych uwzgledniajaca straty energetycz-
ne rzeczywistych elementéw reaktancyjnych, zdefi-

niowano b¥ad przeksztalcenia dwoéjnika i podano je-

go relacje z mocg czynng 1 mocg deformacji. Okre-

Slono warunek wystarczajacy dla znikania mocy de-

formacji oraz przedstawiono metode redukcji wpdywu

strat energetycznych na blad przeksztalcenia.

DwojniddLem ortogonalnym nazywamy dwojnik, ktéory dla sygnatu
przemiennego o pulsacji ¢2 , aproksymcwanego N - wyrazowym wielo-
mianem trygonometrycznym realizuje przeksztatcenie Hilberta.

Gdy sygnatem wejsSciowym dwojnika jest prad i(b), (rys. 1a),

gdy zas$ sygnatem wejsSciowym dwdjnika jest napiecie u(t), (rys. 1b).

wowczas |

i (tJ = £ Hu®P> ®
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Symbol H oznacza przeksztatcenie Hilberta* tj. przeksztat-

cenie calkowe o postaci:

k - jest wspédczynnikiem wymiarowym.

a)

Rys. 1

Poniewaz przeksztakcenie Hilberta jest przeksztakceniem ortogo-
nalnym, zachowujacym norme, prad i napiecie dwdjnika ortogonalnego

spetniajg pare relacji:

T
i(Hdt - 0 @
o]
JuFt] - k. TI(D1 o
gdzie Ju®ll ., Ili®ll oznaczaja wartosci skuteczne pradu i napie-

cla.

W pracy [2] wykazano, ze postulowane wkasciwosci posiada kazdy
dwéjnik o inmLtancji:
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£ jT? Ffi ktn(2" 2)

= ..ja ad ®
z itj n v s2¢2
f1 3 tk n-1

dla dowolnych, lecz rzeczywistych, dodatnich liczb £ n« Immitancja
Ho(s ,N) jest znormalizowana, tj« £2=1 rd/sek oraz dla s = jnf2=

= jn, zachodzi:

H (s,N) Ho(in,N) =jlI] n=1,2,...N n
0 s=jn
Gdy wszystkie wspédczynniki 2,” =1, immitancja dwéjnika moze

by¢ przedstawiona w postaci:

N s 2-2.(K-1l1aj-s3«* . .. (N-i)*n2"-21-2*_.
H» (S’H” = 6 °b».sa "2H»S2»-4+ .. .+bl,32,,-2i-2+ .. . 4b«.1
®)

przy czym wspodczynniki licznika i1 mianownika okreslone sa wzorami
rekurencyjnymie

N I =Y 2

bj - +» . a”~leN2 . bj;l (¢10)}

Immitancja Ho(s,N) jest realizowana na zbiorze idealnych ele-
mentéw reaktancyjnych LC i praca [2] podaje przyktady syntezy
takich crsojnikéw, opartej na algorytmie Cauera.
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Przez "rzeczywisty element reaktancyjny' rozumie sie ponizej
element reaktancyjny w ktérym dopuszcza sie pewne straty energe-
tyczne, lecz nadal jest to model uproszczony, gdyz nie uwzglednia
sie innych cech i1 wlkasciwosci konstrukcji rzeczywistych.

Dwéjnik ortogonalny zbudowany z rzeczywistych elementéw reak-
tancyjnych pobiera moc czynng, tj. nie spednia warunku @).

Obok statej () czesSci urojonej imnitancji pojawia sie rowniez
czes¢ rzeczywista i waznos¢ swoja traci na ogét takze relacja (G)-
Dwéjnik zbudowany zrzeczywistychelementédw reaktancyjnych moze
wiec, co najwyzej, realizowa¢ przeksztakcenie Hilberta z pewnym
btedem. Ocena tego bdedu musi bra¢ pod uwage oba warunki @) i 6)
gdyz sam warunek @) jest wkasciwy wszelkim dwéjnikom reaktancyj-
nym, zas () wszelkim dwdjnikom rezystancyjnym. Poprawna ocena war-
tosci bledu przeksztatcenia winna by¢ oparta na ocenie odlegtosci
sygnatu wyjsciowego od transformaty Hilberta sygnatu wejsciowego,
rozumianej w sensie metryki przestrzeni L2 sygnatow okresowych o
pulsacji 52 , tj. w sensie wartosci skutecznej roéznicy sygnatu wyj-

Sciowego 1 transformaty Hilberta sygnatu wejsciowego:

d o |kH - uco) 1 ay
ela dwéjnika z rys. 1s oraz:

d.ll-Hju®} - 1O 1 1
dla dwéjnika z rys. 1b,

przy czym wspotczynnik k winien by¢ wybrany tak, aby minimalizo-

wat te odleghosé. Wychodzac z relacji (1) otrzymamy:
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T
d2 = |kHjJi(®} -~ u®ll2 *1 1 [KHji(®} - u(®] 2 dt -

e | HORYR: fupiio) o |

(€5))
Poniewaz [lj :
i) [HI(D}]2 dt . i iiMm]2 dt = [I®OIR2 %
oraz:
~ou() - HI(O} dt = Q a5
o}
gdzie Q jest nocg bierng dwéjnika, otrzymany:
d2=k [[I®I]2 - 2Q + [lu®OL2 (€0))

Roézniczkujac d» wzgledem k znajdujemy optymalnga wartos¢ te-

go wspodczynnika, minimalizujaca btad przeksztatkcenia:
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Dla k » kQ otrzymujemy:

@l - (I 2 A2 12
- Is@I2. 1Nt 2- a2 (18

K¥adac:

Il - 11O 1. Pm -\/p2 + Q2 + K2 (€)

gdzie Pm jest moca modutowg, zas K moca deformacji, otrzymuje-

my:

2T F
anin - §in7r >T7m r (20)

Jest to wiimtmwinA. wartos¢ bezwzglednego biedu przeksztatcenia
przy optymalnym wyborze wspétczynnika k. Definiujac wzgledny blad
przeksztalcenia jako stosunek btedu bezwzglednego do skutecznej

wartosci napiecia wyjsciowego:

& - FtJT i21)

otrzymany:
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Taka sama relacjg wyraza sie minimalna wartos¢ wzglednego biedu
przeksztatcenia dla dwdjnika z rys. 1b, przy czym optymalna war-

tos¢ wspotczynnika wymiarowego wynosi wowczas:

€S)

oraz btad wzgledny definiuje sie jako:

@

Relacja (22) posiada prosta interpretacje. Idealny dwojnik or-
togonalny pobiera wykacznie moc bierng Q, réwng liczbowo mocy mo-
dutowej Pm. Dwojnik rzeczywisty pobiera ponadto moc czynng P oraz
wprowadza deformacje ujawniajaca sie poprzez moc deformacji K.
Obie te moce sg odpowiedzialne za b#ad przeksztatcenia rzeczywiste-
go dwdjnika ortogonalnego.

Z prostopadtoscianu mocy (rys. z) wynika ponadto:

& . mcos 3

Rys. 2
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Moc czynnadwojnika jest okreslona przez straty energetyczne, a

jej rozdziakna poszczegdlne harmoniczne, przez czesc; rzeczywistg

immitancji:
P =V U2() -Re-jy(m)} =~ /(n) . Relz(n)} (26)
n=1 n*1
Dla mocy deformacji K, wychodzac z relacji:
K2 = P2 - P2 - Q2 @n
otrzymamy:
N N N
K2 | ].U"n) y 27 ) umi(ncos<f(n)d2 -
n=1 n=I n=1
N N N
- [VvU@m)j(n)since(n)]2 =y WM) . 7(n) + 7 UNk+J27) -
n=1 n=1 k,I=1

k*1

-[> urn) , J2(n)cosz2f(n) +
n=1

+ A UK . (k) .U, j(hcosA(k) cosf(l)d -

-1y * §2m} 3in%™(n)
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+ AU . JE = Ud) = jDsinfE)sinf(DI =

ka=1
N
* Jjuz@ - J32CD - U@ - I¢u) jDos[<EE~<FDI=
* k,I=1
- Z 4
k,1=1
Gdy dla wszystkich wartosci Kk, 18 |[18,..hjk, m0 tj.

Udd - JM -u® - jcosjrik) -fF(1H] =0 @9

wowczas moc deformacji dwdjnika bedzie réwna zeru.

Warunek (29) jest wiec warunkiem wystarczajacym dla znikania mocy
deformacji« Mozemy go sformutowaC inaczej» Warunkiem dostatecznym
dla znikania mocy deformacji jest, aby dla wszystkich wartosci
k,l1 € —[i,2...hJ- spekniona byka réwnosc:

JitelL cos IF® - f)] @)
|Z(1)]

tatwo zauwazyC, ze powstaty w ten sposéb uktad réwnan posiada

jedno rozwigzanie:

z@ - z(D) @0)

dla wszystkich wartosci k,16 <]l,2,,«d\j—<
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Aby moc deformacji dwdjnika byta rowna zeru wystarcza, e réwne sg
sobie impedancje zespolone dla wszystkich harmonicznych sygnatu»

W szczegolnosci, dla dwdjnite. zbudowanego z idealnych elementéw
reaktancyjnych warunkiem wystarczajacym dla znikania mocy deforma-
cji jest:

X(k) » X(I) a X = const G
Natomiast dla dwojnika zbudowanego z rzeczywistych elementdw re-
aktancyjnych, przy zachowaniu warunku (31l), aby moc deformacji by-
4a réwna zeru wystarczy, ze rowne sg sobie czesci rzeczywiste innd-

tancji dwojnika.

Re{z(K)} = Re{z(DD} 1lub Re{y(l)} - Re{y(D)} €2)

Wzgledny blad przeksztatcenia dwéjnika ortogonalnego, ktdrego moc
deformacji jest réwna zeru, osigga wartosc:

€S))

Tub

GH
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Nalezy zauwazy¢, ze warunek (@2) pocigga za soba réwnomierny, pro-
porcjonalny do kwadratéw wartosci skutecznych, rozkdad mocy czyn-
nej na poszczegélne harmoniczne sygnaty*

Wykorzystanie warunku (G32) dla eliminacji mocy deformacji wyma-
ga jednak znalezienie takiego algorytm syntezy dwdjnika  ortogo-
nalnego, ktéry w obecnosci strat zapewnidyby realizacje powyzszego
warunku*

W obecnosci mocy deformacji bdad przeksztatcenia  najdogodniej
wyznaczyC¢ bezposrednio z relacji (22)* 1 tak dla dwoéjnika z rys.
la:

Lpin) _1IMI

n»1

min L- - (35)
ATV(n)
n=1 1
oraz dla dwéjnika z rys. 1bi
r N
~V((n) . B
s
8 mrn 1- (36
N An) . EV(n) -
n=1 n=i

gdzie B() < Jdm Jy(n)].-

Okreslenie wartosci czesci rzeczywistych inmitancji dla po-
szczegblnych harmonicznych, niezbedne dla oszacowania bdedu prze-
ksztakcenia, jest zagadnieniem dos¢ kdopotliwym. Metoda bezposred-

nia, wynagajaca obliczania impedancji wejsciowej, ze wzgledow ob-
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liczeniowych przy wiekszych v/artosciach N nie wchodzi w rachube.
Uzyteczniejsza jest metoda bilansu energetycznego lub metoda opar-
ta na relacji miedzy czeScig rzeczywistg a pochodng imatancji.
Obie jednak dostarczajg wynikow wzglednie dokdadnych tylko przy do-
statecznie niskiej stratnosci elementéw. W obu wypadkach tworzy
sie najpierw prototyp idealny 1 przechodzi sie nastepnie do dwdj-
nika ze stratami.

Metoda bilansu energetycznego. Niech r.(n) jest opornoscig réw-
nowazng ze wzgledu na straty mocy n-tej harmonicznej w i-tej gale-

zi dwdjnika, tj-j
r-(n). M -P°, M €)

Oznaczymy przez ~ Q(n) transndtancje pradowo—pradowg dla n-
tej harmonicznej i-tej gatezi prototypu wzgledem jego zaciskow wej-
Sciowych:

J. (n)

bio " - r‘;—r—r (€3]

gdzie JQ()“ wartosc¢ skuteczna n-tej harmonicznej na zaciskach
wejsciowychprototypu. Czyni sie nastepnie zatozenia, ktére ogra-
nicza poprawnos¢ metody do dwojnikow z makymi stratami. Przyjmuje
sie mianowicie, ze przy niewielkiej stratnosci elementdéw, transmi-
tancje dwéjnika rzeczywistego sg rowne tran3mitancjom prototypu.

Przy takim zatozeniu, czes¢ rzeczywista impedancji dwéjnika dla

n-tej harmonicznej wyraza sie relacja:

U

X ) r£@) . <M

Rel]z(n)] = R(h) = 1*
1 ; J*(n) J?(n) <(n)
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Uwzgledniajac (38)»

N
Rajzem) » y rx(@ (40)
i-1

gdzie n - liczba gatezi dwdjnika.

Poniewaz przy niskich czestotliwosciach doTinujq w  dwéjniku
straty w cewkach indukcyjnych, bilans (40) moze by¢ ograniczony do
tych tylko elementéw. Jednoczesnie nalezy zauwazyc, ze wartosci
transmltancji sg juz niezbedne przy przejsciu od prototy-
pu do realizacji technicznej, niezaleznie
od potrzeby wyznaczenia  czesci rzeczy-
wistej immitancji dwojnika.

Dwojniki  ze stratami jednorodnymi.
Szczegllnie prosto wyraza sie wartoscé
czesci rzeczywistej inmitancji w wypadku
jednorodnego rozdziatu strat, tj. gdy dla
kazdego rzeczywistego elementu reaktan-

Rys. 3 cyjnego (rys. 3) dwdjnika zachodzi»

Dla dwéjnika znormalizowanego £2 m 1 i wspédczynnik stratno-
Sci d jest odwrotnoscig dobroci Q.

Jezeli ZO(S) jest impedancja prototypu, woéwczas:
z@)b%ﬁ&@ (C%)]

jest impedancja odpowiadajacego mu dwéjnika ze stratami.
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W szczeg6lnosci, na osi urojonej i
ZGoid) »ZQGw+d) - Rei) + jx(w) (€S))
Ody okreg o promieniu d i Srodku w punkcie s « jjw* Ja eM®

zawiera osobliwosci funkcji z(s), wowczas impedancje dwéjnika dla

n-tej harmonicznej mozemy przedstawi¢ w postaci szeregu potegowe-

go:

dz gw) d2z (gap)
- = _ -d +eoce 44
2am A G s ofe 9T dgw 9T O8

ai»n cjan
Poniewaz dla prototypu ZQ(w) J X (W), otrzymamy:
dX uj d3xo(oj)
R - =g d- “d e @
o»*n . a>«n
1 d2x(w)
X)) - X M -L—- VvV « =d + eee (46)
dwu

o<n

Dla prototypu znormalizcwranego XQ() m 1 stad, dla matych war-
tosci wspédczynnika stratnosci:

4
Zgn) » z(n) .d+ j1 @n

Stosowanie tej metody wymaga jednak korekcji parametrow, gwa-
rantujgcej spetnienie warunku (41), co zresztg nie moze by¢ w pek-
ni osiagniete, chociazby z uwagi na zaleznosSci strat od czestotli-

wosci. Niemniej, relacja (47) podkreSlajac wpdyw nachylenia funk-
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cji reaktancyjnej na czes¢ rzeczywistg impedancji ma dla interesu-
jJacego nas zagadnienia znaczenie istotne.

Wartosci pochodnych funkcji reaktancyjnej (8), dla kolejnych
harmonicznych podane sg w tabeli Tle

Z wartosci pochodnych wnioskujemy, ze czeS¢ rzeczywista iiami-
tancji przyjmuje dla poszczegélnych harmonicznych rozne wartosci,
nie jest tym samym spedniony warunek (30), zapewniajgcy znikanie

mocy deformacji.

T1. Wartosci pochodnych x(n) Tunkcji reaktancyjnej

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 1,67 1,16 -
3 2,16 1,56 1,23 - -
4 2,56 1,90 1,51 1,26 - - - - _
5 2,90 2,18 1,76 1,49 1,29 = e« - - _
6 3,18 2,43 1,99 1,69 1,47 1,30 = - - -
7 3,43 2,65 2,19 1,87 1,64 1,46 131 - - -
8 3,65 2,85 2,37 2,04 1,79 1,60 1,45 1,32 - -
9 3,85 3,04 2,56 2,19 1,39 1,73 1,58 1,44 1,33 -
10 4,04 3,24 1,69 2,33 2,07 1,86 1,60 1,55 1,43 1,34
Zestawione w tabeli wartosci pochodnych wskazuja, ze synteza

dwéjnikéw ortogonalnych stawia bardzo wysokie wymagania co do
stratnosci uzytych elementéw. Tak np. dla N =10 i n=1 ele-
menty o dobroci Q = 20, tj. d = 1/20 nie pozwalaja zmniejszyc¢
czesci rzeczywistej ponizej 0,2, przy wartosci czesci urojonej row-

nej 1. Dlatego, niezaleznie od dgzenia do zmniejszenia stratnosci
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elementéw, poszukujemy Srodkéw uniezalezniajacych doktadnosc¢ prze-
ksztatcenia od strat energetycznych. Uzyskuje sie to w ukdadzie
ztozonym z dwoch wzajemnie przeciwstawnych dwéjnikow ortogonalnych
tak polaczonych, aby otrzyma¢ réznice ich imnitancji.

Jezeli HqG) Jjest inmitancjg prototypu, wéwczas g"H(ST *est

immitancjg prototypu przeciwstawnego. Tworzymy funkcje:

(CO))
taka, ze dla s - jn, KQQ n) = jl.
Zaktadajac jednorodny rozk#ad strat w dwdjnikach, otrzymujemy:
2LV S+ "h (sW)] " H[H() -37~] ° Ko(akd> * K(S) @
Rozwijajac Ko (std) wokét s = jn, otrzymujemy:
dH ()
dH (s —
. oy O s
K@Gin) . Kjjnid) . -J-fer] | d&s
H2(s) s«jn
dam e , dH () dHfs)-
- 32 1T(s) - 2H.(s) .
d & .d2+
ds H>) s=jn
Jj1 i jpiHgn)l]2 - d2 + ...~ gl (GY))

Czes¢ rzeczywista funkcji K(s) dla poszczegélnych harmonicz-
nych jest wiec, przy zachowaniu jednorodnego rozkdadu strat, pomi-

Jaknie mata.
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Zauwazmy, ze funkcje K(s) realizujg czwomlki.o strukturze jak

na rys. 415«

4

Rys. 4

Rys. 5

Istotnie przy otwartych zaciskach 2-2



34 L. Czarnecki

Podobnie, dla uktadu: (rys. 5)

otrzymanmy:
J-fs) J () - /S) p .17/1 /
«TTIC T === —mmmmmme e ta(s "V SJ * K(S)

Oczywiscie w obu ukdadach z rys* 4 i 5» jeden z transformatoréw mo-
ze byC usuniety, za$ indukcyjnos¢ pozostatego transformatora moze
by¢ wprowadzona do wnetrza dwdjnika, wybranego w ten sposéb, aby
jego pierwszym elementem od strony zaciskow byta cewka indukcyjna*

Wnioski

1* Bkad przeksztakcenia rzeczywistego dwdjnika ortogonalnego jest
proporcjonalny do pierwiastka z sumy kwadratéw mocy czynnej i
mocy deformacji dwéjnika.

2* Warunkiem wystarczajacym dla znikania mocy d formacji jest réw-
nos¢ impedancji dwdjnika dla kazdej harmonicznej  sy-

gnadu.

3* Konstrukcja dwoéjnika o jednorodnym rozktadzie strat i mocy de-
formacji rownej zeru wymaga znalezienia algorytmu syntezy ta-
kiego prototypu dwdjnika ortogonalnego, ktdérego pochodna funk-
cji reaktancyjnej przyjmowataby dla wszystkich harmonicznych

wartos¢ stala.

4* Gdy stzatnos¢ rzeczywistych elementdédw reakt&ncyjnych nie pozwa-
la uzyska¢ wymaganej dok¥adnosci przeksztakcenia, mozna ja ra-
dykalnie zwiekszy¢ przez réznicowe polaczenie dwoch jednorod-

nych, ortogonalnych dwdjnikéw przeciwstawnych.
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CHHTE3 OPTOrOHAIIbHkiX fIByHIOJIDCHUKOB C REdCTfInTEHbHbIX
PEAKTAHCHDIX 3JIEUEHTOB

Pe 30he

B cTaTsn paccMoTpeB cume a opToroHassHux *ByxnoJDCHHJcoB, yaa-
thBanina« aaepreTauecKae noTepa xe«CTBaTexbHbix peamaacmut sxe-
aehtob, c4>opayxapoBaHo omaday npeodpaaoBaHaa  xByxnoxecHBxa a
yaasaao ero peasuan a aKTHBHoii acauocTa a moiuhoctb Xxed*op»»auBB.
OnpexexeHO ycaoBae xocTaToaHoe xxa norameHaa aomaocTa xe4>opaa-
unk a npeACtaBaeH aeTox pexyuapoBaHas bxbkhhh »HepreTaaecKar
OOTepb Ha oaaday npeodpasosaHwa.
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SYNTHESIS OP ORTHOGONAL ONE-PORTS PROM
REAL REACTANCE ELEMENTS

Summary

In this article the synthesis of orthogonal one-ports was discus-
sed with regards to the energetic losses of real reactance ele-
ments, and determined the transformation error of one-ports and
its relation to both active and deformation power« The sufficient
condition for deformation power elimination was calculated and a
method of reduction of influence of energetic losses on orthogonal

one-ports transformation error presented«



