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1. wsTep

Wzrost zainteresowania zagadnieniem sterowania, obserwowany w ostatnio
dziesieololeoiu, Jest wynikiem powstania bardzo szeroko rozwinietej ogdl-
nej teorii, opartej na metodaoh wariaoyjnych i szybkiej technice oblioze-
niowej. Baje sie to roéwniez zaobserwowal odnos$nie uktadéw  elektromecha-
nicznych. Wwielu prooesaoh teohnologloznyoh zaohodzl konieozno$é stoso-
wania wlekszyoh maszyn. Poniewaz moo Daszyn ro$nie szybciej niz jej wymia-
ry geometryozne, powoduje to wzrost stosunku mooy do Jednostki objetosci,
a to znowu zwigzane Jest z momentem bezwtadno$oi. Wynika z tego, ze w ma-
szynach tyoh mozliwe sa znaoznle wieksze przyspieszenia ukladow meohanioz-
nyoh, ktore powodujg, ze w dynamloznych fazaoh rozruchowych musza byé u-
wzglednlone stany nieustalone wielkosci elektryoznyoh i meohanloznyoh.Wig-
ze sie to bezposSrednio =z konieozno$olg wprowadzenia w wielu prooesaoh
teohnologioznych sterowan ekstremalnych ze wzgledu na pozadane wskaznlklj
Jakos$oi, wynikajgoe z danego prooesu technologicznego.

Widzimy wieo, ze szozeg6lnym rodzajem zagadnienia projektowania ukiadu
elektromeohanloznego Jest zagadnienie sterowania ukitadu. Wwyniku przettu-
maczenia na Jezyk matematyki oeléw jakie ma spetnié projektowany uktad
sterowania, otrzymujemy zagadnienie zwane zagadnieniem sterowania.

Zasadniozymi elementami zagadnienia sterowania sg:

Model matematyozny uktadu, ktéry moze byé sterowany.

Pozgdany sygnat wyjsolowy uktadu.

Zbiér dopuszozalnych sterowan.

Funkojonat Jako$oi bedgoy miarg efektywnosci danego sterowania.

Scharakteryzujmy w skréoie powyzsze elementy zagadnienia sterowania od-
nosnie uktadu maszyny asynohronloznej. Model matematyozny uktadu elektro-
mechanicznego najwygodniej otrzymamy wykorzystujgo warlanoyjng zasade sta-
cjonarnego dziatania. Mimo zatozenie liniowos$ci elementow rozpatrywanego
uktadu elektromeohanloznego (np. liniowos$¢ obwodéw magnetycznych) odpowia-
dajacy mu uktad rownan otrzymany ta drogg bedzie posiadat zasadnlozg. nie-
liniowos¢ funkojonalng wynlkajgog stad, ze poohodng formy liniowej opisu-
jaoej zwigzki w obwodach elektryoznyoh stanowi moment elektromechaniczny
wystepujgoy w réwnaniu wigzgoym wielko$oi meohaniczne z elektrycznymi. W
dalszej kolejnos$ci wprowadzimy takie euasi-wspdtrzedne, ktére by nie tyl-
ko upro$oity uktad réownan, leoz przede wszystkim pozwolity  wyeliminowac
reakcje wiezéw krepujgoyoh ruch rozpatrywanego uktadu.



Cel dziatania uktadu elektromechanicznego w danym prooesle teohnolo-
gloznym Jest niejednokrotnie przedstawiony w postaci wymagah oo do sygna-
tu wyjsolowego. Jezeli Jest projektowany uktad nadazny, to pozadanym sy-
gnatem wyjsolowym Jest sygnat Sledzony lub bliski sygnatowi $§ledzonemu.
W praoy tej sygnatem wyjsolowym dla maszyny asynohronloznej bedzie moment
elektromeohanlozny, ktSrego charakterystyka dynamiczna bedzie ksztattowa-
na ze wzgledu na minimum osoylacjl.

Sygnatem sterujacym maszyng asynohronlozng bedg napleoia trdjfazowe
przytozone do poszozegdlnyoh uzwojen stojana. Majac na uwadze reallzaoje
teohnlozng przyjmujemy zbidr sterowan dopuszozalnyoh, ktéry bedzie miat
elementy ogranlozone. Poza tym zalozymy, ze sterowania dopuszozalne beda
przedziatami olagte, np."wykrojone" z sinusoidalnego napleoia sleol przez
odpowiednie uktady tyrystorowe.

Wybér postaoi matematycznej wskaznika Jako$oi uktadéw elektromeohanloz-
nyoh Jest w duzym stopniu subiektywny. Wybér dokonany przez Jednego pro-
jektanta moze by6é zupeinie Inny od wyboru dokonanego przez drugiego pro-
jektanta. Wazng role w okres$leniu wskaznika jako$oi odgrywa doswladozenle
1 intuioja Inzyniera.

Podsumowujgo, nalezy stwierdzi¢, ze zagadnienie sterowania jest zagad-
nieniem projektowania uktadu sterowania, przedstawionym w termlnaoh raate-
matyoznych. Rozwigzanie zagadnienia sterowania jest rozwigzaniem wyidea-
lizowanym, otrzymanym na papierze lub na maszynie oyfrowej, stuzaoym Inzy-
nierowi jako wskazoéwka do ooeny roznyoh wariantow projektu rzeozywistego,
dziatajgoego uktadu sterowania, jak réowniez do wyboru odpowiedniego roz-
wigzania suboptymalnego.



2. MODELOWANIE MATEMATTCZNE UKEADOW ELEKTROMECHANICZNYCH

Modelowaniem nazywa sie sposéb poznawania realnych obiektow, ktéry po-
lega na tym, ze wiedze uzyskang w toku badan przeprowadzonyoh na  modelu
odnosi sie do obiektu modelowanego, ozyll - Innymi stowy - wiedze formu-
towang w Jezyku modelu przektada sie na Jezyk oryginatu. Ten spos6b sto-
suje sie wowozas, gdy prowadzenie badan w teohnioe staje sie niemozliwe z
powodu wielkiej ztozono$ol oryginatu.

Modele wykorzystywane w toku poznaniu realnyoh obiektow mozna podzle-
lié na trzy podstawowe typy:

- modele flzyozne,
- przedmiotowo-matematyozne*
- abstrakoyjno-mateaatyozne.

Dwa pierwsze typy modeli to przedmioty nalezaoe do realnego $wiata,pod
pewnymi oeohaml analogiozne do oryginatu, natomiast modele abstrakoyjno—
matematyozne sg po prostu okreslonymi symbolami (z reguty o oharakterze
logiozno-matematyoznym ), nie majgoyml nio wspélnego z naturg flzyozng o—
biektow modelowanyoh i spetniajgoymi Jedynie funkoje oznaczenia.

WprzeoiwleAstwle do dwooh pierwszyoh modeli, badanie doswiadozalne mo-
deli abstrakoyjno-matematyoznyoh zastepuje analiza logiozna, nowe infor-
maoje uzyskuje sie wrezultaole wyprowadzenia w sposob dedukoyjny zdan,
ktére Je zawierajag z wyjsolowego opisu modelu.

Daje to szczegOlne efekty odnos$nie uktadow elektromeohanloznych, Jeze-
li za punkt wyjscia przyjmuje sie zasady wariaoyjne.

Podobienstwo struktur loglozno-matematyoznyoh uktadéw meohanloznyoh i
elektryoznyoh zaobserwowat Juz Maxwell przeksztatcajgc podstawowe rowna-
nia teorii elektromagnetycznej tak, ze przyjety one postad réwnan meoha-
nlkl Lagrange’cna,a wleo postaé odmiennego sformutowania aksjomatéw Newton-
skioh, Z faktu, ze przeksztatcenie takie jest mozliwe wcale nie wynika,
iz prawa teorii zjawisk elektromagnetycznych wyjasniono w ten sposob
przez prawa meohanikl. Co prawda Maxwell uporczywie usitowat wyprowadzlé
rébwnania nazwane jego imieniem z meohenloznych wtasnos$oi hipotetycznej
substanojl - etaru, jednakze wysitki zmierzajgoe do wyttumaczenia wtasnos- '
oi pola elektromagnetycznego na podstawie meohanlki zakorioeyly sie zupet-
nym fiaskiem. Powstat nowy byt, nowe pojeoie, dla ktérego nie byto miej-
soa w opisie meohanlstyoznym.

Nalezy Jednak zaznaozy6, ze formalna identycznos$¢ teorii jest bardzo
wazna, gdyz dzieki temu mozemy stosowaé aparat matematyozny rozbudowany



dla jednej dziedziny. Ponadto formalne analogie miedzy roéznymi teoriami
oraz wyobrazenia, Jakie mogg im towarzyszy¢, miewajg ogromng warto$¢ heu-
rystyozng w badanlaoh naukowych, szozegdlnie gdy ma sie na uwadze projek-
towanie uktadéw elektromechanicznych poprzez sterowanie.

2.1. Elektrodynamika osrodkéw wolnoporusza.lgoyoh sie w przyblizeniu guasi
- stao.lonarn.ym dla uktadéw z obwodami zamknietymi w u.leoiu wariaoy.l-
nym

Zatézmy, ze w pewnej objetosoi V zawarte Jest pole elektromagnetyczne
wywotane przez zamkniete obwody z pradem o gestos$ci j) - 8g*V ¢ Wowozas

divj =0 (2.1)

1 Jak wynika z réwnania oiggtosoi

(2.2)

rozmleszozenle tadunkéw swobodnych o gesto$ci gaw nie zalezy od  ozasu.
Zatézmy, ze w chwili poozatkowej rozwazana przestrzern Jest pozbawiona ta-
dunkéw (tzn. ze przewodniki stanowlgoe obwody zamkniete sg elektryoznle
obojetne, tj. gesto$¢ oatkowita tadunkéw swobodnych i zwigzanych Jest réw-
na zeru gmg”™ + gsf « O). Wtedy w uktadzie z zamknietymi obwodami nie
bedzie pola elektrostatycznego (T ¢ oonst), a zatem pole elektromagnetycz-
ne reprezentuje w tym przypadku potenojat wektorowy A

B“rot A, E- - T*rotA. (2.3)

Wprowadzajago potenojat wektorowy A, réwnania  elektrodynamiki $rodowisk
wolnoporuszalacyoh sie w przyblizeniu euaslstaojonarnym dla uktadéw a ob-
wodami zamknietymi mozna napisa¢ w postaoi

rot(l rot A) «j , (2.4)
i “t (- + vxrot A+Ez), (2.5)
B »"H (2.6)

gdzie Egfa.j,x2,x”",t) Jest zewnetrznym polem elektryoznym wymuszonym przez
zrodto zewnetrzne, f - przewodno$¢ osrodka.



Gesto$¢ tadunku elektryoznego g 1 gesto$¢ pradu J nozna wyrazi¢ przez
wektor tadunku elektrycznego q. Wektor ten okres$lajg w kazdym punkcie
przestrzeni réwnania

i <2.7)

>- -dlyq (2.8)

Zauwazmy, ze z réwnania (2.2) wynika, ze Jezeli wjakiejkolwiek ohwill t
spetnione Jest rownanie (2.8) 1 réwnanie (2,7), to rownanie (2.8) Jest
spetnione dla wszystkich t. Mozna wieo uwazaé, zerdéwnanie (2.7) z warun-
kiem poczatkowym (2.8) wyznaczajg wektor q.

Zanim sformutujemy zagadnienie warlaoyjne prowadzgce do rownan elektro-
dynamiki (2.4) i (2.5) zauwazmy, ze takie zagadnienie w dynamice uktadéw
dyskretnjoh, prowadzace do réwnan tagrange”a 2 rodzaju, Jest tre$oig za-
sady najmniejszego dziatania. Zgodnie z tg zasadg rozpatruje sie pewng
klase trajektorii ruihu punktu w przestrzeni konfigtiraoyjnej z funkoja
Lagrange’a L, tgczgoyoh punkty &((tO) 1 d< (t"). Wtedy okazuje sie, ze
wzdtuz trajektorii ruohu rzeczywistego zachodzi

(5L + SA) dt (2.9)
gdzie 5 oznacza wariaoje izoohronlozng, tj. niezalezng od ozasu, *A -
prace wirtualng sit zewnetrznyoh i rozpraszajgoyoh i 5qgk(t0) - Sqlc(tl) m

m 0.

W osrodkach olggtych oprocz zmiennej niezaleznej t mamy Jeszcze zmien-
ne niezalezne przestrzenne X.,, x2, x*. Dlatego tez nalezy troche zmodyfi-
kowaé powyzsze sformutowanie zagadnienia warlaoyjnego. Zauwazmy przede
wszystkim, ze operaoja wariaojl Jest przemienna nie tylko z operaojg roz-
niczkowania wzgledem ozasu, lecz rowniez z operaojg rozniozkowania wzgle-
dem x”", x2, Poza tym warlaoje parametrow okres$lajgoe stan rownowagi
uktadu olaggtego w objetosol V sg rdwne zeru nie tylko na kornoaoh prze-
dziatu (tQ, t*), leoz réwniez na brzegu s objetosol V.

Przy sformutowaniu réwnan pola za pomoog zasady najmniejszego dziata-
nia powinnismy przyjmowac ruoh tadunkéw wewnatrz przewodnikéw za z go6ry dany
i wariowaé¢ tylko pole, tzn. potencjat wektorowy O6A.Ponlewaz Jednak ohoe-
my otrzymac¢ rownanie ruohu tadunkéw wewnatrz przewodnikéw bedziemy wario-
waé rowniez wektor tadunku elektryoznego Sq, przyjmujac na razie ruch me-
ohanlozny przewodnikéw za dany.

Po tyoh wstepnyoh uwagach przejdzmy teraz dff sformutowania zagadnienia
.wariacyjnego prowadzacego do réwnan elektrodynamiki osrodkéw  wolnoporu-



szajgoyoh ale w przyblizeniu euasl-staojonarnym dla uktadéw z obwodami
zamknietymi. Zatdézmy, ze w pewnej objetosoi V zawarte jest pole elektro-
magnetyczne i prady reprezentowane przez A i q, ktére na brzegu S tej
objeto$oi majg zadane warto$oi. Oprooz Aix”, x2, x*, t) i q(x1,x2,x3,t)
wezmiemy roéwniez wielko$ci A(x1, x2, x", t) i g'Cx", x2, x", t) reprezentru-
Jgoe inne pole i prady, lecz takie, ze na brzegu S spetnione sg rdéwnosol
A * K igm<f.Wtedy, dla wyjSoiowego pola i pradéwzawartych w objetosoi
V spetniajgoyohnabrzegu S zadane warunki i dlazadanegozewnetrznego

pola elektryoznego EB<x1, x2, x”, t) spetnione Jest réwnanie

F(sLe +sA) dt - 0, (2.10)
‘o
gdzie niezalezne w objeto$oi V warlaoje 5A * A —A , & wqr —q, zni-

kajg na ko$oaoh przedziatu (tQ, t1) i na brzegu S objetosci V.
Wréwnaniu tym

8A-\](Ee-"J)8q av (2.11)
reprezentuje wirtualng praoe sit zewnetrznych i rozpraszajgoyoh, a

H-Jk - (rot A)J dv (2.12)
v f

funkcje Lagrange’a.

Aby udowodni¢ to twierdzenie, wystarczy pokaza¢, ze w réwnaniu (2.10)
po podstawieniu funkoji Lagrange’a (2.12) 1 wyrazenia (2.11) na praoe wir-
tualng sit zewnetrznych i rozpraszajaoyoh, po wyrazeniu wariaoji Le przez
wariaoje niezalezne SA i 5q , po wykorzystaniu warunkéw zaohodzgoych na
kozoaeh przedziatu (tQ, tl) i na brzegu S objeto$oi V, otrzymamy réwnania
elektrodynamiki (2.A) i (2.5). Obliczymy najpierw wariacje funkoji Lagran-
ge a. Wtedy

5Le " J[8A 8E£+ AS |~ + grad(A.J)gr - Arot As (rot A)]dV#(2.13)
v

gdzie Sr - St mr 8t} Sg- " st »jst “g8rj j =gr.
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Wykorzystujagc przemienoo$s operaojl warlaojl i rézniczkowania otrzymamy
5L# - JT 18* + A5* Sq + grad(AJ)6r - ~rot Arot 5AJdV. (2.14)
Y

Uwzgledniajgo nastepujaca tozsamosé

grad(a.b) «a x rot b + b x rot O+ / (d.grad b*)I* +Z > _.grad a*H”,,

w k-1
(2.15)
gdzie - wersory jednostkowe oraz pamietajgc,ze przy obliozaniu
grad (A.j ) wektor j Jest staty otrzymamy
grad (Aj) *J x rot A + (j.grad ANUA. (2.16)
k«l
Z tozsamosci
div(8xb) « b rot a-O rot b (2.17)

po podstawieniu za a =5A, b mj*rot Aotrzymamy
- _11r0t Arot SA * -dIv(8BA x —rot1 A)- rot{—rot A)SA. (2.18)
i r r

Podstawiajgo relaoje (2.16) i(2.18) do wzoru (2.14) orazuwzgledniajgo,
ze

A IF 54 « j19x*5%" « |j 5 » (2.19)

gdzie

3T “ 3F + 21 [israd Ak)*T]1k (2.20)

11



otrzynany

Sle " | [S ?A + 5FiA8*> ~  $4 +y x rot A8qg - diy(8A x Arot A)
y
(2.21)
- rot (Arot A>sa] dv .

Podstawiajac teraz wyrazenia 8Le 1 SAdo réwnania (2.10) zauwazaj,
ze wystepujacy tan wyraz nozna soatkowad po oeasle

ti tl tl
I [fir*4 SfIMyJddt - j d[j Asa dv] - JA84dvj -0, (2.22)
*0y ‘o T T*0

gdyz na konoaoh przedziatu (t0,t1) warlaoja 84 jest réwna zeru.
Opréoz tego nozna pokazad, ze znika oatka z dywergenejl wyrazenia zawle-
rajgoego wariacje 8A. Istotnie stosujac twierdzenie Gaussa do catki

| dly(SA x Arot A)dVv
otrzynany
J dly(8A x prot A)dV » j (dA X Arot A) nds * O,

gdyz warlaoja 8A znika na brzegu objetosol T.
Grupujac pozostate wyrazy zawierajagce wspotczynniki 8A 1 54, otrzyna-
ny nastepujgca postad zasady wariacyjnej (2.10).

thr
SLJ}<| - rot Arot A) &A + (- +y xrot A+ SB- ij)8gjdv>dt - 0.
N\

y

Stad na nooy niezaleznosci warlaojl 8A 1 84 otrzynany réwnanie (2.4) 1
(2.?), co konczy dowdd podanego wyzej twierdzenia.

12



Doprowadzmy funkoje Lagrange’a (2.12) do Innej postaoi. Na mocy tozsa-
mosol (2.17) many

Zauwazmy, ze jezeli obszar catkowania zawiera oate pole, wtedy znika
przedostatnia catka wystepujaca w tej zalezno$ol, gdyz na brzegu obszaru
pole rowna sie zeru. Wobeo tego

(2.23)
.

Wynika z tego, ze funkoja Lagrange’a a rozpatrywanego uktadu Jest rdéwna
energii magnetyoznej uktadu Wh.

2.2. Praca sit ponderomotoryozn.Toh przy przesunieolaoh przewodnikdw obje-
toSciowych
Rozpatrzmy przypadek poruszalgoyoh sie przewodnikow z pragdem  kosztem
zewnetrznych sit elektromotorycznych lub w wyniku ubytku energii pola e-
elektroBBgnetyozoego.Wowozas wykonana bedzie praoa mechaniczna na przesuniecie
olat materialnych. Praoa mechaniczna 5A (praca sit ponderomotoryocnych)
wykonana w ozasie 3t wynosi

gdzie pierwszy wyraz po prawej stronie reprezentuje praoe zrédet zewnetrz-
nych, drugi wyraz - straty cieplne, a wielko§¢ Swn - przyrost energii na-
gnetyoznej. Zauwazmy, ze we wzorze (2.24) nie uwzgledniono energii elek-
trycznej uktadu, gdyz w guasi-staojonarnym przyblizeniu z zamknietymi ob-
wodami Jest ona mata w poréwnaniu z energig magnetyozna.

Podstawmy teraz do wzoru (2.24) wyrazenie (2.5), tj.

3 = 5T +r x rot A+ Ezt *

13



Otrzymamy wowozas

3A ¢ f Ir 5t " ~iT x rot “ Bwaild7* (2.25)

Poniewaz
v8t «9 *5*
a przyrost potenojatu wektorowego As czasie b5t wyraza sie wzorem

&A « DI 5t

otrzymamy

8A - j [i&A - J(5r x rot A) -8WHBId7 . (2.26)

Wykorzystujac miedzy innymi tozsamo$¢ (2.17) przeksztatcimy teraz wyraze-
ni*

J J(S* x rot A) 47 - J(j x3Jtteot A 47 « JjdIT i i (j x 8»)
T T 7
+Arot(i x3*%)ja7,

gdzie

jdITAx (3 x8*)47 « J[Ax (i x8t)] Bds - O,

gdyz na podstawie zatozebia na brzegu obsetoru catkowania wszystkie pola i
prady sa réwne zeru. Wobee tego

j J(5* x rot A)47 - JA rotij x5rM 7 (2.27)
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1 wzdr (2.26) mozna zapisa0d « postaci

SA * sj (Aj - WB)V - Jl[rot(3 x5r) + 3j]dV . (2*28)
v v

Wyrazenie

J A - wBMv - | [Aj - 1- (rot A)] av
\Y V

Jest identyczne z wyrazeniem (2.12) 1 jak pokazaliSmy w poprzednim para-
grafie reprezeotuje funkoje Lagrange’a

Le “ K /*» dV
\%

roswazanego uktadu.
Z wyrazenia (2.28) wynika, ze jezeli podczas przemieszczenia 5® gestosc
pradu zalenia sie wedtug wzoru

& ” rot{Siex j) , (2.29)

to funkoja Lagrange’a Lg bidziefunkcjg tworzacg dla sit penderomotorycz-
nyeh. Zbadamy teraz 00 oznaoza ten warunek (2.29).

Wobee tego wybieramy na poruazajgoym sie przewodniku zamkniety  obwdd
C, poruszajac? sie razen z przawodnikiem 1 wyznacza? warunek, przy ktdérya
prad J przeptywajacy przez powierzchnie S rozpostartg na obwodzie C aa
statg warto$¢. Zauwazmy, ze

J * rids (2.30)
S

i podezas przemieszczenia 5* przyrost gesto$ci pradu wroznych punktach
na powierzchni S wynosi 85. Poza tym kazdy element dl obwodu C zakres$li
pole 9g » 6f 1 dI. Wobec tego prad bedzie miat stata wartosd, jezeli
5) « O lub na nocy (2.30)



Druga oatke na podstawie twierdzenia Stokesa mozna przeksztatold nastepu-
Jgoo:

JJ(8r x dl) mJ (J x &r)dl - Jrot(J x8r)dS m- roti&r x jMs-

Wobeo tego na mooy dowolnosci powlerzohni S, otrzymamy (2.29). Pokazalis-
my zatem, ze warunek (2.29) oznaoza r6znlozkowanie przy statyoh pradaoh.
Wtym przypadku &A « 5L6, gdzie po lewej stronie Jest wyrazenie na praoe
elementarng, a po prawej przyrost funkoji Lagrange’a, Jezeli zatozymy ze
rozpatrywany uktad przewodnikéw z pradem statym posiada "m" mechanioznyob
stopni swobody to wtedy

SLe “ xk8aclC » (k “ 1>2,...,in) (2.32)

gdzie 8X —wariacja mechanicznej wspotrzednej uogdlnionej.

Wynika stad, ze L# jest funkojg tworzgog dla sit ponderomotorycznych.

2.3. Model dyskretny prooeséw elektromagnetycznych w przyblizeniu guasl-
stao.lonarnym
WeZzmy pod uwage ukiad n obwodéw zamknletyoh z pragdem o danym rozkta-
dzie gesto$oi pradu, posiadalJgoyoh n-meohanioznyoh stopni swobody o wspo6t-
rzednyoh uogélnionyoh X1, XZ,,,.,xD, Nie uwzgledniamy wieo na razie wie-
z6w mechanicznych natozonych na uktad. Zatézmy, ze w kazdym przewodniku
objetoSolowym jest okreslony rozktad gesto$ci pradu

Xg,Xj, T, N ... 3Nt ) m Sh(x1ft 2 L. )4, (2.33)

gdzie dk(t) - prad oatkowity w k-tym przewodniku.

Poniewaz divjb = O, wieo divsb - 0. Wektor Sk Jest wieo wektorem sole-
noidalnym dla danego rozktadu objetoSciowego pradu.

Obllozmy teraz strumien magnetyozny 0 ~ poohodzgoy od przewodnika Cb
a przenikajacy Ck. Strumien ten Jest proporojonalny do pradu a* w przewod-
niku CA
Kiadziemy

k1" otk

Zanim okres$limy Myl wprowadzimy nastepujgog definioje

def

u “e f a3r z / k iod4a*11 i2,35)
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gdzie gumowanie odbywa gle po wszystkioh elementarnyoh rurkach pradu;
ddr - prad ptyngoy przez r-ta rurke w l-tym przewodniku;

Akl “ atruBlefi magnetyozny skojarzony z r-tg rurkg w l-tym przewodniku
wytworzony przez k-ty przewodnik.

Memy

€kl “ J ®kdS “ rot Akdfl “ J AkdIl» (2.36)
Bl Sl °1
gdzie e* Jest konturem r-tej rurki pragdu w 1-tym przewodniku,

Sj - powierzchnia rozpostarta na tym konturze,

- wektor indukojl magnetycznej wywotany przez k-ty przewodnik.

Podstawiajgo wzor (2.36) do defin.ioji (2.35) otrzymamy

Oki m K dIi ddrX e
Cl

Nieeh dS™ bedzie przekrojem elementarnej r-tej rurki w 1-tym przewodniku
(zmiennym zresztg wzdtuz rurki).
Woéwozas

aijl aijrl - dift - iidva,.

A wieo

»

Oki m772rr \] Ak *idv* (2.37)
Ti

Ze wzgledu na liniowo$¢ réwnania £2.4) otrzymamy
(xn ,9C ) mak(xi, X2,Xj,X ,3°, ... K (t). (2.38)

Wspotozynnik indukoyjnos$ol wzajemnej przyjmuje wieo postac



Po tyoh wstepnych rozwazaniach przystagpimy do modelowania dyskretnego.
W zwigzku z tym w obszarze V zawierajagcym przewodniki objetoSciowe wy-
bierzmy w klasie funkcji dopuszozalnyoh rozktadu pradow petny uktad sole-
noidalnyoh funkoji wektorowyoh

X2

Wtedy wektor gesto$ci pradu
,.**C ft)
mozna przedstawi¢ w postaci zbieznego szeregu
N 2 EAZA L3t ft3m4 (t)  Cx|pXg9”3pX ..., 3C™) p (2.40)

gdzie sumowanie odbywa sie po wskaznikach k m 1,2,...

Przyjmujgo zatem wspdtczynnik ék tego rozwinleoia Jako predko$oi u'ogc')t
nlone mozna traktowaé przewodniki z pradem Jako dyskretny uktad dynamloz-
ny z przeliozalng liozbag wspdtrzednyoh q 1 predkosoi é wyznac¢ zaJgoyoh
stan naszego uktadu.

Wtym przypadku potenojat wektorowy A w dowolnym punkole rozpatrywane-
go obszaru o wspétrzednych (xltx ~ ) zgodnie z réwnaniem (2.4) Jest funk-
0ja uogclnionyoh predkosci 4~ * 1,2,...) oraz *uogélnionyoh  wspdtrzed-
nych meohanicznyoh X "2, ...,3fn, tj.

A ®A(X1,X2pXj,Xi,37,...JT j4 ,42,...)
Poza tym ze wzgledu na liniowos$¢ rownania (2.4) many
A(X pX2pXjpdC , ...+ 4 4 ,.«.) a l AKk(MI»NIFA3EA AN (2.41)
gdzie sumowanie odbywa sie po wskaznikaoh k m 1,2, ...

Podstawmy teraz wyrazenia (2.40) i (2.41) do funkoji Lagr»nge’a w postaoi
(2.23). Otrzymamy

Le "+ J dk«ldCHdv “ [1 /V 1dT]i'd1l* (2.42)
v y
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Na mooy zwigzku (2.39) réwnanie (2.42) mozna przepisa¢ w postaoi

Le “J )it « (2.43)

gdzie sumowanie odbywa sie po wskaznikach k,l « 1,2,...

Zauwazmy teraz, ze funkcje Lagrange’a (2.43) mozna uwaza¢ zaenergie Kki-
netyozng uktadu Le* TO, gdyz 4k s4 predkos$ciami uogdlnionymi.

Podstawiajagc w wyrazeniu (2.11) na praoe wirtualng i rozpraszajaoa
wzér (2.40) oraz

“ ff 5t - i&t = 8MM& - Sk S (2.44)
otrzymamy
5A - (ejj - Rkl 4b>54k |, (2.45)
gdzie
/ E- »kdy (2.46)
Rkl « \]/i ®k Sl dy~* (2.47)

Wielko$ol (2.46) i (2.47) wedtug analogii z przypadkiem przewodnikéw 11-
niowyoh mozna nazywaé¢ odpowiednio uogdélnionymi sitami elektromotorycznymi
oraz oporno$oiami wiasnymi 1 wzajemnymi.

Wprowadzimy teraz réwnania rozpatrywanego uktadu z zasady wariaoyjnej
w postaoi

] (SLO 8 A)dt (2.48)

wykorzystujac w tym oelu dyskretne przedstawienie funkojl Lagrange,a LO i
praoy wirtualnej JA. Przy obliczaniu wariaoji funkcji Lagrange’a5j, be-
dziemy wariowaé tylko wspdtrzedne uogédlnione q”, gdyz zaktadamy, ze ruch
meohaniozny przewodnikéw jest zadany w postaci meohanloznyoh  wspotrzed-
pyoh uogdlnlonyoh 3Cl(t), X2(t), ..., Xait).
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Otrzymamy wtedy

5Le * ?2{WI 64k ~ + M| *k ““Ki*lH k.
Podstawiajago to wyrazenie 1 wyrazenie (2.45) do rownania (2.48) otrzymamy

t.
J [MKl 4184k + («t - 8Kl 41) SHdt « 0 . (2.49)
t

Wykorzystajny teraz przeksztatcenie

J i154kdt - J d(Mrcl i184K) - \] | F(MKI 41) 8k
*0 *0 ‘o
Pamletajgo, ze wariaoje 8 znikaja na konoaoh przedziatu oatkowania, me-
ny
tl
J o i" JF(WI “ Hkl + #kl Sql£ dt “ O * (2.50)
foo

Stad ze wzgledu na niezalezno$¢ 8q.», otrzymamy
JhINKE 40) + 4 m@j (k. 1j2y.a) (2.51)

Zauwazmy, ze rownania (2.51) majg identyozng posta¢ Jak zwykile réwnania
Kirohh.offa dla Ilniowyoh obwodéw elektryoznyoh 1 wobae tego mozna Je uwa-
za¢ za uogdlnienie rownan Klrohhoffa na przypadek przewodnikow objetosoio-
wych, wyznaozajgoych ruoh rozwazanego uktadu ciagtego zmodelowanego przy
pomooy uktadu dyskretnego. Zauwazmy w konou, ze rownania (2.51) sg zwykly-
mi réwnaniami Langrange’a 2 rodzaju

a 9L i
“owl s Rkl (kel M 1,2,..) . (2.52)

Nalezy Jednak pamietaé, ze wspdtozynniki MMCx1,..,,20) sa zalezne  row-
niez od ozasu poprzez uogoélnione wspoOtrzedne meohaniozne.
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2.4. Zasada dziatania staojonarnego uktadu mechanicznego (22)

Do najbardziej og6lnych catkowyoh zasad wariaoyjnyeh. zalioza sie zasa-
de dziatania staojonarnego, ktora stwierdza, ze ruoh rzeozywlsty spetnia
réwnanie

B ](81 +5A)dt = O , (2.53)

gdzie

5T - oznaoza wariaoje energii kinetycznej
5A - wariaoje praoy sit zewnetrznyoh. dziatajgoyoh na uktad.

Z formalnego punktu widzenia, zasada staojonarnego dziatania napisana
w postaci (2.53) sprowadza sie do odpowiedniego zagadnienia rachunku wa-
riacyjnego. Jednakze zagadnienia te majace powierzohowne podobienstwo réz-
nig sie w spos6b zasadnlozy. W mechanice bowiem symbol 8 oznacza warian-
cje wirtualna, tj. nie oznaoza dowolnych nieskonozenie matyoh przesunieo,
lecz oznacza przesuniecia zgodne z natozonymi na uktad wigezami. Stad wy-
nika, ze tylko dla uktadéw holonomiozoyoh o liozbie stopni swobody réwnej
liozble wspotrzednych uogoélinlonyoh wariacje wirtualne sg dowolne i wobeo
tego zasada dziatania staojonarnego (2.53) sprowadza sie w zupetno$ci do
odpowiedniego zagadnienia raohunku wariaoyjnego. Narazie zajmiemy sie tyl-

uktadami o "n" stopniach swobody 1 o wspo6trzednyoh uog6linlonyoh 31,
5'#*]({]’(”0

Energia kinetyczna uktadu meohanicznego ma postaé

Tm“ m Br *i * i2*54 >

Zachodzi

JTm " Bi *ig8*j e (2.55)
1

Poniewaz wektor wodzaoy poszozeg6lnyoh punktow materialnych Jest funkoja
wspotrzednych uogélnionych

*1 % x| (x1*302% * * > (2.56)
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wob«* tcge wariaoje wirtualne 8*_ wektorbw wodzacych mozna wyrazi¢ przez

*

wariacje wirtualne SX* wspotrzednych uogélnionych. Otrzymamy wtedy

51 Kk
54 *éar’r dac * (2.97)

gdzie sumowanie odbywa sie po k » 1,2feee g

Dla uktadéw holonomloznych zaohodzl

Sil “ Ir 8*! . (2.58)
Po podstawieniu wzoru (2.57) do (2.98) otrzymamy

g *i - Ifi83C k) . (2.99)

aic
WykorAjatuJgo sulgslcl

. _a*. af. _oar. a*
8§T'(--ip) - =V i — - —Vv
aar aar ax* 3ar

roGwnanie (2.99) mezna przepisa¢ w postaol
e

W ariacja praoy sit zewnetrznych 1 rozpraszajacych dzlatajgoyoh na  uktad
wynosi

O A - X k83Ck . (2.60)
Réwnanie (2 .93) mozna teraz przepisa¢ w postaol
i A A A i A ¥R **], .0 ).
to[; el A, got-thg -1 s3fk+at®* e - ° 0 24>
Wykorzystajmy teraz przeksztatoenie
11¢ *A  fee™® -)1*[C Vi
t- i *0
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Pamietajac, ze wariacje 5X znikajg na konoaoh przedziatu catkowania, ma-
my

t@

J [2Z “1*1 m ; 53ck m V i ~ A )Sxk + xk53clt]at “ 0  (2°62)

*o 1 1

Uwzgledniajac oznaozenie (2,54) na energie kinetyozng rozpatrywanego ukta-
du otrzymamy

\] i- + x)53Cldt - 0. (2.63)
tOL gx Jac J

Stad se wzgledu na zalezno$é 53f , otrzymamy oatateoznie réwnania Lagran—
ge’a 2 rodzaju

wUEY L e xk Ax 120 ). 2.64
diot) T wmet Xk n) (2.64)

2.5. Rownania uktadoéw elektromeohanloznyoh

W poprzednich, paragrafach pokazalismy, ze w przyblizeniu guasi-staojo-
narnym rownania "elektryozne" ruchu uktadu z zamknietymi obwodami, skta-
dajacego sie z ruohorayoh i elektryoznle nlesprzezonyoh przewodnikéw ebje-
tosolowyoh mozna zapisaé w postaoi réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju. W-
korzystujac model dyskretny, funkoje Lagrange’« Lfl, ktéora w rozwazanym
przypadku Jest rowna energii klnetyoznej Tg (magnetyczneJ ) uktadu, mozna
zapisa¢ w postaoi

Te “ Le " t “kl4r 1 * (2.65)

gdzie uogdlnione wspdtozynniki Mj» samoindukoji 1 indukoji wzajemnej za-
lezg od wspdtrzednych meohanioznyoh X*, ktore okre$lajg wzajemne potoze-
nie przewodnikéw i sa na ogdt uwiktanymi funkojami ozasu.

Opr6oz tego pokazano, ze Lg - Tg Jest funkcjg tworzaog dla sit meoha-
nioznyoh pochodzenia magnetyoznego. Z rozwazan tyoh wynika, ze elektrycz-
ne i meohanlozne réwnania ruohu mozna potgoza¢ 1 napisa¢ Je w jednakowej
postaoi. Wtym oelu wystarozy doda¢ Tg i Tm

T“re +Tm~>* (2.66)
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gdzie

T# - Jest energig magnetyczng (kinetyczna) uktadu elektrycznego
- energia kinetyczna uktadu mechanicznego.

Praoa wirtualna sit zewnetrznych i rozpraszajacych sktada sie roéwniez
z pracy sit elektryoznyoh 1 meohanloznyoh

8A - )5 + XrbXx . (2.67)
Na mooy zasady staojonarnego dziatania otrzymamy

(2.68)

gdzie funkcja T Jest okreslona wzorem (2.66), a sity uog6lnione F., wzorem
(2.67), przy ozym dla pierwszych n wspo6trzednyoh uogélnionych mamy Cﬁk ]
» (k » 1,2,...,n), pozostate wspo6trzedne uogo6lnione to wspdtrzedne e-
lektryozne el (1 mn+l,...)

Zauwazmy na koniec, ze rdwnania (2.67)ruohu uktadu elektromechaniczne-
go uzyskano przy zatozeniu, ze w kazdym poruszajgoym sie przewodniku pra-
dy sg zamkniete (diyj « 0), tj. przewodniki nie dotykaja sie wzajemnie i

oy ostabimy nieoo te zatozenia.

2.6. Zasada dziatania stacjonarnego uktadéw nleholonomlozn.yoh

Z formalnego punktu widzenia, zasada staojonarnego dziatania napisana
w postaoi (2.48) sprowadza sie do odpowiedniego zagadnienia rachunku wa-
riaoyjnego. Jednakze zagadnienia te majgoe powierzchniowe podobienstwo
roznig sie w sposéb zasadniczy. Wdynamloe bowiem symbol 8 oznacza waria-
oje wirtualng, tj. nie oznaoza dowolnych nieskoriczenie matyoh przesuniec,
leoz oznacza przesunieola zgodnie z natozonymi na uktad wiezami. Wynika
stad, ze tylko dla ustadéw holonomioznyoh o liczbie stopni swobody réwnej
llozble wspo6trzednych uog6lnionyoh wariaoje wirtualne sg dowolne 1 wobeo
tego zasada dziatania staojonarnego (2.48) sprowadza sie w zupetno$ci do
odpowiedniego zagadnienia raohunku wariacyjnego. Zasadnloza réznica mie-
dzy nimi wystepuje dla uktadéw nieholonomioznyoh, gdyz wtedy wariaoje
wspoétrzednyoh uogdlnionyoh spetniajag dodatkowe zwigzki

5 Al *j 6 (1 «1,2,....n-m; s « 1,2,...,m) (2.69)

Ola uktadu nieholonomloznego krzywe bliskie uzyskane w wyniku utworzenia
warlaojl krzywej ruchu rzeczywistego nie beda, ogdlnie rzecz biorgc,krzy-
wymi kinematyeBnle mozliwymi. Zwigzane to Jest z regutami #pr%emiennﬁéoi
operacji d i 5 dla wszystkich wspétrzednych uogé6lnionyoh q <& ,...,<!

24



W dynamloe uktadéw operaoja d oznaoza rézniozkowanie wzgledem czasu. W
zwigzku z tym jest ona okre$lona tylko w punktaoh lezgoyoh na takiej krzy-
wej el = «”(t), po ktorej odbywa sie ruoh. Odpowiadajgoe tej operacji po-
le wektorowe ma postaé¢ (qldt, q“dt). Wariaoja wirtualna 3 oznacza
w dynamloe uktadéw dowolng z nieskonczenie wielu operaoji, ktérych wekto-
ry reprezentujag wszystkie mozliwe przesunleola wirtualne uktadu. Wzwigz-
ku z tym operaoja 5 jest okre$lona w kazdym punkoie przestrzeni konfigu-
racyjnej uktadu.

Z powyzszyoh rozwazah wynika, ze z dwoch operaoji Sd i d5 tylko ta
druga jest okre$lona w kazdym punkoie lezaoym na dowolnej (rzeozywlstej
lub kinematycznie mozliwej) trajektorii ruohu. Wynika to réwniez z rozwa-
zan geometryeznyoh pokazanych na rys. 2.1.

Istotnie w pierwszym przypadku okre$lona jest operaoja dS gl, gdyz o-
kreslone sg operaoje d, 81 i Natomiast w drugim przypadku pokazanym
na rys. 2 operaoja d2 Jest nieokre$lona, gdyz odpowladajgoy jej wektor le-
zy poza trajektorig ruohu. Wobeo tego nie okre$lona Jest rowniez operaoja
de*. Nalezy zatem tak zdefiniowal operaoje d, aby okreslona byta opera-
oja Sd. Nalezy przy tym podkres$li¢ bardzo istotny fakt, ze operaoje d i
S poza trajektorie » q*(t) moga by¢ zdefiniowane dowolnie, a na tra-
jektorii musza pokrywa¢ sie odpowiednio z réznlozkowanlem wzgledem oza3u
1 warlaojg wirtualna.

Podamy teraz jedng, z wielu mozliwyoh, okres$len operaoji d i 5 poza
trajektorig ruohu i zachowujgca zwykty sens tyoh operaoji na trajekto-

riaoh.
Nieoh g1 m el (ul,u2,...,un) oznaoza taki krzywoliniowy uktad wspélrzed-

nyoh w otoozenlu rozwazanego ruohu gl = ql(t), w ktérym ,0,...,0) =
« i (ul). Przypusémy, ze réwnanie wiezéw kinematyoznyoh mozna napisaé w
postaol

4% - af i® (j - mtl,....nj s - 1,2,...,m). (2.70)
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Wtedy w otoozeniu rozwazanego ruohu «a”t) operaole d 1 S nozna okre-
§li¢ nastepujgoo:

da® (k m (2.7ia)

af da8 (k - (2.71M

(k m1,2,..«,W) (2.710)

al 5as fk - n<-i,...,n). (2.71«)

Zgodnie %tyn okreSlenlen przesunigcia dal,da2,...,«an i 5al*%a2»...# sa°

aa oosywiaoie sgodne z wiezami nie tylko na trajektorii, leon réwniez 1 «

jej etoasenlin.

Pona tyn operaoja d i 3 pierweByoh m wspdélrzednyoh ag praenlenne

«5a3-3 «xa3 mo , (2.72)

a forny dwuliniowe pozostatych. n-n wspétrzednych na aooy (2.70) najg po-
Sta«

d5 a3-Sda3 - (V ["aa4+Aw + 9|n|+ Aa*4W + 9\n\+14 3«"
(2.73)
(1 m1,2,.#0HQf j m WS m1,2,.. . ,m).

Jezeli forny (2.73) ag réwne zeru, to a twierdzenia Frobeniuaa [22] wyni-
ka oatkowalno$¢ réwnan wiezéw klnenatyoznyoh.

Whprowadzimy teraz zasada dziatania staojonarnego wyohodzago z  réwnan
d’Alenberta-lagrange’a

(2.74)

Po przeksztatoeniaoh z réwnania (2.74) otrzymany



Catkujgo zatem to rownanie w granicaoh od potozenia poozatkowego do poto-
zenia koncowego uktadu, mamy

tl1  t1l
-] BT+ SA + -~ (i~ bgk-Sinjdt.

Zgodnie z zasadg dziatania staojonarnego przyrébwnamy teraz do zera wa-
riacje na kobéoaoh przedziatu oatkowania. Wtedy otrzymamy

f1
J jSA+ST + -7 g Sgk- Sak)jdt - 0. (2.75)

Wyrazenie to mozemy uwazad za najbardziej ogo6lne pod wzgledem matematycz-
nym sformutowanie zasady dziatania staojonarnego. Wtakim ujeoiu zasada
ta moze by6 stosowana zaréwno do uktadéw holonomioznyoh, Jak 1 do uktadéw
nieholonomicznyoh. Dla uktadéw holonomioznyoh z regut przemienno$oi otrzy-
mamy =01 wobeo tego z wyrazenia (2.75) wynika (2.48). W
zwigzku z tym zasada dziatania staojonarnego w postaol (2.48) jest szcze-
gélnym przypadkiem tej zasady w postaol (2.75).

Dla uktadow nlehotonomloznyoh postaé zasady dziatania staojonarnego,
ktérag mozna otrzyma¢ z wyrazenia (2.75), zalezy od interpretacji regut
przemienno$oi i Jak pokazaliSmy zalezy ostateoznle od wprowadzonego w oto-
ozeniu krzywej ruchu rzeozywistego lokalnego uktadu wspétrzednych.

2.7. Witasnosci geometryozne przestrzeni konfiguraoyjnej uktadu elektrome-
ohanloznego

Zajmijmy sie uktadem dynamioznym, ktérego konfiguraoja jest okreslona
przez N wspotrzednyoh uogdlnlonyoh gk(k = 1,...,N), z ktéryoh pewna czes¢
jest poohodzenla elektryoznego, a pozostate meohanioznego. Wprowadzmy po-
jecie przestrzeni konfiguraoyjnej W, tzn* takiej przestrzeni, ktorej kaz-
demu punktowi bedzie odpowiadata okreslona konfiguraoja uktadu dynamioz-
nego, przy ozym odpowiednlo$é ta bedzie wzajemnie jednoznaozna. Poniewaz
<4 ustalajg Jaka$ konfiguracje uktadu, wieo ustalajg one pewien punkt w
W, a tym samym okre$lajag one pewien uktad wspétrzednyoh w WH.

Struktura topologiczna przestrzeni konfiguraoyjnej odgrywa istotng ro-
le w dynamioe jako$ciowej. Wprowadzmy wieo w przestrzeni W metryke pozwa-
lajgoa okres$li¢ topologie indukowang przez niag. Wezmy w tym celu energie
kinetyczng uktadu

T m A aki ¢ki® (k0 =1,2,...,N), (2.76)
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ktora jest sumg energii uktadu elektrycznego 1 meohanloznego.

T =Te + Tb.

Wspoétczynniki akl sg tu tylko funkcjami wspotrzednyoh uogélnionych, nie
zalezg natomiast od predkosci 4~. Energia kinetyczna mazawsze te samg
warto$¢ niezaleznie od tego, jakie wspdtrzedne uogélnionezostaty  wybra-
ne .

Jest wleo ona niezmiennikiem wzgledem transformaoli wspo6trzednych u-
og6lInlonyoh, a poniewaz 3 jest dowolnym wektorem kontrawariantnym, wleo
wspbtozynnikl afel sg skfadowymi tensora kowariantnego[27] »

Dwie sgsiednie konfiguracje lub punkt w przestrzeni Wpozwalajg okre-
§li¢ metryczng forme kwadratowg

ds2 = a*da~dal = 2T dt2. (2.77)

Przestrzen konfiguraoyjnaW jest wiec przestrzenigRiemannowska o formie
metrycznej (2.77). Nalezy jednak pamietaé, ze badanie ruohu wprzestrzeni
konfiguracyjnej metoda przestrzeni Rlemanna jest tylko wtedy dopuszozal-
ne, kiedy wspotozynniki a. . wystepujace w formie kwadratowej (2.76 )sg tyl-
ko funkojg wspétrzednych uogdlnionych gq° 1 nie zaleza od predkosoi 5 , bo
tylko wtedy mozna je uwazaé za sktadowe tensora kowariantnego,zwanego ten-
sorem metryoznym lub fundamentalnym tensorem przestrzeni.

Przystagpimy teraz do badania ruchu uktadu elektromeohanloznego. Nleoh
w przestrzeni konfiguracyjnej W rozpatrywanego uktadu dynamicznego be-
dzie zadana pewna trajektoria ruohu kinematyoznie mozliwego o réwnaniaoh

a* - k() (k- 1,2,...,»). (2.78)

Definiujemy uogo6lniony kontrawariantny wektor predko$oi jako

4% - (2.79)

Przyspieszenia nie mozna zdefiniowa¢ Jako zwyczajnej poohodnej ozaso-
wej predkos$oi, gdyz wtedy nie otrzymaliby$Smy na ogdét wektora. Zwigzane to Jest z
tym, ze przy obliizenlu przyspieszenia nalezy przenie$¢ rtonolegle wektor
4k (t+h) do punktu na trajektorii rueiiu, ktéremu odpowiada parametr t. Ope-
racja ta wymaga wyposazenia przestrzeni Tg w pewien obiekt geometryozny,
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zwany obiektem réwnolegtego przeniesienia r|j tak, ze tzw. poehodna ab-
solutna pola wektorowego gk zdefiniowana

§8£ . §£ + r\3 ™ (2.80)

bedzie juz wektorem kontrawariantnym [13] .
Postuzmy sie teraz r6zniczkowaniem absolutnym i uog6lniony kontrawarlant—
ny wektor przyspieszenia zdefiniujemy jako

fk - 8§ (2.81)

Jego sktadowe kowarlantne sg réwne

fk - aki §£ o (2*82)

Ze wzgledu na to, ze w sprzestrzenl Rlemanna wspoOtrzedne obiektu réwnole-
gtego przeniesienia rj. sa wyznaozalne przez fundamentalny tensor me-
tryczny otrzymamy

u rt. -t m N . «Feu>

gdzie [lIs,k] sa to tzw. symbole Christoffela | rodzaju.
Ze wzorow (2.76), (2.80),(2.82) 1 (2.83) wynika, ze przyspieszenie moz-
na zaplsa6 w postaoi

N . f2*n>

Napiszmy teraz réwnania ruohu uktadu. Wtym oelu musimy znad wszystkie
sity dziatajgce na uktad, a w szozegdlno6oi wszystkie sity reakcji wiezéw
krepujagoyoh swobode rozwazanego uktadu. Wobeo tego rownanie ruohr uktadu
mozna napisadé w postaoi

t (2.85)
gdzie

X)E - uogO6lniona sita zewnetrzna i rozpraszajgca dziatajgoe na uktad,

- uogoOlniona sita reakojl wiezobw krepujacyoh swobode uktadu.
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Jezeli Interesuje nas tylko ruch uktadu, wtedy sity reakcji sg tyl-
ko wielko$Soiaml pomocniczymi, ktére w miare mozliwo$oi staramy sie elimi-
nowali. Wiemy bowiem o nich tylko tyle, ze muszg one byé tak dobrane, aby
wynlkajgoy z réwnan (2.85) ruoh uktadu byt zgodny z wiezami (2.70).

Punkt przestrzeni konfiguraoyjnej W, reprezentujgoy w danej chwili
ozasu potozenie uktadu, nie moze przesungé sie w dowolnym kierunku, gdyz
wyznaczajaoe jego przesunleole rézniozkl wspdtrzednych uegéinionyoh spet-
nia¢ musza réwnania (2.71). Ogo6t przesunie¢ zgodnyoh z tymi réwnaniami u-
tworzy pewng wymiarowg m hiperptaszozyzne.Stad tez kazdy punkt przestrze-
ni W lezgcej na krzywej reprezentujacej ruoh kinematyoznie mozliwy, a w
szozeg6lnod6ol 1 ruoh rzeozywlsty, bedzie punktem wspélnym tej krzywej 1
odpowladajgoej mu hiperptaszozyzny. Zanim przystagpimy do elimlnaojl wie-
z6w podamy jeszoze pojeoie przesunie¢ wirtualnyoh. Przypomnijmy najpierw,
ze wariaojami wirtualnymi wsp6trzednyoh uogélnionych nazywa sie takie wa-
riacje tyoh wspotrzednyoh Sg , ktére spetniajg réwnania (2.710) wynika-
jgoe z rownania wiezobw (2.70). Wzwigzku z tym, wirtualne przesunieola no-
zemy zdefiniowa¢ jako takie przesunieola uktadu, ktére odpowiadajg wirtu-
alnym wariacjom jego wspotrzednyoh uogoélinlonyoh.

Wdalszyoh rozwazanlaoh ograniozymy sie tylko do wiezéw Idealnych. Mo
wimy, ze wiezy sg ldealne, jezeli praoa sit reakojl tyoh wiezbw na dowol-
nyoh przesunieoiaoh wirtualnyoh uktadu jest réwna zeru, tj.

3A -\ Sg* -0 . (2.86)

Jezeli wymnozymy réwnania (2.85) przez Sa”, a nastepnie zsumujemy po Kk,
to dla wiezow ldealnyoh na mooy (2.86) otrzymamy tzw. réwnania d’Alember-
ta-Lagrange’a

(fk - Xfc) 5~ - ° (k- 1,2,...,N) . (2.87)

Po podstawieniu wzoru (2.84) do (2.87) otrzymamy nastepujgog posta¢ réwna-
nia d,Alemberta-Lagrange’a

*

A XK A “ox ik - . 2.88
[ 9« Al 5 ( )

2.8. Rownanie ru-fau w guasl-wspotrzedsyoh

Quasi-wspdtrzedne wykorzystywano w meohanioe juz dawniej Jako pewne ki-
nematyozne oharakterystyki ruchu uktadu. Jednak dopiero niedawno  wspot-
rzedne uogoOlnione i parametry klnematyozne ruohu zastapiono jednym o0go0l-
nym pojeoiem guasl-wspoOitrzednyoh. Roéwnania ruohu w guasi-witspo6trzednyoh,po-
dane w przegladowej praoy [l4a] Hamela, byty pod wzgledem budowy podobne
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do réwnan Lagrange”a 1 obowigzywaly zar6éwno ukitady hoionomlczne,jak i nie-
holonomiezne.

Wdalszej kolejnosci wykorzystamy idee quasl-wspo6irzednych dla uktadéw
elektromechanicznych. Pomimo, ze quasl-wspé4rzedne ze wzgledu na swoj cha-

rakter nie wystepuja jawnie w funkcji Lagrange®a i wréwnaniach wiezéw
tym niemniej, operacja rozniozkowania wzgledem quasi-wspétrzednyoh jest
okreslona w zupetnosci. Istotnie, niech gK (k =1,2,...,N) oznaczaja
wspoétrzedne uogo6lnione uktadu a gk (kfm 1',2',...,N') - quasi-wspdtrzedne.

Niech ponadto pochodne quasi-wspo6trzednych i predko$oi uogdlnione gK spet-
niajg liniowe zaleznosci

4k' = N rdk 4 4k -A N4 Kkr, (2.89)

gdzie Afe| af zalezg tylko od wsp6trzednyoh uogdlnionych i czasu.

Zaohodzi

AL At”87 * AL A'” b1 * i2.89a)

gdzie 8k i ®k' sg symbolami Kroneokera.

Z drugiego rownania (2.89) wynika

Zauwazmy, ze z réwnania (2.89) wynikajg nastepujace zalezno$oi

Sgk = Ak, SaR , (2.91)

ktére mozna wykorzystan do wyeliminowania z réwnan d’Alemberta—agrange a
(2.88) wariacji wspdtrzednyoh uog6lnionych. Wrezultacie manmy

Sghra 0 . (2.92)

Symbolem T* bedziemy oznaozad funkcje, w ktorej predkosci uogo6lnione
gk zastgpiono przy pomooy zwigzkéw (2.89) pochodnymi quasi-wspo6trzednyoh
gk , Funkoje te spetniajg nastepujgce zalezno$oi



Wprowadzmy jeszoze jeden uproszozony symbol na rozniczkowanie ozgstkowe,

ktéry Jest speojalnie dostosowany do stosowanej w tej praoy metody wskaz-
nikowej, a olanowlole:

S * (2.94)

Rézniozkujgo wzdér (2.89a) wzgledem ozasu oraz wzgledem 1-teJ wspoétrzednej
11 otrzymamy

ACW As + As ST Ak “ 0 (2-95'

Ak’ 91 AS + As' 91 AKr* 0 (2.96)

Wykorzystamy teraz wzory (2.89), (2.93), (2.95) i
pujgoyoh przeksztatoeni

(2.96) do szeregu naste-
Ak-fc - ir iAK' A h A 41 -fs & A"

CTT +AsyilcA ai (Ak' A+ |1 AE 3F AK »

AK - -~ +"T7 4 A 9t< > 41 . (2-984

Uwzgledniajgo zaleznoo6ol (2.97) i (2.98) wrdéwnaniu(2.92),otrzymamy na-
stepujgog postaé rownania d’Alemberta-Lagrange’a w euasl-wspdtrzednyoh

51 oafc ook W oan T BKgh~ xknSak 0 (2.99)

gdzie
af, 4 (31 Ak ~\ Al (2.100)
Pav w (2.101)

Xfor- A XE . (2.102)



Wyrazenia Cﬁ, N oraz Bﬁ, naleza tylko od wzajemnego stosunku wspdtrzednych
uogolnionych 1 poohodnyoh guasl-wspdtrzednyoh, a nie zalezg od struktury
1 ruohu uktadu. Nalezy rowniez zauwazyé, ze réwnania d~Alsaherta-Lagran-
ge’a w euasl-wspoOtrzednyoh (2.99) opisujg uktady, ktére nie posiadajg zad-
nych wiezéw, Jak 1 takie uktady, ktdryoh ruoh jest krepowany pewnymi wie-
zaml. w pierwszym przypadku na mooy nlezalezno6oi wariacji 6q guasl-
wspoétrzednyoh otrzymamy N réwnan ze zwigzku (2.99)

k 22~- A r+tcfr % 41'+ B»ma j - X* (2.103)
dt 34K O0<iK K1 93® * 04® *

(s, Ihk'™*> 12", .. «fN").
jezeli wiezy uktadu majg postac

AWKEAK . 0 f (ic« 1,2,...Nf krm [2'...,IMi) (2.104)

wtedy wygodnie jest w wielu przypadkach tak wprowadzi¢ guasl-wspdtrzedhe
aby na mocy (2.104) np. N-M ostatnich guasi-wspétrzednyoh byto réwnyoh ze-
ru. Wtym oelu wystarozy w szozeg6lnoscl zatozy¢, ze wspdétrzedne uogélnio-
ne 1 N41 ostatnioh guasl-wspétrzednyoh spetniajg zaleznodoi

MK L AVHK ¢k, (2.105)
(k*= 1'2"',...,N-M } k- 1,2,...,N) .
a Mpierwszych euasi-wspétrzednyoh spetnia liniowy uktad réwnan
4k’ - A*'4* | (k'- 1,2,....m"' f km1,2,...,N) , (2.106)

ktérego maolerz jest nleosobliwa.

Wariaoje Sa# 1 na mooy (2.105) spetniajg zwiazki
&aMtkr - Avitkr Sat . (2.107)

Zauwazay, ze nha mooy réwnan wiezéw (2.104) wariaoje auasl-wspdtrzednych
sg réwne zeru

6/7~-0  (kr- I'2',...,NUi") . (2.108)
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Wynika z tego, ze (If-M) ostatoloh wyrazéw w réwnaniu d’Alemberta-Lagran-
ge’a jest réwna zeru. Z pozostatej sumy otrzymamy M rownan

4 qj*,_ + 25741 + XKr, (2.109)
al 94K  9qlc c 9g* K ,30a K

(k'1'- 1,2,...,Mris'- 1'2,...,N) ,

gdyz U pierwszych wariaoji Jest nlezaleznyoh.

Rownania (2.109) niezawierajgoe juz nleznanyoh sit reakojl wiezow tacznie
z (N-M) réwnaniami wiezéw (2.104) 1 Mrownaniami (2.106) stanowig N+M réw-
nan ruohu w quasi-wspo6trzednyoh, z ktérego przy zadanych warto$oiach po-
ozatkowyoh mozna syznaozyd ruoh ukitadu.

2.9. Rownania d*Alemberta-Lagrange,a-Maxuslla maszyny bezkomutatorowej we
wspo6trzednyoh uogdlinlonjoh

Wyprowadzmy réwnanie ruohu bezkomutatorowej maszyny, kt6érej energia Ki-
netyozna T Jest formg kwadratowg pradow wirnika i atojana oraz potozenia
katowego wirnika. Zatézmy, ze stojan 1 wirnik ma 3-fazowe uzwojenie.Niech

i (k - 1,2,...,6) oznaozajag prady fazowe stojana i wirnika odpowiadajace
sitom eldktromotoryoznym efc (k - 1,2,3rR1 R2 - oporno6oi uzwojen stojana
1 wirnika, - wspoétczynniki lodukoyjnodoi wiasnej 1 wzajemnej uzwojen

stojana 1 wirnika. Zaktadamy rowniez, ze stojan i wirnik nie majg Jawnyoh
biegunéw 1 szozelina powietrzna miedzy wirnikiem 1 stojanem jest rowno-

mierna a od kata obrotu wirnika zalezg Jedynie wspdtozynnlki indukcyj-
nosol wzajemnej miedzy uzwojeniami stojana i wirnika, Za wspoétrzedne u-
ogdlnlone rozpatrywanego uktadu przyjmiemy tadunki q~,§ ,...,q , ktéryoh

poohodna jest rowna pragdom poszozegdlnych uzwojen oraz wspoOtrzedna katowa
q7. Przy tak wprowadzonych wspo6trzednych uogdélnionych energia kinetyozna
ma postao

T \ akl A~ i1 » (2.110)

*

gdzie maolerz kwadratowej formy ma postad

7 o .

wox AN S lircos pg Mswcoa*pq? + Mowe°s(pq’ + 0
LK P, W uLcos(pa? * il ygmcos F[i M "o00sipa7 ¢ 0
7 IS “r 1,<*>.(p, 7 # MB c°B(pq7 + M "co. pq7 0
li eoe pq7 MAcoBipar + V ot cw +Ts 1K K 0
1, . ) o

Uameoa (P57 +~  Ma*COB M~"coaipa? + Ik Lrw Sy
~3neos(pa7 ¢ *0*00« (pq7 + «3. COS P,7 -4, i w 0
0 0 0 0 0 "o 3
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Lrs - wspoétczynnik indukoyjnos$oi rozproszenia uzwojen stojana;
- wspo6tczynnik indukoyjnos$oi rozproszenia uzwojen wirnika;

I3®(Z3 rpA n - wspodtczynnik indukoyjno$oi uzwojen stojana zwigzany z

My =
gtébwnym obwodem magnetycznym o przewodnos$oi

ZS - liozba zwojéw uzwojen stojana;

= sz%Aﬂl “ wspotozynnik indukoyjnosoi uzwojen wirnika zwigzany z gtow-

nym obwodem magnetycznym o przewodno$ciABJ

Zw - liozba zwojow uzwojen wirnika;

kg, kw - wspoOtczynniki uzwojen stojana i wirnika;

p - liozba par biegunéw uzwojen silnika;

3? - kat miedzy osiami pierwszego uzwojenia stojana a czwartego
uzwojenia wirnika;

J - moment bezwtadno$ol wirnika,

m9A=kzngA D wspétozynnik indukoyjnosoi wzajemnej uzwojen stojana 1 wir-
nika w przypadku gdy osie uzwojen pokrywajg sie*

City uogélnione wyznaczymy z wyrazenia na praoge wirtualng

SA - Xk 5qk » (el-«141)Sal + (e2~R132)8qg2 + Ce3_nlg})S +

(2.112)
+ (w-hij*) 3 ~ § i*1 ~ R24" &QP - R246 >
gdzie
el,e2,e3 - sity elektromotoryczne przytozone do uzwojer stojana;
=W. —moment zewnetrznych sit meohanloznyoh;
R1,R2 - oporno$¢ uzwojen stojana i wirnika;
h - wspoétozynnik taroia wiskotycznego.

Jezeli uzwojenia stojana 1 wirnika sg potgozone w gwiazde, to z réwnania
d’Alemberta-Lagrange’a

A "xk A =0 {k“1%2,...,m

nie wynikaja bezposrednio réwnania ruchu uktadu, gdyz wariaoje wspo6irzed-
nych uogodlnionych Sak spetniajg nastepujace rownania:

S3l + 592 +Sg-5*0 ,

(2.113)

537" + 8 3-5 + 8 =0
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wynlkajgoe z réwnan wiez6w napisanych na mocy | prawa Klrohhoffa

il+42+i3 -0 ,
(2.114)
i4 +i5+i6 »o0

Reakoje wiezdw krepujgoyoh ruoh rozpatrywanego uktadu wyeliminujemy
.rowadzajgo speojalne quasl-wspétrzedne ql1,92,...,9 7. Nieoh poohodne qua-

si-wspotrzednyoh 4k 1 predkos$ol uogdlnione 4k spetniajg liniowe zalezno$-
oi

Akralc + 4k - A[ 4k i (K= 1.2, 7 z g

macierz uktadu réwnan (2 .115) ma postad

by, l u
Y foos *V -fo o " **$). -0 cos(*, +8§i) 0 0 a
P12 %120 LF Ln(h + 0 sla(A +fi) 0 0 0 (2.116)
0 0 0 . 1
) W Ti*
0 0 0 VlCC}-It/g coa(te +/‘f)» nyoe(/\z "
tij - coOt, “> - pulsaoja napigoia zasilajgoego stojan,
n - pq7

Poniewaz energia kinetyozna uktadu Jest nlezmlennioza funkcjg  wspot-
rzednych, otrzymamy

k *1' | ak'x' 4k41 = T* t  (2.117)

gdzie

Vo olrm *kl A AP (2.118)
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Zgodnie z prawem transformacji (2.118) wspodtczynniki a”r ~ mozna zaplsad w
guasi-wspotrzednych w postaol maolerzy

trs 0 0 0 0 0
oL © 7 Ms 0 0 I Msw 0
"s +2M 0 0 Sw
[V il 0 w 0 0 (2.119)
sw 0 0 Lrw + ¢{«w
0 2 Mw 0 Lw +\ \ 0
O ) 0
Energia uktadu w guasl-wspdétrzednyoh wynosi wiec
T*" + Lrsiil'2 + + (Lrs + + |-Maw +\ iLrs + £ +

(2. 120)
+\ Mw 4346+ \ 1*,i/)2 - &fi*x. +\ M)(i5)2 +£ i, &} M)(i6)2 +

+Ej(1)2 .

Napiszemy teraz réwnanie d”leoberta-Lagrange’a w guasl-wspdtrzednyoh —w
postaol (2.99)

flp+tck'I'"*7 il +Bk'c" V sdk -0

ar ?
Wspotczynniki CE, jf oraz BIgn'Wystepujaoe w tym réwnaniu wyznaozymy ze wzoru
(2.100) 1 (2.101). Zauwazmy w tym oelu, ze wspo6tozynnlkl A”rstanowia ele-
menty maolerzy transponowanej do maolerzy [a|"), gdyz maolerz [a£] jest
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f
maolerza ortogonalng. Wykorzystujgo to przy obliczeniu Cg, i bg,rotrzyma-
ny

S " Fs pp ooyt
(2.120)

B%/':Bar'-u;o, BJ - bJ - - w

pozostate natomiast wspdtozynniki CY vy i éﬁ sg réwne zeru.
Obliozmy teraz sity zewnetrzne 1 rozpraszajace dziatajace na ukiad w qua-
si-wspo6trzednyoh.

My
XK ik * RKI A AR * (2.121)
gdzie
0 gdy k fi 1,
k 1% 1*2,3,
Kl Rg K»1=4,5 5,
h k =1»7.

®1**2,e3 ” zewnetrzne napieola przytozone do faz stojana e = e = e » O

Po przeksztatoeniu (2.121) otrzymamy
_ : . 2’ : " (2.122)
= eN "mR1lq i Xg Oerf R1 *  x3'"* ®3¥r" R1 :
y = - R2q4' { X5r- - R245 i X6r=- R206 i Xy - - W - hq7
V = ek AL (k' = l'»2'«3,)
Zauwazmy teraz, ze na mooy (2.115) zachodzi

84*'= . (2.123)
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Zrelacji (2.123) wynika, ze

Sgl = Ajj. 84*% = —4 (5gl + Sg2 + 5q3) ,
(2.124)
59A = af 3gk = -1, (Sg* + 895 + 84n)
/T
Podstawiajac réwnania (2.113) do (2.124) otrzymamy
841 - 0 j 84~ » 0 . (2.125)

Wynika z tego, ze pierwszy i ozwarty wyraz wréwnaniu (2.%?) jekﬁt I:\;réwn¥
Zegy. Z pozostatej sumy pa mooy niezaleznodoi wariacji 3q , 59 , 8q , Sq,
Sq - otrzymamy 5 réwnan

k f?2 +4 - X2-¢c 0 *

NSAH4N L x3e

h g j +4rfj? m4 Ep'- Xy- O, (2.126)
d 9T* . p¥%
5F 6°7" D 94“

d_ 31* .5
gt 947 * 7'6r
gdzie

o4 (s +1 M + 1 Msw 45 »

(Lrs + 1 M3 +\ Mw ~ »

3
S¢" <Lw [ K Ao+ Mw A » i2*%1274
dg  MWEL WA e M
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% _ - J4T7',
9q7

(2.127)

» 0O dla k'=1\2r...,7"'
9gK

Podstawiajac zwiazki (2.120), (2.122) 1 (2.127) do ukiadu réownaé¢ (2.126)
otrzymamy

o2f

Cs+\V T Nif- - valss *2 NIR3- uo2 b +Rsz “\/>

Ls +EV Ff+i NiVIf- +va(Ps +1 IB2+40 1 Mvs +ROy * "

(brw + N w) e+ \ Msw -, + pilrw + £ “w>4647 + P f Msw 4*47
- “ofMrw + \ “w)i6 “ Mo f Mew i3,+ R245r“ 0 (2.128)
(Lrw + 2 “wNif-+1i Mwit-p(Lrw + £V 4547 - P\ iZqg j\

+ “o(Lrw+ \ “w*5" +“0 \ Mg, i2' +R246 -0,

(j47) +p\ M, (4246 - 4745)+ &7 +m wmo.

WoprowadZmy nastepujgce oznaczenia

p7 . 57 EN nf
X1 *4 » *2*4 »x3*4 » x4=4, x5- Pd
(2.129)
Yl - e2r* v2 - ey
ok’
Rozwigzujgc uktad réownan (2.128) ze wzgledu na poohodne oraz stosujgo
oenaozenla (2.129) otrzymamy
dx.
KT * -*1*1 + a2x2 + a3x3 + adx4x5 + abX2eX6 + °1vl
dx2
ST-" "a2x1 “ alx2 + a3x4 “ a4x3x5 “ abx1x5 + °1lv2 i2¢130)
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dx

Si2

dx4

axb

3T

gdzie

" abx1l - a7X3 + a2x4 - a8x4x5 “ a9x2x5 " °2V1
= abx2 - a2x3 “ a7x4 + a8x3x5 + a9x1x5 “ °2y2
' -*12x5 + allix2x3 “ xIV “ Wall » (2.130
0 - (Lra + "MsHLw + ;M*) - (f M,>2
HL(w Fi A )
al & . a2 -wo »
B2 i Mw (Lrw+i“w'\rrbN
83 " B » - 5— * e (2.131)
a- £ N as-@/ A

L-HW £V , N fe+fy  *lal

a9 - (g *ti M)\ Mw 490 _ P24 Pk

111 “ f i ai2 - T
trw + | «w ”
o # oo » 8y u

Obliczenia przeprowadzimy dla silnika typu SZUDa H6ac o danyoh znamiono-

wych
PN * 38 [kw]
L
- 2,5,
N

, ljj « 56,5 [4a] |, Qj « 980 [obr/min] oos® . 0,86

1r - 86 [A] , U - 288 [v] , 0,91

przy momencie bezwtadno$ol J m 3,52 [ifms2]
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Uodn ~

Jodn

Eodn

L .
odo

“odn

odn

WN meoh “ é‘] nN

wartosci

&

Wyrazimy teraz wszystkie nielko$oi wystepujgoe w uktadzie rownan (2.130')
w Jednostkach wzglednyoh. Za Jednostki wzgledne przyjmujemy
i- - czas odniesienia,
wo
% max - amplituda napleoia znamionowego stojana,
IN max - amplituda pragdu znamionowego stojana,
UN' max - oporno$é odniesienia,
max
com - Indukoyjnos$é¢ odniesienia,
V Itiax
“o - predkos$¢ katowa odniesienia dla wirnika,
- moment odniesienia,
“ N meoh
“ znamionowa predko$¢ katowa wirnika.
Wspctozynniki (2.131) w Jednostkach wzglednyoh przyjmuja nastepujgoe
al - 0,140 ab - 6,670 ag <« 10,770 hl - 5,500
a& =0,196 alQ » 0,00234 =®2 » 7,720
ag » 0,116 a? =0,187 »11 = 0,00317
a4 =4,760 ag » 7,670
WprowadZmy nastepujgoe oznaczenia
. t1(x)
X2 f2(x) "C, 0°'
fi(x 0 C1
X3 m - J(x) ve b, c= (2.132)
- f4(x) v2 <
<5 f5(x) 4° o
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przj oEjm

@I) 1
P
P

f.(x) - _ aixl + a2x2 T aye, +W 5+ abx2x5

|2(X) - - ale - alX2 + a3x4 - a4dx3x5 _ a5X1X5

f-J-(X) = abxl “ a7x3 + a2x4 - a8x4x5 “ a9x2x5

V X) wabx1 « a2x3 ~ a7x4 + aBx3X6 + a9X1XG
fjiaC) » ~ ai2x5 + alO(X2X3 - X1X4) - Waii

Uktad dynamloBoy (2.130) prcyjmle teraz nastepujgog postad sektorowg

W £[x] + Cr o (2.133)
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3. STEROWANIE UKLADOW ELEKTROMECHANICZNYCH

Zagadnienia sterowania optymalnego zostato postawione w latach piec-
dziesigtych obecnego stulecia.

Poczatkowo zagadnienie to prébowano rozwiagza¢ wykorzystujac metody kla-
sycznego raohunku wariacyjnego- W 1956 roku L. Pontragln wraz ze swymi
wspoétpracownikami sformutowat tzw. zasade maksimum [24] okredlajgo warun-
ki konieczne do ekstremum funkoJonatu, zaleznego od wspotrzednych stanu
obiektu i sygnatdw sterujgcych obiekt, powigzanych miedzy sobg przez row-
nania roézniozkowe tego obiektu. Niezaleznie od aagady maksimum R. Bellman
[4] sformutowat tzw. zasade optymalnos$ci, kt6rg mozna réwniez stosowaé do
otrzymania réwnan opisujgoych sterowania optymalne obiektu. Rozwineta sie
taz metoda funkoJonatdw Lagrange’a bazujgoa na oparciu pojeolowym topolo-
gii i analizy funkcjonalnej [l4] * Z najnowseyoh prac w tej dziedzinie na-
lezy wymienié przede wszystkim publikaoje Dubowleokiego i Miliutina [§ w
ktorej autorzy uzyskali bardzo ogo6lne warunki optymalno$oi zwane przez
nich réwnaniem Eulera. Z warunkéw tyoh mozna z kolei otrzymaé znane Juz
rezultaty teorii optymalizaojl, Jak np. zasade maksimum Pontrlaglna oraz
metody typu funkojonatéw Lagrange’a. Wtej oze$oi praoy ze wzgledu na po-
sta¢ matematyczng rozpatrywanego obiektu bedziemy bazowali na zasadzie ne
ksimum Pontriagina. Wykorzystujac pewne  waruski konieozne na ekstremum
funkojonatu bedziemy poszukiwali sterowan suboptymalnyoh, ksztattujgoych
charakterystyki dynamiczne maszyny asynchronicznej.

3.1. Zbiér sterowan dopuszczalnych

Zatozmy, ze mamy dany uktad dynamlozny o réwnaniu (2.133) przy ozym
(TLtT2) Jest Jego przedziatem okre$lono$oi. Niech U Jest zbiorem funkcji
przedziatami oiggtyoh. Elementy u(t) zbioru U bedziemy nazywali sterowa-
niami.

Zatozmy, ze dla kazdego t z przedziatu okre$lonosci (T"»T2)uktadu'jest
zadany podzbidr U\ przestrzeni Rfi (przyjmowany zwykle jako domkniety »ogra-
niczony i wypukty lub Jako oata przestrzen). Oznaozmy przez ii zbiér zbio-
row Ufc, to znaczy

(3.1)
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Mozemy wowczas sformutowadé definiolJe:

Definicja, Jest nazywane zbiorem ograniczonym w chwili t, a £2 Jest na-
zwane zbiorem ograniczajacym. JeS$li U Jest zbiorem wszystkich funkoji o-
granlozonyoh przedziatami oiagtyoh u(t) okres$lonych w (T.|,T2) takich, ze

u(t) e dla t e {T1fT2>, (3.2)

to méwimy, ze T Jest zbiorem sterowan spetniajgcych ograniczenia Q lub
ze U Jest zbiorem sterowan dopuszozalnych. Odpowiednio, kazdy element ueU
Jest nazywany sterowaniem dopuszczalnym.

Przystagpimy teraz do okre$lenia sterowan dopuszozalnych silnika asyn-
chronicznego. Punktem wyjscia dla konstrukcji sterowah dopuszozalnych be-
dzie oosinusoidalne napiecie trdjfazowe o pulsaoji ¢

01 « T%OOS OJOI

e2 = UaoosiolOt + kf) (3.3)

63 “ unoos"dot +
Abstrahujgc narazle od realizaoji teohnloznej, zat6zmy ze sygnatem steru-
Jgoym rozpatrywany ukiad dynamlozny bedg trzy niezalezne funkcje unft),
up(t), u,(t) ograniozone (tzn. UA"t) < 1, i = 1,2,3), przedziatami oig-

gte, modulujace odpowiednio oosinusoidalne napigcia trdjfazowe (3.3).
Zgodnie z prowadzonymi oznaczeniami mozna napisaé

IMit)! £1, 1« 1,23 dla t e (TATg)>.(3.4)

Widzimy wleo, ze zbidér ograniozajacy Jest kostkg 3-«ymiarowg w R”.
Zgodnie z naszymi zatozeniami, napigoia tréjfazowe przytozone odpowiednio
do poszozeg6lnych uzwojen stojana w Jednostkach wzglednyoh przyjmujg na-
stepujaca postao

el « un(t)oos t

e2 = u?(t )oos(t + (3.5)

ej *u”it)co3(t + -y) e
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Zwroémy teraz uwage na wyrazenie Cv wystepujgce w réwnaniu (2.133). Za-
chodzi

L
&
Vil 2 " B

= (3.6)
v2 63 Agxey

Podstawlajgo wapdtozynnlkl (2.116) oraz zalezno$ol (3.5) do (3.6) otrzy-
many

jurd+oos 2t) + u2(1+o003(2t + 27~) + u~(l+oos(2t + N))j

- h ? [*Isln 2t + u2sIn(2t + Zj) + u3sIn(2t + *f>]
Wyrazenie Cy przyjmuje teraz poatad
hl[l+oo0s2t] , bl[l+coa(2t + )] » b.,[l+oos(2t + ~j)]

-b~aln 2t, -b.|SIn(2t + ~j), -b.jSin(2t + 7)) B1°
Cv» (3.7)

-b2 [I+00a2t], -b2[l+ooa(2t + )] » -b2[l+oos(2t + ™)]

b2 aln 2t b2 aln(2t + (j), b2sIn(2t +

gdzie

n -0V 2t A
tE M

*2 1t VvV \i?*" 3»150

Podatawlajgo wyrazenie (3.7) do réwnania (2.133) otrzymamy
= f [x(t)] + BI(t) tt(t) . (3.8)

Wrozpatrywanym przypadku sygnaty aterujgoe u,|t u2, niezalezne.
Gdyby natomiast zatozy¢, ze sygnaty modulujgoe ooalnuaoldalne napleole po-
szczeg6lnych faz sg ldentyczne, tzn.

«l - u2 - «3-u
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to B.« przyjmie nastepujgoa postad

3b,,

B1* 0 u-bu. (3.9)

-3b,,

Roéwnanie (3.8) przyjmie teraz postao
fIx (D] + 1» (1) . (3.10)

Rozpatrzmy Jeazoze jeden wariant sterowania silnika asynchronicznego gdy
sygnatem sterujacym bedg trzy niezalezne, ograniczone 1 przedziatami ola-
gte przebiegi napiecia u”it), u2(t), un(t).

Zachodzi wiec

- Ujft) ,  e2 - u2(t) , er *ulit) (3.11)

gdzie juk (t)] ufi dla k » 1,2(3.

Jezeli wieo przebiegi napieoia uk(t) wyrazimy w Jednostkach wzglednyoh
(wtedy (ofcit)) < 1), to zbidr ograniozajacy Jest réwniez kostkg 3-wymia-
rowg w Rj.

Podstawmy teraz wyrazenia (3.11) do (3.6). Otrzymamy wtedy
cos t + n2 oosit + LJ%B + uysosit + 2'1%
-«1 sin t - u2sin(t + ) - u”sInCt +

Wyrazenie Ct bedzie miato nastepujgog postaod:

d”oos t, d~cosit + d~oosit + £j)
-d”™sln t, -d7sinit + 7j), -d7sinit + N ) b2u
cT (3.12)
-d,oo0s t, -d2oo0s(t + ), -d2oos(t + %j)
djSin t, dgSinit + ), d2sin(t +
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gdzie

® “ °I"ry = 4,480, d2 “ °2~"J “ 6,300.

Rownanie (2.133) nozna teraz zapisa¢ nastepujaco

+ B2(t)u(t) . (3.13)

Wdalszej oze$oi praoy bedziemy zajmowali sie sterowaniem uktadu dynamloz-
nego w postaci (3.8), (3.10) lub (3.13) w zalezno$oi od tego, jaki zbior
sterowan dopuszczalnych bedziemy mieli na uwadze.

3.2. Funko.lonat .lako$ol sterowania

Wybér postaoi matematyoznej wskaznika Jako$oi dla uktadéw elektromeoha-
nloznyoh jest w duzym stopniu sprawg subiektywng. Wazng role w okreS$le-
niu odpowiedniego funkojonatu dla danego zagadnienia odgrywa doSwiadoze-
nle i intuioja inzyniera. Ponadto funkojonat bedzie zalezal od wymaganego
dziatania uktadu. Wtej praoy skupimy sie tylko na ksztattowaniu charak-
terystyki dynamicznej momentu elektromechanicznego w maszynie asynohro-
nioznej. Moment elektromeohaoiozny jest funkojg stanu uktadu dynamicznego
w postaoi réwnan (3.8) i wyraza sie nastepujaoo:

Mem *12ix2x3 " xIV * (3.14)
Zatézmy teraz,ze sterowanie uktadu (3.8) wyno3l U
Woéwozas
0 (3.15)
Bitt  _3p2 '
0
Podstawiajgc wyr zenie (3.15) do réwnania (3.8) otrzymamy
Sjali-£[*(t4] +b . (3.16)

Rozwigzujac uktad roéwnan (3.16) przy zerowych warunkach poczatkowych na
maszynie oyfrowej otrzymamy przebieg momentu Jak na rys. 3.1, 3.2. Widzi—
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my wieo, ze w poozatkowym okresie moment wykazuje bardzo znaozne oscyla-
cje. To niepozadane zjawisko osoylaojl momentu bedziemy starali sie zmini-
malizowa¢. Narzuémy pewne przebiegi momentéw elektromechanicznych, ktére
bedziemy realizowa¢ poprzez dobér wiasolwyoh sterowan spos$réd sterowan do-
puszczalnych. Naturalnym zadaniem Jest, azeby charakterystyka momentu e-
lektromeohanioznego funkojg predkosci katowej wirnika byta mozliwie maksy-
malna dla matyoh predkos$oi, niezaleznie od wtgozonyoh oporéw do  uzwojen
wirnika. Tradycyjnie rzecz blorgo problem rozwigzuje sie przez wigozenle
oporu w obwdd wirnika® Jednak postepowanie takie nie eliminuje osoylaojl
momentu elektromechanicznego (por. rys. 3.1, 3,2), Bedziemy wiec poszuKki-
wali takich sterowan, ktére minimalizujg nastepujgoy funkcjonat jakosol

(3.17)

gdzie
LIx(t)] =1[m z - al2ix2(tts?it) - x1(t)x"(t))]12 , (3.18)

przy ozym t~ nie jest ustalone.
Minimallzaoja funkcjonatu (3.17) nie zapewnia jeszoze oatkowltego uksztat-

towania charakterystyki dynamicznej momentu elektromechanicznego. Nalezy
bowiem doprowadzi¢ uktad do stanu ustalonego. Majac to na uwadze, wezmy
charakterystyke statycznag momentu elektromechanicznego. Otrzymamy jg roz-
wigzujac uktad roéwnan

feM + 3bl1 =0

f2W o

f3[x] - 3b2 - 0

(3.19)

W -0
ze wzgledu na x1(x5), x2(x5), x3(x5), x*(x5) 1 podstawiajgo tak otrzymane
rozwigzanie do réwnania (3.14).
Daje to



gdzie
d = 1,132} 02 = 1,0017} ol « 2,013}  0Q = 1,057}
dla
R2 « 0,079[ft] }
d = 2,680} 02 - 1,0017} ol = 2,031} 00 - 1,327}
dla
R2 =0,179[ii] , tj. R2 flod = 0,I[ft]

Widzimy z rys. 3.1, 3.2, ze moment elektromechaniczny statyozny osigga ze-
ro dla predkos$ol x* = 1, oo odpowiada predkos$ci synohronioznej wirnika.
Bedziemy wleo minimalizowaé¢ odstepstwo momentu elektromechanicznego od
charakterystyki statycznej momentu. Matematycznie rzecz biorgc nalezy po-
szukiwa¢ takich sterowan dopuszczalnyoh, ktére zminimalizujg nastepujgoy
funkcjonat jakosSol

I(u) =§( L[x(t)]dt , (3.21)

fcl
gdzie

_rt ' de_x'(zt)i 12(x2 (t )x3(t 1(t tenit
ilx(t) _|_02x‘(t) ) CAi“t-S-“:o_o- al2(x2(t)x3(t) - x1(ttenit))

Przyjete funkcjonaty jakos$ci sg $olsle zwigzane z ksztattowaniem charakte-
rystyki dynamicznej momentu elektromechanicznego 1 abstrahujg od dziata-
nia uktadéw mechanicznych sprzezonych z maszyng asynchroniczng. Zatozylis-
nmy bowiem, ze moment meohanlozny na wale maszyny Jest roéwny zeru. Nie-
mniej Jednak wyniki uzyskane dla tak okre$lonyoh funkcjonatéw Jako$ol be-
dg cenne dla projektantéw konkretnyoh uktadéw elektromeohanioznyoh.

3.3. Podstawienie zadania sterowania

Zaktadamy, ze w ReX(T.|,T2) Jest zadany pewien zbiér s = SIx(T1,T2)
(3.20), ktory bedziemy nazywali zbiorem docelowym. Elementy zbioru doce-
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lowego sa parami (x,t), sktadajagcymi sie ze stanu x(t) i punktu t prze-
dziatu okreslonosci. Przyjmujemy, ze

S1 =|*IX5 “us 0< w<1lf +:- xk>---i dla ™ 12,3/} (3.21)
Zauwazmy, ze zbior docelowy ma te witasnos$¢, ze w kazdym punkcie mozna
Jednoznaoznie okresli¢ Jego normalna, stanowi bowiem hiperptaszozyzne

ozterowymlarowg. Zbiér docelowy (3.20) bedziemy brali pod uwage, gdy nie
bedziemy naktadali zadnyoh ograniozedé na wspétrzedne stanu uktadu.

Przystagpimy teraz do formalnego sformutowania zagadnienia sterowania,
ktéorego oelem, potocznie mdwlao, bedzie minimalizacja osoylaoji momentu
elektromechanicznego w poozatkowym okresie rozruchu maszyny asynohronioz-
nej.

Zagadnienie 1

Jest dany uktad dynamiczny o rownaniaoh (3.8) stanie poozatkowym
x(tQ) = O, chwili poczatkowej tQ =0, zbiorze dooelowym (3.20) S =
* S1x(T1,T2) i zbiorze sterowan dopuszczalnych U spetniajagcyoh ogranicze-
nia (3.4). Nalezy znalezé sterowanie u e u przeprowadzajace (x(t0), tQ)
w S tak, zeby (x(tl, U/t f-ij x(ta) , t1) e s i minimalizujgoe funkojo-
nat Jakosci (3.17) ox A

J(U) = J(x(t0), tO, u) :j LIx(t)]dt
*0

gdzie t.j Jest pierwszg ohwilg ozasowag nastepujgog po tQw ktdérej trajek-
toria x(t) - x[t} U(t } x(tQ)] osiaga S.

Dowolne sterowania u*, bedaoe rozwigzaniem zagadnienia sterowania,Jest
nazywane sterowaniem optymalnym. Zauwazmy, ze sterowania optymalne nie mu-
szg istnied. Wiemy Jednak, ze sterowanie u”(t) = = u”it) = 1 pozwa-
la osiggng¢ zbidér docelowy S. Majgo to na uwadze bedziemy poszukiwali ste-
rowan suboptymalnyoh wykorzystujac w tym celu warunki konieozne dla zagad-
nienia 1. Znalezienie sterowan suboptymalnyoh bytoby cenne z inzynierskie-
go punktu widzenia, pozwolitoby bowiem odpowiadaé na pytanie Jakie sg mo-
zliwosci ksztattowania charakterystyki momentu elektromechanicznego w po-
ozatkowej fazie rozruchowej.

Zatézmy teraz, ze zbi6ér docelowy S ma postac

S = jx1f x (T1,T2) , (3.22)
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przy czym x1 Jest jednym punktem dla ktérego zaohodzi
f[xj +b - 0. (3.23)

Widzimy wiec, ze punkt x1 Jest punktem rownowagi uktadu (3.8) mozliwym do
~1

utrzymania przez sterowanie u . Dla zbioru docelowego (3.22) sformu-

tujemy nastepujace

Zagadnienie 2

Jest dany uktad dynamlozny o réwnaniach (3.8) stanie poozatkowym
X (t0) = O, ohwlli poczatkowej t0O m O, zbiorze docelowym (3.22)|xJ x(D)T2)
i zbiorze sterowan dopuszczalnych D spetniajgoyoh ograniczenia (3.4). Na-
lezy znalez¢ sterowanie u e T przeprowadzajgoe (x(t0),tQ) w jx1jx(T.J,T2)
minimalizujgoe funkojonat jakos$ci (3.21)

f o dd-x5(t))
J(u) =J(x(tn),tn,u) = — 2.1
Y 0) Lo2x |(t )-CIX5( t)}*C,

“ al§(x2(t)x3(t)-xl(t)x’\(tj dt,

przy ozym x (tl) = x”.

Zagadnienie 2 sterowania bedziemy nazywali zagadnieniem z ustalonym
punktem kodoowym i swobodnym ozasem. Jezeli punkt x1 Jest punktem réwno-
wagi uktadu dynamicznego (3.8), tzn. spetnia réwnania (3.23), to mowimy,
ze mamy do czynienia z zagadnieniem stabilizaejl.

Sterowanie bedgoe rozwigzaniem zagadnienia 2 pozwoli nie tylko zmini-
malizowaé¢ osoylaoje momentu elektromechanicznego maszyny asynohronioznej
leoz réwniez osiggnagé stabilny punkt praoy wynikajgoy z zasady dziatania
oatego uktadu elektromechanicznego.

Przystagpimy teraz do sformutowania warunkdw konieoznyoh dla zagadnie-
nia 112.

3.4. Zastosowanie zasady minimum Pontrlaglna

W tym punkoie sformutujemy zasade minimum Pontrlaglna dla dwooh zadan.
Przed napisaniem twierdzen wprowadzimy pewng dodatkowa terminologie 1 za-
pis. ]

Niech H(x,p,u) oznaoza funkcje rzeozywista 5-wymiarowych wektorZw x,p
oraz 3-wymlarowego wektora u dang wzorem

H(x,p,U) = L(x)+ <p,f(x)>+<p,BU>, (3.24)
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przy ozym £(x) + 3u jest funkcja, ktora okresla nasz uktad, czyli prawa
strong réwnania stanu, a L(x) Jest funkcjg podoatkowa wskaznika jakosci.
Méwimy, ze H(x,p,u) Jest hamiltonianem (funkcjg Hamiltona) naszego zada-
nia, a p jest wektorem (stanem) sprzezonym.

Zauwazmy, ze funkcje H(x,p,U) i $j (x,p,U) sa ciggte w R5xR5xSix(T1,T2)

Co wiecej Jest dobrze okre$lone i dane wzorem
(x,p,u) = £(x) + 3u. n (3.25)

Nieoh x (t0) bedzie stanem poczatkowym, a t0 ohwilg poczatkowag.Jezeli u(t)
Jest pewnym dopuszczalnym sterowaniem 1 jezeli przez x (t) oznaczymy tra-
jektorie uktadu wychodzacg z x (tp\ =x(tQ) = 0 odpowiadajaca u(t), to dla
kazdej funkcji p (t)

Siip =~ [x(t),p(1),S(t),t] = f[x(t)] + B (t«(t). (3.26)

Ti dodatku, Jezeli X Jest dowolnym 5-wymlarowym wektorem, to liniowa réw-
nanie rézniczkowe

ZEIU =- H [x(1),p(1),ii(1)] * - [x(®] - -~ ~[Tp(t) (3.27)

ma jedyne rozwigzanie p(t,#) spetniajgce warunek poozatkowy pit fsc) = it
Uktad dwdoh réwnan rézniczkowych

=N [x(t),p(t)u(t),t] =Ff[x()] + B(t)u(t)
(3.28)

AIfL- - H REApomit»*]=- A 0dt] “{i [ it

nazywamy uktadem kanonicznym (lub Hamiltona) rozpatrywanego zadania. Je-
zeli ii(t) Jest sterowaniem dopuszozalnym, a x(t) Jest odpowiadajaca mu
trajektorig, to moéwimy, ze kazde rozwigzanie p(t ) ukiadu (3.27) odpowiada
u(t) i 2(t). Innymi stowy, p(t) odpowiada S (t), Jezeli p(t) i x(t) sg roz-
wigzaniami uktadu kanonloznego. Obowigzuje przy tym:

TWIERDZENIE 1. Zasada ninimum dla uktadu zaleznego od ozasu i z ustalonym
punktem tko6oowym, dla zadania 2.

Nieoh jftt ) bedzie dopuszczalnym sterowaniem przeprowadzajagcym uktad z
punktu (x(tQ),t0) w zbiér S = |x1x(T1,T2). Nieoh x*(t) bedzie trajekto-
rig roéwnania (3.10) odpowladajgog u*(t), wycnodzaog z (x(t0),tQ) i prze-
cinajgoa S w chwili t., (innymi stowy x*(t.,) = x1). Aby n*(t) bylo optymal-
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ne dla funkcjonatu jako$oi (3.21) konieozne jeat istnienie funkcji p*(t)

takiej, ze

1°  p*(t) odpowiada u*(t), x*(t) tak, ze p*(t), x*(t) sg rozwigzaniami
uktadu kanonicznego!

gonn = Y0 [x*(t).p* (1),u*(t).1] (3.29)
« _H [x*(t),p*(t),u*(t),t] (3.30)

spetniajgcymi warunki krancowe:
x(t0) =0 , x*(tl) =x1 (3.31)

2° Hx*(t),p* (t),u*(t),t] jako funkcja u wfi ma absolutneminimum w punk-
oie U «u*(t) dla t e [tO,t.,]

min  H[x*(t),p*(t),u,t] - H[x*(t),p*(1),U*(1),t] (3.32)
uefi

lub oo réwnowazne
H[x*(t),p*(t),u*(t),t] < H[x*(t),p*(t),u,t] (3.33)

dla wszystkich uefi ;
3° Funkcja H[x*(t),p*(t),U*(t),t] speinia zaleznos$¢

)

H[x*(t),p*(t),U=*(t),t] =-j [([x*(r),p*('r),'0*(f),ildi (3.34)
t

H[x*(t1),p* (t),U*(t1),t] - O, (3.35)

przy ozym t.j Jest nieokre$long ohwllg korcowa.

(0]
TWIERDZENIE 2. Zasada minimum dla uktadu zaleznego od ozasu =z nieustalo-

nym punktem koricowym dla zadania 1.
Nieoh u*(t) bedzie sterowaniem dopuszozalnym przeprowadzajagcym (x(tQ),

to) w zbiér docelowy (3.20)



Niech x* (t) bedzie trajektorig odpowiadajaca u*(t) wedtug roéwnania
(3.10), wyohodzaeg (x(t0),t0) i przecinajgog S w t~. Aby u*(t) byto opty-
malne dla funkojonatu Jako$oi (3.17) konieczne jest istnienie funkcji
p*(t) takiej, ze sa spetnione nastepujgce warunki:

1°  Jakw TWIERDZENIU 1 rownania (3.29)i (3.30) zwyjatkiem warunkéw
krancowych, ktére przyjmujg postad

X*(t0) =0 ,(x*(t1),t1) e S (3.36)

2° Jak w TWIERDZENIU 1 r6éwnania (3.32) i (3.33).

3° Jakw TWIERDZENIU 1 r6éwnania (3.34) i (3.35) przy czymt® Jest pierw-
szg chwilg, w ktorej trajektoria x*(t) przeoina zbiér dooelowy S.

4° Wektor p*(tl) Jest transwersalny do zbioru

=|x:x5=coj 0<“>dj - H<xlc<+<»$ dla k = 1,2,3,4], (3.37)

przy czym warunek transwersalno$oi w punkoie x*(tl1) mozna wyrazi6 za-
leznosciag

<p*(tl), x-x*(t1)> “ O dla . x wS1, (3.38)

gdyz S.| jest hlperptaszczyzng 4-wymiarowa.
Zauwazmy przede wszystkim, ze Jedyng r6znicg miedzy twierdzeniami 1 i
2 Jest dodatkowy warunek 4° twierdzenia 2, w ktdrym Jest mowa o transwer-
salno$oi (to Jest prostopadto$oi stanu sprzezonego do zbioru dooelowego).
Twierdzenia 112 zaoytowano z prao [2] [6] jednak w postaoi przydatnej

do dalszyoh rozwazan.
Nasuwa sie pytanie: Jak mozna wykorzysta¢ powyzsze twierdzenia do wypro-

wadzenia sterowan optymalnyoh dla zagadnien 112?
Majgo to na uwadze wezmy pod uwage nastepnie pkt 2° tyoh twierdzen, tj.

s[x*(),p* (1), u*()t] < HIx*(t),p*(t),u,t]

dla u(t)effi dla t e [tO, tj
Zgodnie z definicje hamiltonianu otrzymamy
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Poniewaz w nier6wnos$ci (3.391 dwa pierwsze cztony po obu stronaoh sg ta-
kie same, wiec po redukojl otrzymamy

3 rs - 3 r-5 -
> ur(t12~ V o (t)pk(tl < ¢L, ul(t'¢c L bkI(ttpk(t M (3.401
" ( ) (t)pk( iy ( 2 (t tpk( \

dla u(t leffi i te [tO0,t.J.

Zdefiniujemy funkcje <t#j(tl za poaoog réwnan
5

illt) :é(] bfcl(t>pk (t> (3.411

lub w postaoi wektorowej
I*(t 1= BNt 1p*(t 1. (3.421

Nierownos¢ (3.40 1 mozna teraz przepisa¢ w postaoi

3 y
> \ur(tHA it 1< TUR(t 1<t 1 (3.431
1=1 t«l

dla wszystkich. Ju~(tlj< 1, 1 = 1,2,3 i kazdego te [tO,tJ

Nieréwno$¢ (3.431 oznacza, ze funkcja

$ [u(th :I LuT(t IpjA(11 (3.44 1

osigga minimum globalne dla

UL(t1= U7itl.

Zachodzi
min u(tl]= mln 'u, tlan(tl. 'S t 1cii(t i 3.451
uitleffi L( uitlesl-» 1( 1( f/\L[|/\(t I|< ( 9( ]' (

gdyz uitl, u, il uJ"it/I\_?% ograniozone niezaleznie 1 mozna zamieni¢ miej-
soami operacje "min" i >
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Zauwazmy, ze

W U E CAEI O T HO (3.46)

Sterowanie u”(t) minimalizuje funkoje u,:(t)a£(t). Z réwnania (3.46) wyni-
ka zatem, ze Uj"(t) muai byé nastepujaca funkoja
+1 jezeli < 0
urCt) = -1 Jezeli q~(t) > 0 (3.47)

nieokreslone jezeli g£(t) « 0 .

Wykorzystujagc funkoje signum zapiszemy zaleznos6 (3.47) w postaol

UfE(t) m- sign | g£(t) - sig (3.48)
/ 1i=i -
dla k - 1,2,3 oraz t e [tQtJ .

Podstawiajac wspotczynniki bk 1(t) zgodnie z (3.7) do wzoru (3.48) otrzy-
mamy

ulj(t) = - sign|p*(t)bl(1+00s 2t }p2(t)bAsin 2t - pA(t)b2(1+cos 2t) +
+ p*(t)b2sin 2t

ul(t) =- signlpA(t)b~ [I+oos(2t + 2))] - pl(t)b.j3in(2t +2]) -
- pA(t)b2[l1+00s(2t + A)] + pA(t)b2sin(2t + SA)|

Uj(t) = - sign|p*(t)bl[l+o0s(2t + i*)] - Pg(t)blsin(2t + 47) -

- pM(t)b2[l+oos(2t + A)J + p*(t)b2sIn(2t + "y)|

dla te[t™t]

Rownania (3.49) uzalezniajg sktadowe sterowania optymalnego u™*(t) od
stanu sprzezonego p*(t). Zauwazmy, ze jezeli p*(t) spetnia rownanie(3.48),
to rownanie to Jest rowniez speinione przez kazdy wektor cp*(t), pod wa-
runkiem, ze o > 0, poniewaz signjc! m +1.
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frzypusomy, ze w przedziale ozasu [t~ tj Istnieje przeliczalny zbior
omtll czasowyoh

1»2,3,...

takich, ze

5
a*(t) =~ btel()p£(t) = 3 (3.50)
k=1 ¥0 gdy t ft

dla 1 - 1,2,3.

Wtakia przypadku bedziemy mowili, ze mamy do ozynienia z regularnym za-
gadnieniem sterowania. Ograniczymy w dalszym ciggu nasze rozwazania do za-
gadnien regularnych.

Wykorzystujagc zasade minimum powigzaliSmy sterowanie optymalne «*(1) z
odpowiednim stanem sprzezonym p*(t). Wdalszym oiggu aktualne jest pyta-
nie jak nozna wykorzystab6 wszystkie warunki konieozne istnienia minimum
do wyznaczenia sterowan optymalnych dla zadania 112.

Zbadajmy zachowanie si¢ hamiltonianu, gdy x (t),p (t),t otrzymujemy sta-
te, natomiast u(t) zmienia sie w oatym zbiorze ograniczen ii . Wszczegol-
nosci chcemy znalez6 u (t), ktore absolutnie minimalizuje hamiltonian. W
tym celo zdefiniujemy nastepujgoe sterowanie H-minimalne.

Dopuszczalne stazowanie u°(t) nazywa sie sterowaniem H-minimalnym, je-
zeli spetnia warunek

hix(#),p(t),n°(t),t] < h[x(#),p(t),u(t),t] (3.51)
dlaw (t)eii , wszystkioh x(t), p(t) i wszystkioh t e [t0,tj * Wykonujgo
pcstepomanie jak poprzednio dla sterowarn optymalnyoh okaze sie, ze H-mini-

aralne sterowanie dla funkcji Hamiltona 2z réwnania (3.24) jest dane row-
manlem

Jezeli podstawimy sterowanie H-minimalne n°(t ) do réwnania (3.24), to o-
trrynany

mlk(t),p(t),iic(t),t] = L[x(0)] AMwft)Jpv(t) - )pk (t)

(3.53)



Zazadajmy, aby wektory x (t) i p(t) spetniaty réwnania ro6zniczkowe

~1§% = i " A . g *i * (3.54)
lee = fk[xit B 31:1 br (t* SISN erzl b*i(t tp (tE.

(3.55)

dla k =1,2,...,5.

Przypusémy, ze modelujemy réwnania (3.54) i (3.55) na maszynie oyfro-
wej. Wznanej chwili poczatkowej t0 wykorzystujemy znane warto$oi poczat-

kowe zmiennyoh stanu x.j(t0), x2(t0), x”(to),...,x5(t0), jako warunki po-
czatkowe dla uktadu (3.54) oraz pewne przypuszozalne warto$ci yoozatkowe
zmiennych sprzezonyoh p~(tQ),p2(t0),...,p"(t0)

Nieoh (~{t), 1 = 1,2,3, beda funkcjami zdefiniowanymi réwnaniem

(3.56)

Zatozmy, ze

31(t0) /0O dla 1=1,2,3

Z rownan (3.52) i (3.56) wynika, ze liczby

sg rowne +1, albo -1. Tak wiec rozwigzania réwnan (3.54) i (3.55) sag do-
brze okre$lone co najmniej dla t bliskiego tQ Oznaczmy rozwigzania row-
nan (3.54) i (3.55) przez

x(t) =x[t,t0,x(t0),p(t0)]
(3.57)
p(t) =p[t,t0,x(t0),p(t0)]

dla podkres$lenia ich zaleznos$ci od znanego stanu  poczatkowego x (tQ) 1
przypuszczalnego poczatkowego stanu sprzezonego p (t0).
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Przeprowadzimy nastepujgoy "eksperyment" na maszynie oyfrowej: rozwigzu-
jemy réwnania (3.54) 1 (3.55), tj. otrzymujemy x(t) 1 p(t) oraz w kazdej
chwili czasu obliczamy

Ut ) v HIx(),p () fu®(t),t]

Podajac konkretng przypuszczalng warto$¢ p (t0) kolejno dla kazdego t w

pewnym przedziale [t ,t,I odpowiadamy na nastepujgoe pytanég; )
3.
1° Jezeli enit) « 0, to ozy / 0? Jezeli nie, to ozy mm m®- ? 0 itd

Jezeli odpowiedZz na pytanie 1°brzmi tak,to przeohodzimy do pytania
2°. Jezeli odpowiedz jest nie, to zmieniamy warto$¢ p(tQ) i powtarza-
my pytanie 1°.

2° Jezeli odpowiedz na pytanie 1 Jest tak, to czy istnieje taki ozas
tl ze(x(tl),t1) e S 1

H[x(t1),p (t1),ti0(t1),t1) =0 .

Jezeli odpowiedZz na pytanie 2° brzmi nie, zmieniamy p(t0) i rozpo-
ozynamy eksperyment od poczatku. Jezeli odpowiedZ na pytanie 2°jest
tak to przeohodzimy do pytania 3°.

3° Jezeli odpowiedz na pytanie 2°jest tak, to ozy

<p(tl),x-x(t1)>* 0 dla x e S1

Jezeli odpowiedZz na pytanie 3° brzmi nie, zmieniamy p (tQ) i rozpoozy-
namy od poozatku. Jezeli odpowiedZ na pytanie 3° jest tak, to zapa-
mietujemy te warto$¢ p (tQ) i rozpoozynamy oaty eksperyment od poozat-
ku. Postepowanie takie przeprowadzamy dopdty, dopoki nie znajdujemy
wszystkich wektorow p (t0), przy ktéryoh odpowiedzi na pytanie 1° do
3° sg tak. Moéwigo niezbyt Scisle, zdefiniujemy zbidér PQ poozatkowyoh
standw sprzezonych p (tQ) odpowiadajgoy danemu stanowi  poozatkowemu
x(tQ) o takiej warto$oi, ze dla wszystkioh elementéw tego zbioru od-
powiedzi na pytania 1° do 3° sg pozytywne,
Z przeprowadzonych rozwazah wynika, ze kazde rozwigzanie x(t), p(t),
t e [tO,t] odpowiadajgoe elementowi zbioru PO speinia wszystkie warunki
konleozne twierdz aia 2, dla zadania 1. Podobne rozwazania mozna przepro-
wadzi¢ dla zadania 2 pomijajac tylko w wyzej przeprowadzonym eksperymen-
cie pytanie 3°.
Oznaczmy przez tiO(t) sterowanie odpowiadajgoe elementom PQ na mooy réw-
nania (3.52), Poniewaz zasada minimum jest warunkiem lokalnym, nie mozna
rozrézni¢ sterowan lokalnie i globalnie optymalnych. Z tego powodu zbiér
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sterowan, ktéra spetniaja wszystkie warunki konieozne, zawiera sterowania
zaréwno lokalnie jak 1 globalnie optymalne. Jedyng drogg do stwierdzenia,

ktore sposrdd sterowan ii0(t) sg globalnie optymalne jest pordéwnanie funk-
ii
ojonatéw )

Wykorzystanie wyzej przedstawionego algorytmu obliczeniowego wymaga
dla rozpatrywanego obiektu wielkiej pamigoi 1 szybkosci dziatania kompu-
tera. Trzeba by byto drogg prob doblera6 warto$ol poczatkowe dla wektora
p(t), ktére datyby rozwigzanie rozpatrywanego zagadnienia.

3.5. Sterowanie suboptymalne dla zagadnienia 1; Whnioski

W poprzednim punkcie podaliSmy warunki konieozne dla sterowania opty-
malnego zagadnienia 112 oraz zaproponowaliSmy systematyozng metode wy-
znaczania sterowan, ktore moga by6 optymalne.

Wiemy, ze jezeli hamiltonian jest liniowag funkojg sterowania 1 zagad-
nienie jest regularne, to sktadowe sterowania optymalnego u”, u2, u, sg
przedziatami statymi funkcjami ozasu, bowiem jeden z warunkéw konleoznyoh
a mianowloie

H[x*(t),p*(t),u*(t),t] « H[x*(t),p*(t),«(t),t] , uefl

umozliwia ograniozenle zakresu poszukiwania sterowania optymalnego do kla-
sy Julg(t)] =1, k =1,2,3. Jest to ohyba najoennielszy wniosek z  zasady
minimum, poniewaz pozostate warunki konieozne podajg jedynie odpowiednie
ogranlozenia 1 warunki transwersalnosol. Majgo to na uwadze okre$lamy na-
stepujacy zbior sterowan ffi0.

1 1 -1 1 1 -1 - -
hU2 1 i1 1 i -1 § -1 1 e
U3 1 -1 1 1 -1 -1 1 -

(3.58)

Przystagpimy teraz do konstrukoji pewnej struktury obllozen sterowan sub-
optymalnyoh na maszynie oyfrowej. Ustalmy przede wszystkim pewien minimal-
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ny czas przetgozanla At dla skiadowych sterowania u”it) (k » 1,2,3) ukia-
du dynamloznego (3.8) lub (3.13)

~mfx ()] + B(tu(t)

o warunku poczatkowym x (o) = O.

7lezmy pod uwage oigg chwil ozasowych (t0,t1,...»t") gdzie tj « At (1 -
s 0,1,2,...,k)

Bedziemy‘poszukiwali takich sterowan uitj*es$i , dla ktéryoh oatka

r *1
LIx(D] dt

bedzie minimalna. Obliozenla bedziemy przeprowadzali do takiej chwili t*,
ze x(tj€) e S.,. Uproszozona sie¢ dziatan tego obliczenia przedstawiona
jest na nizej podanym sohemaoie. Obliczenia przeprowadzono dla kilku wa-
riantow .

wariant 1

Przyjeto, ze
LIX(D] - [inz - gt2(x2(t)Xj(t) - x1(t)x"(t)) 2

przy ozym = 2f oraz ze odporno$¢ dodatkowa w obwodzie wirnika Rjdod*
= 0. Minimalny ozas przetgozanla At dla sterowan suboptymalnyoh zatozono
At = 32”75,

Obliozenla przeprowadzono do pierwszej ohwlli t~, wktorej ~(t~) “ u
=0,04.

Jak wynika z obliozen, sterowanie przedstawione na rys. 3.4 zapewnia
wystarczajgco mate odstepstwo momentu elektromechanicznego W maszyny
asynchronicznej od wartoéci zadanej Poréwnujgo charakterystyki momen-
tu dla sterowania =u2* uM *» 1 oraz dla sterowania suboptymalnego
zrys. 3.3 widzimy, ze Istnieje mozliwo$¢ ksztattowania momentu elektro-
meohanloznego maszyny asynchronicznej w poozatkowej fazie rozruohowej na-
wet wowczas gdy R, dQj = 0.

”

amplitud oraz zmalenie ozestotllosoylaojl momentu elektromechanicznego
(por. rys. 3.1 1 3.2). Sterowanie suboptymalne przedstawione na rys. 3.6
jjowniez z wystarozajagca doktadno$olg utrzymuje moment elektromechaniczny
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Rys .

1 -

64

3.1. Charakterystyki momentéw elektromechanicznych maszyny asynchro-
nicznej :
dynamiozna, przy sterowaniu ul = u2 m * 1; 2 - statyozna tj. dla

gf « 0 oraz R2 dod - O



Rys. 3.2. Charakterystyki momentdw elektromechanicznych maszyny asynchro-

nicznej :
1 - dynamiczna, przy sterowaniu u4§ = u2 “ u3 = 1 oraz R2 =0,1 2-sta-
tyozna tj. dla = O oraz R2 dQd = 0,1it
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wokot warto$ci nadanej Poréwnujac charakterystyki 1 i 2 z rys. 3.5
dochodzimy do wniosku, ze niezaleznie od tego czy wigczyliSmy opér w ob-
wod wirnika ozy tez zwarliSmy go istnieje mozliwos6 ksztattowania momentu
elektromeohanioznego maszyny asynchronicznej w poczatkowej fazie rozru-
chowej.

Wariant 3
Przyjeto, ze

d(1-x5(1))

Cx2 (t teMit V-x.|(t)x"(t 2
02x*(t I-o ™ it Wol
oraz ze opornosé dodatkowa w obwodzie wirnika wynosi R2 .d wgq |[4+ M-~
nimalny ozas przetgozania At dla sterowan suboptymalnyon zatozono At
<160 pS. )
Obliczenia przeprowadzono do pierwszej ohwili tfc, dla ktérej *0,3.

Sterowanie przedstawione na rys.33 zapewnia utrzymanie momentu elektro-
mechanicznego maszyny asynchronicznej wokot charakterystyki statyoznej z
doktadnosolg do kilkunastu procent (patrz rys. 3*7).

Poréwnanie oharakterystyk 1 i 2 z rys. 3.7 nasuwa nam wniosek, ze ist-
nieje mozliwo$6 znaoznego ograniozenia osoylaoji momentu elektromechanicz-
nego. Stopien ograniozenia tych osoylaoji uzalezniony jest przede wszyst-
kim od minimalnego czasu przetgozania skfadowyoh u~tt) sterowania dla k -
1,2,3. Biorgo pod uwage fakt, ze wspoOtozesne uktady tyrystorowe majg czas
przetaozania okoto kilku ¢¢s otrzymamy tym samym granioe mozHwos$ol teoh-
nicznej w tej dziedzinie.

Wyniki obliozen dla wariantu 1

x5 *4815 i(t> Ul u2

us

1 2 3. 4 5 —6 _ 7
1.00 0,00004802 0,07248 3,929 1 1
2.00 0,001169 0,8055 3,121 1 1
2.77 0,004520 1,991 -0,1856 1 -1 -1
2.78 0,004583 2,008 -0,2359 1 1 1
2.79 0,004647 2,000 -0,2176 1 1 1
2.80 0,004710 1,995 -0,2339 1 1 1
2.82 0,004836 2,008 -0,3010 1 1 1
2.83 0,004899 2,000 -0,2745 1
2.84 0,004963 1,996 -0,2908 1 -1 1
2.86 0,005089 2,010 -0,3585 1 1 1
2.87 0,005152 2,000 -0,3302 1 1 -1
2.88 0,005216 1,997 -0,3465 1 -1 -1
2.91 0,005405 2,009 -0,4310 1 1 1
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0,005468
0,005531
0,005784
0,005847
0,005910
0,005973
0,006100
0,006731
0,007048
0,007111
0,007237
0,007427
0,007490
0,007617
0,007743
0,007806
0,007869
0,00 8059
0,008123
0,008186
0,008312
0,008375
0,008439
0,00 8565
0,008628
0,00 8692
0,008818
0,008881
0,008945
0,009071
0,009135
0,009325
0,009388
0,009578
0,009641
0,009831
0,009894
0,01002

0,01008

0,01015

0,01021

0,01027

0,01034

**+0,4005
-0,4169
-0,5179
-0,4849
-0,5012
-0,5174
-0,5642
-0,8661
-0,9054
-0,9401
-0,9899
-0,9978
-1,034
-1,085
-1,077
-1,115
-1,129
-1,135
-1,174
-1,188
-1,179
-1,219
-1,232
-1,224
-1,264
-1,277
-1,268
-1,309
-1,322
-1,313
-1,325
-1,329
-1,341
-1,344
-1,356
-1,359
-1,370
-1,361
-1,404
-1,415
-1,395
-1,438
-1,447

\
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3.70
3.71
3.72
3.74
3.75
3.76
3.78
3.79
3.80
3.82
3.83
3.84
3.89
3.90
3.91
3.97
3.98
4.00
4.01
4.02
4.04
4.05
4.06
4.07
4.08
4.09
4.10
4.12
4.13
4.14
4.15
4.17
4.18
4.20
4.21
4.23
4.24
4.26
4.27
4.29
4.33
4.34
4.35

0,01040
0,01046
0,01053
0,01065
0,01072
0,01078
0,01091
0,01097
0,01103
0,01116
0,01122
0,01129
0,01160
0,01167
0,01173
0,01211
0,01217
0,01230
0,01236
0,01242
0,01255
0,01261
0,01268
0,01274
0,01280
0,01287
0,01293
0,01306
0,01312
0,01318
0,01325
0,01337
0,01344
0,01356
0,01363
0,01375
0,01382
0,01394
0,01401
0,01413
0,01438
0,01445
0,01451

1,986
1,999
2,006
1,992
2,000
2,006
1,992
2,000
2,004
1,990
1,999
2,001
1,993
2,002
2,002
2,005
2,002
1,996
2,003
1,999
2,001
1,996
2,002
1,996
2,002
1,995
2,000
1,998
2,002
1,996
1,999
1,997
2,000
1,999
2,000
1,999
2,000
1,999
1,999
1,999
1,999
2,001
1,998
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4.36
4.37
4.38
4.39
4.40
4.41
4.42
4.43
4.44
4.45
4.46
4.48
4.49
4.50
4.51
4.53
4.54
456
4.57
4.59
4.60
4.62
4.63
4.65
4.66
4.67
4.68
4.70
4.71
4.73
4.74
4.76
4.77
4.79
4.80
4.82
4.83
4.84
4.85
4.87
4.88
4.90
4.91

0,01457
0,01464
0,01470
0,01476
0,01483
0,01489
0,01495
0,01502
0,01508
0,01514
0,01521
0,01533
0,01540
0,01546
0,01552
0,01565
0,01571
0,01584
0,01590
0,01603
0,01609
0,01622
0,01628
0,01641
0,01647
0,01653
0,01660
0,01672
0,01679
0,01691
0,01698
0,01710
0,01717
0,01729
0,01736
0,01748
0,01755
0,01761
0,01767
0,01780
0,01786
0,01799
0,01805

rr

2,001
1,998
2,001
1,998
2,002
1,997
2,002
1,997
2,002
1,996
2,000
1,998
2,002
1,995
1,998
1,996
1,999
1,997
2,000
1,998
2,000
1,999
2,000
2,000
2,001
1,999
2,000
2,000
2,000
2,000
2,000
2,001
2,000
2,001
1,999
2,001
1,999
2,003
2,001
2,003
2,000
2,003
1,999

-1,959
-1,971
-1,982
-1,993
-2,006
—2,016
-2,014
2,023
-2,021
2,028
-2,026
-2,030
-2,027
-2,008
-2,005
-1,984
-1,981
-1,961
-1,957
-1,939
-1,935
1,918
-1,913
-1,897
-1,891
-1,882
-1,876
-1,863
-1,856
-1,844
-1,837
-1,826
-1,819
-1,809
-1,801
-1,792
-1,784
-1,784
-1,775
-1,769
-1,759
-1,754
-1,744

-1
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4.93
4.94
4.95
4.96
4.98
4.99
5.00
5.01
5.02
5.03
5.04
5.05
5.06
5.07
5.08
5.09
5.11
5.12
5.13
5.14
5.16
5.17
5.19
5.20
5.22
5.23
5.34
5.35
5.36
5.42
5.43
5.44
5.57
5.58
5.59
5.60
5.61
5.62
5.63
5.72
5.73
5.75
5.76

0,01818
0,01824
0,01831
0,01837
0,01850
0,01856
0,01862
0,01868
0,01875
0,01881
0,01887
0,01894
0,01900
0,01906
0,01913
0,01919
0,01932
0,01838
0,01944
0,01951
0,01963
0,01970
0,01982
0,01989
0,02001
0,02008
0,02077
0,02083
0,02090
0,02128
0,02134
0,02140
0,02222
0,§2229
0,02235
0,02241
0,02248
0,02254
0,02260
0,02317
0,02324
0,02336
0,02342

-------- rrrre /o, T
2,002 -1,739
1,998 -1,729
2,006 -1,736
2,001 -1,725
2,005 -1,729
1,999 -1,718
1,993 -1,707
2,001 -1,720
1,995 -1,708
2,003 -1,721
1,996 -1,709
2,003 -1,721
1,996 -1,708
2,002 -1,719
1,995 -1,707
2,000 -1,717
1,999 -1,727
2,004 -1,736
1,996 -1,738
2,001 -1*745
1,998 -1,754
2,001 -1,760
1,998 -1,768
2,001 -1,773
1,997 -1,780
1,998 -1,783
2,012 -1,814
1,999 -1,804
1,996 -1,809
2,013 -1,865
1,998 -1,846
1,997 -1,997
1,999 -1,932
2,000 -1,939
1,998 * -1,940
2,000 ' -1,948
1,998 -1,950
2,001 -1,958
2,000 -1,961
1,989 -1,981
1,993 -1,990
2,003 -2,007
2.007 -2,016

Y '
v —_
[LEEEN

. '
N T T o TN T T S U S\ S

Lo o

P
— -

N N N A

e L

[
[l N

~2r~" nmuny

i
-i
-i
-i



5.78
5.79
5.80
5.83
5.84
5.85
5.87
5.88
5.89
5.91
5.92
5.93
5.94
5.95
5.96
5.98
5.99
6.00
6.02
6.03
6,06
6.07
6.10
6.11
6.14
6.15
6.18
6.19
6.22
6.23
6.25
6.26
6.29
6.30
6.33
6.34
6.37
6.38
6.41
6.42
6.45
6.46
6.49

0,02355
0,02361
0,02358
0,02387
0,02393
0,02399
0,02412
0,02418
0,02425
0,02437
0,02444
0,02450
0,02456
0,02463
0,02469
0,02482
0,02488
0,02494
0,02507
0,02513
0,02532
0,02539
0,02558
0,02564
0,02583
0,02589
0,02608
0,02615
0,02634
0,02640
0,02653
0,02659
0,02678
0,02684
0,02703
0,02709
0,02728
0,02735
0,02754
0,02760
0,02779
0,02785
0,02804

*
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i 6.53

; 6.63
; 6.64

o]
(o]
N

]
o
o

0,02811
0,02830
0,02836
0,02855
0,02861
0,02880
0,02887
0,02893
0,02899
0,02906
0,02912
0,02931
0,02937
0,02950
0,02956
0,02962
0,02982
0,02988
0,02994
0,03007
0,03013
0,03019
0,03026
0,03057
0,03064
0,03083
0,03095
0,03102
0,03108
0,03114
0,03121
0,03127
0,03133
0,03165
0,03171
0,03247
0,0325

0,03260
0,03272
0,03291
0,03297
0,03304
0,03335

ngn o

= e






Rys3ASterowanie suboptymalne o minimalnym czasie przeteczania At:32ys, ksztattujagce moment elektromechaniczny maszyny asynchronicznej o Rldod=0 dla matych predkosci kgtowych”



7.34
7.36
7.37
7.39
7.40
7.41
7.42
7.44
7.45
7.46
7.47
7.48
7.49
7.50
7.51
7.52
7.54
7.55
7.56
7.57
7.59
7.60
7.62
7.63
7.66
7.67
7.69
7.70
7.73
7.74
7.76
7.77
7.86
7.91
7.92
7.93
7.94
7.95
7.96
7.97
7.99
8.00
8.01

2

0,03342
0,03354
0,03361
0,03373
0,03380
0,03386
0,03392
0,03405
0,03411
0,03418
0,03424
0,03430
0,03437
0,03443
0,03449
0,03456
0,03468
0,03475
0,03481
0,03487
0,03500
0,03 506
0,03519
0,03525
0,03544
0,3550

0,03563
0,03569
0,03588
0,03595
0,0)3607
0,03614
0,03671
0,03702
0,03709
0,03715
0,03721
0,03728
0,03734
0,03747
0,03753
0,03759
0,03766

1,999
1,996
2,000
1,997
2,002
1,994
2,001
1,999
2,006
1,997
2,006
1,996
2,006
1,997
2,007
1,999
2,002
1,995
2,008
2,001
2,008
2,001
2,008
2,003
2,003
1,999
2,004
2,001
2,002
2,000
2,004
2,002
2,002
2,002
1,999
2,002
1,999
2,002
1,998
1,996
2,001
2,006
1,998

-2,302
-2,304
-2,307
-2,310
-2,314
-2,313
-2,318
-2,322
—2,329
-2,327
-2,334
-2,319
-2,328
-2,313
-2,322
-2,308
-2,305
-2,291
-2,302
-2,289
-2,282
-2,270
-2,262
-2,250
-2,229
—2t218
-2,208
-2,197
-2,176
-2,166
-2,153
-2,144
-2,070
-2,027
-2,027
-2,010
-1,998
-1,992
-1,979
-1,960
-1,955
-1,951
-1,935
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-1
-1
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8.02
8.03
8.04
8.05
8.06
8.08
8.09
8.10
8.12
8.13
8.15
8.16
8.27
8.29
8.30
8.31
8.38
8.39
8.41
8.42
8.44

1.00
2.00
2.18
2.19
2.25
2.26
2.28
2.29
2.30
2.31
2.32
2.34
2.35
2.35
2.47
2.48
2.49

2 r -—— 5o " 4 Lt - T

0,03772 2,004 -1,931 1
0,03778 1,996 -1,914 -1 -1
0,03785 2,001 -1,911 1 -1
0,03791 1,993 -1,914 1 1
0,03797 1,999 -1,910 1 -1
0,03810 1,999 -1,912 1 1
0,03816 2,006 -1,909 1 -1
0,03822 2,001 -1,915 1 1
0,03835 2,003 -1,919 1 -1
0,03841 1,999 -1,926 1 1
0,03854 2,004 -1,932 1 -1
0,03860 2,001 -1,941 1
0,03930 2,009 -2,063 -1 1
0,03943 1,991 -2,047 1 -1
0,03949 2,002 -2,048 1 -1
0,03955 2,002 —2,052 -1 1
0,04000 2,004 -2,088 1 1
0,04006 2,000 -2,089 -1 1
0,04019 2,006 -2,110 1
0,04025 2,000 -2,109 -1 1
0,04038 2,005 -2,130 1 1
Wyniki obliczen dla wariantu 2

X5 litl U1 W
----- @ 1. . 4 76
0,0001068 U,1580 2,530 1 1
0,002375 1,573 2,280 1 1
0,003392 2,003 1,613 1 1
0,003455 2,002 1,602 -1 1
0,003835 2,001 1,557 -1 1
0,003898 2,000 1,549 -1 1
0,004025 2,001 1,546 -1 1
0,004088 1,999 1,541 -1 1
0,004151 2,001 1,546 -1 1
0,004214 1,999 1,541 -1 1
0,004279 2,000 1,547 -1 1
0,004404 1,999 1,549 -1 1
0,004467 1,999 1,556 -1 1
0,004467 1,999 1,556 -1 1
0,005224 2,015 1,576 1 1
0,005288 1,996 1,560 1 -1
0,005351 1,992 1,568 — 1



2.52
2.53
2.54
2.57
2.58
2.59
2.61
2.62
2.63
2.65
2.66
2.67
2.69
2.70
2.71
2.72
2.73
2.74
2.75
2.78
2.79
2.80
2.82
2.83
2.84
2.88
2.89
2.90
2.95
2.96
2.97
3.00
3.10
3.15
3.16
3.19
3.22
3.23
3.24
3.27
3.28
3.29
»3.23

0,005540
0,005603
0,005666
0,005855
0,005919
0,005982
0,006108
0,006171
0,006234
0,006361
0,006424
0,006487
0,006614
0,006677
0,006741
0,006804
0,006867
0,006931
0,006994
0,007183
0,007247
0,007310
0,007436
0,007500
0,007563
0,007815
0,007879
0,007942
0,008256
0,008320
0,008383
0,008572
0,009203
0,009520
0,009583
0,009772
0,009963
0,01003

0,01009

0,01028

0,01034

0,01041

0,01060

2,016
1,998
1,992
2,014
1,998
1,990
2,018
2,002
1,993
2,020
2,006
1,996
2,022
2,009
1,997
1,986
2,023
2,010
1,999
2,017
2,002
1,993
2,023
2,006
1,999
2,018
2,000
1,996
2,019
1,998
1,996
1,992
2,002
1,984
1,989
2,006
1,986
1,993
2,001
1,983
1,992
2,002
1,986

4 sy

1,529 i i
1,511 i -i

1,520 -i i i

1,483 i i -i

1,463 i -i i
1,473 -i i i

1,429 i i -i

1,407 i -i i

1,417 -i i -i

1,374 i i i
1,351 i -i i

1,364 -i i -i

1,322 i i i

1,297 i -i i
1,312 -i

1,290 i -
1,235 i i
1,247 -1 i i
1,225 i

1,126

1,139 -
1,117

1,040

1,053 -
1,032 i -

0,9119 i i i

0,9364 -i *o*x -i
0,9554 i - -i

0,7757 i i i

0,8037 -i i -i
0,7831 t -i -
0,7220 i -i -

0,5070 -i i

0,3967 -i i -i
0,3782, i -i -i

0,3032! i - i

0,2661
0,2483 i -i -i

0,2092 i -i i

0,1722 - i -i

0,1324 i -i i

0,1155 i -

0,1012 -i i [
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3.33
3.34
3.36
3.37
3.38
3.40
3.41
3.42
3.44
3.45
3.46
3.47
3.48
3.49
3.50
3.51
3.52
3.53
3.54
3.55
3.56
3.57
3.58
3.59
3.60
3.61
3.62
3.63
3.64
3.65
3.66
3.67
3.68
3.69
3.70
3.72
3.73
3.75
3.76
3.77
3.78
3.79
3.80

0,01066
0,01072
0,01085
0,01091
0,01098
0,01110
0,01116
0,01123
0,01136
0,0114£
0,01148
0,01154
0,01161
0,01167
0,01173
0,01180
0,01186
0,01192
0,01199
0,01205
0,01211
0,01218
0,01224
0,01230
0,01237
0,01243
0,01249
0,01256
0,01262
0,01268
0,01274
0,01281
0,01287
0,01293
0,01300
0,01312
0,01319
0,01331
0,01338
0,01344
0,01350
0,01357
0,01363

4

0,06053
0,04415
0,04728
0,005967
-0,009947
-0,006246
-0,04814
-0 ,06356
-0,05929
-0,1017
-0,1166
-0,09702
-0,1185
-0,1331
-0,1136,
-0,1337
-0,1481
-0,1287
-0,1475
-0,1615
-0,1423
-0,1596
-0,1734
-0,1543
-0,2009
-0,2142
-0,1952
-0,2408
-0,2536
-0,2346
-0,2792
-0,2913
-0,2730
-0,3175
-0,3280
-0,3213
-0,3305
-0,3237
-0,3683
-0,3754
-0,3612
-0,3718
-0,3774

5

1
1
-1
1
1
-1



3.82
3.83
3.84
3.86
3.87
3.88
3.91
3.92
3.93
4.00
4.01
4.02
4.03
4.04
4.05
4.07
4.08
4.19
4.20
4.21
4.23
4.24
4.25
4.27
4.28
4.29
4.39
4.40
4.42
4.43
4.44
4.45
4.46
4.48
4.49
455
4.56
4.61
4.62
4.63
4.66
4.67
4.68

2

0,01376
0,01382
0,01388
0,01401
0,01407
0,01414
0,01433
0,01439
0,01445
0,01490
0,01496
0,01502
0,01509
0,01515
0,01521
0,01534
0,01440
0,01610
0,01615
0,01622
0,01635
0,01641
0,01648
0,01660
0,01667
0,01673
0,01736
0,01742
0,01755
0,01761
0,01768
0,01774
0,01780
0,01793
0,01799
0,01837
0,01844
0,01875
0,01882
0,01888
0,01907
0,01913
0,01920

1,983
1,998
2,006
1,981
2,002
2,008
1,987
1,998
2,000
1,996
2,002
1,998
2,003
1,998
2,001
1,997
1,999
2,010
2,001
1,995
2,010
2,002
1,997
2,012
2,002
1,999
1,996
2,001
1,998
2,005
1,999
2,007
2,001
2,007
2,003
2,007
2,007
1,984
2,004
2,008
1,986
1,996
2,004

4

-0,3702
-0,4088
-0,4123
-0,4047
-0,4142
-0,4157
-0,4091
-0,4433
-0,4432
-0,4229
-0,4544
-0,4490
-0,4794
-0,4729
-0,5024
-0,5231
-0,5510
-0,8006
-0, 8042
-0,8247
-0, 8464
-0,0652
-0,8709
-0, 8780
-0,8946
-0,9020
-0,9617
-0,9737
-0,9629
-0,9761
-0,9541
-0,9683
-0,9474
-0,9427
-0,9235
-0,8332
-0,8183
-0,7649
-0,7870
-0,7761
-0,7534
-0,7480
-0,7401

+1

P
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4.71
4.72
4.73
4.75
4.77
4.78
4.81
4.82
4.83
4.86
4.87
4.88
4.82
4.93
4.94
m5.00
5.08
5.058
5.12
5.13
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.21
5.22
5.24
5.25
5.40
5.41
5.42
5.45
5.46
5.47
5.48
5.50
5.51
5.52
5.57
5.58
5.59
5.65

0,01839
0,01945
0,01951
0,01970
0,01977
0,01983
0,02002
0,02008
0,02015
0,02034
0,02040
0,02046
0,02072
0,02078
0,02085
0,02123
0,02173
0,02180
0,02199
0,02205
0,02218
0,02224
0,02230
0,02237
0,02243
0,02256
0,02262
0,02274
0,02281
0,02376
0,02382
0,02388
0,02407
0,02414
0,02420
0,02426
0,02439
0,02445
0,02451
0,02483
0,02489
0,02496
0,02533

1,984
1,994
2,003
1,984
1,997
2,005
1,985
2,000
2,006
1,984
2,003
2,007
1,986
2,004
2,006
2,009
2,007
2,004
2,004
1,999
2,001
1,995
2,002
1,994
2,000
1,997
2,002
1.996
1,999
2,025
2,002
1,994
2,029
2,008
1,998
1,987
2,031
2,010
2,001
2,025
2,002
1,995
2,029

-0,7206
-C,7150
-C,7C87
-0,6911
-0,6884
-0,6813
-0,6632
-0,6633
-0,6554
-0,6368
-0,6398
-0,6311
-0,6031
-0,6208
-0,6111
-0,5505
-0,4858
-0,4742
-0,4607
-0,4485
-0,4449
-0,4323
-0,4401
-0,4272
-0,4341
-0,4270
-0,4324
-0,4235
-0,4275
-0,4618
-0,4565
-0,4520
-0 ,4739
-0,4709
-0,4640
-0,4721
-0,5142
-0,4960
-0,5045
-0,5754
-0,5561
-0,5651
u"0,6495



5.66
5.67
5.76
5.83
5.89
5.90
5.92
5.95
5-96
5.97
6.00
6.01
6.02
6.03
6.05
6.06
6.07
6.09
6.10
6.11
6.13
6.14
6.15
6.17
6.18
6.21
6.22
6.23
6.24
6.25
6.26
6.27
6.28
6.29
6.30
6.31
6.34
6.35
6.36
6.37
6.38
6.41
6.42

z
0,02540
0,02546
0,02603
0,02647
0,02685
0,02691
0,02704
0,02723
0,02729
0,02735
0,02754
0,02761
0,02767
0,02773
0,02786
0,02792
0,02799
0,02811
0,02818
0,02824
0,02837
0,02843
0,02849
0,02862
0,02868
0,02887
0,02893
0,02900
0,02906
0,02912
0,02919
0,02925
0,02931
0,02938
0,02944
0,02950
0,02969
0,02976
0,02982
0,02988
0,02995
0,03014
0,03020

2.—

2,003
1,999
1,985
2,001
1,982
1,991
2,006
1,980
1,994
2,000
2,021
1,983
2,000
2,008
1,978
1,998
2,006
1,976
1,998
2,008
1,978
2,003
2,013
1,982
1,994
1,974
2,004
2,016
1,973
2,005
2,017
1.974
2,008
2,020
1,977
1,990
1,973
2,010
2,023
1,979
1,993
1,976
1,990

-0,6288
-0,6383
-0,7255
-0,8031
-0,8296
-0,8451
-0,8712
-0,8673
-0,8851
-0,8955
-0,9268
-0,9019
-0,9219
-0,9325
-0,9178
-0,9393
-0,9499
-0,9351
-0,9580
-0,9686
-0,9536.
-0,9779
-0,9885
-0,9733
-0,9839
-0,9792
-1,006
-1,017
-0,9908
-1,019
-1,029
-1,003
-1,032
-1,042
-1,016
-1,027
-1,021
-1,052
-1,062
-1,036
-1,047
-1,041
-1,051
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80

6.65
6.46
6.49
6.50
6.51
6.52
6.53
6.56
6.57
6.58
6.59
6.60
.61
.62
.63
.64
66
.67
.70
71
72
.74
.75
.76
.78
.79
.80
.81
.82
.83
.84
87
.88
.89
94
.95
96
.99
.00
.03
7.04
7.06
7.07

~

0,03039
0,03045
0,03064
0,03070
0,03077
0,03083
0,03089
0,03108
0,03115
0,03121
0,03127
0,03134
0,03140
0,03146
0,03153
0,03159
0,03172
0,03178
0,03197
0,03203
0,03210
0,03222
0,3229

0,03235
0,03248
0,03254
0,03260
0,03267
0,03273
0,03279
0,03286
0,03305
0,0331

0,03317
0,03349
0,03355
0,03367"
0,0338-.
0,03387
0,03406
0,03412
0,03425
0,03431

1,974
1,989
1,972
2,008
2,022
1,977
1,992
1,975
2,006
2,021
1,975
2,004
2,019
1,973
1,999
2,014
1,983
1,997
1,980
2,001
2,015
1,983
2,001
2,015
1,983
1,998
2,011
2,024
1,980
1,993
2,004
1,982
1,994
2,001
1,984
1,995
1,996
2,006
2,003
2,005
1,999
2,001
1,993

-1,045
-1,055
-1,049
-1,069
-1,079
-1,053
-1,063
-1,056
-1,074
-1,084
-1,058
-1,075
-1,084
-1,059
-1,074
-1,083
-1,067
-1,07

-1,068
-1,080
-1,088
-1,071
-1,082
-1,090
-1,073
-1,081
-i,089
-1,096
-1,073
-1,080
-1,086
-1,076
-1,083
-1,086
-1,078
-1,084
-1,085
-1,089
-1,088
-1,088
-1,085
-1,085
-1,080

-1

-1

-1
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7.08
7.09
7.10
7.12
7.13
7.15
7.16
7.19
7.20
7.22
7.23
7.26
7.27
7.30
7.31
7.33
7.34
7.38
7.39
7.W
7.41
7.43
7.44
7.46
7.47
7.49
7.50
7.52
7.53
7.54
7.55
7.56
7.57
7.58
7.59
7.60
7.63
7.64
7.70
7.71
7.72
7.74
7.75

0,03438
0,03444
0,03450
0,03463
0,03469
0,03482
0,03488
0,03507
0,03514
0,03526
0,03533
0,03551
0,03558
0,03577
0,03583
0,03596
0,03602
0,03627
0,03634
0,03640
0,03646
0,03659
0,03665
0,0367%
0,03684
0,036 97
0,03703
0,03716
0,03722
0,03729
0,03735
0,03741
0,03748
0,03754
0,03760
0,03767
0,03786
0,03792
0,03830
0,03836
0,0 3842
0,03855
0,03861
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7.76
7.78
7.79
7.81
7.82
7.83
7.84
7.85
7.86
7.87
7.88
7.89
7.90
7.91
7.92

7.93

.10

20

.30

.50

.55
1.00
1.35
1.40
1.60
1.70
2.50
2.70
3.35
3.70
4.50
4.75
4.85
4.90
5.00
5.05
5.15
5.25

Wyniki obliczen dla wariantu 3

— "B e 5 -
0,03868 1,992
0,03880 2,013
0,03887 2,001
0,03899 2,022
0,03906 2,001
0,03912 1,986
0,03918 2,021
0,03925 2,002
0,03931 1,985
0,03937 2,021
0,03944 2,001
0,03950 1,985
0,03956 2,018
0,03963 1,997
0,03969 1,984
0,03975 2,015

x5 en
2 _ 3

0,0000000008232 0,00002470

0,00000001267 0,0001414

0,00000005470 0,0004264

0,0000003621 0,001652

0,0000005126 0,002171

0,00001103 0,02193

0,00003285 0,04629

0,00004083 0,05467

0,00008591 0,08776

0,0001165 0,1060

0,0006607 0,3623

0,0009134 0,4419

0,002239 0,8540

0,003310 1,087

0,006995 1,797

0,00846 1,964

0,009114 2,033

0,009435 2,028

0,01008 2,045

0,01040 2,030

0,01104 2,033

0,01168 2,021

-1,161
-1,177
-1,172
-1,188
-1,177
-1,169
-1,192
-1,182
-1,173
-1,196
-1,186
-1,178
-1,199
-1,188
-1,183
-1,203

iCt3
.4

0,05270
-0,1649
-0,4081
-0,6719
-0,6171

0,06553

0,9516

1,113

1,646

1,747

1,582

0,5570
-1,767
-3,089
-4,898
-4,439
-4,205
-4,288
-4,198
-4,301
-4,190
-3,831
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5.30
5.35
5.40
5.45
5.50
5.70
5.75
5.85
5.90
6.00
6.05
6.10
6.20
6.30
6.35
6.40
6.45
6.50
6.70
6.75
6.80
6.85
6.95
7.00
7.05
7.10
7.15
7.20
7.35
7.40
7.45
7.50
7.55
. 7.90
7.95
8.15
8.20
8.25
8.45
8.50
8.60
8.70
8.95

0,01200
0,01232
0,01265
0,01297
0,01329
0,01458
0,01490
0,01554
0,01587
0,01635
0,01667
0,01684
0,01748
0,01813
0,01845
0,01877
0,01910
0,01942
0,02071
0,02103
0,02136
0,02168
0,02232
0,02265
0,02297
0,02329
0,02361
0,02394
0,02475
0,02507
0,02539
0,02556
0,02588
0,02798
0,02831
0,02963
0,02995
0,03028
0,03160
0,03192
0,03257
0,03322
0,03482

2,037
2,022
2,033
2,033
2,037
2,056
2,036
2,048
2,047
2,032
2,051
2,040
2,042
2,024
2,065
2,026
2,060
2,041
2-,053
2,043
2,04

2,042
2,027
2,045
2,063
2,020
2,057
2,056
2,005
2,076
2,040
2,081
2,060
2,059
2,075
1,976
2,067
2,086
1,984
2,028
2,058
2,053
2,146

-3,594 1 1
-3,492 -1 1
-3,241 1 1
-3,173 -1 1
-2,910 1 1
-2,130 1
-1,851 1 1
-1,632 -1 1
-1,375 1 1
-0,9136 1
-0,6895 1 1
-0,6527 -1 1
-0,5335 1 1
-0,6151 -1 -1
-0,8014 -1 1
-0,6997 1 -1
-0,8973 -1 1
-0,7951 1 -1
-0,7418 -1 1
-0,9758 -1 -1
-1,197 -1 1
-1,406 -1 -1
-1,813 -1 1
-1,984 -1 -1
-1,923 1 1
-2,123 -1 1
-2,259 -1 -1
-2,227 1 1
-1,974 1 -1
-2,058 -1 »1
-1,800 1
-1,740 -1 “ul
-1,502 1 -1
-0,1931 -1 -1
-0,06169 1 -1
0,1377 -1 1
0,3293 -1 -1
0,3821 1 -1
0,4135 1
0,3312 1 -1
0,2186 1 -1
0,08932 1 -1
-0,03755 -1 -1
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9.00

D.05

9.10

9.15

9.20

9.25

9.55

9.75

9.80

9.95
10.00
10.05
10.20
10.25
10.50
10.55
10.65
10.70
10.75
11.00
11.25
11.30
11.60
11.70
11.75
11.80
12.00
12.05
12.25
12.30
12.45
12.50
12.55
12.70
12.75
12.80
12.90
12.95
13.00
13.10
13.20
13.25
13.30

84

2

0,03515
0,03547
0,03578
0,03611
0,03644
0,03676
0,03870
0,40003
0,04035
0,04134
0,04166
0,04198
0,04282
0,04314
0,04445
0,04478
0,04542
0,04559
0,04591
0,04755
0,04919
0,04951
0,05132
0,05180
0,05213
0,05246
0,05377
0,05410
0,05528
0,05561
0,05662
0,05694
0,05728
0,05829
0,0 5861
0,05894
0,05959
0,05992
0,06025
0,06089
0,06154
0,06188
0,06220

2,061
1,996
1,941
2,125
2,074
2,048
2,075
1,980
2,040
1,956
2,044
2,087
2,038
2,060
2,082
2,053
2,078
2,048
2,067
2,057
2,036
2,068
2,023
2,137
2,063
2,057
2,081
2,101
2,079
2,113
1,981
2,106
2,134
1,991
2,057
2,065
2,090
2,078
2,071
2,015
2,210
2,089
2,017

.......... [ 5
0,05397
-0,07489 1
0,001462 -1
0,2468 -1
0,3719 -1
0,4389 -1
0,9179 -1
1,160 1
1,198 -1
1,143 1
1,340 -1
1,343 -1
1,238 1
1,381 -1
1,803 -1
1,808 1
1,789 -1
1,823 -1
1,779 -1
1,511 1
1,343 -1
1,390 -1
1,517 1
1,711 1
1,667 1
1,681 1
1,749 1
1,773 1
1,806 -1
1,836 1
1,743 -1
1,872 1
1,902 1
1,806 -1
1,893 1
1,918 1
1,994 1
2,012 1
2,042 1
2,070 1
2,233 1
2,098 -1
2,094 1

7



13.35
13.40
13.45
13.50
13.80
14.05
14.10
14.15
14.25
14.30
14.35
14.45
14.55
14.60
14.70
14.75
15.00
15.20
15.25
15.30
15.35
15.60
15.85
15.90
15.95
16.00
16.05
16.10
16.20
16.25
16.30
16.55
16.90
16.95
17.00
17.30
17.35
17.40
17.60
17.65
17.75
17.80
17.85

2

0,06252
0,06284
0,06318
0,06351
0,06530
0,06700
0,06732
0,06765
0,06833
0,06865
0,06898
0,06964
0,07030
0,07064
0,07130
0,07163
0,07327
0,07463
0,07496
0,07529
0,07562
0,07728
0,07893
0,07928
0,07961
0,07994
0,080 29
0,08062
0,08127
0,08161
0,08194
0,08358
0,08598
0,08631
0,08664
0,0 8873
0,08890
0,08923
0,09055
0,09089
0,09156
0,09189
0,09223

1,948
2,166
2,085
2,057
2,108
1,989
2.088
2,151
1,989
2,083
2,091
2,080
2,171
2,106
2,146
2,096
2,092
2,229
2,013
2,093
2,112
2,095
2,220
2,117
2,038
2,248
2,111
2,047
2,234
2,061
2,042
2,134
2,002
2,124
2,148
2,217
2,115
2,103
2,184
2,129
2,189
2,105
2,078

2,013
2,137
2,017
1,974
1,916
1,584
1,683
1,632
1,542
1,513
1,414
1,352
1,385
1,225
1.247
1,184
1,233
1,933
1,649
1,845
2,011
2,603
2,865
2,930
2,936
3,117
3,146
2,957
2,950
2,941
2,791
2,195
1,958
2,114
2,160
2,618
2,500
2,613
2,828
2,967
2,915
3,067
2,960

N e
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17.90
17.95
18.00
18.05
18.35
18.40
18.45
18.60
18.65
18.75
18.80
18.85
18.90
19.00
19.05
19.10
19.20
19.25
19.30
19.35
19.40
19.45
19.50
19.65
19.70
19.80
20.00
20.10
20.15
20.20
20.25
20.30
20.35
20.40
20.45
20.55
20.60
20.65
21.40
21.45
21.50
21.65
21.80

86

0,09256
0,09290
0,09324
0,09356
0,09558
0,09591
0,09625
0,09727
0,09760
0,09827
0,09860
0,09894
0,09928
0,09996
0,1003
0,1006
0,1011
0,1015
0,1016
0,1020
0,1023
0,1026
0,1030
0,1040
0,1044
0,1050
0,1062
0,1067
0,1070
0,1072
0,1074
0,1077
0,1080
0,1084
0,1085
0,1090
0,10r”
0,109
0,1147
0,1150
0,1154
0,1164
0,117

2,162
2,168
2,051
2,096
2,066
2,167
2,155
2,079
2,105
2,111
2,092
2,144
2,154
2,097
2,149
2,109
2,128
2,152
2,189
2,253
1,968
2.113
2,175
2,018
2,075
2,134
2,101
2,190
2,121
2,048
1,993
2,248
2,146
2,064
2,032
2,265
2,164
2,140
2,015
2,214
2,207
2,122
2,196

‘ 4 -1 I

2,735

2,661 1
2,363 -1
2,123 -1
0,6379 —
0,7117 1
0,4763 -1
3,033 1
0,09866 -1
0,06237 1
0,2841 1
0,1085 -1
0,3848 -1
0,5578 -1
0,8194 1
0,7222 -1
0,5355 -1
0,4523 -1
0,3698 -1
0,2967 -1
0,3704 1
0,6009 1
0,5527 -1
0,5071 1
0,7478

0,9944 -1
1,112 -1
1,126 -1
1,219 -1
1,116

1,166

1,196 1
1,043 1
0,8772 -1
0,7556 1
0,6573 -1
0,6775 1
0,5742 -1
0,4479

0,2336 1
0,3396 -1
0,6872 -1
0,7248 1
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21.85
21.95
22.00
22.05
22.10
22.25
22.55
22.60
22.65
22.70
22.75
22.90
22.95
23.00
23.05
23.15
23.20
23.30
23.35
23.40
23.60
23.65
23.70
23.75
23.85
24.10
24.25
24.30
24.40
24.45
24.50
24.55
24.60
24.65
24.70
24.71
24.85
25.00
25.05
25.85
25.90
25.95
26.00

2

0,1178
0,1184
0,1188
0,1191
0,1194
0,1203
0,1220
0,1222
0,1225
0,1227
0,1230
0,1241
0,1244
0,1247
0,1251
0,1258
0,1261
0,1268
0,1271
0,1275
0,1289
0,129-2
0,1296
0,1299
0,1306
0,1324
0,1334
0,1337
0,1344
0,1348
0,1351
0,1354
0,1358
0,1361
0,1365
0,1368
0,1375
0,1385
0,1389
0,1444
0,1447
0,1450
0,1454

2,147
2,178
2,121
2,185
2,165
2,181
2,210
2,179
2,175
2,134
2,157
2,186
2,129
2,185
2,140
2,174
2,168
2,136
2,168
2,167
2,335
2,036
2,156
2,197
2,252
2,156
2,261
2,170
2,291
2,152
2,022
2,264
2,154
2,065
2,309
2,232
2,146
2,189
2,173
2,258
2,145
2,098
2,202

4

0,8985
0,8115
0,7333
0,4771
0,4094
0,1158
-0,8055
-0,9217
-1,102
-1,188
-1,150
-1,194
-1,099
1,262
-1,053
-1,016
-0, 8490
-0,7466
-0,6244
-0,6945
-1,034
-0,8277
-0,7965
-0,8544
-0,8038
-0,3888
-0,4434
-0,3804
-0,4518
-0,3518
-0,3751
-0,5432
-0,5654
-0,5965
-0,7615
-0,7826
-0,8708
41,117
-1,132
-1,325
1,262
-1,239
-1,340
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26.05
26.10
26.15
26-.20
26.30
26.35
26.55
26.60
26.65
26.70
26.75
26.80
26.85
26.90
26.95
27.00
27.20
27.25
27.30
27.45
27.50
27.55
27.60
27.61
27.75
27.80
27.85
26.05
28.10
28.15
28.25
28.30
28.45
28.50
28.55
28.60
28.65
28.75
28.80
28.85
28.90
28.95
29.00
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2

0,1457
0,1461
0,1464
0,1468
0,1474
0,1478
0,1492
0,1495
0,1499
0,1502
0,1506
0,1509
0,1512
0,1516
0,1519
0,1523
0,1537
0,1540
0,1544
0,1554
0,1557
0,1561
0,1564
0,1568
0,1573
0,1577
0,1580
0,1594
0,1598
0,1601
0,1608
0,1612
0,1622
0,1623
0,1627
0,1630
0,1634
0,1639
0,1643
0,1646
0,1650
0,1653
0,1657

2,136
2,214
2,128
2,179
2,178
2,189
2,203
2,147
2,233
2,146
2,232
2,167
2,220
2,179
2,195
2,176
2,164
2,191
2,195
2,156
2,198
2,165
2,213
2,221
2,095
2,195
2,236
2,046
2,208
2,211
2,190
2,161
2,283
2,192
2,097
2*318
2,188
2,341
2,158
2,071
2,293
2,218
2,178

-1,308
-1,336
-1,345
-1,399
-1,430
-1,446
-1,459
-1,409
-1,473
-1,396
-1,461
-1,393
-1,439
-1,381
-1,407
-1,359
-1,295
-1,272
-1,343
-1,445
-1,437
-1,394
-1,393
-1,376
-1,273
-1,431
-1,442
-1,320
-1,406
-1,426
-1,555
-1,572
-1,799
-1,684
-1,696
-1,881
-1,885
-2,053
-2,048
-1,897
-2,063
-1,944
-1,806
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29.25
29.35
29.40
29.80
29.85
29.95
30.00
30.05
30.10
30.15
30.25
30.30
30.35
30.40
30.45
30.50
30.60
30.90
30.90
31.15
31.25
31.30
31.35
31.45
31.50
31.55
31.65
31.70
31.85
31.95
32.25
32.40
32.45
32.55
32.60

32.70
32.75
32.80
32.85
32.90
33.00
33.05

2
0,1674
0,1681
0,1684
0,1712
0,1716
0,1723
0,1776
0,1730
0,1733
0,1737
0,1742
0,1745
0,1749
0,1752
0,1756
C,1759
0,1766
0,1787
0,1791
0,1805
0,1812
0,1815
0,1819
0,1826
0,1829
0,1833
0,1840
0,1843
0,1854
0,1861
0,1883
0,1893
0,1897
0,1902
0,1905
0,1909
0,1912
0,1915
0,1919
0,1922
0,1926
0,1933
0,1936

2,178
2,239
2,223
2,193
2,172
2,289
2,207
2,158
2,275
2,207
2,258
2,160
2,234
2,172
2,226
2,198
2,207
2,241
2,214
2,209
2,223
2,168
2,213
2,205
2,262
2,224
2,253
2,224
2,241
2,297
2,226
2,265
2,207
2,215
2,115
2,239
2,111
2,249
2,140
2,290
2,198
2,285
2,229

-1,301
-1,197
-1,210
-1,707
-1,805
-1,626
-1,892
-2,019
-1,894
-2,036
-1,929
-1,811
-1,632
-1,547
-1s5352
-1,300
-1,045
0,001988
0,2297
0,7391
0,8065
0,6904
0,8535
0,7008
0,8379
0,5389
0,3679
0,4328
0,2752
-0,2402
-1,412
-1,549
-1,575
-1,533
-1,597
-1,677
-1,459
-1,519
-1,320
-1,359
-1,182
-1,033
-0,8715
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33.40
33.50
33.55
33.65
33795
34.00
34.05
34.10
34.15
34.20
34.25
34.30
34.35
34.40
34.45
34.50
34.55
34.60
34.75
34.08
34.95
35.00
35.10
35.30
35.45
35.75
35.80
35.90
35.95
36.10
36.15
36.20
36.50
36.55
37.00
37.05
37.10
37.15
37.20
37.25
37.30
37.40
37.50
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2

0,1959
0,1964
0,1966
0,1973
0,1994
0,1998
0,2001
0,2005
0,2008
0,2012
0,2015
0,2019
0,2022
0,2026
0,2029
0,2033
0,2036
0,2040
0,2051
0,2054
0,2065
0,2068
0,2076
0,2090
0,2101
0,2121
0,2124
0,2131
0,2135
0,2146
0,2149
0,2153
0,2174
0,2178
0,2210
0,2213
0,2217
0,2220
0,2224
0,2227
0,2231
0,2241
0,2245

-0,2975
-0,42244
-0,2198
-0,3702
-0,1590
-0,1171
0,09511
0,1308
0,3416
0,4467
0,4724
0,6771
0,6954
0,9197
1,057
1,323
1,311
1,276
1,266
1,415
1,331
1,328
1,434
1,459
1,432
1,494
1,538
1,696
1,696
2,044
2,141
2,103
2,214
2,182
2,290
2,278
2,255
2,284
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37.55
37.70
37.71
37.80
37.85
37.90
37.95
38.00
38.05
38.10
38.15
38.20
38.25
38.30
38.40
38.45
38.50
38.55
38.60
38.67
38.70
38.75
39.00
39.10
39.25
39.30
39.35
39.40
39.45
39.50
39.55
39.70
39.75
39.85
39.90
40.00
40.05
40.10
40.15
40.35
40.40
40.45
40.60

2

0,2249
0,2259
0,2263
0,2266
0,2270
0,2274
0,2277
0,2281
0,2285
0,2288
0,2292
0,2241
0,2299
0,2302
0,2310
0,2314
0,2317
0,2321
0,2324
0,2328
0,2331
0,2335
0,2356
0,2360
0,2371
0,2374
0,2378
0,2382
0,2385
0,2389
0,2392
0,2403
0,2407
0,2414
0,2418
0,2425
0,2428
0,2432
0,2435
0,2450
0,2453
0,2457
0,2466

2,271
2,309
2,222
2,362
2,237
2,394
2,230
2,402
2,197
2,379
2,136
2,219
2,077
2,268
2,256
2,434
2,257
2,126
2,287
2,194
2,332
2,276
2,261
2,273
2,328
2,253
2,347
2,262
2,331
2,232
2,278
2,206
2,204
2,345
2,305
2,197
2,327
2,239
2,243
2,198
2,273
2,274
2,329

4

2,362
2,550
2,591
2,663
2,685
2,767
2,768
2,860
2,839
2,937
2,881
2,255
2,781
2,892
2,803
2,916
2,775
2,594

2,710

2,539
2,652
2,492
1,846
1,938
2,000
2,068
1,959
2,047
1,913
2,019
1,862
1,668
1,474
1,267
1,052
0,6100
0,6380
0,4031
0,4134
0,2605
0,3387
0,4122
0,5905
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40.65
40.75
40.80
41.00
41.05
41.15
41.20
41.25
41.30
41.40
41.50
41.60
41.65
41.70
41.80
41.85
41.90
41.95
42.00
42.05
42.10
42.15
42.20
42.30
42.35
42.40
42.45
42.50
42.60
42.65
42.75
42.80
42.

43.00
43.05
43.30
43.35
43.40
43.45
43.50
43.55
43.60

43.65
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2
0,2470
0,2477
0,2480
0,2495
0,2499
0,2506
0,2509
0,2513
0,2517
0,2524
0,2531
0,2538
0,2542
0,2546
0,2553
0,2556
0,2560
0,2564
0,2567
0,2571
0,2575
0,2578
0,2582
0,2589
0,2593
0,2596
0,2600
0,2604
0,2611
0,2615
0,2622
0,2625
0,2629
0,2640
0,2644
0,2662
0,2665
0,2669
0,2673
0,2676
0,2680
0,2683
0,2687

2,270
2,338
2,313
2,250
2,266
2,271
2,291
2,298
2,281
2,296
2,300
2,253
2,340
2,289
2,338
2,246
2,367
2,240
2,373
2,208
2,351
2,146
2,298
2,256
2,420
2,367
2,419
2,289
2,337
2,271
2,351
2,253
2,269
2,277
2,307
2,335
2,230
2,379
2,229
2,380
2,204
2,343
2,140

4
0,3656
0,3154
0,1218

-0,09413

-0,2279

-0,07177

-0,1722
0,09266
0,02317

-0,09308
0,1296
0,3738
0,5760
0,5858
0,7780
0,8218
0,9661
1,031
1,149
1,234
1,324
1,429
1,492
1,363
1,391
1,238
1,259
1,099
0,9836
0,8128
0,7120
0,6709
0,4.907
0,1611
0,2745
0,5527
0,6811
0,4973
0,6340
0,4506
0,6117
0,4194
0,6051
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43.70
43.75
43.80
43.85
43.95
44.00
44.05
44.10
44.20
44.25
44.30
44.40
44.45
44.50
44.55
44.60
44.65
44.80
44.85
44.95
41.00
45.10
45.15
45.20
45.30
45.35
45.40
45.45
45.50
45.60
45.70
45.75
45.80
45.85
45.90
45.95
46.00
46.06
46.10
46.15
46.20
46.25
46.30

2

0,2690
0,2694
0,2698
0,2701
0,2709
0,2712
0,2716
0,2720
0,2727
0,2731
0,2734
0,2742
0,2745
0,2749
0,2753
0,2756
0,2760
0,2771
0,2774
0,2782
0,2784
0,2791
0,2794
0,2798
0,2804
0,2807
0,2811
0,2815
0,2816
0,2822
0,2829
0,2833
0,2836
0,2840
0,2844
0,2847
0,2851
0,2855
0,2858
0,2862
0,2864
0,2867
0,2871

2,306
2,420
2,210
2,316
2,316
2,347
2,237
2,305
2,302
2,342
2,305
2,312
2,304
2,300
2,294
2,296
2,297
2,323
2,311
2,338
2,320
2,325
2,254
2,304
2,302
2,343
2,291
2,317
2,311
2,307
2,335
2,280
2,350
2,257
2,342
2,246
2,336
2,257
2,346
2,283
2,324
2,271
2,339

4 5
0,4509

0,2530 -1
0,2333 -1
0,03780 -1
-0,1599 -1
-0,3456 -1
-0,3444 -1
-0,5224 -1
-0,6778 -1
-0,8380 -1
-0,8142 -1
-0,7791 -1
-0,9160 -1
-0,8801 -1
-0,8410 -1
-0,9707 -1
-0,9224 -1
-0,9461 “yq
-0,8830 -1
-0,9366

-0,9368 -1
-0,9611 -1
-0,8708 -1
-0,9636 -1
-1,079 1
-1,145 -1
-1,147 1
-1,195 -1
-1,239 1
-1,303 -1
-1,360 1
-1,346 -1
-1,410 1
-1,373 -1
-1,449 1
1,414 1
-1,499 1
-1,488 1
-1,580 1
-1,590 1
7,692 1
1,722 1
-1,819 1
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0,2875
0,2880
0,2884
0,2887
0,2895
0,2913
0,2931
0,2935
0,2946
0,2949
0,2953
0,2964
0,2968
0,2971
0,2979
0,2983
0,2986
0,2990
0,2994
0,2997
0,3005
0,3008
0,3012
0,3016
0,3017
0,3039
0,3043
0,3047
0,3056
0,3059
0,3063
0,3096
0,3100
0,3104
0,3111
0,3115
0,3118
0,3135
0,3141
0,3+84
0,3211
0,3222
0,3226

-1,941
-0,5003
-0,2881
-0,3468
-0,4570
-0,5258
-0,5987
-1,127
-1,050
0,4169
0,1300
-0,3351
-0,5206
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u 1 .. 2 L 4 6 .7

51.85 0,3259 2,397 -1,541 1

52.05 0,3274 2,371 -1,763 -1 -1 -1

52.10 0,3278 2,287 -1,851 1 -1 -1

52.15 0,3281 2,329 -1,832 -1 -1

52.25 0,3289 2,313 -1,652 -1 -1 1

52.30 0,3292 2,371 -1,607 -1 -1 -1

52.35 0,3296 2,351 -1,457 -1 -1 1

52.65 0,3319 2,194 -0,9302 1 -1 -1

52.70 0,3322 2,292 -0,8329 -1 -1 -1
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IDENTYFIKACJA | STEROWANIE UKtADU ELEKTROMECHANICZNEGO
Z FUNKTU WIDZENIA KSZTALTOWANIA NIEKTORYCH CHARAKTERYSTYK
DYNAMICZNYCH MASZYNY ASYNCHRONICZNE]

Stre szozenie

pierwszej cze$ci pracy poruszono problem modelowania matematycznego
uktadow elektromechanicznych. Wykorzystujagc elektrodynamike osrodkéw eua-
sl-staojonarnyoh, podano w ujeciu warlaoyjnym rdéwnania d’Alemberta-La-
grange’a uktadéw elektromechanicznych. Nastepnie wyeliminowano w réwnaniu
ruchu uktadu reakoje wiez6w, wprowadzajao w tym celu euasl-wspotrzedne.
Druga o0ze$6 praoy dotyozy sterowania uktadu elektromechanicznego. Wy-
korzystujgc zasade minimum Pontriagina okre$lono ntercwania suboptymalne
ksztattujgo moment elektromechaniczny maszyny asynchronicznej w poczatko-

wej fazie rozruchowej.

96



KKEHTEW. KAI0IH M mPABJIEHE BUBKTFOVEX AHMHECHDO
ORCTmrii C TOHHW 3PEHHA $OPL.i.POBAHKuU HEKDTOFIIA
fIKHAMAITECIKX AAPAKTEIMICTKK ACKHAPOHNOH MAUIIHI

Pe3nme

B nepsoH ubcth pafioTu 33TpoayTa npobJieua uaTeuaTHuecKoro «o,sejivipoBSHHJi
ajieKTpouexaHK-uecKHx cucTeM. Kcnolibaya Mexgy gpyrr.MK 3JieKTpo,nnHaMHKy cpex
b KBasHCTaanoHapHom coctoshbb h npHMenaa BapnauwoHHiie MeTogbi, noayueHu Gu-
ru ypaBHeHna SoaoMOepa - JlarpaHKa 3JieKTpoMexaHnuecKKX cncTeM.

B aaabHnOmeM kckjiducho us ypaBHemia gBHxeHHa cacTeuH peaKumi y3JioB,Bso-
ga gaa 3To« uejiti kb&3hkoop&HHaTHue oca.

BTopaa uacTb paGoTn Kacaeica ynpaBaeHaa 3ji3KTpoMexaHHUecKoii CHOTeMofi.

Honoab3ya nptmmtn MHHHMyMa OohtparwHat oiwcaHO cycorrmarnnoe ynpasae-
H«e $opMlipyrniee aaaKTpoMexaHji'JecKHil uomcht acwhxponHofi M.amwHH b HauarbH oM
MoweHTe nycKa,

IDENTIFICATION and CONTROLLING OF ELECTROMECHANICAL
SYSTEM IN VIEW OF MODELLING SOVE DYNAMIC CHARACTERISTIC OF
ASYNCHRONOUS MACHINES

Summary

In the first part of the dissertation, the problem of mathematical mo-
delling of eleotromeohanioal systems - is dealt with.

BetweeD other things - due to electrodynamics of slow velocities oea-
tres in quasl-statio approximation in warlation s comprehension - presen-
ted d’Alembert-Lagrange’s equations of electromechanical systems.

Nex ic the equations of system’s motion eliminated reactions, introdu-
cing quasi—oordinates.

The second part of this publication conoerns the controlling of elec-
tromechanical systems.

Taking advantage of the minimum Pontriagln’s rule, suboptlmal regula-
tion of electromechanical torque of the asynchronous machines in early
starting course - was defined.
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