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UOGOLNIONA TEORIA MOCY

Streszczenie. W pracy zostata przedstawiona i uzasadniona og6lna
teoria mocy przebiegéw, ktére nie sg transformowalne weddug Fourie-
ra. Znaleziono nowe zaleznosci zachodzgce miedzy przebiegami i ich
mocami. W tym celu zastosowano uogélniong transformate Fouriera
wprowadzong przez N. Wienera.

Uog6lniona transformata Fouriera (Por. [1] str. 150, [2] str. 240)

Rozwaza¢ bedziemy funkcje T(t) przebiegow rzeczywistych o skoniczonej
mocy. Dla przebiegéw tych okreslona jest wartos¢ skuteczna (por. [3]):

(1.01)
oraz funkcja autokorelacji:
T,
fF(O)F(t-r)dt (1=02)
-T
Jak wida¢ zachodzi prosta relacja:
(1.03)
przy czym (co datwo wykazac):
41(0) "4>(F) (1.04)

dla kazdego t .
Funkcja <P(f) jest funkcja parzysta i posiada transformate Fouriera

11 )-
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Odmiennie od P(t) funkcja F(t), ogolnie biorac, nie jest transformo-
walna weddug Fouriera. Posiada jednak uogdlniong transformate Fouriera
zdefiniowang przy pomocy relacji:

00

Fli@) =] 28 nét . f(e"jwtdt, &i o (1.05)
-0

oraz transformate Hilberta (por. [3)):

- "{"(«>} (-.0«

-00

W szczeg6lnym przypadku, gdy f(t)jest transformowalna weddug Fouriera
(np- przebieg oskonczonej energii), tzn., jezeli:

00

Fo) . j*F(tje-~dt (1.07)

istnieje dla kazdego rzeczywistego oo , to wtedy:

Ffe@@) - jVe(oo-£)F(Q)di2 (1.08)
gdzie:
1, gdy loo]<€
JE o) “ (1.09)

0, dla pozostatych wartosci
Zachodzi takze (nha podstawie (1.08)):

F @

1 n2)—§v m = F0) (1.10)

1 -

(I — *7
Symbol: 1 oznacza, ze bierzemy wartos¢ gtéwnag catki w sensie Cauchy’e-

go. W przedstawionej pracy wartosci wszystkich wystepujacych catek Moz-
na tak interpretowac i dlatego w dalszej czesci pominiemy symbol , {#)"
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Przechodzac do przypadku ogélnego pokézmy:

-00

Mamy (zaktadajac, ze F(t) Jest funkcja ograniczong):

f 2ainét f1 f f(t) dr]

J

00 { n
f
dtvdr

Rozwazmy catke:

I l] 2einCte-ildt _ %ODZ—SiRTSZifT}dX

1 f 28intpe*~Jpdp
» J p(@+0

*

gdzie C jest konturem pokazanym na rys, 1.

Gdy w > o, otrzymamy:

XS TPy — e g

9

(1.12)
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Dla: co<o, zachodzi (por. rys. 2):

t‘fJZsinGt —b>tdt )1(‘52ain_ﬁtf_"i_tidﬁ. - e

2aipé.r -_icoT
J = P . e

Gdy, @@= o0 (por. rys. 3):

1 F2sinétdt _ 2 T ifel6tdt] f ejépdp _ -1
E—(ﬂ t(r-t) £ HDTTTTJ)ﬂ pT Fo i1« 2
Czylis
1 f2sinétdt 2(l-coa£f)
£J t(r-r) * tt
-00
Ostatecznie:
P6H @o) m j sgncoPg (@®); oo o (1.13)
lim-"t- =o0 1.1
-0 2e

Alternatywnie relacje (1.13) mozna uzyska¢ nastepujaco. (Ponizej przed-
stawione wyprowadzenie pozwala na uwolnienie sie od zatozenia, ze funkcja
T(t) Jest ograniczona. Zatozenie konieczne w odniesieniu do relacji (1.12)).
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Mamy :
PftH(u>) - psin« H|f(t)Je-lent dt
-00

00 . °0

1 f2sinét -.wt 1 fR(e-fo)dfc. |

:—f&—r— e J x "
- /

Powyzsza catka wielokrotna jest bezwzglednie zbiezna, dlatego:

- ¢ | i/ | 2Binitf(t.Me- ~ dtJ dX

(1.15)
-0 V-0 S
Lecz:
|[sis]li]xn _
Js”ss n (1.16)
Stad, dla wystarczajaco matego ¢( 1o# 0):
2alt+ r*n dt 3 Ffi@) a-17
Czyli:
w
| 2sinét f(t x).-Jwtdt a (1.18)
-®

Wstawiajac (1.18) do catki (1.15), otrzymamy:

wiii*r {,(D} --*<*,

(1.19)
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W dalszej czesci rozwazan korzysta¢ bedziemy z twierdzenia N.Wienera (por.
[[1 str. 139 i nast.), ktére orzeka, ze jezeli jedna z granic

0]
Lim i f2(t)dt (1.20)
T-m
-T
2
lim yo- f2(Hdt istnieje, (1.21)
¢-0 t

to istnieje takze druga granica i ze sg one sobie réwne. Dla przebiegéw o
skoriczonej mocy mamy wiec:

lim~ | f2(t)dt - lim | sianét . f2(t)dt (1.22)
T-.00

Na podstawie twierdzenia Parsevala zachodzi (por, (1.05))*

Stad (por. (1.22))*

arhier a-, ' iw™ fiez2)

Podobnie (por. (1.-13), (1.14) oraz (1.19))*

1 ?|pcéw)]2doo
- limk 1 mJJ6—

Czyli:

T A\ |

Alim ¢T | f2(t)dt - ~lim | [H{F(t)}JI2 dt (1.24)
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Z relacji (1-24) wynika, ze wartosci skuteczne przebiegu f(t) oraz je-
go transformaty Hilberta HAF(t)} sa sobie réwne. Niech f(t) i g(t) beda
przebiegami rzeczywistymi o skonczonej mocy. Zachodzi:

|2sinft # + gitjjenrndt - FE@) + Q@ (1.25)

oraz (por. (1.23))8

i 2 2 i FITE @ o
(1.26)
i ? 2 1 1Gja ()| 2dto
lim6S 1g (Bdt - Lim ™ jsrr——-—
T-°° 2TJ ¢-o " 4*C

Wykazemy, ze:
=2 gl >) dto
u. lj »Ge,<xx<-u; _]—fo—"I <27

Istotnie, na podstawie nieréwnosci Schwarza:
T T T
| f2(dt . | g2()dt > | st | F(t)g(t)dt|2
-T -T =T

Co oznacza, ze granica stojaca po lewej stronie relacji (1.27) istnieje.
Na podstawie twierdzenia Wieners (por. (1-22)) mamy:

IO L & (@) “eeAT jAALE(E) +gm12dt 328

czyli (por. (1.23)):

b iR +oof avzis 3™ m--2°
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Stad, uwzgledniajac (1.26) oraz fakt, ze dla transformat funkcji rzeczy-
wistych;

FE@) G*(w)dco= i1F* (@) GE£(co) dco

otrzymamy relacje (1.27).
Pokozmy: g(t) = H ik(t)] . Zachodzi (por. (1.27) oraz (1.13), (.14 i

(1.19)):

~sgnenP. (0o)Ki (co)da3

urn le J FO HK@®F dt - — § lim -j

e

8\-I

vl A

e-0

Z drugiej strony:

~ 9psgnuiK(co)FE (co)do
TUm AJK(EOH{F(E)} dt » - j Lim n

stad:

Alim A | F(OHjg()j dt = - ~im M g(E)H[F(t)]dt (1.29)

Z relacji (1-29) wynika natychmiast, ze:

-
lim~ | FCOOH|F)] dt =0 (1.30)
T

lim 4s i f(Hg()dt = 1im"F$ || HEF(Y)} . H{g®3dt (.31
T»00 N J -
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Jak wida¢ w rozpatrywanej przestrzeni funkcyjnej funkcja f(t) jest or-
togonalna do swojej transformaty Hilberta a z (1.31) oraz (1.-24) wynika,
ze (z punktu widzenia teorii mocy przebiegéw) przebiegi rzeczywiste sg wy-
mienialne z ich transformatami Hilberta.

2. Moc czynna, bierna i pozorna (Por. [3])

Niech L jest dowolnyml” ukdadem elektrycznym, miedzy zaciskami kté-

rego wystepujg przebiegi o skonczonej mocy. Oznacza to, ze miedzy zacis-
kami (a,b) uk#adu L (por. rys. 4) okreslone sg wartosci skuteczne:

a Lit)
uft) L
(2.01)
Rys. 4 I -1/ lim~ 1 i2()dt
oraz moc modudowa:
P - U .1 (2.02)

Podstawowymi mocami przebiegéw sga moc czynna P i bierna Q. Na podsta-
wie definicji mamy:

P = 1im”~ \ u(t)i(t)dt (2.03)
T-*-00
Q - Alim~ | u(®Hji(D)jdt (2.04)

Niech: i(t) = G u(t), gdzie G jest wielkoscig stala.
Otrzymamy:

P«GU2; Q =0 (na podstawie (1.30)).

pracy ograniczymy sie do dwojnikéw. Jednak bioragc ogélne L moze byé¢
ztozonym obiektem aktywnym zawierajacym parametry skupione i rozdozone,
elementy liniowe i nieliniowe oraz elementy odwzorowujgace procesy sto-
chastyczne.
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Gdy: i(t) m G Hju(t)j (zaleznos¢ ta ma Istotne znaczenie w teorii kom-
pensacji mocy biernej (por. [6])), otrzymamy:

P-o0o Q-- limi- | i(®H-ju®jdt - - G U2

Na podstawie (1.27) zachodzi:

1 f ¢) M dd

-0 -@ m | <2-05)

1 7?sgnoilfi(@) I* (co)doo
Q - lim (-9 (2.06)
e-o

Stad:

1 f uen itMdoo
n&— (2-07)

fi-° 0

Moc pozorng S definiujemy przy pomocy relacji:

S- P+ 3 Q m”"P2 +Q2”° (2.08)

Uogélnione transformaty UC(@) oraz 1M(@) mozemy przedstawi¢ w postaci
amplitudowo-fazowej .

Poké6zmy:
) J(b(co) - Ja,(
Ufeo) -VéE@ a ¢ jJj 1,00 - I¢(@e c (2.09)
oraz
vAQui) - (to) -cté (to)j cosV-]]j sin~ -1 (2.10)
otrzymamy (por. (2.07)):
JVvV. (4
. W .1 JE®)
So nra------—-——- (2,11)

7Pominiéto skfadowe stake przebiegow.
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Moc pozorna S jest wielkosSciag rzeczywistg. Stad:

, _fV.(co) J_ () cos () -"~ldco
8-U»1ap S n £ -12)
i >ve ” sin 1v. (CO) —+]dco
<2' 3)
Zauwazmy, ze w przypadku szczeg6lnym, gdy »Yoo) = constans « relacja

(2.13) jest spekniona dla dowolnej pary wielkosci VMco) 1 XN o) i wte
dys

, ifV, (co) Je (co)doo
é i Tx& (2 H)

Teoria mocy, najog6lniej biorac, dotyczy zwigzkéw zachodzacych miedzy
mocami rozwazanych przebiegéw. W zastosowaniach - aby jej nada¢ okreslone
znaczenie techniczne i ekonomiczne - odnosimy ja do wyréznionego obiektu
lub ukdadu. Jezeli dynamiczne zachowanie sie ukfadu pozwala na przeprowa-
dzenie efektywnej analizy, to znaczy prowadzacej do znalezienia zalezno-
Sci zachodzacych miedzy przebiegami, teoria mocy staje sie skkadowa czes-
cig tej analizy a wystepujgce moce mozemy wyrazi¢ w zaleznosci od dyna-
micznych charakterystyk uk#adu.

Najprostszym tego przykdadem jest ukdad liniowy czasowo niezmienniczy.
Istotnie, niech L jest uk#adem liniowym (pasywnym lub aktywnym) czasowo
niezmienniczym i niech y(t) bedzie odpowiedzia tego ukfadu na napiecio-
wy impuls Diraca <5(t) a w®P(t) Tunkcja autokorelacji (por. (1.02)) przy
+ozonego napiecia u(t).

Jak wiemy (por. [3)J) dla uk#adu L obowigzujg relacje:

y()<>(t)dt (2.15)
0 r -
Q - -ly(DH]<Xt)jdt (2.16)

Wystepujace w obu wzorach funkcje podcatkowe sg transformowalne weddtug Fou-
riera. Otrzymamy:
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P = jg Y* (co)dco

00

Q » (1) | sgnco 8>) Y*(to)dcd

gdzie &) Jest transformata Fouriera funkcji <P(D.
Czyli

Zachodzi (por. [2], str. 261)s

Ue (c0)]2
i(cl) - — W

Stad, dla uk#adéw liniowych czasowo niezmienniczych:

1 2] @]2 Y*(co)dw
P+j3JQ-1Tlimz |--—-—-—- T3T7-

Jak wida¢ uzyskane zaleznosci wiaza moce przebiegéw z funkcja
ukdadu.
Poréwnujac (2.21) z (2.07), otrzymamy:

Ifiv - Y@ U, @i

Bezposrednio relacje (2.22) mozemy uzyskaé¢ nastepujaco.
Na podstawie zasady superpozycji mamy:

@.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

przejscia

(2.22)
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Zaktadajac, ze dozwolona jest zmiana kolejnosci catkowania, otrzymamy:

Zachodzi (por. (1.18)):

| 29inét _u(t_r)e-J*t dt 3 UcMe-j~rr

Czyli:

00
ICM - @) Jy(r)e-;iwdr- Y(co) Ue (@)

W przypadku ogolnym, gdy niemozliwe jest wykrycie bezposrednich zwigz-
kéw zachodzacych miedzy przebiegami wystepujacymi na zaciskach ukdadu L a
jego charakterystykami dynamicznymi, mozna, jak to zostanie pokazane,
znalez¢ relacje wiagzaca funkcje korelacji tych przebiegéw. Funkcje te po-
siadaja bezposredni zwigzek z mocami rozpatrywanego ukdadu.

Mamy (por. (1.18)):

Ae—[u(t) + i(t-F)Je"3 tdt - U (@) + 1 ,00) e-"
Stad (ha podstawie (1.22) i (1-23)):

T
N TR [u(® + i(t-t)]2 dt
1

1 Jué(«) + I<(0)e~Cr| da
1 - Tro-

czyli:

J Su. (oj) (oj) e~nrdto

Tiom 2T J U(t)i(t* t)dt S — (2,24)
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Funkcja (2.24) jest funkcja korelacji wzajemnej przebiegéw napiecia i pra-

du. (Korelacja napieciowo-pradowg uk#adu).
Pokézmy:

@) - o o § u(Di(t-nde

0
.25)
e(w) » ftF(he~D,t dt
-
Z relacji (2.24) wynika, ze:
Ue@) I1*(w)
#(co) m lim . 2.26
¢—0 4 3L (2.26)
Poréwnujac (2.26) z (2.07), otrzymamy:
P+ 3 Q>1 j@(co)dsd .27
0
oraz (por. (2.12), (2.10)):
@®
S * Jl@(co)] cos (@ - V"]dco
o]
(2.28)
*R
0 my Jea0)| ain[vi(w) -/Jdoo
Dla przypadku szczegélnego (2.14), zachodzi:
00
S"s 18" db (2.29)

(0]

Jak wida¢, jezeli wystepujace na zaciskach uktadu L przebiegi napiecia
i pradu posiadajg zerowg korelacje wzajemng (sa nieskorelowane), to moce
czynna P, bierna Q 1 pozorna S sg réwne zero.
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Powracajac do relacji (2.26) zauwazamy, ze:

U @ 1) Jucm | 2 LA
< lim L Iim
W - é—0 A3ié e—0 ~ 73Tr~
Ktadac t
IAt) m _Lim | i(v)i(t-r)dt
T-
V*0) K t)e” "ar® dt

nieréwnos¢ (2.30) mozemy zapisa¢ w postaci (por. (2.20)):

| @) 2*S $(co)V(co)

3. Moc deformacji

Do rozwazah wprowadzimy przebiegi zespolone zdefiniowane
relacji (por. [4], [BD«

F(O - f(O - J HIF(D}

Zachodzi:

n i{;h + h j [C<SH «

Czyli (na podstawie (1.01) oraz (1.-24)) dla wartosci skutecznej

biegu rzeczywistego f(t), otrzymamy:

(2.30)

(2.31)

(2.32)

pomocy

(3.01)

prze-



2 Zygmunt Howomlejaki

Przyktadowo, niech:

n«N
f(t) ® Z Cn cos + AnA (3.03)
n»1
Stad <
n»N
{f(O} - - Z] Cn 8ia K * +*n} (3.04)
n*1
n«N o-+
i(t) cn .** _eg (3.05)
n«l
li()]2 - £ or
n,r»l
Ody r i n, otrzymamy:
B « Jt@> - ) i ein(co —OO? T
T-!‘-Grg 4t ¢ " at - i otccB-obF ~ O

Z drugiej etrony, gdy r m n:

lim —-j* I dt
A
Ostatecznie wiec:
n»H m»N ¢
n»1 ml 7
Pot6zmy:

UCt) - u() - j Hu®I1i X@® - i) - j HLi®] (3.06)
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Wielkos¢ zespolona:

T
S - lim7s \ UCY) 1(H)dt (3.07)
T—®

gdzie symbol \I/(t) oznacza przebieg sprzezony do przebiegu /i(t), naz-
wiemy mocg zespolona (por. [4]) przebiegéw rzeczywistych u(t) i i(o.
Na podstawie (2.03), (2.04), (1.29) oraz (1.31), otrzymamy:

S-P+jQ (3.08)
Zachodzi (por. (2.08)):
S - IS| - _lim 1] UC) 1(D)dt] (3.09)
-
-T
oraz (por. (2.07)):
1 ? A v At ué ) (3.10)
¢S i j o ow,) 1(Hd* - * 1 - to —

Przyjmijmy, ze przebiegi u(t) i i(t) posiadajg postaé (3-03), to zna-
czy, niech:

n-N n-N
u(t) - unn CM(V + i(t) “22Z Zma cosK t +V
n-1 n-1

Otrzymamy (por. (3.05)):

JE> jco t R Jjct Jio t

Umn e D 6 < Lty tL Xmn 8 9

X
n*1 n*1

ue) 1) - X umn ~ 9
n,r»l
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Stad:
n=N Jv,
A 1 o A V e\ 1 J n
J Uu(t) 1 <t)ydt" 2 ] un 6 n

gdziei

u I
U --S81 I -— j 9 - & -&
n -y? n -y?

Ogoélnie, dla kazdej skoriczonej wartosci T prawdziwa jest tozsamosc:

| Ul 2dt . 1 JI(O2dt >] | UCE) X(t)dit 2
-T -T -T
T T
+ 1 f I lu® i(r) - u(r) i(o)]2dt dt G.11)
-T -T

a poniewaz granica (por. (3.02)):

T-»00

lim 1 Iol2dt lim i 11(t)l2dt istnieje okreslona jest takze
K w

wielkos¢ K zdefiniowana przy pomocy relacji:

K —FALImEr) 1 | | Ju® 1(C) - UC®) I1(b)]2dt dt (G.12)

K nazwiemy moca deformacji przebiegéow u(t) oraz i(t).
Na podstawie (3.11), otrzymamy (por. (2.02), (3.09)):

P2 - P2 + Q2 + K2 3-13)
Zauwazmy, ze gdy:
1() -Xu(t)

gdzie X ' jest wielkoscig stalg (zespolong lub rzeczywistg), to moc K jest
réowna zero.
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Pot6zmy (por. [7] »»

1Y) - 1£(D) + 1°t)

1(t) - % U®

Zachodzi :
h §oii®V* <2 h j 6®E® -7 s©1"
Czyli:
lim 4p | iL() 1°(H)dt - C
liamyi

12 - lim4, \ JI(®]2dt

T
« j EiORt*.i N jliwix
12=A +12

u

Poréwnujac (3.16) z relacja (3.13), otrzymamy:

K - U 10,

gdzie 17~ jest wartoscig skutecznag przebiegu zespolonego 1y.(tj.

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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OECEIHEHHAH TEOPHFI MOIITHOCTH

P e 3 aue

Abtop pacciiaTpaBaeT h o0ocHOBbiBaei b ciaite oényio Teopmo houhocth npoie-
KaHHfl, KOTopue He H3oCpaxamTCH no $ypbe. Hafl”eHU HOBiie 3aBHCHMOCTH aejwy
npoieKaHHFlIiMH h hx uonHocibm nyieM npHMeHeHua oSoOmeHHoro n3o6paxeHHa $yHK-
iitH $ypbe, BBefleHHofl H. BeHepoM.

GENERALIZED THEORY OF POWER
Summary

In the paper the generalized theory of the power of currents which can-
not be transformed according to Fourier is described and justified. New
relationships between the current and its power are found. For this pur-
pose a generalized Fourier transform introduced by N. Wiener was applied.



